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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os modelos fisicos que descrevem o movimento de
fluidos nao-newtonianos a partir de hipoteses sobre a relacao entre o tensor de tensoes de
desvio e o tensor de deformagoes linearizado do fluido. Em particular, demonstra-se, por
meio do método de Lions-Faedo-Galerkin, existéncia e unicidade de solugao fraca para
os sistemas de equacoes de movimento moderado de fluidos viscoelasticos descritos pelos
modelos de Maxwell e de Kelvin-Voigt. Neste tltimo, obtém-se também regularidade da

solugao através de uma formulacao variacional do problema de Stokes.

Palavras-Chaves: Navier-Stokes, Fluidos nao-newtonianos, Solugao Fraca, Modelo de
Maxwell, Modelo de Kelvin-Voigt
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Abstract

The aim of this work is to study the physical models that describe the motion of
non-newtonian fluids from assumptions concerning the relation between stress deviator
tensor and the linear strain tensor of the fluid. In particular, it is established, by means of
Lions-Faedo-Galerkin method, existence and uniqueness of weak solution to the systems
of equations on moderated motion of viscoelastics fluids described by Maxwell’s model
and Kelvin-Voigt’s model. In this last one, it is also obtained regularity to the solution,

by means of a variacional aproach of Stokes’ problem.

Key-words: Navier-Stokes, Non-newtonian Fluids, Weak Solution, Maxwell’s Model,

Kelvin-Voigt’s Model
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O Modelo de Navier-Stokes

Considere uma regiao do R? ocupada por um fluido em movimento. Suponha-se que
esta regiao seja um aberto limitado €2, cuja fronteira representa-se por I', a qual admite-
se bem regular. Assim, I' é fronteira de uma parte aberta, conexa, limitada Q do R3
contendo o fluido. A normal externa a I' representa-se por 7. Entende-se por fluxo do
fluido através de I a massa de fluido que atravessa I" na dire¢ao da normal n na unidade
de tempo. Considere um elemento dI' de I' e seja u o vetor velocidade das particulas,
isto &, u(z,t) = (uy(x,t), us(z,t), us(x,t)) onde x = (x1, 29, 23) € R3. Representando por
p(z,t) a densidade do fluido, resulta que o fluxo de fluido através de I' na direcao da

normal é
[ plastyute.omar.
r

A massa de fluido no interior de € é dada por
M(t) = / px,t)d.
Q

A taxa de variacao da massa M (t) em relacao ao tempo é dada por
dM 8p p
- — xT.
dt 875

O fluxo de fluido que entra em €2 através de I' é

- / ol tyu(z, ty dT,

na unidade de tempo. Assim, do principio da conservacao da massa, obtém-se
0
/ P g + / o, tyu(z, ) dT = 0
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em cada instante. Do teorema da divergéncia, obtém-se

[ {2 i) g

para cada aberto limitado. Logo, tem-se a equacao da continuidade

o + div(pu) = 0.

ot
Pela regra da cadeia, tem-se
i _% v
— = -
it ot P
Sendo div(pu) = pdiv(u) + Vp - u, tem-se da equagao da continuidade que
d
d—f +pdiv(u) =0 em €.

Sendo p uma constante, porque supoe-se o fluido incompressivel e homogéneo, obtém-se
div(u) =0 em Q.
O momento linear de €2, supondo-se p =1, é
m(t) = / u(z,t) d.
Q
A taxa de variacao do momento em relacao ao tempo é
dm du
m _ / M e
dt q dt

Pela 2% Lei de Newton, esta taxa deve ser igual a resultante das forcas aplicadas em (2.

Elas sao de duas espécies:
(i) Volumétricas aplicadas em Q de densidade f(z,t) = (fi(z,t), fo(z,t), f3(x,1)).

(ii) Tensoes internas e viscosidades na fronteira I de 2 cujas componentes supode-se da

forma

3
E(x7t>zzglj<$7t)n]7 i:172737
j=1

onde n; representa as componentes do vetor unitérioﬁ da normal externa a fronteira

I e &j(x,t) o tensor de tensoes de Cauchy.

Do equilibrio entre as forgas e a variagdo do momento (2% Lei de Newton), resulta que

L%dw:Lf(x,t)dx+/FF(x,t)dr. (1.1)



Observacao 1.1. Alteracoes nas propriedades de um fluido em movimento podem ser
medidas de duas maneiras diferentes. Pode-se medir uma determinada propriedade, quer
pela realizacao da medicao em um ponto fizo no espaco onde as particulas do fluido
passam, ou sequindo uma porcao de fluido ao longo da sua trajetoria. A derivada de
um campo no que diz respeito a uma posicao fixa no espaco € chamada de derivada
Euleriana enquanto a derivada sequndo o movimento de uma por¢ao do flurdo é chamada
de derivada convectiva.

A derivada convectiva € definida como
2—1; = % + u-Vu. (1.2)

O primeiro termo do lado direito da equacao acima € a derivada Euleriana ordindria,
isto €, a derivada de u em um ponto (xy,9,x3) de referéncia fizo, representando mu-
dancas da velocidade nesse ponto em relacao ao tempo. Enquanto que o sequndo termo
representa uma quantidade de alteracoes no que diz respeito a posicao. FEsta derivada
"especial” é, na realidade, a derivada ordindria da func¢ao uw = u(t,zy, xe, x3) ao longo de
um percurso na sequéncia do movimento do fluido e pode ser obtida facilmente através
da aplicacao da regra da cadeia.

Por exemplo, a medicao das mudancas na velocidade do vento na atmosfera pode ser
obtida com a ajuda de um anemometer em uma estacao meteoroldgica ou montd-lo em
um balao meteoroldgico. O anemometer, no primeiro caso, dd a medicao da mudanca da
velocidade das particulas que se deslocam ao passar por um PONTO FIXO no espaco,
enquanto que, no sequndo caso, o instrumento estd medindo mudancas na velocidade de
uwma PORCAO FIXA do fluido.

O

Substituindo (1.2) em (1.1) tem-se que

/ {% . Vu} do — /Qf(x,t)da:+/FF(:c,t)dF. (13)

Passando as componentes obtém-se:
ou; ou;
/Q{at-i— oz, }dx—/fzxtdx—i-/z:fthn]dl“, (1.4)
1=1,2,3.

Do teorema da divergéncia, segue-se que

Z/fm z, t)n;dl = Z/ gij (1.5)




Substituindo (1.5) em (1.4) obtém-se

/Q{%l: +u- Vuz} dx = / filz,t)dx —I—Z g” z,t)dz (1.6)

para ¢ = 1,2,3 em cada instante ¢ e para cada 2. Dai, resulta que

85: Vu; = fi(z,1) +Z 86” (1.7)
para 1 =1,2,3.
A equagao (1.7) é chamada de equagdo do momentum de Cauchy. O principio
da tensao de Cauchy afirma que, quando sobre um meio continuo agem forgas, isto é,
forgas na superficie e no interior, existem reagoes internas (forgas), ao longo de todo o
meio, agindo entre os pontos do material. Com base neste principio, Cauchy demonstrou
que o estado de tensao em um ponto do meio estd completamente definido pelas nove
componentes de um tensor cartesiano de segunda ordem denominado tensor de tensoes
de Cauchy, dado por
§11 T2 Ti3
(fij)sxaz = To1 S22 To3
T31 T2 §33

onde §; sao as tensoes normais e 7;; sao as tensoes de corte. Este tensor ¢ decomposto

em dois:
-p 0 0 En+p T12 T13
(&ij)axz = 0O —p O + Tor S+ Dp  Tos = —pl + (0ij)3x3
0 0 —p 731 T32 §33+p

onde I é matriz identidade 3 x 3, p = —% (€11 + &a2 + E33) € a pressao do fluido e (045)3x3
na equacao acima é chamado de tensor de tensoes de desvio. Mais detalhes podem
ser vistos em Batchelor [2].

Logo,

>y
‘= 0z Oz; Oz,
Assim, a equagao (1.7) pode ser escrita como
8ui
ot

Py div(oy)

+u-Vu; = fi(x,t) — .



para i = 1,2 3.

Escrevendo de modo compacto a equagao anterior, obtém-se

ou
En +u-Vu = f(z,t) — Vp + div(o)
Portanto, o movimento de fluidos incompressiveis é descrito pelo sistema de equagoes
ou .
— +u-Vu+ Vp=div(o) + f(x,t), € Q, t >0,
ot (1.8)

div(u) =0, x € Q, t>0.

onde 0 = (0;)5,5 ¢ 0 tensor de tensdes de desvio, tro = 0, p é a pressao do fluido e f é
a forca externa. A equacao acima ainda esta incompleta. Para a conclusao, é necessario
formular hipoteses sobre a forma de o, ou seja, necessita-se de uma lei constitutiva para
o tensor tensoes, que pode ser obtida para uma familia de fluidos especificos.

A introducdo em (1.8) do divergente do tensor de tensdes o tem o propodsito de
considerar reacoes que surgem no fluido durante seu movimento. Estabelecendo, por

meio das Leis de Hooke Generalizadas, a relacao entre o e o tensor de deformacoes

1 . ,
linearizado D = (D;;) = 5 (g;ﬁ’ + gzﬂ
fi i

Uma tal relagao entre o e D é o que chama-se de equacao reolégica ou uma equacao

) e suas derivadas, tem-se assim o tipo de fluido.

de estado (veja por exemplo Serrin [12] e Clifford [6]). O exemplo mais simples de uma

equagao reologica correspondendo a um fluido incompressivel ideal é a equagao o = 0

e, neste caso, o movimento de um fluido incompressivel ideal é descrito pela equacao de
Euler

% +u-Vu+Vp=f
(1.9)
div(u) = 0.

O axioma de Stokes (veja Serrin [12| e Ladyzhenskaya [18]) constitui o sistema mais

conhecido entre todos os axiomas que descrevem o movimento de fluidos viscosos. Um

fluido o qual é definido pela equacao que satisfaz o axioma de Stokes sao ditos fluidos de

Stokes. Para tais fluidos incompressiveis a equagao de estado tem a forma (veja [12]-[18])
o =aD + BD?, (1.10)

onde « e 3 sao funcoes especificas.
Se, em (1.10), o = constante =2v > 0 e § =0, tem-se a Lei de Newton para fluidos
viscosos, dada por
o =2uD. (1.11)



Um fluido definido pela equagao (1.11) é dito um fluido newtoniano. Dessa relagao

segue-se que tr D = tr Vu = 0, onde Vu representa a matriz jacobiana (ﬂ) Além
L

disso, tem-se que div (2D) = div [Vu + (Vu)t} = Au+ V(tr Vu) = Au. Assim, substi-

tuindo (1.11) em (1.8), obtém-se a equagdo de movimento de um fluido newtoniano, o

qual é chamada de equacao de Navier-Stokes:

@—i—u-Vu—VAu—I—Vp: f
ot (1.12)

div(u) = 0.

A constante v é chamada de coeficiente de viscosidade cinemaética.

Em mais de um século e meio o modelo de fluido newtoniano tem sido o modelo bésico
de um fluido incompressivel e viscoso tornando-se possivel descrever fluxos de velocidades
moderadas para fluidos incompressiveis e viscosos encontrados na pratica. Entretanto,
até mesmo antes do século XIX se sabia que existiam fluidos incompressiveis e viscosos
nao sujeitos a lei de Newton definida em (1.11), como vé-se a seguir.

Os primeiros modelos de tais fluidos nos quais se leva em conta as propriedades
elasticas do fluido, subsequentemente chamados de fluidos viscoeldsticos, foram propostos
no século XIX por Maxwell [10] e [11], Kelvin [17], Voigt [40] e [41] e foram desenvolvidos
na metade do século XX para uma extensao consideravel por Oldroyd [23]-[26].

O primeiro a propor uma relagao entre o tensor de tensoes o e o tensor de deformacoes
D foi Maxwell, que afirmou ser possivel contruir uma teoria invariante nao linear de
fluidos baseando-se em uma analogia com sistemas mecanicos envolvendo associacoes de
molas e amortecedores. De fato, um elemento de Maxwell é constituido de uma mola
(elemento elastico) e um amortecedor (elemento viscoso) em série, conforme a figura
mostrada a seguir.

A constante da mola é chamada de G. A forca o; na mola é Gv,, onde v, é a
24!

e onde 7 é a viscosidade e

deformagao da mola. A for¢a oo no amortecedor é n (

0 . . -
(ﬂ) é a taxa de variacao da deformacao v, no amortecedor. Temos que a deformacao

ot

total € v = v1 + 72 e 01 = 09 = 0, pois os elementos estao em série. Logo, a taxa de

deformacao total é

Oy _On | Oy, 0o1/0t Lo do /ot o

a o ot o Ty a Yty
Assim, 5 5
g _
N Fo =) (1.13)



Figure 1.1: Elemento de Mazwell

onde A\ = g é o tempo de relaxamento.

Considerando a lei de Newton para fluidos viscosos (1.11), identifica-se por analogia
a taxa de deformagao % no elemento viscoso de Maxwell, com o tensor de deformacao
D do fluido, mudando a interpretagao fisica de o em (1.13) de forca para tensao.

Dessa forma, de (1.13), obtém-se a seguinte relacdo entre o tensor de tensoes e o

tensor de deformacoes:

oo
— 4+ o0=nD. 1.14
A 5 o=n ( )

Resolvendo (1.14) com dado inicial (0) = 0, obtemos

o(z,t) = g/ot 5" D(, €)de. (1.15)

Substituindo a igualdade (1.15) em (1.8), tem-se a equac¢do do modelo de um fluido de

Maxwell, dado pelo sistema,

Ou +u-Vu — u/ gt —&Au(x,§)dE +Vp=f, 2€Q,t>0 (1.16)
ot 0

com condi¢ao de incompressibilidade
div(u) =0, x € Q, t >0 (1.17)
e com as condicgoes inicial e de fronteira

u(z,0) =ug, x €Q, e u(z,t)=0, z€l, t>0, (1.18)



onde g(t) = e, p = 5% > 0, a = A7' > 0. Para detalhes fisicos e modelagem
matematica consulte [1], [23], [29] e [43].
Um outro modelo interessante é o modelo proposto por Kelvin-Voigt onde a mola e

o amortecedor estao em paralelo, como mostra a figura abaixo:

?0

vo

Figure 1.2: Elemento de Voigt

0
A forca no elemento elastico é Gy e a forga no elemento viscoso é na—z. Como elas

estao em paralelo, tem-se
Iy
ot

Esse elemento ¢é instantaneamente viscoso, pois a acao do amortecedor ocorre simultane-

c=Gy+n (1.19)

amente a deformagcao da mola. Se uma forca constante for aplicada, o amortecedor freara
o movimento e o sistema chegara ao equilibrio com ¢ = G, como no corpo elastico.
Derivando a relacao (1.19) com respeito a ¢ e introduzindo o tensor de deformacao
A : - -
o apos trocar nossa interpretacao de forca por tensao como no caso do

fluido de Maxwell, obtém-se

D no papel de

do oD
9 _ap+ . 1.2
o~ GP Ty (1.20)

Resolvendo (1.20) com dado inicial o(0) = D(0) = 0 e substituindo em (1.8), obtém-se

a equacao do modelo de um fluido de Kelvin-Voigt, dado pelo sistema

a t
a—?—i—u-Vu—u/ Au(z,&)dé —vAu+Vp=f, 2€Q,t>0 (1.21)

0
com as mesmas condigoes iniciais e de fronteira (1.18) e de incompressibilidade (1.17),

onde p = % e v = 7 sao constantes positivas.
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Os modelos de Maxwell e Kelvin-Voigt descrevem melhor solidos que, sob certas
condicoes, comportam-se como fluidos. Em vista disso, Oldroyd-Jeffreys propuseram um
modelo em que se considera um amortecedor e um elemento de Kelvin-Voigt associados

em série, conforme a figura abaixo:

Figure 1.3: Elemento de Oldroyd-Jeffreys

A deformacao total v no elemento de Oldroyd-Jeffreys é a soma da deformacao no

amortecedor 7; e no elemento de Kelvin-Voigt. Logo,

Oy _on  On

= 1.22
o ot ot (1.22)
As forcas em ambos os elementos sao as mesmas, logo
o 02
— =G -z 1.23
C=gs 0 ’71+772at (1.23)

As equagoes (1.16) e (1.17) sao trés equagdes para o, v, 71 € V2. Apo6s eliminar v, e 7

obtém-se

2
mtmdo (37 m2 0 v) (1.24)

G Ot
O modelo de Oldroyd-Jeffreys é viscoso por que é puramente de deformacao eldstica do
elemento. O elemento de Oldroyd-Jeffreys nao pode sustentar uma forca constante no
equilibrio, a forca deve relaxar. A viscosidade estd ativa em toda deformacao. Este
modelo é adequado para fluidos e nao para soélidos.
Definindo-se o tempo de relaxamento

:771+772

A1 G




e um retardamento no tempo

>\2 = %7
entao, apds trocar nossa interpretacao de forca e deformacao, como no caso do fluido de
Maxwell tem-se 5 5 52
o u u
AM— = — + 1.25
g =M (ax * anat) (1.25)

O modelo do fluido de Oldroyd-Jeffreys (veja [1], [23], [43]) pode predizer o relaxa-
mento das tensoes, bem como o retardamento de deformagao, e por esse motivo este
modelo se popularizou na descricao de suspensoes de polimeros. De fato, para modelar
o comportamento de uma solucao diluida de um polimero em um solvente newtoniano,
o tensor de tensoes extra é frequentemente dividido em duas componentes: viscoelastico
e puramente viscoso.

Neste sentido, em 1950, Oldroyd [23]-[26] propos um modelo de fluido incompressivel

e viscoso o qual obedecia uma relacao da forma

0 0
l+A=|o=2v(1+kv'=)D 1.26
( + (915)0 1/( + kv 875) , ( )
onde A\, v,k sao constantes positivas com v — § > 0. Aqui, v denota a viscosidade

cinematica, A é o tempo de relaxamento, k£ representa o retardamento do tempo e D =
1
5 (uw] + uﬂ) o tensor de deformagoes.

Resolvendo (1.26) com dados o(0) = D(0) = 0, escreve-se a relacao definida em (1.26)

na forma de uma equacgao integral

(=9

x Dz, £)dE. (1.27)

t
o(z,t) = 2kA'D(z,t) + 22" (v — k:)\_l)/ e
0

Substituindo a igualdade (1.27) em (1.8) tem-se a equagido do modelo de um fluido de

Oldroyd dado pelo sistema de equacoes integro-diferenciais
% +u-Vu — pAu — /Otg(t —OAu(z,)dE+Vp=f, €, t>0 (1.28)
com condicao de incompressibilidade
div(u) =0, x € Q, t>0 (1.29)
e com as condi¢oes inicial e de fronteira
u(z,0) =ug, x €Q, e u(z,t)=0xecl, t>0, (1.30)
onde, t = kA7 > 0 e g(t) = Be™® onde B = A" (v —kA™!) > 0 com o = A7!. Para

detalhes fisicos e modelagem matematica consulte [1], [23], [29] e [43].
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Observacao 1.2. Como a teoria dos fluidos viscoeldsticos, por definicao, descreve fluxos
com wvelocidades moderadas, 0s sistemas apresentados admitem uma simplificacao ra-

zodvel. Isto €, negligencia-se (como usual na mecdnica) a parte convectiva da velocidade:
u-Vu
O

Existem muitos fluidos com esta microestrutura complexa, tais como fluidos biologi-
cos, fluidos poliméricos, suspensoes e cristais liquidos, os quais sao usados frequentemente
em processos industriais e mostram um comportamento viscoelastico que nao pode ser
descrito pelo modelo newtoniano cléssico. Existem muitos autores trabalhando com este
tipo de fluido, entre os principais, citamos Oskolkov [29], [30], [31], [32] e Pani [33], sendo
que este tltimo trabalha com o estudo numérico deste modelo.

O problema de valor inicial e o problema de Cauchy para as equacoes classicas da
hidrodinamica de fluidos ideais e viscosos, isto é, a equagdo de Euler (1.9) e a equagao de
Navier-Stokes (1.12) tém sido estudados por um século e meio por diversos mateméticos
famosos. Os trabalhos de Leray |13]-[15], Leray-Schauder [16], Sobolev |36], Hopf ||,
[9], Tartar, Teman, Lions, Prodi e Ladyzhenskaya [18], [19] abriram a presente fase do
estudo das equacoes da hidrodinamica para um fluido viscoso. Esses matemaéticos criaram
métodos funcionais para resolver problemas da Fisica Matemética.

A caracteristica desses métodos sao a passagem a uma formulagao generalizada do
problema para uma na qual o teorema de existéncia e unicidade (se o tltimo vale em uma
formulacao classica) pode ser provado de forma mais simples, e o largo uso na prova do
teorema de existéncia de ideias e métodos da Anéalise Funcional e da teoria das imersoes

dos espacos de funcoes.
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1.2 O Propoésito do Trabalho

O que propoe-se neste trabalho é estabelecer a existéncia e unicidade de solugoes para

0Ss sistemas:

-7 /tAu(x,g)dg—l/Au-i-Vp:f em @
0

div(u) =0 em  Q, (1.31)
u=0 em X,

u(z,0) =ug(x) em €

a t
8_12 - / gt —o)Au(z,0)do+Vp=f em @Q
0
div(u) =0 em Q, (1'32)
U = em X,
u(z,0) = ug(x) em €
onde u(x,t) = (ui(x,t),.....,un(x,t)) & o vetor velocidade do movimento moderado do

fluido avaliado no ponto (z,t), z = (1, ...,2,) € R", p = p(x,t) é a pressao do fluido

avaliada no ponto (x,t), ug(x) ¢ a velocidade inicial e g : [0,00) — [0,00) é dada por
g(t) = e

com constantes o, i, v > 0.

No capitulo 2, demonstra-se a existéncia e unicidade de solucao fraca para o sistema
(1.31). Mostra-se ainda que, assumindo mais regularidade nos dados iniciais, obtém-se
mais regularidade para a solugao (solugao forte).

No capitulo 3, mostra-se apenas a existéncia e unicidade de solucao fraca para o
sistema (1.32), devido a auséncia do termo linear no laplaciano Au que, juntamente
com o gradiente de pressao Vp, caracteriza o problema de Stokes e possibilita obter a
regularidade da solucao.

Nas secoes restantes deste capitulo inicial, sao apresentados a seguir os conceitos
bésicos da teoria necessaria, além de alguns resultados que serao utilizados neste trabalho.

As demonstracoes podem ser vistas em Milla e Medeiros [21] e [22].
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1.3 Os espagos LP({))

Nesta secao, todas as integrais tomadas sobre o conjunto €2 sao integrais no sentido de
Lebesgue. Supoe-se, portanto, serem conhecidas as nocgoes basicas da Teoria da Medida,

como conjuntos mensuraveis, funcoes mensuraveis a Lesbegue, etc.

Definicao 1.1. Sejam 1 < p < o0 ¢ Q0 C R™ um conjunto mensurdvel. Definimos o

espaco das funcoes LP(§) por

LP(Q) ={f : Q= R; [|f][, < oo}

onde

s =( \f(:c)lpd:c);

L2E) ={f: Q= R; [[flloe < 00}

Para p = oo, definimos

onde

|| f|l, = supess|f(z)| =inf{C > 0;|f(x)] < C quase sempre}
FASEY)

Definicao 1.2. Seja 2 € R™ um conjunto aberto e 1 < p < oco. Dizemos que uma

p
loc

fungao f:Q — R € localmente p-integravel em € e denotamos f € L) () se, para todo

(f |fo<x>rpdx)’l’ < o0

onde Xk € a funcdo caracteristica de K.

compacto K C ), temos

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder). Suponhamos 1 < p,q < oo tais que % + % = 1.
Se f e LP(Q) ege LYD), entdo fg € L'(Q) e vale

I glle < IS1lp 1gllq

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowiski). Sejam 1 <p < oo e f,g € LP(Q). Entao

1+ glle < {1£1lp + llgll»

Teorema 1.3. Os espacos LP(Q2), 1 < p < o0, sao de Banach.
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Defini¢ao 1.3 (Convolugao de fungoes). Sejam f,g € LY(R™). Suponha que, para cada
x € R", a integral

u(r) = L (z —y)g(y) dy
exista, isto €, seja finita. Dizemos que a funcao v : R™ — R assim definida € a convolugao
de f por g e denotamos u(x) = (f * g)(x).
Teorema 1.4. Sejam f,g como acima e suponhamos que [ *x g esteja definida. Entao

sao vdlidas as sequintes propridades:
a) fxg=gx*f (Comutatividade);
b) (fxg)xh=fx*(gxh) (Associatividade);
¢) Definindo 1,f(x) = f(x—y) (tranlagdo de f na direcao dey), entio (1,f)xg = f*(1,9).
Teorema 1.5. Sejam 1 < p,q,r < oo tais que % + % = % Se f € LP(R™) e g € LY(R"),
entao fxg € L"(R™) e vale
Lf = gl < 11 f1p llgllq
Defini¢do 1.4 (Transformada de Fourier). Seja u € L*(R™). Define-se a trasformada

de Fourier de u como sendo a funcao u definida em R™ por

u(y) = (27‘()_75/ e~ W2y (x) da

Teorema 1.6. Seja u € L*(R™). A sucessdo de fungoes (uy)ren, dada por
w(e) = @0 [ ) d,
By,
onde By € a bola aberta de R™ centrada na origem e raio k, é de Cauchy em L*(R™).
Do teorema acima, é natural entao definir a transformada de Fourier de uma funcao
u € L*(R") como a fun¢do @ = lim wuy. Claramente, se v € L'(R") N L*(R"), essa

U—00
defini¢ao coincide com a primeira.

Teorema 1.7 (Plancherel). A aplica¢io u — U é uma isometria de L*(R") em L*(R™).

O teorema a seguir mostra como ¢é possivel introduzir a transformada de Fourier &
no lugar de u através da chamada transformada inversa de Fourier. Essa ideia se revela
util em alguns problemas, tais como na resolucao de certas equacgoes diferenciais, que

tornam-se mais faceis de resolver quando a transformada de Fourier é introduzida.

Teorema 1.8 (Transformada Inversa de Fourier). Seja u € L'(R"). Se u € L'(R"),
entao
(27‘(‘)_3/ Ty dy = u(z) quase sempre em R™.
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1.4 Distribuicoes

Definicao 1.5. Sejam €2 € R™ um conjunto aberto e limitado e u : 0 — R uma funcao
continua. Define-se o suporte de u como o fecho em €2 do conjunto dos pontos x € ) tais

que u(z) # 0. Denota-se

supp u = {x € Q; u(x) # O}Q.

Dizemos que uma n-upla de ntumeros inteiros nao-negativos o = (g, ... ,,) é um

multi-indice de ordem |a| = )" | a; e definimos o operador de derivacao

olel

DY = —————.
o an
ox{'...0x¢

O conjunto C§°(2) das funcgdes infinitamente diferenciaveis e de suporte compacto
contido em () constitui um espaco vetorial. Neste espaco estabelece-se a seguinte no¢ao

de convergéncia introduzida por Schwartz:

Definig¢ao 1.6 (Nogao de convergéncia em C3°(Q2)). Dizemos que uma sucessao (©m)men

converge para ¢ em C$ () quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

e todas as @, possuem suportes contidos em um mesmo compacto K C €);

o D%,, = D% uniformemente em K para todo multi-indice c.

O espago C§°(§2) munido da nogao de convergéncia definida acima ¢ denominado de

espago das fungoes testes e representado por D(€2).

Definigao 1.7 (Distribuicoes sobre ). Denomina-se distribuicao sobre Q toda aplica¢ao
linear T : D(2) — R continua com respeito & topologia de D(S2), no sequinte sentido: se

(¢m)men converge para ¢ em D(Q), entdao T(p,,) — T(p) em R.

Observacao 1.3. Costuma-se denotar por < T,u > o valor da distribuicao T aplicada
em u € D(Q).

Exemplo 1.4.1. Seja u € LY (). O funcional T, : D(Q2) — R, dado por

loc

<Ty,p> = /Qu(x)go(x) dx

define uma distribuicao sobre ).
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Definicao 1.8. Consideremos o espaco vetorial de todas as distribuicoes sobre (2. Neste
espaco, dizemos que a sucessao (Tp,)men converge para T, quando T,,(p) — T(p) em R,

Vo € D(Q). Este espago munido desta nocao de convergéncia € denotado por D' (Q).
Com a motivacao do teorema seguinte, definiremos a derivada de distribuicoes.

Teorema 1.9 (Green-Gauss). Seja Q2 € R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira

suave. Suponha que u € C1(Q). Entdo:

/ Ou dx:/unidf
o Oz, r

onde n; € a i-ésima coordenada da normal n externa a I

Corolério 1 (Férmula de integracio por partes de Gauss). Sejam u,v € CY(Q), com

Q C R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave. Entao:

QSZvdx:/FuvmdF—/ng;dx, ie{l,... n}

Em particular, tem-se que

Op ou
/QU&EZ- dx——/Q&Eigpda:, Vo € D(Q).

A motivacao para o conceito de derivada fraca de uma funcao u€ L

1
loc

() criado por
Sobolev, se deve & relacao acima, tendo sido este conceito posteriormente generalizado

por Schwartz para distribui¢oes quaisquer em D’(2), como segue-se abaixo:

Defini¢ao 1.9. Seja T € D'(Q) e a um multi-indice. Define-se a derivada de indice o
de T como a distribuicao D*(T) : D(Q2) — R dada por

< DT, p >= (=1)l < T, D% >, VyeDEK).

Observacao 1.4. Pela definicao acima, seque-se que qualquer distribuicao sobre ) possui

derivadas de todas as ordens.

Observacao 1.5. A aplicacio D*: D'(Q2) — D'(2), T +— D*(T), € linear e continua no

sentido da convergéncia definida em D'(2).
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1.5 Os espagos LP(0,7T; X)

Nesta secao sao apresentados alguns resultados sobre os espacos LP(0,T; X)), onde X
¢ um espaco de Banach. Estes espacos sao usados com frequéncia na teoria moderna de
Equacgoes Diferenciais Parciais onde, em geral, X é algum espaco de Sobolev.
Definicao 1.10. Seja X um espago de Banach real e, para T > 0, considere o intervalo
(0,T7) C R equipado com a medida de Lesbeque dt. O espago LP(0,T;X) ¢é definido
como o espago vetorial das (classes de) fungoes vetoriais f: (0,T) — X, definidas quase

sempre em (0,T) e assumindo valores em X, fortemente mensurdveis e tais que a fun¢do
real t — ||f(t)||x pertence a LP(0,T).

Na definicao dada acima, dizer que f : (0,7) — X é fortemente mensurdvel sig-
nifica que existe uma sequéncia de func¢oes simples (f,)nen tal que f,(t) — f(t) quase

sempre em (0,7). Dizer que a funcao t — ||f(¢)||x pertence a LP(0,T) significa que
1

T v
(/ I f()I% dt) < 00. Isto nos permite definir a seguinte norma em L?(0,7T; X):
0

T P
(/ \|f<t>||§dt) sel<p<oo
0

sup ess||f(t)||x , se p = oc.
0<t<T

’f’Lp(O,T;X) =

A verificagao de que as expressoes acima definem normas em LP(0,T; X) é analoga a
da norma de LP(0,T) (ou, mais geralmente, L*(Q2), onde Q C R™ é um aberto). Mostra-se
também que, assim como LP(0,7T), LP(0,T; X) é um espago de Banach. Isso justifica o
fato de termos utilizado a notacdo LP(0,7T; X) logo de inicio em vez de primeiramente
definirmos os espagos L£F(0,T; X) e em seguida a relagdo de equivaléncia g ~ f < g = f

quase sempre, para s6 entao considerar a classe
[f]=4g9 € L£P(0,T;X); g= f quase sempre}.
No caso em que p =2 e X é um espaco de Hilbert, com o seguinte produto interno
em L?(0,T; X): .
() = [ 0.9

onde (, )x denota o produto interno em X. Ou seja, se X é um espaco de Hilbert,
entao L*(0,7;X) é também um espago de Hilbert. Como todo espago de Hilbert é
reflexivo, temos que, se X é Hilbert, L?(0,7T; X) é reflexivo. Embora simples, esse fato é
fundamental na obtencao de solucao de problemas elipticos pelo método de Lions-Faedo-

Galerkin que sera utilizado aqui para obter a solucdo dos problemas (1.31) e (1.32).
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O resultado seguinte fornece uma relagao entre as normas dos espacos LP(0,7; X) e
L9(0,T; X), quando X — Y isto &, quando X C Y e a aplicagao de imersao i : X — Y,

i(x) = x, é continua (ou seja, existe C' > 0 tal que ||z||y < C||z||x, para todo x € X).

Teorema 1.10. Sejam X e Y espacos de Banach, com X — Y. Sel < q < p < o0,
entao
LP(0,T;X) — L%0,T; X).

Em Anaélise Funcional, dado um espag¢o normado qualquer (X, ||-]|), em geral estamos
interessados na caracterizacao de seu dual, que é o espaco dos funcionais lineares e conti-
nuos definidos em X, representado por X’. Demonstra-se que X’ é um espago de Banach
na norma definida por |p|x = sup |p(x)|. Para os espagos LP({2), essa caracterizagio é

z||<1
dada pelo teorema seguinte:
Teorema 1.11 (Teorema da representacdo de Riesz para LP(Q2)). Sejam 1 < p < oo e
1 < g < oo tais que %4—% = 1. Dada g € LI(2), considere o funcional ¢, : L*(2) — R,
definido por
eol) = [ gd.
Q

Note que, pela desigualdade de Hilder, ¢, estd bem-definida e € continua. Além disso,
@y € linear. Logo, @, € [LP(Q)]'. A correspondéncia ¢ : LY(Q2) — [LP(Q)], g — ¢, € um

isomorfismo isométrico. Nesse caso, identifica-se p, com g e escreve-se [LP(Q)] ~ LI(€Q).
Um resultado analogo pode ser provado para os espacos LP(0,T; X):

Teorema 1.12. Seja X um espaco de Banach e X' o seu dual. Ezxiste uma identificacao
entre os espagos LP(0,T; X) e L1(0,T; X"), onde p,q € R, com 1 < p < 00, sao tais que
s+ =1 Isto ¢ [LP(0,T; X)) =~ LU0, T; X).

H& uma notacao bastante utilizada em Andlise que deve ser esclarecida para evitar
confusdo. Trata-se de escrever < f, x > em vez de f(x), onde f € X' e z € X. Nesse
caso, diz-se que <, > representa a dualidade entre X’ e X e pode ser vista como uma
forma bilinear definida em X’ x X.

Analogamente ao caso LP(0,7;X), L1(0,7;X’) é o espago vetorial das (classes de)
fungdes vetoriais w : (0,7) — X', definidas quase sempre em (0,7") com valores em X',
fortemente mensuraveis e tais que a funcgao real ¢ — ||u(t)||x’ pertence a L2(0,T).

Sabendo disso, a dualidade entre os espagos [LP(0,T; X)) = L9(0,T; X') e L?(0,T; X)

é definida como

T
< U,V >ra(0,1;X"),Lr(0,T;X)"= / < u(t),v(t) > dt
0
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Vejamos que esta aplicagdo estd bem definida. De fato, temos que |<u(t),v(t) >| <
[u(®)][x[[v(t)][x Yt € (0,T) e, portanto,

T

/0 <u<t>,v<t>>dt\s / < u(t), ot) > | dt < / ) x| [o(8)] | dt <

T : T :
s( / Hu(t)\lx'dt) ( / Hv(tmxdt) = Nullzvozos Il o

0 que mostra que a aplicagao t —< u(t),v(t) >x: x pertence a L'(0,T).

Para finalizar, explica-se brevemente como esses espacos serao tuteis para o nosso
proposito. Sejam novamente 2 C R™ um aberto limitado e @ o cilindro Q x (0,7).
Tomando X = L?(f2), afirma-se que existe uma identificacio entre L2(0,T;L*(Q)) e
L*(Q). Com efeito, se u € L*(0,T; L*(Q)), entao u(t) € L*(Q) YVt € (0,T). Ou seja,
para cada t € (0,7), u(t) é uma fungio u;:  — R. Denotemos, para cada t € (0,7T),
u(z) por u(z,t), x € . Dessa forma, u se identifica com uma func¢do u : Q — R. Além

disso, temos que

T T
i = [ MOl o= [ ( [ o) a

Utilizando o teorema de Fubini, concluimos que
sy = [ O drdt = il

Busca-se para os sistemas (1.31) e (1.32) uma func¢io vetorial v : @ — R" e uma
funcao real p : @ — R que satisfacam as condi¢oes dadas em algum sentido. Este
serd no sentido das distribuicoes em (). As solucoes serao obtidas num subconjunto de

L*(0,T; L*(Q)) e, pela justificativa dada acima, podem ser vistas como fungoes de L*(Q).

1.6 Resultados Auxiliares

Nesta secao, sao citados dois resultados que auxiliarao na obtencao da solucao de
(1.31) e (1.32). O primeiro deles é um importante teorema de existéncia local e prolonga-
mento de solucdo para sistemas de equacoes diferenciais ordinérias e serd usado para
garantir a existéncia de solu¢ao para o problema aproximado de (1.31) e (1.32), primeira

das etapas do método de Faedo-Galerkin.
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1.6.1 Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de R"*! cujos elementos sao denotados por (z,t)
ondex e R"et € R, e f: D — R” uma aplicagao. Diz-se que f satisfaz as condicoes de

Carathéodory sobre D quando:

e f(x,t) é mensuravel em ¢ para cada x fixo;
e f(x,t) é continua em x para cada t fixo;

e para cada compacto U C D, existe uma funcio real integravel my(t) tal que
|f(z,t)| < |my(t)], para todo (z,t) € K.
Teorema 1.13 (Carathéodory). Seja f : R — R"™ uma aplicacao que satisfaz as condi¢oes

de Carathéodory sobre R = {(x,t) € R"" |t —to| < a, |v — x| < b}, com a,b € R.

Entao existe uma solugcao do problema de valor inicial

2'(t) = flz,t)
x(to) = 29

sobre algum intervalo da forma (ty — ,to + B), para algum B > 0.

Corolario 2 (Prolongamento de solucao). Sejam D = [0,T] x B, com T > 0 e B =

{z € R™; |z| < b} e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre D. Seja ¢(t) uma

solucao de

a'(t) = fla,t)
x(tg) =z, |x| <D
Se em qualquer intervalo I onde ¢ estd definida valer |p(t)| < M < b,¥t € I, onde M €

uma constante independente de I, entdo ¢ admite um prolongamento até [0,T).

1.6.2 Desiguadade de Gronwall

O resultado seguinte conhecido como Lema de Gronwall sera util para obter estima-
tivas para a solugdo do problema aproximado de (1.31), segunda das etapas do uso do

método de Faedo-Galerkin que usaremos para encontrar a solugao fraca do problema.

Lemma 1.6.1 (Gronwall). Seja z(t) uma func¢ao real absolutamente continua em [0,T)

tal que para todo t € [0,T) tem-se

z(t) < /Otz(s) ds+C

onde C' é uma constante. Entao, z(t) < Ce' para todo t € [0,T).
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Capitulo 2

O Modelo de Kelvin-Voigt

O objetivo deste capitulo é estabelecer existéncia e unicidade de solucoes fracas e
fortes para o sistema (1.31).

2.1 Notacoes

Denota-se por £ um aberto, conexo, limitado do R™ com fronteira I" de classe C?, Q é

o cilindro € x (0,7") com fronteira lateral ¥ =T x (0,7"), T > 0. No espa¢o Euclidiano

R™ denota-se por e; = (1,0,---,0), eo = (0,1,-++,0), cceeces oo sen=(0,-+-,0,1) a base
canonica do R" e x = (xy,- -+ ,z,,) pontos deste espago.
O operador diferencial 5
1<1<n
gL isn)
sera denotado por D; e se o« = (ay, ...... , ) € um multi-indice, «; nimeros inteiros nao

negativos, D sera o operador diferencial
olel
Da:Dal"'Da" —
! " Ozt -+ - Oxon
onde |a| = a;+- - -+a,, em particular, se |a| = 0 segue-se que D° é o operador identidade.
Denota-se por LP(£2), 1 < p < oo o espago das fungoes reais definidas sobre 2 com
a p—eésima poténcia integravel segundo Lebesgue dx = dx; - - - dx,,. Este, ¢ um espaco de

Banach com a norma

|u||r) = </ |u(x)|pdx> ou ||u||pe=(q) = sup ess |u(x)|.
Q

rEN

Para p = 2, L?(Q2) é um espago de Hilbert com o produto escalar
(u,w) = / u(z)w(z)de.
Q
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O espago de Sobolev W™P(Q) & o espago das fungbes pertencentes a LP(€2) com
derivadas, no sentido das distribuicoes, de todas as ordens menor ou igual a m perten-
centes a LP(Q) (m um inteiro nao negativo e 1 < p < 0o). Este, é um espaco de Banach
com a norma )

lullwmsey = (3 1D%l)
|| <m

Quando p = 2, W™2(Q) = H™(2) ¢ um espago de Hilbert com o produto escalar

((u,v))gm) = Z (D%, D).

la<m

Seja D(2) o espago das fungdes C'™° com suporte compacto contido em . O fecho
de D(Q2) em W™P(Q) sera denotado por Wi (2) ou HJ*(2) quando p = 2.

Relembra-se, quando necessario, algumas propriedades classicas desses espacos. Por
conveniéncia, devido ao uso frequente de funcées com n componentes, serao usadas as

seguintes notacoes no texto:
D(Q) = {D(Q)}", Hy'(©) = {Hg"()}"

H™(Q) = {H™()}", L*(Q) = {L*(Q)}".

Todos esses espacgos sao equipados com a norma natural do produto de espagos ou
uma equivalente, exceto em D(2), o qual nao é espago normado.
Sendo u € H}(Q), relembra-se que, se  é limitado em alguma direcio, entdo, pela

desigualdade de Poincaré, tem-se |u;|2(q) < ¢[Du;|r2(), para cada u; € Hg(2). Logo,

|ulg20y < | Dulyziq), ¥V ue Hy(Q),

onde D é a derivada em alguma diregao e ¢ = ¢(£2) é uma constante que depende somente
de €). Em particular, considerando as direcoes ey, s, ... ¢,, e fazendo-se o somatorio das

respectivas desigualdades, temos que

N

j=1

=1

c : .
onde ¢y = —. Nesse caso, a norma de H'(Q) sobre Hj(f2) é equivalente & norma:

Jn

1
2

|Jul| = [Z |Dju|i2(9)} {ZZ ’Djuz’|%2(9)} = [Z Wui‘i?(m} = |VU‘(L2(Q))”
j=1 i=1

j=1 i=1
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que esta associada ao produto escalar:

n

((u,v)) = Z(Dju7 DjU)LQ(Q) = (Vu, vv)([ﬁ(g))’%
j=1
para o qual o espaco Hg(2) é um espago de Hilbert. Assim, equipa-se o espaco Hy(€2)
com produto escalar ((,)) e norma || - ||. Também L*(Q) sera equipado com produto

interno e norma dados respectivamente por

=

n

(Uav)rﬁ(ﬂ) = Z (uivvi)LQ(Q)7 u| = <Z |Ui|i2(ﬂ))
i=1

2

i=1

Seja V o espago (sem topologia)
V ={u e D(9Q), div(u) = 0}.

O fecho de V em L*(Q) e H;(Q) serdo representados respectivamente por H e V. Em

Lions [20] e Teman [37|, caracteriza-se H e V' como
H = {u e L*(Q), div(u) =0, u-v[r=0} e V ={ueHyQ), div(u)=0}.

O espacgo V esta contido em H com imersao continua e densa. Denota-se por H' e
V' os duais fortes de H e V, respectivamente. Seja 7 a imersdo de V em H. O operador
adjunto 7% : H — V' é linear, um a um e continuo. Além disso, 7*(H') é denso em V'
(pois, dado f € H', temos 7*(f)(u) = f(7(u)) = f(u),Y u € V = 7°(f) = f|v, isto
é, 7 coincide com a imersao de H' em V'’ que é continua e densa, pois |f|y: < |f|u).
Portanto, H' pode ser identificado com um subespaco denso de V'. Por outro lado, pelo
Teorema da Representacao de Riesz, pode-se identificar H e H' e chegar as seguintes

inclusoes

Ve H=H <V, (2.1)

onde as inclusoes sao densas e continuas.

2.2 Existéncia e Unicidade de Solugoes para (1.31)

Sejam H e V os dois espacos de Hilbert da secao anterior, com produtos internos

(,), ((,)) enormas |.|, ||.]||, respectivamente.
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Investiga-se nesta secao, a existéncia, unicidade e regularidade das solugoes do pro-
blema (1.31) com f € [L*(Q)]* = [L*(Q2x(0,T))]* ~ [L*(0,T; L*(2))]" ~ L*(0,T; L*(Q)).
Para tal, necessita-se obter uma base apropriada para o espaco funcional V. De fato,
em Temam [37] ¢ conhecido que, se € é um aberto limitado de classe C?, as seguintes

assercoes sao equivalentes:

| i | Existe uma tnica u € V satisfazendo

v((u,v)) =(f,v), Yvel.

[ ii | Existem u € Hy(Q), p € L*(9) satisfazendo

—vAu+Vp=f em ()
div(u) =0 em (2
u = 0 sobre T,

no sentido das distribuigdes em €2, onde f é dada em L*(€2).

Esta caracterizacao do problema de Stokes motiva definir o operador

d:LXHQ) —V
f—2f =u,

onde u é uma func¢ao satisfazendo [i| para cada f.

Faz-se notar que ® estd bem definida, é linear e continua de L*(Q) em V (pois,
V(A = (@), 0(F) = (£,8F) < [FIIO(F)] < clFIION = BN < £If]).
Portanto, ® ¢ continua de L*(2) em Hy ().

Tem-se que Hy(Q) C L*(Q) com imersdo densa, continua e compacta. Portanto, ®
considerado como um operador de LQ(Q) é compacto. Além disso, ® é auto-adjunto

(pois, (B(f),9) = (9, 2(f)) = v((2(g9), B(f))) = v((B(f), ®(9))) = (f,P(9)))-

Portanto, esse operador ® possui uma sequéncia ortonormal de auto-func¢oes {w;};>1,

1
Aj

dw; = ~w;, A\; >0, \; = oo quando j — oo. Além disso, tem-se
w; €V, v((w;,v)) = \j(w;,v) VveV. (2.2)
Em particular,

(wj, wr) = 0 ¢ v ((wj, w)) = Ajdje Vi, k.
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2.2.1 Solucoes Fracas

Nesta se¢do, procura-se uma fungao que resolva o problema (1.31) em algum sentido.
No entanto, precisa-se definir o conceito de solucao, uma vez que a fungao a ser procurada
vai ser uma solucao no sentido fraco, isto é, caracteriza-se o conceito de solucao a ser

procurada por:

Definicao 2.1. Diz-se que
u:@Q — R"

¢ solugao fraca de (1.31), quando
uwe€ L*0,T;V), u € L*0,T;V")
e satisfaz

a(u(t),v) + v ((u(t),v)) + u/ ((u(o),v))do = (f(t),v) Vv €V no sentido de D'(0,T)
(2.3)

com

Observacao 2.1. A principio, € estranho nao aparecer nesta definicao nada relacionado
a pressao p. No entanto, apds achar uma funcao u satisfazendo esta defini¢ao € que

encontra-se a fun¢do p satisfazendo o problema (1.31) em algum sentido.

O
A defini¢ao acima permite enunciar o primeiro resultado desta secao:

Teorema 2.1. Se f € L*(0,T;H) e uy € H, o problema misto (1.31) tem uma tnica

solucao fraca u, além disso

u € C'[0,T]; H).

Demonstracao:

Emprega-se o método de Faedo-Galerkin com uma base para o espaco V. De fato,
considere a sequéncia (w;),en construida em (2.2). Seja V,, = [wy, -+, wy,| o subespaco
de V' gerado pelos m primeiros vetores de {w,};>;. Primeiramente, note que, no sentido

das distribuigoes, para toda ¢ € V C D(Q2), tem-se

3 i : :
(Vp, ¢ Z/@ ©i dx—Z/ 09; —/ﬂpdwgp dx = —(p,divey) =0
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pois divp = 0 em (.
Como V é denso em V (V é o fecho de V em H(Q)), essa relacao pode ser estendida
para todo v € V. Em particular, Vj € {1, ..., m}, temos que

8w i . .
(Vp,w;) Z/ 8%10]1 dr = Z/ a;Z —/dewwj dr = —(p,divw;) =0

Assim, considere o problema aproximado de (1.31) que consiste em:

m
Encontrar w,,(t Z hjm(t)w; € V,,, tal que
7=1

(W (8),0) + v ((un(8),)) + t/’« AO) ) do = (FB)0) Yoev, Y

Um (0) = upm — up em H, m — +o0.

Tomando v = w; e usando a ortonormalidade de {wy, ..., w,,}, obtemos o sistema

%Mw+%%dﬂ+ﬁ%/%m@MU=U@M%)VjEﬂwwm}
v 0
hjm(o) - thm

que na forma matricial é escrito como

. A0 - 0 him + & [ h(0) do (f(t), wy)
B | | 0 A 0 hom + & [y ham(0)do || (f(t),wn)
N 0 0 - An B + L [0 h(0) do (f(t), W)
hlm
h2m
ou, fazendo . = X,
hmm

X'(t) + AX (1) + %A/tX(a) do = fu(t)
X(0) = X,

onde A ¢ a matriz diagonal formada pelos \;, f,(t) é a matriz coluna dos (f(t),w;) e Xo

¢ a matriz coluna dos dados iniciais hjop,.
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t
Considerando a fung¢ao definida por F(X,t) = f,(t) — AX(t) — r A/ X(o)do, o
vJo

sistema acima se reduz a forma

Note que F satisfaz as condigoes de Carathéodory. De fato,
e ['(X,t) é mensuravel em ¢, pois cada uma das fungoes t — (f(¢),w;) esta em L*(Q).

e para t fixado, F'(X,t) é continua em X, pois as funcdes hj,, sdo continuas.

PO = |l = AX(0) - 2.4 [ X(0)do| < KIFIHANX L2141 [ X1 d0

onde K é uma constante. Assim, para todo compacto contido no dominio de F'

existe uma fungao integravel m(t), tal que |F(X,t)| < m(t).

Logo, pelo Teorema de existéncia de solugoes de Carathéodory, o sistema () possui
uma soluc¢ao sobre um intervalo (0,¢,,), com t,, < T. A dependéncia de t com respeito a
m se deve ao fato de que o sistema () esté relacionado ao problema aproximado (2.4).
Portanto, retornando a esse sistema, sendo u,, uma soluc¢ao local de (2.4) sobre (0,t,,),

temos que

(U (1), 0) + v (U (1), v)) +u/0 ((um (), v)) do = (f(t),v) VveVn

Tomando, v = u,(t) € V,, obtém-se

3 i OF =l O+ ( | Vi) V(i) d:v) do < 1£(0)| Jum()].

A partir disso, logo adiante nas estimativas mostra-se com o uso do Lema de Gronwall
que |u,(t)] < CVt e (0,t,). Logo, pelo colorario do Teorema de Carathéodory, u,, pode

ser estendida até [0, 7] e, portanto, o sistema (2.4) tem uma solu¢do definida em [0, 7.
Busca-se, a seguir, estimativas para u,, que permitirao tomar o limite quando m — oo

e verifica-se que a funcao limite satisfaz a Definicao 2.1. Essa é a ideia chave em que se

baseia 0 método de Lions-Faedo-Galerkin.
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Estimativas

Considerando-se na equagio aproximada (2.4), v = u,,(t) € Vj, obtém-se

5O 4 ln @1+ [ ([ Tt 0 n(0,0) ) do < |0 lunto)

Portanto, integrando de 0 a ¢, segue-se que

un(®) + 20 (s \|2dt+2u// (/wm V(. a)d:c)dadsg

<2 / |f<s>||um<s>|ds+|u0m|zs2( / |f(8)|2d8) ( / |um<s>|2ds);+|u0m|2.

(2.5)

Pelo teorema de Fubini, temos que

// (/wm )V (z, a)dx) dads— {2 (/ Vi (2, 0)d )wm(x 5)] ds do
:/Q/O%(/Vum(xada> /g)(/Vumxa)d>dx2()_

(2.6)
Logo, de (2.5) e (2.6), tem-se que
t t
un®F < [ ()P ds + [ 17 ds -+ uon
0 0
Sendo f € L*(0,T; H), por meio da desigualdade de Gronwall, obtém-se que
lum(t)]? < Ce', ¥Vt € (0,T) (2.7)

T
onde C = / |f(#)]? dt + |ugm|*. Tem-se também que
0

([ ([ o) =2 ([ iropas) (2 f ors)

< S [ueras + £ [ nras < £ [ erds +of @i @9

onde ¢ ¢ a constante da desigualdade de Poincaré-Friedrichs entre as normas |.| e ||.||.
Logo, de (2.5) e (2.8), tem-se que

o[t < ([ 15607 d5) + 29

De (2.4)3, tem-se que (U )men ¢ limitada. Assim, fazendo ¢ — 1" no segundo membro
de (2.7) e no primeiro membro de (2.9), tem-se que |u,(¢)]> < Cy, V¢t € (0,T) e
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U |L20,7,v) < Ca, onde C e Cy sdo constantes positivas. Integrando esta primeira de 0

a T, segue-se que |Unp|r20rm < C1T. De (2.5) e (2.6), temos também

t 2 ¢
“/Q (/0 Vum(x,a)da) dmﬁ/() ’Um(8)|2ds—|—/0T\f(s)|2ds—|—]uOm\z,

Definindo z,,(t) = /t U (2, 0) do, da desigualdade acima temos que ||z, (t)[|* < @
Integrando de 0 & T(,) obtemos |2y, |L2(0,mv) < ClT?’CT. Logo,
(2m)men € limitada em L2(0,T;V); (2.10)
(U )men € limitada em L2(0,T; H); (2.11)
(Um)men € limitada em L2(0,T;V). (2.12)

Passagem ao Limite
De (2.10), (2.11) e (2.12) e do fato de L?(0,T; H) e L*(0,T; V') serem reflexivos, extrai-se

subsequéncias de (2;,)men € (Um)men, representadas pela mesma notacao, tais que

Zm — 2z em L*(0,T;V); (2.13)
Uy — v em L*(0,T; H); (2.14)
Uy, — u em L*(0,T;V). (2.15)

Das convergéncias (2.14) e (2.15), obtém-se

/ (U (), w(t)) dt —>/ ))dt, ¥ w e L*0,T; H), (2.16)

/OT(( (), w(t))) dt —>/ ) dt, ¥ we L0,T;V). (2.17)

Agora, da convergéncia (2.13), segue-se que 2/, — 2. Mas, 2], = u,,. Como, por (2.15),
Uy — u, pela unicidade do limite fraco, devemos ter 2’ = u = 2(¢ fo o)do. Logo,
T

/((Zm(t),w(t)))dt—> ((2(1), w(t))) dt

N / / () do, w(t))) dt —> 0T<< /Otuw)da,w(t)))dt

:/O/O (o), w(t))) do dt — /((u(a),w(t))) do dt (2.18)



para todo w € L*(0,T;V).
Tomando, em (2.16), w = vf, com v € V e § € D(0,T), temos que

/0 (u;n(t),u)e(t)dt:—/o (um(t),v)8' (t)dt — —/O (u(t),v)d (t)dt. (2.19)

Utilizando-se as convergéncias (2.17) — (2.19) e a densidade da unido dos V,, em V,

pode-se passar o limite na equacdo aproximada (2.4) para m — oo e obter

—/0 (u(t),v)@’(t)dt—i—u/o((u(t),v))@(t)dt+u/0 (A((u(a),v))da)@(t) dt:/o (f(t),v)0(t) dt
(2.20)
VoeV, §eD0,T).

Dessa igualdade, obtém-se

d

a(u(t),v) +v((u(t),v)) + ,u/o ((u(o),v))do = (f(t),v) Yv €V, no sentido de D'(0,T).

Sendo u € L*(0,T;V), V C H C V' e observando que

—v ((u(t),v)) = —I//Q(VU(O‘),VU) dx = V/Q Au(o)vdr = (VAU(L), V)i

- /Ot ((u(0),v)) do = — /Ot M(vu(o—),vm da:} do = M/Ot UQ Au(a)vdx} do
_ /Q {M/Ot Au(o) da}v dr = <M/Ot Au(a)da,v>wv

d
pr (u(t),v) = (h(t),v) Yv eV, (2.21)

obtém-se

onde (.,.) representa a dualidade entre V' e V e

h(t) = vAu(t) + ,u/o Au(o)do + f(t).

Note que h € L*(0,T; V"), pois f € L*(0,T; H) < L*(0,T; V') e |Au(t)|[g-1(q) = |[u(t)]|
= Au € L*0,T; H'(Q)) — L*(0,T;V"). Logo, conforme Temam [37] pg. 261, de
(2.21) segue-se que '(t) = h(t) quase sempre em [0, 7] e, portanto,

u' € L*(0,T; V") (2.22)

t
u — vAu — ,u/ Au(o)do = f, no sentido de L*(0,T; V"), (2.23)
0
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Sendo u € L*(0,T;V) e V— H — V' segue-se, de Temam [37], que u € C°([0,T]; H).
Logo, faz sentido calcular «(0). Finalmente, para verificar a condigao inicial de (2.3),
consideremos uma fungao ¢ : [0,7] — R de classe C* e tal que ¥(T) = 0 e (0) # 0

Multiplicando a equacao

G0 + v 0) + ] (wlo) o) dr = (1(0).0)

por 1 (t) e integrando de 0 & T, fica

[ oo oo [ o)y vraoa= [ v

0
Integrando por partes o primeiro termo, obtemos que

_/OT(u@),vw(t) at + V/O(( (1), 0))(t) de + M// (t) do dt

=wmww+/qm

0
Repetindo este mesmo procedimento na equagdo do problema aproximado (2.4) e

tomando o limite para m — +00, obtemos também que

—/OT(u(t>,u)¢f<t) dt + u/0<< u(), v))elt) dt + u// (t) do dt
mmww+4uw>

Comparando os dois resultados obtidos, temos que (u(0), v)1(0) = (ug,v)y(0), Yv e V.
Logo, u(0) = uy.
Unicidade

Sejam u,v duas solugoes do problema (1.31), logo w = u — v satisfaz
t
w' — vAw — ,u/ Aw(o)do =0, w(0)=0. (2.24)
0

Tomando o produto escalar ((, )) da igualdade acima com w(t), tem-se

(w'(t), w(t)) + vllw®)|[* + M/Ot((w(ahw(t)))da =0

1d

5 dt!w( )| e integrando de 0

Conforme Temam [37] pp. 261, tem-se que (w'(t), w(t)) =

a t, obtém-se

\()MV s H2ds+// )dor ds — 0

Donde, de (2.6), tem-se que ]w( )|? = 0. Portanto, w(t) = 0 para todo t € [0,T].
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Observacao 2.2. Apesar do que jd foi feito, deve-se precisar em que sentido a func¢do
u definida pelo Teorema 2.1 € a solu¢ao do problema de valor inicial (1.31).
O

De fato, o resultado a seguir nao s6 vai dizer isto, como acha-se uma funcao p satis-

fazendo o problema (1.31) em algum sentido.

Proposicao 2.1. Sobre as hipdteses do Teorema 2.1, existe uma distribuicdo p: QQ — R,
tal que a funcdo u definida no Teorema 2.1 e p satisfazem o problema (1.31) no sentido
das distribuicoes em Q, além disso, p € L*(0,T; L*(2)).
Demonstracao:
Asigualdades (1.31)y e (1.31)4 do problema (1.31) sdo uma consequéncia de v € L*(0,7;V)
e do Teorema 2.1. A igualdade (1.31)3 é consequéncia de u € L0, T; Hy(2)).

Para recuperar a pressao p, como u'(t) = h(t) em V', h(t) definida anteriormente,

tem-se que
i <u'(t) — vAu(t) — u/otAu(a) do — f(t),v> =0 (2.25)

para todo v € V' quase sempre em [0, 7]. Em particular, como V C V, tem-se

<u’(t) — vAu(t) — /0 tAu(U) do — f(t), u> —0, (2.26)

para todo v € V quase sempre [0, T]. Logo, conforme Proposicao 4.1 do Apéndice, existe
p(t) € D'(Q) tal que

_Vp(t) = () — vAu(t) — /0 ‘Au(o) do — J(1). (2.27)

Dai conclui-se que
Vp(t) € H Q). (2.28)
Op(t)

Isto diz que cada B € H(Q) para cadai = 1,2, ....,n. Logo, da Proposicio 4.2 item
(17) do Apeéndice, tem-se que

p(t) € L*(Q) e [p(t)]r20) < ClIVP®)|la-1(0)-
Sendo, por (2.27), Vp € L*(0, T; H'(Q)), obtém-se
p € L*0,T; L*()). (2.29)

Observagao 2.3. Nao se tem em geral alguma informacdao sobre p além de (2.28) e
(2.29). No entanto, serd mostrado na se¢ao sequinte que p terd mais reqularidade quando

assume-se mais reqularidade nos dados iniciais.
O
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2.2.2 Solucoes Fortes

Nesta secao mostra-se que, exigindo mais regularidade sobre ug, obtém-se mais regu-

laridade na solucao de (1.31).

Definicao 2.2. Diz-se que
u:@Q — R"

é uma solugao forte de (1.31), quando
u€ L*0,T;VNH*(Q), v € L*(0,T; H), p € L*(0,T; H'(Q))

e satisfaz

t
u — vAu — u/ Au(o)do = f —Vp em L*(Q), (2.30)
0
u(0) = up.
O resultado abaixo garante a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes.

Teorema 2.2. Se f € L*(0,T;H) e ug € V, o problema misto (1.31) tem uma inica

solugao forte u, além disso
u € C[0,T]; V).

Demonstracao:
Seja v = Auy,(t) € V,,, em (2.4), logo
(U (£), At (1)) + v ((win(£), At (2) +M/O 0), Aup (1)) do = (f(t), Aup(t)) =
(0,0 0) -+ B0, B 0) +1 | (B0, Bt (1)) dr = ~(1 (1), B 1)
Assim, tem-se que
dt

i|rum<t>||2+2umum<t>|2+2u/0 (Btn(0), Ata()) do < 2| F()] [ Dun(®)]  (2:31)

Integrando (2.31) de 0 & ¢, tem-se que

un0)] + 20 A (s )]2ds+2u// (At (0), Aty () dor ds

<2/ ()| At (s >|ds+||u0m||2<2(/ £s |2ds) (/ e \2ds)+r|u0m||2

(2.32)
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Analogamente ao que foi feito em (2.6), mostra-se que a integral dupla acima é positiva.

Além disso, assim como em (2.8), tem-se

2 / £(s |2ds) ( / A (s |2ds) <! /OTIf(s)I2d8+v /Otmum(sn?ds (2.33)

Logo, de (2.32) e (2.33),

1 T
[t (O)|]* + v \Aum(s)|2 ds < ;/ |£(5))? ds + ||uom]|? (2.34)
0 0

Sendo f € L*(0,T; H) e escolhendo g, € V,, de modo que ug,, — ug em V, de (2.34) vem
que [[um(t)][* < C e |Aup|r20.1.02(0)) < €. Dessa primeira, vem que [t,|r27.v) < CT.
Portanto,

(Um)men € limitada em L*(0,T; V), (2.35)

(Atp)men € limitada em L*(0,T; L*(€2)). (2.36)

Da densidade da unido dos V,, em V, pode-se ter v € V' no problema aproximado (2.4).

Portanto,

(! (8),0) — (D (t), v) — <,u/0tAum(a)da, u) — (f(t)v), Vo eV

Logo, em particular, tem-se

<u:n(t) — uAun(t) — / Auy(0) do — J(1), v> 0, (2.37)

0
para todo v € V quase sempre em [0, T]. Assim, conforme Proposi¢ao 4.1 do Apéndice,

existe p,,(t) € D'(Q) tal que

t
—Vpm(t) = ul,(t) — vAu,(t) — u/ Aup, (o) do — f(t). (2.38)
0
Considere o problema de Stokes

— VAU, (t) + VD (t) = o (t) € L2(Q)
div(uy,(t)) =0 em Q (2.39)
Um(t) =0 sobre T,

onde o, (t) = —ul,(t) + M/o Aup, (o) do + f(1).

apm( )

De (2.38), tem-
e (2.38), tem-se que ———= o,

€ L*(2), donde
pu(t) € H'(Q). (2.40)

34



De (2.36) tem-se

Au, () € L3(Q)

un(t) € Hy(9),
logo, da regularidade de problemas eliticos, segue-se que

um(t) € H*(9). (2.41)
De (2.39), (2.40), (2.41) e a Proposicao 4.3 do Apéndice obtém-se

||um(t)||H2(Q) < CO|90m(t)|2'
Como ¢, ¢ limitada em L?(0,T; L*(2)), segue-se que
(U )men € limitada em L*(0, T; H*(Q)). (2.42)

De (2.35) e (2.42), extrai-se uma subsequéncia de (u,)men, representada pela mesma
notacao, tal que

Uy — u em L*(0,T;V); (2.43)

Uy, — u em L*(0,T; H*(Q)). (2.44)

Por argumentos similares aos do Teorema 2.1, obtém-se das convergéncias (2.43) e

(2.44), que u satisfaz:

¢
%(u(t),v) —v(Au(t),v) — (u/ Au(o)do, v) = (f(t),v) Yv €V, no sentido de D'(0,7).
0
(2.45)
Dai, como no Teorema 2.1, tem-se que
u' € L*(0,T;L*(Q)) (2.46)
t
u — vAu — u/ Au(o)do = f, no sentido de L?(0,T;L*()). (2.47)
0
De (2.47), tem-se em particular que
t
<u'(t) — vAu(t) — / Au(c) do — f(t),v> =0, (2.48)
0

para todo v € V. Portanto, a Proposi¢ao 4.1 do Apéndice, garante a existéncia de p(t) €
D’(Q) tal que

—Vp(t) = u'(t) — vAu(t) — /OtAu(a) do — f(t) € L*(Q), ¢.s. em [0,T). (2.49)
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Dai conclui-se que
Vp(t) € L*(Q). (2.50)
op(t
Isto diz que cada % € L*(Q) para cada i = 1,2, ....,n. Logo, da Proposicio 4.2 item
Z;
(7) do Apéndice, obtém-se
p(t) € L* (),
e, portanto,
p(t) € H' (), quase sempre em [0, T).
Tem-se, para quase todo t € [0, 7], que
—vAu(t) + Vp(t) = x(t) € L*();
div(u(t)) =0 em
u(t) =0 sobre T',

t
onde x(t) = —u'(t) + ,u/ Au(o)do + f(t).
0
Portanto, invocando a Proposicao 4.3 do Apéndice, com o =2, m=0,9g=0,¢ =0,
tem-se que a aplicacao
X (8) = {u(t), p(t)}
¢ linear e continua de L*(Q) em H?*(Q) x H'(Q). Além disso, tem-se que
(@) laz (@) + [P 11@) < co{Ix(@)]},
donde, por y € L?*(0,T;L*(Q)), tem-se que
p e L*0,T; H'(Q)).
Como
u € L*(0,T; Hy(Q) NH*(Q)) e v’ € L*(0,T;L*()),
tem-se que
we C° ([0, [Hy(©) NH(©Q), L3(©)], )

Mas, [Hy(Q) NH?*(),L*(Q)], = Hy(Q) e div(u) = 0. Assim,

N

u € C[0,T]; V).

Para mostrar que u(0) = ug e a unicidade, faz-se exatamente como no Teorema 2.1.

Portanto, a prova do Teorema 2.2 esta concluida.
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Capitulo 3

O Modelo de Maxwell

O objetivo deste capitulo é estabelecer existéncia e unicidade de solucao fraca para o

sistema (1.32). Consideram-se aqui as mesmas notagoes usadas no capitulo 2.

3.1 Lemas Técnicos
Nesta secao sao apresentados alguns lemas técnicos necessarios para a conclusao deste
trabalho. A sua utilidade ficard clara mais adiante.

Lemma 3.1.1. Seja 1 < p < oo. Quando h € LP(Q), Q = Q2 x (0,T) e g € L*(0,00)
tem-se que
g * hllze@) < llgllLr .00l o)

onde x € a convolu¢ao em t.

Demonstracao:

Considere a funcao F(x,t,0) = g(t — o)h(z,0). Para p = 1, tem-se

t t
/ |F(z,s,0)|r ds < \h(x,a)\R/ g(s — o) ds < ||g]|L1(0,00) | (7, 0)|R:
0 0
donde .
/Q | 1P s s dsd@ < lgll oo bl @)
0

Assim F € L'(Q xRT) e

t
g * Rl = /Q g h(z,t)|r dQ < /Q/ |F(z,8,0)[r dsdQ < ||g|L10.00) ||l L1(q)-
0

Para 1 < p < oo, basta considerar a funcdo o — |g(t — o)|r|h(z,0)[% e proceder como

anteriormente. ]
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Lemma 3.1.2. Seja g : [0,00) — [0,00) uma fungio de L'(0,00) e sejam y,( €
L*(0,T; L*()). Entao

/QX(QT) [/Otg(t—a)y(a) da] ((t) dtdx = /QX(O’T) [/tTg(n—t)C(n) dn| y(t) dtdx

Demonstragao:
Considere
~ Yy em [Oa T] * C em [07T]
y = =
0 fora de [0, 7] 0 fora de [0, 7]
B g(s)se s >0 . g*xyem [0,7T]
9(s) = e gky=
Oses<0 0 fora de [0, 7.

Assim, § € L*(R,L3(2)), ¢ € L*R,L*(Q)), § € L'(R) e pelo Lema 3.1.1 segue que
g*y € L*(R; H). Portanto,

/QX(O,T) [/Otg(t —o)y(o) da] C(t) dtdex = /QX(O’T)(g x ) (¢)C(t) dt dz =

/QR(E*\@)@)Q:@) dtd%:/ (g 7)()C(D) dtdw:/g Rﬂ(t)(fl* )(t) dt dw =

QxR

/MR {/sz(t—n)f(n) dn} j(t) dt do = /QXR [/Rg(n—t)f(n) dn] g(t) dt do =

/Qx(o,T) UtT 9(n = )¢(n) dn} y(t) dt dx

onde por g, denotou-se g(x) = g(—x). n

Lemma 3.1.3. Para arbitrdrios a,T € R com a,T >0 e h € L*(0,T; [*()) ~ L*(Q)

tem-se .
I:= / {/ e U= p(z, 5) ds] h(x,t) dtdz >0
Qx(0,T) 0

Demonstracao: Do Lema 3.1.2 tem-se que

T
1 :/ [/ e*a(nft)h(x,n) dn} h(z,t) dt dx.
Qx(0,T) t

Logo,
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T
7= _/ [/ el (22 ) dn] h(x,t) dt dz.
2 Jaxom) LJo

Observe desta identidade que para a = 0, o Lema é vélido. Por outro lado, para « # 0,
seja h*(x,t) = h(x,t) em 2 x (0,T) e h*(z,t) = 0 fora de 2 x (0, T). Entao da identidade

acima segue-se que

= _/ [/ e~z p* (¢ ) dn] h*(z,t) dt dz
2 Jroxr L/

Faz-se agora a mudanca de variavel t —n = &, para obter

_ 1 —alelap* (g ¢ 1 -
I Q/Ran [/Re h*(x,t —&) d&| h*(x,t) dtdx

A ideia agora é se utilizar da Transformada inversa de Fourier de h*(z,t). De fato,

1 . ~
I'= —n+1/ h*(z,1) [/ e okl {/ @t px (yy ) dn dy} d{} dt do =
2(2m) 2 Jrnxr R R xR

1 . ~ .
—n+1/ h*(x,t) [/ el(z’t)'(y’”)h*(y,n) {/ e~ n g—al] dﬁ} dn dy} dt dr —
2(2m)" 2 Jrexr R" xR R

1 . ~ —_—
—— h* (x,t) [ / eI i (y, )e=alél dn dy} dt dzx =
2(2m)72 Jrexr R" xR

1 — .
——— / elélh(y,m) / DGR, t) dt da| dnpdy =
LJR™ xR J

1 —_ 0 ~ . -
e [ R | [ OO dtda| dndy =
R™ xR LJR” xR i

1 — =~ .
_— / e—clél px (y7 7]) |:/ e—H@,t)-(ym) (g;’ t) dtdx| dndy =
2(2m)z Jrexr R" xR

~

1 —
- e~olél h*(y, n)h*(y, n) dn dy =
e /]Ran (y,m)h*(y,n) dndy

1 / —
— e=kl|h*(y,n)|* dn dy.
2(2m)"s Jroxr 7w,
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Portanto,

1 —
I = —n/ el hx(y, n)|? dn dy.
2(2m)"z Jroxr )
Sendo
e—al¢] :/e"f”e‘aa d¢ =
R < V2m(a? +n?)
tem-se que
« ~
= ——— o + 02 Hh*(y,n)|*dndy > 0,
g [ )y >
Isso demonstra o Lema. ]

3.2 Existéncia e Unicidade de Solugoes para (1.32)

Investiga-se nesta se¢ao, a existéncia e unicidade de solugoes do problema (1.32).
Em comparagao ao problema (1.31), a dificuldade neste problema advém do fator de
decaimento exponencial presente no integrando da equacao, dai a necessidade do uso
dos lemas enunciados na secao anterior para obter as estimativas no uso do método de
Faedo-Galerkin e a unicidade da solugdo. Além disso, nao é possivel obter a regularidade
da solucao via formulagao variacional do problema de Stokes, em virtude da auséncia do

termo linear em Auw.

3.2.1 Solucoes Fracas

O teorema seguinte garante existéncia e unicidade de solugio fraca para o sistema (1.32).

Teorema 3.1. Se f € L*(0,T;H) e uy € H, o problema misto (1.32) tem uma tnica

solucao fraca u, além disso
u € C°[0,T); H).

Demonstracao:

O problema aproximado de (1.32) consiste em

Encontrar u,,(t) = Z hjm(t)w; € Vi, tal que
j=1

wuww>+gAg@—aMwmwxwww=cﬂmv>vern

Um (0) = uom — ug em H, m — +oo.

(3.1)
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Tomando v = w; e usando a ortonormalidade de {wy, ..., w,}, obtemos o sistema
t
L .
H(t) + ;Aj/o ot = o)hy(0)do = (f(£),w;) ¥ j € {1, ..., m}
h;(0) = hjo

que na forma matricial é escrito como

P A 0 - 0 f(fg(t_o-)hlm(o-) do (f(t),w1)
b L 0 X --- O [y gt — 0)hom(0) do | @)
W 0 0 - An L g(t — 0) (o) do (F(t), wm)

ou na forma reduzida

X'(t) + gA/Ot gt — o)X (o) do = f,(t)
X(0) = X,

onde X ¢ a matriz coluna dos hj,,, A ¢ a matriz diagonal dos )\;, f,,(t) ¢ a matriz coluna

dos (f(t),w;) e Xy é a matriz coluna dos dados iniciais h;on,.

t
Considerando a fungao definida por F(X,t) = f,(t) — %A/ gt — 0)X(o)do, o
0

sistema acima se reduz a forma

Note que F' satisfaz as condicoes de Carathéodory. De fato,

e F(X,t) é mensuravel em ¢, pois cada uma das fungoes t — (f(¢), w;) estd em L?(2).

e para t fixado, F'(X,t) é continua em X, pois as fungdes h;,,, sdo continuas.

o |F(X,1)| = ]m) 2 [t 0)x(0) do\ < KIFO1+ 2 14] [ 1X]do, once K

¢ uma constante. Assim, para todo compacto contido no dominio de F existe uma

fungao integravel m(t), tal que |F(X,t)| < m(t).

Logo, pelo Teorema de Carathéodory, o sistema (k%) e, portanto, o sistema (3.1) possui
uma solugao u,, sobre um intervalo (0, t,,), t,, < T. Além disso, pela estimativa a seguir,

|um(t)] é limitada em (0, t,,). Assim, pelo seu colorario, u,, pode ser estendida até [0, 7.
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Estimativas

Considerando-se na equagio aproximada (3.1)s v = u,,(t) € V,,, obtém-se

5O+ [ ot o) ([ Tl V(e de ) do < 10 )]

Portanto, integrando de 0 a t, segue-se que

|t (£)]? + 211 Vi, (z,s) </ g(s — O)Vum(x,a)da) drds <
Qx(0,t) 0 . (3.2)
0

2 / ()] /()] ds < / i (5)[2 s + / ()2 ds + o

Pelo Lema 3.1.3, temos

/ Vi, (z,s) (/ g(s — U)Vum(x,o)da> dx ds > 0.
Qx(0,t) 0

Logo, de (3.2), tem-se que
t T
O < [ Tun(o)P s+ [ 15 ds + oo (3.3)
0 0
Sendo f € L*(0,T; H), de (3.4), por meio da desigualdade de Grownall, obtém-se

lum (1)) < Ce', ¥t e (0,T) (3.4)

T
onde C' = / |f()1? dt + |uom|?.
0

De (2.4)3, temos que (ugy,)men € limitada. Assim, fazendo ¢ — T no segundo membro
de (3.4), tem-se que |u,(t)]* < Cy, V't € (0,T), onde C; é uma constante positiva.

Integrando de 0 a 7', obtém-se que
(Um)men € limitada em L2(0,T; H); (3.5)

Passagem ao Limite

Sendo L*(0,T; H) reflexivo, de (3.5) extrai-se uma subsequéncia de (t,,)men, repre-

sentada pela mesma notacao, tal que
Uy —u em L*(0,T; H). (3.6)
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Da convergéncia (3.6), obtém-se

/( m(t), dt—>/ ))dt, ¥ w e L*0,T; H), (3.7)

Em particular, para w € L?(0,T;V) C L*(0,T; Hy(f2)), tem-se Vw € L*(0,T; H). Logo,

/0 V(1) Veo(6)) dt —s /0 Cult), V(o) dt (3.9)

para todo w € L*(0,T;V). Isso implica em u,, — u em L*(0,T;V).
Sejam ,,, W as extensoes em t de u,,, w pondo-se zero fora de [0,7] e §(§) igual a
g(&) se £ >0 e zero se £ < 0. Logo, Vi, € L*(R; H), w € L*(R;V) e g € L'(R), donde

segue-se que

// (t — o) ((wn(0), w(t))) dodt — // (t - o) </Vumxan(xt)dx>dadt

//g*Vum(x )V (x,t)dedt = //Vum z,0)g * Vi(z,0) dz do,

onde §(z) = §(—x).
Do Lema 3.1.1 tem-se que § xw € L*(R; V), Vw € L*([R; V). Logo, da convergéncia

(3.8) tem-se, em particular, que

/R (Vum( ), g * Vﬁ]@)) dt — <Vﬂ(0‘),§ * V@D(g)) dt.

R

Note que

A(Vﬂ(c)@*%ﬁ(a)) dt:/ﬂ{(é*Vﬂ(U),V@(U)) dt —

/Q/R/Rg(t — 0)Vi(z,0)doViw(z,t)do dt de = /OT/Otg(t — o) ((u(o), w(t))) dodt.

Assim,

// (t—0) ((up(o),w dadt—>// (t — o) (u(o),w(t))) dodt, Yw € L*(0,T;V).
(3.9)
Tomando em (3.10),w = vf com v € V e § € D(0,T), tem-se

/0 (W, (t), w(t)) dt = — /0 (t (£), ' (£))dt — — /O (u(t), w'(t)) dt. (3.10)
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Utilizando-se as convergéncias (3.9), (3.10) e a densidade da unido dos V,,, em V', pode-se

passar o limite em m — 0o na equacao aproximada 3.1 e obter

- [wo.oeas [ [u/ gt — o) <<u<a>,v>>da]e<t> i~ [ 0o a
(3.11)
VYoeV, 0eD0,T).

Dessa igualdade, obtém-se

%(u(t),v) + ,u/o g(t — o) ((u(o),v))do = (f(t),v) Yv €V, no sentido de D'(0,T).

Sendo u € L*(0,T;V), V. C H C V' e observando que

M/Ogt—a ),U))daz—/otg(t—a) [/Q(Vu(a),Vv)dx}da

u/ogt—a [/ ()vdx] do—/ﬂ{M/Otg@—amu(a)da]vdx

Au
< ot~ 0)Bulo)in.o )

d
pr (u(t),v) = (h(t),v) Yv eV, (3.12)

VIxV
obtém-se

onde (.,.) representa a dualidade entre V' e V' e

h(t) = ;L/O g(t —o)Au(o)do + f(t).

Note que h € L*(0,T; V"), pois f € L*(0,T; H) < L*(0,T; V') e |Au(t)|[g-1(q) = |[u(t)]|
= Au € L*0,7; H*(Q)) < L?*(0,T;V"). Logo, conforme Temam [37] pg. 261, de
(3.12) segue-se que u/(t) = h(t) quase sempre em [0, 7] e, portanto,

u' € L*(0,T;V") (3.13)

u' = p(g* Au) + f, no sentido de L*(0,T; V"), (3.14)

Sendo u € L*(0,T;V) e V— H — V' segue-se, de Temam [37], que u € C°([0,T]; H).

Logo, faz sentido calcular u(0).
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Resta verificar a condicdo inicial. Para isso, consideremos uma fun¢ao ¢ : [0,7] — R de
classe C'! e tal que ¥(T') = 0 e ¢(0) # 0. Multiplicando a equagao

%m@m)+gAg@—®«M®wDMf%ﬂﬁw

por 9 (t) e integrando de 0 a T, fica

/OTCZ( (), v)p(t) dt + N// (t — o) ((u(o),v))(t) do dt:/OT(f(t),v)w(t) dt

Integrando por partes o primeiro termo, obtemos que

—Ammmwmw+géémwwmwwwwwwﬂ=

=W@www+/q@wwwﬁ

0
Repetindo este mesmo procedimento na equagao do problema aproximado (3.1) e

tomando o limite para m — 400, obtemos também que

_/0< (), v dt+u// (t — o) ((u(o), v)) (1) do dt =

= (o, (0) + [ (50) 0000 a
0
Comparando os dois resultados obtidos, temos que (u(0),v)y(0) = (ug, v)1(0), Vv € V.

Logo, u(0) = uy.

Unicidade

Sejam u, v duas solugdes do problema (1.32), logo w = u — v satisfaz
t
w' — ,u/ g(t —o)Aw(o)do =0, w(0)=0. (3.15)
0
Tomando o produto escalar da primeira igualdade (3.15) com w(t), tem-se

(w'(t), w(t)) + M/O 9(t = o)((w(o), w(t)))do = 0

1d
2dt

yw |2+u// s —o)((w(o),w(s)))do ds = 0

Donde, do Lema 3.1.3, tem-se que |w(t)|*> = 0. Portanto, w(t) = 0 para todo ¢ € [0, T].

Conforme Temam [37] pp. 261, tem-se que (w'(t),w(t)) = =—|w(t)|* e integrando de 0

a t, obtém-se
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Finalmente, o resultado seguinte recupera a pressao e torna preciso o sentido em que

a funcao u definida no Teorema 3.1 satisfaz o problema (1.32).

Proposicao 3.1. Sobre as hipdteses do Teorema 3.1, existe uma distribuicao p : Q — R,
tal que a funcao w definida no Teorema 3.1 e p satifazem o problema (1.32) no sentido
das distribuicoes em Q, além disso, p € L*(0,T; L*(2)).

Demonstragao:
Asigualdades (1.32)3 e (1.32)4 do problema (1.32) sdo uma consequéncia de v € L*(0,T;V)
e do Teorema 3.1. A igualdade (1.32)3 ¢ consequéncia de u € L*(0,T; H{(Q2)).

Para introduzir a pressdo, como u'(t) = h(t) em V', h(t) definida anteriormente,

tem-se que
i <u’(t) _ u/otg(t — o) Au(o) do — f(8), U> — 0 (3.16)

para todo v € V' quase sempre em [0,7]. Em particular, como V C V, tem-se

<u’(t) - ,u/otg(t — 0)Au(o) do — f(t),v> —0, (3.17)

para todo v € V quase sempre [0, T]. Logo, conforme Proposicao 4.1 do Apéndice, existe
p(t) € D'(2) tal que

—Vp(t) =u'(t) — u/()tg(t —0)Au(o)do — f(t). (3.18)

Dai conclui-se que
Vp(t) € HH(Q). (3.19)

Ip(t)
8$i

(17) do Apéndice, tem-se que

Isto diz que cada € H™(Q) para cadai = 1,2, ....,n. Logo, da Proposicio 4.2 item

p(t) € L*(Q) e [p(t)r20) < ClIVPH)||lr-1()-
Sendo, por (3.18), Vp € L*(0,T; [H'(2)]"), obtém-se

p € L*(0,T; L*()). (3.20)
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Capitulo 4
Apéndice

Neste apéndice se encontram os resultados basicos que foram citados no capitulo 2.
Nao apresentaremos as demonstracoes, apenas citaremos a referéncia onde se encontram.
Sejam

V ={u € D(Q),div(u) = 0},
H = o fecho de V em L?(0),
V = o fecho de V em H}(Q).
Considera-se 2 um aberto do R™ e p uma distribuicao sobre €2, p € D'(2). Logo, para

algum v € V, temos
<Vp,v>= Z < Dj,v; >= —Z < p,Div; >= — < p,div(v) >= 0, (4.1)
i=1 i=1

porque, v € V.

Nota-se também que a reciproca desse resultado é verdadeira, isto é,

Proposicao 4.1. Sejam Q um aberto do R™ e f = {f1,---,fa}, fi € D(Q), i =

1,2,--- ,n. Uma condi¢cao necessdria e suficiente para
f=Vp, peD(Q)

é que
< f,v>=0, Yvel.

Este resultado foi provado por De Rham em [37]. Em situagoes praticas ele é muito
importante, pois, gracas a este, pode-se recuperar a pressao nas equagoes de Navier-

Stokes.
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Apesar da Proposicao 4.1 ser uma boa forma de caracterizar a gradiente da pressao,

deve-se obter mais propriedades para fins praticos. De fato, seja

L3 (Q) = {p € L*(Q), /p(m)dm = O} )
Q
as seguintes proposicao dao caraceteristicas melhores para a pressao.
Proposicao 4.2. Seja ) uma aberto limitado Lipschitziano do R".

(i) Se a distribui¢ao p tem todas as derivadas de primeira ordem Dip, 1 <i <mn, em
L3(2), entao p € L*(Q) e

1Pl L2(0) < c(DIVDl| g2 (0 - (4.2)

(11) Se a distribuicao p tem todas as derivadas de primeira ordem Dip, 1 <i <n, em
HY(Q), entio p € L*(Q) e

Pl L2() < c(DIVDlg-1(0)- (4.3)

(iii) Em ambos o0s casos, se Q) € apenas um aberto do R", p € L (Q).

Demonstracao: Veja Temam [37]. n

Observacao 4.1. Seja Q2 apenas um aberto do R", entao, combinando as proposicoes 4.1
e 4.2, vemos que, se f € H'(Q) (ou f € L} (Q)) e (f,v) =0, YveEV, entio f =Vp

2 (Q). Entretanto, se Q) for um aberto limitado Lipschtziano, entdo p € L*(2)

(ou p € H'(Q)).

comp¢€ L

Observagao 4.2. A parte (ii) da proposicao 4.2 implica que o operador gradiente é um

isomorfismo de L3(Q)) em H™Y(Q); portanto a imagem desse operador linear ¢ fechada.
Denotaremos o expoente de Sobolev por « para que nao haja confusiao com a pressao p.

Proposicao 4.3. Sejam Q um aberto limitado de classe C", r = mazx(m + 2,2), m

inteiro positivo. Vamos supor que
ue W(Q), peW'(Q), 1<a< oo,
sao solucoes do problema de Stokes:

—nA(u)+Vp=f em Q
div(u) =g em S
You = ¢ isto € u=¢ sobre T.
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Se f € W™(Q), g€ W™(Q) e ¢ € W' =(T), entio
u € WA(Q), p € W (Q)
e existe uma constante co(a, v, m, Q) tal que

[[ul[ w200y + [Pl wmtte@pr <
< co{ I f1lwme ) + gl wmt 1.0+
+H¢H Wn+27é’a(l—‘) + dOLHuHLa(Q)}7

onde do, =0 para a« > 2, dy, =1 paral < a <2 e W”J“Q_é’a(f‘) = 7o W(Q) estd

equipado com a norma

HW ’ W""'Q_é’(’(F) = ’YoilILl:fw Hu| | Wnt2.a(Q)-

Observacao 4.3. Fuz-se notar que a Proposicao 4.3 nao é um teorema de exristéncia
para uma solu¢dao regular (u,p) do problema de Stokes, ela fornece somente um resultado

sobre a reqularidade de uma eventual solucao.
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