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“ A Matematica, quando a compreende-
mos bem, possui nao somente a verdade,

mas também a suprema beleza”.

Bertrand Russel.



Resumo

Neste trabalho, apresentaremos um teorema de splitting local para uma variedade tri-
dimensional com curvatura escalar limitada inferiormente e bordo médio convexo que
contém uma superficie localmente minimizante de area com bordo livre. Além disso usa-
remos esse resultado local para obter um teorema de rigidez global para discos minimizan-
tes de area com bordo livre. Tais resultados foram obtidos por Lucas Ambrozio no artigo
Rigidity of Area Minimizing Free Boundary Surfaces in Mean Convex Three-Manifold.
Palavras - chaves: Superficies minimas com bordo livre, curvatura escalar, curvatura

média, rigidez.
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Abstract

In this work, we will present a local splitting theorem for a three-dimensional manifold
with scalar curvature bounded from lower and boundary mean convex that contains a
locally area- minimizing free boundary. In addition we will use this local result to obtain
a global rigidity theorem for area-minimizing free boundary disks. Such results were
obtained by Lucas Ambrozio in the article Rigidity of Area Minimizing Free Boundary

Surfaces in Mean Convex Three-Manifold.
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Introducao

Seja M uma variedade Riemanniana com bordo 0M, subvariedades minimas surgem como
pontos criticos do funcional area quando restringem a variagao que preservam o bordo
OM (mas que necessariamente nao o deixam fixo). Em um grande trabalho Schoen e Yau

provaram o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja M uma variedade tridimensional orientada com bordo e curvatura
escalar positiva. FEntao M nao tem uma superficie minima, imersa e estavel de género

Positivo.

Eles também usaram esse resultado para provar que qualquer métrica Riemanniana
com curvatura escalar no toro deve ser plana [12].

Em [13], Fischer, Colbrie e Schoen observaram que um toro bidimensional minimo,
estavel, imerso e de dois lados em uma variedade Riemanniana tridimensional com cur-
vatura escalar nao negativa deve ser plano e totalmente geodésico. Eles conjucturaram
que o resultado de Schoen e Yau [12] seria valido se simplesmente asssumisse a existéncia
de um toro bidimensional minimizante de area. Essa conjuctura foi provado por Cai e
Galloway [11].

Nos ultimos anos, alguns resultados semelhantes foram comprovados para superficies
fechadas que nao sao toro sob diferentes hipdteses de curvatura escalar em particular
mencionaremos [§] e [7]. Uma interessante abordagem foi fornecida por Micallef e Moraru
[10], baseados em folheagoes por superficies de curvatura média constante. O ponto prin-
cipal desse trabalho, que é baseado no artigo do Lucas Ambrozio [6], é provar que uma
superficie minima, bordo livre, imersa em uma variedade tridimensional com a segunda
forma fundamental estritamente maior do que zero e com curvatura escalar limitada in-
feriormente seja localmente isométrico a um produto cartesiano, com esse resultado local

provaremos um teorema de rigidez global.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Variedade Riemanniana

Nesta seccao iremos abordar definigoes basicas e necessarias de variedades Riemannianas
baseadas em [I] e [I§]. Seja M™ uma variedade diferenciavel de dimensao n e T,M o
espago tangente de M™, com p € M™. A seguir definiremos métrica Riemanniana em

uma variedade diferencidvel.

Definicao 1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € uma cor-
respondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-,-)p (isto é, uma
forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente T,M, que varia diferen-
ciavelmente no sequinte sentido, se ¢ : U C R™ — M™ é um sistema de coordenadas

0 (q):da:(ov 717'” 70)7

locais em torno de p, com ®(x1,X2,-++ ,xn) =q € x(U) e .
/0 d , o
entao <a_7q(q)’ a—Xj(q)>q = gij(x1, -+ ,Xn) € uma funcdo diferencidvel em U.

Observe que essa definicao nao depende da escolha do sistema de coordenadas, a
diferenciabilidade da métrica Riemanniana também pode ser expressa de outras maneiras,
para mais informacoes veja [I].

E usual omitirmos indice p em (-, -)p, sempre que nao houver possibilidade de confusao.
As funcoes gi; sao chamadas de expressao da métrica Riemanniana no sistema de coor-
denadas x : U C R™ — M™. Uma variedade Riemanniana (M™", (-,-}) é uma variedade
diferenciavel munida de uma métrica Riemanniana. Por fim vamos definir o que é uma

1sometria.

Definigao 2. Sejam M™ e N™ wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M™

2



— N™(isto é, f é uma bije¢ao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma

1sometria se:

(u,v)p = (dfp(u), df, (V) ¢(p)s

para todo p € M™ eu,v € T,M.

Definicao 3. Sejam M™ e N™ variedades Riemannianas. Uma aplicacao diferenciavel f
:M™ — N™ € uma isometria local em p € M™, se existe uma vizinhangca U C M™ de

p tal que f: U C M™ — f(U) C N™ € uma isometria.

1.2 Curvaturas e tensores

Nesta se¢ao iremos definir conexoes Riemannianas e apresentar algumas de suas proprieda-
des, também falaremos sobre curvaturas e tensores, suas propriedades e alguns resultados
que serao teis ao longo do texto. Seja X(M) o conjunto dos campos de vetores em M™

de classe C® e F(M) o conjunto das funcgoes reais de classe C* definidas em M™,
Definicao 4. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M™ € uma aplica¢ao
V:XM) x X(M) — X(M)
que se indica por (X,Y) — VyX e que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VixsgvZ =fVxZ 4+ gVvLZ.
it) Vx(Y+Z) = VxY + VxZ.
ii1) VxfY =fVz + X(f)Y.
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € F(M).

Definigao 5. Seja M™ uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um campo
vetortal V ao longo de uma curva ¢ : 1 — M™ é chamado paralelo quando % = V%Y

= 0, para todo t € L.

Definicao 6. Seja M™ uma variedade diferencidvel com uma conexao V e uma métrica
Riemanniana (-,-). A conexdo é dita compativel com a métrica {-,-), quando para toda
curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de

¢, tivermos (P, P’) constante.



Definicao 7. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M™ € compativel com a

métrica se

X(Y, Z) = (VyX, Z) + (Y, VxZ), (1.1)

onde X,Y,Z € X(M).

Definicao 8. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M™ € dita simétrica

quando

VxY —VyX=I[XY],

para todo X, Y € X(M).

Note que em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de V ser simétrica implica que

para todo i,j =1,--- n,
V. X — Vx, Xi = [Xi, Xj] =0,

onde X; = %.
1

Agora iremos definir curvaturas, que intuitivamente mede o quanto uma variedade

Riemanniana deixa de ser Euclidiana.

Definicao 9. A curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana M™ € uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) —
X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVXxZ —-VxVyZ -V xvZ, (1.2)

para cada Z € X(M) eV € a conexdo Riemanniana de M™.

Observe que se M™ = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(M). Com
efeito, se indicarmos por Z = (zy, - - -, z,) as componentes do campo Z nas coordenadas

canonicas do R™, obtemos
VYZ: (Yzh"' aYZTL) € VXZ:(XZIa"' 7XZTL)7
donde
VyVxZ = (YXzy,-0 YXzo) = ) Vy(XZ;) >
) ) ) ) ax)

d
VxVyZ = (XYzy,--+ XYzo) =) | Vx(YZ;) 5,
j )

4



implicando

0
VixviZ = (IX,Ylzy, -+, [X,Ylz,) = ]Z(XYZJ- —szj)a—xj.

Logo por (|1.2)), temos que
R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyVyZ—VixyZ
d d d
— ; vx(\(zj)a—Xj — ; vy(xzj)a—Xj — Z(XYZj — sz]-)a—xj

1

= 0.
Proposicao 1.2.1. A curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana satisfaz
as sequintes propriedades:
i) R € bilinear em X(M) x X(M) isto &

R(fXy + gXs, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(X2, Y1)

R(X1, fY1 + gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(Xy, Ya),
para quaisquer f, g € F(M) e X1, Xa, Y1, Yo € X(M).

it) O operador curvatura R(X,Y) : X(M) x X(M) — X(M) € linear, ou seja, para todo
par de vetores X,Y € X(M)

R(X,Y)(Z + W) = R(X,Y)Z + R(X, Y)W

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z

para quaisquer f € F(M) e Z, W € X(M).
iii) Vale a primeira Identidade de Bianchi

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0,

Para uma prova veja [1J.

Agora definiremos tensor em uma variedade Riemanniana. A nogao de curvatura é um
caso particular da nocao de tensor que ¢ um objeto de grande utilidade em Geometria Dife-
rencial. Apresentaremos aqui a defini¢ao cldssica de tensores em variedades Riemanniana.
A ideia de tensor é uma generalizacao natural de campos de vetores e o ponto importante

¢ que, analogamente aos campos de vetores, também podemos ”derivar” tensores.
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Definicao 10. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana € uma aplicag¢ao

multilinear:

T:X(M) x X(M) x ... x (M) — F(M).

Isso significa que, dados campos Y1,Yo,---, Y, € X(M), temos que T(Y1,Ya,---,Y,) é

uma funcgao diferenciavel em M™, e T € linear em cada entrada, isto €
T(Yla"' ?fX+gY7 7YT) :fT(Yla ?Xa"' 7YT‘)+9T(Y17 7Y7"' 7Yr)7
para todo X, Y € X(M) e f,g € F(M).

Fixado um ponto p € M™" seja U uma vizinhanca de p em M™ de forma que seja

possivel definir campos Ey,--- ,E, € X(M) de modo que em cada q € U, {Ei(q),1 =

1,2,--- ,m} é uma base de Tq¢M. Nesse caso, diremos que {E;{}]*; é um referencial mével
em U. Com isso, dizemos que um tensor T é um objeto pontual, dados Yy, ---, Y, € X(M).
Em termos do referencial mével {E;}I* ;, as restrigoes a U dos campos Y7, - - -, Y; sdo dadas
por:
Y, = ZUhEiU Yy = ZUiQEiQ, R ZUiTEiT
i i i
com iy, - ,i, =1,--- ,n. Como T é linear, temos

T(Yy,...,Y Z Yiys oY, T(Eq,, o Ee),

-----

O tensor curvatura é a aplicacao
R:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — F(M)

definida por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W),

para todos X,Y,Z W € X(M). As componentes de R em um referencial {e;} sdo repre-
sentadas por

R(Xia Xj)Xk) Xl) = R(eia ej7 €k, el) = Rijkl-
Proposicao 1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades.
i) R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,Z W) =0,

i) R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W),



i) R(X,Y,Z,W) = —R(Y,X,W, Z),
iv) R(X,Y,Z,W) =R(Z,W,X,Y).

Para uma prova veja [1J.
E conveniente escrever esses elementos em um sistema de coordenadas (U, x) em torno

de um ponto p € M™. Fazendo
<R(Xi7 X))Xk7 XS> = Z R},j,kgls = Rijk17
1
podemos escrever as identidades da proposicao anterior da seguinte forma:

Rijkt + Ryt + Ryay; =0

Rijit = —Rjin
Rijkt = —Rijuik
Rijkt = Ry

Agora vamos estudar a nogao de derivada covariante em tensores.

Definigao 11. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T € um

tensor de ordem (r+1) dada por
VT(YD e 7YT7 Z) = Z(T(Yla e 7Y1’)) - T(VZYD e aYT) -t T(Ylv U 7VZYT)

Assim, para Z € X(M), definimos a derivada covariante VzT de T em rela¢do a Z sendo

um tensor de ordem v dado por
VzT(Yy, .., Y:) =VT(Yy,....Y:, Z)

Definigao 12. O tensor curvatura de Ricci Ric : X(M) x X(M) — F(M) € um tensor

de ordem 2, obtido pelo "traco”do tensor curvatura de Riemann, ou seja,
Ric(X,Y) =tr(Z — R(X, 2)Y),
para todo X, Y € X(M).

Dado uma base ortonormal {e;} é uma base de T,M, temos que

Ric(X,Y) =) (R(X,e)Y,es).

i
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Definicao 13. A curvatura escalar ¢ a funcio S : M — R, dada por
S(p) = trRic.

Se {e;} ¢ uma base ortonormal de T, M, entao
S(p) = Z Ric(ei, ei) = Z(R(ek, ei)ei, ex).
i K,i

A préxima proposicao permite definir a curvatura seccional.

Proposicao 2. Seja o0 C TyM um subespaco bidimensional e sejam X,Y € o dois vetores
linearmente independentes. Entdo

R(X,Y, X, Y)
K(X.Y) =
Y] = XEvE— (X v2

nao depende da escolha dos vetores X,Y € ©.

Para uma prova veja [1].
Com essa proposicao podemos definir o objeto geométrico denominado de curvatura

seccional.

Definicao 14. Dado um pontop € M™ e um subespago bidimensional o C T,M o nimero
real K(X,Y) = K(p, o), onde X e Y sao linearmente independentes em o, é chamado

curvatura seccional de o em p.

1.3 Imersoes Isométricas

Nesta secao iremos apresentar alguns resultados necessarios para o nosso texto. Se-
. <k . . . . . ~
jam (M™ (-, )m) e (M7, (-, -)3r) variedades Riemannianas, dizemos que uma aplicagao

©: M" — M" ¢ uma imersio isométrica se
(dop(Xp), dop (Vo)) = (Xp, YpIm,

para quaisquer p € M™ e X,,, Y, € T,M. Em particular, toda imersao isométrica ¢ uma

imersao, como tal, localmente um mergulho. Portanto, sempre que nao houver perigo
~ . . <k s .

de confusao, identificaremos p € M™ com @(p) € M e denotaremos as métricas de

M" e MY simplesmente por (-,-). Seja agora @: M"™ — M uma imersio de uma



: . . . . : +n .
variedade diferencidvel M™ em uma variedade Riemanniana (M~ 7, (-, -)31). Definindo,

parap € M™ e X,,, Y, € T M,

(dop(Xp), dop (Yo ))ar = (Xp, Yp),

obtemos uma métrica Riemanniana em M™, denominada a métrica induzida pela imersao
@. Munindo M™ com tal métrica tornamos ¢ uma imersao isométrica. Para cadap € M™,

o produto interno de Tpm induz uma decomposicao de Tpm como soma direta ortogonal,
T,M=T,M& (T,M)*.

Denotamos por X(M)+ o espaco dos campos normais. Seja V a conexao Riemanniana
de M. Se X e Y sao campos locais de vetores em M, e X e Y extensoes locais a M,

definimos uma conexao em M™ por
VxY = (VY)'.

Verifica-se que esta é a conexao Riemanniana relativa & métrica induzida de M. Consi-
deramos em TM' a métrica obtida pela restricdo da métrica de TM. Para X € X¥(M) e

N € X(M)*, uma verificacio permite mostrar que
Vin = (Vxn)*, (1.3)

onde ( )t denota projecao sobre TM*, defini uma conexao V+ : X(M) x X(M)+ —
X(M)+ no fibrado normal de M. Tal conexao é compativel com a métrica de TM*, uma

vez que se X € X(M) e, & € X(M)1 entao
X(n, &) = (Vxn, &) + (n, Vx&) = (£, Vxn) + (n, Vx&),

a conexdo V+ é denominada a conexao normal da imersdo.
A segunda forma fundamental (vetorial) da imersdo ¢ é a aplicagdo B : X(M) X

X¥(M) — X(M)+, definida para X,Y € ¥(M) por
E)(XJ Y) = (vXY)J— - vXY - VXYv

onde 3 é bilinear, simétrica e suave. Em particular, para cada p € M a aplicagao

Bp(X,Y) =B(X,Y)p) depende somente dos valores de X e Y em p, dai

VY = VY + B(X,Y).

9



Associada a 3 temos a aplicacao S : ¥(M) x X(M)+ — X(M) dada pela igualdade

(S(X,n),Y) = (B(X,Y),m).

Denotando Sy X = S(X,n) e TT = (5;,X,Y), obtemos um operador auto-adjunto S,, :
X(M) — X(M), denominado o operador de forma, ou de Weingarten, da imersao na
diregao m. Assim,

(SnX,Y) = (S(X;n),Y)
= (B(X,Y),n) = (VxY,n)
= —(Vxn,Y) = (=(Vx)",Y),

implicando,

SuX =—(Vxn)', (1.4)
por (1.3]) e (1.4), obtemos a equagao de Weingarten
Vxn = —S,X+ Vxn

para todo X € X(M),n € X(M)".

A proposicao a seguir relaciona, para campos em M, as componentes tangencial e
normal do tensor curvatura de M com o tensor curvatura de M e a segunda forma fun-
damental da imersao. As formulas presentes na proposicao abaixo sao conhecidas na

literatura como as equacoes de Gauss e Codazzi.

Proposicao 1.3.1. Se ¢: M™ — M ¢ wma imersio isométrica e X, Y, Z € X(M),

entao:
(L) (GG,’U,SS) (E(X, Y)Z)T = R(X, Y)Z + SB(XZ)Y — S(g(xyz).x
b) (Codazi) (R(X,Y)Z)* = (V£B)(Y,Z) — (VLB)(X, 2).

Demonstracao.

R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ

= Vx(VyX+B(Y,Z)) = Vv(VxZ+B(X,Z)) — (VixviZ+ B([X,Y],Z))
= (VXxVYZ+B(X,VyZ)) = Spv,z)X + V)%B(Y, Z)— (VyVxZ

+ B(Y.VxZ) +Spx2)Y — V¥ B(X, Z) = (VixviZ + B(VxY — V¥X, Z))

10



= RIX,Y)Z+Spx,2)Y — Spv.y)X + VxB(Y,Z) — B(VXY, Z) — B(Y, VxZ)
— (V1B(X,Z) — B(VvX, Z) — B(X,VyZ)
= R(X,Y)Z+ Spx.z)y — Spiv.)X + (VxB)(Y, Z) — (V¥ B) (X, Y).

Basta agora tomar componente tangente e normal em ambos os membros da igualdade.

O

A férmula do corolario a seguir s@o conhecidas genericamente pelo nome de equacao

de Gauss.
Corolério 1. Se ¢: M™ — M ¢ uma imersdo isométrica e W, X,Y,Z € X(M), entao
(RW,X)Y, Z) = (R(W,X)Y, Z) + (B(W,Y), B(X, Z)) — (B(W, Z), B(X,Y))  (L5)
Em particular, se X,Y € X(M) sdo ortonormais, entdao
KX, Y) =KX, Y) 4+ (B(X,X), B(Y, Y)) = IB(X, V)P,
onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente.

Demonstracao. Segue da Proposigao que
(R(W,X)Y,Z) = ((RW,X)Y)',Z)
= <R(W, X)Y + Sg(wy)x — SB(X7y)W, Z>
= (RW,X)Y,Z) + (B(X,Z), B(W,Y)) — (B(W, Z), B(X,Y)) (1.6)

Para o que falta, usando (1.6) obtemos

K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X)

= KX, Y) + (B(X,X), B(Y,Y)) = [B(X, V)

]

Para o proximo resultado, consideramos um campo vetorial ortonormal {e;, e} em
. <7k , ~
To,M e um campo vetorial em M tal que ¢ normal a T,M, obteremos uma expressao

para a curvatura média de M em funcao do Ric, K e TT.
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Lema 1. Se ¢: M™ — M ¢ uma imersio isométrica e X,Y,Z e X(M) e um N sendo

um campo vetorial em M tal que € normal a T,M, entao
RM = 2(Ric(N, N) + K) — H? 4 [TT]%.

Demonstracao. Considere {e1, es, N} uma base de Tpmk de modo que {eq, ex} sejam au-

tovetores do operador de forma Sy definido em T, M, dai

RM = Ric(ey, e;) + Ric(es, €2) + Ric(N,N)

R(e1, e, €1,€2) + Rer, N, er, N) + R(ez, €1, €2, 1) + R(e2, N, ez, N) + Ric(N, N)
2Ric(N, N) + R(er, ez, €1, e2) + (B(e1, €1), Blea, e2)) — (B(e1, €2), Bler, €2))

+ Rlez er,e,e1) + (Ble2, €2), Bler, er1)) — (Blea, e1), Blea, e1))

2(Ric(N,N) +K) —2(B (e, 1), Blez, e2)) + 2| (e1, e2) . (1.7)

Assim, temos que 2|3 (e, e2)] = 0, pois {e1, ez} sdo autovetores, uma vez que
H=(B(er,e1),N)+ (B(ez, e2),N) = (Ve N, er) + (Ve, N, e9),
segue que

H2 = Ve, N, €1> <ve2N €2>)

VeN,e1))” +2(B(ex, e2), N)(B(er, e1), N) + ((Ve,N, e2))?

({
= ((Ve,N,e))?+2(Ve,N e} (Ve,N, es) + ((Ve,N, e))?
({
((B(e1,e1), >)2+2<f3(61,€1)af3(62,€2)> + (<f3(ez,€2)7N>)2- (1.8)
Substituindo em obtemos
RM = 2(Ric(N,N) +K) — H? + ((B(ez, e2), N))2 + ((B(er,e1), N))2  (1.9)

Por outro lado

[TT1* = ({B(er, e1),N))* + ((B(ez, e2), N))*

, substituindo em ({1.9)), obtemos
RM = 2(Ric(N,N) + K) — H2 + [TT.]2

ue finaliza a prova do lema. O
Q p
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Se@: M — M“™ 6 uma imersao isométrica, um referencial ortonormal {€, ..., €1 n}
em um aberto U C M ¢ dito adaptado & imersdao se as restricoes de €y, ...,€x4n a
U = UNM formarem um referencial em U. A existéncia de referenciais adaptados a
uma imersao @ como acima ¢é decorréncia imediata da aplicacao do algoritmo de ortonor-
malizacao de Gramm - Schmidt aos campos coordenados de uma parametrizacao adaptada
a imersao.

Sendo B a segunda forma fundamental de @ e {ey,--- ,en, Ny, -+, Ny} as restricao de

um referencial adaptado a um aberto U C M, considere o campo

H :Z%B(ei,ei). (1.10)

K
A igualdade B(e;, ei) = Z(B(el,el) n;)m; = (Sy;(ei), ei)ny, substituindo em (1.7) ob-
j

temos

T

HZ Sn, )M, (1.11)
de maneira que ﬁ independe tanto do referencial tangente {eq,--- ,en} quanto do refe-

rencial normal {nq,...,ny}. Fica assim bem definido um campo ﬁ € X(M)*, sendo seu

valor em p € M conhecido como o vetor curvatura média de ¢ em p.
. ~ . ~ . L. n —k+n L. ﬁ
Definicao 15. Uma imersao isométrica @: M™ — M ¢ minima se H = 0.

Suponha agora M conexa, k = 1 e M orientada. Se M™ for orientavel, oriente-a
pela escolha de um campo normal unitario N globalmente definido. Denote também por
H a funcao H : M"™ — R tal que HN seja o vetor curvatura média de ¢, note que
usando (1.8) temos H = o ((Sn(eq),er)N+ -+ (Sn(ex), ex)N), dai considerando H =
(Sn(er),en)) + -+ (Snlex), ex) logo H = HN.

Definicao 16. Uma imersdo isométrica @ : M — M € geodésica em p € M se B = 0.

A imersao @ € totalmente geodésica se for geodésica em todo p € M.

Proposicao 3. Uma imersao isométrica @ : M — M € geodésica em p € M se e so se

toda geodésica de M que passa por p for geodésica de M em p.

Para uma prova veja [1].
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1.4 Primeira e segunda variagao da area

Nesta secao demonstraremos algumas férmulas gerais para variagoes de hipersuperficies
propriamente imersas em (M™"! (. .}) tal que o bordo da hipersuperficie esteja contida
no bordo do ambiente 0M, dentre elas as féormulas da primeira e segunda variagao da
area.

Nés inicialmente fixaremos algumas notagoes. Seja (M™*! (. .)) uma variedade Rie-
manniana com bordo 0M, considere X o campo normal unitario ao longo de 0M apon-
tando para fora de OM.

Considere ¥ uma hipersuperficie com bordo 0X e assumimos X imerso em M tal
que 0X esteja contido em OM. O conormal unitario de 0X apontando para fora de 0X
serd denotado por 1. Seja N um campo local normal unitdrio em X, a segunda forma
fundamental é um tensor simétrico IT em X dada por TT(U, W) = g(VyN, W) para cada
U, WeTX e X ébordo livre quandon = X em 0X.

Consideraremos uma variacao de X dada por VP : (—¢, ¢) x £ — M tal que, para cada
t € (—¢,¢), a aplicagdo Py : L — M é uma imersao de £ em M com (0X) contido em
oM.

Para cada t iremos denotar as quantidades associadas a hipersuperficie £; = {(X)
por, N o campo normal unitario a £; e H; a curvatura média de X;.

Para simplificar usaremos as seguintes notacoes

N
at_ at7 al_ aXi € 91] _(alua))7

onde 1 varia de 1 a n. N6s podemos decompor o campo variacional na parte tangente e

normal
0t = 5tT +v¢ Ny,
onde v; é a funcao definida em X dada por vi = g(0¢, Ny).
Lema 2. Seja G(t) = (ay;(t)), t € I uma familia suave de matrizes n X n, entao
d ,
adet(G(t)) = det(G(0))Tr(G'(0)).

Para uma prova veja [15].
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Lema 3.

i

097 = —29'¢"'g(Vs, 0, 00), (1.12)
atgi)' = g(vaiat,aj) +g(ai,vajat). (113)
Demonstragao. Como [0¢, 0i] = 0 entdo V5,0; = V5,04, dai juntamente com a compati-

bilidade da métrica provamos ((1.13)).

nsidere gY.gx;: = 84 rivan Xpressa m
Considere g".gy; = 045, logo derivando essa expressao obtemos

1k
Zd gy + Zg“‘ gk’z 0,
k

donde

dg¥ _ dgy
dt  dt’

Portanto

dgY
dt

= _QQ(Valataa))
= ) (—29™g(Ve,0:,9;))
k

= ) (—29™g"'g(Vs,di, 1))

k.1

Com os Lemas [2] e f] demonstraremos a primeira variagao da area.

Proposicao 4. Dada uma variacao {X} de L, a primeira variacdo da drea é dada por

d 0
d_p:t| = J HvedAy +J Q(T]*m b
t b d

—)dx
s ot ¢

Demonstra¢ao. Considere a matriz [gy;], lembrando que [, +/det[gyldx;...dx, = [, dZ

temos que
1 _1
at det[gij] == §(d€t[91j]) 2at(det[91j])'

Usando o lema [2| obtemos

m\»—-

Ory/detlgy] = S(detlgyl) 2(detlgi;1)gY0: gy

detlgi;lg"0.gs;,

N — DN —
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Pelo lema 3] teremos

04/ det[gy]

dai

at\/ det[gij] =

1 N
5 /detlgijlg” (g(Va,0¢, 05) + g(0i, Va,0¢)),

det[gij]gij (g(Va,0¢,05))
detlgi;1g” (g(Va, (0 +VviNy), 05))

detlgi;19Y(9(Va,0¢, 95) + g(Vo,veNy, 95)).

Uma vez que divX = gg(Vs,X, 95) e g(N¢, d;) = 0, segue que

at\ / det[gu] =

detlgijl(9Y9(Va,0{,0;) + g g(Vo,viN 35))

= /detlgy;]1(g79(Vo,0{,0;) + g7 g(vi Vo, Ny + i (v )Ny, 95))

= det[gij](divztaT + Hovy).

Assim,

— X
Iz

[ d
—dA
Jeat "

(divy, 0" + Hyv)dA,

0
g, _IP)st + J (Heve)dAy,
Jos ot s

Jx

onde usamos o teorema da divergéncia na tltima igualdade.

]

Note que X é ponto critico da primeira variacao da area se e somente se, X é uma

superficie minima com bordo livre. De fato, segue da Proposi¢ao [] que se L for minima

com bordo livre, entao é ponto critico da primeira variacao da area. Reciprocamente,

suponha que a imersao P seja ponto critico da primeira variagao da area, fixe um p € X,

U C X uma bola regular centrada em p e uma funcdo suave f : £ — [0, 1] suportada

em U, tal que f(p) = 1. Seja exp a aplicacao exponencial de M, considere a aplicagao

Y:(—e,e) x ¥ — M dada por

W(t, q) = expq(tf(q)H(q))

diminuindo U e trocando f por % para K > 0 suficientemente grande se necessério, temos

Y bem definida e suave. Segue dai

alll(q)

At o

— dlexpy(q))o(f(q)H(q)) = f(q)H(q).

16



Por hipotese P é ponto critico da primeira variacao da area, donde

0 = [ gm, aw)dL+J (ﬂ,ﬁ)dA

Jox ot

= g(n, 61|) dL+J fﬁ ﬁ
uhaz a

— | fHaA,

logo 0 = ﬁ = NH donde H = 0 portanto X é minima, pela Proposicao EI temos
0= Iaz g(m, %)dzt, de forma analoga acima teremos g(mn, N) = 0 portanto N € ToX
implicando que X é bordo livre.

Agora provaremos alguns lemas necessarios para obtermos a segunda variagao da area.
Lema 4.
Vo Ny = g*'g(Va Ny, 0)0x, (1.14)
VoNi = VioTNg— Vv, (1.15)
Demonstracao. Temos que g(N¢, N¢) =1, dai
0 =0ig(N¢, N¢) =29(Va, Ny, Ny)
0 =0¢g(N¢,N¢) =29(Vo, N, Ny),
assim, tem-se que Vi, Ny, Vo, Ny € TZ,. Por outro lado,
Vo Ny = ou0k
— g(VaNy, 0)0x
= g*'g(Vo, Ny, 01)0x.
Provando assim ([1.14)). Para provarmos (1.15), use que g(N¢, 9;) = 0 para obter
Vo Nt = oy0x
= g(Va, Ny, 0x)0k
= ¢"™g(Va,N¢,0:)0s
= (=9"g(N¢, V5,01)0)
= (—g™g(Ny, Vo,0:)04).
Lembre que

vztVt = el(vt)el
= g'Mem(vi)er
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Como Vi, N¢ € Ty, temos que

Vo Ny = [_gikg(Nt;Vak(at)T)ai_gikQ(Ntaak(Vt)Nt)ai_QikVtQ(Nt;Vath)ai]
= [_gikQ(Nt, Vak(at)T)ai — gikak(vt)ai]

= [9"™g(N¢, V(0,)70k)0; — g0 (v¢)) 0]
Agora basta tomar o trago na igualdade acima, para obtermos
VoNt = Vi 7Ny — Vg
Isto finaliza a prova do Lema. O
Prosseguindo a equacao de Codazzi
g(R(U, V)N, W) = (VETD(V, W) — (VT (U, W),

onde R denota o tensor de curvatura de Riemann de M e U,V e W campos tangentes a
2.
Em seguida tome os campos U = 9;, W = 0y, tomando o traco equacao de Codazzi

temos

g g(R(d;, VINy) = Ric(V,Ny)
= g™(V3TD(V,9) — g™ (V{TD(95, 0k))
= g™ (V5I(V,d) — (Vg™ TN (3i, 0x)).

Lembre que H = gYTI(9, 0y ), entdo
Ric(V,Ny) = g™ (V5T (V, k) — dH(V), (1.16)
para cada V tangente a X.
Lema 5. A variacao da curvatura média € dada por
d¢Hy = dH(9{) — Lg, vy,
onde Ly, = Ay, + Ric(Ny, Ny) +[TT|* € operador de Jacobi.
Demonstracao. Temos que a curvatura média é dada por

Hy = Q(VaiNt,ai)
= gijg(vaiN‘maj)?
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dai
d:H = 0:97g(Va, N, 0;) + 979(Va, Vo, Ni, 05) + g7 9(Vo, Ny, Vo,0;5)
usando o Lema e a equagao (|1.2]), temos que

OHy = —29™¢"'g(V5,01,01)9(Va, N, 3;) — g7g(R(3¢, 0:)N4, 3;)
+ 999(Vo,Vo,Ne, 3y) + g7g(Vo,Ni, Vo,0).

Note que

gjlg(vakah al)g(vaiN’U a]) = g(Vakat, al)g(vaiNta al)
= g(Va,0t,9(Va, Ny, 01)01)
= g(vakatavaiNt)7

além disso,
gYg(R(0¢,3:)Ng, ;) = Ric(dy, Ny).
Portanto usando ([1.15]), teremos

deHe = —gYg(Vs,0¢, Vo,Ni) — Ric(d¢, Ni) + g'g(Vo, (V (5,7 Nt), 9)
— g9g(Vo,(VZ'Wy), 95).

Agora usaremos o trago da equacao de Codazzi para obter

Ric((d)",Ny) = g™(V5M((d)",0;5) — dH((d,)")
= ¢0i9(V (07N, 95) — g79(V(v, (2,7 Nt, 05)
— ¢79(V(5,)7N¢, (Va,05)") — dH((04)")
= 9Y(0:9(V(5,)7N1,95) — g(3(0,)7N¢, Vo, ;)
— ¢Y9(Va,N¢, (Vo,(00)")T) — dH((3)T)
= 979(Va,(V(0,7Nu).95) — ¢79(Va, Ny, Vo, (3:) ") — dH((d,) ).
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Dai temos que

O¢H¢ —gijg(Vakat, vaiNt) - RiC((at)T +v¢Ng, Ny)

_|_

999(Vo,(V(o7N¢, 95) — g9 g(Va, (VZ'vy), 95)

—g79(Va, 0, VoN¢) — Ric((9¢)", N¢) — viRic(Ny, Ny)

+

999(Va,(V(a,)7 N, 95) — gV g(Vo, (VZ'vy), 95)
—999(Va,0¢, Vo,N¢) — gV g(00,(V(5,7N¢), ;)

g99(Vo,Ni, Vo, (9:)T) + dH((d0)T) — viRic(Nt, Ny)

+ 4

999(Va,(V(5,7N, 95) — g7 g(Va, (VZ'vy), 95)
999(Va, (=3¢ + (3)T), Vo, Ny)

_|_

dH((at)T) —v¢Ric(N¢, Ny) — gijg(vai(vztvt)’ aj)

—gg(Vo,N¢, 95 (vi)Ny) + g(Vo,Ni, Vo, Ny)vi

_|_

dH((at)T) —Vv¢Ric(Nt, N¢) — Qijg(vai(vzt\’t), aj)

dH((0¢)") — g9 g(Va, Ny, Vo, Ny)vy — veRic(Ny, Ny)
— 99(Va,(Vvy), 95)

= dH((00)") + gY(g(Va,N¢, Vo, Ny)vy

— Ric(Ny, Nove — g79(Vo, (VZ'vy), 95))

Lema 6. Se X, € bordo livre e (3¢)" =0 em t=0, entdo

(ath) = —thvo
t=0
e
d,g(N X)‘ — Mo (N Ve XV
tg ty t:(]_ ano 9 0, No o-

Demonstrag¢ao. A primeira expressao segue diretamente do Lema [5] para a segunda ex-

pressao note que

2 g(NGX)| = g(VaNuX)|  +9(N, Va,X)
t=0 t=0 =0
Usando o fato que V3, Ny € TZ; e L, é bordo livre, teremos
39(NGX)| = =g(V¥v5,M0) +Vog(No, Ve, X)
a\)o
— —m —+ g(No, VNOX)V().
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Lema 7. Se cada Xt é uma superficie com bordo livre e curvatura média constante, entao

ath = —thvt

ov
a__V: = g(N'ﬁ thX)vt~

Demonstragdo. A primeira expressao segue do Lema [B], pois como sua curvatura média é
constante entdo a sua diferencial é nula. A segunda expressao também segue do Lema [f]

pois como X é bordo livre entdao g(N¢, X) = g(N¢, n¢) = 0, onde v é o vetor normal de

0. O

Dado um ponto critico do funcional area, isto é, uma superficie minima com bordo
livre X, usaremos as férmulas acima para obtermos a férmula da segunda variacao da

4rea, restrita a variagoes com 0] ao longo de L.

Proposicao 5. Seja X uma superficie minima com bordo livre. Para cada 0y = v¢N¢ em
2, a sequnda variacao da drea € dada por

d2
dt?

1 = —J Lz(v)vdA—l—J (@)—U(N,N)aM\))vdZ
bx or dn

_ J WV — ((Ric(N, N) + [TMP )
>

—J TTPM(N, N)vdox.
oX

Demonstracao. Suponha que L seja ponto critico da primeira variagao da area, segue
da Proposicao 4 que superficies minimas com bordo livre sao pontos criticos da primeira

variacao da area, entao derivando a primeira variacao no instante t = 0 temos

d? d oy
@|Zt| = at(Jz HyvidAy) . + E(Jaz g, a)dzt) .
= J 0¢(Heve)| dAy +J Hvi 0 (dAY)
< t b3 t
d oy o, d
+ Jaza(g(ﬂt,a—t)’tdzt)+ng(ﬂt,a)a(dzt) .

Usando o fato de Xy ser minima com bordo livre temos que Hy = 0 e g(ny, %) = (0 segue

d2
at?

d )

dA — -
40 +J (g, m

|2+
' or dt

)

az,. (1.17)

t=0

= J at(HtVt)
t=0 5
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Note

Ligme I = g(on I

dt ot " lt=0 at
= g(Voint, d{ +VviNy) .
= g(vatﬂbab ¢

+ g(M¢, Vo, veNy)

oy
L, H9Ime Vo 50)

t=0

90 Vo, (0] +viNy)|

+ Q(Ut, Vatal)

Lt g(Va e, viNy)

Como 9] = 0 entdo

d 0
(9, a—f) o = 9VemeviNy|  + 9y, VoviNy)|
= vig(Vone, Ni) o +vig(Me, Vo, Ni) o + 0¢(vi)g(Me, Ni) o
Usando o Lemad e L, ser bordo livre obtemos no instante t = 0
d o B o
e 30| = —vogme. Vv, (1.18)
Agora substituindo ([1.18]) em (1.17)) e usando o Lema 5| obtemos
d? v
— | =—| L Ay — —dX
dt2| tl L z,VodAg LZVO aﬂd 0
O

Dado uma superficie minima com bordo livre £ em (M, g). Consideraremos a forma

quadrética Q sobre C®(X) associada a segunda variagao da area, como

Le(@pdA+ | (52)=TIN NpMgpaz (1.19)

Q) = | G

b
Uma superficie minima £ em M é estavel com bordo livre quando a segunda variacao da
area ¢ nao negativa para toda variacao de X. Isto é equivalente dizermos que a forma
quadratica é nao negativa. No caso de superficies fechadas, uma superficie minima X é
dita estavel se, e somente se, seu operador de Jacobi Ly possui somente autovalor nao
negativos.

Para encerramos o capitulo, apresentaremos um importante resultado que serd usado

no texto.

Teorema 2. Seja « € (0,1), U dominio de C>* e seja f € C**(V) e g € CH*(V) tal que

=1
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Entao o problema

5 = g em 0V

admite uma unica solucao na classe

E= {ue C2*(V): ’—\1/’J'vu: 0}.

Para uma demonstracao veja [16].

1.5 Teorema de Gauss-Bonnet

Nesta seccao iremos apresentar o teorema de Gauss-Bonnet. Ele liga informacoes sobre
a geometria com informagoes sobre a topologia da variedade. O Enunciado do teorema é

apresentado sem demonstracgao.

Teorema 3. Seja (M?,g) uma variedade Riemanniana compacta, orientada com bordo

OM e triangular, entao

JKdAJrJ k = 270(M)
M oM

onde K € a curvatura seccional da variedade M?, k a curvatura geodésica do bordo OM?

e X(M) a caracteristica de Euler da variedade M?.

Para uma demonstracao veja [5]
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Capitulo 2

Rigidez infinitesimal e folheacoes

CMC

Neste capitulo apresentaremos resultados fundamentais que serao usados nos teoremas
de rigidez. Primeiramente consideraremos o funcional definido no espaco das superficies
propriamente imersas em M que preservam o bordo 0M, onde a curvatura escalar de M
e a curvatura média do O0M sao limitadas inferiormente, e se existe uma superficies que

atinge esse valor ela é denominada superficie infinitesimalmente rigida.

2.1 Superficies infinitesimalmente rigidas

Seja M uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo @M. Denotemos por RM
sendo a curvatura escalar de M e H®™ a curvatura média de OM. Seja £ uma superficie
compacta, conexa com bordo 0X. Dizemos que X estd propriamente mergulhada (ou
imersa) em M, se ela for mergulhada (ou imersa) em M e £()9M = 0X. Dizemos que L
é localmente minimizante de drea em M, se para cada superficies propriamente imersas
em M tem drea maior ou igual do que a drea de X. Pela primeira variacao da area, temos
que superficies minimizantes de area sao minimas e de bordo livre, isto é, X intercepta
OM ortogonalmente ao longo de 0X. Além disso segue da segunda variacao da area que
Y ¢é estavel com bordo livre, isto é, a segunda variagao é nao negativa para cada variacao
que preserva o bordo OM.

Quando RM e H?M s3o limitados inferiormente, podemos considerar o funcional defi-
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nido no espaco das superficies propriamente imersas
1
I(Z) = 3 inf RM|Z| + inf HOM[2Z|,

onde |X| denota a area de X e |0Z| denota o comprimento de 0X.

A préxima proposicao da um limite superior para I(X) quando assumimos que X é
uma superficie minima estavel com bordo livre.

Antes de provarmos a proxima proposicao , seja M uma variedade Riemanniana com
bordo, diremos que M tem bordo médio convexo quando a segunda forma fundamental

do bordo é estritamente maior do que zero.

Proposicao 6. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM. Suponha RM
e H®™ limitados inferiormente. Se L € wma superficie minima, estdvel, bordo livre,

propriamente imersa e de dois lados, entao
I[(X) <2nX(X) (2.1)

onde X(X) € a caracteristica de Euler de . Além disso, a igualdade ocorre se e somente

se, L satisfaz as sequintes propriedades:
a) L € totalmente geodésica em M e 0L consiste de uma geodésica de OM;

b) A curvatura escalar RM € constante ao longo L e igual a inf RM, e a curvatura

média H°™M ¢ constante ao longo de 0L e igual a inf HOM ;

¢) Ric(N,N) = 0, e N pertence ao nicleo do operador de forma de OM ao longo de

0X onde N é um campo normal unitdrio de L.
Em particular, a),b) e c) implicam que K = %inf RM em £ ek =inf HM de 0L em X.

Demonstracao. Como X é dois lados, existe um campo de vetores unitarios N ao longo
de £ e normal a X. Seja X um campo de vetores em M que é normal a 0M e apontando
para fora de M. Como Z é bordo livre, o conormal unitario v de 0X apontando para fora
de X coincide com X ao longo de 0X.

A hipétese de ser bordo livre nos leva a deduzir que k, a curvatura geodésica de 0X em
X, pode ser considerado sendo k = g(T,V1v) = ¢g(T,V1X) onde T é um campo unitério

tangente a 0X.
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Dali
H?M =k 4 g(N, VnX). (2.2)
De fato, temos que 0X C 0M, pois L[)OM = 9%, portanto
T,0M =T,0Z @ (T,0%)".

Como X tem bordo livre entdo N teremos N € (T,0X)* ao longo de 3. Assim {N, T} ¢

uma base para T,0M, donde

HaM = <SX(T)7T>+<SX(N)7N>
= (T,V1X) + (N, VnX).
Como por hipétese L é estdvel com bordo livre, entao para cada @ € C®(X)
Q. 0) = | V0P = (RiclN.N) + M2)g2dA — | g(N. VaX)g*dL > 0
b Gpa
onde TT é a segunda forma fundamental de £. Q(@, @) é a segunda variagdo da area do
campo variacional @N ao longo de X.
Tomando @ = 1, teremos

0 > J(Ric(N,N)+|n|2)dA+J g(N, VaX)dL
z 0x

1
= —J (RM + HP? + M)?)dA — (J KdA +J kdL) +J H°M
2 ) b ox oz
1
> - inf RM|Z| + inf HOM QX —J de—J KdA
2 ox b
> %infRMIZI + inf HOM[9Z| — 27X (%) (2.3)
Entao
2N () > %infRMIZ! + inf HOM[9Z|
Usamos o Lema [l e o teorema de Gauss-Bonnet, obtendo
[(X) < 2nX(X)
Quando igualdade ocorre, temos
1
0 = —infRM[Z| +inf H*M DX +J IHIQdA—J de—J KdA
2 b ox b
= %infRMIZ! + inf HPM|9Z| — 27X (%), (2.4)
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donde [TT|? = 0, ou seja, £ é totalmente geodésica em M.

Agora provaremos que Ric(N, N) = 0 ao longo de Z, e g(N, VnX) = 0 em 0X, note que
por teremos Q(1,1) =0 e Q(@, @) = 0 Vo € C>®(X), pois L é estavel. Afirmamos
que Q(1, @) =0 para Vo € C®(Z).

De fato, dadost € R e ¢ € C®(X), temos

Ql—te,1—-te) = Q(1,1)—Q(1,te) — Qlte, 1) + Q(te, te)
= °Q@, @) —2tQ(1, @) >0 (2.5)
Como Q(@, @) > 0, entdo o discriminante da equagao (2.5 é dada por
A=14Q(1, ¢ <0, (2.6)

implicando Q(1, @) = 0 para cada @ € C®(X).
Assim, segue de ([1.19)

0=0Q(l,¢) = L(Ric(N,N)cpdA+LZg(N,VNX)cde (2.7)

Suponha Ric(N, N)(p) # 0 para algum p € X daf existe uma vizinhanca U C X de p,
onde U/0ZL, tal que Ric(N, N)(x) # 0 para todox € U C . Considerando ¢ : £ — [0, 1]
suportada em U tal que @(p) = 1, segue de (2.7))

0 = J Ric(N, N)@dA,
u

contradi¢ao pois Ric(N,N)¢ tem sinal em U. Portanto Ric(N,N)¢@ = 0 ao longo de
X, analogamente provamos que g(N,VnX) =0 em 0X. Como X é totalmente geodésico
em M, temos V1T, Vv = V1X € T,Z, de fato para N € (T,Z)* e Vp € I tem-se
Mn(s ) =0, logo

M (T, T) =(VN, T) = (N, V;T) = 0. (2.8)
Temos também que X 1L VX,
X, X) =1=TX,X) =0= (V1X,X) =0.

Como X =+v em 0X entao VX é proporcional a T.
Como a curvatura geodésica de 0L em 0M é dada por (2.8)) entao 0L é uma geodésica

em OM.
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Segue que T e N sao autovetores do operador de forma Sx, afirmamos que N estd
no nucleo do operador de forma Sy, de fato como o ntcleo do operador de forma é um
subespaco de TOM com dimKer(Sx) = 1, pelo teorema do niicleo e da imagem, e TOM =
TOLZ @TAL! entdo ou Ker(Sx) C TOL ou Ker(Sx) C TOZ+ portanto Ker(Sx) C ToL+
pois Sx(T) é proporcional a T, provando assim os itens a), b) e ¢).

Usando o teorema de Gauss-Bonnet e os itens a), b) e ¢) temos que

1
0= 3 inf RM|Z| + inf H®M|0Z| —J

kdL — J KdA,
oxr

b
donde segue de (2.4) que 3 inf RM = 1RM =K logo k = H®M = inf HM.
Para reciproca basta usarmos ([2.3)), de fato

1
J kdL +J KdA = 2nX(Z) > 3 inf RM|Z| + inf HOM[Z| = I(X)
pa ba
donde segue a igualdade. O]

Quando I(X) = 2nX(X) dizemos que X é uma superficie infinitesimalmente rigida.

2.2 Construcao da Folheacao CMC

Considere uma superficie propriamente imersa e infinitesimalmente rigida em M, existem
campos de vetores suaves Z em M tal que Z(p) = N(p),Vp € Ze Z(p) € T,0M,Vp € oM.
Fixemos ¢ = ¢(x,t) o fluxo desse campo e o« um numero real entre 0 e 1.

A préoxima proposicao nos da uma familia de superficies com bordo livre e curvatura
média constante entorno de uma superficie infinitesimalmente rigida.

Para o que segue

Proposigao 7. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo suave OM. Assu-
mindo RM e H®M [limitadas inferiormente. Seja L uma superficie, com bordo livre, dois
lados e propriamente mergulhada. Se L € infinitesimalmente rigida, entao existe € > 0 e

uma funcaow : L X (—e,e) — R tal que, para cada t € (—¢, €), o conjunto

L ={bx,w(x,t));x € X} (2.9)
¢ uma superficie com bordo livre e curvatura média constante H(t). Além disso, para cada
0
r€X ecadat € (—e,¢), temos w(x,0) = 0, J (w(x,t) —t)dA =0 e a—V:(x, t) =1.
b t=0

Em particular, para e << 0, temos que {Zi}te(—e.e) € uma folheagao de uma vizinhanga

de Lo =X em M.
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Demonstra¢ao. Como X é dois lados entao existe um campo normal unitario em £ e X um
campo normal unitario em 0M que coincide com o conormal exterior 1 de 0X. Denotemos
dA o elemento da area de £ e dL. o comprimento da curva 0X.

Dada uma funcao u no espaco de Holder C**(X), 0 < o < 1, consideremos X, =
{D(x,u(x));x € L}, que é uma superficie propriamente mergulhada, se a normal de u é
suficientemente pequeno. Nés iremos denotar por u aos quantidade associada a X,,. Por
exemplo, H,, sera curvatura média de X, N,, denotara campo normal unitario ., e Xy
a restrigao de X a Z,,. Em particular, £y = X, Hyp = 0 ( que X seja totalmente geodésico.)
e g(Ng, Xo)= 0 (desde que I seja bordo livre.)

Consideremos os espacos de Bannach E = {u € C*>*; [;udA = 0} e F = {u ¢
Co% [ udA = 0}. Dado § << 1 e ¢ << 1, podemos definir a aplicagio ¢ : (—¢, €) X
(B(0;8) C E) — F x CH*(9X) dada por

1

t = (Hiyy — =
@(t,u) (Het 2]

J He W dA, Q(Nt—i—u) Xt—!—u))-
b

Afirmamos que D@ (o) é um isomorfismo restrito ao dominio (0 x E). De fato, para
cada v € E a aplicacao f: X x (—e, ¢) — M dada por f(x,s) = ¢(x, sv(x)), defini uma

variacao com campo variacional %ISZO =vZ =vN em X. Note que, para cada v € E.

(@oy)(s) = =

= — 0
» =] el

d
D@ 0)(0,v) = — -

ds

onde consideramos a curva y(s) = (0,sv) em 0 x E. Dali,

d

Dd)(O,O)(O;V) = (=

d
Hsv dA7 N
ds

NS\)7XS\) .
o A )

s=0

ho L[4
s=0 |Z| 5 ds

Mas por hipotese L é de bordo livre e como %ISZO =vN em X pelo Lematemos que

d .
d_ Hsv - _AZV - (RlC(N07 NO) - “—”2)\)
Sls=0
Como L é infnitesialmente rigida, entao pela Proposicao |§| itens c) e a) teremos
d
— Hsy = —Agsv.
dsls=0 v v

Pelo teorema da divergéncia temos,

J —AsvdL :J —(Vv,n)dox.
ba oL

onde 1 é um campo normal unitério a 90X, note também que pelo Lema [f] e Proposicao [6]

item c) temos

ov

d
g(NSVa XSV) - _a + Q(NO; VNOX)Vv

ds

s=0
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Logo

1 ov ov
D =(—A — —doX, ——). 2.1
P (0.v) = (vt | Srdar—2Y) (2.10)

Afirmacao: D@ (0,v) é um isomorfismo.

De fato, dado (f,g) € F x C1*(9X) o problema

(—Asv) + 57 [or vddX = f em X

- = g em 0X
equivale a
Asv = —f— (5 [,y 9ddr em I
= —g em 0X
Observe que
1 1
—J (f+—J gddr)ds — —J de+(——J gdaZ)J ds.
s 2] Jox b 2] Jos s
e como — [, fdX = 0, segue
1
_J (f+—J gdoX)dr = —J gdoZX.
s 1Z| Jox o

Pelo Teoremaexiste uma unica solucaov € E = {u € C2%(V): ‘—\14 fvu = 0}, provando
assim que ¢ uma aplicacao bijetivo linear limitada, como (0 x E) e (F x C1*(9X))
sao Banach, entao ¢ um isomorfismo, provando assim a afirmacao.

Agora vamos aplicar o teorema da funcao implicita: Para ¢ << 1 existe uma funcao
t e (—e,e) — u(t) € Bs(0) C E tal que u(0) =0 e @(t,u(t)) = ¢(0,0) = (0,0) para
cada t € (—e,¢), Dai

1

(P(t, U(t)) - (Ht+u(t) - E

J Hifuyas, g(Nt+u(t)7Xt+u(t)) = (0,0).
z

Portanto X4, (+) possui curvatura média constante para cada t.
Seja w(x,t) € X x (—e,e) — t+ u(t)(x) € R. Por definigdo, para cada x € X
w(x,0) = u(0)(x) = 0, para cada t € (—e,e) e w(-,t) —t = u(t)(-) € Bs(0) C E para

cada t € (—¢,¢€).
G: Ix(—e¢e) —M
(x,s) — d(x, w(x,s)).
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implica

;G(X,S) e = %cb(x,w(x,s)) a
= (% S:O)N.
Para cada t teremos
1

(0,0) = @(t,w(t)) = (Hu.o) J oot dZ, g (Nuw 1) Xoo o1y,
>

1=

implicando D (0, %W|5:0) = (0,0) . Assim segue de que %W|S:0 satisfaz o

é constante
s=0

em X. Sendo [, (w(x,t) —t)dX = [y u(t)dX = 0 para cada t, tomando a derivada no

problema de Neumann e pela proposicao 6.15 de [14] concluimos que %w

instante t = 0 concluimos, que

)
fz(& S:Ow —1)dx =0,
ou seja,
f): a% S:Owd): =|Zl.
Logo % w =1, dai Go(x) = ¢(x,0) = x, %G(X,O”S:o = (%w JNg = Ny. Para
s=0 s=0

cada x € X e X propriamente mergulhado, podemos tomar ¢ << 1, se necessario, e
assumir que G parametriza uma folheacao de M em uma vizinhanca de X. Isto finaliza a

prova da Proposicao. O

Agora iremos considerar uma variedade Riemanniana com bordo médio convexo e cur-
vatura escalar limitada inferiormente. Primeiramente, iremos analisar o comportamento

da area das superficies construidas na anterior.

Proposicao 8. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo convezo e curvatura
escalar limitada inferiormente. Seja X infinitesimalmente rigida com bordo livre e dois
lados.

Assuma que uma das sequintes hipoteses seja vdlida:
(i) Cada componente de 0Ly localmente minimizam drea em OM.
(ii) inf HOM = ¢
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Seja {Zi}te(—e.e) 0btida na Proposi¢do E Entao |Xy| > |Z¢| para cada t € (—¢,¢).

Demonstragao. Segue da proposi(;éo e considerando £ = Xy, que G : Ly x (—¢,e) — M
dada por G¢(x) = @(x,w(x,t)) é a parametizacao da folheagao {Zi}ic(—e) em uma
vizinhanga de X,. Iremos utilizar o subscrito t, para denotar as quantidades associadas
Zt = Gt(ZO)-

Para cada t € (—¢, ¢), a fungao lapso em Z; é dada por py = g(9:G, N¢), lembremos

que

0G(x, 1) = —plx, W, 1)) = (ewlx, )N

Assim, segue da Proposicao m que para cada t € (—¢, €) temos que L; possui a curva-

tura média constante, portanto pelo Lema [f] teremos

—H'(t) = Az, pt + (Ric(Nt, Ny) + [TT1%) py, (2.11)
P _ 4Ny, VnX)oe (2.12)
th ’ t ’

Além disso , pp = 1, onde 9,G(x,0) = Ny para cada x € L,. Consequentemente, pela

continuidade da funcao lapso, diminuindo €, se necessario, py > 0 Vt € (—¢, ¢). Segue de

(2.11) que

L (“Arp)— — (Ric(N7, Ny) + [TTP) (2.13)

E Pt

H'(t)

e usando a equagao de Gauss, temos que

1 1 1
H'(t)— = (=Az,p) — + K — S (RV + H(O)P + TT7). (2.14)
Pt Pt 2
Note que pela Proposicao |f| deduzimos H(t) é constante em L, integrando por partes
(2.14) e usando o fato de H’(t) nao dependem de x € L, obtemos a igualdade

1 1
H/(t)J —d¥, = J (—Aztpt)—dzt—i—J KedXy
s Pt b Pt b3
1

— | RN MR + Pz, (2.15)

Como o valor de H(t) nao depende do ponto da superficie X, pois é constante para todo
X € X, naturalmente H’(t) também nao depende do ponto.
Por outro lado

1 1 10
J (Aztpt)_dzt +J <th7v_>dzt - J _ﬁdazt,
5 Pt 5 Pt ox Pt OVy
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implicando

19 2
—ﬁdazt—J Ved g5 (2.16)
z

1
J(Aztpt)—dzt _ J
b3 Pt os Pt OVy

Pt

multiplicando ([2.16)) por -1, obtemos

1 10 2
J (—Ag,py)—dZ, = _J = %Pt 4ox, +J Ve dz, (2.17)
b Pt or Pt 0Vy P
substituindo (2.17) em ([2.15)) e usando (2.12)) temos que
1 2
H’(t)J —dr, = — J g(Nt,thX)dazt—J Ve dxr,
L Pt 0% Pt

1
+ J thzt—J 5(R’t“+|H(t)|2+|ﬂ|2)d>:t.
Xz >

Sendo cada X de bordo livre, teremos
H‘?M = kt + g(Nt7 VNtX)'

Dai

1
H’(t)J —dr, = — J HfMdaZt—l—J
5 Pt s b3

2
KedZ, _J Vol

5 Pt

dX
1

| Kz | RN WP TPz
bN pu

Como L, ¢ infinitesialmente rigida temos I(Zy) = 2nX(%) = [y kedZy + [; KedZy,

portanto,
1 1 2
H’(t)J —dr, < — —J me;’Mdazt—J Ved dx,
5 Pt 2 Jos 5 Pt
1 1
— —J infRMdzt——J M2dz,
2] 2)s

+ 21X(X,),

< —%infRM!Ztl—%ianfMlaZtlJrI(Zo)

= I(Xo) —I(Z4)

= %infRM(IZOI—IZtI) +%ianfM(IOZOI—|62t|). (2.18)
Por hipétese, inf HYM > 0. Se cada componente do bordo é localmente minimizante de

comprimento entdo [0Xo|—[0Z| < 0, e se inf H®™ = 0, naturalmente inf HOM (|Zo—|Z||) =
0, dai
1
Wi | odz < JinfRM{IE| - IE)
1 td
= — infRM| —|L,|ds. 2.19
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Ja que cada X é bordo livre, segue a primeira variagao da area

oA - <v,ﬁ>dzt+J VT, v)ds,
ds Js X

— [ v, Hw)az,
>

— [ v, N as,
JX

— | HEyv Nz,
Jx

considerando V = 0;G(x, t), obtemos

d
d_|zt| = J H(t)pedXZy
S b

_ H(t)J 0rdZy, (2.20)
b
substituindo (2.20]) em (2.19)), teremos
’ 1 L. M ‘
H/(t)| —dZ, < —-=infR H(s)( ptdZs>ds. (2.21)
L Pt 2 0 z

Afirmacgao: Existe ¢ > 0 tal que Hy < 0 para Vt € [0, ¢)

Analisaremos, 3 casos separadamente.

a) inf RM = 0.

Entao segue imediatamente de que H'(t) < 0 para cada t € [0, ¢), além disso
H(0) = 0, pois £y é minima, entao H(t) < 0, pois H’(0) = 0.

b) inf RM > 0.

Seja @(t) = [ idzt e §(t) = [, prdX¢. podemos rescrever a inequacao como

/ Loom [
HI(1) < —5 i RM o L H(s)&(s)ds. (2.22)

Por continuidade, podemos assumir que existe uma constante C > 0 tal que ﬁ fg H(s)é&(s)d
2C, para cada t € [0, ¢].
Escolhamos ¢ suficientemente pequeno tal que Cinf RMe < 1. Entao H(t) < 0 para
cada t € [0, ¢). De fato, suponha que exista um t, € (0, ¢) tal que H(t,) > 0. Novamente
segue da continuidade que existe t_ € [0,t,] tal que H(t_) < H(t) para cada t € [0, t.].
Note que H(t_) < H(0) = 0. Pelo teorema do valor médio existe t; € (t_,t,) tal que

H(t,)—H(t_) = H'(t;)(t, —t_). Consequentemente, desde que inf RM > 0, a inequacao
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222 nos da

H(t,) —H(t) I
— =H'(t;) < _1nfRM<p(t1)J0 (—H(s)&(s))ds
1 M 1 .
< 21nfR ( H(t))(P(h)Jo &(s)ds

Entao H(ty) < H(t_) —inf RMH(t_)C(ty —t_) < H(t_)(1 —inf RMH(t_)Ce) que é uma
contradigao pois H(t,) > 0e H(t,) <0.

c) inf RM < 0

Analogamente como foi feito no item b), escolhamos ¢ > 0 tal que —Cinf RMe < 1,
para um C < 0. Entao H(t) < 0 para cada t € [0.e]. De fato, suponha que exista

to € (0, ¢) tal que H(ty) > 0. Considere o conjunto
W ={tel0,t]; H(t) > H(to)}.

Seja t* € [0, €] o infimo de W. Note que por definicao de t*, para cada t € [0, t*] entao
t # W, dai H(t) < H(tg) < H(t*), pois t* € W. Por outro lado, para t,, € [0,t*] com
t, — t*, temos que H(t,,) < H(ty) e H(t,,) — H(t*), donde H(t*) < H(ty). Portanto,
para cada t € [0, t*] temos H(t) < H(ty) = H(t*).

Se t* > 0 entdao pelo teorema do valor médio existe t; € (0,t*) tal que H(t*) =
H’(t1)t*, j4 que H(0) = 0. Consequentemente, sendo inf RM < 0, a inequacao nos
da:

H(t*) , 1. m 1 Jtl
=H'(t < —=infR H(s)&(s))ds
= (t1) 5 (P(tl)o( (s)&(s))
< —LinfRMH())— Jtlé(s)ds
< —1In
2 ©(t1) Jo
< —%infRM(H(t*))C.
Assim
H(t*) < —t*H(t*).CinfRM
< —eH(t*).Cinf RM
ou seja

H(t*)(1 4 Cinf RMH(t")e),
o que é uma contradicao pois H(tg) = H(t*) > 0.
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Consequentemente t* = 0, donde H(ty) < H(t*) = H(0) = 0 que é um absurdo, pois
H(tg) > 0. Provando assim a afirmacao.

Logo de[2.20| temos que %IZtI < 0 para todo t € [0, ¢) mas %|Zo| =0, dai |Zo| > |1Z¢]
para cada t € [0,¢). Analogamente podemos provar que para cada t € (—¢, 0], [Zo] >

Zel. O
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Capitulo 3

Rigidez local e GGlobal

Neste capitulo demonstraremos os resultados principais deste trabalho a saber os teoremas
de rigidez local e global para superficie minimizante de area com bordo livre. Provaremos
que existe para superficies localmente minimizante de area com bordo livre em M e que
existe uma vizinhanca desta superficie que é isométrica ao produto cartesiano de um
intervalo da reta com tal superficie, com esse resultado local provaremos um teorema de

rigidez global.

3.1 Teorema de rigidez local.

Teorema 4. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo médio convexo. Assu-
mimos que RM ¢ limitada inferiormente. Seja & uma superficie localmente minimizante
de drea com bordo livre, propriamente merqulhada e dois lados tal que I(X) = 2nX(X). Se

uma das sequintes hipoteses € satisfeitas
i) Cada componente de 9L localmente minimiza comprimento
ou
i) inf HOM = 0.
Entao existe uma vizinhanca de £ em (M, g) que € isométrico a ((—e, ) x L, dt>+gs5),

1

onde (X,gx) tem curvatura gaussiana constante igual a 5 inf RM ¢ 9% tem curvatura

geodésica constante igual a inf HOM em L.

Demonstragao. J& que L é localmente minimizante de area e I(X) = 2ntX(X), entao é

infinitesimalmente rigida. Pela Proposicao El e [8 obtemos uma folheacao {X}ic(—¢ ) na
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vizinhanca de £q = X tal que |X{| < |Z| para cada t € (—¢,¢), j4 que X é localmente
minimizante de area, cada Z; é localmente minimizante de drea, com || = |X|. Portanto,
cada {X}te(—e ) da folheagdo é minima e estavel, basta usarmos o fato de |Z| = |Z| e
aplicarmos a primeira e segunda variacao da area, segue também da Proposicao 6 que as
superficies da folheacao tem bordo livre.

Agora suponha inf H'M = 0, dai:

1 1
2N (X)) =1(Z) = 5mfRMpty =3 inf RM|Z,| = [(Z,),

como 27tX (L) = 2ntX(X,), entao I(Z{) = 2nX(LX,).

Agora suponha que cada componente de 0L minimiza localmente comprimento, dai:
2nX(X) = I(X)
1
= 5infRaM|):|+iana’\A|a):|
1
< 5mfRf’Mp:ty+meaMya)tt|
= I(Zt)

< ZH:X:(Zt)a
donde
2nX (L) < I(Xy) < 2mX(Zy).

Portanto, I(Z¢) = 2tX(X¢), em ambos os casos, ou seja cada X da folheagao é infinitesi-
almente rigida.
Afirmacao: p; = g(0¢G, Ny) é constante para cada t € (—¢, ¢€).

De fato, pelo Lema[7] e do fato de cada X ¢ infinitesimalmente rigida, temos que

Apy = 0
0pr
e g

Pela proposicao 6.15 de [14], o problema de Neumann acima admite uma tnica solucao,
logo py é constante em X. Provando assim a afirmacao. Além disso, o campo normal Ny
define localmente um campo paralelo em M. Basta para verificar isso, notarmos que pelo

Lema [ temos

Vo Ny = g¢g*'g(Vo, Ny, 01)0k (3.1)
VatNt - V(at)TNt—vztpt (32)
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onde (3.1) é zero pois L ¢é infinitesialmente rigida portanto totalmente geodésica e (3.2)
também ¢ zero pois 0¢G nao tem parte tangente e py é constante, logo Ny é um campo
paralelo. Dado xo € Z, considere a(t) = expx,(tN(xq)), onde exp é a aplicacdo ex-
ponencial de M, temos que &’ é um campo paralelo ao longo de « e para t = 0,
o’(0) = N(x¢) = 0¢G(xq,0), segue da unicidade dos campos paralelos que «’(t) = 0;G,
agora note que existe uma tnica curva integral tal que Ny ¢é a velocidade dessa trajetoria
logo «(t) = G(t,xq), portanto G(t,x) = expx(tN(x)). Dado (0,x) € ((—e,e) x L) e

a(t) = G(t,x) como acima, com «'(t) = N;. Para cada x € X assim, temos que

G: (—¢¢)xX— (M,qg)

(£, %) — expy(tN(x)),

satisfaz

0 0 0
a)) =N(x) e (dG)(O,xJ(W) = oxy.

Logo dG leva base em base, donde dG é um isomorfismo, logo para cada (0,x) €

(dG(O,x)(

(—e, €) x X existe uma vizinhanca U ) em ((—¢,€) x Z), onde Ugx) = (—0x, dx) X Iy
tal que X, é uma vizinhanca de x € X e (—0,,0x) C (—¢,¢), onde pelo teorema da

aplicagao inversa G|y, , ¢ um difeomorfismo sobre a imagem, como X é compacto podemos
Kk

considerar X C U ., e g = minydy,, portanto G : (—ep, g9) X L — M é localmente
um difeomorﬁsnic:).1

Suponha (tg, xg),(t1,Xx1) € ((—¢, €) xX) tal que G(tg,xg) = G(t1,x1) = x pelo exercicio
do Capitulo 9 de [I], usando o fato de G(t,x) = expx(tN(x)) e M ser completa, podemos
supor que a geodésica ligando x; a x; é igual a distancia da superficie a um ponto de M, dai
d(x,x;) = d(x, X), observe que d(x,x;) = L(B(t;)) = ;1 IB’(s)|dt, onde B(s) = G(s,x1)
e B'(s) = 0sG(s,x1) = Ng(x1), portanto d(x,x;) = (t)l IB’(s)|dt = Sl dt = t;, temos
também que o campo variacional da curva ligando x; a x no instante t = 0 é normal
a X, mas como também G(to,Xo) = expx,(toN(xo)) = x entao d(x,xq) = d(x, L) segue
que d(x,xq) = fgo y/(s)|ldt = 30 dt =ty onde y(s) = G(s, xg), pela definicao da funcao
distancia segue que tg = t;, como Gy é um difeomorfismo segue que xy = x; portanto G
é injetiva, concluindo que G : (—¢g, €9) X L — M é um difeomorfismo.

Considere G : ((—e&g, €0) X Z,dt*> + glz) — (W, gls), onde W = G((—¢p, &9) X X),
seja h = dt? + g|y a métrica produto em ((—eg, £9) X X) e g|z a métrica induzida por g

em 2 dada por g em M.
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Dado (t,x) € ((—eq, &0) X X), seja {01, 02} uma base para T, X entao {1,901, 02} ¢ uma
base de Tt x)((—¢, €) x X).

Seja {1} € Ty(—e, ¢) entdo h(1,1) = 1, veja que para uma curva 0(s) = (t + s, x) tal
que 0(0) = (t,x) e 67(0) = (1,0) entao

d(Go0
a(G) ) = 282 o,

pois (G 0 0) é curva integral de Ny, dai
g((dGex)(1), (dG(x)(1)) = g(N¢, N¢) =1 =h(1,1)
Se u,v € T, X entao
9((dGtx(u), (dGx) (W) = glz(u,v)
= h(u,v)

segue do fato do campo Ny ser Killing logo G¢ é uma isometria.

SeueT T, Zewe T (—¢, ¢), entao w =w.1 logo

9((dG(tx)(w), (AGexy(W)) = g((dGx)(u), (AG(t,x)(W.1))
= wg((dGe,x)(u), (dG (e x (1))
= wg((dGt,x)(u),Ny))
=0
= h(v,w)

Portanto para todo w,v € Tt ((—¢, €) X L) teremos

9((dG ) (u), (dG(x) (W) = h(u, w),

ou seja, G ¢ uma isometria sobre a imagem. O]

3.2 Teorema de rigidez global.

Agora iremos demonstrar o teorema global usando o teorema local, mas antes considere
Fm o conjunto de todos os discos imersos em M cujo o bordo sao curvas em 0M que sao

homotopicamente nao triviais em 0M, se Fy; € nao vazio, nos definiremos
A(M, g) Zlen,fMl | e £(M, g) o [3
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Antes de provarmos o teorema global, afirmamos precisamente o resultado de Meeks e

Yau sobre a existéncia de discos de bordo livre que minimizam area, veja [17].

3

Teorema 5. Seja (M?, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo médio con-

vexo. Se Fz € nao vazio, entao:

e i) Existe um disco minimo imerso Ly em M tal que 0Xq representa homotopicamente

uma curva nao trivial em OM e |Xo| = A(M, g)

e ii) Qualquer tal disco imerso cuja drea realiza A(M, g) € de fato um disco propria-

mente merqulhado de bordo livre.
Agora provaremos o teorema principal desta secao.

Teorema 6. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo médio con-

vexo. Assumimos que Fng € nao vazio. Entao:

1
5mfRMA(i\/l,g) +inf HOML(M, g) < 2m. (3.1)

3.g) € isométrico

Além disso, se a igualdade ocorre entao o recobrimento universal de (M
a (R x Zo,dt? + go), onde (X9, go) € um disco com curvatura geodésica constante igual a

%inf RM ¢ 0%, tem curvatura geodésica igual a inf HO™M em 9%,.

Demonstra¢ao. Suponha Fy, nao vazio, pelo Teorema 2 existe um disco minimo mergu-
lhado £y € Fm tal que A(M,g) = [Xo|. Além disso, Ly é dois lados com bordo livre
e estavel, pois A(M, g) = |Xo| logo para cada L € Fp obtemos |Ly| < |X]. Segue da
Proposicao |§| e do fato da caracteristica de Euler do disco ser X(Xy) = 1, que

%infRMA(M, g) +inf HUML (M, g) < %infRM!ZOI +inf HOMQZ,| < 27 (3.2)

A Igualdade ocorrendo, se inf H®M for diferente de zero, segue de que [0Xy| =
L(M, g). Considere o conjunto S = {t > 0; P : [0,t) X £y — M é uma isometria local.}.
Agora iremos provar que Wl «)xx, onde W(t,x) = expyx(tNg(x)) é uma isometria local.
De modo andlogo prova-se que P 0)xx ¢ uma isometria local. Note que S é nao vazio,
pois Ly é um disco de dois lados, bordo livre e estdvel logo pelo Teorema [ existe uma
vizinhanca de £y em M que é isométrico a ((—e, e) X Xy), em particular é localmente
isométrico. Veja que S é fechado, pois dado t,, — t, com t,, € S, segue que P|jp ) é uma

isometria local.
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Além disso, S é aberto, pois dado t € S, considere Z; = P (t, £y) munido com a métrica
induzida por . Uma vez que X, é homotépico a L; e de fato que P é isometrico, entao
|Z¢] = X, dai Z; é localmente minimizante de drea e I1(Z;) = 27. Consequentemente
pelo teorema de rigidez local , Teorema 4] existe & > 0 tal que P|jp+5) ¢ uma isometria
local, logo S = [0, 00), para t < 0 é de modo andloga aos argumentos anteriores. Segue
dai

P (R x I, dt* +gls,) — (M, g),

dada por P(t,x) = expx(tNg(x)) é localmente isométrico.

Pelo lema 3.3 de [I] temos que 1P é uma aplicacao de recobrimento, sendo R x Zg
simplesmente conexa, segue da unicidade do recobrimento universal de (M3, g) que P é
recobrimento universal de (M3, g). Portanto R x L, é isométrico ao recobrimento universal

de (M3, g).
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