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Resumo

Neste trabalho mostraremos noc¢oes preliminares de Anéis, Mdédulos e uma
introdug@o a teoria de singularidade. O nosso objetivo é mostrar condigGes
suficientes para que a equivaléncia de contato implique na equivaléncia & direita.
Bem como, ilustrar exemplos onde essa implicacao nao ocorre.



Abstract

In this work we show preliminary concepts of the Rings, Modules and an
introduction about the will singularity theory . The goal is to show sufficient
conditions for equivalence implies the equivalence of contact on the right. As
well to ilustre the conditions under which it does not occur.
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Introducao

Seja X um espaco topoldgico e x € X um ponto. O conjunto P(X) é
formado por todos os subconjuntos de X e defina uma relagao de equivaléncia
A% B AnU = BNVU para alguma vizinhanca U de z € X. A classe de
equivaléncia da relacao % é chamada de germe do subconjunto X no ponto z.

Seja Y um conjunto e considere agora o conjunto formado pelos pares M =
{(U, f)}, onde U é uma vizinhanga de z em X e f é uma funcéo f : U — Y.
Introduziremos a relacao de equivaléncia em M : (U, f1) %(Us, f2) se, e somente
se, f1ju, = f2ju, Para alguma vizinhanga Uy de  com Uy C U1 NUs. A classe
de equivaléncia da relagdo 5 ¢ chamada de germe da aplicacao f de X em
Y no ponto z. Usualmente iremos denotar a classe de equivaléncia de (U, f)
simplesmente por f. A mais apurada notacao é f, ou (f,x) e estas serao usadas
quando necessario.

Quando X = R™ Y = RP? irmeos considerar apenas as aplicagoes suaves
(C®°), f: U — Y, onde U é uma vizinhan¢a no ponto 2 € X. O conjunto formado
por todos esses germes serd denotado por &, ,. Quando x = 0, escrevemos
En,p para tal conjunto. Além disso, quando p = 1, isto é, quando estivermos
trabalhando com fungoes, nés usaremos a notagao ,&,. Veremos também que
&y € um anel local cujo o dnico ideal maximal é m,, = {f € &, / f(0) = 0}.

A k-ésima poténcia do ideal m,, é gerada por todos os monomios de grau k,
isto é, por % = x{*...x% com aj + az + ... + a, = k. Além disso, m¥ = {f €

En i %2L(0)=0,Y a, com 0 < |a| < k}.

Um ideal I C &, tem codimensao finita (isto é, dim(&,/I) < oo ) se, e
somente se, I D mF para um inteiro k. Denotaremos por J*(n,p) o espago
0

. £ , . . . . ~
vetorial —"2*— o qual ¢ identificado como o K-espago vetorial das aplicagoes
m<n,p
polinomial de K", 0 — KP 0 cujas componentes tém grau no maximo k — 1.
Seja j* : €, — J¥(n,p) a projecio canénica, isto ¢, dado f € &), j*f é o
polinémio de Taylor de f de grau k na origem (j*f é chamado de o k-jato de f
na origem).



Sejam G um grupo e C um conjunto qualquer. Uma acao do grupo G no
conjunto C é uma aplicagéo ¢ : G x C' — C com ¢(g,c) = g.c tal que : ¢(e,c) =
ec=cVceCepg,ep(gec) =919z ), isto é g1.(g2 - ¢) = (91.92) - ¢,
VeceCeV gr,g2 € G. Chamaremos de Orbita de um elemento ¢ € C' como
sendo o conjunto G.c de todos os elementos de C que estdao relacionados com
c. Istoé, Ge={aeC /TgeGecomp(g,c)=at={aecC/an~c}=
{o(g,0) / g € G}.

Denotaremos por R,, o conjunto de todos os germes de aplicagoes h : K, 0 —
K™,0 tal que h é um difeomorfismo quando K = R e h é um isomorfismo
analitico quando K= C. Isto é : R, :={h:R",0 — R",0 / h é difeomorfismo
} eR,:={h:C" 0— C" 0/ h éisomorfismo analitico }

A R-equivaléncia ou Equivaléncia a direita esta relacionada & a¢do do grupo
R = R,, dada por: r: R, x &) , — &) onde r(h, f) — foh™'. Dois germes
f,g€ 524, estdo relacionados se, e somente se, 3h € R, tal que foh ™l =g¢. A
R-érbita de f é denotado por Rf :={g€ &),/ 9% [}

O grupo K é formado pelos germes H : R® x RP, 0 — R™ x RP, 0 tais que
mpoH =h €€ RemyoH(z,0) =0,V z. Onde m : R* x RP,0 — R™,0 leva
(z,y) >z emy: R" x RP,0 — RP,0 leva (z,y) — y. Portanto,
K={H:R"xR,0—=R"xRP. 0/ H(z,y) = (h(x),p(z,y)) com p(z,0) =
0,V z}. Dois germes f, g € &, sdo K-equivalentes se, e somente se, existe H € K

tal que H(z, f(x)) = (h(z), p(x, f(x)) = (h(x), g(h(x)) = ¢(x, f(x)) = g(h(x)).

O k-jato (j*f) de um germe f € 524, é chamado R-suficiente se qualquer
germe g € 52717 com j*g = j*f é R-equivalente ao germe f. Isto é, Rf contém
o conjunto {g € £° / j*g(0) = j*f(0)}. Neste caso, dizemos também que f é
k-R-determinado. O germe f é chamado finitamente R-determinado se existir
um ndmero inteiro positivo k tal que, f é k-R-determinado.

Um polinémio f(z) =, o7 aazi* .2 em K[z, ..., z,] é dito
quase-homogéneo de grau d com relagdo ao peso w = (wy, wa, ..., W, ) se
w.a = wiay + ... + wpan, = d,¥ a = (ay,...,a,) € I C N,

O objetivo principal desse trabalho é dar condigoes para que a equivaléncia
de contato implique na R-equivaléncia. O Teorema Principal trabalha em cima
de germes finitamentes determinados. Seja f finitamente determinado. Se f for
K-equivalente a um polindémio quase-homogéneo fy entao, f é R-equivalente a
esse polinémio quase-homogéneo fj.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Anéis, médulos e o lema de Nakayama

1.1.1 Anéis e Dominios

Definicao 1.1.1 Um anel comutativo com unidade (A,+,-) € um conjunto A
com pelo menos dois elementos, munido de uma operagdo denotada por + (cha-
mada adi¢ao) e de uma operagdo denotada por - (chamada multiplicagao) que
satisfazem as condicoes sequintes:

1. A adicdo é associativa, isto é, para quaisquer x,y,z € A,

(F+y)+z=z+y+2)

2. Existe um elemento neutro com respeito a adigao, isto é,

dJ0e€Atal que,Ver e A, 0+z=xex+0=uz.

3. Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adigdo, isto é,

VeeAdzeAtalquezr+2=0e z+2x2=0.

4. A adigao é comutativa, isto é,

Ve,yc A, c+y=y+zx.

5. A multiplicagado é associativa, isto é,

Va,y,z€ A (xy).z=x(y.2).



6. Existe um elemento neutro com respeito a multiplicacao, isto é,

dJle AtalqueVzxe A lz=xex.l=uz.

7. A multiplicagao é comutativa, isto é,

Vz,y€e Azy=y.x.

8. A adigao é distributiva, relativamente a multiplicacao, isto é,

Vae,yz€ Az (y+2) =zy+ .2

Se todas as condigdes sao satisfeitas, com excegdo de (7), entdo (4,4+,-) é
chamado de anel nao-comutativo.

Defini¢ao 1.1.2 Um Anel (D,+,-) € chamado dominio ou dominio de integri-
dade se ele satifaz as sequinte condigcdo:

e O produto de quaisquer dois elementos ndao nulos de D é um elemento nao
nulo, isto é, Vz,y € D\ {0}, 2 -y # 0.

Um anel (K, +,-) é um corpo se ele satifaz a seguinte condi¢ao:

e Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a
multiplicacao, isto é,
Vee K\{0},Jye Ktalquez -y=1.

Exemplo 1.1.1
1. (Z,+,-) € um dominio.
. (Q,+, ), (R, +, ) s@o corpos.

2
3. Seja Z[i] = {a + b;la,b € Z}. Entao (Z[i],+,-) é um dominio chamado de
anel dos inteiros de Gauss.

4. Dados dois anéis (A1,+,-) e (As,+,), podemos construir um novo anel
da maneira sequinte: no conjunto Ay X As = {(a1,a2);a1 € A,as € As},
definimos as opoeragoes:

(a1,a2) + (a1, a5) := (a1 + ay, a5 + ay)
(a1, a2).(ay, ay) := (a1 - ay, as - ay).
E rotina verificar que (A1 X Aa,+,-) € anel, chamado produto direto de

Ay com Aa, onde o elemento neutro com respeito d adigcao € (0,0) e o
elemento neutro com respeito d multiplicagao é (1,1)

5. Seja Mypyn(R) o conjunto das matrizes n X n com entradas em R; sejam
+ adicdo usual de matrizes e - a multiplicagao usual das matrizes. Entao,
(Mpxn(R),+,-) € um anel nao-comutativo se n > 2.
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Definigao 1.1.3 Seja (A,+,:) um anel e I um subconjunto nao vazio de A.
Dizemos que I € um ideal de A se

e x+yecl Va,yel

earcl,VrxelVacA.

Um ideal m # A do anel A chama-se maximal se, para qualquer ideal I de
A, a propriedade m C I implica I =mou [ = A.

Exemplo 1.1.2

1. Sejan > 0 um inteiro. Entdao o subconjunto nZ := {zn | z € Z} é um
ideal do anel dos inteiros.

2. Muais geralemente seja (A, +,-) um anel e sejam aq, Qs, ..., oz elementos de
A. Entao o subconjunto Aoy + Aag+...+ Aoy == {a1a1 +azas+...+aroy |
ai, g, ...,a; € A} é umideal de (A, +,-), que serd denotado por (a, ..., ay).

O conceito de ideal permite fazer uma construcdo totalmente andloga a
construgio do anel (Z/nZ, &, ®,) dos inteiros mddulo n.

3. (Anel quociente mddulo um ideal).

Sejam (A, +,:) um anel e I um ideal de A. Sobre A, definimos a relagdo
de congruéncia (mod I): para a,b € A,

a=bmodI) & a—bel.

Verifica-se que esta é uma relagdo de equivaléncia. Se a € A, entdao por
definicdo, sua classe de equivaléncia mddulo I consiste no subconjunto
{b € A;b = a(mod I)}, isto é, no subconjunto {a + c;c € I}; ela serd
denotada por @ ou a+ I. Denotaremos por A/I o conjunto das classes de
equivaléncia mddulo 1. Sobre este conjunto A/I, definimos duas operagoes
@; e ©r da maneira sequinte: para T,y € A/I,

Ty =x+y e TOrY:=71T.y.

As operagdes @1 e Oy estdo bem definidas e (A/I,®r,®;) é um anel, cha-
mado de anel quociente de A mddulo I.

Seja > um conjunto parcialmente ordenado pela relacao de incluséo ¢. Uma
cadeia em ) é um subconjunto C de ) tal que;
dados a,b € C, tem-se que a < b ou a > b.

Lema 1.1.3 (Lema de Zorn) Seja Y um conjunto parcialmente ordenado tal

que toda cadeia em Y possui uma cota superior. Entdo Y contém um elemento
mazimal.

11



Prova: Seja (>, <) um sistema parcialmente ordenado tal que toda cadeia
possui cota superior. Mostraremos que > tem elemento maximal. Para isso,
definimos o seguinte conjunto p(z) = {y € > : z < y} € P(>]), onde P(}")
é o conjunto das partes de >.. Seja p(>_) = {p(z) : x € >_}. Se p(z) € p(3>))
é vazio para algum x € >, ou seja, nao existe y € Y tal que z < y, entdo
x é o elemento maximal para ) e, portanto, o teorema estd provado. Agora,
suponha que p(z) # ) para qualquer z € >, isto é, para cada x € ), existe
y € Y que é maior do que z, o que implica no conjunto p(}_) ser nao vazio.

Entao, pelo Axioma da Escolha, existe uma funcao de escolha f em p(3>7),
tal que para cada p(x) temos f(p(z)) € p(z). Entao, pela definicdo do conjunto
p(z) segue que = < f(p(x)). Pela indugdo transfinita, definimos f,(p(x)) para
todo ordinal «, num conjunto de indices A, da seguinte maneira:

folp(z)) =«
far1(p(2)) = f(p(fa(p(2)))).

Desta forma, sempre que i < a, fo(p(x)) é um limitante superior de f;(p(z)),
pois: fat1(p(x)) = f(p(fa(p(2)))) € p(fa(p(x)), 0 que significa que fo(p(z)) <
f(p(fa(p(z)))), pela defini¢do do conjunto p(z). Entdo, fat1(p(z)) > fa(p(2)),
para todo ordinal a.

Entao, podemos facilmente construir uma fungéo injetiva de A em > dada
por g(a) = fo(p(x)) para qualquer x € > arbitrério. De fato, como a classe
A dos ordinais é bem ordenada, podemos afirma que se o < 3, entdo o # 3.
Agora, temos que g(a) = fo(p(x)) que é menor que g(8) = fz(p(x)) sempre que
a < . Assim, para todo « # § teremos g(a) # g(5), o que define uma fungao
injetiva.

Como g é injetiva e tem como dominio o conjunto A de ordinais (que é uma
classe prépria) entdo, a cardinalidade de ) é no minimo igual & cardinalidade
de A. Portanto, ) é também uma classe prépria, o que contradiz o fato de )
ser um conjunto. Desta forma, nao se pode ter tal funcao de escolha e, assim,
o conjunto Y admite um elemento maximal. (]

Definigao 1.1.4 O radical de Jacobson de um anel A é definido como sendo a
intersecao de todos os ideais mazximais de A, isto €,

JacA = ﬂ m, onde m € um ideal maximal.
mCA

Teorema 1.1.4 Seja A um anel comutativo com unidade 1. Entdo, se © € A
nao for invertivel existird um ideal mazimal m tal que x € m.

Demonstragao: Seja > o conjunto de todos os ideais prépios de A, que
contém x. Entdo Y  com a inclusdo ¢ é parcialmente ordenado e I = |JI,,
onde I, C ), é uma cota superior de » . I é um ideal. Além disso, como
x € l,,Ya=xe€l
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Logo, pelo lema de Zorn, temos que Y tem um elemento maximal m. Este
ideal m é um ideal maximal e x € m. Finalizando entao nossa demonstracao. [

Exemplo 1.1.5 : Mostre que x € JacA = 1 — xy € invertivel em A, Vy € A .
Em particular 1 — x € invertivel.

Demonstragao: De fato, se 1 — zy nao fosse invertivel entao existiria um
ideal maximal m tal que 1 — zy € m (pelo Teorema anterior). Neste caso, como
x € JacACm=zyemVye A Logo, terlamos 1 € m , e consequentemente
que m = A, uma contradigdo. Assim, 1 — xy é invertivel, V y € A.

Em particular, 1 4+ 2 também ¢ invertivel. O

1.1.2 Anéis de polinomios

Seja (A, +,-) um anel. Um polinémio numa varidvel sobre A é uma sequéncia
(ag, a1, ..., an,...), onde a; € A para todo indice e onde a; # 0 somente para um
nimero finito de indices.

Seja A ={ polinémios numa varigvel sobre A}. No conjunto A, definimos
as operacoes seguintes:

@ : AxA — A
((ao, ay, ), (bo, by, )) — (ao + b, a1 + by, )
©: AxA — A

((CL(),CLl,...),(b(),bl,...)) — (C(),Cl,...)

onde
co = agbo
ci = aby + agh
Cy = (Lobg + albl a2b0
cn = aoby, + aibp—1 4+  agbp_2 + - 4+ an_1bi + aubo

Observe que (A, @, ®) sera um anel onde:
e 0 elemento neutro de @ é o elemento (0,0,0,...)
e 0 elemento neutro de ® é o elemento (1,0,0,...)

e 0 inverso de (ao,al, ceey Ay ) com respeito a opera(;éo @ é o elemento
(—CLQ, A1y ey —Qp, )

13



Observe que a multiplicacao de A é comutativa pois a multiplicagao de A é
comutativa. Vai ser conveniente representar o elemento (ag, ay, ..., an, 0, ...) pela
expressao ag + a1 X + as X + ... + a, X; entao

A={Y" a X' |neNea; €A}

e as operacoes deste anel sao simplesmente as operacoes com as quais todo
mundo estd acostumado. Vamos denotar o anel (A, +, ) por A[X], e chamé-lo
de anel de polindomios numa varidvel sobre A.

Definigao 1.1.5 Seja A um anel e seja f(X) :=ap+a1 X +...+a, X" € A[X]
com ap # 0. O inteiro n se chama grau de f(X). O coeficiente a,, se chama o
coeficiente lider de f(X). Quando o coeficiente lider for igual a 1, o polinémio
€ dito monico.

Observe que nao definimos a nogao de grau para o polindmio nulo.
Sejam A um anel e f(X),g(X), € A[X]\ {0}. Afirmamos que:

1. Se A é um dominio, entao
grau(f(X).g(X)) = grau f(X) + grau g(X).

2. A[X] serd um dominio se e somente se A for um dominio.

Por inducao, podemos definir o anel de polinémios em k varidveis sobre o
anel A de modo seguinte:

A[X1, oy Xi] = (A[X1, oo, Xoo1])[X0).

Olhamos mais de perto o caso K = 2. Por definigao, A[X1, Xa| = (A[X1])[X2];
logo um elemento qualquer do anel A[X;, X3] é do tipo

((aoo,a()l, ceey 0, ), ceey (ano, ani, ...70, ), (0,07 )7 )

com a;; € A,V¥i,j. Note que o elemento ((0,1,0,...),(0,0,...),...) é repre-
sentado po X; e o elemento ((0,0,...),(1,0,...),(0,0,...),...) é representado por
X5. Nao é mais um luxo utilizar esses simbolos X7 e X5. Com eles, o elemento
qualquer acima se escreve como

ao(Xl) + al(Xl).Xg + ...+ an(Xl).Xgl,

onde
ao(X1) = anX1+apXi+---
a1 (X1) = a10X1+a11X12+~~~
ar(X1) = anoXi+amXi+---

14



Utilizando a comutatividade e a distributividade no anel A[X7, X5], podemos
escrever um mesmo elemento de diversas maneiras. Por exemplo:

(1+X2)+ (3+2X; +2X) X + (X1 —2XP) X + (X7 — 2X2)X2
=(14+3X2) + (2Xe + X)X, + (1 - 2X)X? + (2X5) X}
= (1) + (3X2) + (X? +2X1 X2) + (X1 X2) + (2X5Xo — 2X32X3).

Observe que na primeira linha os termos estao arranjados de modo a ter
poténcias de X5 com coeficientes em A[X;] ; na segunda linha, eles estao ar-
ranjados de modo a ter poténcias de X; com coeficientes em A[X,]; na terceira
linha, os termos de mesmo grau estao agrupados ( o grau de um termo X} X3
é definido como sendo i + 7). Dependendo do problema considerado, pode ser
mais conveniente usar uma ou outra das representacoes.

Observagao 1.1.6 Dado um polinémio f(X) = Y i ,a; X" € A[X], pode-
mos considerar a funcdo polinomial associada f(a) =" aat E bom ob-
serva que um polinomio diferente de zero pode ter a funcdo identicamente nula
como funcdo polinomial associada; esse é o caso com f(X) :=1.X +1.X? €
(Z/22)|X] pois

FO)=1.0+1.02=0.

FO)=1.0+1.0=12

1.2 Grupos

Definigao 1.2.1 Um conjunto G com uma opera¢ao
GxG—=G
(a,b) = a.b

€ um grupo se as condigcoes sequintes sdo satisfeitas:
i) A operagdo é associativa, isto é,
a.(b.c) = (a.b).c,V a,b,c € G.
ii) Existe um elemento neutro, isto é,
dee€G tal que e.a=a,V a € G.
i11) Todo elemento possui um elemento inverso, isto é,

YVaeG,dbe G tal que a.b=b.a =e.
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O grupo € abeliano ou comutativo se:

i) A operagao é comutativa, isto é,
a.b="b.a,V a,beqG.

Da definicdo de grupos obtemos que:

’ ’ . / ~
1. O elemento neutro é tnico. De fato, se e, e € G sao elementos neutros de
G, entao
’

’
e=ce.e pois e é elemento neutro,

/

=e pois e é elemento neutro.

. s 7 . . ’ .
2. O elemento inverso é unico. De fato, sejam a € Geb,b € G dois elementos
inversos de a; temos:

b = be
= b.(ab)) poisb éinverso de a,
= (b.a)b
= eb
b pois b é inverso de a.

Denotaremos o tnico inverso de a por a™!.

3. Da unicidade do inverso de um elemento a € G, obtém-se o fato mais geral
seguinte:

Se a,b € G, entao a equagao X.a = b tem uma unica solugao em G, a
saber b.a”!.

De fato, se ¢ é uma solucdo X.a = b, entao temos c.a = b, logo c.a.a™! =
b.a~t. Por outro lado, b.a~! é claramente uma solugao.

De maneira similar, obtém-se que a equacao a.X = b tem uma tnica
solucdo em G, a saber a~'.b.

4. Em decorréncia da Observacao 3), para mostrar que um elemento f € G é
igual ao elemento neutro do grupo, basta mostrar que f.a = a para algum
elemento a € G.

5. (ab) ' =b"la!
Observe que: (a.b).(b=1.a™!) = e, pela unicidade do inverso de um ele-
mento em G, obtém-se que: b~L.a"! = (a.b)”".

Nota: Muitas vezes deixaremos de indicar a operacao do grupo, escrevendo
G para denotar um grupo (G, .)

Exemplo 1.2.1 1. (Z,4) € um grupo abeliano infinito.

2. (Z/nZ,®) é um grupo abeliano finito com n elementos.
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3. (Q,4),(R,4),(C,+) sdo grupos (aditivos) abelianos.

4. (Q\ {0},.), (R\ {0},.), (C\ {0},.) sdo grupos (multiplicativos) abelianos.
Se p é um ndmero primo, ((Z/pZ) \ {0}, ®) € um grupo abeliano.

1.2.1  Subgrupos

Definicao 1.2.2 Seja (G,.) um grupo. Um subconjunto ndo vazio H de G é um
subgrupo de G (denotamos H < G) quando, com a operacdo de G, o conjunto
H ¢ grupo, isto €, quando as condigcoes sequintes sdo satisfeitas:

i) h1.he € HY hy,hy € H.

ii) hy.(ho-hs) = (hy.he).hs, ¥ hi,ha,hs € H.

i) 3 ey € H tal que eg.h = h.eg =h,V h € H.

i) Para cada h € H,3 k € H tal que h.k =k.h =eg.

Observagao 1.2.2 1. A condicao ii) € sempre satisfeita, pois a igualdade
91(g92-93) = (91.92).93 € vdlida para todos os elementos de G.

2. O elemento neutro ey € H € necessariamente igual ao elemento neutro e
de G. De fato, tomando a € H C G, temos eg.a = a; multiplicando os
dois lados por a™' d direita, obtemos ey = e.

8. Dado h € H, o inverso de h em H € necessariamente igual ao inverso
de h em G. De fato, se k € o inverso de h em H, entdo h.k = k.h =
e, logo h.k = k.h = e pois ey = e, e portanto k € o inverso de h em G.

Proposigao 1.2.3 Seja H um subconjunto nao-vazio do grupo G. Entdo H é
um sugrupo de G se, e somente se, as duas condicdes sequintes sao satisfeitas:

1. hi.hg € H,Y hy,hy € H.
2. '€ HV heH.

Demonstragao: Suponhamos que H seja subgrupo de G. A condigéo 1) é
entdo claramente satisfeita. Agora, seja h € H; sendo H um grupo, h possui um
inverso em H; mas, pela observacao anterior, tal inverso é necessariamente igual
ao inverso de h em G, isto é, é necessariamente igual a h='; logo h™! € H, e
a condigao 2) é satisfeita. Reciprocamente, suponhamos que as duas condigoes
1) e 2) sejam satisfeitas. Entao a condigao i) da definigdo anterior é claramente
satisfeita. Como observamos, a condicao ii) sempre é satisfeita. Para ver que
a iii) é satisfeita, basta que e € H; isto de fato acontece pois, tomando h € H,
temos h~! € H pela condicio 2) e logo e = h™l1.h € H pela condigao 1).
Finalmente, que a condicio iv) é satisfeita decorre da condigao 2) ser satisfeita.l]
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1.3 Modbdulos

Definicao 1.3.1 Seja A um anel. Um conjunto M € um mddulo sobre A, ou
um A-mddulo se existem operagées

+:MxM-—->M e -:AxM—>M
tais que:

(M,+4) é um grupo abeliano e ¥ a,b € A,;m,n,€ M e sao satisfeitas as
condicoes abairos

1. (a+b).m=am+bmea(m+n)=am+an;
2. (a.b).m = a.(b.m);
3. ILom=m.

Exemplo 1.3.1

1. Seja A um anel. Entdo M = A™ é um mddulo sobre A.

2. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. O anel B pode ser conside-
rado um A-modulo com a multiplicacdo a.b = ¢(a).(b). Nesta situagdo
B ¢é denominado uma A-dlgebra.

Definigao 1.3.2 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um subgrupo N de M
€ um A-submddulo se a multiplicacao escalar de M preserva N, isto €, se
an € N,Vac€ A e quaisquer n € N.

Seja M um A-mddulo, t € N e my, ma,...,my elementos de M. Consideramos
o sequinte subconjunto N de M:

N = Amq + Amg + ... + Amy = {aymy + agma + ... + aymy/a; € A}

Este conjunto N é um submddulo de M e é chamado de submddulo gerado
por my,ma, ...,ms. O maodulo M € dito finitamente gerado quando existe um
numero finito de elementos my, mo,...,m; de M tais que

M = Amq + Amo + ... + Amg.

Neste caso, dizemos que mi,ma,...,my é um conjunto de geradores para o
modulo M. O moédulo M é ciclico se pode ser gerado por um elemento, isto €, se
M = Am, para algum m € M.

Definicao 1.3.3 Sejam M e M’ dois A-médulos. Uma aplicagao f : M — M
€ um homomorfismo de A-mddulos ou um A-homomorfismo se :

a) f é um homomorfismo de grupos aditivos, isto é,
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f(my +mz) = f(my) + f(ma),V my,me € M.
b) flam) =a.f(m),Ya€ A eV meM.

Dizemos também que a aplicacdao f € A-linear, ou que f € um operador A-
linear. Um homomorfismo de A-mddulos € um isomorfismo de A-mddulos se
ele for bijetivo.

Definicao 1.3.4 Sejam A um anel e (M, +) um A-mddulo. Seja N um submddulo
de M. Entdo, em particular, (N,+) € um subgrupo de (M,+) e podemos con-
siderar o grupo quociente (M/N,+), isto €, o conjunto {m + N | m € M} das
classes laterais de N em M munido da adicdo.

+:M/N x M/N — M/N
(my + N,mg + N) — (my +ms) + N.
Sobre este grupo (M/N,+), podemos definir a sequinte multiplicacdo escalar:
Ax M/N — M/N
(a,m+ N) = am + N.

Verifica-se que esta operagdo esta bem definida e que M /N é um A-mddulo,
chamado de A-mddulo quociente de M por N.

Definicao 1.3.5 Um subconjunto N C M de um A-mddulo M é um submddulo
se for fechado nas operagoes de M, isto é, se myn € Ne a € A entdo m +n €
Neam € N.

Se ¢ : M — N é um homomorfismo de A-mdédulos, definimos
ker(p) = {m € M | ¢(m) = 0},

Im(p) ={¢p(m) e N|me M}.

Observe, pela definicdo, que ker(p) C M e Im(yp) C N s@o submddulos. Se
N C M, definimos o médulo quociente

M/N ={[m]=m+ N |me M},

a coleciio das classes de equivaléncia pela relacao [m] = [m'] & m—m’ € N.
Com as operagoes induzidas por M temos que M/N é um A-médulo. Veremos
que para anéis e ideais, temos que se ¢ : M — N é um homomorfismo de
A-moédulos, entao

M
ker(p)

= Im(p).
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Em particular, ¢ é injetiva se e somente se ker(p) = (0). Um quociente de
modulos muito importante ganha um nome especial : Se ¢ : M — N é um
homomorfismo de A-mddulos, definimos

coker(yp) = (o)

Teorema 1.3.2 (Teorema dos isomorfismo) Seja f : (A,+,:) — (B,+,)
um homomorfismo de anéis. Entdo, a aplica¢io f abaizo é uwm homomorfismo
de anéis:

fi(A/kerf,+,") = (Imf,+,")

a— f(a)

Demonstracao: Primeiramente mostraresmo que f é uma funcio bem de-
finida, isto é , se aj,as € A sao tais que a1 = da, entdo f(a1) = f(az). E de
fato se @1 = da, entdo temos a; — as € kerf, logo f(a1 — az) = 0; além do
mais f(a; — a2) = f(a1) — f(az2), pois f é um bom homomorfismo; portanto,

flar) = f(a2).
Agora, f é claramente uma aplicagao sobrejetora e é um homomorfismo pois,
para elementos, ai,as € A, temos :

o flai+dz) = flar +az) = fa1 +az) = f(ar) + f(az) = f(a) + f(d2)

o fla1-a2) = f(ar-az) = f(a1-a2) = f(a1) - f(az) = f(ar) - f(dz)

Finalmente, temos que kerf = { a € (A/kerf);f(a) = 0} ={a €
(A/kerf); a € kerf} = {0}; logo f é injetiva. O
Proposigao 1.3.3 Se N C M C L entdo

LN

VN =~ L/M.

Demonstragao: Tome o homomorfismo

w:L/N— L/M,
m(l+N)=1+ M.

Como N C M, esta bem definido e é sobrejetor. Entao I+ M =M <1 €
M, ou seja, ker(m) = M/N. O
Proposigao 1.3.4 Se N1, No C M sdao A-mddulos, entdo

Ni+Ny . No

Ny NiNNy
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Demonstragao: Tome o homomorfismo
w : N2 — (N1 —|—N2)/N1,
d)(ng) = N2 —+ Nl.

Temos que ¥ é sobrejetor. E ny € ker(y) se, e somente se, no € Np, ou seja,
ker(v¥)) = N1 N Na. O

Definicao 1.3.6 Um A-mddulo M ¢ dito Noetheriano se todo submaodulo N C
M for finitamente gerado.

Exemplo 1.3.5 Sejam N C M A-mddulo. Entdo M é noetheriano se, e so-
mente se, N e M/N forem noetherianos.

Demonstragao:| < Suponha que N e M/N sejam noetheriano. Tome L C
M um submoédulo. Provaremos que L é finitamente gerado. Com efeito, tome
seguinte homomorfismo

¢:L— (L+ N)/N,
¥(l) =1+ N.

E facil ver que 1 é sobrejetor. E I € ker(v¢) se, e somente se, [ € N, ou
seja, ker(¢)) = L N N. Aplicando o teorema dos isomorfismos, temos que :
L/LNN2(L+ N)/N C M/N que é finitamente gerado, digamos

L/LNN =<|g1], .- [9x] >,9: € L. Dai, L =< g1, ...,gx > +L N N. Como N é
noetheriano, L N N também ¢é finitamente gerado, e consequentemente L sera
noetheriano.

=] Reciprocamente, seja M é noetheriano. Seja H C N um submddulo.
Logo, H é um submddulo de M. Portanto, pela definicao de noetheriano, temos
que H é finitamente gerado. Provando entao, que N é noetheriano.

Seja agora M/N. Sabe-se que, M/N = m + N C M. Caindo no caso ja
provado anteriormente. O

1.4 Lema de Nakayama

Teorema 1.4.1 (Lema de Nakayama) Seja I C A um ideal contido no ra-
dical de Jacobson de A. Seja M um A-mdodulo finitamente gerado e N C M um
submddulo tal gque M = IM + N. Entao M = N.

Demonstracgao: Sejam aq, as, ..., a, geradores de M. A hipétese garante que
existe b; € N e §;; € I tais que a; = b; + Z}l:l d;;a;. Defina agora A = (d;5),
como sendo a matriz n x n formada pelos elementos d;;.

Sejam A = (a1,az,...,a,) € B = (b1,ba,...,b,). Como a; = b; + 2?21 bija;,
temos que A = B+ AA . Isto implica que, (I — A\)A = B. Observe que:
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1-611 =012 =63 -+ —bin

=021 1—022 —da3 -+ —O2
det(I — \) = det . . ) ) . =1+ «a, com
*577,1 *5712 *5n3 e 1= §n,n
a € I. Ja sabemos que 1 + « sera inverivel, logo det(I — ) é invertivel. O
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Capitulo 2

Introducao a Teoria de
Singularidades

2.1 Germes de conjuntos e aplicacoes

Seja X um espago topolégico e z € X um ponto. O conjunto P(X) é formado
por todos os subconjuntos de X e defina uma relacao de equivaléncia

A B AnU=BnNU
para alguma vizinhanca U de x € X.

Definicao 2.1.1 A classe de equivaléncia da relagdo % € chamada de germe
do subconjunto X no ponto .

Seja Y um conjunto e considere agora o conjunto formado pelos pares M =
{(U, f)}, onde U é uma vizinhanga de x em X e f é uma funcdo f : U — Y.
Introduziremos a relagao de equivaléncia em M : (Us, f1) % (Us, f2) se, e somente
se, f1ju, = f2ju, para alguma vizinhanca Uy de z com Uy C Uy NUs.

Definigao 2.1.2 A classe de equivaléncia da relacio § € chamada de germe
da aplicagdo que vai de X a Y e tem o ponto x. Usualmente iremos denotar a
classe de equivaléncia de (U, f) simplesmente por f. A mais apurada notagdo é
fz ou (f,x) e esta sao usadas quando necessdrio.

Iremos introduzir as classes de germes de aplicagoes suaves que sao muito
importantes na teoria de Singularidade.

2.1.1 Germes de aplicagoes suaves

Quando X = R"™, Y = RP iremos considerar apenas as aplicagoes suaves (C*),
f:U — Y, onde U é uma vizinhanga no ponto x € X. O conjunto formado
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por todos esses germes sera denotado por &, ,. Quando x = 0, escrevemos &,
para tal conjunto.

Além disso, quando p = 1, isto é, quando tratamos com fun¢oes, nés usare-
mos a notagao &, e, respectivamente , &,.

2.1.2 Germes de aplicagoes analiticas complexas

Quando X = C™ e Y = CP iremos considere apenas as aplicagbes f : U — Y
que sao analiticas (holomorfas), isto é, que podem ser escritas como séries de
poténcias convergentes nas proximidades de um ponto em U.

A notacao ;& p, En py2€n € &, serao também usado no contexto:

Enp ={f K" = KP/f é germe}

Seja 524, o conjunto denotado aos germes f € &, , com f(0) = 0. Tal germe
também sera denotado por f: K™ 0 — KP 0 onde K =R ou C de acordo com
o contexto.

2.1.3 Propriedades basicas do anel local &,

Primeiramente, iremos considerar as propriedades que coincidem em ambos os
casos (fungoes reais e andliticos complexos).

Proposigao 2.1.1
i) &y € anel local e o dnico ideal mazimal é m,, = {f € &,; f(0) = 0};

i1) A k-ésima poténcia do ideal m,, € gerada por todos os mondémios de grau
k, isto é, por x® = z{*..x% com ai + ag + ... + ap, = k}.
L lal
Além disso, mF = {f € Ep; %(0) =0,Va, com 0 < |a| < k}.
iii) Um ideal I C &, tem codimensdo finita (isto €, dim(E,/I) < oo, onde
dimé&, /I € a dimensao de &, /I como um K-espago vetorial ) se, e somente se,
I > wk para um inteiro k.

Demonstragao:

i) m, é um ideal. De fato: Sejam f,g € m,.

Portanto (f 4+ ¢)(0) = f(0) + g(0) = 0 = f + g € m,. Tome agora f €
m, e g € &,. Portanto, (g.f)(0) = ¢(0).f(0) = ¢(0).0 =0 = g.f € m,. Logo,
m,, é um ideal.

Suponha que m,, ndo seja maximal. Entao, existe um ideal J C &,, tal que
m, CJ C&,, ondem, #JeJ#E, Comom, # J, entdo temos uma f € J,
tal que f & m,, logo f(0) # 0. Portanto f tem inversa multiplicativa, %, que
também é um germe em &,. Logo, 1 = f(%) € J=J=¢&, Gerando um
absurdo.
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Suponha que m,, nao é unico. Entao existe um outro ideal maximal J, onde
J#E, e J#*m,. Facga N =JUm,. Mostraremos que N é um ideal.

Com efeito, suponha f € J (no caso em que f € m, segue de maneira
analoga). Temos g.f € J, V g € &, portanto, g.f € N = JUm,,.

Agora suponha, por absurdo, que exista uma f € J e uma g € m,, tal que
f+g9¢& N. Logo (f +9)(0) # 0, portanto f(0) # 0 mostrando entdo que f tem
inversa multiplicativa 1, que também é um germe em &,. Logo, 1 = f(%) €
J = J =¢&,. Absurdo, pois J # &,. Portanto N é um ideal. Ora, mais m,, C N,
contrariando a maximalidade de m,,. Portanto m,, é inico.

ii) Faremos a provar para k = 1 e o restante da prova segue por inducao.
Seja f € m,, em seguida, tome um disco pequeno D, = {x € K"; |z| <r} e

um representante do germe f (denotado também por f) definido no disco D,..
Para todo x € D, temos a seguinte féormula

- Lar - n Lot
F@) = a(rsgc)m:_;xi /O o (to)d.

0 X

Logo as fungoes g;(z) = 01 g,—i(tx)dt estdo definidas em &,. Temos entao

n
que f(z) = ingi (z). Portanto, f pertence ao ideal gerado pelos mondmios
=1

L1yeeey L.
O restante da prova segue por indugao. Observe que g;(0) = ggf (0).

iii) |<«= Suponha que m* C I para algum k € N.
Considere a seguinte aplicacao:

0 :Eymk = & /1
f+mk = f41

Provaremos que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo.

Com efeito, primeiramente mostraremos que ¢ esta bem definida:

L frmlt=g+rmbl = (f-g)emf CcI=f=gmod(I)= f+1=g+1I;

2. o((f+mp)+(g+my)) = o((f+g)+my) = (f+9)+1 = (f+1)+(g+1) =
o(f +mE) + (g 4+ mk);

3. so((f+m§)(g+m§)) =o(fg+mh) = fg+1=(f+D.(9+1) =
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Portanto, ¢ é um homomorfismo sobrejetivo = ¢ é uma transformacao linear

sobrejetiva = dim&,/I < dim&,/mk  onde m¥ =< mondmios de grau k > .

Portanto, &, /m~ pode ser identificado como o conjunto dos polinémios de grau
< k, o qual tem dimensao finita. Ou seja:

dim&, Jmk < o0 = dimé, /I < +oc.

=] Suponha que cod I < 400 = dim &, /I < +o00. Veja que:
EnDI+m, DI+m2D..DI+mk> ..

A sequéncia se estabiliza, porqué do contrario, terfamos:

En 2 T+my, 2 T+mg 2 2 T+mp 2 ..

E consequentemente:

EnfT 2 (T +my)/T 2 (T+wmp)/T 2 .2 (T+wmp)/T 2 ...

Mostrando que:

dim(E, /1) > dim((I+m,,)/I) > dim((I+m2)/I) > ... > dim((I+mk)/I) >
dim((I + mE+1)/1)... = dim(E,/I) = +o0o. O que é uma contradicio.

Portanto, a sequéncia estabiliza. Logo existe um ko € N tal que (I+mF)/I =
(I +mk+t)/I, ¥V k > ko. Aplicando o Lema de Nakayama, temos mF C 1.
Provando entao o nosso resultado. O

Qualquer ideal I C &,, de fungoes analiticas corresponde 4 um subconjunto
de germes em C™ na origem, a saber

V) ={zeC* f(z)=0Vfel}.

Este é chamado de germe de conjunto analitico ou Variedade local definida
por L.
Se o anel &, é Noetheriano o ideal I tem um sistema finito de geradores

frs s fp-

Qualquer subconjunto de germes A em C™, na origem, corresponde um ideal
em &,, a saber,

I(A) = {f € Sn;f\A = 0}7

o ideal de todos os germes de funcao que se anula em A.

Se I é um ideal no anel &,, entdo definimos o radical v/I da seguinte maneira

VI = {f €& f*¥ e I para um inteiro positivo k 1.
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Além disso, se o anel for Noetheriano, entao existe um inteiro positivo p tal que

D' 1.

Teorema 2.1.2 (Hilbert Nullstellensatz)
i) V(I(A)) = A, para todo germe analitico A na origem de C".
i) I(V(J)) = v/J para todo ideal J C &,.
Demonstragao: Ver [9]

Observagao 2.1.3 :
1. f € dita suave se K=R e f ¢é dita analitica se K = C.
2.9 ={f K", 0 ~KP,0/ f é germe} = m,.Ep .

0

Definicao 2.1.3 : Denotaremos por J*(n,p) o espago vetorial mf’gp 0 qual é
men,p
identificado como o K-espago vetorial das aplicagoes polinomial de

K", 0 — K? 0, cujas componentes tém grau no mdximo k.

Definicao 2.1.4 : Seja j* : 527[) — J¥(n,p) a projecdo canénica, isto ¢, dado
fe Eg)p, Gk f € o polinémio de Taylor de f de grau k na origem.

e j*f é chamado de o k-jato de f na origem.

Exemplo 2.1.4 : Dados f,g € ), tém-se que

»p?

o f B o"g
o oa O = G aa O

=i
Vr=ri+ro+---+r, coml<r<k.
e O espago J*(n,p) é chamado de o espaco dos k-jatos do tipo (n,p).
Exemplo 2.1.5 : Se k1 > ko, entdo a proje¢do
ghokz o Jki(n p) — J*2(n, p)
J et s

é tal que ghvk2(jkr) = jk2,
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Capitulo 3
Acao de grupo

Definicao 3.0.5 Sejam G um grupo e C um conjunto qualquer. Uma agao do
grupo G no conjunto C' é uma aplicagao

p:GxC—=C
(g,¢) = @(g,¢) = g.c
tal que:
1. p(e,e) =ec=c,V ceC;

2. (g1, 0(92,¢)) = ©(g1.92,¢), isto €, g1.(ga-¢) = (g1.92)-c,Yc € C eV g1,92 €
G.

Definigao 3.0.6 : Dados c1,co € C, definimos a relagdo: ¢ ~ co <= 3 g € G
tal que p(g,c1) = ca, isto é, g.c; = ca.

Exemplo 3.0.6 : Afirmamos que ~ € uma relacdo de equivaléncia, pois

I) C1 ~ C1
Tome h = e. Portanto, p(e,c1) = e.cy = ¢1. Logo, ¢1 ~ ¢1.

II)ClNCQZ>CQN01

Como ¢1 ~ co = 3 h € G tal que, p(h,c1) = ca = h.c = ca.

Queremos encontrar uma g € G tal que; ¢(g,c2) = ¢1. Portanto,
o(g,0(h,c1)) =c1 = ¢o(g.h,c1) =c1 = g.hcy =cy = gh=e=g=h"1

III) ¢; ~ ¢y € cyg ~c3 = 1 ~ C3.

Como ¢1 ~co = 3 h € G tal que p(h,c1) = ca.

Como ¢y ~ c3 = 3 g € G tal que ¢(g,c2) = c3.

Por outro lado, como ¢(g,ca) = c3 = p(g,p(h,c1)) = ¢(g.h,c1) = cs.
Mostrando que ¢ ~ cs. O
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Definigao 3.0.7 : Chamaremos de Orbita de um elemento ¢ € C' como sendo
o conjunto G.c de todos os elementos de C que estao relacionados com c. Isto
€,
Ge = {a€eC /3 geG come(g,c)=a}l
{aeC /) gc=a}
= {aeC /a~c}
= {g9c/geG}
= {olg,0) / g€ G}

Exemplo 3.0.7 : Seja C = L(R™,RP) o conjunto das transformagdes lineares
de R™ em RP e G o grupo Gl,, x Gl, formado por pares de operadores lineares
invertiveis (A, B) com A:R™ — R"™ e B : RP — RP. Definimos

0:GxC—C
((A,B),T)~ BT.A™!
Observe que, p((I,1,),T) =I,0Tol, ' =T; e
©((A1,B1),p((A3,Bs),T)) = Bio(ByoToAy NoA !
= (ByoBy)oTo(A;o0Ay)™?
= ¢((A;0 Ay, By oBy),T)

Exemplo 3.0.8 Duas transformagoes lineares T, S € L(R™,RP) = C sdo equi-
valentes se p((A,B),T) =S ( sendo A:R" - R"™ e B:RP — RP operadores
invertiveis e p((A,B),T) = B"L.T.A ) se, e somente se, T e S tém o mesmo
posto.

Solugao: =| Duas transformagdes lineares T, .S € L(R™,RP) = C' sdo equi-

valentes se 3 (4,B) € G tal que ¢((A4,B),T) = S. Com A : R" — R" ¢
B : RP — RP operadores invertiveis.

Logo ¢((A,B), T)=S =B 'T.A=8.

Tome « e f bases de R™ e R? respectivamente, e [A]2 e [B}g serd associado

como sendo a matriz da transformacoes lineares de A e B respectivamente.

[T]5 e [S]§ como sendo a matriz dos operadores lineares T e S respectiva-
mente.

Nosso objetivo: Provar que posto[T§ = posto[S]§.
Observe que; S = B~L.T.A = [S]§ = [B~1.T.A]§ = [B~]5.[T.A]3.

Observagoes:
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1. posto[A]% = n.
-8 _
2. posto[B™']; = p.
3. posto[S]§ < min{p,n}.

4. posto[T]§ < min{p,n}.

Sabemos que, [S]3 = [B*I]g.[T.A]‘g. Portanto, usando as propriedades do
posto;

posto[S]g < min{posto[B_l]g,posto[T]g,posto[A]g}

posto[S]g < posto[T3.

De modo anélogo temos;

posto[T]§ < posto[S]§.

Portanto; posto[S]§ = posto[T]§.

| < Suponha agora que as duas operagoes lineares T e S tenham o mesmo
posto.

Tome a e 3 bases de R™ e RP respectivamente. Portanto, posto[T]? =
posto[S]2 = r. Onde r < min{n,p}.

Reindexando as coordenadas de T, podemos assumir que posto

B -
r ondei,j=1,..,rV x.

Seja ¢ : R? — R" a projecdo das r primeiras coordenadas. Entao, goT(z) =
(Ti(x), ..., T-(z)) é uma submersao.

Pelo teorema da Forma Local das Submersoes, existe um difeomorfismo g tal
que goT og~t = (z1,...,2,). Portanto, To g™t = (z1, ...z, T1 (), ..., Tp—_r())
onde Tj; : R® — R.

A constéancia do posto de T e portanto Tog~!

, implica que g%(x) =0,Vi=
1,....p—r,Vj=r+1,..,peVx € U. Portanto Tj depende somente de z1, ..., x,.
Definimos h : R?,0 — R?, 0 tal que h(y1, .., Yp) = (Y1, os Yrs Yrr1 = L1 (Y), ooy Yp—
T,—+(7)) em que § = (y1,...,yr). Entdo, hoT o g~ (x) = (21, ..., 21,0, ..., 0).
De modo analogo temos que 30 Soa™! = (z1,...,2,,0,...,0). Logo,
T=(Btoh)toSo(a"tog). O

Segue-se do exercicio anterior que dado T' € C, tomando k = postoT’, tem-se
que T é equivalente a
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Ty € C, em que Ty(x1,...,25) = (21,..., 2k, 0, ..., 0).

Em particular, existem exatamente min{n, p}+1 6rbitas em C = L(R", RP).

Definicao 3.0.8 : Seja G um grupo agindo em um conjunto C. Fizado a € C,
denotamos por G, = E(a) = {9 € G / ¢(g,a) = a} chamado de o Subgrupo
de isotropia de a ou Estabilizador de a.

Exemplo 3.0.9 : O estabilizador de a é um subgrupo de G. Ou seja, G, < G.

Definigao 3.0.9 Denotaremos por R, o conjunto de todos os germes de aplicagoes
h:K" 0— K" 0 tal que h € um difeomorfismo para K =R e h € um isomor-
fismo analitico para K = C. Isto é :

R, :={h:R",0—>R",0/ h € difeomorfismo } e
R, :={h:C",0—> C",0/ h éisomorfismo analitico }
Exemplo 3.0.10 : R, com a opera¢ao de composi¢ao € um grupo.

Agora iremos definir relagoes de equivaléncias canonicas em Teoria de Sin-
: 0
gularidade no espago de germes &, , .

3.1 Relacgoes de Equivaléncia

3.1.1 A R-Equivaléncia ou Equivaléncia a direita

Esta relagao de equivaléncia esta relacionada a agao do grupo R = R,,, dada
por:

r:R, x &), =&,
(h, f) = foh™!

Dois germes f, g € Sg’p estao relacionados se, e somente se, 3 h € R,, tal que
foh™! =g, isto é, o diagrama abaixo comuta:

R, 0—L~RP 0
h[ /
9
R™ 0
Exemplo 3.1.1 : Pelo teorema da Forma Local das Submersoes (ver [1]), se
: ,0 = R™ 0 ¢ tal que ¢ sobrejetora, entio existe um germe
R™* 0 — R™,0 € tal 0) ¢ sobrejet tao exist

h € Ryt tal que;

foh(z,y) ==, Y (z,y) € R" x R¥, isto €, f = Idgn.
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3.1.2 A L-Equivaléncia ou Equivaléncia a esquerda

Esta relacao de equivaléncia estd relacionada a agdo do grupo £ = R, dada
por:

[:Ry, x Sg,p —>52’p
(h,f) = hof

Dados dois germes f,g € 52,1), dizemos que f 7 g se, e se somente se, existe

h € L =R, tal que ho f = g. Isto ¢, o diagrama abaixo é comutativo:

R, 0—L~RP,0

RN

RP, 0

Exemplo 3.1.2 : Pelo teorema da Forma local das imersdes (ver [7]), se
f:R™0— Rk 0 ¢ tal que f/(O) € injetiva, entdo existe um germe h € R4k
tal que:

ho f(x) = (z,0) € R" x R¥, isto é, f T Idgny {0y

3.1.3 A A-Equivaléncia ou Equivaléncia a direita e es-
querda.

Esta relacao de equivaléncia estéd associada a acao do grupo R x L dada por:
a:(R,L)x 534, — 824,

((h1,ha), f) = hao fohy!
Dois germes f, g € 82713 s@o A-equivalente se, e somente se, existir (hy, ha) €

A=TR x L tal que hoo fo hfl = g, isto é, o diagrama abaixo é comutativo:

R, 0—L~RP 0
]
R™, 0 —2~RP,0
De forma mais simploria, dizemos que f 7 g quando os germes f e g coinci-

dem, a menos de uma mudanga de coordenadas na fonte (Dominio) e na meta
(Crontra-Dominio).

Teorema 3.1.3 (Posto constante) : Seja U C R" uma vizinhanga aberta da

origem e f: U C R™ — RP uma aplicagao C* tal que f(0) = 0. Assuma que o
posto [ (a) € constante, ¥ a € U, isto €, postof (a) = postof (b),Va,b € U.
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Entao o germe f € 52’1, é A-equivalente ao germe da transformacdo li-
near T : R™,0 — RP,0 dada por T(x1,...,2y) = (1, ..., Tk, 0,...,0) onde k =
postof (a), ea € U.

Demonstracgao: Substituindo U com uma vizinhanga V do 0 e reindexando

as coordenadas, assumindo que posto ’ 0/ (x)‘ =m t,7=1,...mVaxeV

Seja ¢ : KP — K™ denotando a prOJegéo das primeiras m coordenadas.
Entéo, g o f é uma submersao e pelo Teorema de Submersao (ver [4]) existe um
difeomorfismo g tal que go f o g~! é igual a projecdo linear

(X1, ey Tpy) 2 (X1 ooy Tipy)-

1

Isto mostra que f o g~* é dado por

T (T4, ooy Tony frni1 (T), ey fp())

para funcoes f] (que sao definida de R™ a R no caso real e no caso e em uma
bola B no caso complexo).

A condigdo de posto constante de f (e, consequentemente, f o g~1) implica
que

%(1’)207 Vi=m+1,..p;k=m+1,...,neVzeV.
axk

Entao as fungoes fj depende somente de 1, ..., T,,. Definamos o germe h € L =
R, por ~ ~
h(y) = (yla ey Ymy Ym41 — fM+1(g)7 eeey yp - fp(g))

onde § = (Y1, e, Ym)-

Entdo, hog t(z) = h(21, 22, s Ty S 1 ()5, fp(T))
= (@1, Ty S 1 (2) = fna1 (2), s fo(2) = fp(2)
= (1, ey Tm, 0,...,0)
Portanto, claramente h o f o g=! coincide com o operador linear T. Logo,
farT O

3.2 Grupos

3.2.1 O grupo C e a C-Equivaléncia

O grupo C é formado pelos germes de difeomorfismo
H:R"xRP,0 - R" x R,0

tais que
m o H(z,y) =x emg o H(x,0) =0 em que

7 R" x RP.0 — R",0
(z,y) = =
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mo : R™" x RP,0 — RP,0
(z,y) =y
Isto é,
C={H:R"xRP,0—>R" xR/ H(z,y) = (z,0(z,y)) e o(x,0) =0,V =}

Dois germes f,g € &, sao ditos C-equivalentes se, e somente se, existir H € C

tal que H(z, f(2)) = (2,¢(z, f(2))) = (z,9(x)).

Lema 3.2.1 (De Hadamard) Sejam U uma vizinhanga conveza de 0 € R™
e f:UxR?T - R uma fungdo diferencidvel que se anula em 0 x R, isto é€,
f(0,y) =0,V y € R?. Entdo existem fungoes difencidveis fi, ..., fn : UXR? = R
tais que

flz,y) =x1fr(z,y) + .. + 2nfn(z,y)  onde x = (zq,...,24).

Demonstragao: Pelo Teorema fundamental do calculo temos:

flz,y) = flx,y) — f(0,y) / 5t (tzy, ..., tey,y)dt = / (Za (tz,y) x1>

n 1
Z [ ] szgz x,y), onde g;(z,y) = /0 ggf (tz,y)dt.
=1 ’

i=1

O

Teorema 3.2.2 (Critério algébrico para C-equivaléncia) Sejam f,g € 824,
Sao equivalentes:

i) [ e g sdo C-equivalentes;
i) Os ideais Iy e I, sdo isomorfos

iii) Existe uma matriz invertivel p X p com coordenadas a;; € &, tais que
= Zaij(-r)gi<x)ai =1,..,p
j=1

Demonstragao: i) = ii) Seja f 7 g = H € C tal que H(z,g(z)) =

(2, 0(z,9(2))) = (z, f(z)) e p(z,0) = 0,V z. Como p(z,y) = (¢1(2,Y), -, pp(z,y))
e p(x,0) =0V z, temos ¢;(x,0) =0,V j.
Pelo lema de Hadamard, para cada i = 1, ..., p podemos escrecer

TY) = > k(@ Y), ik € En-
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Logo, fi(xz) = wj(z,g(z ng )-pie(z,g(z)) = fi(x) € I,V j. Isto

mostra que Iy C I,;. A outra mdusao segue-se de maneira analoga. Portanto,
Iy = 1.

1) = i) Dadas duas matrizes reais p X p A e B, existe uma matriz real
p x p C tal que C.(I — AB) + B ¢é invertivel. Usaremos esse fato para nossa
prova. Suponha que Iy = I,. Entao podemos escrever
P P

fi=> aigi e gi=> bifr emque aij, by €&,V i, k.
j= k=1
Para cada x fixado, sejam A, e B, as matrizes p X p com coeficientes
respectivamentes a;; e bji. Portanto, temos que existe uma matriz p x p C,
real, tal que Uy = C.(I — Ag.By) + By ¢ invertivel. Logo, para z préximo de 0,
a matriz U, = C(I — A, B,;) + B, é também invertivel.
Seja u;;(x) as coordenadas de U,. Entdo,

Us,.g = C(I—-A;B;)g+ B.g

= C(g - ArBzg) + f

= Clg-g)+f=1
P
Logo U,.g = f. Portanto, f; = Zuij.gj. O

1) = i) Suponha que exista uma matriz (u;;) p X p invertivel tal que
P
fi= Zuij-gj(f)
j=1
Defina ¢ : R™ x R?,0 — RP, 0 por ¢;(z,y) = Zyj uij(x

Temos que, ¢(z,0) = (p1(2,0),...,pp(2,0)) = O,V z. Defina agora o germe
H:R*"xRP,0— R" xRP 0 por H(z,y) = (z,p(z,y)).

Observe que JacH = [ 167 g } ,
) d
8135:21 (‘T7y) WHJ;(LEJ/)
onde A = : : e
OH, oH,
axilﬂ (z,y) - axirp (z,y)

nxp
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upr(z) o ugp(w)

up1(x) oo upp(T) PXp

Logo o det(JacH(x,y)) = detB # 0 e consequentemente invertivel. Por-
tanto, H € £) , é um difeomorfismo e H € C.

Observe que H(z,9(z)) = (z,¢(z,9(z))) = (z,f(z)) pois gi(z,g(x)) =
fi(z) = ¢(z, 9(x)) = f(z).

Provando que f e g sao C-equivalentes. O
Exemplo 3.2.3 Mostrar que f(z) = (22,0) e g(z) = (22, 2®) sdo C-equivalentes.

2

Solugao: Observe que Iy =< z? >=< 2% 23 >= I, portanto f e g sao

C-equivalentes.

3.2.2 O grupo K e a K-Equivaléncia (Equivaléncia
de contato)

O grupo K é formado pelos germes H : R™ x RP,0 — R™ x RP,0 tais que
moH=heRemoH(z,0)=0,Y z. Isto é,

K={H:R"xRP,0 - R"xRP,0/ H(z,y) = (h(z), p(z,y)) com p(z,0) =0,V .}

Dois germes f, g € £, sao K-equivalentes se, e somente se, existe H € IC tal
que

H(aj»f(‘r)) = (h(l’),(p(.’l?,f(.’l?)) = (h($)>g(h(x)) = L)0(‘%’7.10(‘%)) = g(h(l‘))

Proposigao 3.2.4 Dois germes f,g € 5}34, sdo K-equivalentes se, e somente
se, existir um germe h € R tal que foh e g sdo C-equivalentes.

Demonstragao : =] Seja f,g € 524, dois germes K-equivalentes. Entao,
existe H = (h,¢) € K tal que

H(z,g(x)) = (h(z), o(z, g(x)) = (h(z), f(h(2))) = o(z,9(x)) = f(h(z))
Defina T'(x,y) = (z,¢(x,y)) € C e observe que; T(x,g(x)) = (x,p(z,g(x)) =
(z,foh(z))=g¢ foh

|< Seja h € R tal que g ¢ f o h. Entéo, existe T € C tal que
T(z,g9(x)) = (x, p(z,9(z)) = (z, f o h(x)), além disso, ¢(x,0) =0,V .
Defina H(z,y) = (h(z), p(z,y)), logo
H(z,g(x)) = (h(x),¢(z, g(x)) = (h(z), f o h(z)) = g k [

A K-6rbita de f é denotado por
Kf={9€&,/9 %I}
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Definigcao 3.2.1 Dois ideais I e J de &, sao ditos isomorfos induzidos se existir
um germe inverivel h : K*,0 — K", 0 tal que h*(I) = J.

Teorema 3.2.5 Dois germes f,g : K", 0 — KP,0 sdo K-equivalentes se, e
somente se, os ideais Iy e I, sio isomorfos induzidos.

Solugao: Sejam [ e g K-equivalentes. Entdo, 3 h € R, isto é, h : K*,0 —
K", 0 invertivel, tal que f o h e g sdo C-equivalentes. Portanto, I, = I; =<
fioh,..,fpoh>=<gi,..,gp >.

Mostraremos que h*(I;) = Ipon. Com efeito, dado 8 € Iy, logo h*(8) =
h*(zg):l aifi) = (Zf:l aifi)Oh = Z?:l aioh.fioh S Ifoh- Dado agora o € Ifoh,

n
temos v = Y b;.fioh = Y1 bioh~loh.fioh = h* (31, bioh™!.fi) € h*(If).
i=1
Portanto h*(Iy) = Ifon. Logo, h*(If) = Ifon, = Iy = Iy e I, sdo isomorfos
induzidos.

Reciprocamente, suponha que exista h € R tal que h*(Iy) = Iy = Ijop = I,
portanto, foh e g sao C-equivalentes, implicando que, f e g sao K-equivalentes.
O

Exemplo 3.2.6 Sejam f; : (C?,0) — (C,0) germes de fi(x,y) = 2* +3° + (t +
1)x2y3, para cada t € C.

Temos que If, é C-isomorfo a Iy,,Vt € C.

De fato, definamos B, por Bq(z) = o’z e B4(y) = a*y, com o = (t + 1)~ 1.
Entéo 8. (Jy,) = Jy,. Portanto, 8, induz um isomorfismo de C-édlgebra entre Iy,
€ ]fo'

Mas f; é R-equivalente a fj se, e somente se, t = u?v? — 1 com u* = v® = 1.

A prova se encontra em [1]. O

Corolario 3.2.7
R C

NN\

A—=K

/

L

Demonstragao: Ver [4]. O
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3.2.3 Grupos de Lie

Um Grupo de Lie G é um grupo com estrutura de variedade diferencidavel C*°
tal que a multiplicagao

*x:GxG—=G
(g:h) = gxh

e a inversao

G—G

grrg

sao aplicagoes C'*°.

Exemplo 3.2.8 :

1. St ={z +iy/z* +y*> =1} = { /0 € [0,27]}

com o produto e e’ = !9t ¢ um grupo de Lie.
2. O produto carteziano de dois grupos de Lie € um grupo de Lie.

Definigao 3.2.2 Sejam N e M wvariedades suaves. Uma imersao de N em M
é uma aplicagio C* f: N — M tal que f (z) € injetora ,Vx € N.

Definigao 3.2.3 Sejam M uma variedade suave e N C M uma subvariedade.
Diremos que N € uma subvariedade imersa se a inclusio i : N — M for
uma ¥mersao.

Seja G um grupo de Lie agindo na variedade M. Dado = € M, a 6rbita de x
é o conjunto

Gz={p(g,x)eM / ge G} C M.

Teorema 3.2.9 Seja G um grupo de Lie agindo na variadade M. Entdao as
orbitas sao subvariedades imersas de M.

Demonstragao: Ver [8] U

Teorema 3.2.10 Seja ¢ : G x M — M uma agdo de um grupo de Lie G
em uma variedade M. Sabemos que as orbitas sao subvariedades de M. Entao
Vo e M a aplicacio

vs:G—=Gx

g ¢z(9) = (g, 7)

€ uma submersao.
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Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que ¢, tem posto constante,
equivalentemente mostraremos que o posto de ¢, em h € G coincide com o
posto de p, em e € G (elemento neutro).

Consideremos as seguintes aplicacoes;

§:G—=G, &g)=hy

VY:Gax— G, Yy)=¢ehy).

Observe que o diagrama abaixo é comutativo

G- Gz

De fato, ¢ 0 p.(g9) = ¢((9,2)) = (h, 0(g,2)) = p(h.g,2) = pa(h.g) =
vz 0&(9),V g € G.
Temos que £ : G — G e Y : G.x — G.x sao difeomorfismo C°.

A comutatividade do diagrama anterior implica, pela regra da cadeia, na
comutatividade do diagrama abaixo:

O (€)
7.6 -2 T Ga

aé(e)l iaw(x)

ThG —_— )T<p(h,z)G~37

Oz (h
Pois, 10 ¢.(g) = @z 0&(9)
:>3(¢090x)|g:8 = (@mof)lg:
= 0(Y(pa(€))-Opa(e) = 8@z( ))8 (

Portanto, como 9¢(e) e di(e) sao 1somorﬁsmo, segue-se que
postodp,(e) = postodp, (h).

Pela afirmagao anterior, resta-nos mostrar que ¢, é uma submersao em
algum h € G, mas isto é consequéncia do teorema de Sard (Ver [3]) que afirma
que o conjunto dos valores regulares de ¢, é denso. (Valor regular é onde dp,
tem posto maximo). O

Coroldrio 3.2.11 T,(G.z) = 0y, (e).(T.G).
Demonstracao : ¢, : G — G.x é uma submersao, entao dy, é sobrejetiva

= dp,(e)(T.G) = T,(G.x). O
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3.3 Espaco Tangente a R-orbita

Seja R = {h : R",0 — R™,0 / h é difeomorfismo C*°}. Temos que 77, R =
{v(0)e&), /v:R— &), éum caminho diferencidvel com (0) = I,,}.

Proposicao 3.3.1 : T, R=¢) ,

Demonstragao: I) Ty, R C £°

n,n

pela prépria definicao de 17, R.

) &2, C T1,R. Sejag € &Y, defina v : R — E° . o caminho 7(¢)

I, + t.g.ntnogo, gz) =~ (0)=g GH;“;WR v O
Considere a agao p:RxE —&En
(h, f) = foh
Defina v R—=Rf
h+— foh

Sabemos que Ops(I)(TTR) = Ty (Rf), em que Rf = {g : R*,0 - R / g =
f oh} = R-6rbitas de f.

Considere g € T, R = &}, onde g = (g1, ..., gn). Seja ¥(t) = I,, +t.g e tome
(t) a imagem da aplicagdo y(t) por ¢y, isto é, B(t) = @r(y(t)) = f(v(t)). Logo,

B
B (0) € Tf(Rf) e além disso, como S(t)(x) = f(z + t.g(x)), tem-se que

50 =3 260040 =3 gL @)

o que implica,

of

@(m)gi(iﬂ) /g €E)} = TrHRS) =my.Jy.

Ty (Rf) = {B'(0) =
Portanto, TR f = m,.Js. De modo similar, vemos que :
TiLf =my.Epp
TiAf =m,.Jr+m,.Ep p

Tf’Cf = mn.Jf + If.gnyp,

onde m, =<z1,.,7, > e Jp:=<2l(zx), ... 2L (x)>. Ver [4]

oxq Y Oz,

Exemplo 3.3.2 Encontre o espaco tangente a R-orbita de f, onde f : C> — C
¢ dada por f(z,y) = 3+ y3 + xy.
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Solugao: Pelo resultado anterior, temos que TyR f = m,.J;. Portanto,
TiRf =<z,y>.<32> +y,3y° +2 > .

Exercicio 3.3.1 Sejam f, f; : C2,0 — C,0 dados por f(z,y) = x° + 3> +
zy e fi(z,y) = tzd + ty® + tzy. Mostre que f é K-equivalente a f; V t, mas
existe um tg, tal que para este ty, eles nao sao R-equivalentes.

Demonstragao: Temos que f; = ¢ o fo 3, onde ¢ : C,0 - C,0 é o um
isomorfismo analitico dado por ¢(y) = ty e B é o germe identidade em C2.
Assim, f é A-equivalente a f;, V t, portanto sdo KC-equivalentes.

Mostraremos agora que existe um ¢y tal que f e f;, nao sao R-equivalentes.
Suponha, por absurdo, que f e f; sejam equivalentes para todo ¢. Entao, pode-
mos tomar um intervalo I C R e um caminho «, tal que,

a:ICR—->Rf
alt) = fi

Portanto, 04'(0) € TyRf, ou seja, a(t)‘tzo = (ft)‘tz0 = (tf)‘t=0 = f. Logo,
f € TyRf = m,Js. Pelo teorema principal, temos que: p(f) = 7(f), o que
provaremos mais na frente que isso nao acontece. Portanto, existe um tg, tal
que f e f;, ndo sejam R-equivalentes. O

Definicao 3.3.1 : Definimos o Espaco Tangente Extendido por
Jp = (Te)s(Rf).

Definigao 3.3.2 : Seja f € &, definimos a R-codimensdo de f por

&
codrf = dimp—.
Iy
Diremos que f tem R-codimensao finita quando codg f < +o0.

Teorema 3.3.3 : Seja f € &,. Entao f tem R-codimensao finita se, e somente
se, existir k € N tal que mE C J;.

Demonstragao: Sabemos que um ideal I C &, tem codimensao finita se, e
somente se, I D m* para um inteiro k.

Portanto, codg f = dimR% = codJy < +oo & existe k € N tal que mk C Jy.
Ja que Jy é um ideal em &,. O

Exercicio 3.3.2 Calcule a codimensdo de f, onde f : R?,0 = R € o dada por
fz,y) = 2%y +y*.
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Solugao: Veja que Jy =< xy, 22 + 4% >. Queremos calcular a codimensio
de f, que equivalente a encontrar a quantidade de elementos que nao pertence
ao ideal Jy. Como J¢ é gerado por termos de grau > 2 temos que = € J; e que
y & Jy. Portanto, 1,x,y &€ J;. Ou seja, codimensao de f > 3.

x? xy y?
23 22y oy %
" 2y 222 2y i
Como zy € Jy, temos que z?y, zy?, z2y?, ... € J¢, logo nos restam os seguin-
tes casos

Provaremos que z2,y3 ¢ Jreque 3yt e Jf mostrando entdo que 1, z, y, z2,
y%,y> € Js. Ou seja, que a codimensdo de f é 6. Ora, J; é gerado por elementos
com termos > 2 entdo, afim de que 22 € Jy teriamos constantes o, 3 € &; tais
que 2% = a(zy) + B(z? + 4y?), gerando um absurdo. Consequentemente temos
que y3 & J¢, por que do contrario, teriamos x? = (22 + 4y®) — (4y®) € J¢, um
absurdo, pois 2% ¢ J;. Por ltimo:

3 = —day® + 2% + doy® = —dy? (zy) + 2(2® + 4y°) €< 2y, 2 + 4y® >= J;.

1 1 1 1
yt = —Zny + Zaczy +yt = —Zm(xy) + Zy(m2 +4y°) €< wy, 2 + 4y® >= J;.

O

Teorema 3.3.4 Seja f € &,, e suponha que Jy ou m,J¢ tenha codimensdo
finita positiva, entdo temos codmy,Js = n + codJy.

Demonstragao ver [6].

Proposigao 3.3.5 : Seja f € &, um germe de R-codimensao finita e nao-nula.
Entao, a origem de R™ é um ponto singular isolado de qualquer representante de
f, isto €, existe uma vizinhanga da origem da qual o zero € a unica singularidade
do representante de f.

Demonstragao: Seja f € &, um germe de R-codimensao finita e ndo-nula.
Afirmamos que 0 é um ponto singular de f. Com efeito, suponha por absurdo,
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que 0 seja um ponto regular de f, isto é, g—f(O) = 0, para algum i. Entao, pela

continuidade de %’ existe uma vizinhanca U C R”™ de 0 tal que %IU #0.
Logo, Jy =< %7...,% >= &,, pois % é invertivel, mostrando que,

codg f = dimR% = 0. Contradicao.
Como codr f < oo, existe k € N tal que m¥ C Jr. Logo ok emk C Jp,Vi=
1,...,n.

Portanto, x¥ = Zaj(x)—

().
3xj
Assim, se T = (Z1,...,T,) é um ponto singular de f = %(E) =0VvVj=>

zh=0Vi=1,.,n=2,=0Vi=1,.,n.
Logo Z = 0 é o unico ponto singular de f em U. O

Observacgao 3.3.6 A reciproca da proposicao anterior nao € verdadeira, em
geral, por exemplo

f:R2S R com flz,y) = (m2 —i—y2)2

tem singularidade isolada na origem, pois
of =da(a® +y?) = 0;

o=y +y7) =0

se, e somente se x =y = 0.

Suponha que codrf seja finita, entdo, pelo teorema 3.3.3 temos que eziste
k € N tal que m§ C Jy. Desta forma os monomios ¥ y* se escrevem como
combinacao linear de x(x? + y?),y(x? + y*) com coeficientes em E;. Ou seja,

#* = a(a,y)a(r® +y?) + bz, y)y(a® +y?), com a(z,y),b(z,y) € &
= a(z,y)® + a(z, y)zy® + bz, y)yz* + b(z, y)y°*
Logo, a(z,y) = 2%73 ¢ a(z,y)zy® + b(z,y)yz? + b(z,y)y> = 0. Portanto,
2" 72y% + b(z, y)ya® + b(z,y)y® =0, V(z,y) € R%.
"2y £ b(x, y)2® + b(z,y)y® = 0.
gerando um sistema inconsistente. Logo, codg f = +0o0. O

Exercicio 3.3.3 f : R — R dada por f(x,y,2) = y? — 222% + 2° ndo tem
codimensao finita.

Com efeito, as derivadas parciais de f se anulam ao longo do eixo x, portanto
a origem nao é um ponto singular isolado e pela proposisao 3.3.9 o germe nao
tem codimensao finita em &s. O
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Exercicio 3.3.4 Um germe f : R",0 — R,0 tem codf = 0 < 0 é um ponto
regular de f. Neste caso, [ 3 1, isto €, f(x1,...,xn) % T1.

Com efeito, codf =0 & dim% =0&&,=Jr =< 88751’ e % > . 56 que,
En=J; & 3 ng(x) # 0,V x numa vizinhanca de 0 < 0 é um ponto regular
de f.

Nestas condigoes, sem perda de generalidade, suponha %(w) = 0, assim,
pelo teorema da Forma Local das Submersdes (ver [7]) existe um difeomorfismo
h:R™ 0 — R" 0 tal que foh 1(xq,....2,) = z1. O

Definicao 3.3.3 Seja U C R™ um conjunto aberto, xg € U um ponto e f : U —
R uma funcao suave. O ponto xg € chamado singularidade nao-degenerado se:

i) df (z9) = 0

ii) A matriz Hessiana do ponto xy nao-degenerado tem posto mdzximo, isto
é
2

posto %(wo)‘ =n. Parai,j=1,..,n.

Lema 3.3.7 (Morse) Seja U uma vizinhanga da origem em R™ e f : R® - R
uma fungdo suave tal que:

i) £(0) = 0.

it) 0 é uma singularidade nao-degenerada da fun¢do f. Entdo existe uma
vizinhanga Uy C U da origem 0 € R™ e um difeomorfismo g : Uy — R™ tal que :

a) g(0) = 0.

b) fog Hay, . xn) = =23 — ... — 2+ a3 + ... + 27, para algum inteiro p,
0 < p < n, chamado de indice do ponto singula xq de f.

Demonstragao: Ver em [4] O

Definicao 3.3.4 Seja f € m? de codimensio > 2. Dizemos que f tem corank c
se o posto da matriz Hessiana de f € n-c.

Lema 3.3.8 (Splitting Lema) Seja f € m? um germe finitamente determi-
nado de corank = c. Entdao, f € R-equivalente ao germe

g(xl, "-axc) + 51x3+1 + ...+ (sn_cl'i e gc mi, 51 = 41.

Demonstragao: Primeiramente faremos a seguinte notagao. Dado dois
germes ¢, 3 € &, escrevemos ¢ ;B quando existir um germe invertivel h :
R™,0 — R",0 onde ¢oh, tem o mesmo k-jato. Observe que ;' é uma relagao
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de equivaléncia. Mostraremos por indugdo em k, que existe um germe g € m2,
um polinémio de grau < k, tal que

flar,emn) ¥ gr(zr, .y xe) + 51x3+1 + .+ 5ncxi.

i) Para k = 2. O 2-jato de f é uma forma quadratrica de n variavéis de
posto r = n— ¢, de modo equivalente (em uma mudanca linear de coordenadas)
a forma quadrética

$1224 + oo + 6p_cxn, com §; = %1,

resultado da algébra quadratrica padrao.
ii) Para n = k, por hip6tese de indugdo, verdadade.

fx) ¥ ge(z1,....xe) +9(Z), onde T = (Tet1,...,Tn).
onde ¢(z) = 51x3+1 + oo+ o2
iii) Mostraremos agora para n = k + 1. Ora,

G (@) = 30 f (@) + Hip (@1, s 20) 7 gz, ze)

+9(Z) + Hiq1(z1, ooy Tp)

onde Hyy1(x) é polindmio homogéneo de grau k + 1.
Hyyq(z) = [Hig1 (21, ooy Toy Teg 1y ooy Tn) — Hip1(21, .0y 2, 0, ..., 0)]

+Hk+1('rla wy Ley Oa 70)

Por Hadamard, Hiy1(x) = h(z1, ..., 2) + Tep101(2) + ... + Tpon—c(x), onde
h(z1,...,2c) = Hiq1(21, ..., e, 0, ..., 0) € temos também que h é um polindémio
homogéneo de grau (k+1) € ¢1, ..., ¥n—c 80 polinémios homogéneos de grau k.

Portanto,

@)

=2

gk(xla "'a-rc) + g(-f) + Hk:-ﬁ-l(l'l) 7$n)

9k (21, ooy o) + 9(Z) + (21, .., ) + Tepr01(x) + o+

=2

+2non—c(T)

Y ge1(T1, e @) F Tep101(@) F o Tupn_c(z) + 9(T).
onde gip1 =gr +h e g(&) =62 + ...+ p_cal.

Definimos o seguinte polinémio ¢ : (R™,0) — (R™, 0), onde suas componentes
serao;
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(;51(3317...71’”) = I
djc(xlw--axn) = T
¢C+1(I1,...,In) = Tet1 — 9021(5?’)
On(T1, ey n) = T, — %Ti(f)
Observe que Jy = Lexe 0 Onde:
q @ A C | :
1 0 1 2] 1 \0
-G &)omn (257) 3o
1 0 1 0 1 \0
o= | G 1-(h)a - (55;) 3
1 . agonfc 1 - &Pn—c 1. aﬁan—c
(z(sn,c)aacc+1 (2(5”7@)(%“2 1*(2%%) Oxn, (n—c)x (n—c)

Note que a matriz jacobiana de ¢ é a matriz identidade n x n, logo ¢ ¢
invertivel. Substituindo ¢1, ..., ¢ POT X1, ..., Ty €M Grg1 (L1, ovy Te)FTep101(X)+
oo F Znn—c(z) + g(Z) nos obtemos

F(@) 51 ger1(m, oy xe) + 01T eq1® 4 oo+ O,

onde gr+1 = gr + h. O que completa a prova de inducao. O

Proposigao 3.3.9 Seja f € m2 de corank 1 e codimensdo k. Entio f é equi-
valente ao germe + oVt + 23, + 22

Demonstragao: Pelo Splitting lema 3.3.8 temos que f é R-equivalente ao
germe g(x1) + 6123 + ... + 6,122 e gemi, § = +1.

Como g € m$ tem codimensao finita e pelo lema de Hadamard temos que
g = "1} para algum h € & com h(0) # 0. Entdo % =2F{(k+ 1)h+ 23} :
a expressao entre chaves é # 0 quando z = 0, logo invertivel e deduz que

J, =< zF >=m*, por isso, mJ, = m**1. Logo g é (k + 1)-determinado, assim

g ~ cxF*t! onde ¢ # 0. Uma mudanca de coordenadas, em seguida, temos
g~ £ 2kt
Portanto, f ~ £ xlfH + a2+ a2, O

Proposigao 3.3.10 Seja f € m2 um germe de codimensdo finita e corank c.
Entao codf > w + 1.

Demonstragao: Pelo Splitting Lema 3.3.8, temos que f é R-equivalente ao
germe g(z1, ..., %) + 6122, + ...+ 8,22 e g em?. Sejal = J,m, Cm?. Ora,

k
codl = codol + cod;I + .... Onde codil = dim%-
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Logo codol = dimp e =

3
m 2

I+m,

codi I = dimp ﬁizg =c.
. I4+m? . m? c(c+1)
codsl = dimpg ¢ = dimp—% = .

I4+m3

Logo, codl > 1+ c+ @ Mas, codg = dimp & = dimg 55— — c.

Jg.me

Portanto, codg > @ + 1.
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3.4 Germes finitamente determinado

Daremos defini¢bes béasicas no contexto da R-equivaléncia. As mesmas de-
finigdes podem ser feitas para os outros grupos apenas substituindo R por £, A
ou K.

Definicao 3.4.1 O k-jato j*f de um germe f € STOW ¢ chamado R-suficiente se
qualquer germe g € 524, com jkg = j* f € R-equivalente ao germe f. Isto é R.f
contém o conjunto {g € £ / j*g(0) = j*£(0)}. Neste caso, dizemos também
que f € k-R-determinado. O germe f é chamado finitamente R-determinado se
existir um nidmero inteiro positivo k tal que, f é k-R-determinado. Neste caso,
0 numero

Or(f) :=min{k € N; f é k-R-determinado}

€ chamado de ordem de R-determinacao finita de f.

Teorema 3.4.1 Se f € &, é k-R-finitamente determinado, entdo Js.m, 2
k+1
[

Demonstragao Ver [6]. O

Observagao 3.4.2 A reciproca do Teorema anterior ndo € verdadeira em ge-
ral. Isto €, se Jy.m, D mEtl em geral ndo se tem que f é k-R-finitmente
determinado.

De fato, seja f € &, f(z,y) =2 +y3 = Jpmy =<z y? > . <z,y >

=< 23, 2%y, 2y%,y3 >=m3. Mas f ndo é 2-R-finitamente determinado, pois
§2f(0) = 0 e tomando g(z,y) = 0 = j2g(0) = 0 = j2f(0). Mas, se g 5 f
implicaria que g = foh =0 o que daria f = 0. Uma contradicdo. O
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Capitulo 4

Polinomios
quase-homogéneos

Seja K[z, xa, ..., 2,] 0 anel de polindémios na varidveis x1, xa, ..., Z,, com coefici-
entes no corpo K = R ou C. A cada varidvel x; associamos um nimero inteiro
positivo w;, chamado peso de x;.

s

Definicao 4.0.2 : Um polinomio f(x) = Y, c;aazi* ..z em K[z, ..., 2,] €
dito homogéneo de grau d se todos seus monomios tém grau d. Isto €, se
flz) = Z agxit...xy entdo a1 + ... +an, =d, Va € I, com o, # 0.

acICN"»
Exemplo 4.0.3 f(z,y) = 2% — zy? + 4> ¢ homogéneo de grau 3.
Definigao 4.0.3 : Um polinomio f(x) = Y c;aqzit..xfm em Klzy, ..., x,] €
dito quase-homogéneo de grau d com relag¢do ao peso w = (wy, wa, ..., w,) se
w.a = wiay + ... + wpan, = d,¥V a = (ay,...,a,) € I C N™.

Exemplo 4.0.4 : O polinomio
flxy,2) = 2y + oty + y° + wy2® + 2°
é quase-homogéno com pesos w = (1,2,1) e grau d = 6.

Observagao 4.0.5 : Muitas vezes usamos a notagao d = deg,, (f) e outra vezes
omitimos w. Um polinémio quase-homogéneo como na observacdo anterior é
dito quase-homogéneo do tipo (w1, ..., wy,;d) ou (w;d).

Proposic¢ao 4.0.6 : Fizado o peso w = (wy,...,wy), seja Sq ={ polindmios
quase-homogéneo de grau d com rela¢do aos pesos wy, ..., wy} U {0}. Entdo Sy
€ um espago vetorial sobre K.

Demonstragao: Dados f(z) = Y aaz9'..a” e g(z) = 3. Bpatt..abr e r €
K, tem-se que h(z) = f(z)+r.g(z) = 3. agz*..a"+3 rBpz’..xbr é claramente
quase-homogéneo do tipo (wy, ..., wy; d). Portando temos que h € Sy. O
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Observagao 4.0.7 : Sejam f(z) um polinomio quase-homogéneo do tipo
(w1, ...,wp;d). Tome w = MDC{w,...,w,}. Entdo, f(x) € quase-homogéneo

. w Wy . d
do tipo (%%, ...%m; 2.
De fato, a1w1—l—...—i—anwn:d@al%—i—...—l—an%:g. O

Como consequéncia, podemos sempre assumir que os pesos W, ..., Wy, SA0 pri-
mos entre si. Observe também que todo polindmio homogéneo (cujos monoémios
tém o mesmo grau) sdo quase-homogéneo com pesos wy = ... = w, = 1.

Observagao 4.0.8 : Fizados pesos w = (wy,...,wy,), associamos a agdo do
grupo multiplicativo K* =K — {0} em K" dado por :

K* x K" — K"
(t,z) = (t“' 2y, ..., t""xy)

Proposicao 4.0.9 : Um polinémio f(z) € K[zy,...,x,] € quase-homogéne do
tipo (w1, ..., wp;d) se, e somente se, f(tx) = f(t¥ xq,...,t%x,) = t?f(z), onde
(t.x) = (t*“1aq, ..., tYxy,).

Demonstragao: =] Se f é quase-homogéneo do tipo (w,d) entao

awy + ... + apwy, =d,V a=(ay,...,a,) € I. Logo :

fltz) = f(t"rzq,..,t" xy,)

Do (t )M (0, )
a ta1’ll)1+---+anw”_(1}a1... .Z'a”

zd: . ai an ! "

t Zaaxl .

— (). !

fitr) = tif(x) = Y a,(tWrz) @ . . (tPrx,)%n

d ay fo
> gt ahn

= twi1a1+...FWnan
_ d
= %

Vit=wa +..+wpa, =d,Vael

= f(x) é quase-homogéneo do tipo (w1, ..., wy;d). O

Proposicao 4.0.10 : Seja f(z) € K[z1, ..., z,] um polinémio quase-homogéneo
do tipo (w1, ..., wp;d). Entdo f(x) € my,Jf.

Demonstragao: Primeiramente provaremos que é valida a ”férmula de

Euler” "
Zwﬁ?i agg(cf) (z) =d.f()

i=1
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De fato, como f(t“1zy,...,t""x,) = t*f(x), derivando com relagdo a t, obtemos

-~ 9f
('hi

(t“r 2, ey 2 ) it Ty = dtd_lf(a:)

i=1

e fazendo t = 1, tem-se

sz%%(w) =d.f(z).
i=1

Logo f(z) € m,Jy. O

No teorema seguinte, usaremos a notacao V(f) para designar o conjunto
algébrico {x € R™ / f(x) = 0}.

Teorema 4.0.11 :

1) Se f(x) é quase-homogéneo do tipo (x1, ..., wy;d), entdo V(f) éinvariante
pela agdo tx = (t*1x1, ..., t""xy,), isto €, se x € V(f) entao tx € V(f).

II) No caso complezo K = C wvale a reciproca do item anterior.

Demonstragao: i) Provaremos primeiramente para o caso real. Seja x €
V(f), entdo f(x) =0 = f(tz) = tif(x) =t1.0 = 0 = tx € V(f).

ii) Provaremos agora o caso complexo.
=] Segue de maneira andloga ao item anterior.

| < Suponhamos que V(f) seja invariante pela acdo de quase-homogeneidade
(C"-Agao).

Seja f(z) = g1(x)*...gp(x)% uma decomposigao de f em fatores irredutiveis
em K. Entao é suficiente mostrar que g; é quase-homogéneo com respeito ao
peso w = (wy, ..., Wy).

Observe que V; = V(g;) = {x € C" / g;(x) = 0} sdo exatamente as compo-
nentes irredutiveis da hipersuperficie V().

A imagem da aplicagao algébrica

C*x Vi = V(f)
(t,z) — tx

é irredutivel e contém a componente irredutivel V;. Por questao de irreduti-
bilidade, elas coincidem (imagem da aplicagdo com a componente irredutivel
Vi),
Isto mostra que V; é, ele préprio, um conjunto C*-invariante, Vi =1,...,p.
Em outras palavras, podemos assumir a partir de agora que o polinémio f
é irredutivel.
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Seja f = fo + far1+ ... + fp uma expansido de f como soma de componentes
quase-homogéneas f; € Si, com f,, fp # 0.
Para = € V(f) temos ;
f@)=0=f(tr) = falta)+ ..+ filta)
= tfu(z) + ... +t°fi(2)
b

= Y thfulx)VteC
k=a
Com f, € I(V(f)) onde

IV() =Vf={fe& e
IV() =V (f) = ()

Esta tltima igualdade decorre do fato de f ser um polinémio irredutivel, isto
é, o ideal principal (f), em K, é primo.

Em particular, temos que f, = f.g para algum polinomial g € K. Analizando
as componentes quase-homogéneos em ambos os lados desta equagao, segue-se
que a tnica possibilidade é f = f, e g = 1. Portanto, f é quase-homogéneo. [

Existe também um resultado analitico local semelhante a este Algébrico
global. Primeiramente precisamos de uma nova definigao.

Definicao 4.0.4 : O germe de um conjunto analitico (X,0) C (C™,0), é cha-
mado quase-homogéneo com respeito ao peso w se este for C*-invariante com
respeito a a¢ao dada por:

K* x K® — K"
(t,x) = ([t 2y, .., Y ay,)
A dltima condicao singnifica mais precisamente o seguinte : existe uma bola

aberta B centrada na origem de C™ e um representante X do germe (X,0) na
bola B, tal que t.z € X, Ve e X et € C* com |¢t|< 1.

Proposicao 4.0.12 O germe de conjunto analitico (X,0) C (C™,0) € quase-
homogéneo com respeito ao peso w se, e somente se, o ideal I = I[(X) C &, €
gerado por polindmios quase-homogéneos com respeito ao peso w.

Demonstragao: |< Se o ideal I for gerado por polindémios quase-homogéneos
g1, 92, -, §p entdo podemos tomar uma bola aberta B = {z € C";|z1]? + ... +

|2n|? < 7} ¢ um representante X =~{x € B;gi1(x) = ... = gp(x) = 0}. Note que
[t| < 1,2 € B = tax € B. Portanto X é C*-invariante.

=] Reciprocamente, assuma agora que o germe (X,0) é quase-homogéneo.
Por Hilbert Nullstellenzatz temos que o ideal I conicide com o radical v/T.
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Sejam f,..., fp € £, um sistema de geradores de I e B um aberto centrado
na origem, em que todos os germes f; estao definidos, e

X ={zeB;fi(z)=..=f(z)=0}

o representante de (X,0) o qual é C*-invariante. Entdo, para x € X et €
C*, |t] <1 tem-se

0= fi(tz) =t fia(w)
d>0
Aqui f; 4 denota a componente quase-homogénea de f; de grau d com res-
peito a w, isto é, f; tem uma decomposi¢ao de soma infinita Z fi.a- Entao a

d>0
igualdade anterior implica que f; 4 € I, V 7 e d. Denote por J o ideal em &, ge-

rado por polindmios quase-homogéneo f; 4. Temos que I +mk =J+mEVE>1.
Para finalizar nossa prova, precisamos de um resultado da Algebra Comuta-
tiva.

Teorema 4.0.13 (Krull) Sejam E um anel local Noetheriano, m um ideal e

M um E-mddulo finitamente gerado. Entdo ﬂ (mF. M) =1
k>1

Demonstragao : Ver [§]

Em particular, para todo ideal I C E temos ﬂ (I +mk)=1.
k>1

Voltando a nossa demonstragao, basta aplicar o Teorema de Krull para o caso
M = E/I . Assim, teremos que I = J, e portanto I é gerado por polinémios
quase-homogéneos.

Uma vez que &, é noetheriano, qualquer conjunto de geradores de um ideal
I C &, contém um subconjunto finito que ainda gera o ideal I. O

Proposicao 4.0.14 Assuma que na proposicio anterior (X,0) seja uma sin-
gularidade intersecao completa, isto €, o ideal I € gerado por p =n —dimX ele-
mentos em E,. Se (X,0) € quase-homogéneo entao I é gerado por p polinémios
quase-homogéneos.

Demonstragao: Suponha que (X, 0) seja uma singularidade de intersegao
completa, isto é, o ideal I é gerado por p = n—dimX elementos em &, . Suponha
também que (X,0) é quase-homogéneo. Logo, pela proposigao anterior, temos
que I serd gerado por polindmois quase-homogéneo com respeito ao peso w.

Temos por hipétese que:
1. I=<fi,....fp >, onde f; € V5 € (1,...,p);

2. I =<hi,.,hpm >.
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Por definigao de singularidade de intersegdo completa, temos que fi, ..., fp
é um conjunto minimo de geradores para o ideal I. Portanto, ganhamos que

p < m. Nosso objetivo é mostrar que m =

p.

Suponha que p seja estritamente menor do que m. Ou seja, m = p+ k, com

k e N.
Como hj € IV j=1,...,m, temos que:
h1 = anh + aafo + + apfp
ha = afi + afs + + afp
hyp = aplfl + ap2f2 + + appfp
hpy1 = apiifi + Qprnefe + + ap+npfp
P = amf + amafo + + ampfp

Este sistema linear tem m = p+k equagoes lineares e p incégnitas. Portanto,
existem k — h; que sdo combinagdes lineares dos p restantes h;.
Podemos supor, sem perda da generalidade, que h,,, é combinagao linear de

hl, veey hp, ou Seja, hm = ﬂlhl + 52h2 + ...

+ Bphp, com B; € K. Logo:

I = <hi,hy,eshm1,hm >
= < hy,hgy s hono1, Bihy + Boho + ... + Byhy >
= < hy,ho, oo, hm—1,B1h1 >+ < h1,ha, ...y hp—1, Boho >
+.o4+ < hi,hoy oy hn—1, Bphy >
= pi1<hi,hg,.;hpm_1,h1 > +B2 < hi,ha, oo, A1, ha >
+oo+ Bp < hi,ho,y ooy A1, hy >
= pi1<hi,hg,..;hpm_1>+P2 < hi,hg, ;1 >

+...+ ,Bp < hi,ha,..hpq >

(61 + 62 + ...+ 517) < hl,hQ,

= c¢o. < hi,ho, ..., hpp_1 >
= < hl,hg, -~-7h7n—1 >
= I

Com 31+ B2+ ...+ 8p =co € K.
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Prosseguindo de maneira analogo, provamos que I é gerado por p polinémios
quase-homogéneos, provando entao, o nosso resultado. O

Seja H(w,d;K) denotado como sendo o K-espaco vetorial de aplicagdes
polinomiais f : (K",0) — (KP?,0) cujas as componentes f; sdo polindmios
quase-homogéneos de grau d; com rspeito ao peso w, para ¢ = 1,...,p, onde
d = (dy,...,dp) é chamado de multidegree da funcao f.

Proposic¢ao 4.0.15 O conjunto A C H(w,d;K) de germes de aplicagdes po-
linomiais que ndo sdo finitamente K-determinado é um subconjunto algébrico
fechado.

Demonstragao: Ver [4]. O

Observagao 4.0.16 Um conjunto A C R™ ¢é dito algébrico, quando existe uma
fungd@o polinomial f : R — R tal que A = {& € R"™; f(z) = 0}, ou seja,
A= f~Y0).

Introduziremos dois numerais importantes para todo germe de funcgao fini-
tamente determinado, em ambos os casos real e complexo.

Seja f: (K™, 0) — (K,0) um germe de fungao finitamente determinado.

Definicao 4.0.5 I) A K-dlgebra M(f) = &,/ J¢ € chamada de dlgebra de Mil-
nor do germe f. Sua dimensdo, p(f) = dimgM(f), é chamada de nimero de
Milnor do germe f.

II) A K-dlgebra T(f) = &,/(Js + If) é chamada da dlgebra de Tjuriana do
germe f. Sua dimensao, T7(f) = dimgT(f), é chamado de nimero de Tjuriana
do germe f.

Aqui Iy € o ideal gerado em &, pelas componentes f1,..., fn do germe f.

Exercicio 4.0.1 Calcule o nimero de Milnor e o nimero de Tjuriana do germe
f:C%? = C dado por f(x,y) = 2>+ y* + zy.

Solucao: Relembre que u(f) = dimgé,/Jr e 7(f) = dimx&,/(Jr + If).
Temos que Jy =< 2z +y,2y +z > e Iy =< 2> + y?> + zy >. Observe que
z,y € Jy, portanto apenas o 1 & Jy, logo p(f) = 1. De modo andlogo temos
que apenas o 1 & Jy + Iy, logo 7(f) = 1. O

Exercicio 4.0.2 Mostre que o numero de Milnor e o numero de Tjuriana do
germe f : C% — C dado por f(x,y) = x> + y> + zy ndo coincidem.

Solugao: Primeiramente encontraremos o nimero de Tjuriana. Temos que

Jr =< 322 +y, 3y +2 > e Iy =< 23 4+ 3% + 2y >, logo Iy +Jp =< 322 +
y,3y% + 2,23 + vy + zy >. Mostraremos que 7(f) < 5. Com efeito,
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ry = 32°+ 3y + 32y — 323 — 3y° — 20y
= 3@ +yd+ay) —zBa?+y) —yBy? +x) € lp+ Jp
322 = 334wy —ay=x(B2®+y)—zyeJy Cli+J;

33 = 3P +yr—yr=yBy*+az)—yreJyCly+Js
Logo z3,y%, 2y € I ¢+ Jy, dessa forma existem no maximo 5 elementos que
nio pertenga a I + J¢, a saber, 1, z,y,2?,y?. Portanto, 7(f) < 5.
Agora mostraremos que p(f) > 6. Para isso, mostraremos que xy ¢ Jy.
Suponha por absurdo que zy € Jy, entdo existem o(z,y), 5(z,y) € & tal que

ry = a(z,y)(32% +y) + B(x,y)(3y* + x) ¥V 2,y € C. Em particular, para = y.
Logo

2?2 = a(z)(32® + ) + B(z)(32% + 7)
= (3a(z) +3B(x))2* + (a(z) + B(z))z

Chame de f(z) = a(z) + 5(z), portanto,
22 = (3a(z) +38(x))a? + (a(z) + B(z))x

3f(x)2® + f(z)x

Logo, f(x) = %, absurdo, por que f ndo seria analitica. Portanto xy ¢
Jg. Temos do resultado anterior que 1,z,y, 2% y* & Jg, logo u(f) > 6. (]

Exercicio 4.0.3 Calcule o nimero de Milnor de f : C* — C, dada por f(x1,...,2n) =
oy (2?2 +23) + 23 + ... +22.

Solugao: Observe que Jf =< 3zi+a3, 123, 3, ..., ¥, >. Portanto, C{z1,...,x,}/J¢
é isomorfo a C{x1, 22}/ < 322 + 23, 2123 >. Entdo o nosso trabalho se reduz a
calcular a codimensdo de < 327 + 23, x123 >. Veja que;

a2} = L[x1.(32% + 28) — zy.(2193)] €< 32F + 23, 1123 >

3 = 23(32} +23) — 3wq(2123) €< 32} + 23, 3123 >

Portanto, nos restam as seguintes possibilidades;

1
X1 xro
IJ’J% 12 ’JJ%
ZL’%:KQ l’g
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Para nao deixar a notagao carregada, faremos uma mudanca de notagao;
T = x1 e y = z3. Mostraremos apenas que y?, 2%y ¢ Js. O restante segue de
imediato. Suponha, por absurdo, que y* € J¢, entdo existem f, g € & tais que

I) y' = fz,y)(32° +y°) + g(a,y)(xy?) YVa,yeC
Podemos identificar f(x,y) da seguinte forma:

) flo,y) = ao+ a1z + asy + asa® + aswy + asy? + R, )

Onde R(z,y) sao os elementos de f cuja a ordem é > 3.

Como a equacio I) vale V (x,y) € C2, em particular, vale para (x,0). Daf,
tiramos que

f(2,0)322 =0,Y € C = f(x,0) =0,V 2 €C

Portanto, f(z,0) = ag+ajx+azzr®+ R(z,0) = 0. Ouseja, ap = a; = az = 0.

Logo f(x,y) = asy + aszy + asy® + R(z,y). Derivando a equagao I) com
relagao a y, obtemos a seuinte expressao

of (z,y 9g(z,y
1) 4y = LD 502 149 g, )(30%) + 2 (w12 + g(0.0) 2a)
Como a equagao III) vale V (z,y) € C2, em particular, vale para (z,0). Dai,
tiramos que

of 2 _ . of _
dy (2,0)3z =0,V 2 € C. Ou seja, a9y (z,0) = 0. Portanto,
of

OR
8—3/(35,0) = a9 + asx + a—y(ax,O) = 0. Ou seja, as = a4 = 0.

Logo f(z,y) = asy® + R(,y).
Agora aplique f(z,y) na equacgao I).

y' = (asy® + R(z,y))(32% + y*) + g(z,y)(zy?) Va,yeC

Em particular, para (0,y) € C2, logo y* = asy® + R(0,y)y>, gerando um
sistema inconsistente. Portanto, y* ¢ J Iz

Suponha agora que z2y € J;. Entdo, existem h,s € & tal que

I) 2%y = h(z,y)(32° + y°) + s(z,y)(zy?), Va,y € C.

De maneira analoga ao caso anterior, podemos identificar h(z,y) da seguinte
forma
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IT) h(z,y) =bo + bix + bay + bsx? + byxy + bsy? + T(x,y)

Onde T'(z,y) sdo os elementos de h cuja a ordem é > 3.
Fazendo y = 0, tiramos da equacao I), que
h(z,0)3z°> =0, V2 € C= h(z,0)=0.
Portanto, h(z,0) = by + b2 + bzx? +T(x,0) = 0. Ou seja, by = by = bz = 0.

Logo, h(z,y) = bay + baxy + bsy? + T(x,y). Derivando a equagao I) com
relagao a y, obtemos a seguinte expressao
2 _ Oh(z,y)

IIT) 22 = oy (322 + 4°) + h(z,y)(3y?) +

ds(x,y)
Jy

(zy?) + s(z,y)(2zy).

Fazendo y = 0, temos

i) 2? = %(x,0)3x2 vV z € C. Onde on

or
a9y a9y (x,0) = bg + byx + —(x,0).

dy
Substituindo ii) em i), temos
. T
22 = 3bya? + 3bya® + 3z22—(x, 0). Logo,
Yy

1 3 K0T _ _ oT _
b2—3 e 3bsz” + 3z ay(m,O)—O:>b4—Oe 8y(z:,())—O

Portanto, h(z,y) = 2y + bsy? + T'(x,y). Substituindo h(z,y) na equagio I),
obtemos

1
2’y = (Gu+ bsy® + T(x,y))(32° + °) + s(z,y)(zy?), Va,y€C.

Em particular, para (0,y) € C2, logo 0 = (%y +bsy? +T(0,y))y>, chegando
em outro sistema inconsistente. Portanto, 2%y & .J ¢. Ora,

DytgJr=y> ¢ Jy
ii) y* € Jp = 2? € Jy. Do contrério, y* = (322 4+ y3) — 32% € Jy.

iii) J,‘Qy & Jf = Ty ¢Jf.

3] sdo linearmente dependentes em
sao linearmente dependetes em %

Como 322 + y3 € J; temos que [3z%] e [y
% De modo analogo, temos [2%y] e [y*]

Portanto, u(f) = 7. A saber 1,z,y, zy, 2%, y* 2%y & Jp. O
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Proposicao 4.0.17 Se f % g, entao u(f) = p(g).

Demonstragao: Como f e g sao R-equivalentes existe um germe difeomor-
fismo h:R™ 0 — R",0 onde g= foh. Portanto h induz um isomorfismo
h* : &, = &, dado por h*(f) = f o h. Afirmamos que h*(J¢) = J,. Com efeito,
da Regra da Cadeia temos:

09 N~ Of 0y .., Of 0Ohy
8a:i B Z(al'j Oh)8$i B Zh (83@)8;&

j=1 j=1

entao J, C h*(Jy). Se considerarmos a inversa h™! procedemos analogamente
para obter h*(Jy) C J,. O

Observagao 4.0.18 A reciproca da proposicdo nem sempre € verdadeira. Seja
f:R? = R dado por f(x,y) =22 +y* e g : R> = R dada por g(x,y) = 22y.

Observe que Jy =< 2x,2y >=< 2y,2z >= J,. Portanto, u(f) = p(g).
Porém, f~1(0) = {(0,0)} e g7*(0) = {(z,y) € R?*/x = 0 ouy = 0}, donde
tiramos que f e g ndo sao R-equivalente.
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Capitulo 5

Teorema Principal

O importante papel desempenhado pela singularidade quase-homogénea vai
muito além da possibilidade de se fazer alguns célculos.

De fato, a teoria da singularidade nao se preocupa com uma tnica classe de
fungdes, mas geralmente com um todo R ou K classes equivalentes. Por isso é
uma questao natural perguntar se para um dado germe de funcao f, existe ou
nao, um polinémio quase-homogéneo fy que é R ou K equivalente a f.

No caso afirmativo, é natural que se tome fy como uma forma natural (re-
presentante) para a 6rbita Rf ou Kf do germe f.

Uma das resposta a esta questdo importante é devido a K. Saito e incorpo-
ramos ao longo do préoximo resultado.

Teorema 5.0.19 Para um germe de funcdao analitica complexa f € m C &,
que € finitamente determinado, os sequintes resultados sao equivalentes:

i) [ € R-equivalente a um polinomio quase-homogéneo fo;.
i) f € K-equivalente a um polindmio quase-homogéneo fo;.
i) Rf =Kf;

w) TRf =TKf;

v) femdy;

vi) f e Jg;

vii) p(f) = 7(f)-
Demonstragao : i) = i)

Seja f R-equivalente a um polindmio quase-homogéneo fy. Entao existe
h € R tal que foh™! = f,.
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Defina ¢ : R™ x RP — RP como sendo a proje¢do com relagdo a segunda
entrada, ou seja, p(z,y) = y,V xR™. Portanto, p(z, f(z)) = f(z) = fo o h(z).
Defina H(z,y) = (h(x), p(z,y)). Assim:

H(z, f(z)) = (h(2), ¢(z, f(2))) = (h(x), f(2)) = (h(x), fo o h(x))

Logo, f é K-equivalente a fy.

Assuma que f = A.(fp o h), onde fy € Clxy,...,z,] é um polindémio quase-
homogéneo de grau d, com respeito a um peso w = (wy, ..., w,), A € &, é um
elemento invertivel e h € R,, é um isomorfismo. Como A(0) # 0, entdo existe
um germe B € &, tal que B? = A. De fato, esta equacio tem d diferentes
solugbes obtidas a partir de um ponto fixo, por multiplicagao com d raizes da
unidade.

Como b(0) # 0, entdao o germe

h:xzw B(z).h(z) = (B(z)"" .hi(z), ..., B(x)"“" . hp())

com elementos em R;,, onde h; denota as componenes de h. Entao obviamente,
se tem f = fy o h, mostrando que f é R-equivalente a fj.

i) = i)

Por i) e ii) temos que Rf = Rfg e Kf = Kfy. Dai, temos que provar que
R fo = K fo. Mas as inclusoes K fo C Rfo e Rfo C Kfo foram mostrada na etapa
L.

iii) = v)
Segue de imediato das definigoes.

i) = v)
Suponha que TyRf = T¢Kf. Portanto, TyRf = my,.J; = m,.Jy + [;.E, =
TyKf, isto implica que, I7.£, C m,.J;. Em particular, f € m,.J;.

v) = vi)
Seja h € mJy. Entao, existe p e me g = alaz + .. +an3f € Jy tal que
h = ¢.g, onde os coeﬁmentes a; € Ep,Vj.

Portanto,
of of of of
h = g = R ——— an = —_— Ay ——
09 = dlarg ot angr) =gt et dang
com ¢.a; € E,,Vj. Logo, h € Js. O
vi) = vii)
Seja f € Jy. Entao, f =a; 8f + .. —Hzna onde os coeficientes a; € &,, V.
Sabemos que pu(f) = dimp& e T(f) = dsz Jfg—Hf
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Eque Iy =< fi,.... fp>.Como f €&, =1 =<f>.
Portanto, dado g € Iy =< f >= g=h.f =g = h~(a1§Tf1 + ot anai{ )
har gL + ..+ h.an 2L € J;. Logo, Iy C Jy.
T En _ s En
Dali, dszJ—f = dszW'

En
Jr —

dimp En

vi) <= vii) Suponha que u(f) = 7(f). Logo u(f) = dimg
7(f). Isto implica que Iy C Jy, ou seja, (f) C Jf

vii) = i) Resultado provado em [12].
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