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Resumo

Neste trabalho contém um estudo qualitativo associado a um sistema termoelastico nao
linear com nao linearidade local e nao local, o qual estd submetido a condi¢oes de fronteira
mista dos tipos: Dirichlet e realimentacao nao linear, e condigoes iniciais. Especificamente
serd mostrada a existéncia de solucao forte global por meio do método de Faedo-Lions-
Galerkin, e unicidade pelo método da Energia. Além disso, sera estabelecida uma taxa

de decaimento exponencial da energia total associada ao sistema.

Palavras-Chave: Sistema termoelastico nao linear. FExisténcia e unicidade solugoes
globais fortes. Realimentacao nao linear na fronteira. Comportamento assintético da

Energia.



Abstract

In this work contains a qualitative study associated with a non linear thermoelastic sys-
tem with local and non-local linearities, which is subject to mixed boundary conditions
of the types: Dirichlet and non-linear feedback, and initial conditions. Specifically, the
existence of a strong global solution will be shown by the Faedo-Lions-Galerkin method,
and uniqueness by the Energy one. In addition, an exponential decay rate of the total

energy associated with the global strong solutions will be established, too.

Key Words: Nonlinear thermoelastic system. Existence and uniqueness of strong global

solutions. Nonlinear feedback on boundary. Asymptotic behavior.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo serd deduzido um modelo termoelastico nao linear, com nao linearidades
locais. Este sistema que serd encontrado foi obtido expandindo um pouco as ideias de
M. Slemrold [19]. As equagoes que derivam esta formulagao surgem em fenoémenos fisicos
estudados na mecanica de meios continuos, e tem grande importancia para a Fisica-

Matemaética.

1.1 Uma deducao Fisica

Considere um corpo tridimensional B homogéneo e isotrépico em um sistema de coorde-
nadas fixado. Seja xi, 1 = 1, 2, 3 as fungoes coordenadas em um tempo t > 0 de um ponto
material de B que possuia coordenadas X!, i = 1,2, 3 quando B configurava-se sobre uma
regiao homogeénea By nao deformada com o tempo. O tensor gradiente de deformacoes F
é dado por

FU = %xi(Xl,Xz,X?’,t).

As leis de equilibrio para o momento linear e para a energia segundo a mecanica de meios

continuos sao dadas respectivamente por

pox” =DivS' + pyb, (1.1)
poe’ = tr(SF’) — Divq + por, (1.2)
onde os simbolos 7 /7 denotam derivadas parciais com relacdo a t, e

S - Primeiro Tensor de tensao de Piola-Kirchoff,

¢ - Energia interna, q - fluxo de calor,
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b - for¢a de corpo (Surge a partir da presen¢a de um campo),
T- fonte de calor,
Div - divergente sobre XJ,
po - densidade material da configuragao By,
1 - entropia especifica,
T - temperatura absoluta,
P = ¢ — Tn - energia livre de Helmholtz,
Grad - o gradiente sobre XJ.
A condigao para um modelo ser considerado termoelastico é que as fungoes S, n, 1 e

q dependam implicitamente de F, T, g = Grad T, isto é,

S=S(F,T;g), q=4a(F,T,g), v=0(FT,g), n=xF,T,g).

A desigualdade de Clausius-Duhem expressa a segunda lei da termodinamica através da

relacao

dt T T

para cada subcorpo U de B, onde n denota o vetor normal a oU. A desigualdade de

ij poﬂdX>J poidX—J CELEPY
U U ou

Clausius-Duhem quando restrita a S, II) e 1] implica a validade das seguintes relacoes:

N N T
R 0 0
P = )(F, T); n:—%(F,T); S:p()(%) (F,T); § CGradT<0. (1.3)

A partir destas relagoes pode-se deduzir as equacoes de evolugao para o sistema ter-

moelastico. Inicialmente derivando a igualdade ¢ =1 4 Tn, obtém-se
= +Tn+Tn'. (1.4)

Aplicando a regra da cadeia e utilizando relagoes (1.3)3 e (1.3)3, segue que

N T .
/ oy L, 0, 1 / /
- ) S - Li(SF) — T 1.
P =tr <6F> + 3T potr(S )—n (1.5)
Substituindo (1.5) em (1.4), obtém-se
/ 1 / /
e = p—tr(SF )+ Tn'. (1.6)
0

Substituindo (1.6) em (1.2), tem-se

poTn’ = —Div q + por. (1.7)
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Derivando n = f(F, T) em relacao a t, obtém-se pela regra da cadeia

el (Y Loy (1.8)
= oF AT '

Utilizando (1.3)3 em (1.8), segue que

~ T
—n’ =tr < = > : anLr’ (1.9)

oFoT 6T2

Substituindo (1.3)3 em (1.1), e (1.9) em (1.7), reformulam-se as equagoes que governam

a evolucao dos corpos termoelasticos através do sistema abaixo

~

d
Dw%wo (1.10)
o2 ) 02
—po T |tr <6F;I)T> F’ —l—aTIIQ) = —Div q+ por. (1.11)

O movimento do corpo é dito longitudinal, quando as funcgoes coordenadas tiverem a

seguinte configuragao
=w(XLt), x*=X% x*=X} T=T(X,t).

Veja que o tensor gradiente de deformacao é dado por

ow

— 00
X!

F = 0 10 |
0 0 1

isto é, o tensor gradiente de deformacao nao varia com relacao as varidveis espacial e
tempotal, exceto na coordenada F'! que varia com relacao a X' e t. Para reescrever as

equagoes (1.10) e (1.11) no caso longitudinal, veja que

oo o [V o0 [ o o0 [ o

Divee =Y —[—= ]| es=Y — " e = — S 1.12

YOF T 40X, (aF)“e ,Z),axj <8F1J>e oX; <6FU (1.12)
1j 1,

Pela regra da cadeia e usando que a tnica coodenada de F que varia com relacao a alguma

varidvel temporal é F!! tém-se

KB Z OF™s i op \ oT
dX; aFU aFTS aFU 0X; o7 \ o X;

0 [ aFH i )
~ OF!L | OFU oT \ oFH

(1.13)
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Como F e T s6 dependem de X; e t, pode-se reduzir em (1.13) as somas em j para que

(1.12) torne-se
oo 0 [op \oFt 3 (oY \ oT
Div — = . — =) =— e 1.14
YV oF Z [aFU (aFﬂ) ax, T \art | ax, | © (1.14)

= 0 para 1 # 1, obtém-se

o
JFil
o (2 oFf 3 o)\ T
OFL \ OF! | 90X, oT \ oFl | 0X;

Como posicao s6 varia em uma direcao, entao a forca de corpo age sobre B apenas nesta

J4 que as coordenadas diferentes de F'! sdo constantes,

Div — = er. (1.15)

direcao, isto é, b = bye;. Logo (1.10), reescreve-se assim

92x! 0 (o \oFt 2 [y )\ oT
e = — [ —= | — +b1|e. 1.1
TER [aFH <6F11> X, T <6F11 ax, e (1.16)
Se (1.16) ¢é valida, entao
92x! 0 (o \or 9 [y \ oT
= — [ = | =— + .. 1.17
otz ~ OFU (am) oxX, " aT (E)FU ox, (L.17)

Em relacdo a identidade (1.11) observa-se que

~ T A ~
o\ b\ 0% \ oFv
tr (6F6T> F _(,Zj)<aFaT Py = (ZJ) oF,0T | ot
i, ij i,

Usando que a tnica coordenada de F que varia com relacao a t é F!1, obtém-se

N T N
02 o (o9 o
pl_o 2 (@) 9° 1.1
tr (6F6T> aFH(aT) ot (1.18)

Como a variagao do movimento é longitudinal, o fluxo de calor varia apenas com relagao

a coordenada X!, logo
. oq*

Assim, (1.11) reescreve-se para movimentos longitudinais como

02 0% OT 9q!

OFLIQT ' T2 ot

Portanto, as equagoes que governam os movimentos termoelasticos longitudinais sao

2x! 2w 9 [op \oF' 3 [ oy \ oT
=5 = = 57 | 5 1.2
otz otz oFu (aw) oX; ' oT <6F11> ox, o (1.20)
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0 (o) oF!  d%poT q"
— — 1 : 1.21
PoT (aFH (aT) ot "ot axi T PoT (121)

A partir daqui considera-se r = b; = 0, e também que q; nao dependa de F e 1, mas apenas

de Ty, , isto é consistente pois nao contradiz (1.3)4. Considera-se agora que a configuragao
inicial da posicao seja dada por w(Xi,0) = Xj, e que a temperatura absoluta inicial seja

constante, isto é, T(X;,0) = Ty. Fazendo
u:w—Xl, 0 :T—T(_),

e usando que q; = q1(6x), o sistema (1.20)-(1.21) torna-se

GR GRS

O W +1.04T
oz (W + 1,04 To) + 5o

Uer = Uxx (ux + 1 6 + T(])e (122)

R, 0%
0+ T x «+F 1O+ T 0 «F1L,0+Ty) | =— "(04)Oxx.
Po(0 + To) (ut aFaT(u + +To) + 05— T2 (ux + + To) (q1)"(6x)
(1.23)
Para eliminar o caso singular da equacao anterior em que 6 = —T, considera-se f(0) =
T,
0-+Ty para —?0 <0< 50. Esta funcgao é estritamente positiva, infinitamente diferenciavel

e limitada. Assim as equagoes (1.22)-(1.23) reeescrevem-se da seguinte forma

U = U an)(u + 1,04+ To) + 21I)(u +1,0 + Ty)0y, (1.24)
tt XX 6F2 X ) 0 aTaF X 0 .
GR GRY (g1)(64)
. 1 1, =2 X9 1.2
Uy aFaT(” + 9+Tg)+9taT2 (uy +1,0+Tp) 00 (0) 0 (1.25)

Este ultimo sistema por sua vez é totalmente nao linear, pois os coeficientes dependem

de uy e 0. Uma linearizacao de (1.24)-(1.25) é dada por

U (X, 1) — a(x, thu(x, t) + b(x, )0, =0,
c(x,1)0¢(x,t) + bx, ) (x, t) — d(x,t)0,x(x,t) =0,

(1.26)

O sistema acima tem sido estudado em diferentes situacoes nas ultimas décadas. No
caso unidimensional (como em (1.26)) com fronteira fixa cita-se, por exemplo, Hansen [11],
Henry, Lopes & Perisinotto [12] e Slemrold [20]. No caso também unidimensional com
fronteira dependente do tempo (fronteira mével) cita-se o trabalho de Caldas, Barreto &
Limaco [4] e Rincon, Santos & Limaco [19].

Clark, Jutuca & Milla Miranda [5] investigaram um sistema termoeldstico linear com

coeficientes varidveis e condigdes de Dirichlet e realimentagao (feedback) sobre a fronteira.
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No trabalho [5] usa-se fortemente ideias encontrada no artigo de Milla Miranda & Medeiros
[17], no qual é investigado uma equacao de ondas com coeficientes varidveis linear e

também condigoes de Dirichlet e realimentacao sobre a fronteira.

1.2 O modelo a ser estudado

Uma extensao natural do modelo unidimensional (1.26) & dimensoes superiores pode ser

dada por
u —aAu+(a-V)0=0 em Q;
(@
' —MAO+ (a-V)u' =0 em Q,
onde a é o vetor constante (ai, as,...,a,) € R™ «, e M sao fungoes temporais reais com

valores reais, (a-V) é o operador

= 0
(aV) _;aiaxia

A é o usual operador de Laplace em R™ e Q = Qx]0, T[, com T > 0 arbitrério e Q é um

aberto e limitado de R™.
Na equacao de difusao (I),, isto é 8'—M(t)AD = 0, quando as medidas da temperatura
0 ndo sao feitas localmente (i.6., pontualmente), mas, em média, através do condutor Q,

uma boa aproximacao da lei Fourier pode ser dada por ¢ = —M(t)V0 onde M é a funcao

M(t) = B (JQ e(t)dx) ,

i.e., a velocidade de propagacao da temperatura depende do calor total sobre Q. Assim,

obtém-se a seguinte equagao de difusao nao linear com nao linearidade nao local

0'(x,t) — B (J;) 0(x, t)dx) AO(x,t) =0. (I1)

Para mais detalhes sobre a equacao (II), veja por exemplo Chipot & Lovar [8].
Motivado, pelo sistema (I) e equagao (II) considera-se neste trabalho o seguinte sistema
nao linear termoeldstico com nao linearidade local e nao local:
uw —pAu+ (a- V)0 +f(u) =0 em Q;
(111)
' —B (J 0(x,1t) dx) AD+(a-V)u' =0 em Q,
o}
onde f é uma fungdo continua. A nao linearidade local f(u) no caso em que f(u) = [u[Pu

de (III); surge em problemas cléssicos de equagdes de onda, veja por exemplo Lions [13].
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O sistema (IIT) serd submetido & condigdes de fronteira do tipo Dirichlet-Neuman e dados
iniciais. As condigoes sobre os objetos do sistema (III) serao definidas precisamente no

Capitulo 3.
Nesta dissertagao o objetivo é estabelecer:
(a) Existéncia e unicidade de solugoes globais fortes.
(b) Comportamento assintético da energia total do sistema associado as solugoes fortes.

A existéncia de solugoes globais sao estabelecidas por meio dos Métodos de Faedo-
Galerkin-Lions e de Compacidade, a unicidade de solucoes pelo Método da Energia e o
comportamento assintotico da energia, por meio da construgao de um operador do tipo

Lyapunov.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresenta-se todo contetdo basico suficiente para o entendimento da res-

olugao do problema (III), que seré desenvolvida no capitulo seguinte.

2.1 Toépicos de Analise Funcional

2.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definigao 2.1. (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (Uy)veny uma

sequéncia de E. Entao u, — u se, e somente se, (@,uy) — (@, u), para todo @ € E'.

Definigao 2.2. (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espago de Banach,
@ € E' e (@y)ven uma sequéncia de E'. Dizse @, — @ fraca estrela se, e somente

se, (@v,u) = (@,u), para todo u € E.

Proposigao 2.3. Sejam E um espaco de Banach e (xn)nen uma sequéncia em E. Entdo:
(i) Sexn —=x em o(E,E') entao (f,x,) — (f,x), Vf € E/;
(i) Se xn — x forte entdo x, — x fracamente para o(E,E’);

(iii) Se x, = x em o(E,E') e se f, — f fortemente em £’ (isto €, ||fn — f|le: — 0)

entdo (fn,xn) — (f,x).

Demonstragao. Brezis ([2], p. 35). ]
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2.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivo

Definicao 2.4. Diz-se que um espaco métrico B € separdvel se existe um subconjunto

D C E numerdvel e denso.

Definigao 2.5. Sejam E um espago de Banach e ] :E — E” a inje¢ao canonica definida

de modo que J(x)(f) = f(x), Vf € E'. Diz-se que E € reflexivo se J(E) = E”.
Quando o espaco E é reflexivo identifica-se implicitamente E e E”.

Teorema 2.6. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espago de Banach e E' o

seu dual topoldgico. Entao o conjunto
Be, ={f € E;||f|| < 1} € compacto na topologia fraca estrela.
Demonstragao. Brezis ([2], p. 42). O

Teorema 2.7. Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' o seu dual topoldgico. Entao

o conjunto
Be ={f € E';||f]| <1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.
Reciprocamente, se Bg: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.
Demonstragao. Brezis ([2], p.48). O
O primeiro resultado (o coroldrio) é uma consequéncia do Teorema 2.6 e Teorema 2.7.

Corolario 2.8. Sejam E um espa¢o Banach separdvel e (fi)nen uma sequéncia limitada
em B'. Entao existe uma subsequéncia (fyn, Jxen de (fn)nen tal que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstragao. Brezis ([2], p. 50). O

Teorema 2.9. Sejam E um espaco de Banach reflezivo e (fy)weny C E uma sequéncia

limitada. Entao existe uma subsequéncia (fy,)jen de (fi)xen e f € E tal que
fkj — f,

Demonstragao. Evans ([10], p. 639). O
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2.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 2.10. Sejam QO C R™ wum aberto limitado e @ : Q C R™ — R uma funcao
continua. Denomina-se suporte de @ ao fecho em Q) do conjunto dos pontos x tais que

@ (x) # 0. Simbolicamente,

supp (@) =[x € Q0 ¢ (x) £ 0} .

Defini¢ao 2.11. Denota-se por CF(Q) o espago vetorial das funcoes continuas e infini-

tamente derivdveis em () com suporte compacto em ).

O espago CF(Q) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que hé interesse
em estudar funcionais lineares continuos definidos em C(Q).

Dado Q como acima, considere o espago vetorial topolégico C§°(Q). Diz-se que uma
sequéncia (@), ¢y de funcoes em C§° (Q) converge para @ em C§ (Q) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C Q tal que

supp (@) C K e supp(@py) CK, VveEN;

ii) D*@y — D%@ uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial CJ° (QQ) munido da nogao de convergéncia definida acima serd represen-
tada por D (Q) e denominado de espaco das funcoes testes.

Denomina-se distribuicao escalar sobre Q a toda forma linear T : D(Q) — R
continua com respeito a topologia de D (Q). Isto significa que T satisfaz as seguintes

condicoes:

i) T(ap + ) = «T(@) + BT(), Vo, € D(Q), Va, B € R;

ii) T ¢é continua, isto é, se uma sequéncia (@~ ), oy converge, em D (Q) para @, entdo,

T(py) — T(p) em R.

O valor da distribuicao T na funcao teste ¢ serd representado por (T, @). Equipa-se o

espaco vetorial das distribuigoes escalares da seguinte nocao de convergencia:
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Considera-se o espago de todas as distrbuicoes sobre Q). Neste espaco, diz-se que a
sequéncia (T, ), ¢y converge para T, quando a sucessao ((Tv, @))ven converge para (T, @)
em R para toda @ € D(Q).

O conjunto das distribuigoes escalares sobre O é um espago vetorial real, denotado
por D'(Q), denominado espaco das distribuicoes escalares sobre Q. Com o intuito de
estudar os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para
objetos de D’'(Q)). A motivacao no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito
de derivada distribuicional dada por Sobolev, se deve a férmula de integragao por partes
de Calculo, sendo este conceito generalizado para distribuicoes quisquer em D’(Q).

Dada uma distribuicao T em D’ (Q) e dado um multi-indice « € N™ define-se a
derivada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua D*T :

D (Q) — R dada por
(DT, @) = (—1)'™ (T,D*@), paratodo @ € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao T sobre Q possui derivadas de todas as

ordens. Note-se que a aplicagao
D*:D'(Q) — D'(Q), (2.1)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q). Isto significa que

im T, =T em D'(Q) entao lim D*T, = D*T em D’'(Q). (2.2)

vV—r00 vV—00

2.3 Os Espacos LP(Q)

Nesta secao serao dadas algumas definigoes e propriedades elementares dos espacos LP(Q).

Definigao 2.12. Sejam Q C R™ um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < oo.
Define-se
LP(Q) ={f: Q — R; f mensurdvel e [f|P € L1(Q)}.
O espago LP(Q) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma
1/p
Ifllr Q) = [J If(x)lpdx} )
Q
Definicao 2.13. Seja QO C R™ um subconjunto aberto, define-se o espaco

L*(Q) ={f: Q — R; f mensurdvel e 3 Cconstante tal que |f(x)] < C ¢.s em Q}.
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O espaco L°(Q) é um espaco de Banach equipado com a norma
IfllLo(q) = inf{C; [f(x)] < C q.s em Q}.
Teorema 2.14. (Desigualdade de Hélder). Sejam as fungoes f € LP(Q), g € L9(Q) com
1 <p < oo eq o expoente conjugado de p; isto € % + % = 1. Entao f.g € L}(Q) e
|, tralax < 1o llglha
Demonstragao. Brezis ([2], p. 56). O

Observacao 2.15. E importante mencionar uma consequéncia muito util da desigualdade

de Holder: sejam fq,fq, ..., fy funcoes tais que
fi € LPH(Q) para 1 <1<k com
Entao o produto f = fifyfs. .. f pertence a LP(Q) e

Ifllee ) < fillee (o)lfalliee () - - Ifllre )
Demonstragao. Brezis ([2], p. 57). O

Teorema 2.16. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (fn)nen uma
sequéncia de funcoes em L' que satisfaz:

(a) fa(x) — f(x) em q.t.p de Q,

(b) existe uma funcio g € L' tal que, para todo n tem-se |fn(x)| < g(x), em q.t.p de Q.
Entio f € LNQ) e ||f, — f|[Lr — 0.

Demonstragao. Brezis ([2], p. 54). ]

Teorema 2.17. Sejam (fi)nen uma sequéncia de LP e f € LP, tal que ||fn — fljrp — 0.
Entao, existe uma subsequéncia (fn, Jxen de (fn)nen € uma funcio h € LP tal que

(a) fn, (x) — f(x) em ¢.t.p de Q,

(b) [fn (x)| < h(x) para todo k e em q.t.p de Q.

Demonstragao. Brezis ([2], p. 58). ]

Definicao 2.18. Diz-se que uma funcdao f: QO — R € localmente integrdvel em Q, quando

f € integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C Q. O espago das fungoes localmente

1

10c(Q). Em simbolos tem-se

integravéis € denotado por L

fell.(Q) & J Ifldx < 0o, para todo compacto K C Q.
K
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As distribugoes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

funcoes localmente integraveis.

Exemplo 2.19. Seja u € L _(Q), define-se T, : D(Q) — R por

loc

(Tu, @) = L u(x)e(x)dx

Nestas condicoes T, € uma distribucao escalar sobre Q).

De fato, nao é dificil mostrar a linearidade de T,,, pois segue da linearidade da integral.
Resta mostrar que T, é continua.
Seja uma sequéncia (@+)ven de funcoes testes sobre Q convergindo em D(Q) para

uma funcao teste ¢, entao

’(Tuy (pv> - <Tu7 (P>’ = |<Tu7 Oy — (P>| = ‘J'Q U(X)((py - (p)(x)dx
< J () (@ — @)(x)ldx

Q
< supley — @ JQ lu(x)|dx — 0,

pois, @, — @ uniformemente.
A distribucao T,, assim definida é dita “gerada pela fun¢ao localamente integravel u”e,
usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que T,, é univocamente determinada por u,

no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em (). Neste sentido

1

1oc(Q2) das fungoes localmente integraveis

identifica-se u com a distribuigao T, e o espago L

pode ser visto como parte do espaco das distribui¢oes D’(Q).

Lema 2.20. (Du Bois Raymond). Seja w € LI (Q). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em Q.
Demonstragao. Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([14], p. 12). ]

Observagao 2.21. Outro resultado interessante é que a derivada de uma fungio L (Q),

nao € em geral uma funcao de Li (Q).

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

fungoes conhecidas sob a denominacao de Espagos de Sobolev.
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2.4 Espacos de Sobolev

Como vimos na secao anterior, toda funcao u € LP(Q) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também funcoes em

LP(Q).

2.4.1 Os Espacos W™P(Q)

Chama-se de multi-indice toda n-upla &« = (1, %o, ..., &) de nimeros naturais. Dado
um multi-indice &, definimos a ordem |x| de & por || = o1 + &g + ... + X, € representa-se

por D% o operador derivagao
ol

D= ————.
ox;t...0xp"

Definigao 2.22. Sejam Q um aberto do R™, 1 <p < oo em € N. O Espaco de Sobolev
que denotado por W™P(Q), € o espago vetorial das (classes de) fungoes em LP(Q) cujas
derivadas distribucionais de ordem o pertencem a LP(Q), para todo multi-indice & com

|| < m. Simbolicamente escreve-se:
W™P(Q) ={uel?P(Q);D*u e LP(Q) para todo « tal que || < m}.

O espago W™P(Q)) com 1 < p < oo é um espago de Banach equipado com a norma

s = (X |

loj<m V€2

1/p
ID“u(x)Ipdx> ,

também W™ (()) é um espaco de Banach com a norma

ulwme@) = D supesso[D™u(x)|.

lol<m

No caso p = 2, o espago W™P(Q) serd representado por H™(Q) que é um Espago de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™(Q) sao dadas

por

1/2
(WV)imo) = ) (D*u,D™)i2ia) e [[ufumia) =< > J ID“u(X)IZdX>

| <m la<m 7

Observacao 2.23. Note que D(Q) € denso em H(Q). Seu,v € D(Q), vale a identidade

0
J (uv)dx = J uvv;dr,
o 0xq r
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sendo vi = cos(xi, V), v normal unitdria externa a T'. Portanto

J auvdx = —J u ov dx +J uvv;dl,
o 0x; o 0x4 r

para todo par de funcoes u,v € D(Q). Por densidade, estende-se este resultado para

funcoes w,v € H(Q). Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([16], p. 126).

2.4.2 Os Espagos W;"P(Q) e W ™4(Q)

Observe que, embora o espaco vetorial das funcoes testes D(Q) seja denso em LP(Q) para
1 < p < oo, em geral ele nao é denso em W™P(Q). Isto acontece porque a norma de
W™P(Q)) é “bem maior”que a norma de LP(Q), é por isso que W™P((Q)) possui menos

sequéncias convergentes. Esta observagdo motiva considerar os espagos Wi P (Q).

Definicao 2.24. Seja Q um subconjunto aberto de R™, define-se

WP (Q)

WitP(Q) = D(Q)
No caso p =2, o espago WP (Q) serd representado por H*(Q).

Teorema 2.25. (Desigualdade de Poincaré). Suponha que Q € um subconjunto aberto e
limitado de R™ e 1 < p < 00. Entdo existe uma constante C (dependendo de Q e p) tal
que

Iulira) < ClIVUlltr(a), para todou € WyP(Q).
Demonstragao. Ver Brezis ([3], p. 290). O

Observagao 2.26. Em particular a expressao ||Vu|r(q) € uma norma no espago WP (Q),
equivalente a norma |[u|lwie(q); em Hy(Q) tem-se o produto interno
n

(v =) | o ax

1 JQ aXi aXi

que induz a norma |Vulli2(q), equivalente a norma ||[u|yi(q)-
Demonstracao. Brezis ([3], p. 290). O

Os espagos W, P (Q) e em particular os espagos H*(Q), desempenham papel funda-
mental na Teoria dos Espagos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.

Se 1 < p < oo e o numero g é o expoente conjugado de p, isto é % + % = 1, entao
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representa-se por W-™9(Q) o dual topolégico de WP (Q) e por H™(Q) o dual
topolégido de H{*(Q). Em outras palavras, um elemento de H™™(Q), é um funcional

linear limitado sobre HJ*(Q).

Definicao 2.27. Se f € H71(Q) a norma é definida como sendo
| fll1-1 () = sup{{f, w); para todou € Hy(Q) com Hu||H(1)(Q] < 1L

Através das diversas formas de definir o espaco H™(Q) motiva-se a introdugao do
espaco H*(Q) para s > 0 real e Q bem regular, o qual é um espaco de Hilbert com uma
norma bem definida e seu Dual é denotado por H™*. Para uma exposi¢cao mais detalhada
de tais espagos vide Medeiros, L. A. [13]. Estes espagos tem relevancia significativa para o
entendimento do comportamento de determinadas fungoes sobre a fronteira de () através

do teorema do traco enunciado a seguir.

Teorema 2.28. Existe uma aplicacdo linear e continua 'y que parte do espaco H™(Q) e
m—1

chega em H Hm_j_%(l“), com niicleo y~1(0) = H*(Q), verificando a sequinte condi¢ao:
=0

Y(u) = (YOU-» "'7‘Ym—1u')7 Yu € D(ﬁ)7

i

onde yi@ = a—q.), para todo @ € D(Q), sendo v a dire¢ao normal a T (fronteira de Q).
vi

Tal aplicagao admite uma inversa a direita continua.
Demonstragao. Medeiros, L. A. ([13], p. 120). O

E de suma importancia que determinadas identidades do célculo facam sentido dentro

de um contexto mais geral, como por exemplo a Identidade de Green

0 0
J (vAu — uAv)dx = J (v—u — u—v) dr.
Q r

Para tal é necessario que se considere o espaco
H° ={u e *(Q);Au e L*(Q)}.
Teorema 2.29. D(Q) € denso em HP.

Observacao 2.30. Como HS(Q) C L%2(Q), Vs > 0, entdo identificando L2(Q) com
seu dual, pode-se afirmar que L2(Q) C H™5(Q), Vs > 0, implicando que you, yu €
H™*(Q), Vs > 0.
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Teorema 2.31. A aplicacio que parte de D(Q) e chega em H™2(Q) x H™3/2(Q), tal
que

u — (you,yiu),

admite um prolongamento continuo a H® e vale a sequinte identidade

(Avvu)L2(Q) - (AUN)U(Q) = (Y1u,YoVv) — (Y1V,You),
para todo u € H® e v € H2(Q).

Observacgao 2.32. Observe que no teorema acima (yiu,yogVv) representa a a¢do do fun-

cional yru € H™3/2 sobre you € H3/2, donde considera-se o sequinte abuso de notacdo

ou
v—drl’
Jr v aV ’

embora y,u nao pertenca de fato a 12(Q).

Proposicao 2.33. Seu € HA(Q) = HONHY(Q), entdo yiu € H7V2(Q). Considerando

HA(Q) com a norma
||u||12—lA(Q) = ||u||%11(g) + HAU-HQU(Q)a

a aplicacdo y1 € continua de Ha(Q) em H™Y/2(Q).
Demonstra¢ao. Medeiros, L. A; Milla Miranda, M. ([15], p. 122-123). ]

Observagao 2.34. A aplicacdo y1 como definida na proposi¢ao anterior é denominada

traco da derivada normal.

Observacao 2.35. Nos resultados sequintes considera-se o sequinte subespaco de H'(Q)
V={ueH(Q),u=0 emn T

Proposicao 2.36. Em V a norma do gradiente é equivalente a norma H(Q).

Demonstra¢ao. Medeiros, L. A; Milla Miranda, M. ([15], p. 119). O

Proposicao 2.37. Sejam f € L2(Q) e g € H7V2(T}), entdo a solucio do problema

—Au=1Ff em Q;

u=0 em Tp; (2.3)
ou

a =g em Fl,

pertence a VN HA(Q) e

ullhi oy < C (1 + ulli-rzrm) -
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Demonstragdo. Considere o par {0,g} € H™'/2(T") x H7'/2(T") onde

0 em r[),
u= (2.4)
g em rl.

Da demonstracao do Teorema 2.31 e a Proposicao 2.33 existe uma constante C > 0 tal
que

Cillglli-rz(ry) = [Mnaca)- (2.5)

Seja w a solucao de
—Aw =f—Ah em Q,

w=0 em Ty, (2.6)
ow
E =0 em Fl.

Veja que tem solucao pertencente & VOOHA(Q). Mais ainda, pelo resultado de regularidade

Eliptica a solucao deste problema pertence a H2(Q) e vale a desigualdade
|wlz(a) < C (Ifl + ARl 2(q)) - (2.7)

Portanto, seja uw := w +h € VN HA(Q) e usando a desigualdade triangular, que

lullnia) < |[ullnzq), as relagdes (2.7) e (2.5), tem-se

o) < @l + [hln o)
< max{C, 1} (Ifliz(a) + |Ahl2(a) + [[hllii(a)
= max{C, 1} (Iflz(q) + [MlHa(a))
< max{Cy,C,1} (lﬂLz(Q) + Hg”H—l/Q(rl)) : (2.8)
]

Coroléario 2.38. Em VN HA(Q) a norma HA(Q) e a norma

9 1/2
Hl/?(ﬁ)) '

Demonstracao. De fato, pelo que foi demonstrado anteriormente vale a desigualdade

ou
2
u <|Au|L2(Q) + HE

sao equivalentes.

abaixo

ou
llny = el +18uaia) < (C+ DItz + |50

ou
< max{C,C+1) (|Au|L2(Q)+H—H )
o vz
(2.9)
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Pela desigualdade entre as normas da soma e a norma eucludiana, obtém-se

1/2
) | (2.10)
H=1/2(I)

Para demonstrar o outro lado da desigualdade veja que pela Proposicao 2.33, tem-se

[ufn, < 2max{C,C + 1} (IAuI2 S+ H =

as seguintes desigualdades

|Auli2(0) < ||ufjn, e < Clluflr,

3ol e,

Elevando ao quadrado, somando, e elevando a 1/2, tem-se

1/2
(13t +[§5 ) = 0 Pl

Lema 2.39. Seja u’ € VN HA(Q), ul € V satisfazendo

ou?

av+9( u)=0emny,

onde g(x,s) € uma fungao Lipschitz em T7 x R, observe que se isto ocorre eziste uma

constante C > 0 tal que Vp,q €V
19 p) = 9(-s Dlln-12ryy < Cllp — qllrz(ryy, (2.11)
entao para todo € > 0 existem fungoes u e ul tais que
[’ —udllvanao) <& [u! —ugllv <e,

ainda satisfazendo
ou?
ov

(bul)=0 em .

Demonstracao. Veja que D(Q) C VN HA(Q) € V. Como norma de V e a norma de

H{(Q) sao equivalentes

V=D(Q) c VAHA) CV.

Isto implica que dado € > 0, existe ul € V tal que

£
—==( S &
\/Cg}

=y < m{
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onde C, a constante que aparecerd em (2.13). Dai, considera-se u! solugao do problema

AU = —Au’ em Q,

w =0 em Ty, (2.12)
0 0

alt =—g(,ul) em Ty.

pela Proposicao 2.37, u? € VNHA(Q). Utilizando em sequéncia o Coroldrio 2.38, (2.12)1,
(2.12)3, (2.11), o Teorema do Trago, a desigualdade entre as normas de V e a norma de

H! em V, segue que

ou’  oul ;2
0_ 02 0 02 e
u —u = |Au, —Au + || = —
| ellvaraia) A, L2 () ov ov lln—1/2(m)
2
1 1
= -7u —_— .’u
ot =gt
< C’ul—ui
H1/2(Ty)
< Cfut —ul
HQ)
2
< Gfu—ul <cet<e (2.13)

2.5 Espacos [P (0, T;X)

Estende-se as nogoes de mensurabilidade, integrabilidade, para funcoes
f:00,T] — X,
onde T > 0 e X é um espago de Banach real com a norma |.||.

Definigao 2.40. (i) Uma funcdo s : [0, T] — X € chamada simples se tem a forma
s(t) =) xe(Hui, (0<t<T),
i=1

onde cada By € um subconjunto Lebesque mensurdvel de [0,T] e w; € X, (i=1,2,...,m).
(ii1) Uma funcao f : [0, T] — X € fortemente mensurdvel se existem fungoes simples

sy : [0, Tl — X tais que
si(t) — f(t); para g.s 0 <t <T.

(iit) Uma fungao f : [0,T] — X € fracamente mensurdvel se, para cada u* € X* a

aplicagao t — (u*, f(t)) € Lebesgue mensurdvel.
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Definigao 2.41. (3) Se s(t) = > %, xe,(t)wi € uma funcao simples, define-se

JT S(t)dt = i |E1|ul

0 i=1
(ii) Diz-se que f: [0, T] — X € somdvel se existe uma sequéncia de {sy )32, de funcoes
simples, tal que

.
J |Isk(t) — f(t)||dt — 0; quando k — oo.
0

(iit) Se a funcgdo f € somdvel, define-se
T T
J f(t)dt = lim J sy (t)dt.
Definigao 2.42. Denota-se por LP (0,T;X), com 1 < p < oo o espago vetorial das
(classes de) fungoes w : (0, T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais
que; se 1 < p < 0o a fungdo t — |[u(t)||% € integrdvel a Lebesgue em (0,T); e se p = oo

a fungdo t — |Ju(t)|lx € L*(0,T).

O espaco LP (0, T; X) é um espaco completo com a norma definida por

T 1/p
Hu”LP(O,T;X) = (J Hu(t)Hi dt) , se 1 <p<oo.
0

Se p = oo norma acima é substituida por

[l oo o,75x) = supess [lu (1) |x -
0<t<T

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L*(0,T;X) é um
espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por
T

(Vw20 1x) = L (v(t),u(t)y dt.

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao LP (0, T; X) é um espago reflexivo e
separdvel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach LP' (0, T;X’), onde p e
p’ séo indices conjugados, isto é, % + # = 1. A dualidade entre esses espagos é dada na

forma integral por

-
(v, u)LP'(O,T;X’)XLP(O,T;X) = L (v (t),u(t))xx dt.

No caso p = 1, o dual topoldgico do espaco L' (0, T; X) se identifica ao espaco L* (0, T; X’).
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Definigao 2.43. Denota-se por C ([0, T];X), com T > 0 o espago de Banach das fungoes

continuas w : [0, T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

[l omx) = oD [w (t)][x < oo

Pode-se citar algumas propriedades importantes do espaco LP (0, T; X) que serao tteis

no desenvolvimento do trabalho.

Observacao 2.44. Considera-se o intervalo aberto I C R e um espaco de Banach X.

(i) Se I é um intervalo limitado e p < q, entao
q P TP
LYLX) = LPLX) e [[fllrax) < TFPa[[fllax).

(ii) Se Y € um espago de Banach e se A : X — Y um operador linear e continua, entdo

para todo f € LP(I,X) tem-se Af € LP(L,Y) e
At y) < ALl e ax)-

Em particular se X = Y e se f € LP(1,X), entdo f € LP(1,Y) (quando toma-se A sendo

a imersao)
Demonstracao. Cazenave ([7], p. 17). O

Teorema 2.45 (Aubin-Lions). Sejam By, B, By espacos de Banach, By e By reflexivos,
a imersao de By em B é compacta, B imerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < o0 e W
0 espaco

W={uelP(0,T;Bg); w €Ll (0,T;By)},
equipado da norma
lully = Hu”LPO(O,T;BO) + ||u/||LP1(0,T;Bl] .

Entao W é um espaco de Banach, e a imersao de W em LP° (0, T; B) € compacta.
Demonstragao. Lions ([13], p. 58). O

Observagao 2.46. Uma consequéncia do Teorema de Aubin-Lions: se (Uy),cy € uma
sequéncia limitada em 12 (0,T;By) e(u)), ey € uma sequéncia limitada em L2(0,T;By)
entao (Wy ),y € limitada em W. Dai, seque-se que existe uma subsequéncia (U, ), oy de

(Uy)yen tal que uy, —> u forte em 1*(0,T;B).
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Lema 2.47. Seja Q um subconjunto aberto limitado de R} x Ry, gm € g funcgoes de

L9(Q) com 1 < q < o0, satisfazendo

|gm|Lq(Q) <C e gm—g, emq.tp deQ.

Entao
gm — ¢, em L9(Q).

Demonstragao. Lions ([13], p. 12). O

Lema 2.48. Sejam V,H,V' trés espacos de Hilbert, sendo V' o dual de V. Se uma
funcao u pertence ao espaco L2(0,T; V) e seu derivada u' pertence ao espago L2(0,T; V'),
entdo w é quase sempre igual a uma funcao continua de [0, T] em H, e tem-se a sequinte

igualdade no sentido de distribuicao escalar em (0,T)

%Iul2 =2(u’ u).

A igualdade acima faz sentido desde que as funcoes
t= [ut)? e t— (u(t),ut),
sejam ambas integrdaveis em [0, T].
Demonstragao. Temam ([21], p. 261). O

Lema 2.49. Seja X um espaco de Banach, f € LP(0,T;X) e f" € LP(0,T;X) com 1 <
p < o0, entao

fe C([0, T]; X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula).

Demonstragao. Lions ([13], p. 7). O

2.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um numero real T > 0 e X um espaco de Banach real com norma ||.||, considera-se

as seguintes definigoes
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Definigao 2.50. Uma distribuicao vetorial sobre (0, T) com valores em X, € uma func¢ao
f:D(0,T) = X linear e continua. O conjunto dessas transformacaoes lineares é chamado

Espaco das Distribuicoes Vetoriais sobre (0, T) com wvalores em X e é denotado por
D'(0,T; X) = L(D(0,T); X).

Defini¢ao 2.51. Seja f € D' (0,T; X). A derivada de ordem m € definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com wvalores em X dada por

dnf 0/, dhe
o) =(—1 bl 4 D :
<dtn,<p> (—1) <f, e > Ve € D(0,T)

Observagao 2.52. Se a fun¢ao f pertence ao espago LP(0,T;X) com 1 < p < 00, entdo

define-se uma distribuicao ainda denotada por f, dada por

T
flo) = L f(t)e(t)dt, para todo @ € D (0,T).

Para maiores detalhes vide Lions ([15], p. 7).

2.7 Resultados Importantes

Nesta secao, apresentam-se alguns resultados importantes que serao utilizados no decorrer

do trabalho.

2.7.1 Funcoes Proprias e Decomposicao Espectral

Teorema 2.53. Seja QO um subconjunto aberto e limitado de R™. Entao existe uma

sequéncia nao decrescente de nimeros reais (Am)men com Ay > 0 tal que
Am — 00 quando M — 00.

E uma base Hilbertiana (Wm)men de L2(Q) tais que, wn, € HH(Q)
—Aw; = Aw; em (),
w; =0 emT,
paraj =1,2...
Diz-se que 0s nimeros (Am)men sao o0s autovalores de —A (com a condigao de Dirichlet)
e as funcgoes que formam as sequéncia (Wm)men SGO as fungoes proprias associadas a tais

autovalores.

Demonstragao. Evans ([10], p. 335). O
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2.7.2 O Teorema de Carathéodory

Seja D um subconjunto aberto de R™"! cujos elementos sao denotados por (x,t) onde
x € R"eteRR, sejaf:D — R™ Diz-se que f satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D quando:
e f(x,t) é mensurdvel em t, para cada x fixo;
e f(x,t) é continua em x, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my (t) tal que

If (x,t)] < mg (t), para todo (x,t) € K.
Definicao 2.54. Uma solugao no sentido estendido do problema de Cauchy

x' = f(x, 1),

x(to) = xo,
¢ uma funcao (t) absolutamente continua tal que, para algum P real, tenha-se
1’) ((b(t)at) S D: para tOdO,tE [tO_BatO'i_B];

1)  O'(t) = f(t, d(t)) para todo t € [to— P, to+ PBl, exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Considere-se o retangulo
R={0t) e R"™ [t —tol < a, [x—xol < b},
com a,b > 0. Entao, tem-se os seguintes resultados:

Teorema 2.55 (Carathéodory). Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory
sobre R, entao sobre algum intervalo |t —to] < B (B > 0), existe uma solucdo no sentido

estendido do problema de valor inicial

X' =f(x,t),

X(to) = Xp-

Demonstra¢ao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 156). H
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Corolério 2.56. Seja D aberto de R™! e f satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre

D, entao o problema

X' =f(x,t),

x(to) = %o,

tem solucao para qualquer (to,xq) € D.
Demonstra¢ao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 159). ]

Teorema 2.57. Seja D aberto limitado conexo em R™!, uma funcao f que satisfaz as
duas primeiras condi¢oes de Carathéodory sobre D e existe uma funcao integrdvel m(t)

tal que [f(t,x)] < m(t), para todo (t,x) € D. Seja ¢ uma solucao de
x' = f(t,x) para quase todo t em 1,

sobre o intervalo aberto (a,b) entdo
i) Existe @(a+0),@(b—0);

ii) Se (b, (b —0)) € D entao @ pode ser prolongada até (a,b + 8] para algun &. O

resultado andlogo também vale para a;

iii) @(t) pode ser prolongada até um intervalo (y, w) tal que (y; @(y+0)), (w, @(w—0))
pertencem a 0D (fronteira de D);

iv) Se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entdo @(t) pode ser

prolongada até um intervalo [y, w] tal que (v, @(y +0)), (w, (w —0)) € 9D.
Demonstragao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 159). ]

Corolario 2.58. (Prolongamento de solu¢ao). Sejam D = B x [0,T], com 0 < T < o0
eB={xeR™x|<b}, b >0 e afuncio f nas condigées do Teorema 2.57. Seja ¢ (t)
uma solucao de

x' = f(x, 1),

x(0)=x%x¢p e [|xol <D.
Se em qualquer intervalo I onde & (t) estd definida, se tenha, | (t)] < M, para todo t € 1,

M independente de t e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0, T].

Demonstragao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 164). ]
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2.7.3 Lema de Gronwall

Lema 2.59 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial). Seja 1 () uma fun¢do ndao
negativa, absolutamente continua em [0, T].

i) Sen satisfaz para t q.s. a desigualdade diferencial

Nt <Pit)+oe(t)n(t), (2.14)

onde @ (t) e P (t) sdo fungoes nao negativas e integrdveis em [0, T], entao para todo
0<t«T.

i)  Em particular, se ' < on em [0, T] en (0) =0, tem-se
n=0 em [0,T].

Demonstragao. Evans ([10], p. 624). O
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

Fortes

Seja O um aberto limitado e conexo do R™. Denotando por I' a fronteira suave de Q.
Suponha que I' admita uma particao determinada pelos subconjuntos Iy, 7 ambos de
medida positiva e tais que To N Ty = 0.

Fixando «, (3, f e g com valores reais, satisfazendo as seguintes propriedades

(1) a€ W2(RY), o« € LY(RY) e aft) = g > 0;

(2) B € Wips(RY) e B(t) > Bo > 0;

(3) f Lipschitz em R com f(0) =0 e f(s)s > 0; (3.1)
(4) g uma funcao real Lipschitz definida em '} X R tal que

[9(x.8) —g(x,T)](s —=7) > go(s —7)% e g(x,0) =0,
onde gy é uma constante real positiva.
Neste capitulo mostra-se a existéncia e unicidade de solugoes fortes do sistema nao

linear acoplado

u”’(x,t) — x(t)Au(x, t) + f(u(x,t)) + (a- V)0(x,t) =0 em Qx]0, col,

3.2
0'(x,t) — (J 6(x,t)dx>A9(x,t) +(a-V)u'(x,t) =0 em Qx]0, 00, (3:2)
Q
submetido as seguintes condicoes de fronteira
u(x,t) =0 em IHx]0, oo,
0
=0 t) + glxw'(x, £)) = 0 em 11 x]0, ool (33)

O(x,t) =0 em I'x]0, oo,

28
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e as condigoes iniciais
u(0) =ug, u'(0)=uy, 6(0) =0; em Q, (3.4)

onde v denota o vetor unitario cuja direcao é normal a TI7.
No decorrer do trabalho as notacoes (-,-) e |- e ((+,-)), |||| indicarao o produto interno
e a norma dos espagos L2(Q) e H{(Q) respectivamente, serao também reservadas, a menos

won

de mencao explicita, as notagoes | - |g e para indicar respectivamente o médulo em R

e o produto interno euclidiano do R™.

3.1 Existéncia de Solucoes Fortes

Mostra-se nesta secao, a existéncia de solugoes fortes do sistema misto (3.2)-(3.4), as
ideias que embasam o denvolvimento da mesma, bem como todo o corpo deste trabalho,

sao fortemente baseadas em H. Clark [6].

Definigao 3.1. Uma solugdo global do problema ndo linear (3.2)-(3.4) é um par de fun¢does

{u, 0} definidas em Q x [0, col, assumindo valores reais, tais que

wel® (0,00, VNHAQ)), u eLl® (0,00:V),

loc loc

(3.5)
W € 150,00, 12(Q)), 8 € HL, (0, 00; HA(Q)),
satisfazendo
u’ — axAu+f(u) + (a- V)0 =0 em L=(0, T; L2(Q)),
0/ — B(J 0 dx)AG +(a-V)u' =0emL=(0,T;13(Q)),
u Q (3.6)
Soglw) =0 em L0, T HA(T)),
u(0) =ug, u'(0) =uy, 6(0) =65 em Q.

Teorema 3.2. Suponha uy € VN HA(Q), u; €V, 6 € HY(Q) e

ou
a_'VO + 9( ,ul) =0 em TIi.

Entao existe inica solugdo global do problema (3.2)-(3.4), no sentido da Defini¢ao 3.1.
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Demonstracao: A demonstracao do Teorema 3.2 é baseada nos Métodos de Faedo-

Galerkin-Lions e de Compacidade, a qual é organizada nas seguintes secoes:

3.1.1 Formulacao Variacional;

3.1.2 Solucgoes do problema aproximado;

3.1.3 Estimativas “a priori”das solugoes aproximadas;
3.1.4 Passagem ao limite das solucoes aproximadas;
3.1.5 Verificacao dos dados iniciais;

3.1.6 Unicidade das solugoes.

3.1.1 Formulacao Variacional

Supondo u € C2(Q x [0, T]), satisfazendo (3.2);-(3.3) e & € C}(Q), com &r, = 0, vale a

identidade Green abaixo

J E(x)Au(x, t) dx :J M
Q

- &(x) dF—J Vu(x,t) - VE(x) dx. (3.7)

e}
Multiplicando a equacio (3.2); aplicada em t por & € C'(Q), tal que &, = 0, inte-

grando sobre Q. e usando (3.7), tem-se

J u(x,t)”&(x)dx + «(t) (J Vu(x,t) - V&(x)dx —J g—u(x,t)i(x)dr>
Q Q r 0V

(3.8)
—I—J flu(x, t))&(x)dx + J E(x)(a-V)O(x,t)dx = 0.
Q Q
Utilizando (3.3)2 em (3.8) obtém-se
J u”’(x,t)&(x)dx + «(t) (J Vu(x,t) - V&(x)dx +J g(x,u’(x, t))&(x)dF)
° o n (3.9)

—I—J flu(x, t))&(x)dx +J E(x)(a-V)O(x,t)dx = 0.
Q Q

Do mesmo modo, considerando 8 € C2(Q x [0, T]), satisfazendo (3.2); ¢ A € C(Q),
com O;r = 0, obtém-se multiplicando (3.2),, aplicada em t, por A; integrando sobre Q e
utilizando a identidade de Green, que

J O(x,t)'A(x)dx + B (J 0(x, t)dx) J VO(x,t) - VA(x)dx
Q Q Q
(3.10)
—I—J Ala- V)u'(x,t)dx = 0.
Q
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O problema de determinar u e 6 com uma regularidade conveniente satisfazendo (3.9)
e (3.10) no sentido das distribui¢oes para toda & € VN HA(Q) e A € H}(Q) denomina-se
formulagao variacional para o problema (3.2). Esta nova formula¢ao motiva considerar a

etapa do problema aproximado como segue.

3.1.2 Solucgoes Aproximadas do Problema Misto

A partir desta secao, para que a notagao nao fique sobrecarregada convenciona-se que
J f(x,t)dx =: J f(t)dx.
Q Q
Tornando implicito através de “dx”a dependéncia do integrando com relacao a variavel
X.

Pelo Lema 2.39, existem sequéncias (U2 ) men, (Ul )men tais que

u) — u’em VN Hay, (3.11)
u, — ulemV, (3.12)
oul

o = 9w, (3.13)

onde u), ui € [wk, wk]. Para H}(Q) fixa-se a base espectral do operador laplaciano
O1,..-,0m, ...
Das bases anteriores considera-se os espacos
Wp=I[0o,...,0m ¢ V" =[wF, ..., wk], (3.14)

de modo que se Wi (t) € Vit e 01 (t) € Wiy, existem {ha (t), . .., e (B) e {pma (t), - - -,

P ()} tas que

Um (t) = thkj (t)w}‘, (3.15)
j—1

Om(t) = ) pmj(t)o;. (3.16)
j=1
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A partir das formulagoes variacionais obtidas na se¢ao anterior considera-se para k

fixado, o problema aproximado

+((a-V)0m, &) =0,

(g(.,uw), &)n] + (flukm(t)), &)

(3.17)
OO 0)+B( | 0 (1]) (VO (). VN + (2 V)ufyy (6.7 =0,
para todo & € V" e A € W,,,. As condigoes iniciais sao dadas por
wan(0) = wy,
U (0) = g, (3.18)

O:m (0)

eom — 90 em H(l)(Q)

Em termo das bases, utilizando (3.17) e omitindo o indice k para ndo sobrecarregar

anotacao, obtém-se

(3.19)

o

Reescrevendo o sistema em sua formulagao matricial, denotando o produto matricial,

obtém-se

V-H)” + «(A - H(t)) + G(H’
W . P/(t)

(1)) + F(H(t)) + A - P(t) =0,
+ @(P(t))B-P(t)+D-H'(t) =0,

(3.20)

onde H(t) = (Rmi(t), ..., hmm (1)) var,, P(Y) = (Pmi(t), -, Pmm (B, Ay = (Vs Vaws),
Wi = (05,01), Vij = (wj,wi), Dij = (a- Vw;j,01), Ayj = ((a- V)oj,w;), By =
(Voj, Voi), F(H) = ((f(H), wy), ..., (f(H), ww)), G(H') = ((g(H'), wi)r,, - ..

(S

) (g(H/), wm)rl)
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o(P(1) = B (JQ me)-(t)w]—dx) = B((P(1), W),
j

sendo w:= ([, wy,... [, Wm).

P(t) P’(t)
Considerando X(t) = | H(t) |, tem-se X'(t) = | H’'(t) |. Por (3.20)
H'(t) H”(t)

—@(P)W~1BP — W 'DH’
X' = H (3.21)
—x(t)V'AH — «(t)V'G(H’) — V"'F(H) — V'AP

0 0 —W-1D —~W-1¢(P)B
= 0 I 0 X+ 0
—VIA 0 0 —x(t)V A — x(t)VIG(H’) — V"'F(H)

Portanto o sistema (3.21) é equivalente a EDO

Y = oY1) (3.22)

Y(0) = ((80)ng, (WR)vama, (Wdvan,)

onde a notagao (v)w significa o vetor m-dimensional escrito na base tomada em W e
@ :R*>™ x R — R?>™ é dada por
0 0 —wW-'D
DY, 1) = 0 I 0 Y (3.23)
—V~IA 0 0

—We(Pi(Y))B
+ O 9
—o(t)VIA — o(t)VTIG(P3(Y)) — VT IF(Py(Y))

sendo Pl(yla s JJSm) = (yl» s aym)7p2(y17 s 71,:,3111) - (ym+17 cee ay2m)a P3(y2m+17 s ay3m) -

(Y1,---,Ysm). Observe que
1. Para Y, fixado, ®(Yy,t), é integravel em R;

2. Pata tg fixado @ (Y, ty), é uma funcao continua pois o produto interno, Py, Py, P,

f e g sao fungoes continuas;
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3. Para cada K € R®™ x R compacto, pela continuidade do produto interno e das

funcoes Py, Ps, Py, f e g, existem constantes C’ e C” que dependem de K tais que

1O(Y,1)] < C” + aft)C".

Como & € Wh*®

og(Ry), no intervalo [0, T] e Q ¢é limitado o Teorema 2.55 garante a ex-

isténcia de uma solugao X(t) da equagao (3.22) em um intervalo [0, t;,,], com t,,, < T. A
Estimativa I abaixo, garante a existéncia de uma extensao da solucao em todo o intervalo

[0, T] gragas ao Corolario 2.58.

3.1.3 Estimativa “a priori”das Solucoes Aproximadas

Na secao anterior mostrou-se a existéncia de pares de funcoes {un, (t), 0. (t)} solucoes do
problema aproximado (3.17) em [0, t,,]. Este intervalo serd estendido ao intervalo [0, T]

onde T > 0 é arbitrario, utilizando a primeira estimativa estabelecida a seguir.

Estimatival. Tomando & =2u/ (t) e A =20, (t) em (3.17); e (3.17), respectivamente,

resulta

+2((a- V)0m(t),uy,(t) =0,
2(81,(1).0(1)) + 28( | 8n()ax) (V0 (1), 70 (1)) +2((a- V)i, (11,80 (1)) =0
Q
Como wj € Hj(Q), paraj=1,2,3,..., m, entdo da identidade Gauss tem-se
oul, B , 90,
JQ ™ (t)0(t)dx = —JQ u;, (x) o (t)dx,
parai=1,2,3,...,n. Note que
) : - Oup,
2((a- V)ul, (t),0m(t) = QJQ(a Vu, ()0, (t)dx = 2;{0 ag o (1)0, (t)dx
= 0m .
_ _2; JQ S (1 (t)dx
= —QJ (a- V)0, (t)u (t)dx
Q
= —2((a- V)0 (t), up,(t),
logo,
2((a- Vur (t),0m (1) +2(ur, (1), (a- V)0, (t)) = 0. (3.25)

20145 (6,13 (8)) + 20(8) ((Fatm (8), 11 (0] + (9 (1 (1)), win (), ) + 2(Fum (£)), 14, (1))



Capitulo 3. Existéncia e Unicidade de Solugoes Fortes 35

Por (3.25) e as identidades seguintes, vélidas pelo Lema 2.48,

20l (6 W (0)) = L (O,
200, (1), 01 (1)) = 10w (1),
o/ (1) (Vi (1), Vi (1) + 20(8) (Vi (), Vg, {oc JIVum (P}

2(F(um (V). (0) = 2] luam () (V)0 = 2% {L Flun (1) ax )

onde F(A) = fé\ f(¢)d(, vale a igualdade abaixo para a soma de (3.24); com (3.24),

SR gl () (e 28 (| 0m(1x) 9007 = /(e Tun(F, (320
Q

onde
E(t) = [l (1) + [0m ()] + a(t) [V (t)]* + 2 L F(um(t))dx. (3.27)

Por (3.1)(1.(2).(4), Obtém-se
2B (L em(t)dx) VO (1) = 2BolVOm (1), (3.28)
2(t) (g (1)), wpn (W), = 200Goluy, (HIF, - (3.29)

t
Utilizando as estimativas (3.28), (3.29) em (3.26), e observando que 1 < %, tem-se

0
SR+ 20goluly (R, + 280V8n(OF < (6T (1)
! (el Te (1)
< 1101 Y v 1)
Xo

o ()|

Xo

N

N

E(t), (3.30)

para cada t € [0, t;,]. Integrando (3.30) de 0 a t € (0, ty,), tem-se

t t

cogohtly (1), + 2BOL VOt < O%OL o/(s)gE(s) + E(0).  (331)

(D) +2|

0

Observe que

eom — 9() em Hé(Q) 90m — 90, Ve()m — Veo em LQ(Q), (332)

u) — u’em VN HA(Q) vu) — Vu’ em L2(Q), (3.33)
up — ulem V Vug — Vu' em L*(Q)

up — ul em HY(Q) (3.34)

I T e

up — utem [2(Q).
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Por (3.1)(3), f(0) =0 e [f(&)] < C[&|, para algum C > 0. Portanto

up (x)
J |s|rdsdx. (3.35)
0

u (x)
J f(s)dsdx < CJ

0 (o]

JQ Ful (x))dx < L

Como

K W) w0 _ )R
ds = k k < k R
L |slrds = max { 5 g } 5

estima-se novamente (3.35) utilizando a desigualdade de Poincaré como segue

uf (x) C C _
JQ F(u(x))dx < JQJ f(s)dsdx < EJ [up (%) 2 dx < Eluokﬁ, < C, (3.36)

0 Q
onde C é uma constante que niao depende de k, m. Das convergéncias (3.32)-(3.34) e a
desigualdade em (3.36), obtém-se

E(0) = [ (0)P +10m(0)F + oc(0)| Vit (0)* + 2 JQ F(wiem (0))dx

= Jul (0)] + [8gm[* + ox(0)| VUl ? + QJ F(ul(x))dx < C. (3.37)
Q

Logo de (3.31) e (3.37), segue

t

cogoluls (D, + 2B L VOO < %L o/(s)l<E(s) +C.  (3.38)

E(t)+2J

0
Aplicando o Lema de Gronwall a desigualdade (3.38) e lembrando que o’ € L'(R™), por
(3.1)(1), segue que

t

t —
E(t)+2j 06090|u1,n(t)’[2“1+260J' !VGm(t)F <Ee(1/oco)fo\oc/(t)\RdS <E’
0

0

onde observa-se que C é uma constante que nao depende de k, m e T.

Estimativa II. Como ¢ ¢é continuamente diferenciavel as funcoes hjm(t) e pjm(t),
paraj =1,2,3,...,m, sao de classe C2([0, T]) e C}([0, T]) respectivamente, de modo que

derivando (3.17); e (3.17)5 em relacao a t e observando que « é derivavel obtém-se

(u (), &) + o’ () (Vum (1), VE) + (g(uy, (1)), 8)) , + a(t)(Vuy, (1), VE),
+a(t) (9" (w (W) (1), &) 1 + (F (wm (1)ur, (1), A) + (2 V)B, (1), &) =0,

(3.39)
@00+ 8'( | en(0) (| o) (Vo VA +B( | en(t))(ve;, (6. VA

+((a- V)up (t),A) =0.




Capitulo 3. Existéncia e Unicidade de Solugoes Fortes 37

Tomando & =2u/l (t) e A =207 (t), resulta

2(un (1), wpn (1) + 20 (1) ((Vum (t), Vug (1) + (g(ufn (1), up () +

+2ax(t) (Vg (t), V(1)) + 2a(t) (g (e () )up (1), win () +
2F (wm ()1l (0,124 (1)) + 2(( - V)0, (1), (1)) = 0,
(3.40)
207 (1), 0%, (1)) + 2B jem J ), V0 (t)) + 2((a- V)uLL(t), 0% (1))
Q

+2(3(L Gm(t)>(V6' (t), VO’ (1))

Além disto, novamente utilizando que w; € H(Q), para todo j=1,2,...,m, tem-se pelo

Lema de Gauss

ae-:n " _ I au1l1,1
JQ o (tu, (t)dx = —JQ 0., (t) o (t)dx,
parai=1,2,3,...,n. Como
2((a- V)0 (t),u” (1)) :2J (a- V)0 (t)u’ (t)dx = 2i aiJ %(t)u” (t)dx
= our, ,
— —Q;ai JQ . (t)0/ (t)dx
= —2J (a- V)u/ (£)6/ (t)dx
Q
= —2((a- V)upy(t),0'(t)),
entao
2((a- V)8, (1), uh (1) +2((a- VIul(t),0(t)) = 0. (3.41)

Pelo Lema 2.48 e a regra do produto, segue que

d
2///t //t:_ //t2
(i), W () = o hat (O,
" / d / 2
2(074(1), 0 (1)) = <180, (D) (3.42)
t
/ !/ 2 / 12 d / 2
o ()| VLly ()2 + 26(t) (VAL (1), VUl (1) = a{a(twum(tn 3
Somando as equacoes (3.40); e (3.40)2, e utilizando (3.42); 25 ,obtém-se
d

B0+ 28] 0n()IVOL0F + a(t)glug 1), uy ), =
— 20/ (1) ((Vum (1), Vug, (1) + (g(ul, (1), um (), )
+ o (1) Vuy, (D) — 2(F (wm (1) Jur, (1), uy (1))
- 2p( jﬂ O (1)) (L 81, (1)) (VOm(t), VO, (1)), (3.43)
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onde

Ei(t) = hugy (1) + a(t) [ Vg, (£ + 107, (1)

Por (3.1)(1),(2),(4) seguem as desigualdades abaixo

2B<L9m(t)dX)|V9§n(t)l > 2BV, (D2, (3.44)
26(1)(g’ (wl (DU (0, (), > 2ogolul, (DI (3.45)

Dai, utilizando as estimativas (3.44) e (3.45) em (3.43), resulta

d / 124
—Ei(t) + 2BolVO, (V) + 2a0g0lurs (D)[F, <

dt
— 20/ (1) ((Vum(t), Vug (1) + (g, (1), wn (),

+ o (O)IVug, () — 2 (wm (1)), (1), upn (1))

= 2p(] nv)(| en()(vonln. ver o). (3.46)
Q Q
f sendo lipschitiziana, ela é derivavel e vale |[f'(&)[g < C q.t.p em R. Utilizando
t
(3.1)(1), a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e que 1 < %), tem-se
0

20/ (1)IVul, () —  2(F (wan (1) )ul, (1), uir (1) < Cra(t)[Vul, (8)1 4 20 (wm () [hu, (1)
< Crat)Vul, ()P + [f (wm (0) + ul, ()]? < C* + CrEq (1),
(3.47)

onde Ct daqui em diante denotara constantes que dependem de T > 0.

Utilizando que |B’(&)] < C, tem-se
26(|_0m(t)) (] 01u(0))(VOm (1), V8L () < 2Cr10}, (U1 o) VO (1)IV8, (1)
< T VBl (VO (10, (1)

Z!VG (DPEL(t) + Bol VO, (D).
(3.48)

<
B

Portanto, obtém-se de (3.47), (3.48) e (3.46) que

d

o +2 Bol VO (1) + 2a0golup, ()7 <

— 20/ (1) ((Vum(t), Vuy, (1) + (gluy, (1), um (t)r,)
+  C+ CrEy + CrVO., (1)2EL (1) (3.49)
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Tomando & = _“(t)/u{{l(t) em (3.17)1, obtém-se
a(t)
/ " / " (xl(t) " 2
20 (1) | (Vum(t), Vug (1) + (g(un, (8, un (B))r | = (0 [um (B +
o(/(t) 7 O(‘/(t) 1!
2 D) (flum (1)), ugn (1) + D) ((a-V)Om(t), un(t)). (3.50)

Por (3.1)1) (3 «’'(t) < Cr e [f(&)lr < ClE[r. Logo, pelas desigualdade de Cauchy-
Schwarz, Young, e a estimativa I, estima-se o termo a esquerda da igualdade em (3.50)
da seguinte forma

) ), (0) + S (a2 Vom0, ul (1) <
a(t) x

Crlum (1) + CrIVOm (t)]? + Cruy, ()P < Cr + Cr[VOw (t)? + CrEi (1),

[ () + 2

(3.51)

Utilizando (3.50) e (3.51) em (3.49), segue que

d / 124
aEl(t) + BolVO,, (1) + 2a0golup, (1)[F, < Cr 4 CrIVO(t)PE (1) + CrE(t).  (3.52)

Por outro lado tomando t =0 e & =u/ (0) em (3.17);

(1 (0),ur (0)) + &(0)(Vum (0), Vug, (0)) + (g(up, (0)),ur, (0))r,
+(f(um (0)), 1 (0)) + ((a- V)Om(0), uf (0)) = 0.

(3.53)

Utilizando que a base de Hp NV tem a regularidade suficiente para o uso da identidade

de Green resulta que

(U (0), uir (0) — x(0) (Aum (0), uy, (0))+

m m

(f(um (0)),u, (0)) + ((a- V)0 (0), uj (0)) = 0.

(3.54)

Como [f(&)] < C|é|g, tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

[ (0) < a(0)| At (0)]uy, (0) + Chupy, (0)] + ClOm (0)lluy, (0)] < ClOm (0)F + 1quQ(O)IQ-

m

Fazendo uso das convergéncias obtidas de (3.32) a (3.34) na desigualdade anterior, obte-

mos

huy (0)] < C, (3.55)

onde C é uma constante que nao depende de m e k. Analogamente fazendo t = 0 e

A =0'(0) em (3.17),, obtém-se

(©10(0),03,(0) + B( |00 (0)) (V0 (0),78},(0)) + [{a+ Vet (0),},(0)) =0,
(3.56)
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Como a base espectral em H}(Q) possui regularidade suficiente para uso da identidade

de Green, tem-se

03, 100 = ~B( | 0m(0))(V8,0(0), 90},[0)) ~ ({2~ V) (0),81,(0)

e} (3.57)
< [B( ], 8m(0)[1120m(0). 05,001 + ((a- Tk 0). 81,01}
Q
Visto que Q ¢é limitado, L2(Q) < L'(Q), logo
Da continuidade de B e (3.37), estima-se (3.57) como segue
105 (0)” < Cal(A0:(0), 05, (0)] +[((a - V)uy, (0), 05, (0))]. (3.58)

Sabe-se que (0j)jen € a base espectral e valem as convergéncias em (3.32) e (3.34). Pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Young, tem-se

- (3.59)

10,

m

onde C é uma constante que nao depende de m e k. Subtraindo em ambos os lados da
167, (0)F

desigualdade , obtém-se

197 (0)? < 2C. (3.60)

Integrando (3.52) de 0 a t, e usando o Lema de Gronwall existe uma constante C(T) que

depende de T tal que

t t

u”(s)2 ds + rsoj V6! (s)Pds < C(T),

E1 (t) + 20(090J
0

0

onde 0 < T pode ser fixado arbitrariamente.

3.1.4 Passagem ao Limite

Nesta secao, toma-se o limite quando m e k vao para o infinito na equacoes aproximadas

do problema. Encontrou-se na secao enterior as seguintes estimativas

t

t
E(t) + 20090 J !, (1) %1+2ﬁoj VO () < C,
0

E(t) = [up, (V)7 4 10 (1)1 + a(t)[ Vi (2)* 4 2 JQ F(um(t))dx,
(3.61)

t

t
Ei(t) + 206090J u”(s)[?, ds + ﬁoL VO, (s)?ds < Cr, Wt € (0,T),

0
Ei(t) = [uy (1) + aft)[ Vg, (1) + |0y, (D).
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De (3.61), seguem as implicagoes

()| Vum (1)) < C = (Wim) ¢ limitado em L

loc

(0, 00; V),

o(t)[Vul (1) < Cr = (u/,,) é limitado em L2 _(0, co; V),

loc

W (1) < Cr = (ufl,) é limitado em L (0, 00; L3(Q)), (3.62)

m

t t
J VO, (t)2ds +J V0! (s)]?ds < C + Ct = )0, )é limitado em H., (0, co; H (Q)),

loc
0 0

t

t
J huy (D)7, ds —I—J huy (D)7, ds = (ug,,) ¢ limitado em Hy,,
0 0

12
(07 00; L (rl))
Verificar-se-a a existéncia de uma funcao ux de modo que pode-se extrair subsequéncias

satisfazendo

* 00 .
Ukm — Ug em Lloc(07 005 V)v

*
U — Wy em L§S (0, 00; V),

] toe (3.63)
Uil — uy em LS (0, 00; L2(Q)),

up,, — u, em Hi (0, 00; L%(I7)).

De fato, fixado k arbitrariamente, para o tempo variando no intervalo [0, 1] considere a
funcdo ul) : Qx10,1[— R, @1 : 0x]0,1[—= R, x\") : Qx]0,1[» R e T : Qx]0,1[— R
para o qual existe pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 2.9) uma sub-

sequéncia no indice m tal que

) 2 (u) em L0, 1; V),
r q)(l) em L*(0,1;V),

) ] “1 ( ) (3.64)
)" 2 x M em 10, 1; 12(Q)),
)

F Y em HY(0,1; L2(TY)),
sendo esta tltima apenas convergéncia fraca, devido a reflexibilidade de H(0, 1; L3(I})).
Ja que V < 12(Q), entdo
(L2(Q)) — V'
Assim,
L%(0,1; (L*(Q))") = L*(0,1; V).
Como L[2(0,1) < L'(0,1), tem-se

/

L%(0,1; V) = <L1(0,1;V’)>/ = (2 (0,1,%(0))) ).
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Portanto, segue de (3.64); que
(1) * (,() ’
(i) = ) em (120,15 (12(Q))") )

Isto quer dizer que

1

1
J J ugl(x,t)cp(x,t)dxdtﬁj
0Jo

J ul (x, t)p(x, t)dxdt, Vo € 120, T;13(Q)),
0JO

0
em particular para @ = —a—i, onde & € D(Qx]0, 1[), tem-se

() = (ul) em D'(Q%]0, 1]),

tendo em vista que neste caso, a derivada no sentido cldssico (Dini), coincide com a
(1)

wm) Jm tomando ¢ =

derivada no sentido distribucional acima. Analogamente para ((u

& € D(Qx]0,1[) obtém-se

() = ol em D’(Qx]0, 10),

km

(1))

L (1
isto é, (Dli) = (uy ')’. Da mesma forma

() = (uy)) em L®(0,1;V),
()’ = (1) em 120, 1; V), (3.65)

(W) = () em L2(0, 1; L2(Q)).
Por fim, como H!'(0,1) < L%(0, 1), segue que
HY(0, 1,12(1)) < 1%(0,1; L*(I)),

de forma andloga ao que foi feito anteriormente, (u1(<1n)1)/ — TS) em D’(Ix]0,1[). Por

(3.65)2, tem-se pelo teorema do trago que

(ul) 2 W™y em 1(0,1; 12(1)),

0 que implica (Ul(jn)l)/ - (u](j))' em D’(T} x]0, 1[). Pela unicidade do limite YS) = (u](f))’.

Em suma

Sy em L%(0,1; V),

(e )

(i) = ()" em L2(0,1; V), (3.66)
(i) ()" em 12(0, 1:12(Q))

()’ = (W) em HY (0, 1;1%(T3).
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(V)

Assim, indutivamente no intervalo [0, 1], para todo 1 > 2 existe uma subsequéncia u,

) (1

Y e uma funcao u]g) : Ox]0,1l[— R, onde ug =1u, 1 em QO x]0,1—1[, pois neste

de ul's
intervalo estas fungoes sao solugoes de um mesmo problema de valor inicial, de modo que
u](:) converge como em (3.68) em Qx]0, 1[.

Define-se agora wy : Qx]0,00[— R, onde uy(x) = ul(x), x € Qx]J0,1[ para algum

1 > 0. Da forma com que uj, foi definido uy estd bem definida, agora serd mostrado que

(m)

o0
ukm

> .(0,00; V), para as outras convergéncias basta seguir um raciocinio

*
— u em L

(m)
km

[o0]

> .(0,00; V), deve-se mostrar que para todo

andlogo. Para mostrar que u,© — uy em L
K C (0, 00) compacto

ui’:l) 5wy em L®(K; V),

de fato, existe um natural L para o qual K C (0, L), nosso problema agora resume-se em

. ~ 1
mostrar que a convergéncia de uy ocorre em (0,L). Pela construcao de cada u](ﬂll, tem-se

u&)l N u]((L) em L*(0,L;V),

isto quer dizer que

(L)
u'an

(w) — u](})(w) para todo w € L'(0,L; V'),
isto ¢,
) (w) —ul™ (W) = 0 em L0, L; V).

Portanto, dado € > 0, existe ng € N tal que para todo w € L1(0,L;V)

Iu](;)l(w) - u](})(w)l < € sempre que M > ny. (3.67)

Como uy = u]((L) em Qx]0, L[, observando que se m > n; = max{L, ng},

ul™ = ult) em Qx]0, L[

(3.67) implica que para todo w € L*(0,L;V)

m)

|u'l(<m (w) —ux(w)| < € sempre que m > n;.

Logo, como queria-se demonstrar

ul(;ll) 2w em L2(0,L; V).
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Procedendo de forma andloga para as derivadas obtém-se

() = (W) em 153.(0,00; V),

()’ = () em 1520, 003 V), 568
()" = () em Lg5,.(0, 005 L2(QQ)),

(ul)) — () em HL, (0, 00; L2(I)).

Ja que as constantes que limitam as Estimativas I e II nao dependem de m e k, wuy
¢ limitada em cada um dos espagos em (3.68), portanto, o mesmo processo que foi feito
anteriormente, agora para o indice k, garante a existéncia de fungdes u e 0 em cada um

dos respectivos espagos tais que

U — wem L7, . (0, 00; V),
u, > uem L2 (0, 00; V),
wln —u” em L9 (0, 00; L2(Q)), (3.69)
Om — 0 em H{, (0, 003 H;(Q)),
(0, 00; L%(T1)),

/ / 1
Uy, —u em Hj.

onde usa-se a imersao de L? em L' para garantir a convergéncia apenas fraca em L?__(0, oo; V)

de forma andloga a de L2 (0,00;V), a conta é a mesma, porém, ja fica registrado a ve-

racidade da convergéncia fraca estrela em L (0, 00; V) de uxm. As convergéncias acima

sao suficientes para a passagem ao limite nos termos lineares do sistema.

Multiplicando as equacoes aproximadas por P € D(0, 00) e integrando, obtém-se

(o¢]

(Vukm(t),va)axp(t)dt+J (9( - wh ), £))r, ap()dt

0

el oo

(Wl (1), E)p(t)dt + J

JO 0

(o 0]

(f(ukm(t)),a)w(t)dwj ((a- V)0 (t), Eb(t)dt = 0, VE € VX,

el

Jo 0

w0 | B( [ en(0) (V0 (1, VAL
"OO((a VU (1), NP (t)dt =0, VA € W,,.

JO

(3.70)

(e¢]

Limite do termo J (uy (1), E)U(t)dt:
0
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De fato, para cada k € N e T > 0 obtém-se de (3.69)3

T T
J (W (1), T(t))12(Q)x12(0) dt — J (uy (), T(t))12(0)x12(q)dt, VT e L*(0,T;L*(Q)).

0 0
(3.71)
Visto que b € D(0,T) para algum T > 0. Como VK |, C VE C [?(Q), (3.71) é valida

para & € ij com j > m. Fazendo T = & tem-se

I S e R R (3.72)
0 0
Analogamente por (3.69); obtém-se
J 0/ (1), Apdt — J (0'(t),A)pdt, VA e W;,j>m. (3.73)
0 0

Limite do termo Jm((a VU, (1), A (t)dt :
0

De (3.61)3 a sequéncia ((a- V)uy, (t))men ¢ limitada em L*°(0, T; L*(Q)). Entao pelo

Corolario 2.8 existe uma subsequéncia denotada por ((a- V)u,,, (t))men tal que
(a- Vup, =x"™ em L0, T;L*(Q)),

esta convergeéncia significa

(k

((a+ VU, V) =0Tz 0«0 0.7:12(0) — (X V) ieomi2() <L 0T512(Q));

isto é
T T
J <(a-VJuﬁm(t),v(t)>L2(Q)XL2(Q)dtﬁj (™ (£, V() )2 (o) 12 (o) L.
0 0

Assim, pelo teorema da Representacao de Riesz, tem-se

T T
| 1@ Vrovio)e - | (xS0 (3.74)
0 0
para todo v € L2(0, T; L2(Q)). A seguir, mostra-se que x'®) = (a-V)uy. De fato, de (3.61)
as sequéncias (uy, Jmen, (Wl )men sdo limitadas em L[2(0,T;V) e L2(0,T;L*(Q)),

respectivamente. Entao lembrando que V < L2(Q), tem-se pelo Teorema de Aubin-Lions

existe uma subsequeéncia (uy,, )Jmen tal que

up, —u, em L*(0,T;L*(Q)). (3.75)
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Dado v € L2(Q) define-se uma distribuicao T, dada por

(T, d) = JQV(X, t)b(x, t)dxdt, para todo ¢ € D(Q),

e sendo D(Q) — L*(Q) de (3.75) tem-se

(Tu, &) :J Uy, ddxdt —>J W pdxdt = (T, ) para todo ¢ € D(Q),
Q Q

portanto, T, — Ty, e pela continuidade da derivacao em D’(Q), resulta

T(a~V)u{<m — T(a~V)u"( em D/(Q)

Assim de (3.74) e pela unicidade do limite tem-se Taviu, = Tymo. Entao, pelo teorema

de Du Bois Raymond x®) = (a- V)u em quase todo ponto de Q. Portanto

T

i
j ((a-V)u’km(t),a)w(t)de ((a- VIuL(t), £)(0)dt, VE€LXQ)  (3.76)

0 0

E assim,

ee]

J ((a~V)u£m(t),€)¢(t)dt—>J ((a- Viw(t), &)p(t)dt, veEel*(Q).  (3.77)

0 0

Analogamente
[~ (2. V)0 (0, A ) p(t)dt — JOO( (a- V)O(t), A b(t)dt, VA € [2(Q),
JO 0
(3.78)
[ (Ve (1), VA (1)t — Joo( Vi, VASb(t)dt, YA€ VEj>m.
JO 0

Observe (3.78), é suficiente para

(o.¢]

JOO a(t)( Vg (1), VAN (t)dt — J a(t)( Ve, VA )P (t)dt, VA e ij,j >m, (3.79)
0 0

tendo em vista que «(t) € WI°(R™) e a desigualdade de Cauchy-Swchartz

loc

(e¢]

Limite do termo Jo (flurm (1)), E)P(t)dt :

Por (3.62), utilizando novamente o teorema de Aubin-Lions
Ugm — i forte em L2(0,T;L%(Q)), (3.80)

0, — 0 forte em L[%(0,T;L%*(Q)), (3.81)

u, — uy forte em L*(0,T;L%()). (3.82)
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Isto é equivalente a

Ugm — Ui forte em L*(Q),
O — 0 forte em L*(Q),

u,,. — . forte em L*(I}x]0,TI).

Portanto, pode-se extrair subsequéncias ainda denotadas segundo o indice m tais que

Uem — Ux q.t.pem Q, (3.83)
Om — 0 qt.pem Q, (3.84)
U — U q.t.pem NxJ0,TL (3.85)

Utilizando a continuidade de f e (3.83) tem-se

A convergéncia de (3.80) implica que (uxm) é limitada em L[2(0,T;L?(Q)), como f é
continua, obtém-se também que (f(uym)) ¢ limitada em L[2(0,T;L?(Q)) portanto pelo

lema de Lions
flum) — f(ug) em L*(0,T;L*(Q)),

ou ainda,

T T
J (F(wiem (1)), (1))t — J (fue(0), b(1)dt ¥ € 20, T;12(Q)).  (3.87)

0 0

Esta ultima convergeéncia implica que

(o ¢]

Jw(f(um(t)), E)p(t)dt - J (Flwe (D), )W (t)dt VE € L2(Q). (3.88)

0 0

(e ¢]

Limite do termo J
0

B( L 0 (1)) (VO,,(1), VAID()d:

Recordando que a base tomada em H}(Q) é a base espectral para o operador lapla-

ciano, 0, (t) € H2 N H} pode-se tomar A = —AB(t) em (3.17),. Fazendo isto, obtém-se

(01 (1), 80 () 2B | 0m(6)) (V0 (1), V(A8 () + ([~ Vi (1), 80, [1]) =0
(3.89)
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Pelo teorema de Gauss

(V0},(1), V0 (1) + B |

. Gm(t)) (ABm (1), ABm (1)) + (&~ V), (1), ABi (1)) = 0.

(3.90)

Observando que

1d 2 _ /
5 VOm(tP = (VO (1), VOm(t))
Bo

N
o)
=

tem-se
%%Wem(t)r? + BolABm (L + ((a- V)t (1), A0 (1)) < 0.

Multiplicando por 2 e utilizando a desigualdade de Cauchy-Swhartz seguida da Desigual-
dade de Young obtém-se

d
71/ VOm ()P +2BolA0m (1) < CIVU, (1) + BolABm (1) (3.91)
Integrando (3.91) de 0 a T e fazendo uso da estimativa I tem-se

;
VO, (1) +J A8, (t)Pdt < C. (3.92)
0

Agora, observe que pela desigualdade de Cauchy-Swchartz
1 2 1 2
(VO (1), VAR < 5IVOm (V)" + SIVAF < €, (3.93)

para todo A € Wy, Como L1(Q) < [2(Q) entdio ‘jQ Gm(t)‘R < ClBn(t)] < C, pela

continuidade de 3 e (3.83),, obtém-se pelo teorema da convergéncia dominada que

‘B(L Gm(t)> - B(L e(t)) -0 (3.94)
em virtude da desigualdade de Cauchy-Swchartz
‘B(J o) < C. (3.95)
Q R
[([VOm(t) = VO[], VA)r < ClVO,(t) —VO(t)]. (3.96)

Por fim, observando a veracidade da igualdade abaixo
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LT (B ( Lz em(t)>V9m(t) - ( JQ 6(t)> Vo(t), v)\) dt
JQ Gm(t)) - B(JQ e(t)ﬂ (VO (t), VA)dt

|
o
| — |
o~
VS

+JT <5<L 8(1)) [VOm(t) — VO(L)], VA) dt.

0 (3.97)

Utiliza-se (3.93), (3.94), (3.95) e (3.96) em (3.97), obtém-se Vv € Wj,j > m que

| LT (B(L B (£)) VO (1) — B(L 0(1))VO(t), VN )dt|_ 0,
isto é,

o0

r B(L 0. (1)) (VO (1), VA)(t)dt - J

0 0

B ( JQ G(t)) (ve(t), V?\)l])(t)dt, (3.98)
para todo A € Wj,j > m.

(o¢]

Limite do termo J (g(-, W )s E) b (t)dt :
0

Agora, pelo teorema do traco, a convergéncia em (3.68), implica que

U — up em L(0, T; HY2(I)).
Logo,

up,, —uy. em L%(0, T; HY2(T)).
Portanto, (uj,,) ¢ limitada em L2(0, T; H/2(I)). (3.68)5 implica

u = em L*(0,T;L3(T)).
Dai, também encontra-se que (wy, ) é limitada em L2(0,T;L%(})). Como H/2(Q) <
L2(Q) o teorema de Aubin-Lions implica que
up,. — uy forte em L[*(0, T;L%(IY)).

Pela continuidade de g, obtém-se

g(-,up) — g(-,uy) forte em L2(0,T: L2(IY)).
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Como a convergeéncia forte implica a convergéncia fraca, tem-se
T T
| ot ot = | gtoun. @hnat, Vo € L. TLAT)
0 0

Em particular

o0

Jw(g(-,uﬁm), E)rb(t)dt — J (g( w), E)rb(t)dt, VE € Vf,j=m. (3.99)
0 0

Passando o limite em (3.70), utilizando (3.72), (3.73), (3.78)12, (3.77), (3.79), (3.88),
(3.98) e (3.99) obtém-se

(o 0]

(Vuk(t),va)oc(t)w(t)dt+J (90 ul), £))m ()t

0

OO 00

(Wl/(8), E)b(t)dt +J

JO 0

ee]

(f(uk(t)),é)ll)(t)dﬂrj ((a-V)O(t), ) (t)dt =0, V&€ Vi,j=>m,

0

)

JO

0O 00

(0/(1), (1) dt + J

0

B( JQ 0(1)) (VO(t), VAN (t)dt+

JO

e

((a- V)ug(t),Ap(t)dt =0, YA e W;,j>m.

JO

(3.100)
J& que {wy, wy, - - -} e {01, 09, - - - } é base Hilbertiana para VNHA(Q) e H}(Q) respectiva-
mente, tem-se a validade de (3.100) para todo & € VNHA(Q) e A € H}(Q). Analogamente,

tomando o limite em k obtém-se

(0.¢]

(Vu(t)7V£)06(t)1l)(t)dt+J (g(.,u), &))ra(thp(t)dt

0

] (e.¢]

(W/(t), E)p(t)dt + j

JO 0

(Fu(b), E)p(t)dt +J ((a- V)B(L), E)W(t)dt = 0, VE e VN H(Q),
B ( L e(t)) (VO(t), VA)(t)dt+

((a- V)u'(1),A)b(t)dt =0, VA € Hy(Q).

JO
(3.101)

Tomando em particular & € D(Q) C V em (3.101);, segue que

u’ — aAu+f(u) + (a- V)0 =0 em LY (0, 00; L*(Q)). (3.102)
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J4 que f é continua tem-se da igualdade acima que A(ow) € L (0, 00; L2(Q)) de (3.69);

loc

tem-se o € L (0, 00; V). Como V C H(Q) tem-se pelo Teorema 2.33 que

loc
ou 00 ~1/2
“_av € Lo.(0,00;H ().

Ainda pelo Teorema 2.33, multiplicando (3.102) por &P com & € V e P € D(0,00) e

integrando de 0 a co, obtém-se

oo oo

ou
(a5y&)
ov H-1/2( ) x H1/2 ()

| .o + |

0 0

(Vi (t), VE)a(t(t) — J

0

Jm(f(uk(t)), E)p(t) + J ((a- V)8(L), E)p(t) = 0.

0
Por (3.101)¢, tem-se

& ou ,
J <O( <— + 9(',11 )) ’E'>H1/2(rl)xH1/2(F1)1p(t)dt =0, Yo e D(O’TL

0 ov
implicando que

2—$+9(-,u/) =0 em I x (0, 00). (3.103)

3.1.5 Verificacao dos dados iniciais

Nesta secao, verifica-se as condigoes iniciais. Inicialmente mostra-se que
u(x, 0) = up(x).

Observe que faz sentido avaliar u nos extremos de cada intervalo (0,T) uma vez que

uel>®0,T;V) e u € L*®(0,T;V) implica que u € C([0,T], V)
U = u em L*(0,T;V),

u, =u’ em L*(0,T;V),

resulta
-

]
J (e (), (1))t %J (w(t), ¥(t))dt;
0 0

0

0
j (Wl (), ¥(1))dt — J (W' (1), ¥(t))dt,
0 0

vale para todo Vv € L[2(0,T;L?(Q)). Em particular, se ¥(x,t) = v(x)d(t) com ¢ €
CYH[0,T]), ¢(T)=0 e &(0) =1 entao

T

)
J (uk(t),v)d»'(t)dwj (u(t),v)/(t)dt,

0 0
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T T
| tuimema - | (i vema
0 0
para todo v € L2(Q). Somando as duas equacoes acima
T d T d
| gilCuttv)otide > | Tl
0 0
assim
(U (T), V) (T) — (uk(0),v)d(0) — (u(T),v)d(T) — (u(0),v)d(0),
logo
(U (0),v) = (u(0),v) para todo v e L3(Q). (3.104)
Como do sistema aproximado formulou-se que Wy, (0) = u?, obtém-se
we(0) =u) = ugem VN HA(Q) C L*(Q).
Desde que toda convergéncia forte implica a convergéncia fraca, tem-se
(u (0),v) = (ug,v) paratodo v € L%(Q). (3.105)

Das convergéncias em (3.104) e (3.105) obtém-se
(up —u(0),v) = 0 para todo v € L3(Q),

portanto,

u(x,0) = ug(x) em Q.

Analogamente obtém-se

0(x,0) =09 em Q.

Para finalizar, deve-se mostrar que

u'(x,0) = uy (x).

Seja @ € C}([0,T]) a fungao tal que @(T) =0 e @(0) = 1. Assim como foi obtido (3.76)

obtém-se

T

0

(Vwe(t), VE)axp(t) +J (g(. ul) &) ap(t) +
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para todo & € VNHA(Q) C L2(Q). Integrando por partes a primeira integral da equacao

precedente e usando a definicao de ¢ encontra-se

T

T d / / / /
|| Sl () =~ 0).9) = | gl v)e' (e

T

(Vur(t), VE)ap (1) +L (9( - wl), &) () +

p
J (Flue (), E)b(t) + J ((a- V)0(1), E)g(t) = 0, (3.106)

ur (0) — uy; em V.

Tomando o limite k — oo em (3.106), tem-se

Novamente integrando por partes o primeiro termo integral, obtém-se

T T

(W(t), £)(t) +J (Vu(t), VE)ao(t) +

(ul,v)+(u’(0),v)+J 0

0

E(g( ). E)rnaelt) + |
como ja foi obtido

uw —oAu+f(u) +(a-VvV)0 =0 em L0, T;L*(Q)) — L0, T;L*(Q)).
Portanto, a soma das parcelas que possuem integral resultam em zero, implicando

u'(x,0) = u;(x) em Q.

logo, as condigoes iniciais do problema sao satisfeitas.

3.1.6 Unicidade das Solucoes Fortes

Esta sessdo dedica-se a mostrar que sao dnicas as solugoes do problema (3.2), o método

utilizado é denominado método da energia. Inicialmente supoe-se que além do par {u, 0}
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exista um par {v, @} que verifique (3.2)-(3.3), tomando a diferenga entre as respectivas

condicoes que {u, 0} e {v, @} satisfazem e denotando w =u—v e P =0 — @, obtém-se

(w"(1), &) + a(t) ((Vw, VE) + ([g(w'(t) — g(v' ()], E)r, ) +
(flu(t)), &) — (f(v(t), &) + (a- V(t), &) =0, (3.107)

o)) (V. VN — B |

0(t))(Ve, VA) +
Q

ie) A+ B |

Q
((a- V)w'(t),A) =0,

w(x,t) =0 em [y x (0,00)
P(x,t) =0 em T x (0, 00), (3.108)
w(x,0) =0, w’(x,0) =0, Y(x,0) =0; em Q,

para todo & € V e A € H(Q). Fazendo & = 2w’(t) e A = 21(t)

2(w" (1), w' (1) + 2(t) (Vw, V' (1)) +2([g(u'(t) — g(v' ()], w' (1)), ) +
2(f(u(t)), w' (1)) — 2(f(v(t), w' (1)) + 2(a - V(t), w’(t)) = 0 (3.109)

2(0) 00) +26 (| 0(1)) (V. V(1) 28| 0(0)) (T, Tib(t)) +

2((a- V)w'(t),d(t)) =0, (3.110)
como valem as identidades

2((a- Vp(t), w'(t)) +2((a- V]w'(t),p(t)) =0,

2w (1), (1) = <@ (O,

V(1) Vi) = < Vet
/ _ 4
20"(1), (1)) = (V)P
somando (3.109) e (3.110) resulta

%(Iw’(t)l2 +a(t)Vat) + (1)) + a(t) ([glu'(t) — g(v' (1), w'(t) —v' (1), —

o ()IVaw' (1) + 2(f(u(t)) — f(v(t), w'(t)) + 2B(J (1)) (Vp(t), V(1)) +

0]

2[ﬁ(jﬂ o) — Bl JQ 0(t)](Vep(t), Vib(t)) = 0. (3.111)
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De (3.1), valem as seguintes desigualdades

WV

a(t)(g(u'(t)) — g(v'(1)),uw'(t) = v' (D)) ool (B)[[F2(r 5 (3.112)

| = 2(f(u(t)) — f(v(t), w’(t))]

/N

21(f(u(t) — fv(t))|w ()]

< 2Co (D) Jw' (1)
< 2Co(w (VP + ' (D),
2BqQMﬂNV¢HW > 2B VHP, (3.113)
|m5qﬂmun—ﬁq;eunuv@uwium < Clv®)uVeOLVb(H)A3.114)

Em (3.114) observando que ¢ € L2 _(0,00; VN HA(Q)) obtém-se pela desigualdade de

loc

Young

mmq;mun—sqﬂmwmv@uwiam < QOO o VoLV

< éﬁNﬂP+dewﬁW- (3.115)

Ajustando essas desigualdades (3.112)-(3.115) a (3.111), obtém-se a seguinte desigualdade
d e 2 2 2
U@ WP+ V) + (1) + BV (1 <

(P + (C + o (W) Vaw(t) + 4—([;0|1b(t)|2-

Donde segue, fazendo E(t) = |w’(t)]? + a(t)|[Vw(t)> + [p(t)%, que

%E(t) < maX{C + Cr, 1, (ﬁ — Bo) }E(t)-

Pelo Lemma de Grownwall, utilizando (3.108), obtém-se E(t) = 0, isto implica que w =v

e 0 =o.
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Estabilidade Assintdética da Energia

O objetivo desta segao é provar que sob determinadas hipdteses sobre a funcao g a energia
total associada ao sistema (3.2) decai exponencialmente. O raciocinio desenvolvido para
demonstragao deste resultado foi baseado nos trabalhos de (Komornik, V., ZuaZua, E.
[22]).

Fixado um ponto xg € R™ seja m : R™ — R™ dada por m(x) = x — Xx¢, considera-se

lo={xerl; vix) - m(x) <0}, T ={xeTl; v(x) - m(x) >0}, e g tal que
g(x,s) = [v(x) - m(x)]lgi(s), Vx € I1;
[g1(s) — g1(P)](s — 1) = go(s —1)?, Vr,s € R; (4.1)

lg(s)| < Cls|, Vs € R,

onde g; é uma funcao real continua e gy é uma constante real. Considera-se ainda a

existéncia de & e € tal que

(M —(1/240))f(s)s = (2n+ &)F(s), onde b € (1/2,1), (4.2)
/ . i Bo 90
o' (t)|r < e, VEt >0, onde € = mm{w, PRYICYW oA KQ} , (4.3)

2vR+ (n—1/2)C
2%

e Ky, Ko sdo dados respestivamente pelas expressoes em (4.29) e (4.30).

onde w := , 1/Ay = C > 0 é a constante da desigualdade de Poincaré

Teorema 4.1. Supondo vdlidas as condi¢oes (4.1)-(4.3), existem constantes €1, €2 tais

que
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onde
E(t) = %{Iu’(t)lQ + (V) Vu(t)? + 0(1)2 + 2 Ll cﬂu(t))dx}.
Demonstragao. Seja
E. :=E(t) + ep(t), (4.4)
p(t) :==2(u/ (1), (m-V)ult)) + (n—1/2)(u'(t),u(t)). (4.5)

Observe que

p'(t) = 2u(t) (Au(t), (m - V)u(t)) —2((a- V)O(t), (m - V)u(t))
—2(f(u(t)), (m- V)u(t)) +2(u'(t), (m- V)u'(t))
+(n—1/2)(t) (Au(t),u(t)) — (n —1/2)((a- V)O(t),u(t))
—(n—1/2)(flu(®),u(t) + (=12 @A) =1, + ... + L.

agora estima-se cada um dos termos Ij, j =1, ...,8.
Estimativa do termo ;= 2x(t)(Au(t), (m - V)u(t)).

Utiliza-se a seguir a desigualdade demonstrada em (Komornik, V., ZuaZua, E. [22], p

41), semelhante a identidade de Rellich
0
(Au(t), (m - V)u(t)) < (n—2)|Vu? —J (m-v)|Vul*dr + ZJ ﬁ(m -Vudl, (4.7
r r
para todo u € VN H2(Q) Cc VN HA(Q). Como v(x) - m(x) > 0 em I, segue que

L(m V)Vl = Lo(m V)IVul + J

I

(m - V)| Vul? > L (m - v)|Vul.

0

Multiplicando por -1, obtém-se

(m-v) (a—“)ero. (4.8)

—J (m - v)|Vu/*dr < —J (m-v)|Vul*dl, = —J
r To ov

o

ou
Utilizando agora que em Ty, Vu = 35" (pois u|r0 = 0), obtém-se
v

zj U Vjwdr = QJ Gy V)udF+2J O V)u dr (4.9)

ov r, 0V r, 0V
_ QL g:(m Viudr + QJ ) (g—t)Q(m v)dl. (4.10)
ou\ 2 . .
Somando — fFo <a) (m-v) dI' em ambos os lados da equacao e utilizando que a parcela
ou 2 , .
fro (5) (m - v) dI' é negativa, segue que

QL g—:/t(an)u dF—JrO (%)Q(m_y) ar < QJ g:/t(m Vi (4.11)
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Jé que g(x,s) = (m(x) - v(x))gu(s), Z—LVL + (') =0elgi(s)] <], tem-se

2Jrg—:(m-V)u dF—JrO (%)2(m-v) dalr < —2L1(m-v)gl(u’)(m-V)u ar

< —2J (m-v)u'(m-V)udl. (4.12)
I

Para continuar estimando considera-se R =: sup, .5{>_;,, Imi(x)[r} € observa-se que pela

j<n
desigualdade de Cauchy-Schwartz, a desigualdade de Young e a desigualdade triangular

tem-se

2u'(m-Viulg = 2u'[gl(m- V)ulr
[(m - V)ulg
< R2|u/‘%§+TR
e ou [
u
— R2 /(12 il —m
lu \R+R2 . axim
jsn R
2
< R+ — (Y [Rm,
= R R2 ‘ aXi 1R
j<n
i 1/2 2
< rwee L (]2 (3 m
X R R2 . aXi “ . iIR
| \i<n j<n
< RUE + (Vu- Vu). (4.13)

Substituindo a estimativa (4.13) em (4.12), e utilizando que 2fr1(m -v)(Vu-Vu) drI' é

positivo, segue que

2
QJ a—“(m.V)udr—J (a—”) (m-v)dr < —2J (m - v)RIu2 dr
r ov r, \OVv r

— 2J (m-v)(Vu-Vu) dr
I

N

—QJ (m-v)R*Fu'|Z dr
I
< QJ (m- V)RR Al (4.14)
I
Utilizando (4.14) em (4.7) e multiplicando tudo por 2«(t) > 0, obtém-se
L < a(t)(n—2)|Vu]* — oc(tJQRQJ (m-v)u'[3 dr. (4.15)

I

Estimativa do termo I,= —2((a-V)0(t), (m - V)u(t)).
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)1/2

Por Cauchy-Schwartz, a desigualdade de Young, que 1 < («(t)/og)’”, e o raciocinio

analogo ao feito em (4.13) para o integrando em |[(m - V)u(t)| obtém-se

L <Ihlr = 2(((a-V)0,(m-V)u)r

2
t
< Yya-v)or + “Wim. vy
Xp 0‘1
0-% 2 Oé(t) 2
= _J I(aV)GIR dX+—2J I(mV)uIR dx
Xo Jo 01 Jo
2
L
< A (Zlail2> vor + W gzyyp
Xo in o7
o} 2 5 o(t) 2
= —|al[*IVe]* + —~R*[Vul%, (4.16)
Xp 0'1

onde ||a|* = (Zign lail?).
Estimativa do termo I3 = —2(f(u(t)), (m - V)u(t)).

Ja que

fw) ou 0 (

axi - axi

Ju f(s) ds) = aﬁ(u)7

0 0x;

F0)=0,eu r = 0, segue pelo teorema de Gauss-Green que

I3 = =2 f(u)(m-Vu)dx
Q

ijf(u)a—u dx
O 0X;

j<n )

= 2J Div(m)F(u) dx—2J Fu)(m-v)dr
Q r

= QnJ F(u) dx—QJ Fu)(m-v)dr. (4.17)
Q

I

Ja que f(s) > 0 para s > 0 pois f(s)s > 0, e sobre (m - \/)|r1 > 0 segue que
2J Fu)(m-v)dlr >0 (4.18)
I

(4.18) em (4.17) implica que

I3 < 2nJ F(u) dx. (4.19)
e}
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Estimativa do termo I, = 2(u/(t), (m - V)u'(t)).

t
Veja que pelo teorema da Gauss-Green, usando que (m - V)’ro <0equel< O;—)
0
ou'(t
I, = 2J (Z m; () (t) LaL ( )> dx
Q \j<n e

[ olu/(t)3
- (Z mj () 4T )'R> ax

JO j<n an

[
= m- Viu'(t)3 dx

JQ

[
= W (t)E(m-v) dr —J [/ (t)[EDiv(m) dx

Jr Q
< Snh P+ | () (R dr

I
/ 2 a’(t) 12 2
< —nju'(Y)IF+ o (m-v)u'(x)]g dr. (4.20)
0o Jn

Estimativa do termo I5 = (n — 1/2)(t)(Au(t), u(t)).

ou

v +g(-,u') =0, (4.1) e o Teorema de

Novamente usando que (m - V)‘ro < 0, que

Green-Gauss obtém-se

(n—l/Q)oc(t)J uAudx = (n—1/2)x(t) n(uVu-v) dF—J

Q JT (0]

(Vu-Vu) dx}
= (n—1/2)x(t) || wim-v)g;(u) dr — IVulz}
Jr

< (n—1/2)«aft) u(m-v)g;(u') dr — !Vu!Q}
LJ T

< tn—1/2adt) || ulm v’ ar - w] |

(4.21)
Antes de prosseguir com as estimativas, é importante estimar superiormente frl (m-v)u?,
para tal, veja que o Teorema do Trago e a equivaléncia entre as normas de V e H{(Q)
determinam a existéncia de constantes @ > 0 e @y > 0 , de modo que seja verdadeira a

seguinte cadeia de desigualdades

J u? dl' < O|[ulr < ©,0|Vu| = 0, |Vuf?,
r
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onde )0 =: O, desta ultima desigualdade, obtém-se
xEQ

J (m-v)u? dr < 6, (sup{(m(x) -V(x))}) IVul? = 0y Vul?, (4.22)
I

onde B, =: O, (supxeﬁ{(m(x) ~v(x))}). Feito isto, usa-se a desigualdade de Young e

(4.22) para concluir que

(n— %) “(t)J ulgl(m - V) gluw/lp AT = (x(t)J (n— %) g/ (M- v)y/(m - v)u/|g dT
Iy I

e R

o | tm v ar

¢ g1y L(m R dr

+ ;gezva? (4.23)

Usando a estimativa (4.23) em (4.21), segue que

1 t
I, < —«ft) (n —— 4+ @@2) IVul? + *
2 203

(t)o3(n —1/2)?
2

J (m-v)[uW/|*dr.  (4.24)
'

Estimativa do termo Iy = —(n —1/2)((a- V)0(t), u(t)).

Integrando por partes usando que 1 < (a(t)/xg)'/?, a desigualdade Young e a de-

sigualdade de Poincaré tem-se
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16:——1/2J<Z]a >dx

ji<n
00(t
= —(n—1/2) %L} aj—a)((j )u(t) dx
ou(t)
< ;Ijﬂ(n— 1/2)a)-a—xje(t) dx
o3(n—1/2%q RO | [du(t)* «(t)
S ;JQ< 20(0] +' 0X; R26§>dx
o3(n —1/2)%ajlg x(t)
g; 1P+ 22|v12
o3(n—1/2)2
_ o3(n—1/2) )
= Osn o IVO(t)|la y|2 |v 2, (4.25)
onde O; ¢é a constante que satisfaz |0]? < O4]VO|%.
Estimativa do termo I; = —(n — 1/2)(f(u(t)), u(t)).
Por (4.2), segue que —(n — 1/2)sf(s) < —F(s), dai
I, = J —(n—1/2)f(u(t))u(t) dx < —(2n + E)J F(u(t))dx. (4.26)
Q Q

Voltando a p’(t), obtém-se de (4.15), (4.16), (4.19), (4.20), (4.24), (4.25) e (4.26), segue

que

R2 1 O CH
/ g _ 2 I - T4 9 2
p'(t) o(t) ( + o n+ 2 202 + 26%) IVu(t)]

+ (0—_%”3”2—1—1’10—3( _1/2)2HaH2>|V9(t)|2

20(0
+ (—m+n—1/2)u/(t)P

+ 2n—2n—-¢&)| F(u
Q

o3(n—1/2)

+ ()<2R2+ 5

+ g) L(m V)W (1)[3 dr. (4.27)

Tomando 03 = ©y, 02 = O3 ¢ 07 = 2R? e desenvolvendo os termos entre parénteses
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obtém-se

p'(t)

N

~( V()P + VO — S (0F — & | F(u(t) ax

+  x(t)Kky L (m-v)u/ ()3, (4.28)

onde

_ 2
K = <2R2 + nw) : (4.29)
Xp 2
—1/2)?
Ky = 2R2+%. (4.30)
De (3.26), junto de (3.28), (4.1) e (4.3) obtém-se
t
E'(t) + ggoc(t)J (m- V)W ()3 dT + BolVO(t)* < 8“2( )IVu(t)lz. (4.31)
'
Multiplicando (4.28) por
1 Bo Jo
= —_ = 0 4.32
) mm{w’K1+1/(27\1)7K2}> 7 (4.32)

somando a (4.31), e agregando os termos, obtém-se

E'(t) < — e%lu’(t)l2 — e%qu(t)l2 — [Bo — exq]|VO(1)]?

— eEJ F(u(t)) dx — xplgo — ng]J (m-v)u/ ()3 dr. (4.33)
Q

I

Veja agora, que

Bo € €
S —— ~ < - Z
ES T n) Tt gy, SPo = Bomek > o
esta ultima desigualdade implica que
€ €
—[Bo — ex4]IVO(t)]* < —WIVG(‘E)I2 < —§|e(t)|2. (4.34)
1

Visto que a constante A; é tomada de modo que A{[8(t)[> < [VO(t)[?, vO(t) € H{(Q). Da

mesma forma

€<@ = €Kz < go = go— €Kg = 0,
Ko

0 que por sua vez implica que

xolgo — eKQ]J (m-v)u/ ()3 dr > 0. (4.35)
I
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Outra informagao interessante é que para s # 0
sF'(s) = sf(s) > 0, (4.36)

a desigualdade (4.36) implica que para s < 0, F é nao-crescente, como F(0) = 0, obtém-se
F(s) > 0 para todo s < 0, por outro lado tem-se que F é nao-decrescente para s > 0,

como F(0) = 0, encontra-se que F(s) > 0 para todo s > 0. Em todo caso
F(R)eR",
que por si, produz que
L) F(u(t)) dx > 0. (4.37)

Portanto usando as estimativas (4.34), (4.35), (4.37) e que —& < 0 < 1, em (4.33),
obtém-se
1 t
W< — eot/(oF - X wumpe - o
2 2 2
— eJ F(u(t)) dx = —€E(t). (4.38)
0!

Como 1 < («(t)/otg)'/?, da desigualdade Young e da desigualdade de Poincaré verifica-se

que
e 'E(t) —E(D) =lp(t)] < 20/(D)l(m - Vu(t) + (n—1/2)u/(t)][u(t)|
< 2/ ()|IVu(t)VR + (n — 1/2)[u/(1)|C[Vu(t)|
2VR+ (n—1/2)C
< NG 24/ o(t)u/ (1) Vu(t) (4.39)
2R+ (n—1/2)C
< N E(t) < WE(t). (4.40)

Observando que por (4.32), (1 —we) > 0 e denotando
g1 = (1 —we); &g :=(1+ we).
A desigualdade (4.39), implica que
e1E(t) < Ec(t) < e2E(1). (4.41)

Multiplicando a desigualdade a direita de E.(t) < €:E(t) por &, ', em seguida por —e
obtém-se

—€eE(t) < ——E.(t).
€9
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Esta ultima desigualdade junto de (4.38), permitem a seguinte caideia de implicagoes

(t) < —giEg(t) = (Eg(t)e“/”)/ < 0= E(t) <Ec(0)e '/, (4.42)

E/

€

Finalmente, (4.42) e (4.41), implica que
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