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Resumo

Neste trabalho é analisada uma generalizacao do método de Newton com uma variavel,
motivada pelo método do ponto proximal com distancia de Bregman, para resolucao de
equacoes nao-lineares e problemas de otimizacao. Prova-se a convergéncia quadratica do
método generalizado, onde um caso especial é o método de Newton classico. Sao ilustradas
as vantagens do método generalizado com relacao ao método cléssico, através de testes
numéricos. Os testes fornecem uma visao de como as instancias do método generalizado
podem ser escolhidas para uma dada equacao nao-linear. Por tltimo, derivamos uma

expressao fechada para o erro assintético.



Abstract

In this thesis a generalization of the Newton Method is analyzed with one variable, motiva-
ted by the Proximal Point Method with Bregman Distance, to solve nonlinear equations
and optimization problems. It is proven the quadratic convergence of the generalized
method, with the Classical Newton’s Method as special case. The advantages of the ge-
neralized method over the classic method are illustrated through numerical tests. The
Numerical tests provide a view of how variations of the generalized method can be chosen
for a given nonlinear equation. At last, it is derived a closed expression for the asymptotic

error.
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Introducao

O Método de Newton é usado para encontar a solucao aproximada de problemas de
equacgoes nao-lineares e ¢ um bom método devido a sua taxa de convergéncia ser quadratica.
Problemas de equagoes nao-lineares aparecem em muitas areas, tais como otimizacao, en-
genharia, fisica, economia [6], [12], [13]. Sua descrigao ¢é simples e é a seguinte: dado um
ponto inicial xg € I, 0 método de Newton gera uma sequéncia {x, jnen, através da iteracao

f(xn)
f/(xn)’

(1)

Xn+1 = Xn —

esta chamada de iterada classica de Newton.
Neste trabalho, considerar-se-a o problema de encontrar uma solu¢ao de uma equacao

nao-linear de uma variavel:

f(x) =0, (2)
onde f: | C R — R é uma funcao continuamente derivéavel.
Observou-se que resolver o problema de otimizagao

min ¢(x) (3)

xel

onde ¢: R — R é uma fungao duas vezes derivavel, pode ser substituido por resolver o
problema de encontrar um x tal que ¢’(x) = 0, ver [9].

Sob algumas hipdteses na funcao f, a sequéncia gerada por (1) estd bem definida e
converge com taxa quadratica, desde que tomamos um ponto incial Xy suficientemente
préximo da solugao, ver [10], [9].

Uma generalizagao da iterada de Newton (1) é dada por

Xn41 = st (S(Xn) - Sl(xn)%) ) (4)

onde s é uma funcao cuja derivada é lipschitziana em um intervalo que contenha a solugao

x* de (2), ver [3]. Neste trabalho mostraremos que a sequéncia gerada por (4) estd bem

1



Sumario 2

definida e que converge com taxa quadratica a partir de um ponto inicial xy suficientemente
préximo a solugao x* de (2). Com a escolha de s(x) = x, a equagao (4) é igual a equagao
(1). Por outro lado, (4) é um exemplo de (1), quando f é substituida por F=fos ! e

Yn = s(Xxn), pois quando aplicamos (1), obtém-se

_ F(xn)
Un+1 —yn_ F’(Xn). (5)

Sendo s invertivel numa vizinhanga da solugao, resultados classicos do método de Newton
implicam que as iteragoes (4) e (5) podem ser utilizadas para resolver (2), e ambas se
reduzem a (1), quando se toma s(x) = x. E por isso que (4) é chamada de um método de
Newton generalizado.

Para do desenvolvimento deste trabalho, usaremos a seguinte estrutura: No Capitulo
1, apresentaremos defini¢oes e resultados de fungoes continuas, fungoes convexas e ponto
fixo que serao ultilizados no desenvolvimento deste trabalho. No Capitulo 2 é definido
o Método do Ponto Proximal com Disténcia de Bregman (MPPDB) e é discutido a boa
definicao e a convergéencia do método. No Capitulo 3, apresentamos o Método de Newton
Generalizado, e provamos a convergéncia quadratica do método, e apresentamos imple-
mentag ies do Método de Newton Generalizado com diferente funcoes instancias s. No

Capitulo 4, relatamos as consideragoes finais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, serdao apresentas as definigoes e os resultados basicos, com base em [10],

[4] e [8], que serdo utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Funcoes continuas e resultados

Nesta secao, apresentar-se-a algumas defini¢coes sobre continuidade de uma fungao f e

alguns resultados importantes.

Definicao 1. Uma funcao f: 1 C R — R, diz-se continua no ponto a € 1 quando,
Ve>030>0,tais quex €1, [x—al <d=[f(x)—f(a)| < e.
Diz-se que f: I C R — R é continua quando f é continua em todos os pontos a € 1.

Teorema 1. Dada uma funcao f: 1 C R — R. Se f € continua num ponto a € 1 se, e

somente se, para toda sequéncia de pontos xn, € I com limx, = a, se tenha lim f(x,) =

fla).
Demonstragao. Ver [10]. O

Teorema 2. (Teorema do valor intermedidrio) Seja f: [a,b] — R wuma funcao

continua. Se f(a) < d < f(b), entdo existe um ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
Demonstragao. Ver [10]. O

Corolario 1. Se I C R € um intervalo e f: I — R € continua, entao a imagem de f do

conjunto 1, f(I), € um intervalo.
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Demonstragao. Ver [10]. O

Corolario 2. Seja f: [a,b] — R wma funcao continua em (a,b). Se f(x) # 0 para

qualquer x € (a,b), entdo f(x) > 0 ou f(x) < 0 para todo x € (a,b).

Demonstracao. Supondo que existem xi, X2 € (a,b), tais que f(x;) < 0 < f(x3). Pelo
Teorema do valor intermedidrio, existe um ¢ entre x; e xo tal que f(¢c) = 0. Absurdo.

Portanto, f(x) > 0 ou f(x) < 0 para todo x € (a,b). ]

O préximo teorema assegura a existéncia de valores maximos e minimos de uma fungao

continua quando o seu dominio é um conjunto compacto.

Teorema 3. (Teorema de Weierstrass) Sejam f: I — R uma fun¢do continua e I um
conjunto compacto. Entao, existem x*, x € 1, tais que f(x*) < f(x) < f(X) para todo

x el
Demonstragao. Ver [8]. O

Através da seguinte definicao e corolario pode-se garantir a existéncia de um minimi-

zador x* mesmo quando I nao é compacto.

Definicao 2. O conjunto de nivel da funcio f: 1 C R — R associado a ¢ € R, € o
congunto dado por

Liale) = {x € TIf(x) < c.

Corolario 3. Seja f: I C R — R continua em 1. Se existe um ¢ € R tal que o conjunto

de nivel Ly 1(c) € ndo-vazio e compacto, entao existe x* € 1 tal que f(x*) < f(x) para todo

x € L.
Demonstragao. Ver [8]. O
O Teorema 4, a seguir, afirma que se I = [a,b] é um intervalo fechado, entao f(I)

também é um intervalo fechado. Mas se I nao for um intervalo do tipo [a,b], f(I) pode

nao ter as mesmas caracteristicas de I.

s

Exemplo 1. Dado I = (0,7) e f: I — R, com f(x) = senx, temos que f(I) = [—1,1] ¢

um intervalo fechado, mas 1 é um intervalo aberto.

Teorema 4. Seja I C R um intervalo fechado, a imagem (1) por uma funcao continua

f: 1 — R € também um intervalo fechado.
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Demonstragao. Pelo Corolario 1, f(I) é um intervalo. Tomando-se {yn }neny uma sequéncia
de f(I). Para cada n € N, temos que existe um x,, € I, tal que y, = f(x). A sequéncia
{xnInen € limitada pois I é limitado por hipdtese. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
ver [10], {Xnnen possui uma subsequéncia convergente. Seja {Xn/}In/cny uma subsequéncia
de {xntnen, tal que limx,, = a. Note que a € I pois I é fechado por hipétese. Sendo f
continua, entao nl/iinoo f(xn) = f(a). Note que f(a) € f(I) pois a € I. Entao {yn'}n-en,
com Yn = f(xns), é uma subsequéncia de {ynnen convergente. Logo toda sequéncia

de f(I) possui um subsequéncia convergente e seu limite pertece a f(I). Portanto f(I) é

fechado. O

Teorema 5. Se I C R é um intervalo fechado, entdao toda bijecao continua f: 1 — ] C R

tem inversa f~1: ] — 1 continua.
Demonstragao. Ver [10]. O

Definicao 3. Diz-se que f: I C R — R ¢é derivavel no ponto a € 1 se existir o sequinte
limite
. f(x)—f(a) . fla+h)—~(a)
lim —— = = lim

Y
x—a X—a h—0 h =f'(a).

Quando existe f'(x), para todo x € I diz-se que f: I C R — R é derivavel em 1.
Teorema 6. Se f € derivavel em um ponto a, entdo € continua em a.
Demonstragao. Ver [10]. O

Definicao 4. Diz-se que um ponto x* pertencente ao dominio de uma funcdao f € ponto

critico quando f'(x*) = 0.

Teorema 7. Seja f: I C R — R. Dado a € 1, se existe f'(a) e a é um ponto de mdximo

ou minimo de f, entdo f'(a) = 0.
Demonstragao. Ver [10]. O

A funcao derivada, mesmo sendo descontinua, goza da propriedade do valor inter-

medidrio, como é dado a seguir.

Teorema 8. (Darboux) Seja f: [a,b] — R derivavel. Se f'(a) < d < f'(b), entao

existe ¢ € (a,b), tal que f'(c) = d.

Demonstragao. Ver [10]. O
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O Teorema acima garante que, se f’(x) # 0, entao ou f'(x) > 0 ou f’(x) < 0 para todo
x do dominio da funcao f. De fato, se existissem a, b tais que f'(a) < 0 < f’(b), pelo

Teorema de Darboux existiria ¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0. Isso contradiz a hipétese de

/(x) # 0.

Teorema 9. (Teorema do valor médio) Seja f: [a,b] — R continua. Se f é derivdvel

em (a,b), entdo exite um ¢ € (a,b), tal que f(b) —f(a) = f'(c)(b — a).
Demonstragao. Ver [10]. O

Teorema 10. Sejam I C R um intervalo e f: 1 — R uma funcdo derivdvel. FEntao, f
¢ mondtona nao-decrescente(nao-crescente) se, e somente se, f'(x) = 0(f’'(x) < 0) para

qualquer x € 1.
Demonstragao. Ver [10]. O

Teorema 11. Sejam I C R um intervalo, e f: I — R uma fun¢ao derivdvel. Se f'(x) #£ 0

para todo x € 1, entao f é uma bijecao, crescente ou decrescente, de 1 sobre um intervalo

para todoy = f(x) € J.

1
] e sua inversa f71: ] — 1 ¢ derivdvel , com (f1)'(y) = )
X

Demonstragao. Ver [10]. O

A n-ésima derivada de uma funcdo f num ponto a serd representada por f(™ (a). Para

n =1, 2 e 3 escreve-se f'(a), f’(a) = [f'(a)l’ e f"”(a) = [f"(a)]’, respectivamente.

Definicao 5. Diz-se que f: I — R € uma funcdo de classe C™ quando f é n vezes derivavel

e, além disso, ™ : 1 = R € continua.

Teorema 12. (Fémula de Taylor, com resto de Lagrange) Seja f: [a,b] — R n
vezes derivdvel no intervalo [a,b], com ™1 derivdvel em (a,b). Eziste um ¢ € (a,b)
tal que

f”(a)
2!

f(b) =f(a)+f'(a)(b—a)+ (b—a)2+---+—1(b—a)“_ —|—f

Demonstragao. Ver [10]. O
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1.2 Funcoes convexas

Nesta secao, serao apresentadas definicoes e propriedades de funcgoes convexas em um

intervalo I C R, as quais podem ser encontrada em [10], [8].

Definicao 6. Seja I € R um intervalo. Uma funcdo f: I — R € dita convera quando

para todo par de ponto x,y € I e o € [0, 1] tem-se
flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — «)f(y). (1.1)

A fungao f: I — R diz-se estritamente convexa quando a desigualdade (1.1) é estrita
sempre que x #Yy e & € (0,1). A fungao f: I — R diz-se fortemente convexa com médulo

v > 0, quando para quaisquer x, y € I e & € [0, 1], tem-se
flax + (1 — )y) < af(x) + (1 — &)f(y) —yor(l — o)lx —yI*.

Observa-se que uma fungao fortemente convexa é estritamente convexa, e uma estri-

tamente convexa é convexa.
Exemplo 2. A funcio f: R — R, f(x) = x2, € fortemente conveza.

Exemplo 3. A funcio f: R — R, f(x) = e*, € estritamente convexa, mas nao € forte-

mente convexa.
Exemplo 4. A funcdio f: R — R, f(x) =x, € convexa, mas nao € estritamente convexa.

A convexidade de uma funcao é importante quando se quer encontrar um ponto x* € I,

tal que f(x*) < f(x) para todo x € I, ou seja, encontra a solucdo do seguinte problema
min f(x) sujeito a x € I, (1.2)
que é dito um problema de minimizacao convexa quando f: I — R é uma funcao convexa.

Teorema 13. (Teorema de minimizagao convexa) Seja I C R um intervalo e f: I —
R wma fungio convera em 1. Entao todo minimizador local do problema (1.2) € global.
Além disso, o conjunto de minimizadores é convero. Se f € estritamente convera, o

minimizador € unico.

Demonstracao. Ver [8], Teorema 3.1.5 O
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Teorema 14. Se f: I — R € uma funcdo convexa, entdo o conjunto de nivel
Lei(e) ={x € IIf(x) < ¢}
€ convexo para todo ¢ € R.
Demonstracao. Ver [8], Teorema 3.4.1. O

Teorema 15. Seja f: I — R uma fungdo convera. Se existe um c € R tal que L¢1(c) €

limitado, entao todo conjunto de nivel de f € limitado.

Demonstracao. Segue a prova do teorema por contradi¢ao. Supondo que existe um d € R,
tal que L¢1(d) € ilimitado. Pelo Teorema 14, L¢;(d) é convexo. Como L¢i(d) C R é
convexo e ilimitado, logo uma das semi retas x +t ou x —t, t > 0 e qualquer x € L¢(d),
estd contida em L¢;(d). Tomando v € {—1,1} tal que x + tv € L;(d),para qualquer
x € L¢i(d) e t > 0. Demonstrar-se-a4 que, para qualquer A € R o conjunto L¢(A) é
ilimitado. Se A > d, tem-se que L¢1(d) C L¢1(A), logo L¢1(A) € ilimitado pois L¢y(d) é
ilimitado. Por outro lado, supondo que A < d, daf temos que L¢(A) C L¢1(d). Tomando

um x € L 1(A) e a semi reta x + tv, t > 0, logo x +tv € L 1(d) Vt > 0. Entao

flx+tv) = f ((1—l> x+l(x+octv))
x o

flx+tv) < (1 _ l) flx) + Sf(x + atv)
X 0.8

f(x +tv) < (1—l)f(x)+ld
x x

para qualquer « > 1. Fazendo o« — oo, tem-se:
flx+tv) <f(x) <A Vt>0.

Logo, x +tv € L¢1(A) Vt > 0, assim L¢(A) é ilimitado, para qualquer A € R. Isso
contradiz a hipétese de existir um ¢ € R, tal que L¢(c) é limitado. Portanto, L¢(d) é

limitado para todo d € R. O

Teorema 16. Se f: I — R € convezxa no interior de 1, entao existem as derivadas laterais

f'.(c) e f’(c) em todo ponto c € int(I).
Demonstragao. Ver cap. 9 de [10]. O

Corolario 4. Uma func¢ao convexa f: I — R ¢é continua em todo ponto ¢ no interior de

L.
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Demonstracao. Seja c € int(I). Logo,

f(x) —f f(x) —f
lim £(x) — f(c) = lim 2= oy =) e = 0
X—>Cc+ X—>Cc+ X—C X—c+ X—C X—Cc+
f(x) —f
pois lim M existe, pelo teorema 16 , e lim (x —¢) = 0. Por outro lado
x—Cc+ X—2C xX—Cc+
f(x)—f f(x)—f
lim f(x) —f(c) = lim M(x—c) = lim M lim (x —¢c) =0
X—Cc— X—Cc— X—C Xx—Cc— X —C Xx—Cc—
f(x) —f
pois lim M existe, pelo teorema 16, e lim (x —c¢) = 0. Entao lim f(x) — f(¢) =0 <—
X—C— X—C X—Cc— X—C
lim f(x) = f(c).
X—C
Portanto f é continua para todo ¢ € int(I). H

O préximo Teorema dard uma caracterizacao para uma funcao convexa derivavel.

Teorema 17. Seja I C R um intervalo aberto e f: I — R uma funcdo derivdvel em 1.

Entao, as sequinte afirmacoes sao equivalentes:
(1) f € conveza;
(2) a derivada f': T — R € mondtona nao-decrescente;

(3) para quaisquer a,x € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Quando ' € duas vezes derivdavel em 1, as afirmagoes acima também sdao equivalentes

a
(4) " (x) = 0 para todo x € 1.
Demonstragao. Ver cap. 9 de [10]. 0

Corolario 5. Seja f: I — R uma funcao convexa derivdvel. Entao, todo ponto critico de

f € um ponto de minimo absoluto.

Demonstracao. Seja x* um ponto critico, ou seja, f'(x*) = 0. Pela condicao (3) do

Teorema 17, f(x) > f(x*), para todo x € I. Portanto, x* é minimo absoluto. ]

Teorema 18. Seja I C R um interevalo aberto e f: I — R uma fun¢ao derivavel em 1.

Entao as sequinte afirmacoes sao equivalentes:

(1) f é estritamente convezxa;
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(2) a derivada f': 1T — R € mondtona crescente;
(3) para quaisquer a,x € 1, tal que a # x tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).
Demonstracao. Ver [8]. O

O exemplo a seguir demonstra que convexidade estrita de f implica que f’ é estrita-

mente crescente, mas nao implica que f”(x) > 0 para todo x € 1.

Exemplo 5. Seja f: R — R uma funcdo, com lei de formacao f(x) = x*. A funcdo f é

estritamente conveza, mas f"(x) = 12x? ¢ nula no ponto x = 0.

Teorema 19. Toda funcao f duas vezes derivavel em um intervalo aberto I C R tal que
f”(x) > 0 para todo x € 1 € estritamente convexa. Além disso, se f possui um minimo,

este € unico.

Demonstra¢ao. Dados x,a € I com a < x, pelo Teorema de Taylor, com resto de La-
grange, existe um ¢ € (a, x), tal que

f//(c) )
5 (x—al

f(x) = f(a) +f'(a)(x —a) +
como f”(c) >0ex—a >0, tem-se
f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Pelo Teorema 18, f é estritamente convexa. Supondo que x* seja um ponto de minimo,
logo f'(x*) = 0. Fazendo a = x* na desigualdade acima, tem-se que f(x) > f(x*) para

todo x € I com x # x*. Portanto, o ponto de minimo é tnico. O

Para fungoes diferenciaveis fortemente convexas, existem caracterizagoes semelhantes

as dos Teoremas 17 e 18.

Teorema 20. Seja I C R um interevalo aberto e f: I — R uma func¢ao derivavel em 1.

Entao, as sequinte afirmacoes sao equivalentes:
(1) f € fortemente convexa em 1 com médulo y > 0;
(2) para quaisquer a,x € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(x — a) +y[x — al*.

(3) para quaisquer a,x € I tem-se (f'(y) — f'(x))(y —x) = 2yly — x[~.

Quando ' € duas vezes derivavel em 1, as afirmacgdes acima também sdao equivalentes

a
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(4) £"(x) = 2y para todo x € 1.
Demonstragao. Ver [8]. =

O item (4), do teorema acima diz que toda fungdo fortemente convexa duas vezes
derivavel tem a segunda derivada positiva, mas nem toda funcao com segunda derivada
positiva satisfaz a condi¢ao f”(x) > 2y, para algum y > 0. De fato, seja f: R — R uma
funcao, com f(x) = e*, temos que f”(x) = e* > 0 para todo x € R, mas xl—igloo e* =0,
logo nao existe y > 0 tal que " (x) > 2y.

Definicao 7. Seja f: R — R uma funcao convera. Diz-se que z € R é um subgradiente

de f no ponto x se

fly) = f(x) +z(y —x), Vy.

O conjunto de todos os subgradientes de f no ponto x chama-se subdiferencial de f em

x, que serd denotado por 0f(x), ou seja,
of(x) ={z € R[ f(y) = f(x) +z(y —x), Yy}

O subgradiente define uma aproximacao linear de f cujo grafico fica abaixo daquele
de f e cujo valor coincide com f no ponto x. No caso em que a funcao f é derivavel o

subgradiente é unico, conforme o préximo resultado.

Teorema 21. Seja f: R — R uma funcao convexa € derivavel no ponto x € R se, e

somente se, 0f(x) contém apenas um elemento. Neste caso, 0f(x) = {f'(x)}.

Demonstracao. Ver [8]. O

1.3 Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fungao é um nimero que quando aplicado na fungao o valor obtido

¢ igual a este nimero, ver [4].

Definigao 8. Se g é uma func¢do, um ponto fixo de g € um ponto x* tal que g(x*) = x*.

Problemas de encontrar raiz e problemas de ponto fixo sao equivalentes no seguinte

sentido:
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e Seja f um funcao com x* raiz, ou seja, f(x*) = 0, podemos definir uma fungao g com

ponto fixo em x* da seguinte maneira
g(x) =x —f(x);

e Consequentemente, se a fungao g tem ponto fixo em x*, entao a fungao definida por

tem um zero em x*.
O teorema a seguir da condigoes suficientes para a existéncia e unicidade de um ponto

fixo.

Teorema 22.

(i) Se g € Cla,b] e g(x) € [a,b] para todo x € [a,b], entao g tem um ponto fizo em
[a, b].

(ii) Se, além disso, exitem a derivada g'(x) para todo x € (a,b) e uma constante positiva
K <1, tal que

lg’(x)] < K < 1, para todox € (a,b),

entdo g possui um unico ponto fixo em [a,b].
Demonstracao.

(i) Se g(a) = a ou g(b) = b, entdo g tem um ponto fixo. Caso contrario, tem-se
que g(a) >a <= dgla)—a>0eg(b) <b < g(b)—Db < 0. A funcao
h: [a,b] — R, definida por:

é continua. Logo,

h(a) =g(a)—a>0eh(b)=g(b)—b< 0 <= h(b) <0< h(a).

Pelo Teorema do valor intermédidrio existe um x* € (a, b) tal que h(x*) = 0. Assim,

h(x*) = g(x*) —x* =0 = g(x*) = x*. Portanto, g tem um ponto fixo.
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(ii) Sejam x* e y*, com x* # y*, pontos fixo de g. Pelo Teorema do valor médio, existe

um c entre x* e y*, tal que

g(x*) —gly") =g'(c) - (x* —y").

Passando ao médulo e usando a hipétese que |g’(x)| < K < 1, para todo x € (a,b).
Tem-se
x* =y =Ig(x") — gy )l =Ig’(c)| - x" —y*| < X" —y~],

contradigao, entao x* =y*. Portanto, o ponto fixo de g ¢ tnico.

]

Teorema 23. Seja g € Cla, b], tal que g(x) € [a, b] para todo x € [a,b]. Se, além disso,

exitem g'(x) em (a,b) e uma constante 0 < K < 1 tal que
lg’(x)] < K < 1, para todo x € (a,b),

entdo, g possui um unico ponto fixro x* € [a,bl, e para qualquer xo € [a,b], a sequéncia

definida por xn+1 = g(xn),n = 0, converge para x*.

Demonstracao. Pelo Teorema 22, existe um tnico ponto x* € [a, b], tal que g(x*) = x*.
A sequéncia {xn}nhen estd bem definida, visto que g: [a,b] — [a,b]. Pelo Teorema do

valor médio, para cada n € N existe ¢,, entre x,, e x*, tal que
glxn) —g(x") = g'(cn) - (xn —x").

Passando ao médulo na igualdade acima e tomando x,, 11 = g(xn) e g(x*) = x*, obtemos

a seguinte equagao
Xns1 =X =1g"(cn)l - xn — X7
Tem-se que |g'(cn )| < K, Yn € N, Logo

*

|Xn+1_x*| <K'|Xn_X .

Entao,

Ix; —x*| < K- |xg —x"|

Ixo —x*| < K- |x; — x|



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 14

Ixg —x*| < K- [xg —x*

*

Xn+1_x*| <K'|Xn_x .

Entao

Xna1 — X5 <KL xg — x*|. (1.3)

Passando ao limite na desigualdade (1.3) com n — oo, tem-se

0< lm |xni —x* < lim KM jxg —x*| =0
n—oo n—oo
pois 0 < K < 1. Entao lim [xp;1 —x*| =0 <= lim x,,.1 = x*. Portanto, {Xn}nen
n—oo n—oo
converge para o unico ponto fixo x*.

]

Dada uma funcao f: I — R, de classe C! no intervalo I, com f’(x) # 0 para todo x € I.

Toma-se um valor inicial xg € I e a sequéncia {x, }nen gerada por

f(xn)
f/(xn)’

¢ o método de Newnton classico, usado para a obtencao de valores aproximados da raiz

(1.4)

Xn+l1 = Xn —

da equacao f(x) = 0. Se a sequéncia {Xxn nen convergir, o seu limite x* serd uma raiz da

equagao f(x) = 0. De fato, passando ao limite com n — co na equagao (1.4), tem-se

X" =x ey = f(x*) =0.
As raizes da equagao f(x) = 0 s@o os pontos fixos da fungao g: I — R, definida por
(x) = x — f(x)
T

Definimos taxa de convergéncia de um método iterativo, visto que ela é um dos prin-
cipais indicadores da eficiéncia de um método iterativo.

Supondo que {xn jnen € uma sequéncia que converge para x*, com x,, # x* para todo
n € N. Se existem duas constantes positivas & e A, tais que
|Xn+1 — X*| _

lim

nooo [xp —x**

entdo dizemos que a sequéncia {Xp}neny converge para x* com ordem & e com erro as-

sintético A. Destaca-se dois casos especiais:
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(i) Se x =1 e A < 1, entdo a sequéncia é dita linearmente convergente ;

(ii) Se o« =2, entdo a sequéncia é dita quadraticamente convergente.

O resultado a seguir dara condicoes suficientes para que a sequéncia gerada pela

iteracao do ponto fixo convirja linearmente.

Teorema 24. . Seja g € Clla,bl, tal que g(x) € [a,b] para todo x € [a,b], com
Ig’(x)] < K para todo x € (a,b), onde K é uma constante tal que 0 < K < 1. Se
g'(x*) # 0, entao para qualquer nimero xo # x* em [a,b], a sequéncia {Xnnen que €

gerada por xn 11 = g(xn) converge linearmente para o unico ponto fixo x* em [a,b].

Demonstracao. Pelos Teoremas 22 e 23, g tem um tunico ponto fixo x*, e a sequéncia
{Xn}nen que é gerada por x,, 11 = g(x,) converge para x*. Proseguindo, serd demonstrado
que {Xn fnen € linearmente convergente para x*. Pelo Teorema do valor médio, para cada

n € N existe um ¢,, entre x,, e x*, tais que

*

g(xn) — g(x" ) =1g'(cn)l - Ixn —x7.
Sabendo que x,, 11 = g(xn) e g(x*) = x*, tem-se

|

n+1 — >|<| - |9I(Cn)| : |Xn —X
Ix X

|Xn _X|
ﬁ =19’(cn)l- (1.5)

Afirmacgao 1. A sequéncia {Cnlnen converge para x*.

De fato, c,, esta entre x,, e x* para todo n € N. Logo,
0<len —x* < |xn —x*], VN e N. (1.6)
Passando ao limite na desigualdade (1.6) com n — oo, tem-se

0< lim |len —x* < lim |x, —x*| =0
n—,oo n—oo

pois lim x, = x*. Entao, lim |¢c, —x"|=0 <= lim ¢, =x".
n—oo n—oo n—oo

Agora passando-se ao limite na equacao (1.5) e usando a hipdtese da continuidade de g’,
tem-se

— X
lim PXn =X _ lim |g'(cn)l=1g'(x")| < K < 1.
n—oo |Xn—x*| n—o00

Portanto, a convergéncia ¢é linear. O
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O proximo resultado apresenta condigoes adicionais que garantem a convergéncia

quadratica.

Teorema 25. Seja g € C?[a,b] e x* a solugio da equagao g(x) = x. Supondo que
g'(x*) =0, e que existe uma constante positiva M, tal que |g” (x)| < M em um intervalo
I C [a,b] contendo x*. Entao exite um & > 0, tal que, para qualquer xq € [x* — &, x* + 0],
a sequéncia definida por Xn+1 = g(Xn), para todo n > 0, converge quadraticamente para

x*. Além disso, para n suficientemente grande, vale a sequinte desigualdade:
M
nir =X < oo = X7

Demonstra¢ao. Por hipétese g’ é continua em (a,b), entdao para todo € > 038 > 0, tal
que [x —x*| < & = |g'(x) — g'(x*)] < e. Tomando ¢ € (0, 1), existe um & > 0, tal que
para x € (x* — §,x* + 8) implica que |g’(x)] < ¢ < 1.

Dado x € (x* —9,x* +0), pelo Teorema do valor médio, existe um ¢ entre x e x*, tais

que

lg(x) —g(x*)| = lg'(c)l- [x —x"

lg(x) —x"| < [|x—x"

*

lg(x) —x*| < .

Logo, g(x) € (x* — &,x* + 8). Restrigindo a funcdo g ao intervalo [x* — 0,x* + 8], pelo
Teorema 23, para qualquer ponto inicial xg € (x*—58,x*408) a sequéncia {X jnen converge
para x*.

Mostrar-se-a que a convergéncia ¢ quadratica. Tem-se gjix-—s =15 duas vezes derivivel
com g’ continua no intervalo aberto (x* — 6,x* + §). Pela formula de Taylon, com resto

de Lagrange, para cada n € N existe um c,, entre x,, e x*, tal que

g06a) = glx) + 9/06") - e —x7) + T ey 2

*

Sabendo que g(xn) = Xni1, g(x*) =x" e g'(x*) =0, tem-se

Xnit = XS (X — x*)?
. //(C ) .
Xn+1 —X = J 2n (Xn_x)2-
Assim
|Xn+1 _X*| _ |9H(Cn)’

= 1.7
N 2 1-9)
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Portanto, pela afirmacao 1 ¢, — x*.
Agora, passando ao limite na equacao (1.7) com n — oo e sabendo que g” é continua,

tem-se
’Xn+1 _ X*’ _

" 1 (%
. _ i 197 Cenl 197
n—oo |Xn — X*|2 n—oo 2 2

Logo a convergéncia é quadratica. Por outro lado, como |g”(x)| < M, V x € (x*—0,x*+0),

tem-se

1
C
s x| = 9l e

9
M
T Elxn—X*IQ-

]

Conforme os Teoremas 24 e 25, para o método do ponto fixo convergir quadraticamente
é preciso ter g(x*) = x* e g’(x*) = 0. Um exemplo de problema de ponto fixo associado a
um problema de encontrar raiz da equagao f(x) = 0 é adicionar ou subtrair um mltiplo

de f(x). Considerando a sequéncia
Xn+1 = g(xn), para todon > 0,
para g definida da seguinte forma:
g(x) =x— d(x)f(x), (1.8)

onde ¢ é uma funcao continua e diferenciavel e escolhida a seguir. Derivando a equagao
(1.8), obtém-se
g'(x) =1— " (x)f(x) — d(x)f'(x).

Tomando x = x*, e sabendo que g’'(x*) =0 e f(x*) =0, tem-se

1
0=g'(x") =1—=¢'(X")f(x") = d(x")f'(x") =1 = d(x")f'(x") = d(x") = o)
1
Escolhendo ¢(x) = ——, entao se é garantido que ¢(x*) = e produz convergéncia

(x)
quadratica da iteracao classica de Newton

f7(x*)

f(xn)
f/(xn)

Xn+1 = Xn —

Se f(x*) =0 e f'(x*) # 0, entao, para valores suficientemente préximos de x*, o método
de Newton converge quadraticamente.
A convergéncia quadratica pode ser obtida sob outras hipdteses, de acordo com os

proximos resultados.
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Lema 1. Seja (a,b) um intervalo, e f uma funcao derivavel em (a,b). Se f’ € lipschitz

Y = 0, entao para quaisquer x, y € (a,b), vale

f(x) — f(y) — F'(y)(x —y)| < = (x —y)*. (1.9)

o=

Demonstracao. Se f’ é lipschitz, ou seja, dados x, y € (a,b) tem-se que [f(x) — f(y)| <
YIx —yl, entdao é f’ continua. Pelo Teorema fundamental do cédlculo, tem-se

X

f(x) — f(y) :J £/(0)de.

y
Assim
If(x) —fly) —f'(y)(x—y)| = Jf/(e)de de‘ f(y))de‘
y
< |[F1re) - |de' Jwe y|de‘
y Yy
— [ IdG‘ (0 — )dG’
Y L y Y J Y0 —y
02 x Y )
= v|5 Y| |=5(x—y)
9 o 2

Usadas as propriedades de fungoes integraveis adequadas foi demonstrada a validade

da desigualdade (1.9). O

Teorema 26. (Taxa de convergéncia quadratica sob hipétese Lipschitiziana)
Sejam a e b numeros reais, tal que a < b. Dada uma funcdo F: (a,b) — R, com F’
lipschitziana com constante y. Supondo que, para algum p > 0, |[F'(x)| > p para todo

€ (a,b). Sex* € (a,b) € uma solugao da equacao F(x) =0, entao existe umn > 0, tal

que, para xg € (x* —n,x* +1n), a sequéncia gerada por

F(Xn)
n = Xn > _0> 17 27"'
Xnt1 =X P n=

estd bem definida e converge para x*. Além disso, paran =0, 1, 2,--- |

* y *
Xni1 — x¥| < %Ixn —x*. (1.10)

Demonstracao. Definindo 1 = min {{x* —a,b—x*, %} Tomando um ponto inicial

Xo € (X* —1n,x* 4+ 1) < |xo—x*| <1, e usando que F(x*) = 0,e o Lema 1, [F'(xo)| >
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p <— L <1 Ixo —x*| <1 elx x*|<p
— < -, — e [xXg — —.
Frxo)l S p " ’ 2y
* F(Xo) * F(Xo)
_ < _ _ — 4 ¥)
Ixp — X7 Xo F'(xo) (xo —x") F'(xo)
1
o) [F(x*) — F(xo) (x0) (x™ — xo)|
< Lo —x' = Lo —x*| - [xo — x|
2p 2p
Y P 1
< —. —m=-<n.
20 2y 4 M

Portanto, x; € (x*—n,x*+n). Agora, supondo que x,, € (x*—n,x*+mn) , demonstrar-se-a

que Xni1 € (X" —n,x* +1n).

gt — X < ln — X = fn — x| [ — X
2p 2p
% Y P n
X —X| £ —--Mn=-
| n+1 | 2p QVT] 4

Xny1 — X' < m,

logo, Xn41 € (x* —Mm,x* + 1), pelos mesmo argumentos usados para concluir que x; €
(x* —n,x* + n).Portando, x, € (x* —1n,x*+n), Vn > 0. Por outro lado, como

Xn € (a,b) Vn >0, tem-se

Ix x| = |x Flxn) x*
n+1 - n F/(Xn)
I T
P (%) — X7) — (0
= [F (xn) (xn —x*) — F(xn)]] -
F/(xn)
Adicionando F(x*) = 0 dentro dos cochetes, tem-se
1
a1 — XY = JF(x*) — F(xn) — F/(xn) (x* —xn)]. 1.11
w1 =1 = Gy FOe) = Flxa) = /) (X" = 1) (111)
1
Como |[F'(x)] > p V x € (a,b) em particular |F/(x)| = p V1 > 0, entao TN < 5
XTL
Aplicando esta desigualdade e o Lema 1 na equacao (1.11), tem-se que
et — X7 < ;—pm X, n=0, 1,2, (L.12)

|

Sendo [x; — x*| < 2l|x0 —x*? e |xe —x
Y

2
o —x*| < ;—p(;—pr—X*IQ)

3
o — x| < (l) xo — x|,
2p

< l|x1 — x*|?, entdo
2p
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Usando este raciocinio, obtém-se

7
xs —x*| < (l) xo — x*I°
2p
15
xg —x*| < (;—p) Ixo — x*['
' 2(n+1]71
* Y % 2(n+1)
Xni1 — X" < % Ixg — x|
2(n+1)71
Y
st =] < <%|XO —x*|) xop —
. p ~
Como [xg — x*| < —, entao
2y
2(n+1)_1
1
Xni1 —x*| < (4_1) Ixg — x*|. (1.13)

Passando ao limite na desigualdade (1.13) com n — oo,

1 2(n+1)_1
0< lim [xpep — x| < lim (—) Xo— x| =0
n—oo

n—oo \ 4

entdo lim [xp41 — x| =0 < lim x, =x".
n—o0 n—oo

Portando a sequéncia gerada pelo método de Newton converge para a solucao da

equacao F(x) = 0. Além disto, a convergéncia é quadratica por (1.12). O



Capitulo 2

Método do Ponto Proximal com

Distancia de Bregman

Neste capitulo, serao apresentadas as defini¢oes e as propriedades de fungoes e distancia
de Bregman e o método do ponto proximal com distancia de Bregman. As definices
e propriedades deste capitulo serao de muita importancia para o desenvolvimento deste
trabalho, visto que surge disto a motivacao do método de Newton generalizado.

Este capitulo foi baseado em [1], [2], [5], [7].

2.1 Funcoes e distancia de Bregman

As nocoes de funcgoes e distancia de Bregman fora mencionada pioneiramente por Breg-
man, em 1967, ver [1].
Seja I C R um intervalo fechado, nao necessariamente limitado. Considere uma funcao

convexa h: I — R, derivavel em int(I) e seja Dy, : I X int(I) — R dada por

Dn(x,y) = h(x) —h(y) —h'(y)(x —y). (2.1)

Diz-se que h é uma fungado de Bregman (e Dy uma distancia de Bregman induzida por

h) com zona int(I), se as seguintes condi¢oes forem vélidas:
B1) h ¢ derivavel em int(I);

B2) h é estritamente convexa e continua em I;

21
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B3) Para todo & € R os conjuntos de niveis parciais I (y,0) = {x € [ : Dy(x,y) < 8} e
N(x,8) ={y € int(I) : Dn(x,y) < &} sao limitados para todo y € int(I) e para todo

x € I respetivamente;
B4) Se {yx} C int(I) converge para y* € R, entao y* € I e Dy, (y*,yx) converge a 0;

B5) Se {xx} C I e {yx} C int(I) sdo sequéncias, tal que {xy} é limitada, klim Yy =y“ e
—00

*

lim Dh(xk;yk) = 0, entao lim Xk =Y .
k—o0 k—o00

Observagao 1. Sendo h estritamente conveza, pelo Teorema 18, dadosx € 1 ey € int(I),
X # Y, seque que Dyp(x,y) = 0. Além disso, Dy,(x,y) = 0 se, e somente se, x =y. Por

esta razao, Dy € chamada de distancia generalizada.

A seguir, serao definidas duas importantes subclasses de fun¢oes de Bregman: fronteira
coerciva e zona coerciva.

Uma funcao de Bregman h é dita ser fronteira coerciva se:

B6) Se {yx} C int(I) é tal que klim Yk = y € 0l (Fronteira de I), entdo para todo
—00

x € int(I), tem-se klim h'(yi)(x —yx) = —oo.
—00
Uma funcao de Bregman h ¢é dita ser zona coerciva se
B7) Para todoy € R, existe x € int(I) tal que h'/(x) =vy.

Observacao 2. Se h satisfaz B6), tem-se klim Dy (x,yx) = +0o0 para todo x € int(I).
—00
Em outras palavras, Dy,(x,y) se aproxima do infinito quando y se aprozima da fronteira

de 1.

Exemplo 6. Seja I =R e h(x) =x2. A funcdo h € estritamente conveza, assim

Dn(x,y) = x*—y*>—2y(x—y)
= x> =2y —y*+2y°

= |x—yP

observa-se que as condigoes B1)-B5) sao verificadas. Portanto, Dy € uma distancia de

Bregman.

xlogx —x, sex >0,
Exemplo 7. Seja I =R, e h: R, = R, com h(x) = ¢ uma
0, sex = 0.

fun¢ao de Bregman com fronteira e zona coerciva.



Capitulo 2. Método do Ponto Proximal com Distancia de Bregman 23

Tem-se que h/(x) = log x, de fato
/ / ]'
h'(x) = [xlogx —x]" =logx +x— — 1 = log x.
X
Entao,

Dn(x,y) = xlogx —x—(ylogy —y) —logy(x —y)
= xlogx —x—ylogy +y —xlogy +ylogy

= x(logx —logy) +y —x

= xlog (f) +y—x
” :

A seguir vamos deduzir algumas propriedades operatérias da distancia de Bregman.

Proposigao 1. Se h € uma fun¢do de Bregman com zona int(1), entdo:
(1) Dn(x,y)—Dn(x,z)—Dn(z,y) = (W (y)—h'(z))(z—x), para todos x € 1 ey, z € int(I).
(ii) £ Dn(x,y) = h/(x) — h'(y) para todos x,y € int(I).

(111) Dn(+,y) € estritamente convera para todo y € int(I).

Demonstragao. (i) Da defini¢ao de Dy, tem-se

Dh(x,y) = h(x) —h(y) —h'(y)(x —y) (2.2)
Dyn(x,z) = h(x) —h(z) = h'(z)(x — z) (2.3)
Dn(z,y) = h(z) = h(y) = h/'(y)(z —y) (2.4)

Subtraindo (2.3) e (2.4) de (2.2), o resultado é obtido.
(ii) Por B1), o resultado segue derivando (2.1).

(iii) Seja y € int(I) fixo,r, s € I, comr #s, et € (0,1), entdao por B2) tem-se
Dn((1—t)r+ts,y) = h{(1—t)r+ts)—h(y)—h'(y)(1—t)r+ts—y)
< (I =th(r) +th(s) — [(1 — t)h(y) + th(y)] —
— 1=t ylr—y) —th'y)(s—y)

= (1 —=t)Dn(r,y) +tDn(s,y).

Portanto, Dp((1 —t)r +ts,y) < (1 —t)Dy(r,y) + tDn(s,y). m
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2.2 Boa definicao do método

Sejam I C R um intervalo fechado e ¢: I — R uma funcao convexa, considerar-se-a o

problema de mininizacao convexa

min ¢ (x). (2.5)

xel
O Método do Ponto Proximal com distancia de Bregman (MPPDB) gera uma sequéncia
{Xntnen, onde x¢ € int(I) é escolhido inicialmente e os pontos seguinte sao dados pela
iteracao

Xn1 = argmin{$(x) + xnDn(x, xn)}, (2.6)

onde h é uma funcao de Bregman com zona int(I) e &, é um parametro que satisfaca
0 < an < &, para algum o > 0.

Observacao 3. Quando usamos a funcao de Bregman do FExemplo 6, temos o Método do
Ponto Prozimal cldssico, este introduzido inicialmente por Martinet [11], para a resolugdo

de problemas de otimizacao convexa, e posteriormente desenvolvido para problemas de

ponto fixo por Rockafellar [15].
O lema a seguir estabelece a boa definigdo do método (2.6).

Lema 2. Sejam ¢ limitada inferiormente em 1 e h uma distancia de Bregman com
fronteira coerciva, entdo a sequéncia gerada por (2.6) estd bem definida e contida no

int(1).

Demonstracao. Seja M € R, tal que M < ¢(x), para todo x € 1. Definindo
Pn(x) = b(x) + xnDn(x, xn), ¢n(x): I = R, temos

M + anDh(X>Xn) < Cl)n(X).

Seja Ly, 1(c) o conjunto de nivel de ¢, no ponto c. Tomando z € Ly, 1(c), logo

-M
dn(z) <= Dilz,xn) < —.
. c—M e
entdao z € TI(xn,d) com a escolha & = . Por B3), L, 1(c) é limitado. Como

o conjunto de nivel de ¢,, no ponto ¢ é compacto, entao existe um ponto de minimo

Xni1 € I, pelo Corolério 3, e o Teorema 13 garante que X1 é Unico.
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Se Xn1 0 ponto de minimo de ¢, (x), logo Vx € 1

P (x)
¢ (x) + otn Dn(x, xn)

d)n (XnJrl)

d)(xn—i—l) + o‘nDh(Xn—i—la Xn)

NN

N

G (Xnt1) + otnh(Xni1) — o h/ (X )Xni1 $(x) + anh(x) — anh'(xn)x

$(x) + onh(x)

WV

d)(XnJrl) + anh(xn+1) + (th/(Xn)(X - Xn+1)7

entao o h/(xn) € 0(d + o h) (xni1).
A fim de demonstrar que x,, € int(I), para todo n, demonstrar-se-4 que 0(¢d +
anh)(x) = 0 para todo x € 0I. Supondo que existe um & € (¢ + o h)(x), onde

x € 01, tomando z € intl e y; € intl definido por
yn=1—e)x+ez <= elz—x) =y —x, (2.7)

onde €, € (0,1). Tem-se que y; — x, quando €; — 0. Se

1

z-—y=(1-ellz—x) &= (z-x) =1 (z—yu), (2.8)
P
usando (2.8) em (2.7), tem-se que
Y —x= 1?61(1—})1) (2.9)
Por defini¢ao de subdiferencial,
d(x) + anh(x) + &(Yyr — %) < (Y1) + anh(yy) (2.10)
elé(z—x) =&y —x) < d(y) — d(x) + xn(h(ys) — h(x)), (2.11)

Sendo ¢ e h funcgoes convexas, entao

Yy < (1 —ed(x) +ed(z) <= by — d(x) < ei(d(z) — d(x)) (2.12)

h(x) = h(y) + M (yd(x —y) <= hlyd) —hix) <h (Y)Y —x). (2.13)
Usando (2.12), (2.13) e (2.9) em (2.11), obtém-se

€1

€&z —x) < elld(z) — d(x)) + xn h(y)(z —yu). (2.14)

1—61

De (2.14),
1— €1

= [(z) — d(x) + E(z—x)] <R (y)(z—y1), (2.15)
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passando ao limite em (2.15), com €; — 0, e por B6,

L 02) = b0 + £z — X)) < —o0.

Kn
O que contraria o fato de por um lado ser uma constante e por outro lado ser —co. Logo,
(b + o h)(x) = () para todo x € 0I. Portanto, x,,,1 € intl, o que mostra a boa definicao

da sequéncia gerada por (2.6). O

2.3 Analise de convergéncia

Assumir-se-&4 que o problema (2.5) tenha solugao x* e que ¢ é limitada inferiormente em

I, ver [7].

Teorema 27. Se h € uma func¢do de Bregman de fronteira coerciva com respeito ao int(1)
e o problema (2.5) tem solugdo x*, entao a sequéncia {xn ey gerada por (2.6) converge

para x*.

Demonstracao. Pelo Lema 2, a sequéncia {x,, } estd bem definida e contida no intl. Seja x*
uma solugao do problema (2.5) e X, 11 0 minimo de ¢,,, tomando x = x*, Y =xn 2 = Xn 41

na Proposigao 1(i), tem-se
Dn(x*,xn) = Dr(x", Xn41) = Dr(xn1,%n) = (h'(xn) = h'(xn41)) (xn1 —x7). (2.16)

Sendo Dy (x,y) derivéavel, pelo Teorema 21, 00t D (Xn 1, Xn) = {atn (N (Xni1) —h (xn))},

usando as propriedades de subdiferencial, ver [8], tem-se que

0e a[d) + “nD('7Xn)](Xn+1) = a¢(xn+1) + a(an(Xn+17Xn)

0= E,"’ an(h/(xn+1) - h/(xn)) <~ (xn(h,(xn) — h/(xn+1)) = Ea E S ad)(xn+1)-
Tomando

Yo = (W) ~ W) = —yn =) W), (217

(I)(X*) 2 (I)(XTI+1) +yn(X* _XnJrl) — yn(XnJrl _X*) 2 d)(XnJrl) - (b(X*) (2~18)

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16),

Dr(x*, xn) = Dn(x", Xns1) — Dr(Xny1,xn) 2 L(<1>(xn+1) —¢(x7) =0.  (2.19)

n
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Considerando a sequéncia {Dy, (x*, x,,)}, de (2.19) tem-se
Dn(x", %n41) < Dn(x", xn) = Dn(xns1, xn) < Dn(x*, xn),

tem-se que a sequéncia {Dy, (x*,xn)} é mondtona nao-crescente e limitada inferiormente,
logo é convergente. Fazendo & = Dy (x*, %), por B3) a sequencia {x,} é limitada, logo

possui uma subsequéncia {x;} convergente. Por (2.19),
0 < Dn(%j41,%5) < Dn(x™,%5) — Dn(x™, xj41), (2.20)
passando ao limite em (2.20), com j — oo
lim D (x;41,%;) = 0.

Se limx; = X, entao por B5 limxj,; = Xx. Agora, fazendo X, = Xj € Xn41 = Xj41 em

(2.19),
o [Dr(x™, %) — Dn(x*, Xj11) — Dn(xj41,%5)] = d(xj41) — d(x*) >0,
passando ao limite, com j — oo, tem-se

m ¢(xj41) = d(x") =0 <= lmd(xj11) = (x7).

Pela continuidade de ¢ temos que ¢(x) = d(x*), logo x é uma solugao de (2.5) e é um
minimizador global. Tem-se que x; — X, por B4) Dy(X,x;) — 0. Sendo X uma solucao
de (2.5), usando passos anteriores, {Dy(X,x)} é ndo-crescente e tem um subsequéncia
convergindo para zero, entao {Dy (X, X )} também converge zero. Tomando outra sub-
sequéncia {x;} de {xn}, tal que x; — x. Em particular, {Dy (X, x{)} é uma subsequéncia de
{Dn(x,xn)}, logo

lim Dy (%, xi) =0,

i—00
por B5), x = x. Portanto a sequéncia gerada pelo MPPDB converge para a solucao de

(2.5). O

Supondo a derivabilidade na funcao que se quer minimizar, a taxa de convergéncia

com &, positivos pode ser no maximo linear, como segue a proposi¢ao.

Proposigao 2. [Taxa de convergéncia| Seja I C R um intervalo fechado nao-vazio e
h: I — R uma funcao estritamente convexa duas vezes continuamente derivdvel, tal que
h”(x) > 0 para todo x € 1. Seja ¢: R — R uma funcao convexa duas vezes continuamente
derivavel. Considere a sequéncia {xnJnen definida por (2.6), com 0 < & < a, < & para

todo n. Se {Xxn}nen converge para a solucao x*, entao converge no maximo linearmente.
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Demonstracao. Uma condigao necessaria e suficiente para ponto de minimo de uma fungao

convexa € ser ponto critico desta, ou seja,
Xn1 6 solucdo de (2.6) <= (¢ + otnDn (-, xn)) (Xxns1) = 0.
Logo, derivando &(x) + oy Dn(x, Xn), temos

[d)(X) + O‘nDh(Xy Xn)], = [(b(X) + ‘th(x) - O‘nh(xn) - (xnh/(xn)(x - Xn)]/

= (I)/(X) + (th,(x) - (th/(Xn).

Agora aplicando X, ¢1:

¢ (Xn+1)

PR () () = 0, (2:21)

(b/(anrl) + “nh,(XnJrl) - (xnh,(xn) =0 —

que pode ser resolvida implicitamente para x,, 1, para todo n > 0.

1! /
Por hipdtese ((b ) + h”(x)) > ( para todo x € int(I). Pelo Teorema 11, (d) ()

n

+ h'(x))
T
é invertivel e derivavel.

, —1
A funcao iteracao nn(x) = (% + h/) o h’] (x) associada com a iteragao proximal

(2.21) estd bem definida. Isolando x;, 1,

Xnil =Nn(Xn) = [(—/—Fh’) oh/| (xn), Vn. (2.22)

Kn

Seja x* = lim x,, sem perda de generalidade assumir-se-a que «,, — & > 0. Seja
—00

("l 4 h’) o h’] (x). (2.23)
0.6

Passando ao limite na equacao (2.22) temos
AR
(L) om| o) =n0e

logo x* é ponto fixo de 1. Além disso, 1 é derivavel e com inversa derivavel.

n(x) =

*

X =

mA'x) = Kk
A7) @' x) =1

substituindo x por x*, temos 71/(x*) - (A1)’ (x*) = 1 = 7/(x*) # 0.
Usando os argumentos da demosntracao do Teorema 24, concluir-se que
|Xn+1 - X*|

lim

n—oo  [Xy — X*|

=11(x") £ 0,

se N(x*) < 1, entao {x,} converge com taxa linear para x*. H



Capitulo 3

O Método de Newton Generalizado

No capitulo anterior, viu-se que o MPPDB gera uma sequéncia que converge no maximo
linearmente. Para obter uma formulagao que permita taxa de convergéncia quadratica,

considera-se a funcao de iteragao
~ n—1 / 1 /
o) = (W) (W) + 201 )

Supondo que h”(x) > 0 para todo x € int(I), pode ser notado que a funcao g estd bem
definida para qualquer & # 0, e para um « positivo g é a inversa da fungao iteracao
proximal dada por (2.23).

Encontrar a solugao do problema de minimizagao convexa (2.5) é equivalente a encon-

trar um ponto fixo de g. De fato, seja x* um ponto fixo de g:
~ * \—1 / * 1 / *
o) = ()7 (W) + 2o'0x)
1
X* — (h/)_l (h/(x*) + &(b/(x*))
1
RO) = W)+ 0

logo &’(x*) = 0. Pelo Coroldrio 5, x* é solugdo do problema (2.5). Pelos Teoremas
24 25, a convergéncia quadratica sé pode ser obtida quando g’(x*) = 0. Supondo que
¢, h sdo fortemente convexas, entdo g é derivavel, pois (h')"teh’ + %((I)’ sao derivaveis.
Derivando ambos os lados de (3.1),

!/

G’ = 0 (10 + Lo )]
G0 = ()7 (W00 + 200) - (W + 20700

29



Capitulo 3. O Método de Newton Generalizado 30

Tomando x = x*, na equagao acima, tem-se que

gl(x*) — [(hl)_l]/ (h'(x*)—ki(b'(x*)) . (h”(x*)%—%‘(b”(x*))

1@”(x*)) .

g/(x*) — [(h/)_l],(h,(x*)) . (h//(x*) + "

Pelo Teorema 11, tem-se que [(h/) 7!/ (h/(x*)) . Agora substituindo [(h/)~!]’(h/(x*))

= h(x*)

na expressao de g’, obtem-se a igualdade

por h” (X*)

~ * 1 * 1 *
g,(X ) - h”(X*) (h//(X )+ &d)/,(x )) .
) ) ., (b//(X*)
Da igualdade acima, pode ser observado que g’(x*) = 0 se, e somente se, x = 1 )

De fato, se g'(x*) =0,

h'(x*) o (04
oc__d)”(X*)
h”(X*)
Por outro lado, se o« = —ﬁ::((z:)),
~ /(% _ 1 10 % d)//(X*) 1%
50) = s (0760 - e
~ /0% _ 1 M kY (%
§'0¢) = iy (06) =R (<)
g'(x’) = 0.

Assim, a escolha do & acima garante a convergéncia quadratica. No entanto, substituindo
«, pela forma funcional, em (3.1), obtém-se o que serd denominado de fungao de Newton

generalizada:

glx) = (/)" (h'(x) w20 ) .

$7(x) 32

2
X
O nome, dada a fungao g, é motivado quando se considera h(x) = Ex pois h/(x) = x,

(h)7}(x) =x e h”(x) = 1 e quando é substituido em (3.2), tem-se a fungao de Newton

classica:
¢'(x)
$”(x)

A fungao g depende apenas das primeiras e segundas derivadas de ¢ e h. Por notagao

g(x) =x—

conveniente, sejam

f=¢' e s=h'
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Reescreve-se a fungao de Newton generalizada g como

g(X) = S_l (S(X) - SI(X) :/(();))> : (33)

As hipéteses de convexidade das fungoes ¢ e h sao colocadas para relacionar o método
proposto com regularizacao proximal com distancia de Bregman associada ao problema
(2.5). De fato, a hip6tese de convexidade forte para ¢ e h é usada para deduzir a férmula
(3.3), que pode ser substituida por condigdes mais fracas ¢”(x*) # 0 e h”(x*) # 0, ou
seja, f/(x*) £0 e s’(x*) # 0.

Lema 3. Sejam {xn}nen uma sequéncia gerada por Xn11 = g(Xn) € Yn = s(xn). Entdo

a iteracao

Xn+1 = S_l (S(Xn) - S/(Xn) :/(();n))) (34)

pode ser reescrita em termos da sequéncia Y., da sequinte forma

(fos™)(yn)

Ynt+1 = Yn — m- (3.5)
Demonstracao. A iteragao (3.4) pode ser reescrita como
, f(xn
$lme1) = k) = (xn) 12
Sendo yn = s(xn) <= Xn = s 1(yn). Substituindo na igualdade acima, tem-se
_ (s (yn))
/ 1
n - n—S\S n
Ynt1 Y ( (y))PB*WynD
s = yn— (s~ (yn))
m " (s yn))/s (s (yn))
P (T 19
o " (fos™)(yn)
1
Pois (fos ™) (yn) = f' (s Hyn)) - (s (yn) e (1) (yn) = ———— . pelo Corolério
( )" (yn) ((159)? (s7) (yn) e (s77) (yn) )P
_ (s (yn
11, (fos 1) (yn) = ——2=. O
Fos ) = 56 Ty)

A iteragao (3.5) nada mais é que a iteragao classica de Newton quando aplicada para

encontrar a raiz da equagao

Fly) = (fos ")(y) =0.

Observagao 4. O método generalizado pode ser visto como o método cldssico de Newton
aplicado para encontrar a solugdo transformada y*, tal que (f o s™1)(y*) = 0, e que a

solucdo do problema original é obtida por x* = s~ (y*).
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Estabelece-se uma taxa de convergéncia quadratica para o método generalizado uti-
lizando o Teorema 26, e o lema a seguir d4 condicoes sobre as quais F := (fos™1)’ seja

Lipschitziana.

Lema 4. Sejam f, s € Clla,b]. Supondo que para algum 0 > 0, tem-se 0 < |s'(x)| para
qualquer x € (a,b). Se f' e s’ sao Lipschitz em (a,b), entdo (fos 1) estd bem definida
e € Lipschitz em I = s([a,b]). Além disso, se Ly e Ly sao as constantes de Lipschitz de
f' e s’, respectivamente, entdao a constante de Lipschitz de (fos 1) em 1 é
ML, + MLy
= 33 ,

Mt (3.6)

com Mg > max{|f’(x)|: x € [a,b]} e My > max{|s’(x)]: x € [a, b]}.

Demonstracao. Sendo f, s € Clla,b], entdao f’ e s’ sdo continuas em [a, b], logo My e
M sao finitos. Das hipdteses sob s’, garante-se que s é bijecao de [a, b] em sua imaguem
(Im(s)y = s([a, b])). De fato, sejam x;, x € [a, b] e s derivavel em (x;,x2), por hipdtese.

Pelo Teorema do valor médio existe um ¢ € (x1,x2), tal que
s(x1) —s(x2)l = Is"(c)] - Ixs — xal.
Supondo x; # X3 e sabendo que 0 < 0 < |s’(x)] V x € (a,b), tem-se

s(x1) —s(x)l #0 <= s(x1) # s(x2),

entdo s ¢é injetiva, e s: [a,b] — s([a,b]) é bijecao. Pelo Teorema 11 s é invertivel com
s~! € C!. Portanto, fos™! é bem definida em I e derivavel.

Passa-se entdo a demonstar que (fos™!)’ é Lipschitz. Sejam yi, ys € I e ] = f([a, b]).
Tomando a funcao (fos™1): I — J, logo existem tinicos z1, z, € [a, b], tais que s(z;) = y;
e $(z2) =Y. Derivando (fo s 1), tem-se que

1 - 1y 1y
(fos™ ) (y) =Ff(s"'(y)-(s7)'(y) e (s71)'(y) = YW

Logo, para todo y € I,
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|(f o 5_1),(91) —(fo s_l)/(92)| = 1;,((88_1(3;1))) - 1;/((83—1(3;)))
_ f'(z1)s'(z2) — f'(2z2)s'(21)
s'(z1)s(z2)
[ f(z1)s! (z2) = f'(z1)s" (1) + f'(z1)s"(z1) — f'(z2)8(21)
s'(z1)s'(z2)
_ |z (s"(z2) — s"(z1)) + 5"(24) ("(21) — F'(25))
s'(z1)s'(z2)

[t (z1)| - 8"(z2) — s"(z1)| + |s"(z1)] - [f(21) — F'(22)]
|s’(z1)lls"(z2)] '

N

1 1
< — para todo x € (a,b), f" e s’ sao lips-
s’(x)] ~ ©

Lelzo — z1] e |s'(z2) — s'(z1)] < Lglzo — z4l, e que

Sabendo que 0 < 0 < |s/(x)] <—

chitziana, ou seja, |f'(z2) — f'(z1)]

<
M; > max{|f’(x)]: x € [a, b]} e M > max{|s’(x)|: x € [a, b]}, tem-se

(fos ™) (y1) — (fos™)(ya) < é[lf’(zl)l [s"(z2) — s"(z1)[ + 18" (z1)] - [F'(z1) — F'(22)]]

< @[MfLJZz —z1| + M L¢lzy — z4]
ML + ML
= 02 |ZQ — zll.

Usando o Teorema do valor médio em s, obtém-se

lyr —yal = Is(z1) —s(z2)| = [s" (V)] |z1 — 2] = Olzy — 25

|91—92|
|z1 —zo] < e

para algum 1 € (a,b). Substituindo:

ML + MLy
03

[(Fos™) (Y1) = (Fos™) (ya)l < Y1 — Yol = Mslyr — yal-
[

O proximo resultado garante que a sequéncia {xn Jnen gerada por X, 11 = g(xn) con-

verge para um zero da funcao f, pelo menos de forma quadratica.

Teorema 28. Seja f, s € Clla,bl, tais que as hipdteses do Lema 4 sdo satisfeitas. Existe
um x* € (a,b), tal que f(x*) = 0 e para algum p > 0, |f'(x)| = p para todo x € (a,b).

Entao, existe umm > 0, tal que se xg € (x* —1,X*+1), a sequéncia {Xn nen definida por

Xn+1 = Q(Xn), TL:O,LQ,"' >
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onde g € dada em (3.3), € bem definida. Além disso, a sequéncia {Xnlnen converge

quadraticamente para X*, e vale

]\/[fs(]vls)3 2
X n -~ * 9 37
2p0 x x (3.7)

Xnt1 — X7

onde 0, M¢s e Mg sao como no Lema 4.

Demonstracao. Pelo Lema 4, (f o s71')’ é bem definida e lipschitziana em (a,b) com

1 1
constanTte de Lipschitz M. Sendo [f'(x)] > p e 0 # |s'(x)] < My = o > Ik
V x € (a,b), tem-se que, com y = s(x) < x =s"(y),

_ _ _ f'(s"'(y)) f'(x) P
f 1y\7 — f/ 1 . 1y/ — — 2
(Fos™) )l = IF(s™ () - (s ()l = | 5 S 0 = | 2 > 8

para todo y € s~*(a, b). Definindo F(y) = (fo s~ !)(y), tem-se que
0=~f(x*)=f(s(y*) = (fos 1) (y*) = F(y*) = 0, pelo Teorema 26, existe um y > 0,
tais que, se Yo € (Y« —7Y,Yy* +7v) a sequéncia definida por (3.5) é bem definida e converge
quadraticamente para y* e vale

MfsMs

*|2
n - :071727""
% Yn—y* " n

[Yns1 — Y7 <

Pelo Lema 3, a sequéncia {Xn Jnen, onde x,, = s~ 1(yn) é gerada por x,,.1 = g(xn). Pela

1

continuidade de s™!, o limx, = lims (y,) = s '(y*) = x*. Como Yy, = s(xn), a

desigualdade acima podera ser reescrita em termos de x,,, assim,

MfsMs
2p

Is(xni1) — s(x¥)| < Is(xn) —s(x*)>, n=0,1,2,---. (3.8)

Pelo Teorema do valor médio, existem P, o € (a,b) tais que

|s(Xn+1) — s(x™)| = |S/(1|)1)| X1 — X = Ol — X7 (3-9)

Is(xn) = s(x")| = [s"(W2)] - xn — X" < Mslxn i1 — %7 (3.10)

Usando as desigualdades (3.9) e (3.10) em (3.8), tem-se

. L MM )
0 - [xni1 — X1 < Is(xn1) — s(x*)| < ;p S M2, — X
Ms(m,)3
X — X — 2 Ix — xFP
| n+1 ’ X 299 ’ n ’
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3.1 Instancias da funcao de Newton generalizada

Varias fungoes h s@o escolhidas e as fungoes de Newton generalizada g, dada por (3.3),
sao listadas na Tabela 3.1, igualmente com [3].

Na Tabela 3.1, foi escolhida h, de tal forma que sua inversa seja calculada rapidamente.
Foram usadas funcoes fortemente convexas para motivar a funcao de Newton generalizada,

mas a seguinte proposicao mostra que h nao precisa ser uma funcao convexa.

Proposicao 3. Ambas as funcoes h e —h proporcionam uma funcao de Newton genera-

lizada.
Demonstragao. Supoe-se que g é obtida usando —h. Entao s(x) = —h'(x), e
h/(x) = —s(x)
hW(sT'y) = —s(s '(y)=—y

(M) "M (s '(y))) = (W) H—y)
s'(y) = (W) H(—y).

Logo, s71(x) = (W)~ (—x) e s’(x) = —h"”(x). Substituindo em (3.3), tem-se

g(x) = (h/)* (— (—h'(x) — (—h”(x)):/(();)))) =(h)! (h'(x) —h"(x) ¢(x) ) ,

que é a mesma expressao em (3.2), ou seja, a expressao de g(x) usando h(x). H

Na Tabela 3.1, também foi listado o dominio das funcoes h. Observou-se que a funcao

f
g(x) = x + log (1 — %), na segunda linha da tabela, tem dominio diferente da
funcao h(x) = e*, onde dominio de g depende da fungao f: g é bem definida quando
f(x)
f(x)

funcao convexa, mas —h é uma funcao estritamente convexa no dominio de h.

1—

> 0, ou seja, quando f(x) < f/'(x) e f'(x) > 0. A funcao h(x) = logx nao é uma
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3.2 Erro assintotico constante

Sendo f e s duas vezes continuamente diferencidveis, pode ser fornecida uma férmula para

o erro assintético A, ver [3].

Proposicao 4. Sejam f, s € C3[a,b]. Entdio

1
A=3

f”(X*)

21 (3.11)

Demonstracao. Por hipétese, f/, s’ € C?[a,b]. Assim,

alx) = (506 = 5" 1))

f(x)
/(x)

1 sao de classe C? em [a, b].

é também de classe C2 em [a, b], pois s™! e s(x) — s’ (x)

Sendo x* um zero da funcao f, tais que f'(x*) # 0 e s’(x*) # 0, tem-se que

g(x*) — g ! (S(X*) o S/(X*):/((i**))> _ S—l(s(x*)) — x*
Tomando
_ sy F(X)
s(g(x)) =s(x) —s (X)m’
e derivando ambos os lados da equagao acima, tem-se
Sl = [st) = s
S/(g(x))g/(x) — S/(X) . Il( ):/(();)) o SI(X) f,(x)f/((ﬁ:/&)‘g;()fﬁ(x)
Sg0g' () = =50 prs = s/ (1 )
g0NNg' () = () =" x) 1 — x4 5700
/ oy g T F(x) T (x)
s'(g(x))g'(x) () 50 e
Fazendo x = x*, tem-se
S/(Q(X*))QI(X*) _ _SH(X*):,(();**)) + S/(X*)f(()::gi:)(;*) —0.

Como g(x*) = x* e s’(x*) # 0, conclui-se que g’(x*) = 0. Pela demonstragao do Teorema

25, o erro assintotico constante é:

1
A=3lg" ()l
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Mais uma vez, sera efetuada a derivacao a fim de que seja encontada a expressao para

9" (x").

s'(g0))g () = [—s"(x):}(’;)) +sf(x)W}
(9019’ ()g'(x) + 5906019 1) = — 8" ()5 5700 FILE I

[s”(x)f(x)f"(x) + s’ (x)f"(x)f"(x) + s’ (x)f(x)
f/(X)4
Tomando x = x*, f(x*) =0, s’(x*) # 0, g(x*) = x* e g’(x*) = 0 na equacdo acima,

") (x)2 — 28" (x)F(x)F (%) (x).F (x)

_|_

tem-se
f/(X*)f/(X*) [S/(X*)f/(x*)f//(x*)]f/(X)Z S/(X*)f//(x*)
/ * " * o 1 * - 12 *
s'(x")g" (x*) = —s"(x*) (7x7))2 + Fix) s (x*)+ F0x)
Dividindo por s’(x*), obtém-se
g//(x*) — f//(X*) . S//(X’*).
fr(x*)  s’(x*)
Portanto, o erro assintético é dado por (3.11). [
Nota-se que o erro assintético constante para a iteragao (3.5) é
- 1 1 .[:II * 1 *
A= ) sTO) | (3.12)
2 s/ (x*) \ f/(x*)  s’(x*)

diferentemente de A em (3.11). De fato, seja

com F(y) := (fos !)(y) e y* uma raiz de F. Pela demonstracao do Teorema 25, tem-se

que

-1
A= Z|G" (y*).
2! (Y™l

Ao derivar G, duas vezes e aplicando y* = s~ (x*), tem-se

) L PP =Ty _ FyFy)

Cly) =1 For PP

" PP () + F)F” (WIF (y)? —2F (y)F” (y)F(y)F (y)
¢l = Ty

Py )P W IF () _ F(y")
Fly )l Fly)’
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A etapa sequinte serd derivar duas vezes a funcao F(y):

1

Assim, aplicando x* = s~ '(y*), em F’ e F”| tem-se

f ( o f,(X*) (;’iﬁB 1 (f”(x*) S”(X*))
S .

f/(x*) T s/(x*) \ f/(x*)

Portanto, o erro assintético da sequéncia dada por (3.5) é (3.12).

3.3 Experimentos numéricos

Nesta secao, sera ilustrado o comportamento da iteracao gerada pela féormula de Newton
generalizada atrevés de trés exemplos, ver [3], para a fungao ¢, e usando as fungoes s
escolhida como na Tabela 3.1. Também sera tabelado o erro assintotico constante A,
obtido através de iterecoes numéricas para cada funcao s. O Algoritmo, o método de
Newton generalizado, foi codificado em SCILAB.

Ao se utilizar [xn, —x*| < 107% ou n > 10 como condicdo de parada, as Tabelas 3.2
- 3.4, apresentam as funcoes s(x) escolhidas, os intervalos [a, b] - tal que a solucao estd
no intervalo, no qual se vé que o método de Newton generalizado converge com taxa
quadratica para a solucao x* com diferentes fungoes s(x) -, o numero de iteragoes n, o
ponto inicial xg, escolhido de forma randomica, o ponto x,, e o valor da fungao f aplicado

no ponto X, ou seja, f(xn).

Exemplo 8. Considerando a funcao ¢(x) = (x —1)e* —x, entdo f(x) = ¢'(x) = xe*—1
e f'(x) = ¢”(x) = (x + 1)e*. Nota-se que &(x) nao € uma funcao convera em R; de
fato, x = —1 € um ponto de inflexao, ou seja, d"'(—1) = 0, € onde a concavidade da

funcao muda. Para x > —1, ¢ € estritamente convexa, logo é convexa, e para x < —1,
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b € concava.

0.56714329040 (correto em 11 casa decimais).

Se x € o ponto otimo, entao xe* = 1 tem solugcao unica, que é X* =

s(x) la, b] n X Xn f(xn)

X [—0.39,2.71] 7 —0.0876248 0.56711433 0

log x [0.51,0.64] 4 0.5462048 0.56711433 0
ex [0.25,0.92] 4 0.6164106 0.56711433 2,220D — 16

% [0.35,2.27] 9  2.0702383 0.56711433 0
sinh x [0.39,0.89] 5 0.8752964 0.56711433 2,220D — 16
tanx [—0.31,1.22] 7 1.1544654 0.56711433 2,220D — 16

arctanx [—0.25,1.15] 6 1.1235536  0.56711433 0

Tabela 3.2: Experimento numérico para f(x) =xe* —1=0.

2
Exemplo 9. Considerando a fun¢io ¢(x) = 8(xlogx —x) — %, entao f(x) = ¢'(x) =

8

8logx —x e f'(x) = ¢"(x) = < 1. Nota-se que &(x) ndo € uma funcao convexa em
R, . de fato, x = 8 é um ponto de inflexao, ou seja, " (8) = 0, e onde ocorre a mudanca
de concavidade fun¢ao. Para x € (0,8), ¢ € estritamente convexa, logo € convexa, e para
x > 8, & € concava. O problema f(x) = 0 tem duas solugoes, x* = 1.15537082510,

ponto de minimo, e X = 26.09348547661, ponto de mdximo, ambos com 11 casas decimais

corretas.

s(x) [a, b] n Xo Xn f(xn)

X [0.42,5.95] 6 2.0764868 1.1553708 0

log x [0.05,7.98] 6 7.3117827 1.1553708 0
ex [0.17,2.05] 4 1.0923074 1.1553708 1.332D —15

% [0.35,2.72] 5 1.9227451 1.1553708 0

sinhx  [0.39,1.98] 8 1.7840443 1.1553708 0

tan x [0.01,1.32] 5 1.241497 1.1553708 0

arctanx [0.25,5.15] 4 4.7947149 1.1553708 0

Tabela 3.3: Experimento numérico para f(x) = 8logx —x = 0.
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xt X2
Exemplo 10. Considerando a fungdao ¢(x) = T + 5 3x + 1, entao f(x) = ¢'(x) =

x>+ x—3ef'(x) =¢"(x) =3x2+1. A funcio ¢ € estritamente convexa em R, pois

¢ (x) >0V x €R e o problema tem uma unica solu¢ao, x* = 1.21341166276 (correto em

11 casa decimais).

s(x) [a, b] n X0 Xn f(xn)
X [0.00,5.00] 8 4.0736185 1.2134117 —4.44D — 16
log x [0.56,1.98] 7 0.8068885 1.2134117 8.882D — 16
ex [—0.62,2.14] 5 —0.274956 1.2134117 —4.441 —16
% [0.76,2.72] 6 0.9932355 1.2134117 8.882D-16
sinhx [-1.35,3.22] 5 —0.667764 1.2134117 —4.441—16
tanx [(—0.31,3.22] 7 3.061212 1.2134117 —4.441 — 16
arctanx  [0.65,1.95] 8 0.6654727 1.2134117 —1.776D — 15

Tabela 3.4: Experimento numérico para f(x) = x3 +x — 3 = 0.

Na Tabela a seguir, apresentam-se as fungoes instancias s, o erro assintotico constante

A e a variacao do erro assintético constante A, — Al

substituigao de x* por x, em (3.11).

O valor de A,, é obtido com a

f(x) =xe*—1 f(x) = 8logx — x flx) =x3+x—3

s(x) A An — Al A An — Al A An — Al
X 0.8190519 1.992D — 12 | 0.5058115 2.820D — 14 | 0.6719892 7.788D — 13
log x 1.7006633 1.720D — 11 | 0.0730500 8.882D — 16 | 1.0840505 1.536D — 12
ex 0.3190519 1.992D — 12 | 1.0058115 2.798D — 14 | 0.1719892 7.790D — 13
}( 2.5822747 3.241D — 11 | 0.3597115 3.009D — 14 | 1.4961118 2.293D — 12
sinhx | 0.5624228 5.595D — 12 | 0.9155742 1.554D — 14 | 0.2531392 1.111D — 12
tanx | 0.1821063 1.575D — 11 | 2.7728869 4.490D — 13 | 2.0059613 1.900D — 11
arctanx | 1.248169 1.808D — 12 | 0.0109809 2.365D — 14 | 1.1627785 9.512D — 13

Tabela 3.5: Experimento numérico diferentes valores para A.
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Consideracoes finais

Neste trabalho, foi analisada uma generalizacao do método de Newton com uma variavel,
motivada pelo método do ponto proximal com distancia de Bregman, para resolucao de
equacoes nao-lineares e problemas de otimizagao. Mostrou-se a convergéncia quadratica
do método generalizado, onde um caso especial, s(x) = x, é o método de Newton cléssico.
Foram ilustradas as vantagens do método generalizado com relagao ao método classico,
através de testes numéricos. Os testes forneceram uma visao de como as instancias s do
método generalizado podem ser escolhidas para uma dada equagao nao-linear. Por tltimo,
derivamos uma expressao fechada para o erro assintético. Nos experimentos numeéricos,
foi visto o comportamento do método generalizado e observado que, para algumas funcoes

s escolhidas, o erro assintotico A é bem mais proximo de zero.
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