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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a aplicacao de Gauss em hipersuperficies CMC
completas no Espaco hiperbdlico. Em particular, vamos usar o Principio do Maximo
Generalizado de Omori-Yau para obter alguns resultados de rigidez para hipersuperficies

nesta classe de variedades.

Palavras-chaves: Espaco Hiperbdlico, Hipersuperficies.



Abstract

The aim of this work is to study the Gauss map on complete CMC hypersurfaces in
the hiperbolic space. In particular, we will use the Generalized Omori-Yau Maximum

Principle to get some rigidity results for hypersufaces in this class of manifolds.

Keywords: Hyperbolic Space, Hypersufaces.
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Introducao

Este trabalho tem como principal objetivo demonstrar resultados de rigidez para hiper-
superficies imersas no espaco hiperbélico H" !, nossa principal referéncia é o artigo On
the Gauss map of complete CMC' hypersurfaces in the hyperbolic space [1]. O modelo
que usaremos ¢ o modelo de Minkowski para o espaco hiperbdlico, ou seja, o modelo do
hiperboldide no espaco de Lorentz "2, Mostraremos que H""! é uma variedade tipo-
espaco, ou seja, quando restringimos a métrica de L"*2 ao espaco H"*! obtemos uma
variedade Riemanniana. Nosso primeiro resultado caracteriza hipersuperficies CMC com-
pletas no espaco hiperbdlico mediante restricoes em sua aplicacao normal de Gauss. Mais

precisamente, apresentaremos o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie completa imersa em H"™ com
curvatura média constante H nao-nula. Suponha que X" estd contida em uma bola
geodésica de H" ™. Se a imagem de Gauss N(X) estd numa hipersuperficie completa
tipo-espaco e totalmente umbilica de S}, entdo X" é uma esfera geodésica totalmente

umbilica.

Usando a mesma técnica, aplicada na prova do resultado anterior e uma caracterizacao
das hipersuperficies umbilicas do espago hiperbdlico obtida em [10], obteremos o préximo

resultado.

Teorema 2. Seja ¢ : X" — H"" uma hipersuperficie completa imersa em H* ™, com
curvatura média constante H. Suponha que 3 esteja entre duas horoesferas (respect.
hiperesferas) de H"' determinadas por um vetor nao-nulo a € L"? tipo-luz (respect.
tipo-espago). Se a imagem da aplica¢io de Gauss N(X) estd contida numa hipersuperficie
tipo-espaco e totalmente umbilica de S{t determinada por a, entio ¥ é uma horoesfera

(respect. hiperesfera).

Neste mesmo contexto, provamos um resultado usando o Principio do Maximo de Hopf
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Sumario 2

novamente impondo restrigoes a aplicacao normal de Gauss, mais precisamente temos o

seguinte resultado.

Teorema 3. Seja ¢ : X" — H"™! uma hipersuperficie fechada (compacta e sem bordo)
com curvatura média H, imersa no espago hiperbdlico H" ™. Se a imagem da aplicagio de
Gauss de X" estd contida no fecho de um passado ou de um futuro cronolégico de S",

entio X" € uma esfera geodésica de H"'' .

Quando ¥ é uma superficie impondo condicoes sobre a curvatura Gaussiana de ¥ e
usando um argumento devido a A. Huber [6], sobre superficies parabdlicas, obtemos o

seguinte resultado de rigidez.

Teorema 4. Seja ¢ : X2 — H3 uma superficie completa com curvatura Gaussiana nao
negativa contida na regiao entre duas horoesferas Lz e L;, onde 0 < 8 < 7. Suponha que
N(X) esteja contido no fecho do dominio interior determinado pelo plano L_g de S3. Se

a curvatura média H de X2 satisfaz

™I

entao X2 € uma horoesfera.

No capitulo 3 deste trabalho apresentaremos um resultado de rigidez com respeito a
cilindros hiperbélicos de H"*!, tal resultado impoe uma condicao de dependéncia linear
entre as funcgoes suporte da imersao e usamos como ferramenta um teorema de caracte-

rizacao devido a H.B. Lawson [9], desta forma temos o tltimo resultado deste trabalho.

Teorema 5. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie completa imersa em H™™ com
curvatura média constante H. Se l, = \f, para algum vetor nao-nulo a € L.""? tipo-tempo

ou tipo-espaco, e algum A € R, entao X" ou € uma hipersuperficie totalmente umbilica ou

um cilindro hiperbdlico S¥(p) x H"*(/1 + p? ).



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, introduziremos as defini¢oes e resultados que constituem a base para o
desenvolvimento dos capitulos subsequentes. As primeiras se¢oes dao uma visao geral da
teoria de variedades semi-Riemanniana cuja a principal referéncia é [12], j4 nas segoes

seguintes, daremos as ferramentas necessarias para os resultados posteriores.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Denotaremos por V um espago vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear sobre
V' é uma aplicacao R-bilinear b:V x V' — R . Consideraremos o caso em que b é simétrica,

ou seja, dados u,v € V' tem-se b(u,v) = b(v,u) .
Definicao 1. Uma forma bilinear simétrica b em V' é:
1. Positiva definida, se v # 0 implica b(v,v) > 0.
2. Negativa definida, se v # 0 implica b(v,v) < 0.
3. Nao-degenerada, se b(u,v) =0 para todo v € V, entao u = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', entao para todo subespaco W de V a
restrigao b |wxw, que denotaremos por b |y, é simétrica e bilinear. O indice ¢ de uma
forma bilinear simétrica b em V' é a maior dimensao do subespaco W C V tal que b |y é

negativa definida.

Defini¢ao 2. Um produto escalar sobre V. é uma forma bilinear b = (,) : V. xV — R
simétrica e nao-degenerada. Além disso, se b for positivo definido entao dizemos que b €

um produto interno.
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Observagao 1. Se i=0, entao b € produto interno.

Diremos que V' é um espago vetorial com produto escalar e denotaremos por (V, (,)),
se estd munido de algum produto escalar. Além disso, definimos o indice de um espaco
vetorial V' como sendo o indice do seu produto escalar.

Dados v,w € (V,{(,)) dizemos que w é ortogonal a v isto é, wlv, se (w,v) = 0. Se

A C V entao o complemento ortogonal de A com respeito a V' é o conjunto
At ={weV:{(w,v)=0,YveV}

A norma de um vetor v € V é dada por |v| = /|(v,v)]. Além disso, uma base
{e1,€9,...e,} de V' é dita ortonormal se |e;] = 1,4 = 1,2,..,n e os elementos desta base

sao dois a dois ortogonais.
Definicao 3. Seja (V,(,)) entao dado v € V temos que v € dito:
1. Tipo-tempo se (v,v) < 0.
2. Tipo-luz se (v,v) =0 ev # 0.
3. Tipo-espago se (v,v) >0 ou v = 0.
Exemplo 1. Considere o espaco euclidiano R? dotado do produto escalar
((z,t), (2 ) = a2’ —tt.

Observe que as relagoes de ortogonalidade (Figura 1) entram em contraste com a

relacao usal euclidiana, por exemplo:

(b,1) L (1,b).
Tipo-tempo
Y Tipo-luz
b1)=v
(0,1) =4 w=uw'=(11)
(1,b)=wv
- b Tipo-espaco
: (L,0)=u

Figura 1
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Defini¢ao 4. Dado (V,(,)), dizemos que um subespaco W C V' ¢é ndo-degenerado se

W NW+ = {0}, ou equivalentemente, se (,)|w € ndao-generada.
Proposicao 1. Se W € um subespago de V' entao:

1. dimW + dimW+ = dimV .
2. (WH)t =w.
8. V=W+WteW ¢énio-degenerado(<= W+ é nao-degenerado).
Demonstragao. Veja [12]. O

Admitiremos o fato de que todo espaco vetorial com produto escalar possui uma
base ortonormal. Se tivermos somente uma forma bilinear simétrica, entao garantimos a
existéncia de uma base ortogonal de modo que, os vetores desta base ou sao unitarios ou
sao tipo-luz (Lei da Inércia de Sylverster).

Dada uma base ortonormal B de V pode-se mostrar que o numero de vetores
tipo-tempo de B nao depende desta base, entao podemos caracterizar o indice ¢+ de um
espaco vetorial V' como sendo o nimero de vetores tipo-tempo de uma base ortonormal
qualquer desse espaco.

Notagao. Se {ej,es,...e,} é uma base ortonormal de (V,(,)), entdo g; = (e;, ;) = £1.
Note que o nimero de elementos negativos de {e1,¢€s,...6,} é o indice de V. Com esta

n
notacao, dado v € V, temos v = Zei(ei, vye;.
i=1
Um fato interessante sobre vetores tipo-tempo é o seguinte: Dados v e w vetores
tipo-tempo de um espaco vetorial V' com produto escalar de indice 1. Sejam a € R e

u € V tais que w = av +u com u L v (Pelo item 3 da Proposigao 1 ). Portanto,
(w,w) = a*(v,v) + (u,u), (¥)

e ainda a*(v,v) = (w, w) — (u,u). Usando a equagao (*) e que u é tipo-espago deduzimos
que

(v, w)* = a*{v,v)" = (v, 0) ((w,w) = (u,u)) = (v, 0){w, w) = Jv|wl”

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (u,u) = 0 ou v e w sdo colineares.

Donde obtemos a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz

[{v, w)] = [ol|w].
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Para o que segue M" denotard uma variedade diferencidvel n-dimensional (Dife-
renciavel significard de classe C*°). Sempre que nao houver possibilidade de confusao
denotaremos tal conjunto somente por M. O anel das fungoes reais diferencidveis sobre
M serd denotado por C*°(M) e o conjunto de campos de vetores diferencidveis em M

serd denotado por X(M).

Definicao 5. Uma métrica semi-riemanniana em M € a correspondéncia que asso-
cia a cada p € M um produto escalar (,), em T,M com indice constante que varia
diferencialmente ou seja, (X,Y) € C®(M) para quaisquer X,Y € X(M). Quando (,),
¢ positiva definida para todo p € M, entdo eliminamos o prefizo “semi”. Uma variedade
semi-riemanniana € uma variedade diferencidvel M na qual foi escolhida uma métrica

semi-riemanniana (,) em M.

Seja M uma variedade semi-Riemanniana e X,Y € X(M), nosso propdsito agora é

definir um novo campo a partir de X e Y da seguinte maneira.
Definicao 6. Uma conexdao afim V € uma aplicagao R-bilinear
V:iX(M)xX(M)— X(M)

(X,Y) — VyY

que € C°°(M)-linear no primeiro argumento e se f € C*°(M),
Vx(fY)=fVxY + X(f)Y.
O campo vetorial VxY € chamado derivada covariante de Y em relacao a X.

Teorema 6 (Levi-Civita). Seja M uma variedade semi-Riemanniana, entdo existe uma

unica conexao V tal que
1. [X,)Y]=VxY —-VyXe
2. XY, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ),

para quaisquer X,Y,Z € X(M). V € chamada de conexdo de Levi-Civita de M e é

caracterizada pela formula de Koszul
2VyZ, Xy =Y{(Z, X))+ Z(X,Y) - XY, Z) = (Y, [Z,X]) + (Z,[X,Y]) + (X, [Y, Z]).

Observagao 2. O campo [X,Y]| € X(M) denota o colchete de Lie dos campos X e Y.
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Demonstragao. Veja [12]. O

Daqui em diante, salvo em mencao contrario V denotara a conexao de Levi-Civita da

variedade semi-Riemanniana M.

Definicao 7. A curvatura de uma variedade semi-Riemanniana M € a aplicacio R com

argumentos e valores em X(M) dada por:
R(X,Y)Z:VyVXZ—VXsz—i—V[)Qy]Z, VX,Y;ZE%(M)

Pode-se mostrar que R € uma aplicagao C*°(M)-trilinear, logo o valor de R(X,Y)Z em
um ponto p € M depende apenas dos valores X (p),Y (p) e Z(p).

Lema 1. Seja II um subespago 2-dimensional do espago tangente T,M , entdo o nimero

independe da escolha da base {v,w} de Il e é chamado de curvatura seccional de Il em p,

denotada por K,(II)

Demonstracao. Seja {x,y} uma outra base de II, entao

v = ax + by,
w = czr + dy.

Note que o determinante dos coeficientes, (ad — bc) é nado-nulo e através de um calculo

direto temos

(R(v, w)v,w) = (ad — be)*(R(z, y)x, y)

(v, 0)(w, w) = (v,w)" = (ad = be)*({z,2)(y,y) — (x,9)°).

]

Proposicao 2. Se uma wvariedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional

constante C', entao
R(X, Y Z =C(Z,X)Y — (Z,Y)X).

Demonstragao. Veja [12]. O
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Defini¢ao 8. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana, p € M e (Ey, Es, .., E,) um
referencial ortonormal em uma vizinhanga de p. A curvatura de Ricci de M em p € a

aplicagdo Ric: X(M) x X(M) — C*(M), definida por:
Ric(X,Y)( Zez (X, E)Y,E)(p)

onde g; = (E;, E;). A curvatura de Ricci nao depende do referencial ortonormal escolhido.

Dizemos que a curvatura de Ricci é limitada inferiormente se existe uma constante K
tal que Ric(X,X) > K(X, X), para todo X € X(M).

Faremos agora uma generalizacao natural para uma variedade semi-Riemanniana M
de alguns operadores ja conhecidos no espaco euclidiano, tais operadores terao um papel

fundamental no desenvolvimento deste trabalho.

Defini¢ao 9. O gradiente de f € C*°(M), indicado por Vf, é o campo vetorial em M

que satisfaz

(Vf, X) = df(X) = X(f)

para todo X € X(M). Decorre imediatamente da definicio que se f,g € C®(M), entdo
V(f+9)=Vf+Vg e V(fg)=9gVf+[Vyg.

Observacao 3. Sejam ¢ : R — R uma funcao real suave e f € C*(M) entdo,
(Vipo f),X)=X(pof)= (&0 /)X(f) = (¢ o IV, X) = (¢ /VS X).
Logo, V(g o f) =¢'(f)Vf.

Definigao 10. O Hessiano de uma funcgdo f € o operador linear Hessf : X(M) — X(M)

definido por
Hessf(X) = VxVf.
Ou seja, para cadap € M e v € T,M vale Hessf(v) = (V,Vf)(p).

A partir do operador Hessiano, definiremos o Laplaciano de uma funcao f que serd de

suma importancia no decorrer deste trabalho.

Definicao 11. Definiremos o Laplaciano de uma funcao f e denotaremos por Af, como

sendo a funcgao suave Af : M — R dada por:
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Af = tr(Hessf).

Proposicao 3. Sejam f,g: M — R fung¢oes suaves, entao:

1 A(f+g)=Af + Ag
2. A(f-9)=f -Ag+g-Af+2(Vf,Vg)

Demonstragao. Veja [8].

1.2 Imersoes Isométricas

Definigao 12. Sejam M™ , M" variedades. Uma aplicacao diferenciavel f : M™ — M

¢ uma imersao se df, : T,M"™ — Tf(p)Mk ¢ injetiva para todo p € M.

—n+m=k

Seja f: M™ — M

localmente um mergulho. Isto quer dizer que dado p € M, existem vizinhancas U de p,
U C M de f(p), e um difeomorfismo ¢ : U — V C R¥, em um aberto V do R* tais que
¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do subespaco R” C R¥ (Figura 2).
Para simplificar a notagao, identificaremos um aberto U C M com f(U), e para cada
veT,M,peU, com dfy(v) € Tf(p)M. Tais identificagoes servirao para estender, por
exemplo, um campo local definido em U, de vetores de M, a um campo local definido
em U, de vetores de M. Se U é suficientemente pequeno, tal extensio é sempre possivel,

basta estender o campo para o aberto V' usando o transporte paralelo, e transporta-lo via

@, para U.

ﬂ/, R \
III! P - - lg’_:""‘i‘-'_ft;')\ _‘“_:.'1.,___
[ W
:f (ﬂj{) L 7 o
Figura 2

uma imersao. Entao pela forma local das imersoes f é

9 .IEm

“\/x{ p(f(U)NU)
-
| —jjﬁn

Para cada p € M, o produto interno em T, M decompde T, M na soma direta
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T,M = T,M + (T,M)*,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T),M em TPM. Sev e TPM, p € M, podemos

escrever
v=ovl 4oV T € T,M, vV € (T,M)*.

Denominamos v? a componente tangencial de v e vV a componente normal de v.
A conexao de Levi-Civita de M serd indicada por V. Se X e Y sao campos locais de

vetores em M e X, Y sao extensoes locais a M, definimos

VyY = (V)7

E imediato verificar que a definicdo acima nao depende das extensoes X, Y, ou seja ,
VxY estd bem definida. No que segue, indicaremos por X(U)* os campos diferencidveis
em U de vetores normais a f(U) ~ U. Mostraremos que a conexao definida acima ¢é a
conexao de Levi-Civita de M relativa a métrica induzida de M. De fato se X,Y,Z €

X(M), temos:

Vx(Y+2)+a(X,)Y +Z)=Vx(Y + Z) = VxY + VxZ
=VxY +a(X,Y)+VxZ+a(X, 2).

Onde a : X(M) x X(M) — X(M)* é a componente normal de VY, ou seja a(X,Y) =

(WYV)N . Dali, agrupando as componentes tangentes, temos
Vx(Y+72)=VxY +VxZ
e agrupando as componentes normais temos
a(X,Y+2)=a(X,)Y)+ (X, 2).

De maneira analoga verificamos as outras propriedades da conexao e obtemos também

que o é C°°(M)—bilinear. Como V é compativel com a métrica g = (,) tem-se

X(Y,Z)=X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VsZ)
= (VxY +a(X,Y),Z2)+ (Y, VxZ +a(X,Z)) = (VxY,Z) + (Y,VxZ).

Logo V é compativel com g = ().

Observagao 4. Note que estamos usando o mesmo simbolo (,) para indicar as duas

métricas g e g, o contexto dos calculos dird qual métrica estd sendo utilizada.
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Sabendo que V é simétrica, temos Vy? — 677 = [X,Y], o que implica em
VxY+a(X,)Y)-VyX —a(X,Y) =[X,Y].

Agrupando novamente as componentes normais e tangenciais, teremos que V e « sao
simétricas. Pelo Teorema 6, existe uma tnica conexao simétrica e compativel com a

métrica, logo V ¢é a conexao procurada.

Observacgao 5. E imediato verificar que a tem um cardter tensorial, ou seja, a(X,Y),

depende somente de X, e Y.

Definigao 13. A aplicagio o : X(M) x X(M) — X(M)* definida acima, é chamada a

sequnda forma fundamental da imersao.

a(X,Y) f oA

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental de f em p segundo o

vetor normal 7, para designar a forma quadratica I/ definida em 7,,M por

I(z) = (a(x,x),n).

De modo andlogo ao que foi feito anteriormente, se n € X(M)*+ e X € X(M) tem
sentido falar em V x7. Sejam —A, X a componente tangencial e Vy a componente normal

de Vxn. O simbolo V% sera chamado a conexdo normal da imersao.

Proposicao 4. Sejam M uma variedade Riemanniana, n € X(M)* e X,Y € X(M)

entao
1. A aplicagao (X,n) — A, X € C®(M)—bilinear, logo (A,X), depende so den, e X,.

2. Se X,Y € T,M eneT,M™*, temos
(4, X,Y) = {a(X,Y), m).

Logo A, é uma aplicacao linear e simétrica.
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Demonstragao. A prova do primeiro item é anédloga a demonstragao de que a(X,Y) é

C>°(M)— bilinear feita anteriormente. Na sequéncia
(A,X,Y) = ~((Vxn)", Y) = —(Vxn,Y),
mas por hipétese tem-se
0=X(nY)=(Vxn,Y)+ (n,VxY).
Logo (4,X,Y) = (a(X,Y),n). O que finaliza a prova da proposicao. ]

O operador simétrico A, é chamado operador de forma (ou operador de Weingarten)
da imersao em relacao ao vetor normal 7. Apresentaremos a seguir duas férmulas que

serao bastante teis nesta dissertagdo. A Formula de Gauss
VY = VxY + a(X,Y), (1.1)

onde X,Y € X(M).

E a Formula de Weingarten dada por
Vxn=—4,X +Vxn, (1.2)
onde n € X(M)+ e X € X(M)

Teorema 7 (Gauss). Seja M uma variedade imersa em uma variedade semi-Riemanniana

M, com curvaturas seccionais K e K respectivamente, entio dadosp € M e xz,y € T,M

com x ey vetores ortonormais, tem-se :

K, p) = (e, y) = (2R 000000 000 (13)
Demonstracao. Veja [12]. O

Uma forma mais geral para a equagao acima ¢ a seguinte: seja M™ uma hipersuperficie

imersa em uma variedade semi-Riemanniana 3" entdo para X, Y, Z € X(M), tem-se
R(X,Y)Z = —(R(X,Y)Z)" —e(AX,Z)AY +(AY,Z)AX. (1.4)

A definicao a seguir tem uma importancia fundamental nesta dissertagao, pois serd

usada nos principais resultados a serem demonstrados.
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+m
Definicio 14. Seja M" uma variedade imersa na variedade semi-Riemanniana M

dados p € M e {ey,ea,..,e,} um referencial ortonormal em X(M) definido em uma vizi-

nhanca de p. O vetor curvatura média H de M C M em p é definido por

n

1
— E EZCY 6“6,
=1

3

onde €; = (e;, €;).

Observacgao 6. Para ver que o vetor curvatura média nao depende do referencial orto-
normal escolhido, basta usar o fato de que a matriz de mudanca de base, de uma base

ortonormal para uma outra base ortonormal é uma matriz ortogonal.

Uma outra forma de ver o vetor curvatura média é a seguinte: Seja {n1,m2, .., m}

um referencial ortonormal em X(M)* definido em uma vizinhanca de p, entao a(e;, e;) =
>y a;jn;. Donde

(e eq)m) = O amym) =Y o, m) = ey,
j=1

=1

onde ¢, = (n;,n;). Portanto
ale;, e;) 25] alei, e;),n)m;. (1.5)

Usando a Proposigao 4 e (1.4) tem-se

Oé(ei, ei) = Z €j <A7lj €, €Z>/’7]
j=1

entao o vetor curvatura média terd seguinte expressao

n

1 1 m n
H, = nZe,Zsj Ay i eq)n;) _EZ_: Z:GZA €, €)) Zsjtr n;)

i=1 7j=1

Trataremos agora de um tipo especial de imersao, que terd grande importancia no
decorrer desta dissertacao. Seja f : M" — M uma imersio de codimensdo 1, ou
seja, m = 1, neste caso dizemos que M é uma hipersuperficie imersa em M. Mostraremos
que neste caso obtemos uma expressao mais simples para (1.1). De fato, sejam p € M, n €
(T,M)* unitério e {ey, es, .., €, } uma base ortonormal de T, M para a qual A, ¢ diagonal,

isto é, A,(e;) = Ne;, © = 1,2, .., n. Entao,
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K(ei, e5) — K(ei, ¢5) = (ales, e), aley, €;)) — (alei, e)), alei e5)).

Como M é uma hipersuperficie tem-se, a(e;,e;) = kn para algum k € R. Por ou-
tro lado, (a(e;,e;),n) = k(n,n) = ke,, onde ¢, = =£1, pela Proposi¢do 4 teremos

k= ey (ale;,e;),n) = e (A€, e5) = enhilei, €5) = enNidize . Logo,
K(ei,e;) — F(ei,ej) = (a(e;, e;),alej, e;)) = (gghi€im, eg\ieim) = Nidjeigjey.
Portanto (1.3) pode ser escrito como
K(ei,e;) — K(ei,e;) =X\,  onde &= +1.

Observe que no caso em que M = M? C M = R?, onde R? é uma variedade Rieman-
niana com a métrica usual, tem-se € = 1 e o produto A\; Ay é conhecido como a curvatura
Gaussiana de M, temos entao o famoso Teorema Egregium de Gauss, que afirma que a
curvatura Gaussiana de M? C R3 é invariante por isometrias locais.

Seja M™ uma hipersuperficie orientavel imersa em uma variedade semi-Riemanniana
Mnﬂ, entao existe um campo normal unitario £ globalmente definido sobre M, neste

caso o operador de forma é inico a menos de sinal e indicaremos A, por apenas A. Sejam

X,Y € X(M) e £ = (£,€) = +1, entdo a(X,Y) = h¢ onde h € C*(M), logo
((X,Y), &) = h(€. &) = he.
Note que
h=ce(a(X,Y),&) = e(AX,Y),

e entao

a(X,Y) = e(AX, V)€, (1.6)

Portanto usando (1.4) obtemos a férmula de Gauss para hipersuperficies

VxY = VxY +e(AX,Y)E.

Além disso, dado X € X(M) tem-se

0= X(£&) =2(VE, 8,

ou seja,
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V& =0.
Neste caso, a formula de Weingarten se simplifica

Vxé=—-AX.

Uma outra expressao que pode ser simplificada para hipersuperficie é a de vetor cur-
vatura média, neste caso é dado por

1
H, = —etr(A),

onde € = (£,€). A funcdo H = Letr(A) ¢ chamada de curvatura média de M em relagao
a . Dizemos que um ponto p € M é umbilico se A, : T,M — T,,M tem todos os seus
autovalores iguais. A hipersuperficie M é dita totalmente umbilica se todos os seus pontos

sao umbilicos.

Definicao 15. Uma imersao com sequnda forma fundamental nula € dita totalmente

geodésica.
Para mais detalhes sobre geodésicas indicamos como referéncia [8].

Proposicao 5. Seja f : M — M uma imersio. Entio f ¢ totalmente geodésica se, e

somente se, cada geodésica de M ¢é geodésica de M.

Demonstracao. Usaremos na demonstracao uma adaptacao da féormula de Gauss para
campos de vetores ao longo de curvas, para mais detalhes veja [12]. Se f é totalmente

geodésica e v é uma geodésica de M, entao pela Férmula de Gauss teremos

Vv =V +a(y,9)=0

Logo 7 é uma geodésica de M. Reciprocamente, sejamp € M ev € T, M, consideremos
a geodésica vy tal que v(0) = p e 7/(0) = v, entdo como ~y é geodésica em M, temos usando
a férmula de Gauss ao longo de v que a(v',7') = 0, logo a(v,v) = 0. Como « é simétrica,

segue que o = 0. [
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1.3 O Espaco de Lorentz-Minkowski

Aqui apresentaremos alguns exemplos de hipersuperficies que serao utilizadas nesta dis-
sertacao. Denotaremos por L"*2 o espaco euclidiano R"*? munido da seguinte métrica,

chamada de métrica de Lorentz-Minkowski

n+1

= g UiV — Up42Un42-
i=1

Note que a métrica definida acima tem indice 1. L."*2? é chamado de espaco de Lorentz-
Minkowski, denotaremos por V° a conexao de Levi-Civita de L"*2. Veja que g;; = 1, —1
ou0parai,j=1,...,n+2, logo os simbolos de Christoffel da conexao V° sdao todos nulos.

De fato,

0 0 0
LS g+ i — iy} =
2 - {anglk—i_ax]gkl axkglj}g

0 0
n+2
Assim, se X = E x; oz, eY = E y,—J sao campos de vetores em X(L""?), entao

usando as proprledades de conexao
0
= X (yp) =—,
> Xy

ou seja, a derivacao de campos de vetores em "2 é semelhante a derivacao usual do R"+2,
d de "2 ¢ nul ional é
segue que o tensor de curvatura de ¢ nulo e sua curvatura seccional é constante e
igual a zero.
Agora, trataremos de uma hipersuperficie de ."*2 que serd usada nos resultados mais

relevantes deste trabalho. Seja H"™! C L™ definido por
H! = {z € L"?; (x,2) = =1, 7,9 > 0}.

Para n = 1, o espaco H? é a parte superior do hiperboléide de duas folhas 22 +y? — 2% =

—1 (Figura 4).
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Figura 4

Mostraremos que H"*! é uma hipersuperficie de I."*? chamada de espaco hiperbdlico,
e o modelo no qual é descrito acima ¢ chamado de modelo de Minkowski para o espaco
hiperbdlico. De fato seja h : R"** — R dada por h(z) = 27 + 3... + 22, — 22 ,,. Note

que h é diferenciavel e

H" = {z € R""%, x5 > 0} N h71(0).

Por outro lado o gradiente de h é dado por Vh(x) = 2(z1, xa, .., Tpt1, —Tpt2). Donde
Vh(xz) = 0 implica em = = 0, logo 0 € R é valor regular de h pois h(0) = 1 # 0. Entao
pelo Teorema da Funcao Implicita, H**! é uma subvariedade de codimencao 1 do R"*2.
Mostraremos que H"*! ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco de L"*2, ou seja, a métrica do
espaco de Lorentz-Minkowski restrita ao espaco H"*! é positiva definida. De fato para

cada z € H""!, tem-se
T, L2 = T,H""! & Rz,

onde Rz é o subespaco de R"*2 gerado por x. A igualdade acima decorre do seguinte fato:
dada a : (—¢,¢) — H"! diferencidvel tal que a(0) = z e /(0) = v, como {a(0), a(0)) =
—1 entao (/(0),a(0)) = 0, ou seja, = ¢ ortogonal a T,H" .

Como T,L"*2 tem indice 1, teremos que T,H"™! tem indice zero, pois Rz tem indice 1.
Logo a métrica induzida em H"! por "2 é positiva definida, ou seja, H"*! munido desta
métrica é uma variedade Riemanniana. Seja N o vetor posicao de H**!, que também é o

vetor normal. Entao,
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VON =X, VX eXH.

Sendo Ay o operador de forma, tem-se usando a equagao de Weingarten que V4 N =

—AnX. Consequentemente
AyX =-X VX € X(H"),

donde concluimos que H"*! é uma hipersuperficie totalmente umbilica de L"*+2.

Outro fato importante sobre o espaco hiperbdlico é que sua curvatura seccional é
constante e igual a —1. De fato, pelo que vimos anteriormente temos que, dados X,Y €
X(H™), entao a(X,Y) = e(AX,Y)N = (X, Y )N, logo usando o Teorema 7 de Gauss e o
fato de que o espago de Lorentz-Minkowski tem curvatura seccional constante igual a zero,
tem-se que H"™! tem curvatura seccional constante igual a —1. Usando a expressao da
curvatura média para hipersuperficies vista anteriormente temos que a curvatura média
de H"*! é constante igual a 1. A proposicao seguinte serd usada na demonstracao dos

resultados posteriores.

Proposicao 6. Sejam a € H*""! e v € T,H"" um vetor unitdrio, entdo a geodésica que

parte de a com velocidade v € dada por
v(t) = (cosht)a + (senht)v.

Demonstragdo. Veja que (y(t),v(t)) = —(cosht)? + (senht)?> = —1. Logo 7(t) é uma

curva em H"*!. Por outro lado, note que

7' (t) = (senht)a + (cosht)v

7"(t) = (cosht)a + (senht)wv.
Logo,

Vo (t) = (VA ()" = (v'(1)" =0.

Ou seja, 7 é uma geodésica em H"™! que satisfaz v(0) = a e 7/(0) = v, o que prova o

resultado.

Observacao 7. O simbolo V denotard a conexdo de Levi-Civita de H™'.
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Outra hipersuperficie de L"*2 que serd 1itil neste trabalho é o espaco de de Sitter, que

¢ definido por:
St = {z € L2 (2, 2) = 1}.

Pode-se mostrar, do mesmo modo acima, que S}*' é uma hipersuperficie de L"+2
com curvatura seccional constante igual a 1 e sua curvatura média é constante igual +1
(depende da escolha do campo normal). Outra informacao que pode ser obtida é que S"**
¢ uma hipersuperficie totalmente umbilica de L."*2. No caso em que n = 1 temos que o

espaco de de Sitter é o hiperboléide de uma folha dado por z? + 3* — 22 = 1 (Figura 5).

LS

Figura 5

Seja ¢ : X" — H**! C L"*2 uma hipersuperficie orientével no espaco hiperbdlico.
Denote por N um campo normal unitario globalmente definido sobre X" e A o operador
de forma de 3" com respeito a IN. Denotaremos por V a conexao de Levi-Civita de X",

As férmulas de Gauss e Weingarten para X" em H""! sao dadas, respectivamente, por

V&Y =VxY +(X,Y)p = VxY + (AX, V)N + (X, Y)op

AX = —VxN = -V%N, VX,Y € X(X).

As férmulas de Gauss e Weingarten acima seguem imediatamente, basta usar a versao
para hipersuperficies vista anteriormente. Fixado um vetor a € "2, associado a imersao

¢ existem duas funcoes denominadas fungoes suporte de ¢, que sao definidas por
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la={p,a) e f,=(N, a).
E imediato verificar que
Vig=a" e Vf,=—A(a"),
onde a’ € X(X") é a componente tangencial da imersao ¢, isto é
a’ =a— f,N +l,0.

As funcoes [, e f, s@o de suma importancia na demonstracao dos teoremas principais

deste trabalho.

1.4 As r-ésimas Curvaturas Médias

Nessa se¢ao, faremos a introducao de alguns conceitos que serao de suma importancia no
decorrer deste trabalho. Seja ¢ : M™ — M uma hipersuperficie orientdvel imersa em
uma variedade Riemanniana orientavel. Suponha que N é um campo normal unitario
globalmente definido sobre M™, associado a este campo temos o operador de forma A de
M™, que define em cada ponto p € M"™ um operador simétrico A, : T,M — T,M e seus
auto-valores A (p), A2(p), .., \n(p) sdo as curvaturas principais de M em p. Associado ao
operador A existem n invariantes algébricos dados por
So=1¢e Si= > A
1<i1 <...<ip<n

Definicao 16. Definiremos a r-ésima curvatura média H, da hipersuperficie M como

(") H =8,
.

Observe que, quando r = 1 tem-se a curvatura média H; = %tr(A) = H de M. Uma

sendo

relacao importante sobre as curvaturas médias de ordem superior cuja demonstracao pode

ser encontrada em [5], é a seguinte
H?>H, \H, (1.7)

paral <r <n.
A partir das fungoes S, definidas acima, definiremos a r-ésima transformagao de New-

ton P.: X(M) — X(M) por
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Ph=1
P.=S5.1—-AP,_, 1<r<n.

Proposicao 7. As transformagoes de Newton satisfazem a sequinte relag¢ao
P = Z(—l)iSr_iAi 1<r<n.
i=0

0

Demonstracao. Provaremos por inducao sobre r. Para r = 0 tem-se Py = Z(—l)iSo_iAi.

=0
1

Para r = 1, também vale a relagao, pois P = 511 — Al = Z(—l)isl,iAi. Suponha que
i=0
o resultado seja vélido para r € {1,..,m — 1}, entdo provaremos que vale para r = m.

Temos por hipétese de indugao que

m—1
P = Z(_l)ism—l—iAi-
i=0
Por outro lado me = Snl — AP,,_1, entao usando a hipdtese de inducao temos
P,=S,1— AmZ(—l)iSm_l_iAi. Logo P, = Zm:(—l)iSm_iAi, o que finaliza a prova da
Proposicao. = = O

Observagao 8. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos P, = 0. Basta usar a rela¢ao

det(t] — A) = i(—l)rSrt"”.

r=0
Corolério 1. Em cada ponto p € M tem-se que P, : T,M — T,M ¢é um operador linear

simétrico que comuta com A.
Os operadores de Newton satisfazem as seguintes propriedades:
1. trP, = (n—r)S,
2. trAP. = (r+1)S,11
3. trA%*P, = 515,11 — (r+2)S,42

Para uma prova das seguintes relagoes veja [2]. Associaremos a cada transformagao

de Newton um outro operador denominado operador L,, da seguinte forma:

Definicao 17. Para cada transformacao de Newton P, temos wm operador linear

diferencidvel de sequnda ordem L, : C*(M) — C*(M), dado por
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Lo (f)(p) = tr[(P.(A)Hess f)(p)].

Note que, se r = 0 entdo Lo(f) = tr(PoHessf) = Af, onde f € C*(M).
Uma relagao bastante relevante que foi obtida por A. Caminha em [4], é a seguinte:
Seja ¢ : X" — M™ uma imersao isométrica, onde M™*! ¢ um ambinte de curvatura

seccional constante c¢. Se {ex} é um referencial ortonormal em ", e 0 < r < n. Entao,

LT(ST) == LT,1<S7~+1) + ST[AST - erl(Sl)] (18)
+ Y PV AP = VS,
k

+ tr(AP,_){S,(JA]* — cn) — [tr(A*P,) — ctr(P,)]}
— (tr(A2P,_))[tr(A%P,_y) — ctr(P_)].

Para o que segue, definiremos o operador traco nulo associado ao operador A,

¢ X(M) — X(M) por
6(X) = AX — HX.

E imediato verificar que tr¢ = 0. Tomando a norma do operador ¢ dada por |¢|? =

tr(¢*¢), temos a seguinte relagao

n

1
l9* = o~ D (ki — k).

1,j=1

De fato,
o = > (ki—H)?
=1
= zn:(kf —2k;H + HQ)
1=1
n 1 n
— ; (kf — 2k~ ;kj + H2>
2
- Zkf—ﬁ > kiki+ > (EZ/{J) .
i=1 ij=1 i=1 j=1
Note que,
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Logo,
n 1 n
o = D K-> kiky
i=1 st
_ 1y k? Ly k;k N k3
= g D K=Y kbt Yk
ij=1 ij=1 ij=1
1 1 O
Donde, |¢|? = o Z (k? = 2kik; + k7)) = o Z (k; — k;)?. Uma importante conclusao da
n n
i,j=1 ,j=1

expressao anterior é que |¢|*> = 0 se, e somente se, M ¢ totalmente umbilica. Uma outra
expressao de |¢|? que serd utilizada é a seguinte
92 = tr(A— HI)?
= tr(A* —2HI + H*I)
= trA® —2HtrA+ H*rl
= Z k2 — 2%@7&4)2 + H?n

=1
- 1

= k? — —(trA)?
;:1 i = (trA),

ou seja, |¢|* = |A|* — nH?.

A demonstracao do Lema abaixo pode ser encontrada em [3].

Lema 2. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie orientdvel imersa no espaco hiperbélico

H". Entao,
1. L.(ly) = (r+1)Sis1fa+ (n—1)S,
2. Lr(fa) = _(Slerrl — (7" + 2)5r+2)fa — (T —+ 1)Sr+1la — <VST+1, GT>

onde l, e f, sao as fungoes suporte da imersao, e al € X(X") € a componente tangencial

da imersao.

Como aplicacao do Lema anterior iremos calcular o Laplaciano das fungoes [, e f,.

Fazendo r = 0, na equagao 1 do Lema 2, teremos
Al, = Lo(ly)

= Slfa + TLS@la

= nHf,+nl, .
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Analogamente, fazendo r = 0 na equacao 2 do Lema 2 resulta em

Afy = Lo(f)
= (8} =259 fu — Sila — (VSy,a")
= —(n*H?—28,y)f, —nHl,
= —(n*H® —n®H? +|AP)f, — nHl,

= —|A]*f, — nHl,.

Observacao 9. Na quarta igualdade acima usamos a sequinte relacao

n 2 n n n
52 = (Zk) = kiky = k42 kik; = |A]* +25,.
=1 =1

ij=1 i<j

Lema 3. Sejam l, e f, as funcoes suporte da imersao ¢, entao
|Hessl,|? = |A|2f2 + 2nH f,l, + ni2.
Demonstragao. Seja X € X(X"), usando a férmula de Gauss e Weingarten tem-se
Hessl, = VxVli,
= V%(a— fuN +lap) — (AX,a")N — (X, a")p

= —X(fo)N + fuAX + X(la)p + X — (A(a"), X)pN = X (Ia)
= (faA+laI)(X)'

Logo, [Hessl,|? = tr(foA + 1,1) = tr(f2A% + 2f, 1, Al + 121%) = |A*f2 + 2nH f,l, + nl%, o

que finaliza a prova do Lema.

Lema 4. Sejam h : X" — R e £ : R — R funcoes diferencidveis, entao
A(€oh) = (& o h)|VA|* + (¢ o h)Ah.

Demonstragao. Note que Hess(€ o h)(X) = Vx V(€ o h), pela Observagao 3 tem-se
Hess(§ o h)(X) = &' (h)Vh, entao
Hess(€ o h)(X) = X(&(h)Vh+ € (R)VxVf = (£ oh)X(h)Vh + ¢ (h)Hessh

Seja (e, .., e,) um referencial ortonormal local, entao
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A(Eoh) = trHess((oh)

n

_ Z(Hess(§ o h)(e;),e;)

= Z«f” o h)(Vh,e)Vh,e) + Z«é o h)Hessh(e;), e;)

= (" o h)(Vh, Z(Vh, eiVe;) + (€ oh) Z(Hessh(ei), e;)
= (" o h)|Vh? + (¢ o h)Ah.
O

Também faremos uso do Principio do Maximo Generalizado de Omori-Yau cuja de-

monstragao pode ser encontrada em [7].

Lema 5. Seja X" uma variedade Riemanniana completa de dimensao n com curvatura de
Ricci limitada inferiormente. Entdo, para toda funcdo u : X" — R de classe C? tal que
infy, u > —o0, existe uma sequéncia de pontos {py}u=1) em X" satisfazendo as sequintes

propriedades:
1. u(py) < infyu+ ¢
2. [Vul(pr) < 3
3. Au(pr) > —+

para todo k > 1.
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Resultados de Rigidez

2.1 Hipersuperficies CMC em H""! com aplicacao de
Gauss prescrita

Nesta secao demonstraremos os principais resultados deste trabalho. Daqui em diante
iremos supor que todas as hipersuperficies consideradas sao orientaveis e conexas. Para
provar nosso primeiro resultado usaremos um fato cuja prova pode ser encontrado em [10],
nesse trabalho o autor descreve todas as hipersuperficies totalmente umbilicas de H"*!

como sendo a intersecao de H"™! com um hiperplano afim de L."*2, ou seja, sao da forma
L. ={peH" (p,a) =7},

onde a € L"™? é um vetor unitario tal que 72 + {a,a) > 0. A hipersuperficie gerada por
tal intersecao dependerda do carater causal de a, por exemplo, se a é um vetor tipo-tempo
L. serd uma esfera em H""!. Usaremos também um resultado obtido por S.Montiel em
[11], onde o autor classifica todas as hipersuperficies tipo-espago umbilicas do espago de

de Sitter S como sendo os conjuntos da forma

M"={peSiti(pa) =1},
onde a € L™ e 7% — (a,a) > 0.
Teorema 8. Seja ¢ : X" — H"" wuma hipersuperficie completa imersa em H™
com curvatura média constante H nao-nula. Suponha que X" estd contida em uma bola
geodésica de H"™'. Se a imagem de Gauss N(X) estd contida numa hipersuperficie com-

pleta tipo-espaco e totalmente umbilica de ST, entdo X" € uma esfera geodésica total-

mente umbilica.

26
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Demonstragdo. Pelo Exemplo 1 de [11], existe a € L™ nio-nulo e 7 € R com

N() c M" = {z €S (x,a) =7}

Logo, fu(x) = (N(x),a) = 7 em X. Inicialmente suponha que a é um vetor unitario
tipo-tempo, ou seja, (a,a) = —1. Afirmamos que 7 # 0. Suponha por contradigdo que
7 = 0, ou seja, f, = 0. Entao temos pelo Lema 2 Af, = —|A|?f, — nHI,, implicando

l, = 0. Por outro lado, a’ = a — f,N +l,¢ entdo a = a’ . Assim (a,a) = 1, implicando
que a é tipo-espaco o que gera uma contradicao. Note que f, = 7 implica em Af, = 0,

entao pela expressao do Laplaciano de f,

ap = M (2.1)
T

Pela Proposicao 6, a aplicacao exponencial de H"™! ¢ dada por
exp 4(rv) = (coshr)g + (senhr)v onde v € T,H" ! e Jv| = 1.
Seja By(p) a bola geodésica de raio p e centro b € H"™' que contém Y. Tome
reRtal que 0 <7 < pewv € T,H" com v unitdrio, entdo se p € By(p) temos que
p = (coshr)b+ (senhr)v, pois exp é difeomorfismo. Logo
(p,b) = (coshr)(b,b) + (senhr)(v,b)

= —(coshr).
Note que cosh0 < coshr < coshp, donde, —coshp < (p,b) < —1, ou seja,

p € By(p) se, e somente se, —coshp < (p,b) < —1.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a € H*™'. Seja & > 0 tal que By(p) C
B, (§), logo dado p € ¥ temos —coshé < (p,a) < —1. Entao [, é limitada e pela
expressao (2.1), |A[* é limitado.
O espaco hiperbdlico tem curvatura seccional constante igual a —1, entao dados
X,Y,Z € X(¥) temos pela expressao (1.4) que
RIX,Y)Z = (Z, V)X —(Z, X)Y + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX.

Seja (e, .., e,) um referencial ortonormal em torno de um ponto de ¥, entao
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Segue que a curvatura de Ricci de ¥ é dada por

Ric(X,Y) = Zgl (X, €)Y, e:)
= (X, VY —n(X,Y) +nH(AX,Y) — (AX, AY)
= (1—-n)(X,Y)+nH(AX,Y) — (AX, AY).

Mostraremos que a curvatura de Ricci de X é limitada inferiormente. De fato

n?H? n?H?

nH(AX,X)—|AX[]>? = |AX|]*+ nH<AX,X> + <X, X) —2JAX|? -

(X, X)

2

—2AX|* - !XI2

- ‘AX+

Portanto,

Ric(X,X) = (1 —-n)|X]*+nH(AX,X) — <AX, AX)

2
= (1—-n)|X*+|AX + —2|AX|2 |X|2
2
> (1-n)|X)?+|AX + —2|A\ | X|? - \XP
n?H?

> (1—n—2|A[2— >|X|2, VX eX().

Entao usando (2.1) temos que a curvatura de Ricci ¢ limitada inferiormente. Agora

considere a funcao positiva u : X — R dada por
1

V1t+oPR

onde ¢ é o operador traco nulo. Note que ¢ é limitada e vale a seguinte relacao
u?(1 — u?) = 6|Vul* — 2ulu.

1
Além disso, 0 < u < lewu=~Eohonde £ = —=eh =1+ |¢]>. Pela Observagao 3,

\/E
1
Vu=({oh)Vh. Logo Vu= —ih_:WVh, donde obtemos que

Vul? = (Vu, Vu) = —h—3|Vhy2.

Por outro lado,

H H
Vh = V(6) = V(AR - nH?) = V(| AR) = —==Vi, = —~—d".

T
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Assim,
1 .n’H?
Vul? = —u’ : 2.2
Vul? = 10t (22)
Usando o Lema 4 temos
3 1
Au = Sh™52|Vh|> — Zh =32 Ah,
4 2
Logo
H
Ah =~ Al = n|of.
T
o que implica em
3 .n?H? 1 1
Au = 2 5n72 - 5 + §nu3 (2.3)

Pelo Lema 5 existe uma sequéncia de pontos p, em X" tal que, limu(py) = infyu,

1 1
|Vul|(pr) < T e Au(py) > —y » bara todo £ > 1. Como 0 < u < 1, tem-se 0 <

6 2
u?(pr)(1 — u*(pg)), mas por outro lado temos que 6|Vu|* — 2uAu < z+ ?u Logo,

lim w?(pp)(1 — u*(pr)) = 0.
k—o0
O limite acima implica (infsu)?(1 — (infgu)?) = 0, ou seja, infsu = 0 ou infyu = 1.

Suponha que infyu = 0 entao para todo € > 0 existe um ponto em ¥ tal que

1
< — <5,
V1t o)

1 1

logo 1+ [¢]* > =, o que implica em [A]* > = + nH? — 1. Ou seja, |A|? seria ilimitado,
€ €

entdo infxu = 1, portanto u = 1 em X e |¢|*> = 0 em X. Isto significa que ¥ é uma

hipersuperficie totalmente umbilica de H"*!, como a é tipo-tempo tem-se que ¥ é uma

esfera geodésica.

Suponha agora que a € L"™2 é um vetor tipo-espaco ou tipo-luz, de modo andlogo

existe 7 € R tal que f, = (N,a) = 7. Inicialmente observe que {a,b} é L.I. pois caso
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contrério existiria a € R nao-nulo com b = aa, logo (aa, aa) = —1, pois b € H*™'. Ou
seja, (a,a) < 0 donde a seria tipo-tempo. Novamente T # 0, basta usar a desigualdade
reversa de Cauchy-Schwarz.

Seja I, o subespago 2-dimencional gerado por a e b, tome ¢ € TI, , NH"™ — {b}, logo
existem 7,0 € R — {0} tais que ¢ = na + 6b. Considere B.(r), tal que By(p) C B.(r), logo

l. é limitada em .. Observe que

c 0 1 0
<90’a> = <907 5 - Eb> = 5(9@0) - 5<90a b>a

ou seja, [, é limitada em Y. Agora usando o mesmo argumento anterior conclui-se que X é

uma esfera geodésica, logo a deveria ser tipo-tempo, o que finaliza a prova do Teorema. [

Antes de provarmos nosso préximo resultado daremos mais detalhes sobre o que foi
dito no inicio desta secdo. Seja L, uma hipersuperficie totalmente umbilica de H"*!,

entao
L,={peH"";(p,a) =1},

onde a € L"" é um vetor unitdrio tal que 72 + (a,a) > 0. Defina a fungao suave

p: H™ — R pondo u(r) = (x,a), temos que L, = pu~!(7). Note que
(Vo). X) = X{z,a) = (Vyr,0) = (X,a) = (X,a")

onde X € X(H"™), z € H"™! e a’ é a componente tangente do vetor a em T,H""!.

N N

como a = a’ + a" e a¥ = fx pois  é normal a H""| temos a” = —(z,a)x. Ou seja,

a=a’ — (z,a)z. Logo dado x € L, tem-se
(Vi(z), V() = (a,a) + 2.

De posse disso, a aplicagao de Gauss de L, é dada por
1
N(p)=—————(a + 7p) € S",
)= s lat ) €5
consequentemente seu operador de forma é dado por

VON=—AX = ——
72+ (a,a)

Novamente pelo Exemplo 1 de [11], tem-se que N(L.) é uma hipersuperficie

tipo-espaco e totalmente umbilica de S"*! a qual é isométrica ao espaco euclidiano R™ se

a ¢ um vetor tipo-luz, e é isométrico a H" se a for tipo-espaco.

A definigao seguinte sera utilizada no préximo resultado.
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Definicao 18. Seja X" uma hipersuperficie de H""'. Dizemos que X" estd entre duas
horoesferas ( respect. hiperesferas) L,, e L,, determinadas por um vetor nao-nulo a € "2

tipo-luz ( respect. tipo-espaco) se sua fungdo auziliar l, satisfaz
T < lg <71

Teorema 9. Seja ¢ : X" — H""! uma hipersuperficie completa imersa em H" ™, com
curvatura média constante H. Suponha que ¥ esteja entre duas horoesferas (respect.
hiperesferas) de H™™' determinadas por um vetor nao-nulo a € L""? tipo-luz (respect.
tipo-espago). Se a imagem da aplica¢io de Gauss N(X) estd contida numa hipersuperficie
tipo-espaco e totalmente umbilica de ST determinada por a, entdo ¥ é uma horoesfera

(respect. hiperesfera).

Demonstracao. Pela hipdtese feita sobre N(X) tem-se que f, = (N,a) = 7 =cte, e 7 # 0.
Sabemos que Af, = —|A]*f, — nHl,, logo

H
A2 = -2,
T

Como ¥ estd entre duas horoesferas (hiperesferas) teremos que [, é limitada, ou seja,
|A]? é limitada. Usando o mesmo argumento do Teorema 8 temos que a curvatura de
Ricci de ¥ é limitada inferiormente, aplicando novamente o Lema de Omori-Yau a funcao

1
u = ——=,onde ¢ = A— HI, e seguindo o argumento usado para prova do Teorema 3

V149

concluimos que Y é uma hipersuperficie totalmente umbilica, e entao ¥ é uma horoesfera

(hiperesfera), o que finaliza a prova. H
Sejam a € L"*? um vetor unitdrio tipo-tempo e gy o seguinte subconjunto de L2
eo = {p € ST (p,a) = 0}.

Note que gy é uma hipersuperficie tipo-espaco e totalmente geodésica em SI™' que é
isométrica a uma esfera euclidiana, pelo carater causal de a. Tal hipersuperficie divide o

espaco de de sitter ST em duas componentes conexas , o futuro cronolégico dado por

{p € ST (p,a) < 0}
e o passado cronoldgico

{p € St™; (p.a) > 0}.
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Chamaremos a hipersuperficie g de equador do espaco de de Sitter determinado pelo
vetor a. Tomando o vetor tipo-tempo a = (0,0, 1) € IL? ¢ facil ver que o futuro cronoldgico

e o passado cronolégico sao dados respectivamente por (Figura 6)

{(13,3%2) €R3;$2+y2_22:1 ez>0},

{(z,y,2) ER% 2?2+ 9> — 22 =1e z < 0}.

Futuro cronolégico

Passado cronolégico

Figura 6

Para provarmos nosso proximo resultado faremos uso de um Lema conhecido como

Principio do Méximo de Hopf, cuja demonstracao pode ser encontrada em [13].

Lema 6 (Principio do Maximo de Hopf). Seja M uma variedade Riemanniana ori-
entdvel, compacta e conexa. Dada uma funcgao diferencidvel f em M com Af > 0. Entao

f € constante.

Lema 7. Seja X" uma variedade Riemanniana compacta, completa com dimensao n > 2,

métrica g e curvatura escalar K. Se X" admite uma fungao nao-constante p tal que
1
Hessp = —(Ap)g e Ly, K =0,
n
entao X" € isométrica a uma esfera Euclidiana S™.

Teorema 10. Seja p : " — H"™! uma hipersuperficie fechada (compacta e sem bordo)
com curvatura média H, imersa no espago hiperbolico H* ', Se a imagem da aplicacdo de
Gauss de X" estd contida no fecho de um passado ou de um futuro cronoldgico de 7+,

entdo X" € uma esfera geodésica de H" ' |
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Demonstracao. Por hipdtese, existe um vetor unitario tipo-tempo a tal que f, nao muda

de sinal em X". Além disso, vimos anteriormente que

Al, = nHf,+nl, (2.4)

e
Af, = —|AP*f, —nHl, . (2.5)
Usando (2.4) e (2.5) teremos que
A(fo+ Hly) = —|APfy —nHl, +nH*f, + nHI,

= _|A|2fa + nHQ.fa

= —(lAP —=nH*)f,

= _|¢’2fa-

Como f, nao muda de sinal em X" | temos que A(f, + Hl,) > 0 ou A(f, + Hl,) < 0,
entao usando o Lema 6 temos que f, + Hl, é constante em X", donde —|¢|*f, = 0, o que
implica em |¢|? = 0, pois f, # 0. Desta forma concluimos que X" é uma hipersuperficie

totalmente umbilica de H"*!. Veja que
1 1
|Hessl, — —(Aly)g| = |Hessl,|* — =(Al,)* = 0.
n n

Usando o Lema 7, concluimos que X" é uma esfera geodésica de H™ ',

Para provarmos nosso proximo resultado precisaremos das seguintes definigoes.

Definicao 19. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma aplicacdo dife-

rencidvel f: M — R é subharmonica se
Af >0,

onde Af é o operador Laplaciano de f. Se -f é subharmonica, entao diz-se que f é su-

perharmonica.

Definicao 20. Diz-se que uma Superficie Riemanniana M € parabdlica se € completa,

nao compacta e toda fungao subharmonica e negativa em M € constante.
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Observagao 10. Se f ¢ uma funcao subharmonica e limitada superiormente sobre uma

variedade parabolica M, entao f < k para algum k € R. Logo a funcao f — k ¢

subharmonica e negativa sobre M, entdo f ¢ constante.

O proximo resultado foi obtido por A.Huber e a demonstracao pode ser encontrada

em [6].

Lema 8. Toda superficie Riemanniana completa, nao compacta e com curvatura Gaussi-

ana nao negativa € parabolica.

Para o que segue diremos que X" esta contida no dominio interior determinado pelo

plano Lz de S{*! se f, < 3.

Teorema 11. Seja ¢ : ©2 — H?® uma superficie completa com curvatura Gaussiana ndo
negativa contida na regiao entre duas horoesferas Lz e L;, onde 0 < 3 < 7. Suponha que
N(X) esteja contido no fecho do dominio interior determinado pelo plano L_z de S}. Se

a curvatura média H de X2 satisfaz

=

entio Y2 é uma horoesfera.

Demonstragdo. Seja a € L* o vetor tipo-luz nao nulo que determina as horoesferas Lg e
L, e o plano £_3. Sabemos que
Al, =nH f, + nl,.
Por hipotese, temos as seguintes desigualdades
B<la<T e [fo<—P
Logo teremos
Al, < —n(HB — 7).

.
Usando o fato de que H > B temos que Al, < 0, donde —I[, é uma funcao subharmonica
e negativa. Por outro lado, usando o Lema 7 temos que Y2 ¢ parabdlica, entdao [, ¢é

constante. Assim X2 ¢ uma horoesfera, pois a é tipo-luz e X2 é completa.



Capitulo 3

Cilindros Hiperbdlicos em H" !

3.1 O Produto S¥(p) x H" (/1 + p? )

Neste capitulo, definiremos o cilindro hiperbélico Riemanniano que é uma hipersuperficie
do espaco hiperbélico H"*!. Faremos, inicialmente, algumas consideracoes sobre o produto
de imersdes . Sejam M e N variedades Riemannianas com métricas gy = (-, ->M e gy =
(- ->N, respectivamente. Ponha (como variedade produto) M x N e sejam 7 : M x N — M
eo: MxN — N as projegoes canonicas de M x N sobre M e N. A métrica Remanniana

produto (-,-) em M x N é dada por
() = M o (Y.
Denotando por VM, V¥ as conexoes Riemannianas de M e N respectivamente, tem-se
VY =V Vi + VR Yy,
onde X = (Xp, Xn) e Y = (Y, Yn) sdo campos de vetores em X(M x N).
Considere um inteiro k satisfazendo 0 < k < n, e seja f : H**!' — R uma funcao
suave dada por

f(p) = p% + . +pi+1>

onde p = (p1, ..., Pns2). Seja p > 0 e tome X" = f~!(p), entdao pelo Teorema da Funcao
Implicita 3" é uma hipersuperficie mergulhada em H"*!. Note que f(p) = (p,v(p)) onde

v(p) = (p1, -y P11, 0, ..., 0), andlogo como foi feito anteriormente, pode-se mostrar que

35
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oy VL]

(p) = i (p) m(ﬂ(p) +p°p)

define um campo vetorial unitario normal a >, onde V denota a conexao de Levi-Civita

de H™"!. Seja p = (p1, ..., Pns2) € 1, e considere as imersoes canonicas

h:SHp) = RM h(p) =p
e

JHTR T+ p? ) = LM Gi(p) = p.

Por construgao, temos que X" = {p € H"*1; p? + ... —|—pi+1 = p*}, logo tomando a imersao

produto

hx j:Sk(p) x H"*4/1 + p? ) — H !

temos ¥ = S¥(p) x H"*(/1 + p? ) , chamaremos X" de Cilindro hiperbdlico de H" .
Calcularemos o operador de forma de X" com respeito ao campo N = —N. Usando a

formula de Weingarten para hipersuperficies teremos

1 2
AX = VON =Y 0y —2(0,Xy),
p V14 p?

onde X = (X1, X3) é um campo de vetores tangente a X" com X, tangente a S¥(p) e Xy

tangente a H"*(/1 + p?). Logo vemos que S*(p) x H"*{/1 + p? ) tem curvatura média

constante.

Seja S¥(p) x H"*(/1 + p? ) um cilindro hiperbédlico imerso em H"*! e fixe o vetor
tipo-luz a = (0, ..., 1) € L"*2, logo

—1 v a 2(p,a)) = — P
m« (p), a) + p™(p, a)) mla,

onde f, e l, sao as fungoes suporte da imersio h x j : S*¥(p) x H* " *(/1 + p? ) — H"L.

fao=(-N(p),a) =

Dada uma hipersuperficie totalmente umbilica de H"! temos que sua curvatura média

H e a funcao suporte [, sao constantes, entao
lo, =—Hf,.

Para a prova do nosso préximo resultado usaremos o seguinte Lema cuja prova pode

ser vista em [9].
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Lema 9. Seja ¢ : X" — H""' uma hipersuperficie com operador de forma A. Su-

ponha que VA = 0 , entao a menos de isometrias, X" € uma subvariedade aberta de

Sk(p) x H" k(/1+ p2 ) para p >0 ek=0,...,n ou de F" = {x € H" " ;2,,, = 2, + 1}.

Nosso préximo resultado garante que se tivermos uma hipersuperficie no espago
hiperbélico H*™! com uma dependéncia linear de suas funcoes auxiliares, teremos uma

hipersuperficie umbilica ou um cilindro hiperbélico, mais precisamente:

Teorema 12. Seja ¢ : X" — H" uma hipersuperficie completa imersa em H"™ com
curvatura média constante H. Se l, = \f, para algum vetor nao-nulo a € L"*? tipo-tempo

ou tipo-espaco, e algum A € R, entao X" ou é uma hipersuperficie totalmente umbilica ou

um cilindro hiperbdlico S¥(p) x H"7k(/1 + p? ).

Demonstracao. Suponha que a € "2 é um vetor tipo-tempo tal que I, = \f,, neste caso
H # 0 e XA # 0, basta usar a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz e a linearidade do

Laplaciano. Por linearidade, temos que Al, = AAf,. Usando o Lema 2 temos

Ala = Slfa + nla

Af,=—(S% —255) fo — Sila.

Substituindo Al, = AAf, nas equagoes acima teremos

NAf, = Sily+ Anlg (3.1)

NAf, = —M(S7 =25, — \2Sil,. (3.2)

Subtraindo as equagoes (3.1) e (3.2) teremos
(S1+ An+ AS? — 2A\S5 + A2S;)l, = 0.

Usando a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz temos que [/, nao pode ser nulo logo

_ S1+ A+ ASE+ NS,

52 2\

(3.3)

A equagao (3.3) implica que Sy é constante em X" pois S = H. Fazendo o mesmo célculo

para L, tem-se

. 252 + (n - 1))\51 + /\5152 + 2)\232
= 3\ .

Ss (3.4)
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Usando a equagao (1.6) teremos

L1(S1) = Lo(S2) + S1[AST — Lo(S1)]
+ > RV, AP — VS
k

+ tr(AP){S1(JA]* +n) — [tr(A%P) + tr(P)]}
(tr(A2Py)[tr(APy) + tr(Py)).

Usando as propreiedades dos operadores de Newton e a Observacao 9 temos

Ll(Sl) - ASQ + {‘VA‘z - ]V51]2}
+ 51{81(|A|2 + n) — [5152 — 353 + (n — 1)81]}
(S2 — 28,)[S2 — 28, + ).

Logo,

Li(S1) = AS+{|[VA]> - |V5i*}
— 51[5152 — 353+ (n — 1)5:]}

+ 2S*(JA|? +n).

Agora observando que S; e S, sdo constantes, obtemos que
IVAP? + S2Sy + 35185 + 2nSy + S? — 45 —nS? = 0

em X", Substituindo a equagao (3.4) na equagao acima teremos que a seguinte igualdade

é valida em X"
ANV AP 4 20575y + 25195 + 2025155 + 2AnSy — 4AS; = 0. (3.5)

- 1)S
Note que Sy # 0 pois caso contrario pela equagao (3.4) teriamos S3 = (7”&—3)1’ mas
2

S
pela desigualdade (1.5) temos 0 = Hz > H, H3, donde m <0.
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Dividindo a equagao (3.5) por 2S; e comparando com a equagao (3.3) teremos que
[VA]? = 0, o que implica em VA = 0. Usando o Lema 8 e o fato de que X" é completa
temos que, X" ou ¢ uma hipersuperficie umbilica ou um cilindro hiperbélico S¥(p) x
H”_km ). Suponha agora que a é um vetor nao nulo tipo-espago de L"™2. Se
A = 0, entdo X" é uma hipersuperficie totalmente geodésica, suponha que X\ # 0 ,entao

usando novamente que
(S1+ An + AS2 —2)\Sy + \2S))l, =0
em X". Defina h : X" — R por
h=S]+ An+ AS? — 205, + A2S;.

Suponha que existe py € X" tal que h(py) # 0, entao por continuidade existe uma vi-
zinhanca § de py em X" tal que h(p) # 0 para todo p € §. Logo [, = 0 em 0 e
pela dependéncia linear f, = 0 em 0. Mas por outro lado, usando a decomposicao

a’ =a— f,N + 1,0 e o fato de que a é tipo-espaco teremos

|Vla|2 - l(2z + fc% =1

em X", donde h = 0 em X". Repetindo o mesmo argumento anterior segue o resultado.

]
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