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Resumo

Consideramos o modelo nao-linear descrito por um fluido micropolar em uma regiao
limitada e suave do R™ (n = 2, 3) com controles distribuidos com suporte em um pequeno
subconjunto do dominio. Admitimos hipéteses convenientes sobre a base e introduzimos
a aproximacao de Galerkin para o sistema de fluidos micropolares controlavel. Usando
o Método da Unicidade de Hilbert combinado com um argumento classico de ponto fixo
provamos a controlabilidade exata para este sistema de dimensao finita.
Palavras-chaves: Controlabilidade Exata, Aproximacao de Galerkin, Fluidos Micropo-

lares.



Abstract

We consider the nonlinear model describing micropolar fluid ina a bounded smooth
region of R™ (n = 2, 3) with distribuited controls supported in small subset of this domain.
Under suitable assumptions on the Galerkin basis, we introduce Galerkin’s approximations
for the controllable micropolar fluid system. By using the Hilbert Uniqueness Method in
combinations with a fixed point argument, we prove the exact controllability result for
this finite-dimensional system.

Keywords: Exact Controllability, Galerkin’s Approximations, Micropolar Fluids.

vi



Sumario

Resumo
Abstract

Introducao

1 Nocoes e Resultados Preliminares

1.1 Osespagos LP(Q) . ... ..

1.2 Introducao as Distribuicoes

1.3 Nocgoes de Integracao de Fungoes Vetoriais . . . . . . .. .. .. ... ...

1.4 Distribuicoes Vetoriais . . .
1.5 Espacos de Sobolev . . . . .
1.6 Resultados Preliminares . .

1.7 Alguns Resultados Técnicos

2 Aproximacgoes de Galerkin

3 Controlabilidade Exata do Sistema (2.1)

3.1 Etapa 1 (Sistema Linear) . .
3.2 Etapa 2 (Estimativas) . . .
3.3 Etapa 3 (Sistema Nao-Linear)

Bibliografia

vil

vi

12
13
19

23

29
30
33
42

47



Introducao

Seja QO C R?® um conjunto aberto limitado cuja fronteira I' é considerada bem regular.
Considere O C Q aberto, nao-vazio e suficientemente pequeno. Para T > 0, consideramos
o dominio cilindrico Q = Q x (0, T) C R* com fronteira lateral £ = I' x (0, T). Denotamos
por 1 = n(x) o vetor normal unitario externo a Q no ponto x € I'.

Usamos as notagoes Yy, w e p para o campo de velocidade, velocidade angular de
rotacao das particulas do fluido e distribuicao de pressao, respectivamente.

As equagbes que governam o movimento sao as seguintes:

/

Yo — (H+ o)Ay + (Y- V)y+ Vp =20,V xw+ulp em

wy — AW+ (y-V)Iw—¢cV(V-w) =21,V xy+vlg em

MO O O

Vy:() em , (1)
y=w=190 em X,
y(0) =y°,w(0) =w’ em 0,

ondeC=cq+cqeC=Cy+Cq—Cq.

Em (1), O é o dominio de controle, u e v sdo as funcoes de controle que atuam sobre
o sistema, 1¢ ¢é a funcao caracteristica de O, e as constantes positivas W, Wy, Co, Cq € Cq
caracterizam as propriedades fisicas do fluido: w é a wiscosidade Newtoniana usual e w,,
Co, Ca € Cq Sao viscosidades adicionais relacionadas com a falta de simetria do tensor de
tensao e, consequentimente, ao fato de que o campo de rotagoes internas w nao se anula.
Estas constantes satisfazem a desigualdade ¢, + cq > cq (C > 0).

Para a dedugao do modelo e discussoes fisicas relacionadas, ver Condiff e Dalher [6],
Eringen [10], [11], Lucaszewicz [27] e Petrosyan [33]. Observamos que (1) inclui como
caso particular as classicas equacoes de Navier-Stokes, as quais tém sido amplamente
estudadas (ver, por exemplo, Ladyzhenskaya [22] ou Teman [37]). Neste caso i, = 0 e
as equacoes (1); e (1), sdo dissociadas. Véarios experimentos mostram que as solucoes do

modelo de fluidos micropolares descrevem melhor o comportamento real de varios fluidos
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Sumario 2

que as solugoes correspondentes das equacgoes de Navier-Stokes. Em particular, esta nao
linearidade associada ao sistema também pode ser usada para simular o comportamento
de cristais liquidos, fluidos poliméricos e sangue em vasos finos (ver [1], [4], [9], [19], [34],
[36]).

Uma boa referéncia dos aspectos matemédticos de (1) é [27]; esta contém resultados
importantes de existéncia e unicidade. Em [35] a existéncia de uma solugao forte é provada
usando o método de Galerkin.

Devido a dissipacao e nao-reversibilidade do sistema, é claro que nao se pode esperar
a controlabilidade exata do modelo de fluidos micropolares com solugoes arbitrarias (do
mesmo modo como nas equagoes de Navier-Stokes). Por outro lado, a controlabilidade
aproximada é uma questao aberta para o modelo. Porém, a nocao de controlabilidade
aproximada nao parece ser muito significativa. De fato, mesmo se pudéssemos obter uma
vizinhanca arbitraria de um determinado alvo {yT,w'} no tempo T pela ac¢io de um
controle, a questao sobre o que fazer apds o tempo T para ficar na mesma vizinhanca
permanece aberta.

No contexto das equagoes de Navier-Stokes, existem resultados de controlbilidade ex-
ata local para trajetdrias ndo-controladas obtidas em Fursikov-Imanuvilov [18], Imanuvilov
[20] e Fernandez-Cara [14]. A controlabilidade aproximada global das equacoes de Navier-
Stokes 2-D com condigoes de contorno foi obtida por Coron [7]. Combinando os resultados
de controlabilidade aproximada global e controlabilidade local, a controlabilidade exata
global para o sistema de Navier-Stokes 2-D foi analisada em Coron-Fursikov [§8]. Em
[24] e [25] Lions e Zuazua introduziram a aproximagao de Galerkin de dimensao finita
para o sistema de Navier-Stokes, e provaram que estas aproximacoes de Galerkin sao
exatamente controlaveis. Os problemas de controle 6timo associados com as equagoes
de Navier-Stokes também possui um alcance grande e importante em aplicagoes. Estas
questoes foram estudadas, por exemplo, por Fursikov [15] e por Gunzburger e Hou em
[16] e [17].

Concernente aos resultados de controle para fluidos micropolares, Fernandez-Cara e
Guerrero em [13] estudaram a controlabilidade exata local para trajetérias do sistema (1).
Note que este caso envolve uma dificuldade. A razao principal é que w é uma variavel
nao-escalar e as equagoes satisfeitas por suas componentes w; sao associadas aos termos

de segunda ordem 0;(V - w). No presente trabalho estudamos a controlabilidade exata
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para fluidos micropolares segundo a aproximacao de Galerkin, e alcancamos basicamente
o meso nivel de conhecimento como no caso das classicas equacoes de Navier-Stokes. Os
resultados dados neste trabalho podem ser aplicados para diferentes modelos de fluidos
mecanicos. Alguns destes modelos, tal como os sistemas de Boussinesq generalizados (ver
[2]) e as equagbes descritas por cristais liquidos (ver [19]) sdo intensamente estudados.
Este artigo é organizado da seguinte maneira: No capitulo 1, expomos algumas defini-
¢oes e resultados preliminares que utilizamos ao longo do trabalho. No capitulo 2, in-
troduzimos a aproximacgao de Galerkin para (1) e mostramos que tal aproximagao tem
uma tnica solucao {y,w} € C°([0, T]; E) x C°([0, T]; F). No capitulo 3, estabelecemos os
resultados de controlabilidade exata para o sistema de dimensao finita. A prova é baseada
no Método da Unicidade de Hilbert introduzido por Lions (ver, por exemplo, [23]) para

estudar a controlabilidade exata do sistema linear associado e uma técnica do ponto fixo.



Capitulo 1

Nocoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo faremos mencao de algumas defini¢oes e resultados que julgamos impor-
tantes para o desenvolvimento do presente trabalho. Portanto, demonstragoes nao serao

feitas apenas mencionaremos as referéncias onde estas podem ser encontradas.

1.1 Os espacos LP(Q)

Definigao 1.1. Sejam 1 < p < o0 e Q C R™ um conjunto mensurdvel. Definimos o

espaco de funcoes LP(Q) por
LP(Q) ={f: Q = R;f € mensurdvel e |/f||, < oo},

onde

|

Ifllp = (JQ lf(x)wdx)p

L*(Q) ={f: Q — R;f € mensurdvel e ||f|| < oo},

Para p = oo, definimos

onde
||If]|cc = sup ess{|f(x)[} = inf{C > 0;|f(x)| < C ¢.s. em Q}.
xeQ

Quando p = 2 podemos definir uma estrutura hilbertiana no espago L*(Q) através do

seguinte produto interno

(u,v)i2(0) = L} u(x)v(x)dx.
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1 1
Lema 1.1 (Desigualdade de Young). Sejam 1 <p < oo el < q < oo tais que 1—)—|—a =1.

Entao dados o, 3 = 0 temos

1 1
af < —aP + —p9.
p q

Demonstracao: Vide [3]. n

1 1
Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 <p < oo e 1_3 + a =1. SefelP(Q)
e g € L9(Q), entdao o produto f- g estd em L*(Q) e vale

- glle < [Iflllgllq-

Demonstracao: Vide [3]. ]

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 <p < oo e f,g € LP(Q). Entao a

soma f+ g esta em LP(Q) e vale

1T+ gllp < lIfllp +llgllp-
Demonstracao: Vide [3]. m
Teorema 1.3. Os espagos LP(Q), 1 < p < 00, sdo espacos de Banach.

Demonstracao: Vide [3]. n

1.2 Introducao as Distribuicoes

Definicao 1.2. Chama-se de multindice a qualquer kK-upla & = (x4, ..., %), onde &g € N,
Vi=1,..,k. A ordem de um multindice x = (&, ..., ) € 0 nimero |&| = &y + -+ - + o
e o operador derivada parcial de ordem ||, denotado por D%, € definido como seque

0!«

DY =
X1 Xk *
ox; " - - 0%y

Definicao 1.3. Seja u uma funcao mensurdvel definida quase sempre em Q. Definimos
o suporte de w como sendo o complemeto do maior conjunto aberto W de QO no qual w se

anula. Escreve-se:

supp(u) = Q\W.
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Definicao 1.4. Representa-se por C3°(Q) o espaco vetorial das fungoes infinitamente
diferencidveis em Q com suporte compacto. Os elementos de CP(Q) sdao chamados de

funcoes testes.

O espago vetorial CP(Q) nao é normado. Entretanto, para os propdsitos da teoria
que nos interessa ¢ suficiente definir uma topologia sobre C§°(Q), a fim de que possamos

falar em convergeéncia. Tal nocao de convergeéncia foi introduzida por Laurent-Schwartz.

Definigao 1.5. Seja (@n)nen uma sequéncia de fungoes em CP(Q). Diz-se que (@n)nen

converge para @ em CP(Q) quando forem satisfeitas as condigoes:
i. todas as (Qn)nen possuem suportes contidos em um compacto firo K C Q;

. a sucessao (@n)nen converge para @ uniformemente em K, juntamente com todas

as suas derivadas de todas as ordens.

Definigao 1.6. O espaco wvetorial C(Q), munido da nog¢do de convergéncia acima

definida, € representado por D(Q).

Definigao 1.7 (Distribuicao sobre Q). Denomina-se distribuicoes sobre Q a toda aplica¢ao
linear continua sobre D(Q). Ou seja, uma distribuicao € uma aplicacio T : D(Q) — R

tal que:
i. Tlad +BY) =T () +BT), Vo, h € D(Q) e Ve, B € R;
it. Se @, converge para @ em D(Q), entdo T(@y) converge para T(@) em R.

A agao de uma distribuigao T, sobre os elementos @ € D(Q) sera denotada por (T, @)
e denotaremos o espaco vetorial de todas as distribui¢oes sobre D(Q) por D’(Q). Além
disso, dizemos que uma sequéncia T,, converge para T em D’(Q) quando a sequéncia
(Tn, @) converge para (T, @) em R, Vo € D(Q).

1

loc(Q) o espaco vetorial das fungdes u : O — R localmente

Representa-se por L
integraveis, ou seja, integraveis a Lebesgue sobre qualquer compacto K C Q. Para cada

u € L{_.(Q) podemos associar uma distribuicao T, : D(Q) — R definida por

loc
(T, @) :J u(x)@(x)dx.
Q
Temos a seguinte cadeia de imersoes continuas:

D(Q) — LP(Q) — L. (Q) — D'(Q).

loc
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Definig¢ao 1.8. Seja T uma distribuicdo sobre QO e o« € N* um multindice. Definimos a

derivada de ordem || de T como a forma linear D*T : D(Q) — R dada por
(DT, @) = (—1)*|(T,D%9), Vo € D(Q).

Nota-se que D*T ¢ uma distribuicao sobre Q.

1.3 Nocoes de Integracao de Funcoes Vetoriais

Seja (S, A, m) um espaco de medida abstrado e X um espaco de Banhach. Uma
aplicacdo u: S — X é dita uma vetorial funcao simples, se u assume apenas um nuimero
finito de valores distintos.

Uma funcao simples u: S — X é dita A-mensurével, se
u Hx} € A, para cada x € X.

Uma funcao simples, A-mensuravel, u : S — X é integravel em relacao a medida m,

também dita m-integravel, se
m{u Hx}} < 0.
para cada x € X, x # 0. Neste caso, a soma finita,

> miu{xdkx,

xe€X, x#0

que representa um vetor em X, é dita a integral de u em relacao a medida m, e escreve-se:

Judm = Z m{u Hxx.
s

xeX, x#0
Se X1, X2, ... , X, sao valores vetoriais distintos assumidos por u, em subconjuntos
distintos Si, So, ... , Sy, de S, entao podemos escrever:

ufs) = > xjxs, (s)
j=1

onde Xs; ¢ a fungao caracteristica de Sj. Temos entao

L u(s)dm = Z x;m(S;).
j=1
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A representacao u = er:1 XjXs;(8), quando os xs sao todos distintos e os Sjs sao
dois a dois disjuntos, é chamada a representagao canonica de .

Se u tem representacao canonica u = Z]-r:l XjXs; (s), entao

u(s)llx = || D xixs,(s)|| =D IIxjllxxs,(s), Vs € S.
j=1 X =1
Além disso,
HJ u(s)dm|| =1{ > xm(S)| <D lxllxm(S;) :J||u(s)||xdm.
5 X j=1 X =1

Teorema 1.4. Seja (un)nen uma sequéncia de funcoes simples definidas em S a valores

em X satisfazendo

lim J [un(t) —um (t)|[xdm = 0.

n,m—oo
Entao existe uma unica fungio w : S — X tal que [[u(t)||x e [[u(t) —wun(t)||x sao

A-mensurdveis e

lim J Jlu(t) —um (t)|[xdm = 0.

n—oo
Demonstracao: Vide [5]. n

Em decorréncia do teorema acima, denotamos

Ju(t)dm: lim Jun(t)dm

n—oo

e diz-se que [u(t)dm ¢ a integral de Bochner de u em relagdo a m. A colegao de todas
as fungoes u: S — X, que sao Bochner integraveis ou integraveis no sentido de Bochner

é denotado por
B!(S, A, m;X).

Teorema 1.5. A fungdo || - ||lg1 : B' = R, dada por || - ||g1 = [||u(t)|[xdm, define uma
norma sobre espaco das funcoes Bochner integrdveis. O espago B munido dessa norma

¢ um espaco de Banach. Além disso, vale

H Ju(t)dm

< [ (o)
X
Demonstragao: Vide [5]. ]

Definicao 1.9. Dizemos que uma fungao w € fortemente A-mensurdvel quando existir

uma sequéncia de funcoes simples (Wn)nen tal que
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un(s) > u(s) em X, ¢.s. em S

Teorema 1.6. Uma funcao fortemente A-mensurdvel, w: S — X € Bochner integravel

se, e somente se, ||u||x € integrdvel.

Demonstracao: Vide [5]. ]

1.4 Distribuicoes Vetoriais

Seja T um nimero real positivo e considere o intervalo aberto (0, T), juntamente com
um espago de Banach X. Por LP(0,T;X), 1 < p < oo, representa-se o espago vetorial
das funcoes vetoriais u: (0, T) — X, definidas quase sempre em (0, T) com valores em X,
fortemente mensurdveis e tais que a fun¢ao numérica t — [|u(t)||x estd em LP(0,T). Em

LP(0, T; X) definimos a norma || - ||tr(o.1.x) : LP(0, T; X) = R por

1. para 1 < p < oo,

o=

)
lullos oo, = ( | Hu(x)nidt) ;
0

1. para p = 00,

[l o,mx) = sup_ess|[u(t)|[x-
0<t<T

Com essa norma segue que LP (0, T; X) é um espaco de Banach.
Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, podemos definir uma estrutura hilbertiana

no espaco L2(0, T; X) através do seguinte produto interno

i
(W, V)20 = JO (w(t), v(t) )xdt,

onde (u(t),v(t))x denota o produto interno em X entre u e v. Ou seja, se X é um espago

de Hilbert, entao L2(0, T; X) é também um espaco de Hilbert.

Lema 1.2. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos X =Y. Sel < q<p <

00, entao

LP(0,T; X) — L9(0, T;Y).
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Demonstracao: Vide [28]. =
Sejam X um espago de Banach e X’ o seu dual. Existe uma identificacao entre os
espagos [LP (0, T; X)]" e L9(0, T; X’), onde p, g € R, com 1 < p < oo sdo tais que %—I—% =1.

Isto é,
[LP(0, T; X))’ ~L9(0, T; X’).

A dualidade entre os espacos [LP (0, T; X)]’ ~ L9(0, T; X") e LP(0, T; X) é dada por
T
(W, V) La(0,T:x),LP (0,T:X) :J (u(t), v(t))x xdt.
0

O resultado abaixo mostra que tal dualidade em forma de integral estd bem definida.

Lema 1.3. Se p e q sao indices conjugados, w € LP(0,T;X) ev € L9(0,T; X’), entdo a
fungao real t — (u(t), v(t))x/x estd em L*(0,T).

Demonstracao: Vide [28]. ]
Considere uw € LP(0,T;X) e @ € D(0,T), espaco das fungbes infinitamente difer-
encidaveis em (0,T), equipado com a nocao de convergéncia introduzida por Laurent-

Schwartz. Associamos a cada u a aplicacao T, : D(0,T) — X, definida por

-
(tu0) = | ulslols)as
0
onde o valor da integral é um vetor em X.
A aplicacao T, definida acima é linear e continua em D(0,T) e consequentimente

uma distribuicao sobre (0, T), chamada distribuicao vetorial sobre (0,T), definida por

u e LP(0,T; X), com valores em X. Deste modo escrevemos
T, € £L(D(0,T), X).

O espaco £(D(0,T), X) é chamado de espaco vetorial das distribui¢des vetoriais sobre

(0, T) com valores em X e sera representado por D’(0, T; X).

Lema 1.4. Seuc LY(0,T;X) e

.
J u(s)e(s)ds =0
0

para toda @ € D(0,T), entdao u(t) =0 ¢.s.em (0,T).

Demonstragao: Vide [29]. m
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Lema 1.5. Seu € LY(0,T;:X) e

N
J u(s)e’(s)ds =0
0

para toda @ € D(0,T), entdo w € constante.
Demonstracao: Vide [29]. n

Lema 1.6. Seja X um espago de Banach cujo dual é representado por X'. Se u e g

pertencem a L1(0,T; X), entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

. u € igual quase sempre a uma primitiva de g, isto é
t

u(t) = E—i—J g(s)ds, & € X, independente de t;

0

1. Para cada @ € D(0,T), tem-se

1i. Para cada x' € X/,

d

a <u’(t)7 X/> = <9(t)7 X,>

no sentido das distribuicoes sobre (0, T).
Demonstragao: Vide [29]. ]

Corolario 1.1. Sejam X, Y espacos de Banach, tais que X — Y. Se

uel'(0,T;X) e Ccil_ltL cL'(0,T;Y)

entao uw € C°([0, T1;Y).

Demonstragao: Vide [29]. m
Por C4([0, T];Y), representemos o espaco das funcoes fracamente continuas de [0, T]
em Y. Isso significa que a aplicacdo t — (u(t),y’), é continua em [0, T] para todoy’ € Y’

dual de Y. Note que essas fungoes sao também chamadas de funcoes escalares continuas.

Teorema 1.7. Sejam X, Y espacos de Banach, X reflexivo. Suponha X C Y densamente

e a injecao de X em Y continua. Entao
L>(0, T; X) N Cs ([0, TI; V) = C4 ([0, T]; X).

Demonstragao: Vide [29]. ]
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1.5 Espacos de Sobolev

Seja O C R™ um conjunto aberto, p um numero real tal que 1 < p < co e m um
numero natural. Denota-se por W™P (Q) o espaco vetorial das funcoes u € LP(Q), tais

que D*u € LP(Q) para todo multindice @ € N*, com || < m, isto é
WmP(Q) ={uelP(Q);D*u e LP(Q), Ve < m}.

A fungao || - [lmp : W™P(Q) — R definida por

=

P
ullynp = ( Yy ||D°‘u||fp(m> Vu e WmR(Q),

lo|<m

¢ uma norma em W™P(Q).

Quando p = oo tem-se
Wme(Q) ={uelL*®(Q);D*u e L*(Q), V|| < m}.
A fungao || - [lm,co : W™™(Q) — R definida por

Millmoe = 3 ID*Ullix(0), Yu € W™ (Q),

lx|<m

¢ uma norma em W™>(Q).
Teorema 1.8. O espaco (W™P(Q), |- llmp), 1 <p < 00, € um espagos de Banach.

Demonstracao: Vide [30]. ]
Os espagos de Banach W™P(Q); 1 < p < oo, sdo chamados espacos de Sobolev de
ordem m, sobre Q).

Quando p = 2, os espacos W™?(Q) recebem notacao especial, a saber
Wm™2(Q) = H™(Q).

Na verdade os espacos de Sobolev H™(Q)) sao espacos de Hilbert, com produto interno
dado por:
(W Vim@) = Y (D*u,D*V)i2(q),
lx|<m
onde (+,)12(q) denota o produto interno de L*(Q).
Sabe-se que o espago das fungoes testes C(Q) é denso em LP(Q) = WOP(Q), en-
tretanto C(Q)) nao é, em geral, denso em W™P(Q)). Nesse sentido, denotaremos por

Wy P (Q) o fecho de CF(Q) na norma W™P(Q). Este é um espago de Banach também

chamado de espaco de Sobolev. Simbolicamente,



Capitulo 1. Nocoes e Resultados Preliminares 13

W™ (Q)

WoP(Q) = CF(Q)

No caso p = 2 temos os espagos W&“’2(Q) =H*(Q). O dual topoldgico de WP (Q)
serd denotado por W—™9(Q) onde Il) + % =1, que é constituido dos funcionais lineares

e continuos

T: W™ (Q) = R.

1.6 Resultados Preliminares

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C R™ um subconjunto aberto e limi-

tado. Entdo eziste uma constante C = C(Q,p) > 0, tal que

uller (o) < Clhullo, Vi € WP (Q)

1
P
onde HuHo:< S HD“unEp(Q)) .

0<|x|<m
Demonstragao: Vide [5]. m

Como consequéncia da Desigualdade de Poincaré, a expressao

1
P
||U||o=< 5 IID“uIIEp(Q])

0<lx|<m

define uma norma natural para os espagos Wy P (Q).

Teorema 1.10 (Desigualdade de Gronwall). Seja C uma constante nao negativa, w = 0,
q.s. em (0,T), uma funcao integravel em (0,T), e @ : [0, T] = R uma funcdao continua e

nao negativa, tal que
o(t) < C+J u(x)e(x)dx, vt € [0, T].

Entao

Demonstragao: Vide [5]. ]

Teorema 1.11 (Desigualdade de Gronwall Generalizada). Sejam f, v: [0, T] = R fun¢oes
nao negativas e integrdveis, vo constante nao negativa, e a : [0,T] — R, uma funcao

continua, nao negativa, tais que
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t t

f(x)dx +J v(x)a(x)dx, Vt € [0, T].

Wﬂ<w+J
0

0

Entao

t
v(t) < (VO +J f(x)dx) eloalax g ¢ [0, T).
0
Demonstracao: Vide [5]. ]

Definicao 1.10. Seja QO um subconjunto aberto de R™. Se 9Q é C!, entdo ao longo de

0Q) esta definido um campo unitdrio de vetores normais
n= (n17 "'7nn)
em cada ponto x € 0Q) temos n(x) = (nq,...,nn) com In(x)| = 1.

Assuma que Q é um conjunto aberto, limitado de R™ e 0Q é C!. Entao, temos os

trés seguintes teoremas:
Teorema 1.12 (Gauss-Green). Suponha que uw € C'(Q), entdo
J Uy, dx = J unidS, i €{1,...,n}.
Q 20
Demonstragao: Vide [12]. ]
Teorema 1.13 (Férmula de Integracio por Partes). Suponha que u, v € C'(Q), entdo
J U, vdx = —J uvy, dx —I—J uvn;dS, i € {1,...,n}.
Q Q 20
Demonstracao: Vide [12]. ]
Teorema 1.14 (Férmulas de Green). Suponha que u, v € C2(Q), entdo

i. J Du-Dvdx:—J uAvdS+J ua—vdS ;
Q 20 o0 OM

z’z’.J uAvdS—J vAudS:J quS—J va—udS.
Q Q a0 dn a0 dn

Demonstracao: Vide [12]. ]

Definigao 1.11 (Condigoes de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do R™, cujos
elementos sao denotados por (x,t), ondet € R ex € R™ e f: D — R™ wma aplicacio.

Dizemos que f satisfaz as condigoes de Carathéodory se:

i. f(x,t) € mensurdvel em t para cada x fixo;
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ii. f(x,t) € continua em x para cada t fizo;
1. Para cada compacto U C D, existe uma fun¢ao real integrdavel my (t) tal que
[f(x, 1) < mu(t), v(x,t) € W

Teorema 1.15 (Carathéodory). Seja f: R — R™ uma aplicagao satisfazendo as condigoes
de Carathéodory sobre o retangulo R = {(x,t) € R™ ™ [t —to] < a,|x — x| < b}, com a,

b € R,. Entao existe uma solugdo @(t) do problema

dx

= f(x,t
o =1
x(to) = xo,

sobre algum intervalo do tipo (to — B,to + B), para algum B > 0.
Demonstracao: Vide [31]. ]

Corolario 1.2 (Prolongamento de Solugoes). Sejam D = [0,T] x B, com 0 < T < o0 €
B ={x € R™Ix| <b,b >0}, ef satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory. Seja @(t)
uma solucao de

dx
dt
X(tg) = x0, x| < D.

=f(x,t)

Se em qualquer intervalo 1 onde @(t) estd definida tivermos |@(t)] < M; Vt € I, onde M

¢ uma constante independente de I e M < b, entao @ tem um prolongamento até [0, T].
Demonstracao: Vide [31]. ]

Teorema 1.16 (Hellinger-Toeplitz). Seja H um espaco de Hilbert, e T : H — H um

operador linear satisfazendo
(Tu,v) = (u, Tv), Vu, v € H.
Entao T é continuo e auto-adjunto.

Demonstracao: Vide [32]. m
Seja E um espago vetorial normado e @ : E — R U{+o00}. Denotamos por D(¢@) o

dominio de @, isto é,

D(¢p) ={x € E; @(x) < +o0}.
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Definicao 1.12. Uma funcio ¢ : E — R U {400} diz-se semicontinua inferiormente

(s.c.i.) se para todo N € R o conjunto
[p <A ={x € Eo(x) <A}
¢ fechado.
Algumas propriedades das fungoes s.c.i. sao:

(a) Se @ é s.c.i., entdao para todo x € E e para todo ¢ > 0 existe alguma vizinhanga V

de x tal que

ey) = e(x)—e,VyeV

e reciprocamente. Em particular, para toda sequéncia (x,) em E tal que xp — X,

temos

liminf @(xn) = @(x)

n—oo

e reciprocamente.
(b) Se @i e @5 sao s.c.i. entdo @1 + @y é s.cd.

(c) Se (@i)ier é uma familia de fungoes s.c.i entao a fungao definida por

@(x) = sup @i(x)
iel
é s.c.i.
Definigao 1.13. Uma fungio ¢ : E — R U{+o00} diz-se conveza se
e(tx+ (1 —ty) <te(x)+ (1 —t)e(y), Vx,y € E, Vt € (0,1).
Algumas propriedades das funcoes convexas sao:
(a) Se @ é uma fungao convexa, entao para todo A € R o conjunto [@ < A] é convexo.

(b) Se @i e @3 sao convexas entao @1 + @9 é convexa.

(c¢) Se (@i)ier € uma familia de fungoes convexas entao a fungao definida por

Pe(x) = Sup Pi(x)
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é convexa.

Definicao 1.14. Dada uma fungdo @ : E — RU{+o0} tal que @ # 400 (isto ¢ D(@) #0)
define-se a func¢ao @* : E* — R U{+o0}, conjungada de @, por

@*(f) = sup{(f,x) — @(x)}, f € E*.
x€E

Nota-se que @* é uma funcao s.c.i. e convexa sobre E*.

Teorema 1.17. Sejam H um espago de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo,

fechado e nao-vazio e @ : K = R uma funcdo com as sequintes propiedades:
. @ € convexa;
1. @ € 8.C.0.;
11. Se K € limitado, entao @ € coercivo, isto é

lim @(x) = oo.
lIx[| =00

Entao existe xg € K tal que

¢ (%) = min @ (x).

Além disso, se @ € estritamente convexa entao Xg € Unico.
Demonstracao: Vide [3]. m

Teorema 1.18 (Fenchel-Rockafeller). Suponha que L € L(V, W) onde V e W sdo espagos
de Hilbert, e que @ : V — RU{+o00} e P : W — R U{+00} sdo funcionais nao-triviais
convexos e semicontinuos inferiormente. Suponha que exista exista x € D(@) N D(U) tal

que @ € continua em x e € continua em Lx. Entao

xeVv

inf [(x) + W(Lx)] = — inf [o*(L"q) + ¥ (—q).
qew*
Demonstracao: Vide [3]. ]

Teorema 1.19 (Projegao sobre um convexo fechado). Seja H um espago de Hilbert e
K C H um subconjunto convezo, fechado e nao-vazio. Entao para todo v € H existe um

unico u € K tal que
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|Ilv—u|| = min ||[v —w|.
wekK
Além disso, w se caracteriza por

uek

(v—uw—u) <0, YweKkK

onde (-,-) denota o produto interno em H.
Demonstragao: Vide [3]. ]

Teorema 1.20 (Ponto fixo de Schauder). Seja S um subconjunto convero de um espago
vetorial normado E e seja T : S — S uma aplicacao continua tal que T(S) C K C S, onde

K é compacto. Entao T tem um ponto fixo.
Demonstracao: Vide [21]. ]

Corolario 1.3. Seja S um subconjunto convexo de um espaco vetorial normado E e seja
T:S — S uma aplicacio continua tal que T(S) € relativamente compacto. Entao T tem

um ponto fizo.

Demonstracao: Vide [21]. ]
Considere 1 < p; < 00,1 =0,1 e By C B C By espagos de Banach reflexivos, sendo as

injecoes continuas e By <— B compactamente. Para 0 < T < oo, seja

W={viv e L(0,T;B), S € 17(0,T: B,))

munido da norma:

dv
[vliw = Ml + || 5|

LP1 '

Nota-se que W é um espaco de Banach, sendo W continuamente imerso em LP°(0, T; B).

Além disso, temos o seguinte resultado

Teorema 1.21 (Aubin-Lions). Com as hipdteses acima, resulta ser compacta a imersao

de W em LP°(0,T;B).

Demonstracao: Vide [37]. ]
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1.7 Alguns Resultados Técnicos

Nesta secao apresentamos alguns espagos vetoriais que sao usuais no contexto de
fluidos imcompressiveis, seus produtos internos e normas, bem como alguns resultados
técnicos, que serao utilizados ao longo do trabalho, envolvendo tais aplicagoes.

Consideremos as seguintes notagoes
D(Q) ={D(Q)}", Hg' (Q) = {Hg (Q)}",
H™Q) ={H™(Q)}" e L*(Q)={L*(Q)}"

Equipamos L?(Q) com produto interno e norma dados por

n n

(0l = Y (@u b)) = ) | @ixwilx)dx

i=1 i=17Q

n
lollez0) = (Z |!<Pi||f2(m>
i=1

Também definimos em H}(Q) o produto interno e norma dados por

= [d¢ =« [0¢; O
(0 Wl = Z<ax;axi> :Zz<a_xi’a_xi
L*(Q) i=1j L2(Q)

2

Segue da desigualdade de Poincaré:
lellza) < CLQ)[|ellra), Vo € Hi(Q).

Considera-se o espago, sem topologia, D ={@ € D(Q); V- @ =0 em Q}. O fecho de
D em L%(Q) e em H(Q) serdo representados respectivamente por H e V e tais espagos
vetoriais, usuais no contexto de fluidos incompressiveis, serao usados em todo o trabalho

com a seguinte caracterizagao (ver Teman [37])

V={peceH(Q);V-9=0em Q}
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H={pcLl?(Q);V-¢g=0em Qe -n=0emT}

O espaco V esta contido em H com imersao continua e densa. Denota-se por V' e
H' os duais fortes de V e H respectivamente. Seja T a imersao de V em H. O operador
adjunto T* é linear, um a um e continuo de H’ em V', pois (V) = V é denso em H e
T(H') é denso em V’. Portanto H’ pode ser identificado com um subespaco denso de
V’. Por outro lado, pelo Teorema da Representacao de Riesz, pode-se identificar H e H'

e chegar as seguintes inclusoes
V—oH=H <V’

onde as inclusoes sao densas e continuas.
Como as constantes W, W, Cq, Cq € Co NAO sao relevantes nos argumentos e resultados,

supomos em (1) todos os coeficientes iguais a um.

Daqui em diante, para evitar excesso de notagoes, (-,-) e | - | representa o produto
interno e a norma em L*(Q), e a(-,-) e || - || representa o produto interno e a norma em
H(Q).

Multiplicando (1); e (1)2 por @ e VP, respectivamente e integrando sobre Q, obtemos

a seguinte formulacao variacional para (1):

(Yo, @) +aly, @) + ((y - V]y, @) = (V xw, @) + (ulo, @)
(We, B) + a(w, $) = (V(V-w), d) + ((y - VIw,¥) = (V x y, $) + (vie,p)  (L.1)
y(0) =y € V,w(0) =nw’ € H}(Q)
para todo {@,{} € V x H}(Q).
Esta observagao e algumas outras que encontraremos ao longo do trabalho seguem dos

seguintes resultados técnicos:

(a)

3 3 3
6291 o%y;
cowe) = 3| cowox=3 | -3 SHeax=3 | ~FHeo
3
_ 0y; 09;
= ) JQ I, oy, 0% = v @)
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()

> an > 6wn
(y-Viw,w) = ((Zyja—xj,...,;yj ox; >,(w1,...,wn)>

(v X (pu.q)) = r. (E - %711)1) + (E - %711)2)

JO an aX3 aX3 8x1
0y 0@
P2 P, )d
+ aXl aXQ 71|)3> X

Il

D el
/N
| @
213
=
N~
|
N
| @
2|8
=
~_
+
N
|
2|8
=
(Y]
~_
|
7N
| @
2|8
= lw
<=
[N}
~__—

o

B O T P DO T
N b1, ax2 aX3 P2, aX3 aXl

0 0
+ %ﬁ—ﬁ dx = (@, V x);
6x1 aX2




Capitulo 1. Nogoes e Resultados Preliminares

22

(f)

. )
IV xyl = (J_leﬂ(wwj-(wy))) =<;L(V><(V><y))] y])
(2] - (2]
= (V(V-y) —Ay) y) =<
j=1 70 b j=1Q
— vyl = [yl
()
(7 % w,y) < Iwlly] < 51wl + P
e, por fim

1
(V g, w) < Jyllwl < Syl + P
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Aproximacoes de Galerkin

Sendo H}(Q) um espago de Hilbert seprdvel podemos tomar uma base enumerdvel
{fi}j>1 de H{(Q). Também, com maior razao, podemos tomar uma base enumerdvel
{e;}j>1 de V. Tais bases serdo consideradas ortonormais completas em L?(Q).

Consideramos os espacos de dimensao finita
E= [61, ey en] e F= [fl, ,fn].

Note que E C Ve FC H(Q).

Introduzimos a aproximacao de Galerkin para a formulacao variacional (1.1):

(Y, e) +aly,e) + ((y-Vy,e) = (V xw,e) + (ulp,e)
(we, f) + aw, f) = (V(V-w), f) + ((y - VIw, f) = (V xy,f) + (vlo, f) (2.1)
y(0) =y’ € E,w(0)=w"€F

para todo {e,f} € E x F.
Teorema 2.1. O sistema (2.1) tem uma tinica solugao {y,w} € C°([0, T]; E)x C°([0, T]; F).

Demonstragao: Queremos encontrar y(t) € Eew(t) € F tais que (2.1) seja satisfeita.

Sendo y(t),y° € E e w(t),w® € F temos

y(t) =) gjltle o w(t) =Y hj(t)f;,
j=1

j=1

n n
0 __ E 0 __ §
Yy = ocje]- (§] w- = B)f]
j:l j:l

23
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Fazendo e = ej e f = f; com j = 1,2,...,n em (2.1) obtemos que g;(t) e h;(t)

satisfazem o sistema abaixo:

g]-’(t) =—gj(t) = ((y-V)y,e5) + (V x w, ¢5) + (ulp, ¢;)
hi(t) = —hi(t) = (V(V - w), ;) — ((y - VIw, ;) + (V x y, 1) + (vie, ;) (2.2)
g;(0) = a5, hy(0) = B

para cadaj =1,2,...,n.

Fazendo
Ki =—((y-Vy,e) + (V x w, ) + (ulo, ¢;)
Kf =—(V(V-w), ;) = ((y - VIw, f;) + (V xy,f;) + (vio, f;)
e tomando Fy(t, g;) = —g;j + Kj, Fa(t, hy) = —hj + K7, o sistema (2.2) assume a forma

g;(t) = Fu(t, g;)
h/(t)

1
/(1) = B[t hy) (2.3)
9;(0) = &5, hy(0) = B;
para cadaj=1,2,...,n.

Chamando g = (g1,...,9n), Fi(t,g) = (Fi(t,g1),....Fi(t,gn)), h = (hy, ..., hy),
Fo(t,h) = (Fa(t, hy), ..., Fo(t, hy)), g¥ = (&4, ..., &n ), e por fim, hY = (B1,..., Bn), Obte-
mos

g'(t) =Fi(t, g)
h'(t) = Fy(t, h) (2.4)
9(0) = ¢”,h(0) =h"
Seja D = [0, T] x B onde B ={{g, h} € R™ x R™;|{g, h}| < b,b > 0}. Entao

i. Fixado g temos que F;(t,g) é mensuravel em t, pois em Fy(t,g;) = —g; — ((y -
Vy, e;)+(Vxw, ej)+(ulp, e;), paracadaj = 1,2, ..., n, temos que —gj é constante,
—((y-V)y,ej) e (V xw,ej) sdo independentes de t e (ulo, €j) é mensuravel em t,

ja que u € L2(O x [0, T));

ii. Fixando t temos que Fi(t, g) é continua, pois em F(t, g;), para cadaj =1,2,...,n,

temos que —gj e (ulg, ej) sao continuas e
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iil.

(A, An) ER™ >y =) Ajg; €

j=1

é continua, e
yebr=((y-Vy,e)
é continua e portanto
(A, An) € R = ((y - V), &)

¢é continua.

Também,

A, An) ER" > w =) AMfj€E

j=1

é continua, e
weF—= (Vxw,e)
é continua e portanto
(A1, An) ER™ = (V xw, ¢5)
é continua;

Sendo D compacto existem constantes ki, ko > 0 tais que

I((y-V)y, &)l < ki, i=1,2,...,n
e
(V xw, el < k. ji=1,2,...n
Portanto,
Fi(t,g5)] = [—g5—((y-V)y,e5) + (V xw,e5) + (ulo, )|

< b4k + ke +[(ulp, )
= my(t)

sendo m;(t) integravel [0, T] para cada j = 1,2,...,n. Logo, segue que |F;(t, g)| <
M(t), para todo (t,g) € D onde M(t) = (my(t),..., m,(t)) é integravel em [0, T].
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De forma analoga obtemos:
i. Fo(t,h) é mensuravel em t para cada h fixo;
ii. Fo(t,h) é continua em h para cada t fixo;

iii. [Fo(t, h)] < N(t), para todo (t,g) € D onde N(t) é integravel em [0, T].

t
Considere X(t) = 9(t) entdo o sistema (2.4) é equivalente ao sistema
h(t)
X'(t) = F(t, X
(t) = F(t,X) 25)
X(0) = X°
Fi(t, 0
onde F(t,X) = it 9) e X0 = 9
FQ(tu h) hO

Além disso, segue das observacoes anteriores que
i. F(t,X) é mensurdvel em t para cada X fixo;
ii. F(t,X) é continua em X para cada t fixo;

iii. |F(t,X)] < M(t) + N(t) = P(t), para todo (t,X) € D onde P(t) é integravel em
[0, T].

Portanto o sistema (2.1) satisfaz as condicoes de Carathéodory e consequentimente
existe uma solugao {y(t),w(t)} em [0, t,] com 0 < t, < T de (2.1).

Nota-se que para cada intervalo I onde {y(t), w(t)} esté definida temos que [{y(t), w(t)}]
< M, para todo t € I com M independente de I e de n, e M < b. De fato, tomando

e =y(t) em (2.1); temos

(Y y)+aly,y) + ((y-Vy,y) = (V xw,y) + (ulo,y)

e portanto,
1d
2 dt

Analogamente, fazendo f = w(t) em (2.1); obtemos

[yl + [[y)l> = (V x w,y) + (ulo, y). (2.6)

(W/,W) + a(W,W) - (V(V W)7W) + ((U ’ V)W,W) = (v X va) + (V107W)
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e portanto,
1d

2 dt

Somando-se as equagoes (2.6) e (2.7) seque que

1d
2 dt

— WP+ W] + V- w = (V xy,w) + (vig, w). (2.7)

— (P + W)+ I+ WP+ VWi = (V xw,y) + (V x y, w)

+ (ulo,y) + (vie,w) < §(||y||2 +[lw*)

+ Julof 4+ Wl + 2(lyP* + w).
Portanto,

d
WP+ )yl + [l + 209 - P

< 2(lulol + Mol?) + 4(lyP + wl?).
Integrando de 0 a t < T temos

[yt + () + L () + [w(s)]I* + 21V - w(s)I*)ds

t

< ()P + wO)P + 2]0 (hulo(s)? + vlo(s)P)ds

4J (ly(s)2 + fwis)[2)ds.
0

Fazendo
t

K = ly(0)P + w(0)]* 42 L (lulo(s)I” 4+ v1o(s)[*)ds

e usando a desigualdade de Gronwall, segue que
[y + w(t)] < Ke'T.

Desta forma, obtemos a constante M = Ke"T que nao depende de t e de n. Além
disso, podemos considerar B tao grande quando necessario para que tenhamos M < b.

Logo, a solugao {y(t),w(t)} de (2.1) pode ser extendida até [0,T]. Além disso,
{y(t),w(t)} € C°([0, TI; E) x CO([0, T]; F).

Quanto a unicidade, sejam {y; (t), w;(t)} e {ya(t), wa(t)} duas solugoes de (2.1). Entao
Yol(t) =y1(t) —ya(t) e wo(t) = wy(t) —wy(t) satisfazem

(Yo, €) + alyo, e) + (Yo - VIyo, e) = (V x wy, e)
(Wor, T) + a(wg, f) — (V(V -wg), f) + ((yo - VIwg, f) = (V x yo, f) (2.8)
Yo(0) = 0,we(0) =0

Tomando e = yg, f =Wy e integrando em t temos



Capitulo 2. Aproximacoes de Galerkin

t t

a(yo(s), yols))ds —J (V % wols), yols))ds = 0

1 2
S| 0

0

t t t

1V - wols)%ds —j (V % yo(s), wols))ds = 0.

%!wdt)? +J )

0

a(wols), wo(s))ds +J

0

Somando as igualdades acima, obtemos

t

S0P +hwoF) + | funlo)las+ |

t

t
[wo(s)||*ds +J IV - wo(s)|?ds
0

- J(VXWO(S);HO(S))dS‘FJ (V % yo(s), wols))ds. (2.9)

0 0

Note que

[“wutsiieas + [ olsyras
0 0

N | —

L(v % Wo(s), yo(s))ds <

t

yo(s)||>ds + J wo(s)ds.

t
0 0 0

| (9 % wats)matonas < 3 |

Substituindo agora em (2.9) segue que

t t

Yol + Pwo(D) + JO lyols)2ds +J0 wo(s)|I

< [Yo(0)P + [wo(0)P + 2L (lyo(s)I* + Iwo(s)*)ds.

Pela desigualdade de Gronwall, resulta que

[yo () + wo(t) < (lyo(0)[2 + [wo(0)[2)efo23s
< (Yo(0)]2 + wo(0)[*) "

= 0.
Logo,
Yo(t) =wo(t) =0
e consequentimente

Yi(t) = ya(t) e wi(t) = wy(t).
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Controlabilidade Exata do Sistema

(2.1)

A aproximacao de Galerkin (2.1) diz-se exatamente controlavel no tempo T > 0 se,
dados {y®, w°}, {y",w'} € E x F, existe um par de controles {u,v} € L2(O x (0,T))? tal

que a solugao {y,w} de (2.1) satisfaz
Yl T {u, v, wi Ti{w, vl =y w'h (3.1)

O custo para alcangar (3.1) é dado por

1
Clu, v} = —J (luf + [v*)dxat. (3.2)
2 Jox )

O principal resultado deste trabalho é o seguinte:

Teorema 3.1. Seja T > 0 um numero real dado. Entdo a aproximacao de Galerkin (2.1)
¢ exatamente controldvel no sentido (3.1). Além disso, o custo do controle dado em (3.2)

¢ limitado independentimente da nao-linearidade do sistema.

Demonstragao: Para uso posterior, no intuito de mostrar e tornar explicito que o
custo do controle pode ser limitado independentimente da nao-linearidade do sistema,

introduzimos a familia de sistemas:

;

Yt —Ay+ax(y-V)y+Vp =V xw+ulg em Q,
wy—Aw+ By -VIw—=V(V-w)=V xy+vlpg em Q,
V-y=0 em Q, (3.3)
y=w=10 em X,
y(0) =y°,w(0) =w’ em 0,

29
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com «, B € R.
Provaremos nosso resultado principal para o sistema (3.3). Para isso, vamos introduzir

sua formulacao variacional. A saber,

(Y, e) +aly,e) + x((y - V)y,e) = (V x w,e) + (ulo,e)
(Wi, f) + alw, f) = (V(V - w), f) + B((y - VIw, f) = (V x y,f) + (vlo, f) (3.4)
y(0) =y’ € E,w(0) =" € F

para todo {e,f} € E x F.

Procedemos com a demostracao em trés etapas:

3.1 Etapa 1 (Sistema Linear)
Tomamos uma funcao
h € L*(0,T;E) (3.5)
e consideramos o sistema linear

(yta e) + a(% e) + “((h ' V)% e) - (V X W, e) + (LLlo, e)
(W, f) + a(w, f) = (V(V -w), f) + B((h- V)w, ) = (V x y,f) + (vlp, ) (3.6)
y(0) =w(0) =0

para todo {e,f} € E x F.
O sistema (3.6) tem tnica solucao {y,w} € C°([0, TI; E) x C°([0, T]; F).

Demonstragao: Analoga a do sistema (2.1). [

Observagao 3.1. Devido a linearidade do sistema (3.6), podemos assumir as condigoes
iniciais nula. Assim, todos os resultados sao validos bem como se as condi¢oes iniciais

s@o nao-nulas, isto é, y(0) =y° € E e w(0) =w° € F.

Vamos provar que o sistema (3.6) é exatamente controlavel no tempo T > 0 no sentido

(3.1). Para isso, cosideremos o seguinte resultado:
Lema 3.1. Se{gi, g2} € E X F e satisfaz
({y (-, Ti{w, vi), wi, Ti{u, v} {91, g2}) = 0
para todo {u, v} € L2(O x (0,T))?, tivermos que

{917 92} = O
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entao (3.6) é exatamente controldvel no tempo T > 0.

Demonstragao: De fato, o conjunto S = {{y(-, T;{u,v}),w(-, T;{u, v} {y,w} é
solucao de (3.6)} C E x F é tal que S* = {0} em E x F, e como S é um subespaco
vetorial de E x F, tendo E x F dimensao finita, segue que S = E x F. [

Vamos considerar {@, 1} como sendo uma solucao do sistema adjunto de (3.6)
(_(Pt - OC(h : V)(pa e) + a((p7 e) - (V X d)7 e)7ve €k
(= — Blh- V), f) + a(p,f) = (V(V - ), f) = (V x @, f),Vf€F (3.7)
oM =91 €EP(T)=go €F

O sistema (3.7) tem tnica solucao {@, P} € C°([0, TI; E) x C°([0, T]; F).

Demonstracgao: Basta considerar a mudanga de varidveis T = T — t com y(t,x) =

e(T,x) e w(t,x) =P(t,x). Dal,

Ye(t,x) = =@ (T, %) e we(t,x) = —e(T,%).

Portanto, o sistema (3.7) é equivalente ao sistema (3.6) com as condicoes iniciais

y(0) =g €Eew(0)=gs €F. n

Observacao 3.2. A motivacao para tomarmos o sistema adjunto da forma dada em
(3.7) seque utilizando a nocgao de derivada distribucional, alguns resultados técnicos e o

resultado abaizo.

Observe que

De fato,
0 = ((h{t)- V)(e(t) +y(t)), ¢(t) +y(t))
= ((h{t)- V)e(t) + (h(t) - V]y(t), @(t) +y(t))
= ((h(t)- V)o(t),y(t)) + ((h({t) - V)y(t), @(1)).
Analogamente,

Tomando {e, f} = {y(t),w(t)} em (3.7) temos

(_(Pt - OC(h V)(P,U) + a((pay) = (v X Ibvy)
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Integrando de 0 a T, segue que
-

a(,y)dt = L (V x ¥, y)dt:

T

LT(—% —afh V)cp,y)dtJrL

T T T T
L (—puy)dt + J (—alh- V)g,y)dt + j aly, @)dt = j (V % b y)dt;

T T T T
J (—@t,y)mj (oc(h-vm,cp)dwj a(y,cp)dtzj (V x ,y)dt.
0 0 0 0

Integrando a primeira integral por partes, obtemos
-

[(ye, @) + al(h- V)y. @) + aly, @)]dt = j (V x . y)dt.

T

—(y(T),cp(T)HJ

0

De forma analoga obtemos também
T
—(w(T),»(T)) + L [(we, ¥) + a(w, p) + B((h- VIw,p) = (V(V - w),p)]dt
T
= J (V x @, w)dt.
0

Somando-se as duas ltimas equagoes, temos

T T
(y(T),g1) + (w(T),g2) = ) [(ye, @) +aly, @) + «((h- V)y, @)ldt — L (V x,y)dt
T

+ ) [(we, ¥) + alw, $) + B((h- VIw, b)) — (V(V -w),p)ldt
T

— (V x @,w)dt.

De (3.6), vemos que

T

(ulo, @)dt—J (V %, y)dt
0
;

(vlo,tb)dt—J (V x @,w)dt.
0

T

]
(Y(T), g1) + W(T), gs) = L (wa,@)dwjo
Y

+ LT(V X y,1b)dt+J

0

Como
(V XWa(P) - (v X (P,W) € (V XU>¢) - (v X ll)vy)
entao
-
(y(T), g1) + (W(T), g2) = L (Lo, @) + (Vo p)ldt.
Logo,

T

(y(T), w(T)}, g1, g2)) = j ((ulo.vio}, (@, b)) dt. (3.8)

0

Assumindo que
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(T, v, wie, Ti{u, vh1 {g1, g21) = 0

para todo {u,v} € L2(O x (0, T))?, obtemos entao

5
J ((ulo, vio}, (o, p})dt = 0

0
para todo {u,v} € L2(O x (0,T))2.

Portanto, devemos ter
{@, b} ={0,0} em O x (0, T).

Como {@, ¥} = ) {@i(t)ei, wi(t)fi} entdo obtemos {@s(t), ¥i(t)} = {0,0}, para i =
i=1

B(tx) =) Wilt)fi(x) =0, V(t,x) € (0,T) x Q.
i=1
Segue entao que

{o, ¥} ={0,0}.

Em particular, para t =T
g1(x) = @(T,x) =0 e ga(x) =P(T,x) = 0.

Logo,

{91, 92} =1{0,0}.

Assim, o sistema (3.6) é exatamente controldvel.

3.2 [Etapa 2 (Estimativas)

Devido aos resultados obtidos na Etapa 1, podemos definir o funcional M : L2(0, T; E)

— R por

1
M(h) =  inf -J (Iuf? + W) dxdt
{u,vieUqq 2 Ox(0,T)
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onde Uqq é o conjunto de controles admissiveis
Uaq = {{u, v € L2(O x (0,T))?%; {y,w} solucao de (3.6) satisfaz (3.1)}.
Vamos provar que

M(h) < constante independente de h, « e 3. (3.9)

Para isso, usaremos argumentos de dualidade. Consideremos o operador L : L2(O x

(0,T))? = E x F definido por
Liw,vi={y(, Ts{w, v, w(-, T {u, vh 1

Pela unicidade da solucao tal operador estd bem definido. Além disso, valem as

seguintes afirmagoes:
i. L é linear;
De fato, suponhamos que L{u, v} ={y,w} e L{uy,v1} = {y1, w1} entao

(Y, e) + aly,e) + a((h-V)y,e) = (V xw,e) + (ulp, e)
(Wi, f) + a(w, f) = (V(V-w), f) + B((h- VIw, f) = (V x y,f) + (vlo, f)

y(0) =w(0) =0
e
(Y, €) +alyr,e) + «((h-Vyi,e) = (V xwy,e) + (ulo, e)
(Wi, f) + a(wi, ) = (V(V-wi), f) + B((h- VIwy, ) = (V x yp, f) + (vilo, f)
y1(0) =wy(0) =0
Note que

(byt + cyi,e) + a(by+cys,e)+a«((h-V)(by+cyi),e)
— (Vx (bw+cwy),e)
b(y, e) + bla(y, e)] + bla((h- Vy,e)] —b(V x w,e)

+ c(yig, e) +cla(yr, e)] +clo((h- V)yi,e)l —c(V x wy, e)

b(ulo,e) +c(uwlo,e)

(bulp + cuqlp,e).
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Analogamente obtemos

(bwy + cwyy, ) a(bw + cwy, f) — (V(V - (bw + cwy)), f)

+ o+

B((h-V)(bw +cwy), f) — (V x (by + cyy), )

(b\)lo —+ Cvllc), f)

Portanto, {by + cy;, bw + cw;} é solucao de

(Yy,e)+a(Y,e)+a((h-V)Y,e) =(V xW,e)+ (bulp + cuylp,e)
(Wi, f) + a(W, f) = (V(V - W), f) + B((h- V)W, ) = (V x Y, )
+(bvly +cvile, )

Y(0) =W(0) =0

Logo,

L{b{u, v} + c{u;,vi}} = L{bu+cuy,bv+cvy}
= {by + cyi,bw + cwy}
= b{y, wi+cfy, wi}
= bL{u,v}+ cl{uy,vi}.

ii. L é continuo.

2

De fato, tendo em vista que [J (le* +|f|*)dx| define uma norma em E x F e que
%)

em E x F todas as normas sao equivalentes (pois E x F tem dimensao finita), temos

que existem constantes positivas ¢ e C, as quais dependem apenas de E e F tais que
2 2 2 2
clie, Dt < | (1P + 11)ax < Cle. Dl r
0]

para todo {e,f} € E x F.

Portanto, tomando e = y(t) e f = w(t) em (3.6) obtemos, por uma estimativa

analoga a feita na demostracao do Teorema 2.1, que

T

y(, T, VP + (-, T {fu, vHPP < KL (lulo () + Mo (t)P)dt
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Dali,
HL{uav}||2E><F = H{y(7T7{u'7v})7w(7T7{u’7v})}”2E><F

1

< 2|yl T D el T P

O

K 2 2

< — (ulpl® + vlpl")dxdt
C Jox(o,T)

K
= EH{UN}”%Z((‘)x(O,T)P'

Considere os funcionais F; : L2(O x (0,T))? = R U{+oc0} dado por

1
Filu, v} = - J (uf? + ?) dxdt
2 Ox(0,T)
e Fo: E X F = R U{+4+o00} dado por
0, se{g,glt={y",wi}

F2{g1, g2} = _
400 , caso contrario.

Deste modo, podemos reescrever o funcional M como segue

M(h) = inf )Q[Fl{u, v} + Fof{L{u, v}}l.

{u,v}€L?2(0x(0,T)
Provaremos agora que F; e Fy sdo fungoes semicontinuas inferiormente e convexas. De

fato, F; é semicontinua inferiormente pois é continua. Quanto a convexidade temos

Fi{t{u, vi} + (1 = t){ug, vo}} = F{tuy + (1 —t)uy, tvy + (1 — t)vo}}

1
_ —J (s + (1 — sl + [tv1 + (1 — t)v]?)dxdt
2 Joxm
1
< 3 J (PRl + 11 — 2P
Ox(0,T)
+ R £ 1 — t2val?) dxdt
1
< t-—J (hua? + v ?)dxdt
2 Jox(o,1)
1
+ (1—t)-—J (Jugl? + vol?)dxdt
2 Ox(0,T)

= th{u,vit+ (1 = t)Fa{uy, vol.
Também Fy é semicontinua inferiormente, pois dado A € R temos

[Fo <Al = {{g1,92} € E x F;F2{g1, g2} < A}
= {{g91,92} € E x F;Fo{g1, g2} = 0}
— {yTaWT}-
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é fechado.

Quanto a convexidade temos
Foft{g1, go} + (1 — t){hy, ho}} = Fo{tgs + (1 — t)hy, tgo + (1 — t)hol.

Basta agora analisarmos os seguintes casos:

L {g1,92) ={y",w'} = {hy, hy}.

Neste caso,
tg+(1-th =ty +(1-tly' =y’
e
tgo+ (1 —thy =tw' + (1 —tjw' =w'.
Logo,

Fo{t{g1, go} + (1 — t){hy, ho}} = 0 = tFo{g1, go} + (1 — t)Fa{hy, hol.

2. {91, 92} = {yT,WT} # {hi, hyl.

Neste caso,
tg + (1 —t)hy #y' ou tgs + (1 —t)hy Zw'.
Logo,
Fo{t{g1, g2} + (1 — t){hy, ho}} = 400 = tFy{g1, g2} + (1 — t)Fo{hy, hol.

3. {91, 92} #{y", W'} ={hy, hy}.

Caso analogo ao anteiror.

4. {g1, 92} = {hy, ho} # {UT>WT}-

Neste caso,
tgl + (1 —t)hl = hl #yT ou tgg + (1 —t)hz = hg #WT.

Logo,
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Fo{t{g1, g2} + (1 — t){hy, ho}} = +00 = tFo{g1, go} + (1 — t)Fao{hy, hol.

5. {91, 92} #{y", w'} # {hy, ho} # {91, 92}

Neste caso, temos por fim que

Fof{t{g1, go} + (1 — t){hy, ho}} < +00 = tFy{g1, g2} + (1 — t)Fo{hy, ho}.

Concluimos entao que em todos os possiveis casos temos que

Fo{t{g1, g2} + (1 — t){hy, ho}} < tFe{gy, 9o} + (1 — t)Fa{hy, ho}

Sendo entdao L2(O x (0,T))? e E x F espacos de Hilbert, L : L2(O x (0,T))? = Ex F um

operador linear continuo e, F; e Fy fungoes semicontinuas inferiormente e convexas, pelo

teorema da dualidade de Fenchel-Rockafellar temos

M(h) = inf (Fi{u, v} + Fo{L{u, v}}]

{u,v}€L2(Ox(0,T))?
= — inf  [F{LYg1, go}} + Fi{—{g1, g2}]I.

{g1,92}€EXF

Logo,

—M(h) = inf  [F{{L{g1, g2}} + Fo{—{g1, g21}]

{91,92}€EXF
onde L* : E x F — L2(O x (0,T))? é o adjunto de L.
Usando (3.8) vemos que
(L{9g1, g2}, {u, V})L2(0x(o,T))2 = ({91, 92}, Hu, V})L2(0x(0,T))2
T
— | o whu vt

0
= ({o, ¥k {u,viz0x(0,1))2-

Logo,
L*{gh 92} = {(p7ll)} em O X (OvT)

Além disso,

FT{(PJP} = sup {{e, ¥}, {u, VDL?(Ox(O,T))2 — Fi{u,v}}
{u,v}eL2(0x(0,T))2

1
= sup {{e, b} {u,vDrz(0x 0,12 — §||{u7v}||%2(0><(0,T))2}-

{u,v}€L2(Ox(0,T))2
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Note que

e, vh{w, vzioxoom2 < e, WHz(ox 0.2, viirz(ox0.1))2

1 1
< §||{(Pall)}||%2(0x(om)2 + §||{ua"}||%2(0x(o,n)2'

Portanto,

J (ol + W) dxdt
Ox(0,T)

N | —

. 1
Fi{op, ¥} = §|H(P7ll)}||%2((9x(0,ﬂ)2 =

Fo{—{g1,0:}} = sup  {(—{g1, g2}, {h1, ho}) — Fofhy, ho}}

{h1,ha}€EXF

= —({9g1,92}, {UT7WT})-

Entao
- K
“M(h) = i —J (|<p|2+|¢|2)dxdt—({gl,gz},{yT,wT})]
{g1,92}€EXF _2 Ox(0,T)
. C
> inf —J (|<P|2+|lb|2)dxdt—({91,92},{UT,WT})]- (3.10)
{g1,92}€EXF 2 Q

Agora, fazendo {e, f} ={@(t),P(t)} em (3.7) temos

—(o, @) +ale, @) = (Vx, @) =0.

1d

—§a|cp(t)|2 +ale(t), e(t)) — (V xYP(t), @(t)) =0.

Integrando de t a T, obtemos

T T

a(o(s), @(s))ds —J (V % D(s), @(s))ds = 0.

t

1 2 1 2
~3lo(TE+ SletoP + |

t

1
Sle(r + |

t

alp(s). 9ls))ds — | (V x(s),o(s))ds = ;o

De modo analogo,

T T

1|xp(t)|2+J (V % ols) w(s))ds+JT|v-¢(s)|2ds—1r P
2 (p ) . — 2 92 .

t

a(w(s),w(s))ds—J

t

Somando-se estas duas equagoes vemos que

i
S0P +10(OF) + | lale(s), 0ls) + altb(s), b(s))ds

T T
- 2J (wa(s),cp(s))dwj V- b(s)ds

t

1
5191 +lg>). (3.11)
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Note ainda que usando integragao por partes temos

T T T pt
H [a(e(s), @(s)) + a(b(s), b(s)]dsdt = —L L[a(cp(s),@(s))
+ a(P(s), ¥(s))dsdt

T

_ —tL[a(@(s),cp(sn+a(w(s),w(smds

0

;

+ J tla(o(t), ¢(t) + alb(t), w(t)]dt
T

_ L tlal(t), (1) + a(p(t), H(b)dt.

De modo inteiramente analogo valem as igualdades abaixo:

T

T 0T
H (vw(s),cp(s))dsdtzj HV x D(1), @(0)dt

0

T (T T
J J IV - (s)[Pdsdt :J tIV - P (t)[Pdt.
0 Jt 0
Integrando a equacao (3.11) em (0, T) obtemos

1 T T
—J (le®)F +hp(t))dt + J tla(e(t), @(t)) + a(b(t),p(t))]dt
2 0 0

T T
— QJ t(VXIl)(t),(p(t))dt—i—J |V - P(t))2dt
0 0

.
= 5(’91|2 + |92|2)~

Note que

ale(t), o(t)) +alb(t), w(t)) = [[eW)]* + et < Cl{et), W(t)}E.r

V- () < Chp(t)?

para algum C > 0, que depende somente de E e F, ja que E e F tém dimensao finita.
Assim,

T

i
L (|<p(t)\2+|w(t)|2)dt+j tlalo(t), @ (1) + alp(t), b(t)]dt

0

.
5(’91’2 +1gal*) <

N | —

T T
+ 2L t)(V x w(t),(p(t))ldt—l—L |V - P(t))*dt.
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Como

2(V x (), o)l + alet), e(t)) +afp(t), (1) + V- b(t)P
< Cllo@I* + WO + le®)]* + Chp(t)

< Kllo®)P + W (t)P)
para uma costante K tomada adequadamente e que depende apenas de E e F, temos

'
Hgu?+19:) < (5 KT ) | (lol0f + tuP)ac

Portanto,

1 T
j (9P + [p2)dxdt — cj §J (ol + k) dtdx
Q Q 0

cT
2 -
2(1+ 2KT)

kT
2 -
2(1 + 2KT)

N O

J (Ig:12 + 1gaf?) dx
Q
(’91|2 + |92|2)-

De (3.10) e da desigualdade acima temos

kT

—M(h) 2 201+ 2KT)

(191> +1921*) — {g1, g2}, fy ", w' ) |-

inf
{g91,92}€EXF

Utilizando a desiguadade abaixo

({917 92}7{UT7WT}) < ||{917 QQ}HH{UTaWT}”
1
< 7\(|91|2+|92|2)+ﬁ(|UT|2+|WT|2)

mA—L tem
COMAZ o0 1 okT) N

kT
2(1 + 2KT)

1+ 2KT
kT

(1g11* +1g21*) — (g1, g2k, {y ", W' = — (ly™ P+ w').

Logo,

1+ 2KT
M) > inf | — =

T2 T2
+ w .
P . T (Y '+ )

Consequentimente,

1+ 2KT

M(h) <
() kT

(ly" P+ ' P).

onde o lado direito da desigualdade independe de h, « e f3.

Concluimos entao que

M(h) < constante independente de h, « e 3.
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3.3 Etapa 3 (Sistema Nao-Linear)

Provamos na Etapa 1 que (3.6) é exatamente controldvel, portanto Uq.q é nao-vazio.
Sendo o sistema (3.6) linear entdao Uq,q é convexo. De fato, sejam {uy,vi}, {us, va} € Ugq

cujas respectivas solugoes {yi, wi} e {ys, wo} de (3.6) satisfazem

{yr (-, Ty fug, vi), wi (-, Ty {fu, v} = {yf , wy

{HQ('a Ta {u27 VQ})7W2('7 Ta {UQ, VQ})} - {y;—’ W;—}
Dado t € [0, 1] temos pela linearidade do sistema que
Hy1, wit + (1 —t){y2, Wy} é solugao de (3.6)

com controle {t{u;,vi} + (1 — t){us, vo}}.

Além disso,

{ltyr + (1 —=t)yal (- Ti{t{ur, vit+ (1 —t){ug, vo}})
;o [wr + (T —=t)wal (-, Ts {t{uwg, vi} + (1 — t){ug, va}})}
= {ty] + (1 =ty tw{ + (1 —t)w,}

= ty],wit+ (1—t){ys, wi}

Segue portanto que Uqq € convexo.

Também temos que Uqq é fechado, pois tomando {e, f} = {y(t), w(t)} em (3.6) obtemos

%%m(t)ﬁ + Iy = (V x w(t),y(t) + (ulo(t), y(t))
e
%%yw(t)ﬁ + W) |2+ IV -wt)? = (V x y(t),w(t) + (vie(t), w(t)).

Somando-se as equacoes acima temos

ld 2 2 2 2 2
s WAF+WOF) 4 [y + [wO)]" + [V -w(t)]

= 2(V xw(t),y(t)) + (ulo(t), y(t)) + (vie(t), w(t)).
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Agora, integrando de 0 a t segue que

SO+ bwltF) [ ()P + w(s) P)ds + | 17 wls)Ps
0 0

_ 2jo(v x wis),y(s))ds + L [(ulo(s),y(s)) + (VLo(s), w(s))]ds

t
< 2J (V x wis), y(s))ds -+ etz (o 01 Yl (0001
0

+ Pziox 1) Wlziox0.1))-
Isto é,
]‘ 2 2 2 2
é(ly(t” + w(t)]?) < C1(|u|L2(o><(0,T))+|V|L2(O><(0,T)))
t
T QJ (ly(s)? + w(s))ds.

0

Utilizando a desigualdade de Gronwall, temos
|U(t)|2 + w(t)P < C(|u|%2((9><(0,—|—)) + |V|%_2(O><(O,T)))’ (3.12)
Tomamos {un,vn} € Uqqa — {u, v} € L2(O x (0,T))?, ou seja,

U, —u— 0, em L2(O0 x (0,T))?

e
v —v — 0 em L%(O x (0,T))%
Seja {yn, Wn} solugao de (3.6) com controle {u,,v,} satisfazendo
{Yn (T {wn, v, wa b, T fun, v D = {yf, wid
com

Yl wl = y"w'h

Considere {y,w} solucao de (3.6) com controle {u,v}. Pela linearidade do sistema,
para cada n € N vemos que {y, —y, w, —w} é solugao com controle {u, —u,v,, — v}.

Logo, por (3.12) temos

[yn(t) —y(t)l2 + wa (t) = w(t)]* < C(lun — u|%_2((9><(0,T)) + [vn _V’%Q(OX(O,T)))'

Donde
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{Yn, Wit — {y, w}h.

Em particular, para t =T

{yl, Tofu,vh), w(-, Ti{u, v} = {limyn (-, Ti{un, va}), imwn (4, T {un, va})}
= {limyl,limwT}

= fy",w'}.

Temos entao que Uqq € fechado.
Podemos entao, pelo Teorema 1.19, para cada h € L2(0, T; E) escolhermos {u, v} € Uqq

o Unico elemento tal que

1
- J (u)® + v*)dxdt = M(h). (3.13)
2 Joxom

Definimos desta forma uma aplicacao continua h — {u,v} de L2(0, T;E) em L?(O x
(0,T))% De fato, suponhamos que h,, € L2(0, T; E) associadas aos controles {i,,vn} é tal
que h, — h em L2(0,T; E), onde {u, v} é o controle assiciado a h.

Temos entao que

1
—J (un —uf + v —v?)dxdt = M(h, —h)
2 Ox(0,T)

< IMlizo 18y Ihn — hlezo, 1) -
Fazendo h,, — h na equacao acima, vemos que
{un, vat = {u,vh

Logo, tal aplicacao é de fato, continua.

Denotando por {y(h),w(h)} a solugao de (3.6) com controle {u,v} = {u(h),v(h)},
podemos considerar a composta destas aplicagoes e definir uma aplicacao continua F :
L2(0,T;E) — L%(0,T;E) por h — y(h).

Tendo em vista (3.9), (3.12) e (3.13) obtemos que quando h varia em L*(0, T; E), {y, w}
permanece em um conjunto limitado K; x Ky € L2(0,T;E) x L2(0, T;F). Em particular,
K; = Im(F) é um conjunto limitado de L2(0, T; E).

Provaremos agora que F: K; — K; admite um ponto fixo.

Podemos, se necesséario, tomar o fecho e a envoltéria convexa de K;, que ainda sim

teremos conjuntos limitados, portanto ja podemos tomar K; fechado e convexo.
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De acordo com o teorema do ponto fixo de Schauder é suficiente mostrar que F(K;) é
relativamente compacto em Kj.

Para isso, provaremos que
Y¢ permanece em um conjunto limitado de L?(0, T; E)quando h varia em K;.  (3.14)
De fato, de (3.6) segue a seguinte desigualdade

((ye,e)l < alh(D)[[Vy(t)llel + [Vy(t)[Vel + [Vw(t)lle] + u(t)rz(0)lelz(o)
< Clah(O)IVy(t)] + [Vy )+ [Vw(t)] + [u(t)liz o)) le] (3.15)

para todo e € E, pois no espaco de dimensao finita E todas as normas sao equivalentes.

Portanto,
Yy ()] < Clah(B)[VY ()] + [Vy(t)] + [Vw(t)] + [u(t)rz(o)).

A desigualdade acima prova (3.14).
Entao F(K;) é limitado em

W= (58 € X0,T.E), $ € 0, TE)

Logo, pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions, fazendo B = B = B; = E e
Po = p1 = 2, temos que F(K;) é relativamente compacto em K; C 120, T; E).

Tendo, portanto, a aplicagao F: Ky — Ky que associa h — y(h) um ponto fixo, entao
como o sistema (3.6) é exatamente controlavel em T > 0, temos a controlabilidade exata
de (3.4). Além disso, para qualquer h, temos a estimativa uniforme (3.9), assim o controle
{u(h),v(h)} satisfaz as condi¢oes do Teorema 3.1. Concluimos desta forma a prova do

Teorema 3.1. n

Observacao 3.3. No caso bidimensional, o sistema nao-linear que descreve o comporta-

mento de fluidos micropolares (com controles distribuidos em pequenos conjuntos) é dado

por
(yt—Ay+(y~V)y+Vp:V><w+u1@ em Q,
wi—Aw+ (y-Viw =V xy+vlg em Q,
V-y=0 em Q, (3.16)
y=w=»0 em X,
y(0) =y°,w(0) =w’ em Q,

\
Neste caso, a velocidade angular w € uma varidvel escalar e as quantidades V X w e

V xy sao definidas respectivamente por



Capitulo 3. Controlabilidade Exata do Sistema (2.1) 46

_[ow  ow _ 0y Oy
VXW_<6X27 axl)evxy_axl’ aXQ.

Usando argumentos andlogos, a aprozimacao de Galerkin de (3.16) é também exata-

mente controlavel.
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