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Resumo

Neste trabalho sera apresentado um algoritmo que tem como objetivo resolver o problema
da desigualdade variacional associadado a um operador quase-mondtono e a um conjunto
nao vazio, convexo e fechado de R™. Mostraremos a boa defini¢ao do algoritmo, no sentido
de que o método gera um sequéncia {x*} onde cada x* resolve o subproblema proposto.
Faremos a andlise de convergéncia do algoritmo com cada uma das regularizagoes que uti-
lizaremos, tais como as funcgoes tipo-distancias @-divergente, Bregman e Log-Quadratica
provando que a sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo converge a um ponto solucao do
problema.

Palavras chave: Problema da desigualdade variacional, Operadores quase-mondétonos,

Método do Ponto Proximal



Abstract

In this paper an algorithm that aims to solve the problem of variational inequality will be
presented associate a quasi-monotone operator and a non-empty, convex and closed set
R™. We will show good definition of the algorithm, in the sense that the method generates
a sequence {x*} where each x* solves the subproblem proposed. We do the analysis of
convergence of the algorithm with each of the regularization that we use, such as type-
distances functions @-divergent, Bregman and log-quadratic, proving that the sequence
{x*} generated by the algorithm converges to a point solution of the problem.

Keywords: Problem of variational inequality, quasi-monotone operators, the Proximal

Point Method.
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Introducao

Sejam T um operador e C um conjunto convexo, fechado e nao vazio de R™, associamos a

estes, o Problema da Desigualdade Variacional associado a T e C, PDV(T;C), definido por:

obter x* € C tal que exista u* € T(x*), com
PDV(T;C) = (1)
(u ;x —x*) > 0,vx € C,
Quando T é o subdiferencial de uma funcao f: U C R™ — R U {400} convexa, propria e
semicontinua inferiormente, o PDV(T;C) reduz-se ao problema de minimiza¢ao nao suave

com restricoes:

(Po)  minyecf(x).
O PDV(T;C) ¢ equivalente a:
Encontrar x* € C tal que 0 € (T + N¢)(x*),

onde N¢ é o operador normalizador de C, o qual sera definido adiante, e portanto Py pode

ser reapresentado por:
Encontrar x* € C tal que 0 € (0f + N¢)(x*).

A abordagem classica para determinar zeros de operadores, quando T é mondtono

k—1

maximal, pode ser vista em Rockafellar, [17], de forma que dado x*~', o método define

x* tal que
0 € AeT(x5) + (xk —x*1)

onde Ay é uma sequéencia de nimeros reais tal que Ay, > A > 0e T=T+N c. Este problema

esta retrito ao conjunto C, para eleminar isso, varios estudos consideram generalizagoes
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do tipo encontrada em [3, 4, 6, 10], em que a regularizagao usual é substituida por outras,
tais como: @-divergente, Bregman e Log-quadratica, as quais incorporam a restricao de
C, de forma que cada solucao de cada subproblema permaneca no interior do conjunto C.

Abdellah em [1], usando a funcao @-divergente e inspirado no método Log-quadrético
propos método para resolver problema da desigualdade variacional em que o conjunto
vidvel é o RT, e T um operador pseudo-monétono. Em [16], Langenberg propos um
algoritmo para resolver PDV/(T;K) usando a regularizacao de Bregman, onde T é um
operador Pseudo-monoténo e C um conjunto convexo nao vazio.

Este trabalho é inspirado em [9] Brito, Lopes, Cruz Neto et al, no qual apresenta
um algoritmo proximal interior usando além da regularizacao log-quadratica as fungoes
tipo distancia como, Bregman e @-divergente, que visam solucionar (1), com T quase-
mondtono.

Este trabalho esta divido em 4 capitulos. No capitulo 1, apresentaremos alguns resul-
tados classicos e conceitos sobre as funcoes regularizadoras que sustentarao a parte tedrica
basica para os capitulos seguintes. No capitulo 2, é feita uma reuniao de definigoes e resul-
tados sobre operadores, por exemplo, operadores mondtonos, pseudo-mondétonos e quase-
mondtonos. No capitulo 3, propomos um algoritmo com o objetivo de resolver o problema
da desigualdade variacional com restri¢oes lineares para um operador quase-mondtono,
provaremos a boa definicao do nosso algoritmo, faremos a andlise de convergéncia para
cada uma das funcoes tipo-distancias e, sob certas condi¢oes, mostraremos que a sequéncia
gerada por esse algoritmo converge para solucao do problema proposto. No capitulo 4,

apresentamos as consideracoes finais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

O objetivo deste capitulo é fornecer as principais defini¢oes e resultados ja conhecidos na
literatura sobre certos tipos de funcoes regularizadoras que permitirao que a sequéncia

gerada pelo algoritmo permaneca sempre no conjunto viavel.

1.1 A Distancia de Bregman

A definicao da distancia de Bregman foi introduzida por Lev M. Bregman em 1967.
Destacamos aqui os estudos feitos por Teboulle em [20] e por Attouch e Teboulle em [2].

Sejam S um subconjunto aberto e convexo de R™ e S seu fecho. Consideremos uma
funcao real h : R™ — R U {400} estritamente convexa, a distancia de Bregman é, para

cada y € R™ fixo, a aplicacao Dy, : R™ x R™ — R U{+o00}, definida da seguinte forma:

h(x) —h(y) — (Vh(y),x —y), sex €S,
Dh(x7y) = (11)
+00 , caso contrario.

Dy (x,y) pode ser vista como a diferenga entre h(x) e a aproximacao linear de h numa

vizinhaca de y.

Definigao 1. A funcdao h é chamada uma func¢dao de Bregman com zona S se:
(B1) h € estritamente convera e continua em S;

(B2) h é continuamente diferencidvel em S;

(B3) Dado qualquer x € S ed €R, o conjunto de nivel parcial & direita
Lp, (x,0) ={y € S;Dn(x,y) < 8} € limitado;

3
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(B4) Se{y*} C S converge paray entio Dy, (y,y*) converge para 0.
A definicao cldssica de funcao de Bregman requer duas condigcoes adicionais:

(B5) O conjunto de nivel parcial a esquerda Lp, (8,y) = {x € S; Dy(x,y) < 8} € limitado
para todo y € S.

(B6) Se {z*} C S ¢ limitada, {y*} C S converge para y e klim Dn(z",y*) = 0, entdo
— 400

lim z* =y.
k—+o00

Sob certas condicoes adicionais é possivel assegurar (B5) e (B6)( Ver [18]).
Apresentaremos a seguir uma propriedade que algumas fungoes de Bregman h satis-

fazem.
(B7) Para todo y € R™, existe x € S tal que Vh(x) =vy.

(B8) Se{x*},{y*} € int dom(h) sao sequéncias limitadas tal que klirn Ix*—y*|| = 0, entao
—00

lim (Vh(x*)—Vh(y*)) = 0.

k—o00

Defini¢ao 2. Uma fun¢do de Bregman satisfazendo (B7) é chamada coerciva, com zona

S.

Quando a fungao de Bregman h tem a forma
h(x) = > hilxi),
i=1

dizemos que h e sua associada Dy, sao separaveis.
, n
E interessante notar que, quando hi(t) = t?, Vi =1,..n, h(x) = > hi(xi) é uma
i=1
funcao de Bregman separavel, a distancia de Bregman associada a ela é o quadrado da

distancia euclidiana usual, como verificaremos a seguir:

Dh(x7y) - ZXiQ - ZUiQ - <(2917 sy Qyn)7 (Xl — Y1, Xn _Un)>
i=1 i=1
= IxIP=lyl* =D 2xyi+ ) 2y?
i=1 i=1

= IxIP = lyl* =2 > xyi + 2]yl?

i=1

=[xl — 20 y) + lyl?

= |x—yl*
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Proposicao 1. Seja h uma funcao de Bregman com zona S. Entao:
i) Dn(x,y) — Dn(x,z) — Dn(z,y) = (Vh(y) — Vh(z),z—x),Vx € S,Vy,z € S;
i) ViDn(x,y) = Vh(x) — Vh(y),Vx,y € S;

i11) Dn(-,y) € estritamente convexa para todo y € S.

Demonstragao. i) Da definigao de Dy,

Dn(x,y) = Dn(x,z) = Dn(z,y) = h(x) —h({y) — (Vh(y),x —y) —h(x) + h(z) +
(Vh(z),x —z) — h(z) + h(y) + (Vh(y),z —y)
= (Vhiy),z—y—x+y) —(Vh(z),z—x)
— (Vh(y) — Vh(z),z—x).

i) E imediato da defini¢ao de Dy,.
ii1) De fato,

Dn(tx; + (1 —t)x2,y) = h(tx; + (1 —t)x2) —h(y) — (Vh(y), tx; + (1 —t)x2 —y)

< th(x1) + (1 —t)h(x2) — h(y) — th(y) 4+ th(y) —
(Vh(y),tx; + (1 —t)xa —y — ty + ty)

= t(h{(x1) —h(y)) + (1 — t)(h(x2) —h{y)) —
(Vh(y), tlxa —y)) = (Vh(y), (1 = t)(x2 —y))

= t(h(x1) —h(y) = (Vhiy),x; —y)) +
(1 —=t)(h(x2) — h(y) = (Vhiy),x2 —y))

= tDn(x1,y) + (1 = t)Dn(x2, y).

]

O item 7) deixa claro que a distancia de Bregman nao satisfaz a desigualdade trian-

gular.
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1.2 A Distancia ¢-divergente

A utilizacao dessa fungao tipo-distancia pode ser encontrada em Teboulle [19] e Auslender
e Teboulle [5].

Nesta secao apresentaremos uma classe de funcoes tipo distancia, adequada para o
ortante ndo negativo, os elementos desta classe serdo denotados por d, (-, -).

Seja @ : R — RU{+oo} uma funcao convexa propria que satisfaz as seguintes propriedades:

i) @ é duas vezes continuamente diferencidvel em int (dom @)= (0, +00);

ii) @ ¢ estritamente convexa no seu dominio;

i) o(1) =¢'(1) =0e @"(1) >0;

iv) tlirgl+ ¢ (t) = —o0.

Vamos denotar por @ a classe de fungoes satisfazendo i) - iv).

Definicao 3. Se ¢ € @, entdo a funcao dy : RT x R}, — R U {400} definida por

3 Yyi@ (Xi> x,y € R
i - , S€X, ’
de(x,y) =4q i=t Yi A

400, caso contrdrio.

¢ chamada @-divergente.

Exemplo 1. Estes sao alguns exemplos de fungoes da classe @:
1. @i(t)=t—logt—1,
2. @o(t) =tlogt—t+1,
3. p3(t)=at—t*+(1—a) (0<a<l),
4. @ut)=at+t *—(a+1) (a>0).
A anélise de convergéncia do algoritmo proximal com a ¢-divergente, em geral, requer

algumas condicoes de regularidade adicionais sobre . Desse modo, é usual considerar

duas subclasses de @, a saber

O :={ped:e(t) < (1)logt, Vt>0}

1

D, = {(p ed:o (1) (1— E) <o)< (1)logt, Vt> O}.

Entdao ®, ¢ ®; C ®. E possivel checar que as funcoes @1, @2 e @3 estao em D,

enquanto @4 estd em @7 — O,.
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Exemplo 2. Seja @: R, — R definida por, @(t) := @1(t) =t —logt—1. Entao

n n
Xi n n
)= E yi@ (y_> E (yllogy—+x1—yi), vV (x,y) e R, xRT,.
i=1 t

i=1

n

A mesma pode ser extendida para R x R se aceitarmos a convengao 0log0 = 0. Além

disso,

(Vide(x,y))i = (Pl (ﬁ) =1-— &

Yi Xi
Exemplo 3. Seja @: R, — R definida por @(t) = (vt —1)2.Um cdlculo rdpido nos dd
/ " 1 1 " 1
¢ (t)=1-

(1)
Agora faca o sequinte artificio

1
ﬁ,@ (t)zﬁﬁ,@ =5

t 1
(Vi-1P =t—2Vt+1>0= 1—2%4r¥

1 1 " 1
2 (1-1) =o(i-3),

1 , 1
>l—--=0ot)=1——>
" @ (t) -

> 0=2-2

T

1
E ainda, para todo x > 0 temos ex < €%, em particular quando x = ﬁ’ portanto
e —_ —_ / l t 1"
—<e¢lf:>elﬁ<\/{:>(p()—1—— log vVt = og = (1)logt.
Vi Vit

Assim temos que @ € @1, e mais ainda
dp(xy) =D (VX — ;)
j=1

pois sendo X = (X1,...,Xn) €Y = (Y1,...,Yn) com cada x5,y; > 0,j ={1,...,n} temos

n n 2
Xj Xj
Sun) - (i)
=i Y; =1 Yj
- (ﬁ—z ﬁ+1)+-~+yn(x——21/ +1)
Y1 Y1 Yn Yn

= (%1 — 2X0 VU1 + Y1) -+ (Xn — 2¢/Xnv/Un + Yn)
(Bt (VR — V)

j=1
Proposicao 2. Se ¢ € @, entao:
a) (t) =0 e @(t) =0 se, e somente se, t =1;
b) @(t) € decrescente em (0,1) e crescente em (1,+00);

¢) lim = 400.
t—>+oo
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Demonstragao. a) Pela propriedade iii), segue que 1 é ponto critico de @ e que @(1) =0,
logo, pela propriedade ii), 1 é ponto de minimo e, consequentemente, @(t) > 0e @(t) =0

se, e somente, se t = 1.

b) Segue da convexidade estrita de ¢ e do fato de 1 ser ponto de minimo de @.

¢) Pela Propriedade ii) da fungao ¢ segue que

e(t) = 0(2) + ¢ (2)(t —2).

Como @'(2) >0 entdao lim ¢(t) > lim ¢ (2)(t—2) = +o0.

t—+o0 t—+o0

Logo, lim ¢(t) = 4o0. m
t—+o0
Do item a) da Proposi¢ao 2, verificamos que
de(x,y) 20 edep(x,y) =0<=x=y V(x,y) e R}, xR},.

Além disso, d, também satisfaz as sequintes propriedades:

1. Os conjuntos de nivel de d(-,y) sdo limitados para caday € R, ;
2. Se{y*} C RT, converge paray € RY}, entdo klim d(p(yk,y) =0;

— 400
3. Se{y*} C RY, satisfaz klim y“ =y e R}, {z"} C RT € limitada e
— 40

lim dy(y*,z) =0, entdo lim z*=1y.
Jm dely®z7) =0, enfio, lim 25 =y

Os resultados acima sao obtidos diretamente das propriedades da @.

L n n .
Sendo o dominio da dy, o RT x RY ., podemos fazer uma composicao de d, com uma
funcao afim do sequinte modo:

seja C um politopo de R™ dado por:
C={xeR™ Ax < b}, (1.2)
comb € R™, Anxn) tendo posto mdzimo e m > n. Defina

fi(x) =b;i — (ai,x),com i=1,--- m;

F(x) = (fi(x), -, fm(x)) = (b— AX)";

Considere agora

Do (x,y) = do(F(x), F(y)). (1.3)
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E possivel averiquar que D, possui as mesmas propriedades de d,. Além disso, conclui-se

a partir de (1.3), que para todo x,y € intC wvale:

70ty == e’ (155

S fi(x)
VyDo(x,y)==> a (1—fi(y)>. (1.4)

i=1

Lema 1. Seja x € C e x™ € intC, entao para todo n € N, temos:

Dy (x,x™) — Dg(x,x™1) > i(ai,xnﬂ —X) (1 — 1:26(1)((—1(:)1))

Demonstragao. Ver lema 2.3 de Auslender, [3]. O

1.3 A Distancia log-Quadratica

Definiremos abairo, uma familia de reqularizacoes que serd de muita importancia para
nossos estudos. FEste t ipo de reqularizagao jd é conhecida na literatura, esta foi indro-
duzida Auslender, Teboulle e Ben-Tiba em [6]. As funcoes nas quais estamos interessados

serd construida a partir de uma familia de func¢oes dada assim,

v

2(t— 1) (1.5)

@(t) = ph(t) +

onde h : R — R U {400} € uma funcao convexa, propria e semicontinua inferiormente

satisfazendo as sequintes propriedades adicionais:
1. h € duas vezes continuamente diferencidvel sobre int(dom @)= (0, 4+00);,
2. h € estritamente convexa sobre seu dominio;
3. lim h'(t) = —oo;
t—0+
4. h(1)=h'(1)=0eh"(1) >0;

5. he®y, eos eV sio tais que v > ph' (1) > 0.

Agora, definiremos a distancia log-quadrdtica d,(x,y), como sendo
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Xi

2?21 y%(P (y

+00 , caso contrdrio.

) ,sex,y € R, x R,

de(x,y) = i (1.6)

De forma andloga ao que fizemos em (1.3), podemos para cada x,z € intC definir:
Dy (x,z) = de(F(x), F(z)).

Observacao 1.

yi(x)
Yi(z)

ViDo(xz) =~ awilz)e ( ) = —ATV1d,(y(x), y(2).

Dada a matriz A definida em (1.2) a funcdo (w,v)a : (w,v) — (ATAw, V) define um

produto interno em R™ x R™ com norma ||u||a := ||[Au|| = /(Au, Au).

Observacgao 2.

Do(x,2) = doely(x) y(z))

_ 2 _ Ui(x)) z(yibc)_ )2

iZlyl(Z) u h(yi(z) itheRE ]

R vl | ooy V(i) L yilx)

- ;”1(2) ”'h<yi(z)>+§”i(7‘)'2(y% B m(z)“)
= e Y wtan (B) + 5 X (00— 2uilduila) + vi(a)

Portanto,

D, (x,z) = uDy(x,z) + %le—zllf\,‘v’ X,z € intC.



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 11

Por praticidade, denotaremos

_v+h'(1)p
=T

0:
O lema a sequir é de grande importancia para a andlise de convergéncia do algoritmo.

Lema 2. Seja D, definida como em (1.3), entdo para quaisquer x,z € intC e w € C

vale:
i) Dy(x,2) 20 e Dy(x,z) =0 se, e somente se, x = z;

ii) Dgl(-,z) € fortemente convera com mddulo v, e portanto
(ViDy(x,p) — ViDol(z,p),x —2z) = V|x — z||3, V p € int C;

i) (V1D (x,2),w —x) < 0(||lw—z|4 — [[w—x|]4), Vw € C;

w) ||[x —z[|A = Amin(ATA)||[x — 2|2, onde Amin(ATA) € 0 autovalor minimo da matriz

simétrica definida positiva ATA.

Demonstragao. i) Dy(x,z) > 0éclaro, e Dy(x,2) =0 dp(x,2) =0 &

X. X. X.
i Z%@(j) =0« (p(—.l) =0& —1 = 1, portanto x = z.
1

1 Zl
ii) Uma consequéncia das exigéncias sobre h, dada em (1.5) é que, ¢ ¢ fortemente con-
vexa, € como veremos aposteriori, Vid (-, z) é fortemente monétono, e é plausivel
que V1D (-,z) = —ATV1dy(-, z) seja fortemente monétono, e portanto a desigual-

dade (V1D (x,p) — ViDy(z,p),x —2) = Vv|[x — z||4, V p € int C ¢é verificada.
iii) Para provar este item, usaremos as seguintes desigualdades:
1 2 2 2
(b—ac—a)=g(lla—c]"—[b—c|"+[a=bl7 e
1 2 2 2
(b—a,c—b)=g(la—cl]"—[b—c|"—[la—bl.

Inicialmente, notemos que, como x,z € int C, temos y;(x) > 0 e yj(z) > 0. Seja

(x
entao t; = Yi ), j =1,...,m. Pela propriedade v) da segao 1.1, para todo t > 0,

yj(z)
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temos h'(t) < h"(1)(t—1). Logo, multiplicando por Y;j(z)yj(w) > 0, obtemos para
cadaj=1,....,m

vj(2y; (w)h (yj.(x)> < R (Dy;l2)y;(w) (31%2 — 1)

= R (Dy;(w)(y;(x) —y;(2)). (1.7)

! " 1
Também temos —h (t) < —h (1) (1 — E), para todo t > 0. Dali, multiplicando
por Y;(z)y;(x) = 0 obtemos, para cada j =1,...,m
r(y;(x) " y;(z)
—y@wton () < —n e (1-
Y=Y yj(z) 9iEy; y;(x)
= —h"(Dy;(2) (y;(x) — yj(2)). (1.8)

Somando (1.7) e (1.8), encontramos

w0 () 9]~ 05060) < 1 (0) (35 00— ()43 30—y 21
)

Multiplicando ambos os lados por p e somando sobre j = 1, ..., m também em ambos

os lados da desigualdade, obtemos

) {(y]—(w) — 500y () (3)8)} < 3 [ ()l w) — uy @) s )~ (2)
j=1 ) j=1

"

= ph (1){yx) —y(z),yw) —ylz)).  (1.9)

m
Somando entao Z(yj (W) —y;(x))y;(z)v (3] Eg — 1) no primeiro membro da de-
j=1 )

sigualdade acima, obtemos

e (10 (ol (e / yj(x)) <‘M_ )]
S (5 (w) — 5 () 2) [uh( ) (B9

j=1 UJ(Z

_ ;(y](w) 40y (D)’ (3)8)

= (v (3:) (257) ) i —ue)
(029 (7) - umtere’ (3255) ) - yeo
(V1de (y(x).y(2)), b — Aw — (b— Ax))

— (Vido (y(x), y(2), Alx — w))

ATV dy (y(x),y(2)) x — W)

= (—ATV1d(y(x),y(z)),w —x)

= (ViDy(x,z),w —x).

Somando agora o mesmo termo no segundo membro da desigualdade (1.9),usando

(1.3) e a definicao de 0 dada acima, encontramos
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VZ( (w
j=1
v{y
+v

ph' (D) (y(x) —y(z),y(w) —y(z)) + y;(w) —y;(x))(y;(x) —y;(z))
= ph" (1){y(x) —y(z),y(w) —y(z)) + v{y(x) — y(z), y(w) —y(x))
= (26 — v)(y(x) —y(Z),y(W) —y(2)) + v{y(x) —y(z),y(w) —y(x))

= (20 —v); ||y y(w)||2 ~ [ly00) — YWl + lyz) — yGIIP) + Ve (y(z) -

)12 Hy w)||* — Hy(z) —y(X)HQ)
= 0(|ly(z) y(w H2 ly(x) —yW)II” + ly(2) =y () I*) — vl[y(z) —yx)|?
= 6(||y( —yw)|?> = ly(x) — )||2) + (0 =V)[ly(z) —y()|?
<O(fy(z) —yw)|* = [[y(x) —yw)|?)
=0 (]|(b— AZ) (b— AW)HQ— H (b—Ax) — (b—Aw)|?)
=0 ([[Aw — Az|]> — [Aw — Ax[]*) = 0 ([[w —z|]3 — [[w —x[[%).
Portanto, (ViDg(x,z),w —x) < 0([|lw —z[[3 — [lw —x|[3).

iv) Considere @ : S™ — R dada por ¢@(u) = (ATAu, 1), note que ¢ é continua,
portanto admite um minimo em ugy € S™, ja que S™ é compacta e pelo método dos

multiplicadores de Lagrange existe A tal que vale
Vo(ug) = AVT(u) (1.10)

onde f : R™ — R é o vinculo f(x) = [[x|[%. Assim, (1.10) diz que ATAuy = Aug
portanto

(ATAU, 1) > (ATAug, up) = (Aug, up) = A (1.11)

e ainda mais, A = Anin(ATA), pois se nao fosse, por (1.11), para qualquer outro

autovalor A, de ATA teriamos Ax > Amin(ATA). Portanto

X—2Z X—2Z
I — 23 = Ix =2 (ATA 7 > Amin(ATA)[x — 2.
Ix —zll /" lix =zl



Capitulo 2

Operadores

Apresentaremos neste capitulo as definicoes e 0s principais resultados sobre operadores os

quais podem ser encontrados em Rockafellar, [17] e [18].

2.1 Operadores

Definicao 4. Um operador ponto-conjunto T : R™ = R™ é um operador que associa a

cada ponto x € R™ a um conjunto (possivelmente vazio) T(x) C R™.
O dominio, a imagem e grdfico de T € definido como:
Definicao 5. Seja T : R™ = R™ um operador, entao:
(i) O dominio de T,D(T), € definido por D(T) :={x € R™: T(x) # 0};

(ii) A imagem de T,Im(T), € definido por
Im(T):={ueR":ueT(x), para algum x € R™};

(111) O grdfico de T,G(T), € definido por G(T) :={(x,y) € R™ x R™ :y € T(x)}.
Definigao 6. Um operador T : R™ = R™ € mondtono se
(u—v,x —y) =0, para todo x,y € D(T) e para todo uw € T(x), v € T(y).

Definicao 7. Um operador mondtono T € dito maximal se para qualquer outro operador

Ty tal que Ti(x) D T(x),Vx € R™, tem-se que T, =T, isto €,

(u—v,x—y) =20, WweT(y),yeD(T) =ueT(x).

14
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Definigao 8. Seja f: R™ — R uma funcao convera. Dizemos que y € R™ € um

subgradiente de f no ponto x € R™ se
f(z) > f(x) + (y,z—x), Vz € R".

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, € chamado o subdiferencial Cldssico

de f em x; € denotado por 0f(x). Isto é,
of(x) :={y e R™ | f(z) > f(x) + (y,z—x)}. (2.1)

Exemplo 4. Se f é uma funcdo convexa, propria e semicontinua inferiormente o
of : R™ = R™ € mondtono mazimal.

De fato, sejam x,y € R™, 0 € 0f(x) e w € 0f(y). Por (2.1)
0,y —x) < f(y) —f(x) (2.2)

(—w,y —x) < f(x) —f(y) (2.3)

Somando (2.2) e (2.3) obtemos
(0 —w,x—y) =>0.

E portanto, of é mondtono. A demonstracao sobre maximalidade de 0f pode ser

encontrada em Rockafellar, [17].

Exemplo 5. Seja f(x) = x| para todo x € R. Note que f é uma fun¢do convexa.
Encontremos o seu subdiferencial que € dado pela definicao por:
of(x) ={s e R;s(y—x) < lyl— x|, Vy € R} . Entao,
i) Se x > 0, tem-se que f € diferencidvel, portanto 0f(x) = {1}, que é o gradiente de f.
ii) Se x <0, f € diferencidvel, assim 0f(x) ={—1}, que é o gradiente de f.
iii) Se x = 0, tem-se f(x) =0, dai para todo y € R, obtemos [y| > sy entao, sey > 0,
s<1esey<O0, implica s> —1.
Portanto, of(x) = [—1,1].
Logo, por i),ii) e iii),

{1}, se x>0

of(x) =< [=1,1], se x=0 .
{—1}, se x<0
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Observagao 3. Um operator T € dito ponto-ponto de para cada x € D(T) o conjunto

T(x) € unitdrio.

Exemplo 6. Seja f: R™ — R uma fungdo conveza (estritamente convezxa) e diferencidvel.

Entao Vf:R™ — R™ é um operador ponto-ponto mondtono (estritamente mondtono).

Como o nosso principal objetivo neste trabalho € um relaxamento das propriedades de
monotocidade do operador, somos motivados a apresentar algumas definicoes sobre classes

de monotonicidade.

Definicao 9. Dado um operador T : R™ = R™. Sejam (x,u), (y,v) € G(T), entao T €
dito:

1- Quase-mondtono em D(T), quando (v,x —y) > 0 implica (u,x —y) = 0;

2- Fortemente mondtono em D(T), quando existir A > 0 tal que,
(w—v,x —y) = Al|x —yl|* dizemos também que T é fortemente mondtono com

modulo A;

3

Fracamente mondtono em D(T), quando existe L > 0 tal que,
(w—v,x —y) = —L||x —y||?, dizemos também que T € fracamente mondtono com

modulo L;

4- Pseudo-mondtono em D(T), quando (v,x —y) = 0 implica {(u,x —y) > 0,

u,x —x°
Coercivo, se D(T) ¢ limitado ou existir x° € X tal que | l‘i‘m % = 0.
X||—00

5

A definicao de operador pseudo-mondtono citada acima € no sentido de Karamardian,

[15], a qual € diferente da defini¢ao de operador pseudo-mondtono introduzida por Brézis

em [8].

Observagao 4. (u—v,x—y) > 0= (u,x —y) > (v,x —y), portanto
(v,x—y) > 0 = (u,x—y) = 0, isto €, monotonicidade implica em pseudo-monotonicidade,
e mais ainda, sem muita dificuldade, podemos observar o sequinte:

monotonicidade forte = monotonicidade = pseudo-monotonicidade = quase-monotonicidade.

Entretando a reciproca da afirmacdo acima ndao € veridica:
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1. T:[0,1] — [0,1] dado por T(x) = 1—x, € pseudo-mondtono mas nao é mondtono.
De fato para x,y € [0,1], (x—y)x—y)20=(1-y)-1-x))(x—-y)=>20=
(1-y)x—y) = (1—x)(x—y), entdo (1—x)(x—y) = 0 implica (1—y)(x—y) =0
e assim T € pseudo. Porém nao é verdade que (T(u) — T(v),x —y) > 0, jd que

(T=x)=(1-y)) (x—y) <0.

2. Agora T : [—1,0] — R sendo T(x) = —x € quase-mondtono, ji que —y(x —y) >
0=x—y >0= —x(x—y) >0, sendo que podemos ter x = 0. Mas T nao ¢
pseudo pois, quando —y(x —y) = 0 consideremos o caso em que x #y ey = 0,
implicando —x? > 0, T ainda é fracamente mondtono com mddulo —1, observe, por

Cauchy-Schwarz, (—x +y,x —y) = —|x —y/*.

Proposicao 3. Se T é um operador fracamente mondtono com maodulo L > 0, entao para

L > L dado, o operador T+ LI € um operador fortemente monoténo com mddulo L — L.
Demonstragao. Ver El Farouq, [12]. ]

Proposicao 4. Sejam T; : R™ = R™ e T, : R™ = R™ operadores mondtonos maximais,

tais que D(T) N D(T,) # 0. Entao T, + T, € mondtono mazximal.

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € R™, u € (T, + Ty)(x) e v € (Ty + T)(y), entao para cada
u € (T; + To)(x) existem uy; € Ti(x) e uy € Ty(x) tais que w = u; + Uy pelo mesmo

argumento exitem vy € Ti(y) e vy € To(y), com v =v; +v,. Como T; e T, sdo mondtonos

(W —vi,x—y)

VoWV

0
(Ug —vo,x—y) =0
com 1sso temos

<U—V,X—y> = <u1+u2—V1—V2,X—y> = <u1—V1,X—y>+<u2—V2,X—y> 20

e portanto T; + T, é mondétono. A demonstracao da maximalidade de T; + Ty pode

encontrada em Rockafellar, [17]. O

Proposigao 5. Sejam T, : R™ =% R™ fortemente mondtono e Ty : R™ == R™ mondtono,

tais que D(Ty) N D(Ty) # 0. Entdo T, + Ty € fortemente mondtono .

Demonstracao. Segue-se de imediato das definicoes de mondétono e fortemente mondétono.

]
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Definicao 10. Seja C convezo, fechado e nao vazio em R™. A func¢do dc : R™ — RU{+o0}

dada por

0 , sexeC
400,  caso contrdrio.

¢ dita funcao indicadora de C, onde dc € convexa, propria e semicontinua inferiormente.

Definicao 11. Seja C C R™ convezo, fechado e nao vazio. O operador N¢ : R™ = R™

definido assim

weR" (w,y—x) <0 VyeC}, sexeC
Nc(x) = (2.5)

0, caso contrdrio.

Parax € C, sejau € 08¢ (x) entdo devemos ter (u,y—x) < dc(y)—0c(x) =0 isto ¢,
06¢c(x) C Nc¢(x). reciprocamente se w € N¢(x), entdo (w,y —x) < 0 para todo y € C,
assim Nc(x) = 08¢ (x), e portanto N¢(x) € monoténo mazximal, ver Rockafellar, [17].

Além disso, D(N¢) = C, e Nc(x) =0 se, e somente se, x € intC.
Observagao 5. Se x* resolve o PDV(T, C) se, e somente se 0 € (T + Nc¢)(x*).

Proposigcao 6. Se T:R™ = R" for fortemente monoténo em C entao PDV(T; C) admite

uma unica soluc¢ao.
Demonstragao. Ver Corolario 3.2 em Harker, [14]. O

Exemplo 7. Seja f: R™ — R U{+o00} uma funcao fortemente convexa. Entdo

of : R™ — R™ ¢ um operador fortemente mondtono.

No que seque relebremos a definicao de subdiferencial de Clarke, uma nocdo bastante
usada na literatura, mais resultados e exemplos podem ser encontrados em [11].

Seja f : X € R™ = R U{+o0}, uma funcao localmente lipschitz, denotaremos por
f°(x,v) a deriwada direcional generalizada de f no ponto x na direcio de v, a qual serd

determinada por:
f tv) —f
f°(x,v) := limsup y+tv) —fly)

y—x t
t—0t

x € dom(f) como sendo:

. O subdiferencial de Clarke, 9<f, é definido para todo

0Cf(x) == {x* € R™; f°(x,Vv) > (x*,v),para todo v € R™}.

Quando f for de classe C', 9Cf = {Vf}, e se f € uma funcdo conveza diferencidvel entdo

o subdiferencial de clarke coincide com o subdiferencial classico em andlise funcional.
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Observacgao 6. Em geral, ndo € verdade que 0°f = —0C(—f), a menos que f seja local-

mente lipschitz. E nada impede que 0¢f = (.
Exemplo 8. Para f: R — R, dada por f(x) = v/x, temos 0°f(0) =R e 0¢(—f)(0) =0

De fato, como

°(0,v) lim su yrtvo vy lim su v
, = 1 =
y%Op t yaopt(\/y%—ty—k\/lj)
t—0+" t—0"

= limsup

v
R TE TR A

Logo, para qualquer x* real £°(0,Vv) = x*v, para todov € R, assim 9°f(0) =R. A mesma

linha de raciocinio justifica que < (—f)(0) = 0. Para melhor clareza na demonstragdo do

teorema que estd por vir, usaremos as sequintes notacoes:

[u,v] ={x € X/x =Au— (1 —A)v, para algum A € [0, 1]}.

Ju, v[= [u, vl \ {u, v}.

Ba([w,v]) ={x € X/|[Ix —yl| <A, para algum y € [u,Vv]}.

Lema 3. Sejaf: X C R™ — R uma funcao semicontinua inferiormente. Sejau,v,w € X,

com v € [u,w], f(v) > f(u) e A > 0. Entdo existe x € X e X* € 0°f(X) tal que
x € Ba(lu,v]) e X' ,w—X)

Teorema 1. Seja f : X C R™ — R U {400} uma fungao semicontinua inferiormente.

Entao:
1. f € quase-conveza se, e somente se, 0 € quase-mondtono;
2. f € pseudo-conveza, entio, 0f € pseudo-mondtono.

Demonstracao. 1. Se f nao fosse quase-convexa, existiria v €]Ju, w[ tal que
f(v) >max{f(u), f(w)}, seja A > 0 de modo que f(x) >max{f(u),f(v)} para todo

x € B(v). Pelo Lema 3 existe X € X e X* € 9¢f(xX) tal que
x € Ballu,v]) e X", w—X) (2.6)

Afirmamos que X, w] N Bx(v) # (). Isso é verdade se X estiver proximo de v, isto

é, (IIx —v|| < A), se nao, considere Px préximo de X € [u,V[, entdo escrevendo
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=tPx+ (1 —t)w, com 0 < t < 1 o ponto Z = tx + (1 — t)w pertence a
Ix,wl N Bx(v). Fixado z €]x,w] N Bx(v), por (2.6), para algum y € [z, w], temos

y—-% = Kuz+{1l-pw-x)
= (X uz-w) + & w—x)
(X", tu(x —w)) + (X", w —X)

= (1—tu){x",w—x)

assim existe A; > 0 tal que

<¥*7y _§> >0, v Yy € BAI([Z,W]) (27)

Desde que f(z) > f(w) ,aplicando o Lema 3 novamente, temos que existe § € X e

y* € 0°f(g) tal que
yeBa(zwl)e(y

J& que § € [z,w], temos (X*,§ —X) > 0 por (2.7), e daf 0“f ndo seria quase-
monoténo. Mostraremos que se f for quase-convexa entao d¢f serd quase-monoténo.
Sejau* € 0¢f(u) e v* € 0f(v) com (u*,v—u) > 0. A demonstracao acaba quando
vericarmos que f°(v,u —v) < 0 pois, isso implica (v*,v —u) > 0.

Entao fixe e >0 ey € (0,¢) tal que
(W ,y—u) >0 Yy e B,(v).

Agora considere y € B, (v) fixo. Como x* € 9¢f(u), temos
fo(u,y —u) > (u*,y —u) > 0 o que torna possivel encontrar ¢ € (0,& —v),
x € B./(u) et € (0,1) tal que f(x +t(y —x)) > f(x). Pela quase-covexidade de f,

temos f(x) < f(y) e portanto temos

fly +t(x —y)) < f(y) sempre que t € (0,1)

f tix—y))—f
dai f°(v,u—v) = limsup y+tx—y)) — fly) <0.
y—v t
t—0t
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2. A demonstracao pode ser encontrada em Hadijisavvas, [13].

]

Teorema 2. Fizado x € intC. Sejam T um operador ponto-ponto e fracamente mondtono
com modulo Ly > 0, VD um operador ponto-ponto fortemente mondotono com mddulo

. . iy : L N
Ly > 0 e wyx uma sequencia de nimeros reais positivos satisfazendo wy = w > —. FEntao
2

o operador

T(y) + wiViD(y,x), sex,y € intC
Fly) =

0, caso contrdrio.

¢ fortemente mondtono em C com constante [wly — L4].

Demonstracao. Da definicao de operador fracamente e fortemente monétono, segue que:

(T(y1) = T(y2),y1 —y2)

wi(ViD(y1,x) — ViD(yz, %), Y1 —y2)

(Fly1) = F(y2), y1 — y2)

Vot

—Lilly: — UZHQ + wls|ly; — y2|!2

[wLy — Lillly: — yal*.

e portanto, pelo item 2 da Definicao 9, F é um operador fortemente monétono com médulo

(ULQ — Ll. ]



Capitulo 3

Problema da Desigualdade

Variacional

Neste capitulo apresentaremos um algoritmo para resolver o problema da desigualdade
variacional associado a um operador quase-mondtono e a um conjunto convexo, fechado
e nao vazio. Mostraremos sua boa defini¢ao e que o ponto limite da sequéncia gerada por

esse algoritmo é uma solug¢ao do PDV(T; C).

3.1 Algoritmo

Sejam T : R™ = R™ um operador ponto-conjunto e C' um conjunto nao vazio, convexro
e fechado de R™. Neste trabalho consideremos o Problema da Desigualdade Variacional

associado a T e C, PDV(T;C), definido por:

obter x* € C tal que exista u* € T(x*), com
PDV(T;C) = (3.1)
(W, x —x*) > 0,vx € C
O congjunto solu¢ao do PDV(T;C) serd denotado por SOL(T;C). De agora em diante,
vamos considerar as sequintes hipoteses:
(H1) D(T) NnintC # 0.

(H2) SOL(T;C) # 0.

Observacgao 7. O interior ao qual nos referimos acima € o interior topolégico.

22
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Considere D uma fungdo tipo-distancia. O algoritmo para resolver (3.1) é definido da

sequinte maneira:

ALGORITMO

Inicializacao. Escolha um x° € intC. k:=0

Passo 1. Determine a iteragio x**1 € intC e uf! € T(x*1) tal que

w4+ W ViD(x*L xR) =0, (3.2)
onde Wy € uma sequéncia de numeros reais positivos limitada superiormente.

Passo 2. Se x**!' =x¥, pare. Caso contrdrio.

Passo 3 Faca k:=k+ 1 e retorne ao passo 1.

Observacgao 8. Se ocorrer x**1 = x¥, para algum X, concluiremos da propriedade da
Dy, que V1D, (x*™ x*) = 0. Da7, 0 = u* € T(x*™), consequentemente x**1 resolve

o PDV(T:C).

3.2 Boa Definicao

Mostraremos sob algumas hipdteses adicionais ao operator T, a boa definicdo do nosso
algoritmo. O teorema a sequir garante a boa definicio da sequéncia {x*} gerada pelo

algoritmo.
Teorema 3. Em cada um dos casos abaizo, (3.2) tem uma tunica solucao:

(a) T é um operador ponto-ponto, continuo e fracamente mondtono com mddulo L > 0

e {wi} uma sequéncia como no Teorema 2;

(b) T = 0%f, fracamente mondtono com mddulo L > 0, f uma funcdo semicontinua

inferiormente e {wy} uma sequéncia como no Teorema 2.

Demonstragao. (a) Pelo Teorema 2, o operador F = T+ w VD é ponto-ponto, continuo e
fortemente mondétono em todo o intC. Portanto pela Proposicao 6, a equacao (3.2) tem
uma unica solugao.

(b) Por (H1), D(T)NintC # 0 e pelo item (ii) do Lema 2, VD é fortemente mondtono.
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Por outro lado, T + BxViD, = 0°(f + BxDy) é o subdiferencial de clarke de uma
funcao propria, semicontinua inferior e fortemente convexa. Neste caso, o subdiferencial
de Clarke coincide com o subdiferencial classico (ver [11]). Logo, T+« V1D é um operador

fortemente mondtono e maximal, assim existe uma tnica solugao para (3.2). O

Em sequinda introduziremos a no¢ao de Fejér convergéncia de uma sequéncia. Fsse
conceito serd de grande importancia para a andlise de convergéncia do nosso algoritmo

que estd por vir.

Definigao 12. Uma sequéncia {x*} C R™ € dita Fejér convergente para uma conjunto
nao vazio U C R™ com respeito a uma funcao tipo distancia d(-,-), se para cada uw € U
acontecer:

du, x*™) <d(u,x*) , Vv keN (3.3)

Proposicao 7. Se {x*} C R™ € Fejér convergente para uma conjunto ndao vazio U C R™

com respeito a uma funcdo tipo distancia d(-,-), entdo:
1. {x¥} ¢ limitada;

2. Se um ponto de acumulagdo x, da sequéncia {x*} pertence a U, entdo

limy e X5 = x.
Demonstracao.

1. Por (3.3), d{u,x*") < d(u,x*) < d(u,x*1) <... <d(u,x?), isto é, a sequéncia

{x*} estd contida na bola Blu, d(u,x")], e portanto ela é limitada.

2. Agora considere {x*'} uma subsequénica de {x*} tal que limn_,o X = x. Desde que
x € U, novamente por (3.3) a sequéncia {d(x, x*)} é decrescente e nao negativa, e no
mais esta possui uma subsequénica d(x,x%) — 0, entdo a sequéncia toda converge

a zero, isto é, limy, . d(x,x*) = 0, implicando lim,,_, x* = x.

3.3 Analise de Convergéncia

Provaremos para cada uma das tipos-distancias a convergéncia do método. Vamos supor

doravante que para todo k, (3.2) tem solugcdo e x*T' # x*. De inicio provaremos a
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andlise de convergéncia para T, um operador pseudomonotono. Depois sob certa hipotese
adcional mostraremos a andlise de convergéncia quando T for quase-mondtono. Vamos
também supor:

(H3) T € um operador localmente limitado e G(T) € fechado.

Observacao 9. Se T € um operador mondtono maximal, entao (H3) € vdlida.

3.3.1 Anadlise de Convergéncia Via Distancia de Bregman

Nosso objetivo se reduz a averiquagao da convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo

sequndo a distancia de Bregman. Entao do Passo 1, do nosso algoritmo , temos:

w4 w0 VDR (XK x5) =0, (3.4)

onde Dy, representa a distancia de Bregman.

Teorema 4. Seja T um operador pseudomondtono e assuma que (3.4) seja soluvel. Supondo

(H1) — (H3), entdo a sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo converge d um ponto de

SOL(T; C).

Demonstragao. Sejax € SOL(T; C), entao (u,x—x) > 0, para todox € Ceparau € T(X),
em particular (i, x* —X) > 0. Usando a pseudomonotonicidade de T, (u*, x* —x) > 0,

com u* € T(x¥) assim, por (3.4) e pela Proposicao 1, temos

0< (U x—%) = wi 1(—=ViDp(x* x* 1), x* —%)
= wi_(Vh(x*) = Vh(x*),x* —%)

= W1 (Dh(§7 inl) - Dh(i7 Xk) - Dh(x'kvxkil)) .

Portanto,

D (X, x*) < Dp(X,x* ) — Dp(x*,x* 1) < Dp(x,x*1).

Logo {x*} é Fejér convergente ao conjunto SOL(T; C) com respeito a distancia Dy(X, ),
assim {x*} é limitada, entdo esta possui uma subsequénca convergente, digamos x* — x*.
Sendo T localmente limitado, {u®} também ¢é limitada, portanto existe uma subsequénica
{uMi} de {uM} convergindo para u*, sem perda de generalidade, vamos redefinir {u"i}

por {ud} . Desde que G(T) é fechado u* € T(x*), novamente podemos assumir que
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ud — u* € T(x*). Agora veja que, para cada j € N

<uki,x—xk5> = wkj71<_V1Dh(Xk]"ij—1)’X_ij>
= wqu <Vh(xkj71) - Vh(ij ), X — in>
> —wi, [IVR(9) — Vh(9)][x — x5

como _1i_>m Ix* — x®-1|| = 0, por (B8) da definicdo 1, li_)m IVh(x"—1) — Vh(xM)|| = 0,
assimJ ) o
jli_}r&(uki,x—xki) >0, WxeCubeTxh).
Logo
(W 5 x —x*) >0, VxeCu*eT(x").

Dessa forma x* € SOL(T; C), e pela Proposicao 7, {x*} converge para x*.

[]

Para o caso em que T quase-mondtono, vamos considerar o sequinte subconjunto de

SOL(T; C).

S(T;C) :={x* € SOL(T; C); J u* #0,u* € T(x*)}.

Observacao 10. Se a solucio do PDV(T; C) for um ponto do interior de C, entdo o
problema da desigualdade variacional se reduz a encontrar os zeros do operador T, o que

¢ um caso irrestrito. O interessante aqui € considerar o caso em que S(T;C) # 0, isto €,

SOL(T;C) N aC # 0.

Motivados pela ultima observacao assumiremos:

(H4) S(T;C) # 0.

Agora considere o cone normal de C' em x*
Nc(x*) :={s e R™; (s, x —x*) < 0,Vx € C }
Lema 4. Suponha (H4). Se x* € S(T;C) e w € intC, entao vale que (u*,w —x*) > 0.

Demonstragao. Seja x* € S(T : C), entao existe u* # 0 em T(x*) tal que (u*,x —x*) >0

Vx € C. Portanto
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1) —u* € N¢(x*), e em particular;
2) (u*,w—x*) >0, para todo w € intC.

Suponha que para algum w € intC, ocorra (u*,w —x*) = 0. Desde que w € intC,

existe uma bola de centro w e raio v > 0, B(w,r) C intC. Como u* # 0, existe

e > 0(e < rfju*|]), de modo que X = w u® € B(w,r). Portanto encontramos um

IILE*II2
x € C tal que (—u*,x —x*) = (—u*,w— Wu* — X =(—uw'w—x")+e=¢>0. O
que é uma contradigao pois por 1), —u* € N¢(x*). n

O teorema a sequir nos diz que a sequéncia {x} converge para uma solucio do PDV(T;C).

Denotaremos agora os pontos de acumulacdo da sequéncia {x*} por Acc(x¥).

Teorema 5. Considere T um operador quase-monoténo tal que (3.2) tenha solugcao. Se

(H1) — (H4) forem wverdadeiras, entdo:
1) Acc(x¥) € nao vazio e todo ponto de Acc(x*) € solugio do PDV(T;C);
2) Se Acc(x*) N S(T;C) # 0 entdo {x*} converge para um ponto de SOL(T;C).

Demonstragdo. (1) Dado x € S(T; C), pelo Lema 4, existe u € T(x) com (u,x* —x) > 0,
para todo k € N, desde que T é quase monoténo temos (u*,x* —x) > 0 para todo
k € Neuk € T(x*). Similarmente ao Teorema 4, a sequéncia {x*} é Féjer convergente ao
conjunto S(T; C), portanto esta é limitada e como consequéncia admite uma subsequénica
convergente, dai Acc(x*) # (. E também pelo Teorema 4, todo ponto de Acc(x¥) é
solucao do PDV(T;C).

(2) Dado x* € Acc(x*) N S(T; C) pela Proposigao 7, {x*} converge para x*.

3.3.2 Analise de Convergéncia Via Distancia ¢-divergente

Nosso objetivo se reduz a averiguagao da convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo

sequndo a distancia G-divergéncia. Entao do Passo 1, do nosso algoritmo , temos:
W+ VD (x, x4 =0, (3.5)

onde D, € distancia @-divergente.
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Vamos considerar a sequinte hipotese:
(H5) existe y* € SOL(T; C) de forma que para todo ¢ > 0 e para todo conjunto limitado
K C SOL(T; C)¢ NintC, tem-se

inf {(v,y —y*);y e K,veT(y)} > 0.

onde SOL(T;C), ={s € C;3 y € SOL(T;C) com |ls—yll < ¢} e SOL(T; C)¢ denota o seu

complementar.

Os lemas sequintes serao de grande importancia para a nossa proxrima andlise de

CONvergencia.

Lema 5. Seja {x*} € intC. Se para um ponto de acumulacdo = de {x*} a sequéncia

{Do(x,x¥)} converge, entio a sequéncia {x*} converge para z, onde D, € dada em (1.3).
Demonstragao. Ver Lema 2.2 de [3]. O
O proxzimo lema tira proveito da pseudo-mondtonicidade do operador T.

Lema 6. Seja A uma matriz de posto mdzimo, suponha (H4) e T um operador pseudo-

mondtono. Entao
i) A sequéncia {x*} é limitada;

ii) Se for adicionado (H5) entdo a sequéncia {x*} converge para uma solugdo de

SOL(T; C).

k+1) de forma que

Demonstragdo. i) Seja uk+t € T(x
U+ w0 VD (x4, x5 =0 (3.6)

Seja x* € SOL(T; C) com u* € T(x*), assim, (u*,x*" —x*) > 0, sendo T pseudo-

monotono temos,
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entao por (3.6), (1.4) e pelo Lema 2, temos

0< <uk“,xk“ —X*> — <—kayD(p(xk,ka),xk“ —X*>

m vk
= <(,Uk Z ay (1 — —ff(l)(:]i—b—)l)) 7Xk+1 — X_*)
i=1 v

m (K
= Wy Z(ai,xkﬂ — X*> <]. - %)

i=1
< wi(Dy (x*,x5) = Dy (x*, x5 1)

desde que cada termo wy é positivo temos D, (x*,x*) — D, (x*,x*™1) > 0, o que
implica que a sequéncia {x*} é Fejér convergente com respeito a distancia D, (x*, -)
e portanto {x*} é limitada.

ii) Basta mostrar que Acc(x*) N SOL(T; C) # 0, pelo Teorema 4, a sequéncia {x*}
converge para um ponto de Acc(x*) N SOL(T; C). Suponha por absurdo que possa
ocorrer Acc(x*)NSOL(T; C) = ), entdo existe € > 0 tal que Acc(x*) € SOL(T: C)¢,
e pelo item acima V x* € SOL(T; C),

1

D(p(X*,Xk) o D(p(x*,karl) 2 w_<uk+17xk+1 —X*> 2 0.
k

desde que {D, (x*,x*) — D, (x*,x*"1)} converge a zero, o que é uma contradigao de
(H5), assim Acc(x*) N SOL(T; C) # 0.
]

Teorema 6. Seja T um operador pseudomondtono e assuma que (3.7) seja soluvel. Supondo

(H1) — (H5), entdo a sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo converge a um ponto de

SOL(T; C).
Demonstra¢ao. Segue direto do Lema 6. O]

Teorema 7. Considere T um operador quase-monoténo tal que (3.7) tenha solugcao. Se

(H1) — (H4) for verdade entao:
1) Acc(x*) € nao vazio e todo ponto de Acc(x*) € solugio do PDV(T;C);
2) Se Acc(x*) N S(T;C) # 0 entdao {x*} converge para um ponto de SOL(T;C).

Demonstra¢ao. Analoga ao Teorema 5. O
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3.3.3 Analise de Convergéncia Via Distancia Log-Quadratica

Nosso objetivo se reduz a averiguagao da convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo

sequndo a distancia Log-Quadrdtica. Entdo do Passo 1, do nosso algoritmo , temos:
w4+ VD, (XK xR =0, (3.7)
onde D, € distancia Log-Quadrdtica.

Teorema 8. Seja T um operador pseudomondtono. Supondo (H1) — (H3), entdo a

sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo converge d um ponto de SOL(T;C).

Demonstragao. Seja x € SOL(T;C) e uw € T(X), tal que (w,x —X) > 0, Vx € C. Em
particular (,x* —X) > 0 e por T ser pseudomonétono (U, x* —x) > 0, desde que

uk € T(x*). Por (3.7) e pelo item iii) do Lema 2, temos
0 < (U, x* —%) = i1 (V1D (x*,x* ), x —x*) <Bwi—y (I — xR — Ik —xM[%) .

onde 0 é dado em (1.3) e desde que wy e O sdo estritamente positivos, ganhamos a Fejér
convergéncia da sequéncia {x*} ao conjunto SOL(T; C), assim pela Proposicao 7, {x*} é
limitada.
Seja x* um ponto de acumulacao para {x*} e uma subsequénica {x¥} de {x*} com x* — x*,
de modo que u® € T(xM). Por T ser localmente limitado {u®} também é limitada,
portanto existe uma {ui} de {ud} convergindo para u*. Mas u* € T(x*) pois G(T) é
fechado, sem perda de generalidade podemos assumir que u% — u* € T(x*). Fazendo a
adaptagao para operadores da proposigao 42 de [9], obtemos

lim (UM, x —xM) >0, Vvxe€ C,ub € T(xh)

j—o0
logo

(U, x—x*) >0, VxeCu*eT(x")

implicando que x* € SOL(T; C), novamente pela Proposicao 7, {x*} converge para x*. [

Teorema 9. Considere T um operador quase-monoténo. Se (H1) — (H4) for verdade

entao:
1) Acc(x®) € ndo vazio e todo ponto de Acc(x*) € solu¢io do PDV(T;C);

2) Se Acc(x*) NS(T;C) # 0 entdo {x*} converge para um ponto de SOL(T;C).
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Demonstragdo. (1) Dado x € S(T; C), pelo Lema 4, existe uw € T(x) com (u,x* —x) > 0,
para todo k € N, sendo T quase-monoténo temos (u*,x* —x) > 0 para todo k € N e
uk € T(x*). Aos passos do Teorema 4, temos que a sequéncia {x*} é Fejér convergente em
S(T; C) com respeito a norma || - ||, portanto esta é limitada e como consequéncia admite
uma subsequénica convergente, dai Acc(x*) # 0. E também pelo Teorema 4 todo ponto
de Acc(x*) é solucao do PDV(T;C).

(2) Dado x* € Acc(x*) N S(T; C) pela proposicao 7, {x*} converge para x*. H



Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho apresentamos um algoritmo, com objetivo de resolver o problema da de-
sigualdade variational aasociado a um operador quase-monotono T e C um conjunto con-
vexo, fechado e nao vazio C, demominado de PDV(T;C). Mostramos sua andlise de
convergéncia para cada uma das funcgoes tipo-distancia: Bregman, @-divergente e log-
quadrdtica. Sob as hipoteses de que operador T € ponto-ponto, continuo e fracamente
mondtono ou T € o subdiferencial de uma funcao semicontinua inferiormente e fraca-
mente monotono garantimos a boa definicao do algoritmo. Supondo a boa defini¢ao do
algoritmo e sob a hipdtese adicinal razodvel, (H4) obtevemos a convergéncia da sequéncia

a um ponto solucdo do PDV(T; C) quando T é um operador quase-mondtono.

32
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