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Resumo

No estudo de existéncia de solugao para Problemas de Equilibrio (PE), as hipdteses mais
utilizadas sao: a convexidade do dominio, a convexidade generalizada e a monotonicidade
da funcao juntamente com alguma condicao de continuidade fraca. Neste trabalho, apre-
sentamos uma extensao dos conceitos de ponto critico no sentido de Clarke e da Condicao
de Palais-Smale para fungoes de Equilibrio. Usando essa abordagem, mostraremos a
existéncia de solugao para o (PE), primeiramente, assumindo que a fungao tem um ponto
critico no sentido de Clarke e, em segundo lugar, sob uma condigao do tipo Palais-Smale

para os casos monotono e nao-mondtono.

Palavra chave: Problema de Equilibrio; Pontos Criticos; Condicao de Palais-Smale.



Abstract

In the study of existence of solution for Equilibrium Problems (EP), the most widely used
assumptions are: the convexity of the domain, the generalized convexity and monotonicity
of the function along with some weak continuity condition. In this work, we present
an extension of the concepts of critical point in the Clarke sense and the Palais-Smale
condition for equilibrium functions. Using this approach, we show the existence of solution
to (EP), first, by assuming that the function has a critical point in the Clarke sense and,
secondly, under a Palais-Smale type condition for the monotone case and non monotone

case.
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Introducao

Seja X um espaco normado real. K C X um conjunto convexo nao vazio, D C X um
aberto contendo K e

$:KxD—R

uma bifuncao satisfazendo:

d(x,x) =0 VxeK.

Conseideremos o seguinte problema de equilibrio:

(PE)  Encontrar X € K tal que ¢(x,y) >0V y € K.

Procuraremos solugao para problemas de equilibrio via condicao de Palais-Smale, abor-
dando de duas formas, o caso mondtono e o caso nao monotono. Estudaremos ainda
solugao para o problema de equilibrio usando apenas a existéncia de pontos criticos e
algumas hipdteses de convexidade sobre o dominio e sobre a funcao ¢, que a partir de
agora sera nossa bifuncao de equilibrio em todo o trabalho.

Este texto foi baseado em Chadli, Chbani e Riachi, [2], com ajuda de Blum e Oettli,
[1], e com uso das outras referéncias faremos a demonstragao dos fatos mais importantes

relacionados ao trabalho.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definigoes e resultados bésicos que serao utilizados nos

capitulos posteriores.

1.1 Nocgoes Topolégicas

Apresentaremos a seguir algumas definicoes e resultados importantes de topologia em um

espaco de Banach.

Definig¢ao 1.1.1. Um espaco métrico é um par (X,d) , onde X é um conjunto e d é uma
métrica em X (ou funcdo distancia em X), que é, uma funcdao definida de X x X tal que

para todo x,y,z € X temos:

(M1)  d assume valores reais, finitos e nao negativos.

(M2) d(x,y) =0 se, e somente se x =Y.

(M3) d(x,y)=d(y,x) (Simétrica).

(M4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (Desigualdade triangular).

Exemplo 1. A reta real R.

O conjunto de todos os numeros reais, munido com a métrica usual definida por:
d(x,y) = x —yl

€ um espaco métrico.
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Exemplo 2. O espaco euclidiano R™.

O conjunto obtido por todas n-uplas de nimeros reais, escrevendo:

X = (Xla "'aXTL)7 Yy = (yla "'7yn)

munido com a métrica FEuclidiana definida por:

dlx,y) = v (x1 —y1)2 + .+ (xn — Yn)?
€ um espago métrico.

Exemplo 3. O espaco das fung¢oes Cla,b].
O congunto de todas as funcoes a wvalores reais , que dependem de t e sdo definidas e

continuas no intervalo | = [a,b]. Com a métrica definida por:

d(x,y) = max |x(t) —y(t)|

te]

€ um espago métrico.
Definicao 1.1.2. Sex € X e r > 0 sdo fivos entao definimos
B(x;r) ={y € X:d(x,y) <1}

Blx;7l ={y € X:d(x,y) <7}

B(x;r1) e Blx;7] sdo chamados respectivamente de bola aberta e bola fechada, com centro

emxX e ratoT.

Definig¢ao 1.1.3. Seja (X, d) um espaco métrico, um conjunto G C X € aberto, se para

cada x em G existe um € > 0 tal que B(x;€) C G.
Exemplo 4. O vazio e o proprio conjunto X sao conjuntos abertos.
Exemplo 5. A bola aberta definida acima € um conjunto aberto.

Proposigao 1.1.1. Seja (X, d) um espago métrico; entao:
(a) Os conjuntos X e & sao abertos;

n
(b) Se Gy, ..., Gn, sdo conjuntos abertos em X entdo ﬂGk também ¢é;

k=1
(c) Se{Gj :j €]} € uma colecdo de abertos em X, | uma indexacdo qualquer de conjuntos,

entio G = U{Gj :j € ]} também € aberto.
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Demonstracao. A demonstracao pode ser encontrada em [4].

O
Definicao 1.1.4. Um conjunto F C X € fechado se seu complementar, X —F, é aberto.
Exemplo 6. A bola fechada definida acima € um conjunto fechado.

Proposigao 1.1.2. Seja (X, d) um espago métrico; entao:
(a) Os conjuntos X e & sao fechados;

n
(b) Se Fy,...,Fn sao conjuntos fechados em X entao UFk também é;
k=1
(c) Se{F;:j € J} € uma colecao de fechados em X, | uma indexzagdo qualquer de conjuntos,

entio G = N{F; :j € J} também ¢ fechado.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [4].

]

Definigao 1.1.5. Seja (X, d) um espago métrico. Se A € um subconjunto de X, defini-se

o diametro de A como sendo sup{d(x,y)lx,y € A} caso A # & e 0 caso contrario.

Definicao 1.1.6. Seja A um subconjunto de X.

(1) O interior de A, intA, € o conjunto |J{G: com G aberto e G C A}.
(2) O fecho de A, A , é o conjunto (\{F: com F fechado e F > A}.

(3) A fronteira de A ¢ denotada por A ¢ definida por 9A = AN (X —A) .
(4) Um subconjunto A de um espago métrico (X, d) é denso se A = X.

Proposigao 1.1.3. Seja A subconjunto de um espaco métrico (X, d). Entao:
(a) A € aberto se , e somente se, A = intA;

(b) A ¢ fechado se, e somente se, A = A;

(c) xo € INtA se, e somente se, existe € > 0, tal que B(xg; €) C A;

(d) xo € A se, e somente se, para todo € > 0, B(xp;€) N A # @.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [4 |.

]

Definicao 1.1.7. Um conjunto K de um espagco métrico X é compacto se para toda coleg¢ao

G de abertos de X com a propriedade

KclJic:ceay,
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existir um numero finitos de conjuntos Gy, ..., G, em G tal que K C G1UGU...UG,,. FEsta
colecao de conjuntos € chamada de cobertura do conjunto K; se os membros da cobertura

sao conjuntos abertos entao chamamos de cobertura aberta.

Definicao 1.1.8. Uma sequéncia (xn) em um espaco métrico (X,d) € uma funcao x :
N — X que associa cada natural n um elemento x,, € X. Ela € dita convergente se existe
um xg € X tal que

lim d(xn,%o) = 0.
n—,oo

Xg € chamado de limite de X e nos escrevemos

lim x,, = %xg
n—o00

ou stmplismente,

Xn — Xopo-

Se (xn) nao € convergente , a chamamos de divergente.

Lema 1.1.1. Seja (X, d) um espaco métrico, entao:
(a) Uma sequéncia convergente em X € limitada e seu limite € unico.

(b) Se xn = x eyn =y em X, entdo d(xn,yn) — d(x,y).

Demonstracao. A demonstracao pode ser encontrada em [6 |.

O

Definicao 1.1.9. Uma sequéncia (x,,) em um espaco métrico (X, d) € dita de Cauchy se

para todo € > 0 existe um N = N(e€) tal que
d(xm,xn) < € para todo m,n > N.

O espaco X € dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X for convergente, isto €,

tem um limite e ele pertence a X.

Observacgao 1.1.1. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico é uma Sequéncia

de Cauchy.

Exemplo 7. O espaco Q com a métrica induzida da reta real nao é completo.

n
De fato, basta olhar para a sequéncia x,, = Z il pois sabemos que ela é de Cauchy

k=0
eque limx, =e¢ Q.
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Exemplo 8. O conjunto dos nimeros reais € completo.

Lema 1.1.2. Seja (X, d) um espaco métrico completo e F,n € IN, uma sucessao decres-

cente de subconjuntos fechados nao vazios cujos diametros tendem a zero, isto €
F. D Fhy1 € diamF, — 0,

entao existe um unico ponto x € X tal que

[(Fn =
k=1

Demonstracao. Para cada n € IN, escolhemos um ponto x, € F,. Demonstraremos
que (xn) é uma sequéncia de Cauchy em X. Com efeito, dado € > 0, existe Ny € IN
suficientemente grande , tal que diamFy, < €.

Sen > Ngem > Ny, como F, C Fyn, € Fin C Fn, segue que x, € Fn, € Xm € Fn,,
portanto

d(xn,xm) < diamFy, < €.

Logo (xn) é uma sequéncia de Cauchy em X e como X é completo, existe x € X tal que
Xn — X.
Dado qualquer F,, , ele contém todos os termos da sequéncia, exceto um nimero finito

deles, e F,, é fechado, assim temos

o0
x € F,Vn € N, portanto x € ﬂFn.
k=1

Vejamos que x é o Unico ponto da interseccao de todos os F,,. Com efeito, se existe

outro ponto y € X, tal que
y 6 mFTLa
k=1
entdo x e y pertencem a todos os F,, portanto d(x,y) < diamF,vn € IN. Como

diamF, — 0 segue que d(x,y) =0, logo x =y.
]

Definicao 1.1.10. Uma subsequéncia de (xv), (xn,), € a restri¢io desta fungdo ao sub-

congunto infinito de IN

N':{n1<n2<<nj<}C]N
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Definigao 1.1.11. Diz-se que a € aderente a X , quando existe (x,) C X tal que x, — a.

Nos capitulos posteriores trabalharemos com funcgoes definidas em espacos de Banhach
assumindo valores reais, para isso faremos um breve estudo sobre sequéncia de niimeros

reais.

Definigao 1.1.12. Sejam (x,,) C R uma sequéncia limitada,e A o conjunto dos valores
de aderéncia, definimos:

(a) liminf x,, = inf A.

(b) limsup x, = sup A.

Definicao 1.1.13. Dizemos que f: X+——= Y € continua se para toda sequéncia X, — X

tivermos f(xn) — f(x).

Definigao 1.1.14. Uma norma em um espago vetorial (real ou complexo) X é uma
aplicacao de X a valores reais, onde para cada x € X denotamos por ||x|| a norma de

X e a aplicagao satisfaz as segintes propriedades:
N1 Ix[l = 0;
N2 |x|| =0 <= x=0;
N3 o] = ledllxll;
N, x4yl < I+ Tyl (Desigualdade Triangular).

Onde x ey sao vetores quaisquer de X e o« um escalar qualquer.

Definicao 1.1.15. Um espaco vetorial normado X é um espaco vetorial com uma norma

definida. Um espacgo de Banach é um espago normado completo.

Definicao 1.1.16. Dizemos que f: X — R ¢é sublinear quando:
i)f(ax) = af(x), Vo€ Ry (Homogénea Positiva)
W)f(x +y) < f(x) +fly), Vx,y e X (Subaditiva)

1.2 Nogoes de Convexidade

Apresentaremos agora alguns resultados de anélise convexa .
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Definicao 1.2.1. Um conjunto D C X é chamado convexo se , para quaisquer x,y € D
e o € [0, 1], tem-se:

ax+(1—a)y €D

O ponto ax + (1 — a)y, se chama combina¢io convera de x ey (com parametro «).

Definigao 1.2.2. O fecho convexo de um conjunto D C X , co(D), € o menor conjunto
convexo em X que contém D, isto €, € a intersecao de todos os conjuntos converos em X

que contém D.

Definicao 1.2.3. Se D C X € convexo, diz-se que f: D C X — R € convera em D

quando, para quaisquer X,y € D e « € [0, 1], tem-se:
flax + (1 —o)y) < af(x) + (1 — o) f(y)

A funcao f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima € estrita para todos

x#y exe (0,1).

s

Definigao 1.2.4. Seja D C X um conjunto convexo. Dizemos que f: D C X — R ¢

quaseconveza em D se, e somente se,
flox + (1 — a)y) < max{f(x), f(y)}
Vx,y €D,V ael0,1].
Definicao 1.2.5. Dizemos que f € concava se, e somente se, —f € conveza.

Faremos agora um breve estudo de convexida em R™ que serd necessaria como funda-

mentacao tedrica futuramente.

Defini¢ao 1.2.6. Um hiperplano do R™ é um conjunto da forma H = {x € R™|(a,x) = c},

ondea € R™ ec e R.

Definicao 1.2.7. Sejam Dy e Dy conjuntos nao vazios em R™ dizemos que o hiperplano

H(a,c) separa os conjuntos Dy e Dy se
(a,x") <c < {a,x?) W' €Dy, ¥x? € D,.

Dizemos que H(a,c) separa estritamente Dy e Dy quando as desigualdades acima sdo

estritas.
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Figura 1.1: Conjuntos separaveis

A nocao de separacao de conjuntos é muito importante. No sentido geométrico, se-
paragao significa que um dos conjuntos fica de um lado do hiperplano e o outro do outro

lado, conforme a Figura 1.1.
Os conjuntos D; e D4 sao separaveis e os conjuntos C; e Cy sao estritamente separaveis.
Como podemos observar fazendo os desenhos , a possibilidade de separar dois conjuntos

dados estd ligado ao fato da intersecao deles ser vazia ou nao e a convexidade deles observe

as Figuras 1.1 e 1.2.

C® 0>

@

Figura 1.2: Conjuntos nao separaveis

Os conjuntos D; e Dy da Figura 1.2 nao sao separaveis. Enunciaremos um teorema

que garante a existéncia de um hiperplano separando dois conjuntos.

Teorema 1.2.1. (Teorema de Separacgao)

Sejam Dy C R™ e Dy C R™ conjuntos convexos nao vazios e dijuntos. FEntao existe

a € R™ —{0} tais que
(a,x") <c < {a,x?) Wx' € Dy, Vx* € D,.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [5 |.
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1.3 Semicontinuidade de Funcoes

Apresentaremos aqui um estudo sobre semicontinuidade, que enfraquece o conceito de

continuidade.

Definicao 1.3.1. Dizemos que a funcao f: X — R € semicontinua inferiormente, sci,

no ponto x quando, para toda sequéncia (xn) C X tal que limx,, = x, tem-se
liminf f(x,) > f(x).

Analogamente, dizemos que f € semicontinua superiormente, scs, no ponto x quando, para

toda sequéncia (xn,) C X tal que limx,, = x, tem-se
lim sup f(x,) < f(x).

Dizemos que f € sci em X se 0 é em cada ponto de X. Da mesma forma, f € scs em X se

o € em cada ponto de X.
Observamos que uma funcao f é sci em X se, e somente se, —f é scs em X.

Proposicao 1.3.1. Sejam D C X, f: D — R e a € D. Entao f € continua em a se, e
somente se, T € sci e scs em a. Particularmente, f € continua em D se, e somente se, f

€ scit e scs em D.

Demonstracao. Suponha f continua em a € D. Considere a seqiiéncia (x,,) € D tal que

limx, = a. Pela definicao de continuidade tem-se
liminf f(x,,) = limsup f(x,,) = Umf(x,) = f(a).

Em particular, liminf f(x,,) > f(a) e limsup f(x,,) < f(a) , mostrando que f é sci e scs
em a, respectivamente.

Agora se f é sci e scs em q, seja (xn) C D tal que limx,, = a. Entao
lim sup f(x,) = liminf f(x,) > f(a) > limsup f(xn).

Portanto lim sup f(x,,) = liminf f(x,) = f(a), isto é, limf(x,,) = f(a), o que por definicao
mostra que f continua em a.

]

Proposicao 1.3.2. Se f;g: D C X — R sao fungoes sci e « > 0 entao f+ g e of

também sao sci.



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 11

Demonstracao. Seja (x,) C D tal que limx,, = x € D. Entao pela semicontinuidade
inferior de f e g

liminf f(x,,) > f(x) e liminf g(x,) > g(x):

Como liminf(f + g)(xn) = lim f(x,) 4+ lim g(x,,) e usando as desigualdades acima temos
liminf(f + g)(xn) = f(x) + g(x).

Portanto f 4 g é sci.

Quanto a «f temos
lim inf(of(xn)) > oliminf f(x,) > af(x)

pois & > 0. Logo «af também é sci.



Capitulo 2

Nocao de Pontos Criticos para

Problemas de Equilibrio

2.1 A Derivada de Clarke

Definicao 2.1.1. Uma bifuncao ¢ € dita localmente Lipschitz com respeito a sequnda

varidvel se V' y € K ewistir Ly > 0 e uma vizinhanga Uy C D dey tal que

[b(x,y") — dlx,y") < Lyly" —y”ll
para todos y',y"” € Uy ex € KNU,.

A familia de bifungoes ¢ : K x D — R com a propriedade acima é denotada por
Liploc(K)-

Exemplo 9. Seja & uma bifuncdao definida por:

Cl)(XaU) - <T(X)7U _X>

onde T é um operador nao linear. A definicio acima € satisfeita desde que T seja local-

mente limitado.

Definicao 2.1.2. Seja ¢ € Lipioc(K). Para todo x € K e h € X, a derivada generalizada

tipo Clarke de ¢ no ponto (x,x) com respeito a sequnda varidvel na dire¢io h € definida

por:
¢°(x,x)(h) = limsup $(u,v+th) — (u,v)
’ t—0" t
(u,v)—(x,x)
veK

12
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No proximo Lema, daremos algumas propriedades de ¢° que precisaremos na sequéncia.

Lema 2.1.1. Seja ¢ € Lipioc(K). Entao :
i) Para cada x € X, a fungio h — $°(x,x)(h) € sublinear, lipschitz e continua em X;

i) A fungao (x,x,h) — ¢°(x,x)(h) € semicontinua superiormente em K x K x X.

Demonstracao. Seja x € K fixado. Podemos mostrar que a funcao h — ¢°(x,x)(h) é
homogénea positiva , basta fazer uma mudanca de varidavel no limite.
Precisamos mostrar somente que h — $°(x, x)(h) ¢ subaditiva. Para isso tome h,w € X

entao

¢’ (x,x)(h+w) = limsup buv+th+tw) —ou,v)

t—0" t
(u,v)—(x,x)

) d(w,v+th+tw) —d(u,v+tw) + d(u,v+tw) — d(u,v)
= limsup

t—0* t
(u,v)—(x,x)

i é(u,v+th+tw) —d(u,v+tw)
< limsup

t—0" t
(u,v)—(%,x)

4+ limsup d(u,v+tw) — d(u,v)

t—0" t
(w,v)—(x,x)

= (%, x)(h) + &°(x, x) (w).

Por outro lado, como ¢ é localmente Lipschitz, temos:

é(u,v+th) — dp(u,v)
t

< Lylh]l ,t>o.
Que tomando o limite superior da definicao nos da
$°(x,x)(h) < Lyllhll Vh € X.
Usando a subaditividade temos:
¢"(x,x) (W —h+h) < &°(x,x) (W —h) + $°(x,x)(h)

d"(x, %) (W) — ¢"(x,x)(h) < §°(x,x)(w —h) < Ly[w — hl|

de forma analoga temos:

P, x)(h —w+w) < $°(x, x)(h —w) + ¢°(x,x) (W)
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$"(x, %) (h) — d°(x,x) (W) < &°(x,x) (h —w) < Ly[lh —w]]

Assim,

|6°(x, %) (h) — °(x, %) (W)| < Lylw —hl|

o que completa a demonstracao da parte i).

Agora provaremos ii),

Seja x € K, h € X e considere {x,,},{hn} sequéncias em K, e em X respectivamente , com
Xn — X € h, — h. Pela definicao de ¢, existem sequéncias t, > 0, u, € K, v, € K, tal

que

1
3 ||un _XnH < R ||Vn _XnH < =
n n

1
th < —
n

0 1 ¢(un7vn+tnhn) _d)(uruvn)
d) (Xnyxn)(hn) - H < t,

Para n € N suficientemente grande , temos v, +t,h, € U, e assim
|¢(unavn + tnhn) - d)(unavn + tnh)l < tn”hn - h”

e ainda

d)(unavn + tnh) - ¢(un7vn)
th

1
(DO(Xnayn)(hn) - E - thhn - h” <
Passando o limsup quando n — oo na inequagao obtemos

ny Vn tnh - ny Vn
limsup(xn,xn)(hn)glimsupd)(u Vo F ) = &(un, vn)

n—oo n—oo tﬂ.

= ¢°(x,x)(h)

Que completa a demonstragao de ii).

2.2 Pontos Criticos e Solucao do Problema de Equilibrio

Introduziremos agora a nocao de ponto critico para problemas de equilibrio.

Definigao 2.2.1. Um ponto x € K é chamado ponto critico de ¢, se

$°(x,%)(h) >0, VheK—{x.
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Definicao 2.2.2. Um ponto x € K é chamado ponto critico estrito de &, se
¢°(x,x)(h) >0, Vhe K—{X}, com h#0.

Proposigao 2.2.1. Seja ¢ € Lipioc(K) e X um ponto critico estrito de ¢. Assuma que:
i) Para todo x € K fizo, y — (x,y) ¢ quaseconvexa em K;

it) Para todo y € K fizo, x — $(x,y) € continua em K.

Entao x € uma solucao do Problema de Equilibrio.

Demonstracdo. Seja X um ponto critico extrito de ¢, entao
¢°(x,x)(h) >0 VheK-—{x}comh#0.
Seja {tn},{xn} € {yn} sequéncias tais que t,, \ 0", x,, = X, yn > X €

d)o(i,?)(h) — lim d)(xnayn +tnh) - ¢(Xn7yn)

n—oo th

> 0.

Como y — d(x,y) é quase convexa, entao:

d)(xn,yn +tnh) < max{cl)(xn,yn + h)? d)(xnayn)}

assim

¢(men + tnh) - Cb(xnayn) < ti max{d)(xn,yn + h) B ¢(Xn,yn)70}- (*)

tT\. n

Por outro lado dado € > 0 com € < ¢°(x,%)(h), existe N € N tal que V n > N temos

th

> ¢'(x,%)(h) —e.
Tendo em conta (x) temos

max{®(Xn, Yn + h) — & (Xn,Yn), 0} > ta($p°(X, %) (h) — €) > 0.
Assim, ¢(xn,Yyn +h) — d(xn,yn) > 0V n > N. Portanto,

limsup ¢ (Xn, yn +h) = limsup ¢ (xn, Yn)-

n—oo n—o0
Usando (ii) temos

(X, X +h) = d(x,%x) =0.

Assim, X é uma solugao do Problema de Equilibrio.
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Definicao 2.2.3. Seja f: K — R uma funcao localmente lipschitz. Entao f € chamada

pseudoconveza se para todos x,y € K tivermos a sequinte implica¢ao:
)y —x) > 0= f(z) <fly) Vzelyl

Inspirada na definicao anterior, nés introduziremos na préxima definicao a nogao de

pseudoconvexidade para a classe das bifungoes ¢ € LipocK.

Definigao 2.2.4. Seja ¢ € LipiocK, ¢ é chamada de pseudoconveza se para todo x,y € K

tivermos a sequinte implicagao:
¢, X)(y —x) = 0= b(x, tx+ (1 —tly) < d(x,y) vtelo,1]

Observagao 2.2.1. Se ¢(x,y) = f(y) — f(x) onde f : K — R € localmente lipschitz,

podemos verificar que f ser pseudoconvexa € equivalente a & ser pseudoconveza.

Proposigao 2.2.2. Seja ¢ € LipiocK e X um ponto critico de ¢. Assuma que ¢ €

pseudoconveza, entao X € solu¢ao do (P.E).

Demonstracao. Seja X um ponto critico de ¢ entao
¢’(%,%)(y—x) =0, WyeKk.
Por outro lado a bifungao é pseudoconvexa, entao para y € K e para todo t € [0, 1],
(X, tx + (1 —thy) < d(x,y).

Se t =1, obtemos
0=¢d(xx) < d(x,y).

Assim X é solucao do (P.E).

2.3 A Condicao de Palais-Smale

Apresentaremos agora a condicao de Palais-Smale para fungoes.
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Definicao 2.3.1. Seja f : X — R wum funcional localmente lipschitz. Dizemos que f

s

satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale se para toda sequéncia {u,} C X tal que {f(u,)} €
limitada e

) (v —un) = —en[v—un|| veX

com a sequéncia{€n} C RT e lim,_0€n = 0, {un} contém uma subsequéncia convergente,

onde O ¢ a derivada de Clarke.

A extensao da condicao de Palais-Smale para o caso de bifungoes pode ser dada pela

seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3.2. Seja ¢ € Lip1ocK, dizemos que & satisfaz a condicao de Palais-Smale

se para toda sequéncia {un} C K tal que a sequéncia {inﬁd)(un,v)} ¢ limitada por baizo e
ve
d)o(unaun)(h) 2 —€th||, \V/h € K _{un}a

para a sequéncia {€n} C RT com limn_,o €n = 0, {un} contém uma subsequéncia conver-

gente.

Definicao 2.3.3. Dizemos que f: K — R € coerciva se, e somente se,

[[xnll = +00 = limsup f(x,) = +00

n—oo

Baseado nessa definicao extendemos para o caso de bifungoes.

Definicao 2.3.4. Uma bifuncao ¢ : K x K —= R ¢ dita coerciva se existe a € K tal que
d(u,a) > —c0  quando |ju— a|| = +o0.

Observacao 2.3.1. Basta olhar para ¢(u, a) = f(a) — f(u), dai vemos que ¢ € coerciva

se, e somente se, f €.

Assim obtemos a seguinte propriedade:
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Proposicao 2.3.1. Seja ¢ € LipiocK, se ¢ € coerciva entao ela satisfaz a condi¢dao de

Palais- Smale.

Demonstracao. Suponha o contrario, entao existe {u,,} C K tal que {in£¢(un,v)} é limi-
ve
tada e

$°(un, un)(h) = —en |, Vh € K—un,
para {€ex} C RT com lim e, =0, e {u,}, ndao tem uma subsequéncia convergente.
Como ¢ é coerciva, entao ¢(u,, a) = —oo quando n — oco. Por outro lado, temos

inf ¢(un,v) < ¢(un, a)
veK

entao in£¢(un, v) — —oo quando n — +o00. Contradizendo o fato de {in£¢(un,v)} ser
ve ve

limitada.

]



Capitulo 3

Existéencia de Solucao do Problema

de Equilibrio

Estudaremos agora a existéncia de solu¢ao do problema de equilibrio sujeito algumas

condicoes.

3.1 Existéncia de Solucao no Caso Mondtono

Lema 3.1.1. (FEkeland)
Assuma que f € uma funcao propria semicontinua inferiormente em um espaco de Banach
X. Suponha que € > 0 e que f(xg) < infyex f(x) + €. Entao para todo N com 0 < A < 1

existe z € dom(f) tal que:

i) Allz—xoll < f(xo) — f(2);
i) ||z —x%ol < %7
iii) f(z) < f(x) +A|lx —z|| sempre que x # z.
Demonstracao. Para A > 0, definimos a seguinte relacao em X:
u<<v<e f(u) <f(v)— %Hu—vH

Provaremos inicialmente que esta relacao é de ordem parcial. Claramente u < u, assim a

relacao é reflexiva.

19
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A relagao é antisimétrica. Com efeito, se u < v e v < u entao:
3 3
flu) < f(v) — XHU—VH e f(v) <f(u)— XHU—VH

e portanto

FW) + F(v) < Fluw) + F(v) = 25 fu—v]

logo [[u—v|| =0 e assim u=v.

A relagao é transitiva. Com efeito, se u < v e v < w entao
€ €
flu) < flv) — XHu_VH e flv) <f(w) — v —w||

logo
_ £
A

(W) < flw) = < fu—v]

flu) < f(w) —  (lu—=v[[+ [lv—w]])

assim, concluimos que u < w.

Definimos uma sucessao (s,,) de subconjuntos de X da seguinte maneira. Tomemos ug = Xq

e seja

So={u e X;u < up}

Pela definicao de infimo existe u; € Sy tal que

€
f <inff+ —.
(uy) lglo + 5

Definamos S; = {u € X;u < u;}. Obviamente S; C Sy e continuando assim construimos

os conjuntos S,,, com
Sn :{LLE X;ugun}
e 0s pontos

3
on+1’

Uny1 € Sn tais que f(unyg) < iSIlff+

Portanto

303313323"'

Provaremos que cada S,, é fechado. Com efeito, se (xj) C Sy e x; = x € X entao
3
f(xj) < f(un) - XHX]' _un“
tomando limite innferior e usando que f é semicontinua inferiormente temos que:

f(x) < liminf f(x;) < limin (f(un) - %HXJ. —unH> = flun) = lim_ %HXJ. U

j—+o00 j—+o00
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usando a continuidade do mddulo, temos:
€
) < Flun) = 5% = unl)

Portanto, x < u,, e x € S;1. Assim provamos que S, é fechado.

Demonstraremos agora que diam S,, — 0. Com efeito, se x € S;;, x < u,, entao
€
) < ) = 5l —

agora

£ £
< i — < —
f(un) < Slw?fl T+ on S f(x) + on

ja que x € S;;_1. Juntando com a desigualdade anterior temos:
Ix —un|| <A27T

logo se x,y € Sy, entdo ||[x —yl|| < [[x —un|| + ||y — unl|| implicando ||x —yl| < A 27"
logo
lim diam S, =0.

n—+o0o

Aplicando o Lema 1.1.2, temos que existe um unico elemento z € X tal que

ﬂ Sn= {Z}
n=0

Note que:

Como z € § segue que z < X, portanto, f(z) < f(xg) — 5|z — %o/l ou ainda
3
Sfle—xoll < f0w) ~ 2. (4

Seja x € X com x # z, afirmamos que x £ z, por que se x < z, com z < U, VN teriamos
o0

x<Uu, Vn,logoxeS, Vn,assim ﬂ S ={z}, assim x = z, absurdo!

Portanto x £ z, assim: e
f(x) > f(z) — %HX |
ou seja
fz) < f(x)+<llz—x|| Vx#z  (xx%)
Como
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tomando limite quando n — oo, com u,, —ze Y 27 =1, temos
Ixo —z|] <A (%)
sem perda de generalidade, tome 5\, com 0 < e < 5\, assim temos :
(%) $llz—x0ll < flxo) —f(2);
(+%) flz—xoll < A;
(k%) f(z) <f(x) +5llz—x|| Vx#z

faca A = %, observe que 0 < A < 1 e encerra a demonstracao.

O

Lema 3.1.2. Assuma que K C X € um conjunto fechado, onde X é um espag¢o normado

e d:Kx K—=R. Suponha que & satisfaz as sequintes suposi¢oes:

i) Para x € K fizo, a fungcao &(x,.) € limitada inferiormente e semicontinua inferior-

mente;
i1) Para todo x € K, d(x,x) =0;
iii) Para todo x,y,z € K, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).
Entao, para € > 0 e para todo xg € K, existe X € K tal que
(a) &(x0,x) + €l[xo — %[ <0
(b) d(x,x)+¢|x—x|| >0, ¥xekK, x#X.

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, podemos tomar o caso ¢ = 1.

Denote por F(x) o conjunto:

F(x) :=={y € K; ¢(x,y) +[ly —x| < 0}
Por (i), F(x) é fechado, Vx € K, por (ii) x € F(x), assim F(x) néo é vazio para todo x € K.
Assuma que y € F(x), isto é, d(x,y) + [y —x|| <0, e seja z € F(y), isto é, d(y,z) + ||y —
z|| < 0, Somando ambos os lados, usando (iii) e a desigualdade triangular temos:

0= dx,y)+[[y—x]+dy,z) + ly —z|| = d(x,z) + [z — ]|
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isto é, z € F(x).

Portanto y € F(x) implica F(y) C F(x).

Defina

v(x) = inf &(x,2)
z€F(x)
Para todo z € F(x),
||X_Z|| < _¢(X7Z) < sup (_d)(xa Z)) = — inf d)(X,Z) = _V(X)7

ZEF(x) z€F(x)

isto é ||[x —z|| < —v(x), Vz e F(x).

Em particular, se x1,xs € F(x),

IIx1 — %2 < [|x —x1 ]| + [|x — %2 < —v(x) —v(x) = —2v(x)

implicando que

diam (F(x)) < —2v(x), WVxeK.

Fixando x¢ € D, existe x; € F(xq) tal que

d(x0,x1) <v(xo) +27"
Denote por xo, qualquer ponto de F(x;) tal que

d(x1, %) <v(x1) +277

Prosseguindo analogamente obtemos uma sequéncia de pontos {x,} de K tal que x,1 €
F(xn) e

(b(xn: Xn+1) < V(Xn) + 27(n+1)'

Observe que:

V(Xn+1) = inf ¢(Xn+17y) 2 inf d)(xn+1,y) 2
yeF(xn41) yEeF(xn)

> inf (¢(xn,y)—¢(xn,xn+m( inf ¢(xn,y))—¢(xn,xnﬂ)=v(xn)—¢(xn,xnﬂ).

yeF(xn) yeF(xn)

Portanto,

V(Xn—H) > V(Xn) - d)(xnaxn—H)
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_V(Xn) < _d)(x'l'l?XTlJrl) + 27(n+1) < (V(Xn+1) —V(Xn)) 4 2*(n+1)

que implica

0 <V(xnq1) + g~ (1)

dai resulta que

diam(F(xn)) < —2v(xn) <2-27" =0, n — oo.

Os conjuntos {F(x)} sdo fechados e F(xn41) C F(xn). Logo temos

M Flxn) = X

n
Seja X € F(xq), entao ¢(xg,X) + ||[x — xo|| < 0. Além disso, X pertence a todos F(x,), e,
assim F(X) C F(x,), Vn, que implica F(x) = {x}. Dai resulta que se x ¢ F(X), sempre que
X #£ X, implica que

d(x,x) +[[x+x[ >0

Observagao 3.1.1. Sempre que d(x,y) = f(y) — f(x) a bifuncio ¢ satisfaz iii).

Usando os Lemas acima temos os seguintes resultados.

Teorema 3.1.1. Seja ¢ € Lipioc(K), onde K é um subconjunto de um espago normado

X, fechado e convexo. Suponha que & satisfaz as sequintes condicoes:

i) Para x € K fizo, a fungdo &(x,.) € limitada inferiormente e semicontinua inferior-

mente;
i1) Para todo x € K, d(x,x) =0;
iii) Eriste xo € K tal que &(xg,.) € limitada superiormente;
i) Para todo x,y,z € K, $(x,y) < d(x,2) + d(z,y);

v) & satisfaz a condi¢ao de Palais - Smale.



Capitulo 3. Existéncia de Solugcao do Problema de Equilibrio 25

Entao, ¢ tem um ponto critico X. Além disso, se ¢ € pseudoconvexa entao X € solucdo

do (P.E).

Demonstracao. Seja {en} uma sequéncia de nimeros positivos tal que ¢, — 07, pelo

Lema 3.1.2, temos para um &, > 0 que existe x,, € K tal que:
b(xe, X) + en|lxe, —%|| >0, VxeK, x#x,
entdo para x =X, +th com h € K—{x. } et > 0, temos
(xe, s xe, +th) — P(xe,, Xe,) > —ent|[h].

Portanto

(b(xsny Xsn + th) - d)(xsn?XSn)
t

> —en R
Se t — 0" obtemos:
¢ (xep xe, ) (W) = —enl[h]],  Vh e K—{en). (4)
Por outro lado, por (iii) existe o« € R tal que
d(xp,%e,) <, VneN.
Seja x € K, entao por (iv) temos
$(x0,x) < (X0, Xe, ) + P(xe,, X) < X+ Pxe,, x).

Assim, ¢(xe, ,x) = d(xp,x) —x  Vx € K.
Usando (i), deduzimos que { ian d(xe,,x)} é limitada inferiormente.
x€
Entao pela condigao de Palais - Smale, deduzimos que x., — X € K. Passando o limite

em (4), e usando o Lema 2.1.1 temos
P°(x,%)(h) >0  VheK—{x.

Concluimos que X é um ponto critico de ¢. Usando a Proposicao 2.2.2 temos X solugao

do Problema de Equilibrio.
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3.2 Existéncia de Solucao no Caso Nao Monétono

Estudaremos condigoes de Existéncia de solucao para o Problema de Equilibrio quando
K nao é necessariamente compacto e sem assumir monotonicidade. Para isso supomos ¢,
uma bifuncao lipschitziana na segunda variavel. Para x,y € K, a derivada generalizada

de Clarke de ¢ no ponto (x,y) na segunda variavel e diregao h é dada por:

Plhey)n) = i PV DGV

t—0" t
(w,v)—=(x,y)

Definicao 3.2.1. Dizemos que ¢ satisfaz a condicdo generalizada de Palais - Smale se
para toda sequéncia {(un,vn)} C K x K tal que ¢p(u,,vn) = sup d(u,v,), a sequéncia

uek
{d)(un,vn)} é llmztada (&

d)o(unavn)(h) 2 _ethHv Vh S K _{Vn}

Para a sequéncia{e,} C R com lim e, =0, entao {(un,vn)} contém uma subsequéncia
n—-+4oo

convergente.

Lema 3.2.1. Seja E um conjunto compacto , convexo e F um conjunto convexo. Se
P : EXF — R € quaseconvexa e semicontinua superiormente na primeira varidvel e

convexa na sequnda. Assuma também que:

max p(&y) >0 WVyeF
EEE

Entdo existe & € E tal que p(&,y) = 0 para todoy € F.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que a afirmacao nao acontece. Entao para
todo & € E existe umy € Fe € > 0 tal que p(&,y) < —e. Assim o conjunto aberto

definido por:
S(y,e) ={& € El p(&,y) < —¢} (yeFe>0)
cobre o conjunto compacto E. Assim existe uma subcobertura finita

S(yi, €1) (i=1,..,m).
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Seja € = max{e;}. Entao E C US(ye, €) e temos

1

minp(§,yi) < —e VEEE

isto é , V& € E existe 1 € {1, ..., m} tal que p(&,yi) < —e.
Definamos agora fi(x) = —p(x,yi) — €, assim temos f; convexa e para todo x € E, existe

i tal que fi(x) > 0. Logo nao existe x € E satisfazendo

fi(x) <0,f3(x) <0,...,fm(x) <0 (1)
Definamos agora

Ci={z=(z1,20,,zm) € R™| FE € E;fi(E) <z}

Observe que C; # () e C; é convexo uma vez que f; é convexa e por (1) temos R™NC; = (.

Assim pelo teorema da separacao, existe {A1,...,A;} C R, tal que
0< Mz1+ ..+ Amzm, Vz € C
Logo V x € E, tome z; = fi(x) + 0, com & arbitrario, e temos:
0 <A (x) + 0] + ... + A [fm(x) + O]

dividindo a expressao por ) A; e considerando p; = , entao

A
2 M
0< Z ifi(x)

ou ainda

0< Z mi(=p(x,yi)) + Z Hi(—e) = —Z Hip(x, yi) — e

Logo Z wip(x,yi) < —e ¥x € E. Como p(é,-) é convexa temos §y = ) wy; € Fe
p(&,y) <—eVEEE

Assim Iélaéip(é,g) < 0, contradicao.
S

]

Lema 3.2.2. Seja K um conjunto fechado e convexo em um espaco de Banach X e seja
f: K —= R uma funcao localmente lipschitz e limitada por baizo e satisfazendo a condi¢do

de Palais - Smale. Entao o conjunto

S ={x € K;f(X) = min f(x)}
xeK
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€ nao vazio e compacto. Além disso, se f € quaseconvexa entao S € convexo. Se N € um

conjunto aberto contendo S e ON € a fronteira, entao

inf  f(x) > inf f(x).
xe KNaN xeK

Demonstracao. Pelo Principio Variacional de Ekeland, temos A, > 0 com A, — 07, entao

existe x,, € K tal que
Anllx —xn || + f(x) > f(xn), VX # xn. (5)

Para h € X e t > 0, tome x = x, + th. Entao por (5), temos

f(xn +th) — f(xn)
t

> —An|hl.

Assim

(%) (h) > limsup Flxn +th) — fxn)

t—0+t t

Tendo em conta a condicao de Palais - Smale, deduzimos que {x,,} tem uma subsequéncia
Xn, — X. Por (5), temos X € S.

Agora seja {X,,} uma sequéncia em S. Para &, \, 0" e x # X,,, temos
f(Xn) < f(x) + 0nljx —Xn]| Vx # Xn
resultando

f(% + th) — (X
(%) (h) > lim sup o Tt = F(xn)
t—0+ t

> —An ||l

Assim pela condigao de Palais - Smale, {X,,} tem uma subsequéncia convergente X,, — X

e podemos ver que X € S.

Para ver que S é convexo, considere X,y € S, A € [0, 1] e mostraremos que Ax+(1—A)y € S.

Assim X,y € S, entao f(X) = f(y) = millgf(x). Por outro lado temos que f é quaseconvexa,
x€

entao

f(AX + (1 —A)y) < max{f(x, f(y)} = min f(x) < f(AX + (1 —A)y).

xeK

Assim AXx + (1 —A)y € S.

Agora, seja N um conjunto aberto tal que S C N. Vamos denotar por o« = dist(S,9N),

que existe pois S é compacto.
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Por contradi¢ao suponha

inf f(x) = inf f(x)

xeKNoN xeK

Seja {xn} C KN ON uma sequéncia tal que lim f(x,) = inf f(x) e seja, €, > 0 tal que
n—-+oo xeK

f(xn) < inf f(x) + en.
xeK

2
Entao pelo Principio Variacional de Ekeland com A,, = &en, existe w, € K tal que

f(wn) < f(Xn)7 ”Wn _XnH <

| R

2
f(wy) — aeon — Wyl < f(x) VX # Wh,.

2
ortanto, - (wy = ——€n . Assim pela condi¢ao de Palais - dmale, temos wy,, —
P fo(wyn)(h) > " h||. Assi ] dicdo de Palais - Smal .

W, para alguma subsequéncia. Assim f(wy, ) < f(xy, ), entao
f(w) = lim f(wy, ) < lim f(xy, ) = inf f(x).

Assim w € S. Por outro lado temos,

. _ _ _ x

dist(w, ON) < [[W —xq || < [[W —wp | + [wn —xa| < [W—wq | + 9
o x L. o ,

Portanto, dist(w,dN) < 5 ©assim dist(S,0N) < 7 Que é um absurdo.

O

Lema 3.2.3. Suponha que para y € K, a fung¢ao x — —b(x,y) € limitada inferior-
mente, localmente lipschitz, quaseconveza e satisfaz a condi¢cao de Palais - Smale. Entao

a aplicacdo ponto conjunto S : K — 2X definida por

S(y) ={x e K: d(x,y) =sup d(x,y)}

xeK

¢ semicontinua superiormente com valores compactos, convexros e nao vazio.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.2; S(y) é nao vazio, compacto e convexo para cada y € K.

Resta mostrar que a aplicacao ponto conjunto S é semicontinua superiormente.

Precisamos mostrar que para cada yo € K e N um aberto contento S(yg), existe uma
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vizinhanga aberta U(yg) de yo tal que Yy € U(yo) temos S(y) C N.

Por contradigao, suponha que existe yo € K e um conjunto aberto N tal que

1
vn e NT, ElynEB(yo,T—L), Ixn € S(yn) com x, ¢ N.

Seja xg € S(yg) € N. Como a, € (0,1) tal que w, = (1 — an)xp + Xnxn € ON a

fronteira de N.

Temos:

sup ¢(wn,yo) < sup ¢(x,yo) < sup d(x,yo) = (x0,Yo).
n inN xeoNkK xekK

Por outro lado, pela propriedade lipschitz da ¢, existe L, > 0 tal que:

¢(men) - ¢(Wn7y0) < LyHyn —UOH

Pela quaseconvexidade da x — ¢(x,y) temos:

Cb(wn,yn) = ¢ ((1—an)xo+ Oéan,yn) P min{d)(X07yn)a d)(xn’yn)} P d)(Xann)

Portanto,
d(x0,yn) < dlxn,yn) < d(Wn,yo) + Lyl[yn — yol
logo
G (x0, Yn) < (Wi, yn) + Lyllyn —yol|-
Assim,

d)(XO)yO) < hminfd)(XOvyn) < hmlnf(b(wﬂ.?y()) < SUII\)](I)(WTHUO) < d)(XanO)
ne
absurdo, logo S é semicontinua superiormente. O

Lema 3.2.4. Sejam X e Y dois espacos métricos e S : X — 2Y wma aplicacdo ponto
conjunto superiormente com valores compactos e nao vazio. Seja{xn} C X uma sequéncia
tal que X, — X. Paran € N, considere yn € S(xn).

Entao a sequéncia {yn} tem uma subsequéncia convergente para um ponto Yy € S(X).



Capitulo 3. Existéncia de Solugcao do Problema de Equilibrio 31

Demonstra¢ao. Para p € N*, considere o conjunto aberto definido por
. _ 1
N, = {y €Y, dist(y,S(x)) < 1—)} :

Assim S(X) C Np, S é semicontinua superiormente e x, — X, entao existe N(p) € N tal

que para todo n < N(p) temos S(xn) C N,.

. 1 N .
Assim existe z, € S(x) tal que dist (yN(p),zp) < —. Como S(x) é compacto, entao
P
a sequeéncia {z,} tem uma subsequéncia convergente para y € S(x). Pela desigualdade
triangular

dist(pr,g) < dist(pr,zp) + dist(z,,9),

eassimyn, — Y.

Definigao 3.2.2. Uma bifuncao ¢ € dita Regular em (X,y) se

$°%,g)(h) = limsup ULV ZOMv)
t—0" t
(u,v)—=(%,7)
vek

Agora podemos enunciar um resultado de existéncia de solugdo para Problema de

Equilibrio no caso nao mondétono.

Teorema 3.2.1. Suponha que & € reqular e assumas:
i) Eziste xo € K tal que a fungdoy — $(xo,y) € limitada inferiormente;

i1) Paray € K fizo, a funcio x — —b(x,y) € limitada por baixo, localmente lipschitz,

quaseconveza e satisfaz a condicdo de Palais - Smale;
i11) ¢ satisfaz a condigcdo generalizada de Palais - Smale.

Entao existem X,y € K tal que ¢°(X,5)(h) > 0 Vh € K —{g§}. E ainda, se Vx € K a

fungdo y — d(x,y) for pseudoconvexa entao X € uma solu¢ao do P.E. .
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Demonstracao. Considere a fungao V : K — R definida por

V(y) = sup ¢(x,y)
xeK

Podemos ver que V é semicontinua inferiormente e limitada por baixo. Pelo Principio

Variacional de Ekeland, temos V ¢ > 0 existe y. € K tal que

V(ye) <yir€1f<V(y)+€ (7)
Viye) < Vy) +elly —yell, Yy #ye (8)

Considere h € K —{y.} e seja y =y, + th, com t > 0.

Usando a equc¢ao (8) temos:

V(ye +th) — V(y.)
t

> —¢l[h]

assim

i e Hth) — V(ye)

> —¢l|h]|.
t—0+ t > —¢[nl

Seja {t,} uma sequéncia de nimeros positivos tal que t,, N\, 0, entao

. V(y£+tnh)_v(ys) . . V(y£+th)_v(ys)
lim > lim inf

n—+oo th t—0* t

> —¢|[h]. (9)
Por outro lado, pelo Lema 3.2.2, S(y. + t,h) # () e existe x,, € K tal que V(ye + t,h) =
& (xn,Ye + tah). Como V(ye) = d(xn, Y. ), usando a equagao (9) temos:

liminf d)(xn,ye + tnh) - d)(xnaye)

n—-+oo th

> —elh|

Para {6,,} C R™ com &,, \ 0" e

CIJ(mes +tnah) — d)(xnays)
th

< ¢°(xn,ye)(h) +8n

Assim

lim inf [0 (xn, ye) (h) + ] > —€l|h] (10)

n—-+o0o
Por outro lado, x, € S(y: + tnh) e como S é semicontinua superiormente nao vazio e
compacto, pelo Lema 3.2.4 deduzimos que {x,} tem uma subsequéncia x,, — x € S(y.),

pois Y. + tnh — y.. Portanto, pelo Lema 2.1.1 e (10), deduzimos

¢ (x,ye)(h) = —¢|h| (1)
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temos entao o seguinte:
Vhe X,Ix € K tal que ¢°(x,y.)(h) > —¢|h].
Consideraremos agora a seguinte bifuncao @, : S(y.) x (K —{y¢}) — R definida por:
@c(x,h) = d°(x,yc)(h) +e|[h].

O conjunto S(y.) é compacto e K—{y.} é convexo.

Podemos ver que @¢(x,-) é convexa e provar que @.(-,h) é quaseconcava. Para isso,

seja o € [0,1] e x,y € S(y,). Precisamos mostrar que

¢"(ox + (1 — )y, ye) (h) > min{d"(x, ye) (h), d°(y,ye ) (h)}

Como ¢ é regular, entao

¢ (ax + (1 — )y, y,)(h) = limsup ¢lox + (1 — )y, ye +th) — dlax + (1 — ¢Jy, ye)

t—0+ t

Como ¢(-,y. + th) é quaseconcava, entao
$(ox + (1 — o)y, ye + th) > min{d(x,y. + th), d(y,y. + th)}

Por outro lado, como S(y.) é convexo entao ax + (1 — )y € S(y.) e

dlox + (1 —oy,ye) = d(x,ye) = dy,ye).

Portanto,
dlox + (1 — o)y, ye +th) — dplax + (1 — x)y,y.) <
t =
> min { d(x,Ye +ﬂ? — d>(x,ya), d(y,ye + ﬂ;) — &y, ye) }

assim passando ao limite quando t — 07 ,deduzimos que

$%(ox + (1 — )y, yo)(h) = min{dp’(x,y.)(h), ¢°(y,y.) (h)}.

Consequentemente , observando (1) vemos que @, > 0 satisfazendo as condigoes do Lema

3.2.1. Entao Ix. € S(y.) tal que

¢°(xe,ye)(M) +ellh >0 VheK—{y.}
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Para €, — 0", temos :
dDO(Xsn,ysn)(h) 2 _En“hH com Xsn € S(ysn) e h € K_{ysn}- (11)

Assim pela condigdo generalizada de Palais - Smale,existem §y € K e X € S(y) tais que

Xe, — X € Y, — Y, para subsequéncias. Passando ao limite em (11) temos:
¢°(x,y)(h) >0  VheK—{y}
Por outro lado X € S(y), entao

$(x,y) = Sullsz(xalj) > ¢(y,y) =0
X€
Assim, se a fungao y — (X, y) é pseudoconvexa, defina f(y) = d(X,y), como f é pseudo

convexa , temos V x,y € K, que f'(x)(y —x) > 0 = f(ty + (1 —t)x) < f(y),t € [0, 1].

Tome x = y.Assim:

Y (y—1) =" %9)(y—1u) = o= flty + (1 —t)y) < f(y), t€[0,1].

<l

Tomando t = 0 temos:

f(y) <fly) ©0< d(x,y) < d(x,y) Vye K

Mostrando que x € solucao do Problema de Equilibrio.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Antes de abordar a existéncia de solucao do Problema de Equilibrio via condigcao de
Palais-Smale, foi feito um estudo de solugao do Problema de Equilibrio com funcoes que
tem ponto critico, no sentido de Clarke, e carregam algumas hipoteses de continuidade
(ou semicontinuidade) e convexidade (ou pseudoconvexidade,ou quaseconvexidade).

A abordagem do Problema satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale foi dada de duas
formas: A primeira assumindo monotonicidade da funcao, encontramos solucao de forma
um pouco mais simples. A segunda , nao foi assumido monotonicidade da funcao, para isso
tivemos que definir a condi¢ao generalizada de Palais-Smale além de pedir que a funcao
seja regular e algumas hipdteses boas para garantir tal existéncia. Nosso cenario foi
um espaco de Banach e utilizamos como ferramentas em diversos momentos o principio
variacional de Ekeland, algumas propriedades da derivada de Clarke e conhecimentos

basicos tanto de andlise funcional quanto de andlise convexa.
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