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“A esséncia da matemdtica reside na sua
liberdade".

George Cantor.



Resumo

Neste trabalho, vamos estudar resultados tipo-Liouville para hipersuperficies two-sided
imersas em um produto warped com densidade, com restri¢coes sobre o tensor de Bakry-

Emery-Ricci da base do espaco ambiente ou sobre a funcéo altura da hipersuperficie.
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Abstract

In this work, we will study Liouville-type results for two-sided hypersurfaces immersed
in a weighted warped product, with restrictions on the Bakry-Emery-Ricci tensor of the

base ambient space or on the height function of the hypersurface.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar alguns resultados tipo-Liouville para hipersuperficies
two-sided X" imersas em um produto warped com densidade PP x, R e munido com um
campo de Killing, onde P é uma variedade Riemanniana. Os teoremas apresentados
nessa dissertagao foram originalmente obtidos por de Lima et. al. no artigo [4]. Um
notavel teorema nesse ramo da andlise geométrica, que desempenha um papel essencial

no Capitulo 3 desta dissertacdo, ¢ devido a Yau [11] e estabelece o seguinte:

Proposicao 0.1. Toda funcdo harmonica positiva definida em uma variedade riemanni-

ana n—dimensional (n > 2) completa " com Ric > 0 € constante.

No Capitulo 2 desta dissertagao, iremos considerar a situacao em que P x, R esta
munido com uma funcao densidade f que nao depende do parametro t € R. Impondo
restricoes apropriadas no tensor de Bakry-Emery-Ricci, denotado por Ric #, da variedade
P definido por

Ric ;= Ric 4 Hess f
e na funcao altura h = (mr)y, da hipersuperficie X", onde mr(q,t) = ¢, (q,t) € P x, R,

apresentaremos neste trabalho essencialmente os seguintes resultados:

Teorema 0.1. Seja M = P; x, R um produto warped de Killing com densidade tal
que f{ivcf > —k, para alguma constante k > 0, e p uma funcao concava com Afp < 0.
Seja 1 : X" — M uma hipersuperficie f—parabdlica, two-sided, com curvatura f—média

constante, cuja funcao angulo © tem sinal estrito. Se
«
Vh]? < —|A]? 1
VA< Sl (1)
para alguma constante a € (0,1), entdo X" estd contido em um slice de M.

Teorema 0.2. Seja M = P; x, R um produto warped de Killing com densidade tal que

ﬁf >0 e p uma funcao concava tal que Af,o < 0. Seja 1) : ¥ — M uma hipersuperficie

1



Sumario 2

f—parabolica two-sided com curvatura f—média constante cuja fung¢do angulo © tem sinal
estrito. Entao X" € totalmente geodésica. Além disso, se If{i/cf > 0, entao X" estd contida

em um slice de M.

Teorema 0.3. Seja M = P; x, R um produto warped de Killing com densidade tal que
lf%?:f > —k, para alguma constante k, sendo p uma funcao concava tal que Afp < 0. Seja
Y 1 X" — M uma hipersuperficie E}—Lz’oum’lle com curvatura f—média constante e com

a fungdo dngulo © tendo sinal estrito e tal que © € L3(X).

a) Sek =0, entdo X" ¢ totalmente geodésica. Além disso, se |Vh| < a|A|? para algumas
Y p g

constantes positivas o e B3, entdo X" estd contida em um slice de M.

(b) Sek>0ce
[0
[VA[* < Tp2|A|2’ (2)

para alguma constante o € (0,1) entdo X" estd contida em um slice de M.

(c) Se k <0, entdo X" estd contida em um slice de M.

Na demonstragao dos trés teoremas acima, desempenha papel fundamental o cdlculo
de AyO, que pode ser encontrado no Lema 2.1. O que o tornam resultados tipo-Liouville
é o fato de que na pratica deve-se provar que a funcao altura h é constante.

No Capitulo 3 da presente dissertagao, apresentaremos os seguintes resultados tipo-
Liouville, que foram obtidos por meio de restricbes apropriadas sobre a funcao altura h

da hipersuperficie X", que estao elencados a seguir:

Teorema 0.4. Seja X" uma hipersuperficie two-sided, completa, imersa em P x ,R. Supo-
nha que H, e © tenham o mesmo sinal. Se a funcdo altura h € nao-negativa e h € L(X)
para algum q > 1, entao X" € um slice. Além disso, se Ric>0c¢h for positiva, entao P

deve ser compacta.

Teorema 0.5. Seja X" uma hipersuperficie two-sided, completa, imersa em P x, R e
contida em um slab desta variedade. Suponha que H, e © nao mudam de sinal em X".

Se [Vh| € L1(X), entdo X" ¢é um slice de P x, R.

Em seguida, estudamos os chamados grdficos de Killing inteiros em P x, R, isto ¢, o
grafico de uma funcao u : P — R suave. A pergunta natural aqui é: em que condig¢oes
u ¢ uma fungdo constante? Como resposta a essa pergunta, apresentamos o seguintes

resultado:
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Teorema 0.6. Seja X(u) um grifico de Killing inteiro que estd contido em um slab de
P x, R, cuja base P é completa. Suponha que H, e © ndao mudam de sinal em 3(u). Se

IVu| € L1(P), entdo S(u) € um slice de P X, R.

Para finalizar nosso trabalho de dissertacao, estudamos o caso em que X" é uma
hipersuperficie two-sided estocasticamente completa imersa em P x, R e apresentamos o

seguinte:

Teorema 0.7. Seja X" uma hipersuperficie two-sided que estd contida em um slab de
P x,R. Se H, é constante e © € ndo-negativa, entio X" é p—minima, isto é, H, =0 em

X", Se, além disso, X" € completa com Ric > 0, entdao ela é um slice de P x, R.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, vamos abordar noc¢oes que serao necessarias nos capitulos seguintes, além
de estabelecer a notacao que sera usada. Nos restringimos apenas aos resultados que
serdo usados, indicando referéncias bibliograficas adequadas em cada se¢do para uma

abordagem mais completa.

1.1 Gradiente, Divergéncia e Hessiano

Nesta secao, M denotara uma variedade Riemanniana conexa de dimensao n. O conjunto
C>(M) é o espago vetorial das fungoes infinitamente diferencidveis em M, também cha-
madas de fungoes suaves, e X(M) é o espago vetorial dos campos de vetores suaves em M.
Admitiremos conhecidos alguns fatos basicos sobre a métrica e a conexao Riemanniana
de M, os quais podem ser encontrados em [5]. Os resultados desta se¢do seguem ime-
diatamente das definicbes apresentadas e por isso suas respectivas demonstragoes serao
omitidas aqui.

Seja f : M — R uma fungdo suave. Dado p € M, considere o funcional linear
df, : T,M — R. Devido a presenca do produto interno em 7,M, sabemos da Algebra

Linear que existe um tnico vetor V f(p) tal que

(Vf(p),v) = dfp(v) = vf,

para todo v € T,M. A este vetor damos o nome de gradiente de f em p.
Considere um referencial movel definido numa vizinhanca U C M de um ponto p € M,

isto é, n campos de vetores em U tais que {E1(q), F2(q), ..., F,(¢)} formam uma base
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ortonormal de T, M para todo ¢ € M. Entao

n n

V@)= (Vf(q),ENE; =) (E;)(f)E;.

J=1 Jj=1
Observe que esta expressao coincide com a do gradiente de uma funcao suave definida no

espaco euclidiano R™ quando os vetores F; formam a base canonica deste espaco.
Proposicao 1.1. Sejam f,g € C*(M) e p : R — R uma fungdo suave na reta. Entdo
(@) V(f+9) =Vf+Vg;

(b) V(f9) = fVg+gVf:

(c) Vipof) =¥ (fV/.

Proposigao 1.2. Se M é uma variedade Riemanniana e f € C°(M) é uma fungao tal

que Vf =0, entao f € constante.

Seja X € X(M) e V a conexdo Riemanniana de M. A divergéncia de X é a fungao

suave div X : M — R definida por
(div X)(p) = tr{v = V. X(p)},

com v € T,M. Ou seja, divX(p) é o traco da aplicacao que a cada v € T,M associa o
vetor V, X (p). Se {E;} é um referencial ortonormal definido em uma vizinhanca U C M

de um ponto p € M, entao

(divX)(p) = tr{v— V,X(p)}

I
WE

(Ej, Vg, X(p)

.
Il
—

I
WE

[Ei(E;, X)p — (X, Vi, Ej)y) - (1.1)

.
I
—

Proposicao 1.3. Se X, Y € X(M) e f: M — R € uma fungio suave, entdo
(a) div(X 4+Y) =divX 4 divY;
(b) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Seja f : M — R suave. O Laplaciano de f é a funcdo suave Af : M — R, definida

por

Af =div(Vf),
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isto é, a divergéncia do gradiente de f. Num referencial mével {E;}7_; definido em uma

vizinhanga U C M de p, por (1.1), vale

Af =Y [Bi(Ef) — (VI Vi E)].

<.
=

Proposicao 1.4. Se f,g € C*°(M) e ¢ : R — R € suave, entdio
(@) A(po f)= ("o NIVII?+ (¥ o fIAS;

(b) A(fg) =gAf+ fAg+2(Vf,Vyg).

Seja f : M — R uma funcao suave. O hessiano de f no ponto p € M é o operador

linear (Hessf), : T,M — T,M dado por

(Hessf),(v) = Vo(V)(p)-

O operador (Hessf), ¢ auto-adjunto: de fato, se v,w € T,M ¢ V,IW € X(M) sao

extensoes locais de v, w respectivamente, em uma vizinhanca de p em M, entao

((Hessf)p(v), w) = (Vv (Vf), W),
= V(Vf, W>p - <Vf7 VVW)}?

= (VW) = (VLEVwV + [V, W],

= (VW) = VLIV, W]p = (V] VwV),
= (VW) = V,WIf =V, VwV),
=WV )= VLV

= ((Hess f),(w), v).

Assim, podemos considerar a forma bilinear Hessiana, definida por

(v,w) — (Hessf,(v), w) = (V,Vf,w). (1.2)

1.2 Campos de Killing

Dado um campo de vetores X € X(M), numa variedade diferencidvel M, vale a seguinte

proposigao, que se encontra no capitulo 5 de [10].

Proposicao 1.5. Sejam X € X(M) ep € M. Entao existem um aberto V-C M contendo
p, um € > 0 e uma cole¢io de difeomorfismos @y : V- — (V) C M para |t| < &€ com as

sequintes propriedades:
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(a) ¢:(—¢e,6) x V — M, definida por p(t,q) = pi(q), é C.
(b) Se s, [t],|s +t| <e eq,pi(qg) €V, entao
Psrt(q) = @5 © u(q)-

(c) SeqeV, entao X, é o vetor velocidade em t =0 da curva t — (t,q).

A aplicagao ¢ obtida na proposicdo acima é chamada de fluzo local de X numa vizi-
nhanca de p. Nosso objetivo aqui é provar a Proposicao 1.11, que nos d& uma caracteri-
zagao dos campos de Killing em termos da métrica de M. Para isso precisamos introduzir
o conceito de Derivada de Lie de um tensor B. Por brevidade, faremos apenas o caso em
que B é um 2—tensor. Indicamos a referéncia [10] para uma abordagem mais completa
sobre tensores e derivadas de Lie. Comegaremos com a derivada de Lie de campos de
vetores.

Se XY € X(M) ep € M, seja ¢ : (—g,e) x V. — M o fluxo local de X numa
vizinhanca V' de p. Definimos a derivada de Lie de Y com relagdo a X como o campo de

vetores LxY em M dado em p por

(£XY>P - jt [d(‘ﬂ—t)wt(p) (ngt(p))]t207 (13)

onde ¢ ¢ o fluxo local de X ao redor de p € M. A existéncia dessa derivada ¢é feita na

proposicao abaixo.

Proposigao 1.6. Seja M uma variedade diferencidvel e X, Y € X(M). Entio (LxY ),

existe para todo q € M e LxY € um campo vetorial suave, ou seja, LxY € X(M).

Demonstragio. Sejap € M e ¢ : (—e,e) x V. — M o fluxo local de X numa vizinhanga
V C M de p. Considere um sistema de coordenadas z : U — R"™ num aberto U C V, com
p € U. Tome um § € (0,e) e um aberto Uy C U tais que p € Uy e p((—6,0) x Uy) C U.
Para cada t € (—6,0), escreva ¢; : Uy — M em coordenadas pondo x o ¢; = (7, ©¥).

Entao, para qualquer ¢ € Uy, a matriz jacobiana de d(v_¢)y,(q) : Tipp(q) — TyM é

)] (14

nxn

Portanto,
"I, i 0
Ap-t)ot Vo) = 22 55 (2(0)y' (2ul9)) 5= (@),

,j=1

.0 ) ,
onde Y =" . ¢/——. Como ©', e 1y sdo suaves, a expressao acima possui derivada em
j=1 t )

Oxd’
t =0, a qual por definicdo é (LxY),. a
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Observacao 1.1. Para justificar a expressio da matriz jacobiana em (1.4), lembremos
que se g : M — N é uma funcao suave da variedade M na variedade N, x : U — R™ e
y: V. — R" sdo sistemas de coordenadas em U C M eV C N com g(U) C V, entao a

matriz jacobiana de dgy : T,M — Ty, N nos sistemas v ey €

J(yogox ) (x(p) = [Dilyogor)(x(p))],

onde D;(y o g o x™t) representa a derivada parcial, no espago euclidiano, da i—ésima

L em relagdo a j—ésima varidvel. Agora, veja que

—1yi i - i - Oy’ o
(yogoa™) =y ogoz™ e Dj(yogox 1)(96(29)):@%]-9)(29),

coordenada da funcao yo go x~

onde — representa a derivada na variedade M.

oz’
Ainda sobre derivadas de Lie de campos de vetores, precisaremos das duas proposigoes

abaixo, que omitiremos as demonstragdes, pois ja estao provados no Capitulo 5 de [10].

Proposicao 1.7. Se M ¢é uma variedade diferencidvel e X € X(M) é um campo com
X(p) # 0, entao existe um sistema de coordenadas x : U — R™ ao redor de p tal que

0
X:%GWU

Proposicao 1.8. Se X e Y sdo campos vetoriais suaves numa variedade diferencidvel

M, entio LxY = [X,Y].

Seja (M, g) é uma variedade Riemanniana. O conjunto X(M), além de espago vetorial
real, ¢ um modulo sobre o anel C*°(M), com as operacoes de soma (X +Y), = X, +
Y, e (fX), = f(p)X,, para todos X,Y € X(M) e f € C®°(M). Um r—tensor em M
(covariante) ¢ uma aplicagao B : [X(M)]" — C*°(M) r—linear considerando a estrutura
de médulo em X(M). Em outras palavras, para todos X1, Xo,..., X,,Y € X(M) e toda
f € C°(M), vale a seguinte propriedade:

B(X1,....X;+ fY,..., X)) =B(X1,...,Xi,....,X,) + fB(X1,....Y,..., X,).

Um r—tensor também pode ser visto como uma aplicacao que a cada p € M associa uma
funcao r—linear B, : [T,M]" — R.
Se B: X(M) x X(M) — C*(M) é um 2—tensor em M, definimos o 2—tensor ¢} B

em p por

(pr B)p(Yp, Zp) = Bsﬁt(p)(d(SOt)pYa d(¢t)pZ),
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para todos Y, Z € X(M).
E a derivada de Lie de B em relacao a X é definida como o 2—tensor que em p € M
é dado por

d . (¢;B), — B
dt[ ¢ By),_o = lim ~————F,

t—0 t
O limite acima ocorre inteiramente no espago dos funcionais bilineares em 7, M e a prova

(LxB), = (1.5)

de sua existéncia ¢ andloga a da derivada de Lie de campos de vetores.

Proposicao 1.9. Sejam M uma variedade diferencidvel, X,Y, 7 € X(M) e B um 2—tensor

(covariante) em M. Entao
X(B(Y, 7)) = (LxB)(Y, Z) + B(LxY, Z) + B(Y, LxZ). (1.6)

Demonstragao. Por continuidade, basta provar a proposicao para os pontos p € M tais

que X(p) # 0. Seja entdao p com X(p) # 0. Pela proposicao 1.7, existe um sistema de
0

coordenadas z = (z!,...,2™) : U — M ao redor de p € U com X = 91 o U. As
x

2 " sao constantes. Ou seja, a

curvas integrais de X em U sao aquelas em que z°,...,x
curva integral de X passando por ¢ € U é ¢,(t) = z ' (x(q) + te1), com ey vetor da

0
(¢9) = X,. Logo,

base candnica do R™, pois ¢,(0) = ¢ e ¢, (0) = d:v;é)(x(q)) = 5.

o(t,q) = v~ (x(q) + ter).
Tomando t suficientemente pequeno e ¢ proximo de p, temos ¢(t,q) € U. Logo, a
expressao de ¢, : Uy C U — U (Uy é um aberto contendo p tal que ¢;(Uy) C U para todo

t suficientemente pequeno) em coordenadas é, para qo € x(Up),

(zoprox™)(q) = (z 0@z (q0)).
Mas
(xqo)) = 2 M (z(z™ qo)) + ter) = 7 (qo + ter),

donde (z o ¢; 0 27 (qo) = qo + tey. Logo, J(z o p;0x Y q)) = I, (matriz identidade).

0
Portanto, se v € T, M é um vetor de coordenadas v = 3_7", v/ — entdo

Oxd’
; a](pt

(v e d(¢t)p(v) ndo sdo o mesmo vetor, mas tem as mesmas coordenadas no sistema x.)

0 -0 .
Assim, se Y = Zmﬁ/ja o 4= 2N 23% e B = Y 1<jpem Bjrda?! ® da* séo as

representacoes de Y, Z e B no sistema x, entao

(@i B)p(Y. Z) = Bye (d(00)p(Y), dl00)p(Z)) = > Binlee(p))y’ (01(p) 2" (01(p)).

1<j,k<m
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E também
B,(Y,Z)= > By () ().
1<j4,k<m
Entao
d ,
(EXB)p(Y,Z)Z@ Yo (B’ ) (@)
1<j,k<m o

O resto da demonstracao agora segue da regra de derivada de produto de fungoes reais. [

Proposicao 1.10. Seja M uma variedade diferencidvel, X € X(M) e ¢ o fluzo de X. Se

B é um 2—tensor em M, entao para todo p € M,

161 Bl = (5, (LX) (1.7

Demonstrag¢ao. Devemos mostrar que dado p € M e v,w € T, M quaisquer,

Ci [(QOZB)p(U’w)]t:to - (SO;(E)(B))Z,(?}, ’LU),

ou seja,

d

dt [Bw(typ) (d(pe)p(v), d(e)y (w))} = (LxB)g(top) (d(1,)p(v), d(pty)p(w)).

t=to

Facamos t = s + ty. Entao t — ¢y equivale a s — 0. Dal,

(B dlepo)sdey(@))],_, = 5= [Batossn dildli )y (). din(dle)y ()]

= (LxB) (0.0 (d(P1)p(0), d(p10)p(w)),

a
dt

s=0

onde na tltima igualdade acima usamos a defini¢ao de derivada de Lie de um 2—tensor. [

Sejam M uma variedade Riemanniana e Y € X(M). Dado p € M e V C M uma
vizinhanga de p onde o fluxo local ¢ : (—e,¢) x V. — M de Y esta definido. Dizemos que
Y é um campo de Killing se, para todo t € (—¢,¢), a aplicacao ¢; : V — ¢(V'), dada por

©i(q) = p(t, q), ¢ uma isometria, isto é,

(u, v} = {d(pr)u, d($1)0) i (o)- (1.8)

Proposicao 1.11. Em uma variedade Riemanniana M, X € X(M) é campo de Killing

se, e somente se,

(VyX,Z)+(VzX,Y) =0 (1.9)

para todos Y, Z € X(M).
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Demonstragio. Observe inicialmente que se g = (,) é a métrica Riemanniana de M, entao
pela proposicao 1.9 e pelas propriedades da conexao Riemanniana V, a derivada de Lie

de g em relacao a X é
(Lxg)(Y, Z) = (Vy X, Z) + (V2 X,Y).

Sejap € M e p:(—e,¢e) xV — M o fluxo local de X ao redor de p. Veja que dizer
que ¢, € isometria é equivalente a dizer que ;g = g.

Se ; ¢é isometria para todo para todo t € (—¢, ), entao pela definicao de Lxg, temos
0= (Lx9),(Y, Z), provando assim a equacao (1.9). Reciprocamente, se vale (1.9), ou seja,

se (Lxg) = 0, a proposi¢ao 1.10 mostra que

d *
At [(‘Ptg)P]t:tU =0

para todo ty € (—¢,¢), isto é, (¢fg), é constante e dai (¢;g), = g,. Portanto, o fluxo de

X é isometria, completando a demonstracao. O
Proposicao 1.12. A divergéncia de um campo de Killing € identicamente nula.

Demonstragio. Seja X € X(M) um campo de Killing. Dado p € M, considere um

referencial mével ortonormal { F;}7_; numa vizinhanga de p. Entdo
<Ej, VE]X> —|— <Ej, VEJX> - O,
pela proposicao 1.11. Logo,

(div.X)( Z E;, Vg, X(p)) =0.

Jj=1

1.3 Imersoes Isométricas

Nesta secao, e na proxima, faremos um pequeno resumo dos resultados sobre imersoes
isométricas e variedades completas que usaremos nos capitulos seguintes. A referéncia
base para este resumo é o livro [5], capitulos VI e VII.
. n ——n+k . ~ . . .. . .
Seja f: M™ — M '~ uma imersao de uma variedade diferencidvel n—dimensional M
em uma variedade Riemanniana M (n + k)—dimensional (k > 1). Para cada p € M,

o Teorema da Funcgao Inversa garante que existe uma vizinhanca U C M de p tal que
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f:U — f(U) é um mergulho, e assim f(U) é uma subvariedade de M. Podemos usar a
Forma local das Imersoes (veja o capitulo 2 de [10]) para estender um campo de vetores
tangentes a f(U) definido em uma vizinhanca de f(p) em um campo de vetores num
aberto de M contendo f(p).

Vamos identificar U com f(U), isto é, ¢ € U com f(q), e cada vetor v € T, M com
dfy(v) € Ty M, ou seja, identificamos T,M com sua imagem df,(T,M) C Ty M.

Além disso, definimos o produto interno em 7, M pondo

(u, v)p = (dfy(w), dfp(v)) s)-

Isto torna nossa imersao em uma imersao isométrica. A presenca do produto interno nos

permite escrever

T,M =T,M @ (T,M)*, (1.10)

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M C T,M. Para cada v € T,M, p € M,
podemos escrever de modo tinico v = v' + v*, pela soma direta (1.10).

Indicando a conexao Riemanniana de M por V, é possivel mostrar que a conexao de
M é dada por

VxY = (VxY)T,

onde X,Y sdao campos locais tangentes a M e X,Y sdo suas respectivas extensoes locais
a M.

Neste trabalho, estamos interessados apenas no caso em que k = 1, ou seja, M ¢
uma hipersuperficie de M. Assim, o espago (T,M)* tem dimensdo um e podemos definir
diretamente o operador forma da imersao da seguinte maneira: dado p € M, considere um

campo de vetores normais a M e unitarios definido em uma vizinhanga de p. O operador

forma A, : T,M — T,M em p é definido por
Ay (z) = —(V.N). (1.11)

Para que A esteja bem definido, precisamos mostrar que V, N ¢ de fato um campo de
vetores tangentes a M. Para isso, seja x € T,M e X uma extensao local de x tangente a

M. Como (N, N) = 1, temos
0= X(N,N) =2(VxN,N)

provando assim o resultado.
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Precisaremos utilizar o fato de que A, é um operador auto-adjunto, mas nao faremos
a demonstragdao aqui. Indicamos o capitulo VI de [5] para a demonstracao.

O trago de A, é chamado a curvatura média H(p) de M em p. Observe que o sinal
da curvatura média depende da escolha do campo local de vetores normais unitarios V.
Dizemos que uma imersao f : M" — M & minima se trA, = H(p) = 0 para todo
ponto p € M. E dizemos que a imersao ¢é geodésica em p € M se A, é identicamente nulo.
A imersao é dita totalmente geodésica se for geodésica para todo p € M. Observe que
ser totalmente geodésica é uma condi¢ao mais forte que ser minima. A explica¢ao para o
termo “imersao geodésica” é dada pela proposicao abaixo, a qual é um caso particular da

proposigao 2.9 do Capitulo VI de [5].

Proposicao 1.13. Uma imersao f : M™ — M ¢ geodésica no ponto p se, e somente

se, toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.
Terminamos esta se¢do com a proposicao abaixo.

Proposigao 1.14. Seja f: M™™ — R uma fungdo suave em que 0 € R é valor reqular

eX={pe M, f(p)=0}=f"10). Entdo:
(a) X € uma subvariedade de M e o vetor Vf(p), p € &, é normal a X.

(b) A curvatura média H de ¥ é dada por

(c) Se N é um campo de vetores normais unitdrios definido numa vizinhanga de uma
hipersuperficie P de M, entao
nH = —divN.

Demonstragio. (a) A prova de que ¥ é uma subvariedade de M é consequéncia do Teo-

rema da Fungao Implicita, e pode ser vista em [10], Proposigao 2 do Capitulo 2.

Para mostrar a tltima afirmacao, seja p € ¥ e considere uma curva « : (—¢,¢) — X

tal que a(0) =p e o/(0) =v € T,X. Entao (f o a)(t) = 0 para todo t € (—¢,¢), logo

0= (f0a)(0) = dfy(v) = o(f) = (Vf(p). ),

e assim V f(p) L v para todo v € T,X.
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(b) Denote por V a conexao riemanniana de M. Seja {Ei, Fs, ..., E,} um referencial
VI
IV

moével em Y definido numa vizinhanca de p € ¥, e E,41 = Sabemos que

nH = trA = Z<AE], EJ> = Z<_ijEn+l> EJ>

j=1 j=1

COHIO <En+1,En+1> - 1, entéo 0 == En+1<En+1,En+1> - 2<VEn+1En+1,En+1>. POI"—

Vf n
d“’<|Vf|> -

tanto,

+

<VE E.1,E;)

M= TME

<VE En+17 > <vEn+1 n+17En+1>

.
Il
—

Il
NE

(Vi Bni1, Ej) = —nH.

<.
Il
-

(c) Observe que localmente P é a imagem inversa de um valor regular de uma fungao real

f definida num aberto de M, e N = |§§| Obtemos o resultado aplicando o item (b).
O

1.4 Variedades completas

Uma variedade Riemanniana M é dita estendivel se existe uma variedade Riemanniana
M tal que M é isométrica a um subconjunto aberto préprio de M. Se isto nao é possivel,
dizemos que M ¢é nao-estendivel. M é dita completa se para todo p € M, as geodésicas que
partem de p podem ser definidas em toda a reta R. Rigorosamente, a apliacao exponencial
exp, estd definida para todo v € T,M. Toda variedade completa é nao estendivel (mas a
reciproca nao é verdadeira), como mostra proposi¢ao 2.3 do capitulo VII de [5].

Vamos apenas enunciar o importante Teorema de Hopf-Rinow, cuja demonstragao

pode ser vista no capitulo VII de [5].

Proposigao 1.15. Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
(a) exp, estd definida em todo o T,M.

(b) Os limitados e fechados em M sdo compactos.
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(c) M é completa como espago métrico, com a métrica sendo dada pela distancia geodésica
d (d(p,q) = infimo dos comprimentos de todas as curvas Ypq, onde v,, € uma curva

suave por partes ligando p e q).
(d) M € completa.

(e) Eziste uma sequéncia de compactos (K, )nen, com K, C int K11 e Upeny Kn = M,
tais que se q, ¢ K,, entao d(p,q,) — +oo. Além disso, cada uma das afirmagoes

actma implica que

(f) Para todo q € M, existe uma geodésica v ligando p a q com comprimento L(vy) =

d(p, q).

Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana M é uma aplicacdo suave « :
[0,400) — M tal que para todo compacto K C M, existe um ¢y € (0, +00) com a(t) & K
se t > tg. O comprimento de uma curva divergente é dado por

lim /Ot |a/(s)|ds = L(«). (1.12)

t—o00

Como consequéncia to Teorema de Hopf-Rinow, provaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.16. Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se o com-

primento de toda curva divergente € infinito.

Demonstragcao. Suponhamos primeiro que M seja completa. Pela Proposicao 1.15, dado
p € M fixado, existe uma sequéncia de compactos K, C M, com K, C int K, ., e
Unen Kn = M, tais que se ¢, € K, entao lim,,_, - d(p, g,) = +0oc.

Seja « : [0, +00) — M uma curva divergente em M. Para cada n € N, existe um ¢,, > 0
tal que a(t) € K, se t > t,. Como K, C int K, 1, t, é crescente. Além disso, ela nao
pode ser limitada, pois neste caso existiria b = limt,, e assim t > b = «(t) € UK, = M,
absurdo. Entédo limt, = +oc.

Pela Proposigao 1.15(f), existe uma geodésica minimizante -, ligando a(0) a «a(t,), ou

seja,

L(mn) = d((0), a(tn))

tn
< / |/ (s)|ds.
0
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Como a(t,) ¢ K, temos

tn
lim |’ (s)|ds > lim d(a(0), a(t,)) = +oo,

n—+oo Jo n=r+oo
logo a tem comprimento infinito.

Reciprocamente, suponha que M nao seja completa. Entao existe uma geodésica
que nao estd definida em R, isto é, v : [0,b) — M. Vamos mostrar que ~y é divergente, e

considerando uma reparametrizagao 7 : [0, +00) — M de =, teremos

L(®) = L(y) = lim / 1Y (s)|ds = lim ev, < +oo,
-Jo e—b—1

e—b
onde v, = |¥/(s)], a qual é constante, pois v é geodésica. Isto provara a proposigao, uma
vez que 7 é divergente (tem o mesmo trago de ) e L(§) < 4o0.

Suponha por absurdo que v nao seja divergente e seja K C M um compacto tal que
~([0,b)) C K. Considere uma sequéncia crescente t,, € [0,b) com limt,, = b. Como ~(t,) €
K, passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos admitir que lim, . y(t,) =
p € K. Mas existe uma vizinhanca B de p em M tal que quaisquer ¢, g, € B podem ser
ligados por uma tunica geodésica 1o contida em B ligando ¢ e ¢o (isto segue da proposigao
4.2 do Capitulo III de [5].) Como B é aberto, ¥(t,) € B para todo n suficientemente
grande, digamos n > ng. Isto mostra que se m,n > ng, a geodésica em B ligando v(t,,) a
v(tn) é a prépria . Tomando n > ny de modo que a aplicacdo exponencial exp,,) seja
difeomorfismo de uma vizinhanca de 0 € T,y M sobre um aberto contendo p, vemos que

~ pode ser prolongada além de b, um absurdo. O

1.5 Produtos Warped

Sejam M e N variedades Riemannianas. A estrutura de variedade produto em M x N
faz com que as projecoes canonicas my : M X N — M ey : M x N — N sejam fungoes

suaves. A métrica usual em M x N é (veja [7], Lema 3.5) dada por

() =m(Gw) + (G- (1.13)

Vamos definir uma nova métrica Riemanniana, que sera utilizada ao longo deste texto.
Sejam (M, (,)nr) e (N, (,)n) variedades Riemannianas e g : M — R uma fungio suave

positiva em M. Na variedade produto M x N, definimos a métrica warped por

() =m((ar) + (g o man) Ty (()w)- (1.14)
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Explicitamente, como T, )M x N = T,M & T,N, dados u = (uar, un) € v = (vam, vN)

em T, M x N, (1.14) se escreve assim:

(u,v) = (uar, var)ar + 9(p)*(un, V) N- (1.15)

Para provar que (1.14) define de fato uma métrica Riemanniana em M x N, basta

fazer os seguintes calculos:

(a) Como (,)a e (,)n sa@o bilineares,

Au+w,v) = (Aupy +war,var)mr + 9(p)*Auny + wy, o) N
= Munr, op) v + (war, o) m + 9(p)*Muwn, vn) + 9(p)*(wn, vn) N
= Mu,v) + (w,v).

(b) Como (,) e (,)n sdo simétricos, entao

2

(u,v) = (un,vm)m + 9(P)*(un, vn) N

2

= (vam,un)m + 9(p)*(un, un) N

= (v,u).
(c) Finalmente, como (,)as € (,)n s@o positivos,

(w, uy = (upr, upr)mr + 9(p)*(un, un)y >0

e (u,u) =0 uy=0ecuy=0<u=0.

O resultado abaixo serd usado na Proposi¢ao 2.2 e sua demonstracao pode ser encon-

trada na referéncia [7], capitulo 7.

Proposicao 1.17. No produto warped M x, N, os slices M x {q}, ¢ € N, sao totalmente

geodésicos.

Exemplo 1.1. Podemos considerar M = R" ™\ {0}, com a métrica usual, como o produto
warped S™ %, (0,4+00), onde p : (0,400) = R € a funcio p(t) =t e S" a esfera unitdria.
De fato, dado x € M, com |z| =t > 0, T,M = R" = T, ,;S" ®span{z}, pois T,S" = [z]*.

Entao dados quaisquer vetores u,v € T, M, eles se escrevem de modo unico como

U=1uUy+MT € v=1y+ A\ox,
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com g, Vg € Ty/1S™. Logo,

(u,v) = {ug, vo)sn + |22 A1
= (ug, vo)sn + * A1 A\
Assim, podemos associar x € M com (z/|z|,|z]) € S" x, (0,400), e u € T, M com

(g, A1) € T(oyS™ %, (0,400), onde |x| = t. Portanto, a métrica de M em x, |x| = t,

coincide com a métrica de S* x, (0,400) no ponto (z,t).



Capitulo 2

Resultados tipo-Liouville para

hipersuperficies two-sided

2.1 Variedades com campos de Killing

Apenas a titulo de motivacao para introduzirmos o produto warped P x, R, considere a
situagao seguinte. Seja M uma variedade Riemanniana (n + 1)—dimensional munida de
um campo de Killing Y € X(M). Considere a distribuicao que a cada p € M associa
o complemento ortogonal [Y,]* C T,M. Suponha que esta distribui¢io seja integravel e
tenha posto constante n. Seja P uma folha integral desta distribuicao e considere o fluxo
U:JxP— MdeY comecando em pontos de P. Vamos considerar que J = R.

Como Y ¢é campo de Killing, se ¢ € P e V C M é um aberto contendo ¢ onde est4
definido o fluxo local de Y, entdao a aplicagao ¥; : V' — ¥, (V) é uma isometria, isto é,

dados u,v € T,M, vale
(u,v)g = (dVu, dV,0v),, (2.1)

onde z = ¥,(q). No entanto, ¢ € P C M e assim T,M = T,P@®span(Y,), pois T,P = [Y,]*.

Segue-se que u € T, M se escreve como u = up + ugY; e entao
(u,v)q = (up, vp) + urvr(Yy, Yy)q- (2.2)
Denotando por p: P — R a funcdo p(q) = |Y,]|, obtemos de (2.1) e (2.2) a expressao
(dVu, dV ), = (up, vp) + p*(q)urvg. (2.3)

Como todo vetor @ € T, M se escreve como U = dW,u, podemos dizer que o produto

interno (, )., + = ¥;(z), coincide com a métrica do produto warped P x, R em (g, t).

19
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Na realidade, isto mostra que M pode ser considerada localmente como P x, R, cuja

métrica, como sabemos, é

() =m((,)a) + (p o mag)*my (dt?). (2.4)

Podemos ainda tratar Y € X(M) simplesmente como o campo J; = (0, 9;) € X(Px,R)
(lembre que T| @ Px,R=ET,POTR e d; é o campo associado ao sistema de coordenadas

em R dado pela fun¢ao identidade). De fato, veja que

(O, Or) (q.0) = (dmpOy, dmp0y) gep + p*(q)dt*(0;) = p*(q) - 1 = (Yo, Yq>qeﬁa (2.5)

logo eles tem a mesma norma, e além disso J; é ortogonal a T,P x {0} assim como Y, em
M.
Observe ainda que as curvas integrais de J, em PP x, R sao as fungoes o : R — P x, R,

dadas por a(s) = (g, s), com «(0) = (¢, 0). O fluxo de J; é portanto (comegando em (g, 0))

(s, (q,0)) = (g,5).

Ao longo do trabalho, porém, continuaremos usando a notacao Y para significar d;, a

fim de manter a notacdo usada no trabalho de de Lima et. al. [4].

2.2 Hipersuperficies two-sided em P x, R

Dizemos que uma hipersuperficie ¢ : X" — M ¢ two-sided quando existe um campo
de vetores suaves N, definido globalmente em ¥, unitarios e normais a »".

Para superficies bidimensionais S C R3, ¢ bem conhecido o fato de que S é orientével
se, e somente se, existe um campo de vetores suaves normais unitarios a S definido
globalmente em tal superficie. No entanto, ser two-sided nao é o mesmo que ser orientavel,
em geral. Por exemplo, o cilindro S* xR é orientével, mas podemos mergulhd-lo em M?xR
de modo que ele ndo seja two-sided, onde M? ¢ uma faixa de Mébius em R*. Tomando a
“linha de centro” C' de M?, que é difeomorfa a S*, concluimos que C' x R é hipersuperficie
de M? x R difeomorfa ao cilindro S* x R, mas nao é two-sided. E possivel também que
uma variedade nao-orientavel seja uma hipersuperficie two-sided, como mostra o exemplo
M? x {0} € M?R. Neste caso, o campo de vetores normais é simplesmente 9;, o campo

de vetores tangentes a R.
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Neste trabalho, consideraremos hipersuperficies two-sided ¢ : X" — P x,R imersas em
um produto warped P x ,R, onde [P ¢ uma variedade Riemanniana com dimensao n. Vamos
considerar em especial com duas fungoes suaves associadas a imersao ¢, a saber a funcdo
altura h = (mr)x : X" — R, que é a restri¢ao a X" da projegao canoénica g : P x,R — R,
e a fungao dngulo © : ¥" — R definida por © = (N,Y’), onde N é um campo de vetores
unitarios e normais definido globalmente em ¥" e Y é um campo de Killing definido em
P x,R.

Além disso, vamos denotar por V,V, e V os gradientes (e outros operadores) com
respeito as métricas de P x, R, X" e P, respectivamente. Por exemplo, Ric denota o
tensor de Ricci de P, enquanto Ric denota o tensor de Ricci de ¥". E X T representa a

componente tangencial de um campo X € X(P x, R) ao longo de ¥".

Proposicao 2.1. Sejam h e © as fungoes altura e angulo definidas acima e N* a com-

ponente tangencial de N ao longo de P. Entdo:

1

1
(b) N*=N — pid

1
(c) |VA = ;IN*\%XPR-

Demonstragio. (a) Como 7 : P x, R — R é dada por mg(q,t) = t, temos h(q,t) =t
para (gq,t) € ¥". Observe que se a : (—¢,¢) = P x, R é um caminho suave dado por
a(s) = (q(s),t(s)), com a(0) = (q,t), com q: (—g,e) = P, t: (—e,e) > R, ¢(0) =v
e t'(0) = A, temos mr(a(s)) = t(s). Assim, dmg(v,\) = A. Logo,

{(v,\), Vrg) = drr(v, \) = \. (2.6)
Portanto, se Vg = (Xp, Xr), usando (2.6) obtemos
A= (v, Xp)p + p*AXg.

Fazendo A = 0, obtemos (v, Xp) = 0 para todo v € T,P, e portanto Xp = 0. Por outro

1
lado, fazendo v =0 e A =1, obtemos Xg = —, e entao
P

_ 1
Concluimos que Vh = (Vrg)" = p—(@t)T = p—YT.
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. . , " ,
b) N é um campo normal a ", cuja componente em R é \Y, onde A é um niimero real

que devemos determinar. Para isto, facamos a conta

O =(N,Y)=(N*+\Y,Y) = (N*Y) + \Y,Y) = \p?, (2.7)
pois (N*,Y) = 0, ja que o primeiro é tangente a P e o segundo é normal. Assim,
O
A = —. Portanto,
p
N=N"+ %Y
p
e N*=N — %Y
P
(c) De
Y=Y+ (N,Y)N=Y" +ON,
temos

V[P =Y — N[’ =|Y|" - 20(Y,N) + ©*|N|?

=p? —20% + 62
— 22
Por outro lado,
N=N"+ plz@Y,
logo observando que N* 1L Y, teremos

1
1= [N = |N|* + Iﬁ@YI2

2
= |N*]> + (22
. |N*|2:1—@—22: P2_2@2
p p
Portanto,
VA = I TR = NP

2.3 Variedades com densidade

(2.8)

_lyT|2

S (2.9)
[

Dadas uma variedade Riemanniana n—dimensional (M, ¢g) e uma fungao suave f : M — R,

uma variedade com densidade ¢ uma tripla ordenada M; = (M, g,dp = e 7dM), onde
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dM denota o elemento de volume de M. A funcao f é chama de func¢ao densidade de M.
Se Ric denota o tensor de Ricci de M, definimos o tensor de Bakry-Emery-Ricci de M ¥
por

Ricy = Ric + Hessf.

Seja f uma funcao densidade em IP x,R. O operador f—divergéncia em X" ¢ definido
por

div(X) = efdiv(e 7 X).

De modo semelhante ao laplaciano, o f—laplaciano de uma funcao u : X" — R suave é

definido por Aju = divy(Vu). Usando as propriedades do operador divergéncia, temos

Aju = divy(Vu) = efdiv(e ' Vu) = ef(e7/divVu+ (V(e /), Vu))
= Au+el(=1)e (V[ Vu)
= Au—(Vu,Vf).

Seguindo a nomenclatura estabelecida por Gromov em [6], a curvatura f—média H;

de uma hipersuperficie two-sided ¢ : X" — Py x, R é definida por
nH; =nH+ (Vf,N), (2.10)

onde H representa a curvatura média de X" em P x, R com respeito ao vetor normal
N. Observe que (2.10) é simplesmente nHy = —div(N), assim como nH = —divV.
Nesse contexto, dizemos que uma hipersuperficie X" numa variedade com densidade My

¢ f—minima quando Hy ¢é identicamente nula em .
Proposicao 2.2. Seja P x, R um produto warped com funcdio peso f. Entao:
(a) os slices P x {t} sao minimos.

b) se a func¢do densidade f : P x, R — R nao depende do parametro t € R, entao os
P

slices P x {t} sdo f—minimos.

Demonstragio. (a) Isto é consequéncia imediata da Proposicao 1.17, pois os slices P x {t}

sao totalmente geodésicos em P x, R.

(b) Do item (a), obtemos H = 0 em P x {t}, pois eles sao hipersuperficies minimas. Como

a funcao densidade f nao depende de t, segue-se que

0=0.f = (Vf,0) =0.
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Mas 0, = N é o vetor normal aos slices P x {t}, logo
nHy =nH+ (Vf,N) = 0.
[

A proposicao acima sugere a seguinte pergunta: se os slices s@o f—minimos, entao
dada uma hipersuperficie ¢ : X" — P x, R, num produto warped com densidade cuja
funcao densidade f ndao depende de t € R, em que condigdes podemos garantir que X" é
um slice do espago ambiente?

Tanto na secao seguinte, quanto no proximo capitulo, apresentaremos algumas respos-

tas a essa questao.

2.4 Resultados tipo-Liouville com hipéteses sobre Ric f

Com base na Proposicao 2.2, vamos considerar produtos warped com densidade P x, R
cuja funcao densidade f nao depende do parametro ¢ € R. Denotaremos este espago por
P; x, R, e o chamaremos de produto warped de Killing com densidade. O Lema a seguir

servira para a demonstracao dos proximos trés teoremas que o seguem.

Lema 2.1. Seja X" uma hipersuperficie two-sided imersa em Py x ,R. Se X" tem curva-

tura f—média constante, entdo

_ 1. — A
AO = (Ricfw*, N') - Hessp(N'.N°) - 62200 ¢ |A|2> . (@
p

Demonstragio. Para calcular A¢©, devemos calcular A® e (VO, V f).

De [1], Proposicao 2.12, sabemos o valor do laplaciano de ©, o qual vale
AO = —nY "H — O(Ric(N, N) + |A]%). (2.12)

Além disso, vale

VO =AY — (VyY)'". (2.13)

Com efeito, seja v € TX. Entao
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v0 =v(Y,N) = (V,Y,N) + (Y,V,N)
= (=VaY,0) + (Y7, —Av) (2.14)
= —((VxY)T,0) + (=AY ", 0) (2.15)

(=AY T — (VyY) T 0)
(=AY T — (VNY)T,0),

o que prova (2.13). Em (2.14), usamos o fato de Y ser Killing, e V,N = —Av € TS,
enquanto em (2.15) o fato de A ser auto-adjunto.

Como f nao depende de t € R, temos
0=0,f=(0,Vf)y=({,Vf), (2.16)
logo
0=NY,Vf) = (VY. V[) + (Y, VNV
e dai
(VNY,V[) = —(Y,VNV[) = —(Y, (Hessf)N). (2.17)
Além disso, como Y é Killing,
(VNY,N) +(VNY,N) = 2(VNY,N) =0,

isto é, VyY é tangente a Y.

Usando (2.17), temos

= —(AY T, Vf) + (Y, (Hessf)N), (2.18)
e de (2.18), obtemos

—(AY T, Vf) =(VO,Vf) — (Y, (Hessf)N). (2.19)
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Agora, voltemos nossa aten¢ao para o primeiro termo no lado direito de (2.12):
—nY H=-Y"(nH; — (Vf,N)) = —nY H; + Y (Vf, N). (2.20)
Observe que

Y (Vf N)=(Vy=Vf N)+ (Vf,VyrN)

(Hessf)Y ", N) + (Vf,VyN)

(

(

((Hessf)(Y — ON),N) + (Vf,—AY " + (VyrN)*)

(Hessf)Y, N) — ©((Hessf)N, N) — (Vf, AY'T) (2.21)

pois (VyrN)* =0, j4 que Vyr N é tangente a . Assim, de (2.20) e (2.21), obtemos
—nY TH = —nY "H; + ((Hessf)Y, N) — O((Hessf)N, N) — (Vf, AY "), (2.22)
Usando as equagoes (2.22) e (2.19), podemos escrever
—nY"H=—nY" —OHessf(N,N) + (VO,Vf). (2.23)
Substituindo (2.23) em (2.12),
AO = —nY "H; — O(Hessf(N, N) + Ric(N, N) + |A]*) + (VO, V), (2.24)
donde
AO =AO —(VO, V)
= —nY "Hy — ©(Hessf(N, N) + Ric(N, N) + |A])
= —nY "H; — O(Rics (N, N) + |A]?) (2.25)

Agora, vamos encontrar expressoes para Hessf(N, N) e Ric(N, N). Este tltimo é ob-

tido no Corolario 7.43 de [7], e vale

Ric(N, N) = Ric(N*, N*) — ~Hessp(N*, N*) — @2A—§f’. (2.26)
p p

Quanto ao outro, temos
Hessf(N,N) = (VNVf,N)
= (VNVf,N" + ;@w
= (VNV N+ (VyV 1, ;2@1@

= (Hessf)(N*, N*) — pl(a(?f, VnY) (2.27)

2

— (Hessf)(N*, N*) + [)13@2@2 Vo). (2.28)
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Para justificar (2.27), observe que
0=N(VLY)=(VnVLY)+ (VF,VyY). (2.29)
Quanto a (2.28), se v é tangente a P x, R, entao
20(Vp,v) = (Vp* v) =vp> =v(Y,Y) = 2(V,Y,Y) = —2(VyY, v),
pois Y é Killing. Logo,
1
Vp=Vp= —;VYY. (2.30)
Mas, dado qualquer campo V' tangente a PP, temos
- <vN*Y) V>7
entdo V-V é tangente a P. Assim, Vy-Y é ortogonal a P.
_ _ 1
Como VY = VY + ?@VYY, concluimos de (2.30) que
—~ —~ 1
(VE,VNY) =(Vf VNY + E@VYY)
— 1

completando a justificativa de (2.28).
Somando (2.26) e (2.28), temos

- __ . 1 —
Ricy(N,N) = Ric(N*, N*) + Hessf(N*, N*) — —Hessp(IN*, N*¥)
p
1 i ==
- 50 [Ap = (V£,Vp)]
_ 1. — 1 ~
= Rics(N*, N*) — —Hessp(N*, N*) — —3@2Afp. (2.31)
p p
Substituindo (2.31) em (2.25) e lembrando que H; é constante, obtemos o resultado. [

Dizemos que uma variedade Riemanniana X" com func¢ao densidade f é f—parabolica
se toda fungao u : X" — R suave limitada inferiormente tal que Aju < 0 deve ser

constante. Nesse sentido, apresentamos agora o seguinte

Teorema 2.1. Seja M = P; x, R um produto warped de Killing com densidade tal

que ]T%\i/Cf > —k, para alguma constante k > 0, e p uma fun¢ao concava com Afp < 0.
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Seja 1) : X" — M uma hipersuperficie f—parabdlica, two-sided, com curvatura f—média

constante, cuja funcao angulo © tem sinal estrito. Se
2 O a2
[VAa[" < —|A] (2.32)
kp
para alguma constante o € (0,1), entdo X" estd contido em um slice de M.

Demonstragao. Por hipétese, © nao muda de sinal. Entao podemos escolher o campo

normal N de modo que © > 0. Como p > 0 é concava, podemos garantir que
1 T * *
—Hessp(N*, N*) < 0.
P

Como Afp < 0, temos

A
—e?=IP >,
p

Lembremos que a afirmacao Ric ¢ > —k deve ser entendida no contexto de formas qua-

draticas, ou seja, ﬁ?:f(v,v) > —r(v,v). Logo, da hipétese,
Ric;(N*, N*) > —k|N*|*.
Mas entao aplicando o Lema 2.1 e levando em conta o que obtivemos acima temos

A0

—_ 1 — A
- (Ricf(N*,N*) — —Hessp(N*, N*) — @2720 + \AP) S)
p p

< (RN - ]AP)O
< (keI VAP — |A2)0
< (alAP —]AP)O = (a—1)|A]%6.

onde na penultima desigualdade usamos o item (c) da Proposic¢do 2.1 e na iltima usamos
a hipdtese (2.32). Da tltima desigualdade acima e como o« — 1 < 0, concluimos que

Ay© <0 em X" e, como esta é f—parabdlica, © deve ser constante. Mas entdo
0=A;0 < (a—1)|A6,

e assim |A]? = 0. Pela hip6tese (2.32), Vh = 0, e portanto a fungao altura em X" ¢é

constante, mostrando assim que ela estd contida em um slice de M. O

O teorema a seguir contempla o caso k = 0. Observe que agora nao precisamos fazer

estimativas sobre |Vh|.
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Teorema 2.2. Seja M = P; x, R um produto warped de Killing com densidade tal que
ﬁ?:f >0 e p uma fungao concava tal que Afp < 0. Seja v : ¥ — M uma hipersuperficie
f—parabdlica two-sided com curvatura f—média constante cuja fungdo angulo © tem sinal
estrito. Entao X" € totalmente geodésica. Além disso, se f{iv(:f > 0, entao X" estd contida

em um slice de M.

Demonstracio. Da mesma forma que no teorema anterior, podemos escolher N de modo
que O seja uma funcao positiva em X". Como p é concava e A #p < 0, podemos garantir
que ~
Asp
3

em P. Como por hipdtese temos ﬁﬂ;f > 0, podemos agora voltar ao Lema 2.1 e escrever

1 —
—Hessp(N*, N*) <0 e —©? >0,
p

A0 < —(Rics(N*, N*) + |A]})© < 0. (2.33)

Pela f—parabolicidade de X", © deve ser constante em ¥". Retornando a (2.33), nds
temos lii/cf(N*, N*) =|AJ]? =0, logo X" é totalmente geodésica. Além disso, se RNicf > 0,
entao concluimos que N* = 0, logo |Vh| = 0, pela proposi¢ao 2.1 item (c), e portanto h

é constante e 2" estd contida em um slice. O

Para o préoximo teorema, adotaremos a seguinte terminologia estabelecida na litera-
tura. Uma variedade com densidade X ¢ dita E}—Liouville quando toda func¢ao su-

perharmonica (isto é, com f—laplaciano < 0) ndo-negativa u € £}(E) ¢ constante, onde
E}(E) = {u (3" — R;/ ue ldY < +oo} . (2.34)
)

Teorema 2.3. Seja M = P; x, R um produto warped de Killing com densidade tal que
T:?i/cf > —k, para alguma constante Kk, sendo p uma func¢ao concava tal que Afp < 0. Seja
Y : X" — M uma hipersuperficie E}—Lz’oum’lle com curvatura f—média constante e com

a fungao angulo © tendo sinal estrito e tal que © € E}(Z).

a) Ser =0, entdo X" € totalmente geodésica. Além disso, se |Vh| < a|A|? para algumas
9 g

constantes positivas o e 3, entao X" estd contida em um slice de M.

(b) Sek>0ce
o'
VAP < AP (2.35)

para alguma constante o € (0,1) entdo X" estd contida em um slice de M.
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(c) Se k <0, entio X" estd contida em um slice de M.
Demonstragao. Escolhendo N apropriadamente, podemos fazer com que © > 0. Entao:

(a) Da mesma forma que nos dois Teoremas acima, temos
A0 < —(Rics(N*, N*) +|A])O. (2.36)

Da hipétese Ricf > 0, (2.36) mostra que A0 < 0. Como © € £4(X) e ¥ 6

S}—Liouville, concluimos que © é constante. Portanto,
0= A0 < —(Rics(N*, N*) + |A]})© <0, (2.37)

e daf RNin(N*, N*) = |A|> = 0. Portanto, X" é totalmente geodésica. Se |[Vh| < a|A|?,

entdo |Vh| = 0 e assim h seré constante, mostrando que 3" esté contida em um slice.

(b) Como
Rics(N*, N*) > —k(N*, N*) = —kp?|Vh|?,

obtemos de (2.36) e da hipdtese que
As© < (kp*|VH* —|A])O
< (alA]” - |A]")®
< (a—1)JA]P6 <0.

Pelo mesmo motivo quem em (a), © serd constante e |A|? = 0, logo |[VA[> = 0 e

portanto h é constante. Segue que X" esta contida em um slice.
(¢) De (2.36), como x < 0, temos

Af© < (sIN'* = |A]")©
= (kp’| VA — [A[)© < 0.

Analogamente a (b) e (a), © serd constante, assim

0= A0 < (kp2| VA2 — |A2)O < 0
= kp’|Vh]? — A =0
= |A]* = [V =0,

logo X" esta contida em um slice.
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]

Observacao 2.1. Observe que nos dois primeiros teoremas acima podemos concluir que
p € constante. De fato, p > 0 e nos trés teorema existe a hipétese Ayp < 0. Como X é
um slice P x {to}, concluimos nos Teoremas 2.1 e 2.2 que P é f — parabdlica, logo p é

constante nestes casos.

Observagao 2.2. A hipdtese feita nos teoremas acima de a func¢io dngulo © nao mudar
de sinal é uma condiciao necessaria, pois em um slice P x {c}, o vetor normal é N = 0,
e assim © = (N,0;) = (0;,0;) = p* > 0. Logo, se © mudasse de sinal, entdo nio haveria

como X" ser slice.

Observagao 2.3. Ser totalmente geodésica é uma condi¢io mais fraca que ser um slice.
Por exemplo, tomando uma geodésica T' € H? no plano hiperbolico H? (no modelo do
semiplano, por exemplo), vemos que T' X R € totalmente geodésica em H?* x R, embora ndo

necessariamente seja um slice.



Capitulo 3

Resultados de rigidez via restricoes

na funcao altura

3.1 Resultados tipo-Liouville com hip6teses sobre h

Nesta se¢do, vamos inicialmente apresentar a demonstragao de uma férmula para o lapla-

ciano da funcao altura h de uma hipersuperficie two-sided imersa em P x, R.

Lema 3.1. Seja X" uma hipersuperficie two-sided imersa em M =P x,R. Entao
Ah = nH,p~?0,
onde nH, = nH + 2(Vlogp, N).
Demonstracao. Lembrando que divY = 0, veja que
p2Ah = p~2div(Vh) = p2div(p™2Y")

= PP diVY T + (VPR YT))
= p2(pdiv(Y — ON) +(Vp2,YT))
= p HdivY —div(ON)) + p~2(Vp 2, YT
= _p_4@diVN - p_4<v®7 N> + p_2<Vp_2, YT)

= p~'nH +p2(Vp 2, YT)
= ptOnH + (Vp=2,Vh).

32
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Portanto,
Ah = p720nH + (p*Vp~2,Vh)
= p?OnH+ (Vlogp~2,Vh)
= p20nH + (Vlogp=2,p72YT)
= p2OnH+ p2(Vlogp2,YT)
= p20nH +p%(Vliogp 2 Y —ON)
= p20nH — p20(Vlogp~2,N)
= p?O(nH - (Vlogp™2, N))
= p20(nH +2(Vlogp, N))
= p?OnH,.
No argumento anterior, usamos o fato de p : P — R nao depender do parametro t € R,

logo Vlogp=2 € TP, e assim (Vlogp2,Y) = 0. O

No que segue, consideraremos o espaco das funcgoes integraveis a Lebesgue definido

numa variedade Riemanniana "
LP(Y) = {u X" — R;/ luPdE < —1—00}.
E’?’L

Acima, dX é a elemento de volume de X". Além disso, o volume de %" é dado por / d>,
b
podendo ser infinito. Para estabelecer o proximo teorema, precisaremos dos seguintes

resultados classicos, ambos encontrados no trabalho de Yau [12].

Lema 3.2. Seja u > 0 uma fungdo subharmonica em uma variedade Riemanniana 3"

completa. Se u € LP(X) para algum p > 1, entao u € constante em X".

Lema 3.3. Toda variedade Riemanniana completa nao-compacta com curvatura de Ricci

nao-negativa tem volume infinito.
Podemos agora enunciar e apresentar a prova do proximo resultado destas notas.

Teorema 3.1. Seja X" uma hipersuperficie two-sided, completa, imersa em P x ,R. Supo-
nha que H, e © tenham o mesmo sinal. Se a fungdo altura h € nao-negativa e h € L(X)
para algum q > 1, entao X" é um slice. Além disso, se Ric >0 e h for positiva, entao P

deve ser compacta.

Demonstrag¢do. Pela hipotese, H,© > 0, logo o Lema 3.1 garante que Ah > 0. Como
h > 0eh e £4X) para algum ¢ > 1, o Lema 3.2 nos assegura que h é uma fungio

constante e isto significa que X" é um slice P x {c¢} C P x, R.
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SeP/{iVCZOeh>O,entélo
Ih|7vols = |h|q/ 4z :/ |h|7dY < +o0
b b

e assim o volume de X" ¢é finito. Pelo Lema 3.3, ¥ = P x {c} deve necessariamente ser

uma variedade compacta. O

Para apresentar a prova do proximo resultado, precisaremos da seguinte extensao de

um teorema devido a Hopf e que obtida por Yau em [12].

Lema 3.4. Seja u : X" — R uma fungdo suave em uma variedade Riemanniana "
completa cujo laplaciano Au nao muda de sinal em X", Se |Vu| € LY(X), entdo Au é

identicamente nulo em X".

Observacao 3.1. O resultado acima foi generalizado por Caminha et. al. em [2] da
sequinte maneira: Seja M uma variedade Riemanniana n—dimensional completa, nao-
compacta e orientada, e X € X(M) tal que divX nao muda de sinal em M. Se |X| €
LY(M), entdao divX =0 em M.

Para os proximos resultados, consideraremos hipersuperficies completas imersas em

um slab P x [a,b] de P x, R, onde [a, b] é um intervalo da reta.

Teorema 3.2. Seja X" uma hipersuperficie two-sided, completa, imersa em P x, R e
contida em um slab desta variedade. Suponha que H, e © nao mudam de sinal em X".

Se |[Vh| € LY(X), entdo X" é um slice de P x, R.

Demonstraggo. Pelo Lema 3.1, segue que Ah = nH,p™2© > 0, pois da hipdtese, temos
H,0 > 0. Como |Vh| € L}(X), o Lema 3.4 garante que Ah é identicamente nulo em X"
Observe agora que
A(h?) = 2hAh + 2(Vh, Vh)
= 2|Vh[* > 0. (3.1)

Como X" estd contida num slab, a fungao altura h é limitada, digamos |h| < b, com b € R

positivo. Portanto, observando que |V (h?)| = 2|h||Vh], segue que

/ IV (h2)|dS. = / 2\h||Vh|dE < 2b/ IVA|dS < 400, (3.2)
b b by
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pois |[Vh| € £1(X). Portanto, de (3.2), concluimos que |V (h?)| € £}(X), e usando o Lema
3.4 novamente, obtemos que A(h?) = 0. Segue de (3.1) que |Vh|? = 0 e portanto h é
constante, logo X" esta contida em um slice. Como " é completa, ela é nao-estendivel,

e portanto deve ser um slice de PP x, R. O
O corolario abaixo segue imediatamente do Teorema 3.2.

Corolario 3.1. Seja X" uma hipersuperficie two-sided completa, que estd contida em um
slab de P x, R. Suponha que H, e © nao mudam de sinal X". Se X" é parabdlica, entdo

X" € um slice de P <, R.

Observacao 3.2. Parabolicidade significa que toda funcdao u : X" — R limitada inferior-
mente suave com Au < 0 deve ser constante. A demonstragdo do coroldrio é imediata,

pois h é limitada e A(—h) <0,

3.2 Graficos de Killing inteiros

Seja M ¢ uma variedade Riemanniana (n + 1)—dimensional, ¥ € X(M) é um campo
de Killing cuja distribuigao ortogonal é integravel (nas mesmas condigoes da segdao 1 do
Capitulo 2 deste texto) e P é uma folha integral deste distribui¢do. Dada u : P — R é

suave, de acordo com [3], a hipersuperficie
Y(u) = {¥(u(z),z);z € P} C M

¢ chamada de grifico de Killing inteiro associada a fun¢ao u € C*(P).
Da mesma maneira que fizemos no capitulo 2, ndo trabalharemos com ¥(u) da maneira
definida acima. Na realidade, consideraremos o produto warped P x, R em vez de M, o

campo 0; em vez de Y, e dada u : P — R suave, X(u) serd simplesmente
Y(u) = {(z,u(z)) e P x,R;z € P}. (3.3)

Observamos que a situagdo em (3.3) é analoga a de um grafico em R"*! de uma fungao
suave f : R™ — R. Por isso, faremos o exemplo abaixo para motivar o calculo da métrica

Riemanniana de (3.3).

Exemplo 3.1. Seja f: R" — R suave e G C R"™! 0 seu grdfico, isto €, o conjunto

G= {(:v,f(:v)) eR"f .z € R”}.
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Vamos calcular a primeira forma fundamental de G, ou seja, sua métrica Riemanniana.
A fungio F : R — G dada por F(x) = (z, f(z)) € um sistema de coordenadas global em
G. A diferencial de F em x € R" é

dF,(v) = (v,dfz(v)) € R" x R. (3.4)

Logo, dados v, w € Tru)G, temos v = dF,(vo) e w = dF,(wy), para alguns vy, wy € T,R™.
Entao

(v, w)e = (dF:(vo), dFu(wo))a
= ((vo, dfz(v0)), (wo, df(wo))c
= </U07 w0>R” + dfr(UD)dfx(wO) (35)

Motivados pelo exemplo acima, seja F': P — Y (u) dada por F(z) = (z,u(x)). Mostre-
mos primeiro que F' é um difeomorfismo. De fato, ' é por definigdo de ¥(u) uma fungao
sobrejetiva e injetiva. A inversa de F' é a projecao F~!(z,t) = x, com (z,t) € X(u). Como
F e a projegao sao suaves, ela ¢ difeomorfismo. Portanto, dados v, w € T2 (u), existem

v, wo € T,P tais que v = dF,(vy) = (vo, duy(vg)) e w = dF,(wy) = (wo, du,(wp)). Entao

<U7 w>2(u) = <deE(UU>7 de(w0)>PXpR

= (v, wo)p + p*()duy (vo)dug (wo).

Podemos, com um abuso de notacao, dizer que a métrica Riemanniana em ¥ (u) é dada
por

<’ >E = <7 >]P° + deu2'

No exemplo 3.1, uma pergunta natural é a seguinte: em que condi¢des podemos ga-
rantir que f é constante, isto é, que G C R™*! ¢ um hiperplano? Uma resposta a esta
pergunta foi dada por Bernstein, supondo que a curvatura média de G é constante.

Da mesma forma, existe a pergunta: em que condigoes u : P — R é constante, ou seja,
Y (u) é um slice? Uma resposta é dada no Teorema 3.3. Antes de enuncié-lo, precisamos
calcular o campo N, normal unitario a ¥(u), e a funcao angulo © = (9;, N)s ).

Dado um vetor X tangente a P x, R, escreva X = X* + \J;, com X* tangente a P e
A € R. Entao

(X, 0;) = (X*,0,) + p°MX, 0,) = p°A, (3.6)
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logo
A= Lix,0)
p2 y Vi /-
Seg:Px,R—R¢éa funcio g(x,t) =t — u(z), entdo
1
1
p
1
= —du(X") + ;(X, Or)
. 1
= (—Vu, X) + E(X, )
= 1
= = 1 _ s
Isto mostra que Vg = —Vu + —d;, e como X(u) = g~'(0), o vetor normal unitério a
p
Y (u), pela Proposigao 1.14, é B
Vgl
Mas, observe que
T2 [T, (2 Lo
[Vgl” = [Vul” + |50
p
S.o2, L oo
= |Vul" + —p
P
_ 1
= |[Vu* + =
02
2|%7,,|2
p*|Vul* +1
=0, (3.8)
P
e como Vu L 8y, segue que
-1
N = P S (=Vut 50,), (3.9)
(1+p?[Vul?) P
logo
* P -
N* = —— 172 —Vu) (3.10)
(1+p*[Vul?)
Além disso,
O = <N7 at>
I S
(1+ V)P
- & > 0. (3.11)

1+ 2 V)"
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O resultado a seguir é uma consequéncia do Teorema 3.2 para graficos de Killing

inteiros.

Teorema 3.3. Seja X(u) um grifico de Killing inteiro que estd contido em um slab de
P x, R, cuja base P é completa. Suponha que H, e © ndao mudam de sinal em 3(u). Se

IVu| € LY(P), entdo X(u) é um slice de P x, R.

Demonstragio. Seja X um vetor tangente a Y (u). Utilizando a fungdo F(z) = (z,u(z))

vista acima, temos
(X, X5 = (Xo, Xobe + —5du(Xo)
> (Xo, Xo)w,
onde X = dF(Xy). Isto implica que, dada uma curva v em Y(u), teremos

L(v) =z L(m), (3.12)

onde 7y ¢ a curva em P tal que F' o~y = . Por outro lado, dada uma curva divergente 7 :
[0,4+00) = X(u), a curva g : [0, +00) — P também ¢é divergente, pois F' é difeomorfismo.
Como P é completa, a Proposicao 1.16 mostra que L(7y) = +o0. Por (3.12), concluimos

que X(u) é completa, pois L(y) = +oo. Agora, note que

1 1 2
VA2 = SIN*) = 5 —2—— [Vup
p P> 1+ p?|Vul|?
Vul? -
_ Vel Vul?.
1+ p?|Vul?

Como \fVVu| € £1(P), pelo Teorema 3.2, u deve ser constante, logo h também é constante,

e portanto X(u) deve ser um slice de P x, R. O

3.3 Variedades estocasticamente completas

Esta se¢do tem como objetivo provar um teorema tipo-Liouville para variedades estocasti-
camente completas. Uma definicao usual deste objeto geométrico é a seguinte, encontrada
em Lima et. al. [4]: uma variedade Riemanniana 3" é dita estocasticamente completa se,
para algum (e, portanto, para qualquer) (z,t) € ¥" x (0, +00), o niicleo do calor p(z,y,t)

do operador de Laplace-Beltrami A satisfaz a propriedade de conservagao

[ Pl du(y) = 1.
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Nao vamos trabalhar com esta defini¢ao, pois ela exigiria uma série de conceitos que
fogem ao escopo deste trabalho.

No entanto, é sabido que uma variedade >" é estocasticamente completa se, e somente
se, vale uma versao mais fraca do conhecido principio do méaximo de Omori-Yau, que foi

estabelecido por Pigola et. al em [8]. Sumarizamos este resultado no Lema abaixo.

Lema 3.5. Uma variedade Riemanniana ™ € estocasticamente completa se, e somente
se, para toda fun¢io u € C*(X) satisfazendo supsu < +oo, existe uma sequéncia de

pontos {p;} em X" tal que

lim u(p;) =supu e limsup Au(p;) <O0.
D 2

j—+oo
Segue imediatamente do lema 3.5 que X" é estocasticamente completa se, e somente

se, para toda u € C*(X) com irzlfu > —00, existe uma sequéncia {p,} em X" tal que

lim wu(p;) = irzlfu e liminf Au(p;) > 0.

j—+oo J—+oo

Precisaremos também do seguinte resultado devido a Yau [11].

Lema 3.6. Toda funcao harmonica positiva definida em uma variedade Riemanniana

n—dimensional (n > 2) completa ¥ com Ric > 0 € constante.

Agora, estamos em condigdes de apresentar o ultimo resultado dessa dissertacao que

estabelece o seguinte:

Teorema 3.4. Seja X" uma hipersuperficie two-sided que estd contida em um slab de
Px,R. Se H, é constante e © ¢ ndao-negativa, entao X" é p—minima, isto é, H, =0 em

X", Se, além disso, X" € completa com Ric > 0, entao ela é um slice de P x, R.
Demonstragao. Inicialmente, observamos que do Lema 3.1 segue que
Ah = nH,p~?0. (3.13)

Suponha primeiro que H, > 0. Levando em conta que h ¢ limitada e X" é estocasticamente

completa, o Lema 3.5 garante a existéncia de uma sequéncia {p;} em X" satisfazendo
lim h(p;) =suph e limsup Ah(p,;) <O.
) b

Jj—+oo

Consequentemente, como a fungao angulo © é nao-negativa, segue do fato anterior que

0 > limsup Ah(p;) = nH, limsup p~*(p;)O(p;) > 0.
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Portanto, H, = 0 e com isto X" é p-minima. Agora, supondo que que H, < 0, aplicamos

novamente o Lema 3.5 para encontrar uma sequéncia {p;} em X" tal que

0 < liminf Ah(p;) = nH, liminf p2(p;)O(p;)

= —H, limsup |—p~*(p;)O(p;)]

<0

?

e, desse modo, concluimos novamente que H, = 0. Pela igualdade em (3.13), segue que
h é uma funcao harmonica. Como h ¢é limitada, existe ¢ € R tal que h — ¢ > 0. Se X" ¢é

completa e Ric > 0, entao h é constante pelo Lema 3.6. Portanto, X" é um slice. O
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