UNIVERSIDADE FEDERAL DO Piaui
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

MESTRADO EM MATEMATICA

O problema de Cauchy para a equacao de Zakharov -

Kuznetsov generalizada.

Teresina - 2019



Ronnyé Paz de Lima

Dissertacao de Mestrado:

O problema de Cauchy para a equagao de Zakharov - Kuznetsov

generalizada.

Dissertacao  submetida a Coordenagao
do Programa de Poés-Graduacao em Ma-
tematica, da Universidade Federal do Piaui,
como requisito parcial para obtencao do

grau de Mestre em Matemaética.

Orientador:

Prof. Dr. Gleison do Nascimento Santos
Co-Orientador:

Prof. Dr. Roger Peres de Moura

Teresina - 2019



FICHA CATALOGRAFICA
Servi¢co de Processamento Técnico da Universidade Federal do Piaui
Biblioteca Setorial do CCN

L732p Lima, Ronnyé Paz de.
O problema de Cauchy para a equacdo de Zakharov-
Kuznetsov generalizada / Ronnyé Paz de Lima. — Teresina,
2019.
56 f.: il. color.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do Piaui,
Centro de Ciéncias da Natureza, Pés-Graduacdo em
Matematica, 2019.

Orientador: Prof. Dr. Gleison do Nascimento Sousa

Co-orientador: Prof. Dr. Roger Peres de Moura

1. Andlise. 2. Equacdo de Zakharov-Kuznetsov. 3.
Problema de Valor Inicial - PVI I. Titulo.

CDD 515.14

Bibliotecéria : Caryne Maria da Silva Gomes / CRB3-1461



MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI .
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

O problema de Cauchy para a equagdo de Zahkarov-Kuznetsov generalizada

Ronnyé Paz de Lima

Esta Dissertacdo foi submetida como parte dos requisitos necessarios a obtencao
do grau de Mestre em Matemdtica, outorgado pela Universidade Federal do Piaui.

A citacio de qualquer trecho deste trabalho é permitida, desde que seja feita em
conformidade com as normas da ética cientifica.

Dissertac3o aprovada em 28 de Fevereiro de 2019.

Banca Examinadora:

%‘&’ﬂc/ %/zﬁw //// ﬁ/ af

Prof. Dr. Gleison do Nascimento Santos - Ouentadm

/

BReosn pi/ii/’ do Woorssn
Prof{Dr. Roger Peres de Moura (UFPI)

P\\ﬁem Corn R e NGAG v 2t
Prof. Dr. Ailton Campos do Nascimento (UFPI)




Luciano Sousa Ramos. (In memoriam).



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, pela Sua infinita misericérdia, bondade e amor, pois sem

Ele nao estaria conquistando mais essa realizagao na minha vida.

Agradeco a minha mae Maria dos Remédios Oliveira Paz de Lima e ao meu pai Benedito
Sudéario de Lima pelo sacrificio feito para me proporcionar a excelente educacgao que tive,
me levando até este momento, além disso, eles estavam sempre me apoiando, me dando
forcas para que eu nao desistisse. Agradeco a minha irma Vanessa Maria Paz de Lima,
aos meus irmaos Robson Paz de Lima e Roger Paz de Lima. Agradego ainda aos demais

familiares que fizeram parte desta conquista.

Agradeco a minha esposa Jaine Magalhaes Silva por sempre esta ao meu lado me apoiando,
me dando forca para que assim nunca desistisse, me motivando, dizendo que sou capaz.

Eu sou muito grato a ela por isso. Eu te amo, Jaine Magalhaes Silva.

Agradego ao meu orientador Dr. Gleison do Nascimento Santos e meu coorientador Dr.
Roger Moura Peres por me preparem pra esse momento e por serem sempre pacientes

comigo, sem a ajuda deles eu nao teria chegado até aqui.

Agradeco aos meus amigos de graduagao Gean Nunes, Marisa Lemos, Filipe Bruno,
Débora Alvares, Fellype Eduardo, Whids, Ytalo Yandro, Rubens Sampaio, Joao Vitor,
Maxwell. Agradeco ainda aos demais amigos de graduagao que tive a oportunidade de

conviver nesse periodo.

Agradeco aos meus amigos de estudos por compartilharem conhecimento, risadas e aquela
coca-cola bem gelada na hora do almoco, que esse lago se torne a cada dia mais forte, que
sejamos como irmaos. Marcos Paulo, Lucas Emmanuel, Thyago Mayson, Edmilson Lopes,
Luan Soares, Lucas Cassiano, Josimauro Borges, Arilson Cruz, Leonardo Nascimento,

José Edilson, Oliveiro, Nadiel Cicero, Pablo Régo, Hyon Cordeiro, Rafaelber de Carvalho,

i



il

Ydenilson Almeida, Valéria Sousa, Juliana Gomes, Kelvin Jonhoson.

Agradeco aos membros da banca por fazerem parte desse momento, em especial o Prof.

Dr. Ailton Campos do Nascimento.

Agradeco aos professores do Departamento de Matematica da Ufpi, pois eles foram a base

para tudo isso ocorrer.

Agradego a CAPES pelo apoio financeiro.



v

“ Determinacao, coragem e auto-confianca
sao fatores decisivos para o sucesso. Se
estamos possuidos por uma inabalavel de-
terminacao, conseguiremos supera-los. In-
dependentemente das circunstancias, de-
vemos ser sempre humildes, recatados e

despidos de orgulho”.

Dalai Lama.



Resumo

Neste trabalho estudaremos o problema de valor inicial (PVI) associado a equagao de

Zakharov - Kuznetsov generalizada (gZK).

O + 0, Au + ukd,u =0, (7,t) e R® xR

u(T,0) = up(T).

(1)

Uma questao primordial no estudo de ¢ o problema de boa colocagao que consiste
em saber se a cada condicao inicial ug dada é possivel encontrar uma, e somente uma
solucao de e que além disso tais solucoes dependam continuamente dos dados iniciais.
Provaremos que o PVI é bem posto para dados iniciais em espagos de Sobolev H?*(R?)
com indices s > % — %, para todo k > 4. A técnica que empregamos para obter tal
resultado consiste em transformar o PVI em uma equacao integral, cujas solucoes sao
pontos fixos de um certo operador (operador integral associado). Para construir um espago
de Banach onde o operador integral é uma contracao, nos valemos de vérias estimativas
para as solucoes da parte linear da equacgao tais como efeitos suavizantes, estimativas da
funcao maximal, imersoes de Sobolev.

Palavras - chaves:

Boa colocagao, Equacao de Zakharov - Kuznetsov generalizada, o problema de Cauchy

equacao de Zakharov - Kuznetsov generalizada.



Abstract

In this work we will study the initial value problem (IVP) associated with the generalized

Zakharov - Kuznetsov equation (gZK).

O + 0, Au + ukd,u =0, (7,t) e R® xR

u(T,0) = up(T).

A prime issue in the study of is the problem of well-posedness which consists of
knowing if for each given initial condition ug given, it can find one and only one solution
of , besides that, such solutions depend continuously on the initial data. We will prove
that the IVP is well posed for initial data in Sobolev spaces H*(R?) with indices
5> % — %, for all k£ > 4. The technique used to obtain such result is to transform IVP (]
into an integral equation, whose solutions are fixed points of a certain operator (associated
integral operator). In orde to construct a Banach space where the integral operator is a
contraction, we use several estimates for the solutions of the linear part of the equation
such as smoothing effects, maximal estimates and Sobolev embeddings.

Keywords:

Well-posedness, Generalized Zakharov-Kuznetsov equation, the Cauchy problem of the

generalized Zakharov-Kuznetsov equation.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar o problema de Cauchy associado a equacao

de Zakharov-Kuznetsov generalizada (gZK):

Oy + O, Au + uF0,u =0
(2)

w(Z,0) = up(T).

onde v é uma funcao a valores reais na variavel (z,y, z,t) comt € Re T = (z,y,2) € R3,

ek eN.

Quando k = 1 a equacao em tem significado fisico e foi formalmente deduzida
por Zakharov e Kuznetsov (ZK) em [I5] como um modelo assintético para descrever a
propagacao de ondas iOnico-acusticas nao-lineares em um plasma magnetizado. Ainda
com k = 1 a equagao em também pode ser vista como uma extensao natural da

equagao generalizada de Korteweg-de Vries (KdV) unidimensional:

Ut + Ugge +UU; = 0

u(0) = wp.

(3)

Vale ressaltar que, ao contrario de algumas generalizagoes da equacao KdV, a equacao ZK
nao é completamente integravel e possui apenas duas quantidades invariantes pelo fluxo,

elas sao as normas em L?(R3)

N(t) = /Rs u?(t,7)dz,

e 0 Hamiltoniano
1 3(t.T
H(t) = -/ ((Vu(t,f))Q - M) dz.
2 Jgs 3

Portanto, é uma questao natural estudar o problema de Cauchy para a equagao (ZK) no
espaco de Sobolev H'(R?), uma vez que qualquer boa colocagio local que resulte neste

espaco proporcionaria uma boa colocacao global.
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Em matemaética, a equagao em tem sido amplamente estudada no que diz respeito
a boa colocagao, ou seja, procura-se saber sobre a existéncia e unicidade da solucao da
equacao (|2), e além disso, se as solugoes dependem continuamente do valor inicial uy ().
Mais precisamente, dizemos que um problema de valor inicial (PVI) é bem posto em um
certo espaco funcional X se a cada dado inicial ug € X corresponder uma tnica solugao
para o PVI e além disso, essa solucao depender continuamente desta condigao inicial.
Caso contrario diz-se que o PVI é mal posto em X. A escolha mais comum para o espaco
funcional X sao os bem conhecidos espacos de Sobolev com base em L?. Procura-se

estabelecer boa colocagao em tais espagos com menor indice possivel.

Varios trabalhos tém sido dedicados a questao de boa colocagao em espagos de Sobolev.
No caso bidimensional, temos os seguintes resultados:
1. Em 1995, Faminskii provou em [3] a boa colocagao local e global da equagao ZK para
dados iniciais em H!(R?).
2. Em 2009, Linares e Pastor obtiveram em [8] a boa colocacao local em H*(R?), s > 3/4.

A principal ferramenta para obter esses resultados é a seguinte estimativa linear em LiL;‘}

IU@)ellrzrz < Clliolms ),

para todo s > %.

3. Em 2012, Ribaud e Vento provaram em [I3] a boa colocac¢do local nos espagos de
Sobolev H*(R?) para s > tsek=2,s> S sek=3es>1—2sek >4

4. Em 2015, Molinet e Pilod provaram em [I1] provaram a boa colocagao local em H*(R?)
para s > % e a boa colocacao global em H'(R x T).

Ja no caso tridimensional, até onde sabemos, existem poucos resultados disponiveis sobre
a boa colocacao local da equagao ZK nos habituais espacos de Sobolev, alguns desses
resultados sao:

1. Em 2009, Linares e Saut provaram em [I0] boa colocagao local em H*(R?), s > 3.

2. Em 2011, Ribaud e Vento provaram a boa colocacao local em H*(R?),s > 1, bem como
no espaco de Besov By (R?)

3. Em 2015, Molinet e Pilod provaram em [I1] a boa colocagao global em H'(R?) para
s> 1.

Vale ressaltar que em 2010, Griinrock provou em [6] que considerando dimensoes espaciais

n = 2 e n = 3 para expoentes inteiros k > 3, entao para dados ug € B3, onde 1 < g < 00

2,q7

e s, =5 — % ¢é a regularidade critica de Sobolev, o problema ¢é localmente bem posto e
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globalmente bem colocado, se os dados sao suficientemente pequenos.

A formulagao integral para o PVI ¢é a seguinte:
t
u(t) = U(t)ug — / Ut — )0, (uFdr, (4)
0

Aqui provaremos os seguintes resultados:

3 2
Teorema 0.1 Seja k > 4, s == 5 % Se s > s, entdo para cada uy € H*(R3) eziste

T =T(||luol =) € uma tinica solugao de ([{). Além disso, a aplicagio dado-solugio
uy € H*(R) — u
¢ Lipschtz.

A idéia para provar o teorema acima segue bem de perto o argumento apresentado
por Ribaud e Vento em [13]. Mostraremos que as idéias 14 apresentadas se adaptam
perfeitamente ao caso tridimensional. Para isso, usaremos o argumento do principio de
contracao, onde tranformaremos o PVI na equagcao integral , cujas as solugoes sao

pontos fixos do operador integral associado
t
U(u) = U(t)ug — / Ut — )0, (uF ) dr.
0

Dai procuramos um espaco de Banach E relativo ao qual ¥ : £ — E é uma contracao.

Um ponto crucial para isso é, como veremos, estimar a seguinte norma:

127018, () a2, Ny

O que torna dificil a obtencao da boa colocacao é o fato que a nao-linearidade da equagao
possui derivadas. De fato, devemos encontrar um subespago £ C C([0,T]; H*(R)), para
algum T e algum s, tal que

ue E= V(u) € E.

Em outras palavras, ¥ devera ter a mesma regularidade de u. No entanto, ver-se que a
parte integral da expressao de W (u) possui uma derivagao, e sendo assim, nao é ébvio que
U(u) tenha regularidade s para uma funcao u € C([0,7], H*(R)) qualquer. O subespago
E deve ser de uma tal forma que as fungoes u € E tenham propriedades adicionais que

permitam concluir que a parte integral de U(u) ainda tenha reguralidade s. Para contornar
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as dificuldades expostas acima, nos valemos dos seguintes resultados, conhecidos como

efeitos suavizantes:

t
IV [ Ut =@l S 1.,
0

yzT '

t
IV [ U= 5@z, S Il

0
Teorema 0.2 Seja s, =32 — 2, com k > 2. Entdo o PVI ¢ mal posto em H**(R?)

A idéia para provar o teorema acima é mostrar que a aplicacao dado-solugao
ug € H*(R?) — u € C° ([0, T]; H**(R)),
nao é continua. Mais precisamente, encontraremos uma sequéncia de dados iniciais
(6n) C H*(R?)

tais que,

im [|¢ni1 — Gnllaz — 0,

n—-+00

mas que a familia de solugoes (u,,)nen correspondente aos dados iniciais satisfaga
lim [ttng1 (8, ) — un(t, )| oo v # O
Para tal finalidade procuremos solucoes do tipo ”onda viajante”
ue(T,t) = p(z — ct,y, 2). (5)

Esse trabalho estd organizado da seguinte forma:

O primeiro capitulo é composto por resultados premilinares, onde veremos definigoes,

notacgoes e resultados que darao suporte a compreensao dos demais capitulos.

No segundo capitulo exibiremos a teoria linear, assim como algumas estimativas para
o operador U(t) associado a parte linear da equacao ZK linear que dao suporte para

estimar a parte linear da equacao integral.
No terceiro capitulo é onde provamos o nosso resultado de boa colocacao.

O quarto capitulo é onde provamos a méa colocacao.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo enunciaremos alguns resultados e defini¢oes que serao essenciais na

compreensao do texto.

1.1 Espacos de Lebesgue L7

Nesta secao definiremos o que sao os espacos LP de Lebesgue bem como algumas de

suas propriedades.

Definigao 1.1 Seja 2 C R™ um dominio e seja 1 < p < o0o. Dada f: Q2 — R (ou C)

mensurdvel, definimos

1
1l = ( / \f(x)\pdx) Cse 1<p< 400
(9]

[l 2o (0) = essesup | f(z)]
z€Q

e denotamos LP(Q) = {f : Q — C| f € mensurdvel e ||f||1r@0) < o0}, que € chamado de

espago LP(2) de Lebesgue.
Usaremos as notagoes LP e || - ||», como abreviagao LP(S2) e || f|| t»(q), respectivamente.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam p,q > 1 tais que %—I—% =1. Se fe Lr(Q)
e g€ L), entdo fg e L' (Q) e

gl < 1 1lzellgllze- (1.1)
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Demonstracao: Ver referéncia [4] . O

Corolario 1.1 Se f € LP(Q) N LI(Q2) com 1 < p < ¢ < o0 entdo f € L™(Q2) para todo

p<r<qesetem a desiqualdade:

v < Al

I/

0nd60<9<16%:

SN

1-6

+ 1=

Demonstragao: Ver referéncia [4]. O
Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p < oo e f,g € LP(Q2), entdo:

1+ gllee < I f1le + llgllo-

Demonstracao: Ver referéncia [4]. O

Agora enunciaremos a Desigualdade de Minkowski para integrais.

Teorema 1.3 Seja f: R™ x R" = R (ou C) mensurdvel tal que, f(-,y) € LP(R™) para
quase todo ponto y € R™, e que a fungio y — || f(-,y)||.r@m) pertenca a L'(R™). Entdo,

a fungao x — f(z,y)dy pertence a LP(R™) e
Rn

I sl < [ 176 0)lmemd.
Rn Rn
Demonstracao: Ver referéncia [4]. O
Teorema 1.4 Sejam [ € LY(R") e g € LP(R") com 1 < p < oo. Entdo:
1 * glliee <[ fllzrllglze-
onde (f*g)(x) = [ f(z —y)g(y)dy.
R
Demonstracao: Ver referéncia [4]. O

Lema 1.1 (Desigualdade de Young) Seja f € LP(R") e g € L4(R™), 1 < p,q < 0o com

110—1— % > 1. Entao f*ge L'(R"), onde + = % + é — 1. Além disso

1f* gllr < Nl llgllze

Demonstracao: Ver referéncia [4]. O
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1.2 Espacos de Lebesgue misto

prda qd 71D . .
Denotaremos os espagos LEL, r e LpLL, . os espagos de Lebesgue nas variaveis espago-

tempo, com suas respectivas normas:

+00 T L ;
1 2)zepe . = 1 ILFC ) llzallr = (/ </0 |f($=t)|th) dl’) :

170 agaz = | 1l = ( [/ \f(a:,wrpdas)gdt) g
w= [ st

Enunciaremos agora a desigualdade de Holder para os espagos de Lebesgue nas varia-

He 4 .dt.

I ) g me = I IS (E-)]

veis espaco-tempo.

Teorema 1.5 Dado f € LP'L] . e g € L22LY . Entdo f-g € LEL] 1 e vale

If- gHLingT < HfHLinggT : HgHL§2LZQZT'

1 1 11 1 1
onde = = =+ L+ ¢ ===+ =,
p p1+ q +

3
N

Demonstracao: De fato, temos que

IF gz, o= ([ 156ty o)
Pela desigualdade de Holder ja vista,

1f (@, )g(@, s, < f (@ )z Mg, )les
dai

1
IF olhsag., < ([ 05t lote. o do)

Aplicando a desigualdade de Holder com respeito a  obtemos o desejado. 0
Coroléario 1.2 Dado 0 € [0,1] entdo vale

”f“LgeLZZT < ||f”2§00L;1(;T||f||il;1LZ1ZT.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 8

Demonstracao: Sabemos que

1
Po
s, = ([ 1061, a0) "

Aplicando o Corolério temos

17 e, < G M 17, (1.2)
Dali,
1
Py
| Fllgzopn, < ( SN 15l >p0d:c) .
Aplicando a desigualdade de Holder em relagao x, temos o nosso resultado. 0

Lema 1.2 Dada f € LYLY onde § € R?, entdo vale
I llogess < 17z

Demonstracgao: De fato, temos que

1oz = sup [1£ (. .

Como |f(z,y)| < sup|f(z,7)|, segue que

T

1 (@ )z < Psup [£(r; )] ez = 1 fllzzse-

Tomando o supremo em x, obtém-se

Hf”LgoLg:SUP”f(%')HLg < Hf”Lngo- O
" :

1.3 A transformada de Fourier

Nesta secao veremos a definicao e algumas das propriedades da transformada de Fourier.

Comegaremos com a transformada de Fourier em L'(R™).

1.3.1 A transformada de Fourier em L!'(R")

Definigao 1.2 Seja f € LY(R"™). A transformada de Fourier de f, denotada por F(f)
ou f € a funcao

-~

FUNE) = (&) =

/f Je " tdy, x,& € R,
(2m)w

onde x - & = x1&1 + 12€o + - - - + 1€, € 0 produto escalar em R™.
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Agora enunciaremos algumas propriedades da transformada de Fourier que sao bas-

tante conhecidas:

Proposigao 1.1 Seja f € L'(R"), entdo vale:
1. f R"™ — C € uma func¢ao continua;

2. \51|1m F(€) =0 (Lema de Riemann - Lebesgue);

5. (m)(€) = e ™€), onde 7. f(x) = f(x — h);
4. Fe™mf)(&) = mf(&);
5. Dado a > 0, 5,f(£) = a™"f(a™'€), onde 6, f(x) = f(az).

6. (f 9)(&) = F(©)7(&), onde

(f*g)(z) = . flx —y)g(y)dy.
7/E%=/ﬁ%

Demonstracao: Uma demonstragao dessas propriedades pode ser vista na referéncia [7].

U

1.3.2 A transformada de Fourier no Espaco de Schwartz
Falaremos agora da tranformada de Fourier no espaco de Schwartz.

Definigao 1.3 Chamamos de espaco de fungoes C(R™) de decrescimento rapido, também
conhecido como espago de Schwartz, ao espaco:

SR™) ={p e C®R") : ||¢llas = seuﬂg |2%0° p(z)| < 00,V multi-indices o, B € N},
Iremos designar S(R™) apenas por S.

Observacao 1.1 S(R") C LP(R"), para todo 1 < p < +00.
A transformada de Fourier possui as seguintes propriedades:

Teorema 1.6 Se ¢ € S, entao:

1. (0%¢)(§) = (i€)*@(8);

2. F((=i:)%())(€) = 9°p(8);

3. eS8, ouseja, F:S—S.

Demonstragao: Ver referéncia [5] ou [7]. O

O Teorema a seguir nos permite definir a inversa da transformada de Fourier em §.
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Teorema 1.7 Seja ¢ € S, entao p € S e além disso vale:
o) = [ pe)eede

Demonstragao: Ver referéncia [5] ou [7]. O

1.3.3 A transformada de Fourier em L’(R") com 1 < p <2

Nesta secao veremos que a nocao de transformada de Fourier pode ser estendida a uma
classe de funcoes bem mais ampla que L'. Para isso comecamos com o seguinte resultado,

conhecido como teorema de Plancherel.

Teorema 1.8 Se f € L' N L2, entio f € L? e:
£z = [1f]]z2-

Demonstragao: Ver referéncia [9]. O

Observacao 1.2 FEste resultado mostra que a transformada de Fourier define um ope-
rador linear de L'(R™) N L*(R™) em L?*(R"). De fato, esse operador é uma isometria.
Assim, existe uma tnica extensao limitada de F a todo o L*(R™). Ainda denotaremos tal

extensdao por F ou .

Tendo definido F em L! e L? como operadores lineares continuos e tendo em vista que
LP C L' + L? para todo 1 < p < 2, pode-se facilmente definir a transformada de Fourier

em LP para 1 < p < 2. Além disso vale o seguinte:

Lema 1.3 (Desigualdade de Hausdorff - Young) Seja f € LP(R™), 1 < p < 2. Entdo
fe LY (R™) com ]% + z% =1le

~

1l < £

Demonstragao: Ver referéncia [9]. O

1.3.4 A transformada de Fourier de uma distribuigao

Nas segOes anteriores vimos que a tranformada de Fourier pode ser definida em LP, 1 <

p < 2, mas para p > 2 é sabido que é possivel estendé- la como um operador limitado, um
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conceito mais amplo que o de funcao onde fara sentido definir a transformada de Fourier
para funcoes em LP qualquer que seja p. Nesta secao veremos a grande importancia de

estudar distribuicoes temperadas.

Definigao 1.4 Uma distribui¢ao temperada é um funcional linear continuo F : S(R™) —
C. O dual de S(R™), ou seja, o conjunto de todas as distribui¢oes temperadas, serd

designado pela notagao S'(R™), ou simplesmente, por S'.

Portanto, F' € S'(R") se, e somente se,
1. F: S — C é linear e;
2. Dada qualquer sequéncia (¢;);en de fungoes tal que ¢; — 0, tivermos que F(¢;) — 0

quando j — oo.

As vezes usaremos (F, ) no lugar de F(y).

Definicao 1.5 Dizemos que uma funcao f : R® — C € de crescimento polinomial no

infinito, ou simplesmente, de crescimento polinomial, quando existem C, M > 0 tais que:
|f(x) < CA+[z))M,V 2 e R™

Teorema 1.9 Toda funcao localmente integrdvel de crescimento polinomial no infinito
define uma distribuicao temperada. Em particular, toda func¢do limitada e toda fung¢do em

LP(R™), 1 < p < 0o define uma distribui¢ao temperada pela formula:
Fy (o) Z/fsodx. (1.3)
Demonstragao: Ver referéncia [5]. O

Definicao 1.6 Dada F € S', definimos sua transformada de Fourier por

:g>

s
I
M)

o) = (F.9) = F(9),V p 8. (1.4)

Observacao 1.3 Se f € L', entdo a transformada de Fourier de f coincide com a sua
transformada de Fourier no sentido das distribui¢oes. Portanto, a Defini¢ao (1.6|) é con-

sistente com a teoria de transformada de Fourier em L' e também em S.

Teorema 1.10 A transformada de Fourier F : 8" — 8’ é um isomorfismo, e ambos, F

e F~1 sdo operados lineares continuos.
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Demonstracao: Ver referéncia [5]. O

Teorema 1.11 A transformada de Fourier F : 8" — S’ satisfaz as sequintes proprieda-
des:

1. (0/6“?7) (&) = (if)aﬁ(é’), para qualquer multi - indice o € N™;

2. F((—ix)*F)(€) = 9¢F(&);

3. (nF) = e " E(©);

4. F(e " F)() = nF(©).

Demonstracao: Ver referéncia [5]. O
Definigao 1.7 Dadas F € 8§’ e € S definimos ao produto de convolugao de F e 1) por:

Teorema 1.12 Se F € §' ey € S, entao:

Demonstragao: Ver referéncia [5]. O

1.4 Espacos de Sobolev

Nesta secao estudaremos os espagos de Sobolev que sao uma ferramenta fundamental no
estudos das EDP’s dispersivas. Falaremos algumas propriedades dos espagos de Sobolev

do tipo L*(R™).
Defini¢ao 1.8 Dado s € R, definimos os espagos de Sobolev H*(R™) por:
T AV
H'(R") = {f € S'(R") : I°f € LA(R"),onde J°f = ((1+ %) F) '}

munido da norma

I Flles = 1951l 2 = 11 + [€1%)3 Fll 2

Agora veremos um teorema de interpolagao para os espacos H?®.
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Teorema 1.13 (Interpolagao) Sejam s; < s < sy e 0 € [0,1], ndmeros reais tais que

s=0s1+ (1 —0)sy. Entio f € H* e

flli-

/]

e < ||f]

9
Hi

Demonstracao: Ver referéncia [9]. O

O seguinte Teorema nos ajuda a evidenciar que os espacos H?® de fato revelam propri-

edades de diferenciabilidade das fungoes.

Teorema 1.14 (Imersao de Sobolev) Seja s > k + 5.

—

1. Se f € H®, entdo (0°f) € L' e

1@ F)l < Clf]

s,V o) <k, onde C=C(k—ys)
2. H¥(R") — CL (R™). Em outras palavras, se f € H*,s > k+ % entao f € CE (R") e

1fllox < Cf

HS

Demonstragao: A demonstracao pode ser vista na referéncia [9]. 0
Vimos até no Teorema que as funcoes nos espacos de Sobolev H* tem uma certa
suavidade, que depende do indice s. O Teorema a seguir diz que as fungoes de H® tém

também um certo decaimento.

Teorema 1.15 Se s € (0,%), entao H*(R") — LP com p = nz_’ss, isto é, s = § — 7.
Além disso, dado f € H*(R"), s € (0,%), tem-se que:

[fllze < Cos|D* fllze < C|l fl s
Demonstracao: Ver referéncia [9]. O

1.5 Decomposicao de Littlewood - Paley

Consideramos uma fungao ¢ € S(R™) tal que:
L supp(p) ={§ e R" : 271 < [¢] < 2}
2. (&) > 0 para 27t < |€] < 2;
3. w(27F) =1,VE#0.

keZ
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A fungao ¢ deve ter o aspecto ilustrado na figura abaixo.

Figura 1.1: Gréafico da funcao ¢

Definigao 1.9 Seja ¢ € S a fungao como acima. Para cada r € Z colocamos

©r(§) = p(277€).

Vemos que

D e =1,

rez

para todo € # 0, e

supp(pr) C {2771 < ¢ <271}
Definicao 1.10 Os Multiplicadores de Littlewood-Paley sao definidos como:

Arf:F_l(Qprf) =@px f

Pf=) A,

k<r

para todo f € 8" e para todo r € Z.

Lema 1.4 Para cada r € Z, definimos:

1
Arf = Z Ar-i—lf

I=—1

entio A, o A, = A,V r € Z.

Demonstracao: Ver referéncia [2].
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Definigao 1.11 Dado s € R, definimos os operadores J* : 8" — 8" e D*: 8§ — S’ por

Jsf:]-"‘1<(1+| 2)3 ) Vfeds.

~

Dsf=F"1 <] : |sf) ,para f € 8" tal que 0 ¢ supp(f).
Definicao 1.12 Definimos o operador de restricio em baixas frequéncias por
Rof =FH(¥f)

onde

Note que ¢ € S é tal que (&) = 1, para todo £ € B(0,1), 0 < ¢ < 1 e supp(yp) =

B[0,2]. A funcao 1 deve ter o aspecto ilustrado na figura abaixo.

A

- - - >
2 1 122 0 112 1 2
Figura 1.2: Grafico da funcao v
Observagao 1.4 De (1.5)) e da definicao de 1, temos
supp(F, f) € supp(¥(277)) = {§ e R [27¢| < 2} = {£ e R™: [¢] < 271}
Ou seja,
supp(Pf) C{§ € R" : [¢] <271}
Desse fato, seque que se || < 27, entao |277¢| < 1; dai ¥(277E) = 1 e disso concluimos

que, Prf:f; se |€| <2
Observagao 1.5 supp(z,?) C{eeR™: 2771 L [¢] <27} De fato, como

supp(p) = {£: 5 < [€] <2},

N | —

seque que p.(§) = @(277E) # 0 se, e somente se, % |277¢] < 2, ou seja, 271 < €] <

2r+1
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Observagao 1.6 Dada f € S', temos

f=2 A

reZ

De fato, temos

Soaf=F! <Z wf) =F U=t

reZ reZ

Uma fato interessante relacionado a decomposicao de Littlewood-Paley é o seguinte:

Proposicao 1.2 Com as notagoes e definigcoes estabelecidas acima, seque que uma norma

equivalente em H*(R™) € dada por,

/]

e | Pofllee + 127185 f [zl
Demonstragao: Ver referéncia [12] ou a [2]. O

Proposigao 1.3 Seja 1 < p < oo e seja f €S8 tal que A, f € LP. Entdo para todo s € R

tem - se:
D) 2Afllee S 2°7|| A f| e, para todo r > 1;

2) | DA fllre S 2°7|| A fll e, para todo r € Z;

Y

3) Se Pof € LP, entao ||J*Pofl||r S || Pofllze-
Demonstragao: Ver referéncia [2]. O

Lema 1.5 Seja f : Rx[0,7] — C (0 < T < o0) uma fun¢ao suave e sejam 1 < p,q < 0.

Entao para qualquer r € N wvale a sequinte estimativa

1078 fllzzes . S 27 1A flleprs, (s €R). (1.6)

ZTN

Ainda,a estimativa (1.6) vale para 0% com k € N no lugar de D?.

Demonstragao: Do Lema e das desigualdades de Minkowski para integrais e de

Young, temos

IAD; fllzers, = 18,805 fllizrs, = 165V #8; Difll s,
= [[(D3;)" = Djfllezes . =11 N(D3g5)" * Ajflles

+00
=1 DR A = by bl

Sz el A fllcpes
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Agora, ja que ¢ € S,
102" s = 1F-1El G ) = | / €[]0 (2796 de] |

—| / =22l 3(n) 2 dnly = | / &Pl ()2 di| s

S Y L ey gy g

= 27||D*(¢)" ||z < C27°

e com isso segue o nosso resultado. ([l

Lema 1.6 Seja f: Rx[0,7] = C (0 < T < o0) uma fungdo suave e sejam 1 < p,q < 00.

Entao vale a sequinte estimativa
1D Fofllezrs , S I Fofllzrs . (s € R). (1.7)
Ainda,a estimativa (1.6) vale para 0% com k € N no lugar de D?.

Demonstragao: Do Lema e das desigualdades de Minkowski para integrais e de

Young, temos

1PoDufllizzs, = IS A3 fllers, < S 18D lligs,

7<0 j<0
=> ll4;0 AiD;flligrs, = D lI(5)Y * A;D; ez,
j<0 j<0
= Z 1(D365)" * A, fHLpngT
Jj<0
+oo
=0 D) At ol s
3<0

S D D) NesllAsf Nl

sz.
7<0

Como ¢; € S, segue que
I(D35)"[le < C27°.

Dai, pelo fato de temos j < 0, tem-se

1Po D fllrpre . S > 20||A, Fllzzze.,,

7<0
= Z 2js||AjP0f||L£quT ~ ||P0f||L"ngT
J<0
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Lema 1.7 Dado qualquer inteiro j > 3, tem-se:
Demonstragao: Ver referéncia [2]. O

Lema 1.8 (Desigaldade de Bernstein) Seja f : R x [0,7] — C (0 < T < o0) tal que

~

supp(f) C Br(0) e seja f € LEL] 1, entdo para todop > py e f € LEL] ., vale:

I Fllzes . < BG2) fllge (19)

yzT

Demonstragao: Ver referéncia [12]. O



Capitulo 2

O grupo associado a equacao

Z.akharov-Kuznetsov

Neste capitulo vamos apresentar algumas propriedades do grupo associado a equacao
de Zakharov - Kuznetsov (ZK) linear, que serdo de suma importancia na demontragao do

teorema de boa colocacao.

2.1 Teoria linear

Considere o problema de Cauchy associado a equacao ZK linear, isto é:
Ou+0,Au=0, T=(r,y,2) R}, teR
u(-,0) = up.
Aplicando a transformada de Fourier em relagao a ¥ em , transformamos o PVI

(2.1)

no seguinte problema:
(€, 0) = o(8),
cuja a solugao ¢é
U, 1) = e P (9). (2.2)
Dai aplicando em ([2.2)) a transformada de Fourier inversa, temos
W@, t) = (e PGV (T) = (e )Y ko (T). (2.3)
Denotamos a expressao em ([2.3]) por:

19
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Para cada t € R a aplicacao
up — U(t)ug
define um operador linear.
A familia de operadores { U(t) }scr possui as seguintes propriedades.
Proposicao 2.1 O operador U(t)uy satisfaz:
1. U(t+1)ug = U(t) o U(T)ug, para todo t,7 € R
2. | U(t)uo|

s = ||wo||lgs, para todo t € R e ug € H*(R™), para s = 0

Demonstracao: De fato,
1. ) ) )
U (¢ + o) = (S C+IG,(©) () = (e~ (= 35(8)) ) (2)
= [U(t) o U(7)] uo.
2. Sabemos que,

1 s = 115 Fllze = 1L+ €)% Fl e
Dai,

1U @l = U (1) T=ug|l 12 = lle™ ™ (1 + |€) 2ap | .2

= [|(1+ [¢*) 2 a0l 2 = || T5uo || 2 = ||uol| .0

Podemos assim dizer que { U(t)}+er ¢ um grupo de operadores unitarios.
Vejamos agora o PVI nao homogéneo. Seja f € S(R? x R) nao identicamente nula.
Consideremos o PVI
o+ 0,Au= f(Z,t), T=(r,y,2)€R? teR
u(-,0) = uo(+).
Aplicando a transformada de Fourier ao PVI , obtemos
ort1 — i€€]"a = f(€.1)

u(-,0) = uy,

(2.4)

(2.5)

para cada £ € R™. Usando o método de Leibniz do fator integrante para EDO’s lineares
de primeira ordem, chegamos a seguinte solugao do PVI ([2.5)):

_ [ o
U(E, t) = e P gy 4 / e IEFEDEF(E TYdr. (2.6)
0

Agora, aplicando a transformada inversa de Fourier em ([2.6)), chegamos a solu¢ao do PVI
E9): t
u(T,t) = U(t)up + / Ut —7)f(z,7)dr. (2.7)
0
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2.2 Algumas estimativas lineares

Nesta se¢ao iremos estudar algumas propriedades do grupo {U(t)}icg. Vimos na
segao anterior que U(t)f é uma isometria em H® para todo s. Isso quer dizer que se f
tem regularidade s em L? entdo U(t)f terd essa mesma regularidade para todo t € R. O

préximo resultado diz que se f € H® entao U(t)f poderd ter s+ 1 derivadas, com respeito

2

a uma certa norma, a saber a norma do espago L;°L; ;. Esta estimativa ¢ conhecida como

efeito suavizante. Ela é de fundamental importancia para tratar equagoes que possuem

derivadas na nao-linearidade.

Proposigao 2.2 Efeito suavizante de KatoPara qualquer o € L*(R3), vale:
IVU@)pllzerz , S el

Demonstragao: Ver Proposicao 3.1 da referéncia [14]. O

Proposigao 2.3 Seja f € S(R?) , entdo temos:

t
v / Ut - ) f(drlere S 1l
0

yzT :

Demonstracao: Ver Proposicao 3.5 da referéncia [14]. O

Proposigao 2.4 Seja f € S(R*) , entdo temos:

yzT T HyzT :

t
IV [ U=l < el
0

Demonstragao: Ver Proposi¢ao 3.6 da referéncia [14]. O

A proxima estimativa serd de fundamental importancia para podermos lidar com a nao-
linearidade da equacao. Ela juntamente com os efeitos suavizantes é que nos permitirao
contornar o problema da perda de derivadas. O resultado de boa colocagao obtido esta
muito ligado a tal estimativa. De fato, como observado em [8] qualquer melhoramento de

tal estimativa implicaria num resultado de boa colocagao com indices mais baixo.

Proposigao 2.5 (Estimativa Maximal em L?) Para0 < T <1, s > 1 e algum ¢ € S(R3),

vale:

U@ ellzre. S el

yT ™

HS.

Demonstragao: Ver Proposigao 3.3 da referéncia [14]. OJ
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Lema 2.1 Dada f € H2H(R3), temos:
IO fllerz, S TN a4
Demonstragao: De fato, do Lema[l.2], temos

IO fllzzerz,, SN2 pre =1 1U@)Flleellz2

yzT :

Para cada vy, 2z, t fixados, temos

LU FCry 2t e SNT2TU@R oy, 2,0 22,

dai,
< 73t 5+
NU@) fllegerz, SN2 U@ fllz =1 U@ fllizllez.
yzT T,T T T
Como,
1, 1, 1,
1U@)J2 " fllrz =12 flliz < 197 fllrz,
segue que,

1 1 1 1
NU@®) ez, < N2 fllzzrz S T2 fllpgerz S T2 ]

1,.
yzT H?Jr

UJ
Lema 2.2 Seja T <1, k > 0. Entdo para qualquer f € S(R?),

t

|| U= nRsirlias, S 1Pfli., 28)
0
t

I [ U= n)a sl S 18, 29)
0

Demonstragao: Ver Proposigao 3.7 da referéncia [14]. OJ
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Boa colocacao local

Neste capitulo provaremos a boa colocagao do problema de valor inicial associado a

equagao de Zakharov-Kuznetsov generalizada (gZK):

Ou + 0, Au + uFo,u =0
(3.1)
u(T,0) = uo(7)

onde u é uma funcao de valor real de (z,y,z,t) comt € Re (z,y,2) € R3 e k > 4.

Observe que se u é uma solugao de (3.1]) entdo de acordo com (2.7) u deve satisfazer

a seguinte equacao integral
t
u(t) = U(t)uo —/ Ut — T)ax(uk+1>(7')d7'. (3.2)
0

Provaremos aqui que para dados iniciais ug € H*(R3) com s > s, := % — % ek>4a

equacao integral possui solucao, e que esta é tnica. Mais precisamente demonstraremos

aqui o seguinte Teorema:

3 2
Teorema 3.1 Seja k > 4, s;, ;== = — —. Se s > s, entdo para cada uy € H*(R?) existe

2k
T = T(||uo||gs) € uma unica solugao de (3.2). Além disso, a aplicagcio ug € H*(R) — u

¢ Lipschtz.

O método para demonstrar o Teorema acima consiste em aplicar o teorema do ponto
fixo de Banach a equacao integral (3.2)). Mais precisamente, nosso objetivo é encontrar

um espac¢o métrico completo X relativo ao qual o operador integral
t
w e Xp o Ulu) = U(tyug — / U(t — )0, () (r)dr,
0

23
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satisfaca:

i) U(X7) C Xrp

i1) ¥ : X7 — Xp é uma contragao.

Para tanto, fazemos uso das estimativas associadas a parte linear da equacao ZK, cha-
madas de efeitos reguralizantes do operador U (t) e também de uma estimativa maximal,

apresentadas na Secao do Capitulo anterior.

Dado T > 0 definimos as seguintes semi-normas:

Ni(u) = HPOUHL%‘)L% + ||25jHAjuHL%°L%Hl2(N)§
No(u) = [[Poullpger2 . + ||2(S+1)jHAjuHLgOLzzT”lQ(N);
N3(u) = |[Poull 212, + ||2(37(1+))j||Aju||L§L§‘;T||l2(N)a

e consideremos o seguinte espaco
Xr ={u e C([0,T], H*(R)); lull < oo},

onde ,
Jull =~ Ni(u).
i=1

Counsidere ainda

Xr(a) = {u € C(0,T], H*(R)); Jlull < a}.

Provaremos na Se¢ao que, para a e T' convenientes, valera:
1) ¥(Xr(a)) € Xr(a);
i) [ (u) — ¥ (v)|| < ilu—v| para todo u,v € Xz (a), sempre que uy € H*(R") para todo

3
§ >3

El[ )

Observacao 3.1 Pode-se verificar que Xr(a) € um espago métrico completo com respeito

a métrica dada pela norma || - ||.

3.1 Estimativas em Xp

Nesta secao enunciaremos e provaremos alguns resultados que serao de grande im-
portancia na demonstracao do teorema de boa colocacao.
Proposigao 3.1 Dado 6 € [0,1], vale
22°Or Al 2, 5 S A
Li-%re

yzT

onde a(f) = (s — 14 20)".
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Demonstragao: Por um lado, sabemos pela defini¢ao de || - || que

2070 Ajull e, < flul

209 Al pgerz . < Jlul]-

Segue usando Teorema 1.5 com (p1,q1) = (2,00) e (p2, ¢2) = (00,2) que

HArUHL;%Q » < HAJ'quLgiZZTHAJUH%;OLizT
yz

< (27O )0 (27 )

<270 u).

Agora usando o Lema [1.4] segue que

J=r+l1 g=r+l1
IAul = > 18Aul S D 22 A S 22 Aul.
j=r—1 Jj=r—1
U

Lema 3.1 Dado ug € H®, com s > s, := % — % e k > 4 vale a desigualdade

10 @)uoll < Hluoll s

Demonstragao: De fato, pela definigao de || - || sabemos que
U (#)uoll = N1(U(t)uo) + No(U(t)uo) + N3(U (t)uo)
= [Py U(t)uol| ez + 12°7]]A U(t)uoll ooz lliz vy

)UoHLgOszT + [|26+17]| A, U(t)UDHLgOLizTHZQ(N)

|12(N)-

+ | RU(
+ IIPOU(t)uOHLgL;gT +|]26=00) || A, U(t)uoHLgL;ozT

Agora iremos estimar cada uma das parcelas acima. Comegando por || Py U (t)uo| Leor2
T

e 2%||A; U(t)uoll pge 2. Como U(t) é isometria em L? temos que
(3.3)

[PoU(t)uollpeoz = || U(8) Pouol| ooz = [[Pouoll 2,
29 A; U(t)uoll ez = 27| U (8)Auol| 1o 12 = 27| Ajuol| 2. (3.4)

Segue de (3.3]), (3.4) e da Proposicao que
(3.5)

Ni(U(t)uo) < ||wo|me-
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Agora aplicando o Lema [2.1}]

1
[P U)uollzeerz,, < I Pouoll 3+ = 11727 Pouol| 2.
Dali, aplicando a Proposicao [1.3|item 3, temos
1
[P U)uollpeerz , < 1727 Pouollze S [ Povoll 2 (3.6)

Aplicando a Proposicao [2.2], temos que
18; U)ol o2, = IVU )V HAjuo) | eorz,
S IV Ajuollre S 277 A uol e,

para todo 7 =1,2,---. Logo

2N AU Buolrserz,, S 27 1A to 2. (3.7

ZTN

Portanto segue de (3.6)), (3.7]) e da Proposicao que
No(U(t)uo) S lluoll s (3.8)

Finalmente vamos estimar a norma N3. Para isso, primeiro notemos que usando a

Proposicao 2.5] e depois a Proposicao [1.3]item 3 vale

||P0 U(t)'u,(]HLQLoo < HP01,L0||H1+ g HPOUOHLQ- (39)

T sz ~J

Por fim, ainda aplicando a Proposi¢ao 2.5, obtemos

18 U (#)uollzzze, S 1AGuoll e S 27| Ajuo]| g2

sl ~

Logo,
2| A U (1ol 2z, S 271 Agu0ll e (3.10)

Assim combinando as equagoes de (3.9)), (3.10) e a Proposicao concluimos que

N3(U(t)uo) S |luol

s (3.11)
Isso conclui a nossa demontracao. O

Lema 3.2 Dado k>4 es€R eT €0,1], vale

t
I / U(t = 7)0u(u")drll S 1P sz, + 1271185 (" Dl nesz ey
0
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Demonstragao: De fato, pela definigao de || - || sabemos que

t
|||/ Ut — 7)0, (" dr| = ZN/ (t — 7)0y (") dr)
0
t
=Ry [ Ute =m0 g
0
t
+||28J||Aj/ U(t = 1) (u")dr || oo 12 iz )
0

t
1P [ U= Doulat
0

r HyzT

t
28y [ U - 0 drusas ey
0

t
—+ HP(]/ U(t — T)ax(uk+l)d7"L%L$T
0

t
+ ||2(s—(1+))jl|Aj/ U(t . T)aw(uk+1)d7||L§L;§T||12(N)
0

Agora iremos estimar cada uma das parcelas acima. Aplicando a Proposicao [2.3]

obtemos

t t
Hpo/ U(t = 7)0u(u")dr | o2 = H&c/ Ut — 7)Po(u*)dr| e 2
0 0

S P )y

yzT

t
22, [ U= 10, s = 2910, [ U= ) 0 el
0

< 2918, () e,

Combinando (3.12)) e (3.13)), concluimos

t
Ni( [ U= )0u(u ) S IR gz, + 12718 D lasez, e
0 ,

Aplicando o Lema [I.2] temos

t t
||Po/ Ut = )0 (W )dr || o2, HPo/ U(t = 7)0(u")dr | 12, 1ov.
0 0

yzT

Aplicando a Imersao de Sobolev
10 [ UG =m0z S 1P [ UG- m0u g
<im | Ut — )0,
SR [ UG- s

t
=10, [ 0 - IR
0

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Daf aplicando a Proposi¢ao temos

t
1By [ U= Doua e S 1P (3.17)
0

yzT

Agora aplicando a Proposigao obtemos
t

t
26+, / U(t = 7)0, (" )dr| g, = 2041702 / Ut —7)07 A (e e

< 2O A, (b dr |y e

S 2627 A (W) |y g2

~ yzT

= 29| 8w ) Iz,

(3.18)
Combinando (3.17) e (3.18)), concluimos

t
Ng(/o Ut — 7)0y(uf)dr) < HPO(UkH)HL;Lf,ZT + ||2SJ||Aj(uk+1)HL;Lf,zTHP(N)' (3.19)

Finalmente trataremos da estimativa para a norma N3. Primeiramente, usando o Lema

22 temos
t
1B [ U= 0u( ar 1z, S IR0 s
0

2T ™ x sz‘

Agora aplicando o Lema([l.6] temos

HPOaz<uk+1)||L}cL§zT = Haxpo(UkH)HL;L;zT < ||P0(Uk+1>”L;L§zT

com isso, concluimos que

t
1Py / Ut — 1)0u (" ) dr 120, < P01 (3.20)
0

yzT ™~ yzT

Ainda pelo Lema [2.2], temos

xHyzT

t
26003 5, / Ut =)0, () dr 2z, S 20700250, ()|

(1)) 0rf 3.21
< 269 || A () |y (3.21)

< 2985 () 0,
Combinando (3.20) e (3.21]), temos
t
Ng(/o Ut — 7)0p(u*T)dr) < HPO(UkJrl)”L};LEzT + HQSJ”Aj(ukH)HLiLizTHP(N)' (3.22)

Isso finaliza nossa demonstragao. 0
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Lema 3.3 Dadok >4 e s > % — %, vale
1P ) pzz, + 1290125 (@D sz lleey S T lufl!
Demonstragao: De fato, observe que
A = Tim A (Pt
= A, (f [(Pri)* — <Pru>'f+1}) A (Po(u)
r=0
(Z Ao (Z (Prau)t l(PTuV)) A (B )).
1=0
Observando o suporte de A, no somatério, segue que
k
Ay (ufth ( > A (Z Priu)* Z(Pru)l>> + Aj(Py(u*th). (3.23)
r>j+1 1=0

Dali,

(V297

k
185 sz, = | Y Aviau (Z >l)+Aj<Po< )

r>j+1 =0

T HyzT
<Y Y 1A Prrw) ™ (Prw)l| gz, + 1A (Po(@ )y sz, -
r>j+1 1=0
(3.24)

Agora analisaremos || A, 1u(Pry1u) = (Pou)| 11 12

- aplicando a desigualdade de Holder,
temos

APy (P sz, < 1vatl oy N(Prs) (P oo, (3.25)

para quaisquer pares (Aj, Ay) e (By, By) satisfazendo

1 I 1 N I
A Ay 7 B By 2
Usando que %" < xk + by sempre que a + b = k, temos

kE—1

(Provu) ™ (Pr)' < S (Prsu) 4 (P

(3.26)

Assim concluimos que

_ k —
H(P?“-Hu)k l(PTu)lHLf2Lsz <

[
2 S TH(PT"F]-U)H’Z’;AQL];?I% +

—I(Pu)||® . 3.27
kH( U)HLgAzL’;f% (3.27)
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1
Utilizando a Proposigao [3.1| com 6 = 54— e escolhendo (A;, 4p) = (4+,3-) e (By, By) =
(4—,44), concluimos de ([3.25) e (3.27) que

1A 1u(Prw)* ™ (Pow) (a2, S 27 1A ull[| P UH’“% uy P2 A uH!HPmMI’“@, ey
yzT yzT

Assim,

29| A, (P ) (Pr) gz, S D 22V Al|I P qu

3 4k+
r>=j sz
+ 2Nl Prnly
7”>] yzT
Agora temos que limitar || P, u|| T, HPTHUHL%’L‘* . Vamos comegar por || P, u|| T
4k 1 yzT z sz z yzT
como k > 4, temos 5 > o 1 e podemos aplicar a desigualdade de Bernstein. Assim
obtemos
(1_1y-
”A uH %_ e S T0+2r 2 k HA U/H 2k 1+L4k+
yzT yzT
Agora aplicando a Proposigao com # = 2k, temos que
[Arull LT S 2T A
yzT
Dai, segue que
ll l
HPUHL%*LM-&- ~ T0+22 ) HAZUH 2k T dk+
yzT yzT

S L I

=Ty 27 Al
=0

S T ull.
Analogamente, temos
1Pl s, ST Ml (3.28)
x yzT

Concluimos assim que

29018y (M )l pz, ST (Z 2‘S(’”‘”‘)IIIATUIII) flull®.

rzj
Podemos ainda reescrever essa estimativa como

29018y (W )l gz, ST (Z Xzo(r — j)2s(”)|||ATU|||> flull*

reN

= 7% ([(x20270) * 1A ul]) ()l
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Aplicando a desigualdade de Young, obtemos
127018 (" )|y zz, ey < T 027l 1Al e llul®
S T ulllel®
S T ull*.
Com isso concluimos a demonstragao do Lema. 0

3.2 Boa colocacao em H° com s > s, = %—% para k > 4

Nesta secao provaremos o Teorema paraocaso k >2e s> s =

consideramos o espaco

(][N}

. Para isto,

1)

Xr = {u e C([0,T], H*(R); [lul] < oo}
e denotamos por
Xr(a) = {u € C([0,T], H*(R)); [lul| < a}
a bola centrada na origem e raio a. Como sabemos, X7(a) é um espago métrico completo.
Definimos em X7 o operador integral

U(u) =u(x,t) =U(t)ug — %—l—l i Ut — 7)0, (u* ) dr. (3.29)

Como ja falamos antes o objetivo é mostrar que W(u) tem um ponto fixo. Garantiremos a
existéncia do ponto fixo provando que ¥(Xr) C X7 e que ¥ : Xy — X é uma contragao.

Primeiramente, veja que

1 t
Il = 100w — = /O U(t =)0, (u")dr]|
t
< U@ )uoll + |||/ U(t —7)0(u**)dr].
0
Aplicando o Lema |3.1/e o Lema podemos concluir que
1 () < Mlollzrs + 12714 (™ )|y 22, Nl gr-

Dal, aplicando o Lema [3.3] concluimos que

()l < elluol

me o+ T Jlul

para todo s > s =

[\CR V]

e para k > 4 e para alguma constante ¢ > 0.

o
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Agora provaremos que [|[¥(u) — U (v)|| < T |lu—o|(JJu]* + |Jv||*¥) para todo u,v € X7.

Com efeito, dados u,v € Xp, temos

()~ V()] = 10 () - k#ﬂ | vte=m.yar

- (U(t)uo - k—+1 Ut — T)ﬁx(v“l)clf) I

t t
< / U(t — 1), () dr — / Ut — 7)0, (o )dr
0 0
t
=1 [ Ul = ot - ot .
0

Aplicando o Lema [3.2] temos
¢
I [ 0= 0t = o S A = syl (330)

Agora estimaremos o lado direito de (3.30) de modo similar ao que foi feito na demons-
tracao do Lema A tnica diferenca que agora nos preocuparemos em fazer aparecer

llu — v|| nas estimativas.

Aj(ukJrl o vk+1> — lim A [(Pru)k+1 o (PT,U)kJrl}

r——+00

=4, (Z [(Priau)™™ = (Pra0) = (Paw)*™ 4 (Prv)'““}>

r=0

=A; ZArHU (Z r+1u)k l(P u) )
— A ZAHAU (Z Pry1v) _Z(Prv)l>
=A; Z Arir(u —v) (Z(PHIU)]CI(PTU)I)

r=0

+ A4, Z Ay Z [(Pr-i-lu)k_l(Pru)l - (Pr-i-lv)k_l(Prv)q .

r=0

+o00 k
A anélise de A, [Z A1 (u—v) <Z(P,,+1u)k_l(Pru)l) segue exatamente o mesmo ra-

=0

o0 k
ciocinio empregado para tratar A; (Z Ariqu (Z 1) (Poa) ) ) e portanto pode-
r=0 0

=
se concluir que

+o0 k
18, " Aryi (u = v) (Z(R«Hu)“(ﬂuy) leie, ST u— vl
r=0

=0
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400 k
Agora, para tratar ZAT’“UZ [(Priw)"  (Pou)' = (Prsqv)" (Pv)']], usaremos a

B r=0 =0
seguinte notacao:

ZAMUZ [(Pryw)* (Pou)t — (Pryav)(P)]. (3.31)
Fazendo [ = 0 em - temos

Z Ar—&-lv T+1u) (Pr—i-lv)k}

+oo
= Z Api10(Prpru — Pryyv) [(Praw)*™ + (Prpaw) 2 (Pogav) + -+ + (Pryav) 1]
r=0
+o00 k—1
= ZAHIUPTH U —v Z 1) (P )™,
r=0

Analogamente, fazendo | = k em ([3.31]), temos
k-1

Z Ar 0P (u =) Y (Pau)* T (Pao)™, (3.32)

m=0

Agora, para 1 <1 < k — 1 temos,

Z Ar+1U r+1u) Z(Pru)l - (PTHU)k_Z(PrU)Z}

= Z A1 ([(Prw)* ™ = (Po0)" ] (Pw) + (Pr0)" ! [(Pow)! = (Po)'])
(3.33)
Como ja vimos

k—1-1
(Prpaw)* ™ = (Pry1v)* ™ = Py (u —v) [ Z (Pr+lu)k_1_l_a(Pr+1U)a] : (3.34)

Logo,
k—1

400 k—1
Z A Z T+1u)k F— (Pr-i—lv)k_l](Pru)l = Z r+1V Z Pra(u —v)
r=0 =1

( > <Pmu>k1la<va>“<Pru>l) .
~ (3.35)

De modo similar
k-1

Z A, 10 Z Prv) ! [(Pou)! Z A1V Z P.(u—wv)
=1
(Z(Prul1“(Prv)a(Pr+1v)kl> )

= (3.36)
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Portanto, para 1 <[ < k — 1, temos

+o0 k-1 k—1-1
= Z ArJrlv Z[PT+1 (u - U Z (Pr+1u)kililia(Pr+lv)a](Pru)l
a=0
k . i (3.37)
+ Z Arv Y [Po(u—0) Y (Pl " (Pw)")(Pryav)* .
=1 a=0
Vamos analisar ||¢;||1,.72 para cada 0 <1 < k. Para [ =0 temos
400 k—1
||CO||LlL2 = | Z ArivFi(u—v) Z rau)” Pr+1”)a||Lgchng
r=0 a=0
400 k-1
< D AP (u— ) (Prrw) ™ (Bra0) a2,
r=0 a=0
+oo
= AP (u = o) (Pra) M|z,
r=0
+00
+ ) A0 P (w = 0)(Prw)*(Prav) a2
=0 ” (3.38)

“+oo

+ Z A 10 P (u — U)(PTHU) Hipre

xHyzT
r=0
‘= Cop + Co1+ -+ Co—1-

Usando a desigualdade de Holder com (A, A) e (B, B) como na demonstracio do Lema
obtemos

leol < IPrsa(w = 0llzars, A0 (Praaw) ™ (Prav) |l 8 - (3.39)
Como P,(u—wv) = Z Aj(u — v), segue aplicando o Lema [3.1| que
1=0
r+1
[ Prr (u — HLALB Z [A(u —wv HLAszT
r+1 (3.40)

S 2w = v)].
=0
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Como, P, 1u — Pou = A, 1u, temos

"AT‘JrlU(PrJrlu)k_l_j(Pr+1v)j”LIKLET = H (PrJrlu - Pru) (Pr+1u)k_1_j(Pr+1v)jHLIXLngT
< N Pert (Praat Pl

B (Prar) = I (Pl
(3.41)

Usando o que 2%°2¢ < %xk + %yk + %zk sempre que a + b+ ¢ = k, temos

i 1 Ek—1—3j '
(Pru)(Fpa) ™ (Prgao)’ < 2(Bu)* + TJ(PrJrlu)k + %(Pr+1v)k~ (3.42)
Assim concluimos que
|(Pr) (Pry) = (P o) |, < %H(PTU)HIE,;ZLZE b Iz
+ %H(Pr+1v)HIZz§ZLzZ§T'
(3.43)
Dai, usando os mesmo argumentos da demonstragao do Lema [3.3], temos
I(Br) (Pra) ™ (Poao) s S T (lull® + oll)- (3.44)
Com isso, concluimos que
r+1
leollzazz., STy 27w = ) (ull® + [loll")- (3.45)
1=0
A analise dos outros termos ¢;, 1 <1 < k € inteiramente andlogo e nos dara
r+1
letllzazz_, ST 27 A (w — o) (lull* + [loll®). (3.46)
1=0

Com isso, concluimos que

27 Aj(u Tt = oM D) e

ST N 2D A (= o) (Jull* + ol*).  (3.47)

r=j
Usando a desigualdade de Young, tal como na demonstracao do Lema concluimos
que

2914, (a5 — ) e,

ey S T lu — ol (lull® + Io)"). (3.48)
Com isso, concluimos que

19 (u) = ()| < Tl — ol (Jull® + lo)I%).
(3.49)
< 20" T Ju — o
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Escolhendo T suficientemente pequeno concluimos que ¥ é uma contracao em Xr(a).

Veremos agora a dependéncia continua em relacao aos dados iniciais. Para isto, sejam

u,v € Xr(a) e as respectivas condigoes iniciais, ug e vg, temos

19 () — )] = [ U(t)uo — / U(t - )0, (u*)dr
— vy — t — 7O, (v* N dr
U() / Ut >at< Jarl] s
<T@ — Uyl + 1 / U(t - )0, (b — o*)dr]

we + T flu = vl (fall® + Jloll®).-

S [Juo — vol

Como, u = ¥(u) e v = ¥(v), temos que

me+ T lu = vll(Jull® + loll®).

llw = ol < fluo = wo
Como, [Jull, [[v]] < a, segue que

lu = vll(1 = 2ca"T") < [lug — v

Hs,

para alguma constante ¢ > 0. Considerando 7" suficientemente pequeno tal que

1
1 —2ca"T" > =,

(\V]

seque que

llw = vl < 2fuo = voll s

Isso mostra que a aplicacao
uy € H° — u € Xr(a)
¢é Lipschitziana.

O que conclui a nossa demonstragao.



Capitulo 4

Ma colocacao

O objetivo deste capitulo é provar que o P.V.I ¢ mal posto para dados iniciais em
H*(R?) com indice s = 53, = % — % Provaremos que a aplicagao dada a solucao

ug € H*(R*) — u € C°([0,T]; H**(R)),
nao ¢é continua. Mais precisamente, encontraremos uma sequéncia de dados iniciais

(én) C H™(R?)

tais que,

nl—lgﬁl-loo ’|¢n - ¢n+1| Hp — O,

mas que a familia de solugoes (u,)nen correspondente aos dados iniciais satisfaga

lim [ (t, ) = twnt, ) e # 0.

n—oo

Para tal finalidade procuremos solugoes do tipo ”"onda viajante”

ue(T,t) = p(x — ct,y, 2). (4.1)

Observagao 4.1 A expressao de u. nos diz que o perfil ¢ “viaja”com velocidade ¢ em
relacao a primeira variavel quando t evolua.
Veja que
Opte + O Aue + ufamuc = Oyte + O (Au. + p i 1uic€+1>
= —cp(x —ct,y,z) + Ap(z — ct,y,z) +

k—_HSDkH(?U —ct,y, 2).

37
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Assim, se  satisfazer a equacao eliptica

1
—Cg0+Ag0+k+1 M=,

entao u, sera solugao da (gZK). Assumimos que a equagao

1
ot Ap M =0

possui uma solugao radial e positiva, que denotaremos por ;. Para mais detalhes ver [1].

Observe que se definirmos
0e(T) = ¢k (VeT), TeR,
entao ¢, é solugao de (4.2) para cada ¢ € R.

Antes de prosseguir, observemos que

1

ID5pell 2msy = 27| D¥r | 2.
De fato, pela identidade de Plancherel

1D*¢c||Z2 = NlIEl*@ellZ

- [ EIp©rE
R3
Usando a Proposicao item 5, temos que

.(6) = - 251 (c2E).
Assim,

/ €| 5. E) P = ¢t / B pu(cHE)PdE
RS RS

e |c-%a25\so1<c-%@|2dé

Usando o Teorema de mudancga de variaveis em , concluimos que
128 > (¢ +2_3 3 s
NRAGE T / HREGlE
R

= Cs_sk”Ds%Ol“LQ(Rif)-
Logo,
l S S
ID*@cll 2 = c2**H || D% 2.

Em particular para s = s, temos
|1 D%* el 2rs) = [[D*p1] 12,

para todo ¢ € R.

Provaremos aqui o seguinte Teorema.

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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Teorema 4.1 Seja s, =

N

— 2, comk > 2. Entio o P.V.I ¢ mal posto em H®*(R3)
Demonstracgao: Para isso, provaremos que

lim [[D%* e — D%z — 0, (4.6)

c——+00

ao passo que as correspondentes solucoes
uc—&-l(fa t) = 900—&-1(1’ - (C + ]-)ta Y, Z)

UC(E, t) - QOC<.T - Cta Y, Z)

satisfazem

lim sup || D%*ueyq(t) — D¥*ue(t)|| 2 = 0. (4.7)

c—400 teR

De fato, veja que
D% et = D¥¢cll72 = [ D*@epilliz + 1D ¢l 72 — 2Re(D™ pei1, Do) 2. (4.8)

Mas,

(D¥*pey1, D*pc) 2 = - |g|28k@1(g)¢\c(g)d§

Segue usando (4.3)) no intregando que

(e D = (e 00t [ e ()7 ()& o)

Usando novamente o teorema de mudanga de varidveis, concluimos que a integral em (4.9))

e+t [ EPEEREG o (1.10)

Substituindo (4.10)) em (4.9)), concluimos que

fica

[SI)

€)d¢. (4.11)

1
c kT - —
DS;C . Dsk . 5 = 28—~ —
(D% @1, Do), <C+1> . €17+ @1 (&) (

Fazendo ¢ — +o00 em (|4.11)), concluimos

lim (D*@ei1, D™ @) 2 = || D% 1|7

=400
Como

D% ¢erillze = [ D*@cll7e = [|1D* @172,
segue que

lim || D% pey; — D% |22 = 0.

c——+00
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Para concluir que

lim ||900+1 - QOC| mer = 0.
c—+00
Nos resta provar que
Jim lgers = @ellz2 = 0. (4.12)

Para provar (4.12]) escrevemos

[0et1 = Pellzz = llperillzz — 2Re{perts we) e + [[@ell 2
(4.13)

Sk

= [+ D)7F +c | il — 2Refpern, pedie.

Observe que

Logo,

Para ¢ > 1 temos
(c+ 1)%0%_% < (20)%0%_

quando ¢ — +oo. Portanto,

<(106+1a ¢C>L2 — 0.

Com isso, concluimos que

lim lpes1 = e[z = 0.

c—+00
Agora vamos provar a afirmagcao feita em (4.7). Como em (4.8) escrevemos primeira-

mente

D% 1 (t) = D ue(t) |72 = |0 tterr () || 72+ | D ue(t) |72 = 2Re (D™ st (), D™ ue(t)) 2
(4.14)
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Para analisar o lado direito de (4.14]), observemos primeiro que

para todo ¢ € R. De fato,

WD = [ oula =ty s

Logo, como
0e(T) = chr (TVE),

segue da Proposicao [L.1]item 5 que

5.(6) = cke 271 (Ve E). (4.15)

Logo,

i (%) _ (4.16)

Por (4.16)), temos que para quaisquer ¢;,c € R

<D8ku61 (t), D%y, (t)>L2 = (0102)%_% /R3 e—itﬁ(c1—c2)|z|25k@ <%) S/OT (%) dg

st 3 , e~ 2\ -~
_ (Clcg)igclk—h/ efztfx/a(qf@)‘5’2%(101(5)%01 ( %f) d€
R3 2

e eyl
= chreed \Wmuwmq@%@%< 29%
R3 @
i1 )
C2 R3 “
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Logo,

(Dt (1), D (1)) 12 = (Ci 1) E [ e i@ (\/:E) ag

- (C . 1) k (€[ e " VeGT(€)n (€)dE

R3
1) 2 71281 ,—ité /e~ (FY | ¢ _ (%
+< p > - €17 e p1(8) | o] P1(¢
c+1 % % 128y ,—itEy/c I
() e i o) @€
R3

INETE N —
* <Ct > s ]k e VG (E) [901 ( cil) - wl(f)]

= L(t) + IL(t).

Vamos analisar I.(t) e I1.(t) quando ¢ — +oo separadamente. Por um lado, vale

L(t) = (C+ 1)k_2 F(D%py) % (D* 1) (€)e"Vedg

RB

1_3
1\%* 2
= (C+ ) (DSkSOI*DSkQO1>(t\/Eu 070)

c

Logo, I.(t) — 0 quando ¢ — +o0, para todo t # 0. Agora,

N o -
1< (S) il @ 7650 - F@] e o

quando ¢ — 4o00. Portanto,

(D% i (t), D*uc(t))r2 — 0,
quando ¢ — 400, para todo t # 0. Fazendo ¢; = ¢ em (4.17)), temos que

1D el = [ € Fi@)PdE
R

= D%l
(§]
1D w0l = [ € @) PE
= D%
Portanto,

1D ucs1(t) — D¥uc(t) || r2 = 21 D172 — 2D ucsa(t), D uc(t)) 2 — 2] D1l

quando ¢ — 400, para todo t # 0.

Isso conclui a nossa demonstracao. O
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