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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade exata para uma equacao
de Schrédinger linear em um dominio com fronteira varidvel via Método da Unicidade
Hilbertiana (HUM). Além disso, apresentaremos a existéncia, unicidade e regularidade

de solucoes para o problema proposto.

Palavras-chave: Equacao de Schrodinger, Método da Unicidade Hilbertiana, Contro-

labilidade Exata.



Abstract

The purpose of this work is to study the exact controllability for a linear Schrodinger
equation in a domain with variable boundary via Hilbert Uniqueness Method (HUM).
Moreover, we present the existence, uniqueness and regularity of solutions to the proposed

problem.

Keywords: Schrédinger Equation, Hilbert Uniqueness Method, Exact Controllability.
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Notacoes e Simbologias

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

2 denota um subconjunto aberto e limitado do R";

I' denota a fronteira de () suficientemente regular;

v denota o vetor normal exterior a I';

Q=0x(0,T) C R" onde T > 0 denota o cilindro do R™"*;
¥ =T x(0,7) denota a fronteira lateral do cilindro Q;

(-,+) denota o produto interno em L*(Q);

| - | denota a norma em L*(Q);

((,+)) denota o produto interno em H}(Q);

|| - || denota a norma em H}(Q);

(-,+) quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidades;
Vu = (%, %, e a%) denota o gradiente da fun¢ao u;

Au = i (a%? denota o operador Laplaciano da funcao wu;
i=1

q.s. - quase sempre;

— denota a imersao continua;

<% denota a imersdo compacta;

C' quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria;

, 0

_a;

— denota convergéncia forte;



— denota convergéncia fraca;

X denota convergéncia fraca estrela;
X denota o dual topolégico de X;
X™ denota o bidual topolégico de X;

L(X,Y) denota o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y.



Introducao

Em meados de 1925, um fisico austriaco chamado Erwin Schrédinger (1887-1961)
formulou uma equagao diferencial parcial de segunda ordem, cuja solucao é a funcao de
onda, que descreve como o estado quantico de um sistema fisico muda com o tempo. Esta
funcao de onda é uma expressao matemaética que modela o comportamento ondulatorio
de uma particula.

Tal estudo nos permite compararmos a relevancia da segunda lei de Newton (F = ma)
na mecanica classica com a equacao de Schrodinger na mecanica quéantica. A primeira,
relaciona através de uma equacao diferencial, forca e posicao de uma particula. A segunda
descreve o comportamento de uma onda associada a uma particula qualquer.

A partir da equagao de Schrodinger, podemos obter solugoes ondulatorias que nos
fornecem informagoes fundamentais sobre o comportamento de uma particula.

Um sistema de controle é uma equagao de evolugao (EDO OU EDP) que depende de

um parametro u, descrito pela expressao:

y/ = f(taya U), (1)

onde t € [0,7] representa a variavel temporal, y : [0,7] — X é a funcdo estado e
u: [0,T] = Y é um controle. Nesse modelo, X e Y sdo espacos de fungdes adequados,
T > 0 é um valor real fixado e y' representa a derivada de y em relagdo ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais definicoes de controlabilidade pre-

sentes na literatura.

Defini¢ao 0.1 (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e yo,y1 € X dois estados do

sistema . Dizemos que tal sistema ¢é exatamente controldvel se existe u : [0,T] — Y



tal que
y = f(y,u) em [O7T]’
y(0) = yo, y(T) = w1

Defini¢ao 0.2 (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um nimero real e yo, 41
dois possiveis estados do sistema . Dizemos que tal sistema € aprorimadamente con-

troldvel se, para todo € > 0 dado, exzistir u. : [0,T] =Y tal que

y' = f(y,uc.) em [0,T],
y(0) = vo, [y(T)—wl <e

Definicao 0.3 (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um nimero real dado e yo € X
um estado arbitrdrio do sistema . Dizemos que tal sistema € nulamente controldvel se

existe u : [0, T] = Y tal que

y/ = f(yvu) em [07T]7
y(0) =yo, y(T)=0.

Defini¢ao 0.4 (Controlabilidade exata as trajetorias) Sejam T > 0 um nimero
real dado, yo € X um estado ey uma trajetoria (isto é, uma solugdo arbitriria do sistema
(1) sem controle). Dizemos que tal sistema é exalamente controldvel as trajetorias se

existe u : [0, 7] = Y tal que

y/ = f(ya ’LL) em [O,T],
y(0) = yo, y(T)=7(T).

E bem sabido que, em problemas lineares, as definicoes de controle nulo e exato as

trajetorias sao equivalentes.

Nesse trabalho, baseado em [14] [15], utilizaremos o Método da Unicidade Hilbertiana
(HUM) idealizado por J. -L. Lions (1928-2001) para provarmos a controlabilidade exata
para uma equacao linear de Schrodinger em um dominio nao cilindrico, ou seja, um
dominio cuja fronteira varia com o tempo, associado a um controle nao nulo localizado
na fronteira lateral e condicao inicial em um espaco de Sobolev apropriado. Faremos
uso do conceito de solucao fraca do problema nao homogéneo e da solucao definida por

transposicao ou solucao ultra fraca para assegurarmos a boa definicao de um operador



apropriado nas condicoes do Teorema de Lax - Milgran, o que nos garantird o controle

exato do problema.

Por meio de uma mudanca de variavel, serd possivel tranformarmos o problema de-
finido em um dominio nao cilindrico em um problema equivalente, mas com dominio
cilindrico, cujas secbes nao dependem do tempo t. A existéncia e a unicidade de solucoes
do problema em estudo serao estabelecidas pelo método de Faedo-Galerkin e resultados

de compacidade.

Em comparacao com a vasta literatura sobre problemas de controlabilidade em domi-
nios cilindricos, existe uma pequena quantidade de trabalhos em dominios nao cilindricos.
Para alguns resultados nessa dire¢ao, podemos citar |11, 2, [14] 15 19 20] e mais recente-
mente |4 6], 8, 21].

Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma: no capitulo 1 apresentamos os
resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento do nosso trabalho. No capitulo 2
resultados de existéncia, unicidade e regularidade de soluc¢oes sao estudados. Finalmente,
no capitulo 3 apresentamos resultados sobre controle exato para equagao de Schrodinger

linear.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados necessarios para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao dos contetidos abordados no capitulo posterior.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definicao 1.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,)nen uma

sequéncia de E. Entdo u, — u se, e somente se, (p,u,) — (@, u), para todo ¢ € E*.

Defini¢ao 1.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espa¢o de Banach,
v € E* e (on)nen uma sequéncia de E*. Dizemos que @, N © se, e somente se,

(pn,u) = (p,u), para todo u € E*.
Proposicao 1.1 Sejam E um espago de Banach e (x,)nen uma sequéncia em E. Entdo:
(i) Se x, — x na topologia o(E,E*), entao (f, x,) — (f,z), Vf € E*;

(ii) Se z, — x, entdo x, — = na topologia o(E,E*);

(iii) Se x, — z na topologia o(E,E*) e se f, — f em E* (isto é, ||f, — fllg= — 0),
entao (fn,xn) — (f, ).
Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark (]9]). O



1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Definicao 1.3 Dizemos que um espaco métrico E& € separdvel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso.

Definicao 1.4 Sejam E um espaco de Banach e J a injecio candnica de E em E**.

Dizemos que E ¢é reflexivo quando J(E) = E**.

Quando o espago E é reflexivo identificamos implicitamente E e E** (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaco de Banach. Entdo o

conjunto

B ={f € E*||f|| <1} € compacto na topologia fraca estrela.
Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark (]9]). O

Teorema 1.2 Seja E um espaco de Banach separdvel. Entao o conjunto
Bp«={f € E%||f|| <1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg- € metrizdavel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.

Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark (]9]). O

Corolario 1.1 Sejam E um espagco Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada
em E*. Entao existe uma subsequéncia (fn, )ken de (fn)nen que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark (]9]). O

Teorema 1.3 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
(fe)ren C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fi,)jen de (fe)ren € f € E tal
que

Je, = I

Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark (]9]). O



1.2 Teoria das Distribui¢coes Escalares

1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.5 Sejam Q2 C R™ um aberto limitado ¢ ¢ : Q C R* — C uma funcao
continua. Denomina-se suporte de ¢ ao fecho em ) do conjunto dos pontos x tais que

¢ (x) # 0. Simbolicamente,

supp () = {z € Qo (2) £ 0} .

Defini¢ao 1.6 Denota-se por C§°(£2) o espaco vetorial das fungdes continuas e infinita-

mente derivdveis em ) com suporte compacto em 2.

Defini¢ao 1.7 Chamaremos multi-indice a toda n-upla o = (o, g, ..., ) de nimeros

naturais. Dado um multi-indice o, definimos a ordem |a| de a por |a| = ag+as+...+ay,

Definigao 1.8 Dizemos que uma sequéncia (¢n),cy de fungoes em Cg° (2) converge para

© em C§° () quando forem satisfeitas as segquintes condigoes:
1) Existe um conjunto compacto K C Q tal que

supp () C K e supp(p,) C K, YVneN
11) D%p, — D% uniformemente em K para todo multi-indice .

O espago vetorial C§° (©2) munido da nogdo de convergéncia definida acima sera re-
presentada por D (§2) e denominado de espaco das fungaes testes.
Denomina-se distribuicio escalar sobre 2 a toda forma linear 7" : D (©2) — C conti-

nua com respeito a topologia de D (2). Isto significa que T satisfaz as seguintes condic¢des:

i) T(op + po) = aT'(p) + BT(¢), Vo,1 € D (), Vo, f € C.

ii) T é continua, isto é, se uma sequéncia (), .y converge em D (€2) para ¢ € D (),
entao,

T (pn) — T () em C.

O valor da distribui¢do T na funcao teste ¢ sera representado por (T, ). Equipa-se

o espaco vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nocao de convergencia:



1.3 Os Espagos LP(1)

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre 2. Neste espaco, dizemos que a
sequéncia (17,),,.y converge para T', quando a sucessao ((T}, ))nen converge para (T, @)

em C para toda ¢ € D ().

O conjunto das distribuigoes escalares sobre {2 é um espago vetorial complexo, deno-
tado por D'(2), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre . Com o intuito
de tratarmos de espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional

para objetos de D’ (2).

Dada uma distribuicao 7' em D’ (Q2) e dado um multi-indice & € N" definimos a
derivada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua D*T :

D (2) — C dada por
(DT, p) = (=1)*'(T, D*¢), paratodo ¢ € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao T sobre €2 possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicacao
D*: D (Q) =D (Q). (1.1)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q) entdo lim DT, = DT em D'(Q). (1.2)

n—0o0 n—o0

1.3 Os Espagos LP({))

Nesta secao, serao dadas algumas definicoes e propriedades elementares dos espacos

LP(92).

Definicao 1.9 Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto e 1 < p < oo. Definimos
LP(Q) = {f : Q — C; f mensurdvel e |f|" € L'(Q)}.

O espago LP(2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma

ey = [ [ 17@Pas] ™

10



1.3 Os Espagos LP(1)

No caso particular p = 2, temos que L*(€2) é um espago de Hilbert munido do seguinte

produto escalar:

(u,v) 12(0) :/Qu(x)v(:c)dx.

Definicao 1.10 Seja 2 C R™ um subconjunto aberto. Definimos

L= (Q) ={f: Q — C; f mensurdvel e 3 C'constante tal que |f(x)] < C q.s em Q}.

O espaco L>®(2) é um espago de Banach equipado com a norma

| fllzee( = inf{C : |f(z)| < C q.s em Q}.

. . 1 1 N
Teorema 1.4 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo com —+ — = 1. Entdo,

p q
P e
ab< T +2 Vab>0.
p q
Demonstragao: Ver Brezis (|3]). O
.~ . , 11
Proposicao 1.2 (Desigualdade de Young com c) Sejam 1 < p,q < 0o com —+— =1
p g

e e > 0. Entao,
ab < ea? + C(e)b?, Va,b>0,

onde C(g) = (5p)%qq’1. No caso particular quando p = q = 2, a desiqualdade reduz-se a
2, 19
ab <ea”+ —0b", Va,b>0.
4e
Demonstragao: Ver Evans ([5]). O

Teorema 1.5 (Desigualdade de Hélder) Sejam as fungoes f € LP(Q), g € LI(Q)
com 1 < p<oo eq o expoente conjugado de p; isto € % + % = 1. Entao fg € L'(Q) ¢

/Q Faldr < [l allglzo.

Demonstragao: Ver Brezis (|3]). O

11



1.4 Espacos de Sobolev

Teorema 1.6 (Teorema do Trago) A aplicacao linear

am—l

F’ ceey —aym_l

ou

U= (70“77111’7 "'77771*1“) = <U‘F7 5

y

m—1 o
de D(Q) em H W™ 7w (), prolonga-se, por continuidade, a uma aplica¢do linear,
=0
’ m—1 o
continua e sobrejetiva de W™P(Q) em H W™ 7w P(T).
=0
Demonstracao: Ver Evans ([5]). O

Lema 1.3.1 Se ¢ € H}(Q2) N H?(Y), entdo

% 00 et
e s
o ()

Demonstracao: Ver Medeiros ([13]). O

Definicao 1.11 Dizemos que uma funcao f :  — C € localmente integrdvel em €,
quando f € integravel a Lebesque em todo compacto K C Q. O espaco das funcoes

localmente integravéis € denotado por Ll (Q). Em simbolos temos que

fel . (Q) < / |fldx < oo, para todo compacto K C Q.
K

Lema 1.3.2 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ).

Demonstracao: Ver Medeiros e Milla Miranda (|16]). O

1.4 Espacos de Sobolev

Como vimos na se¢ao anterior, toda funcao u € LP(Q2) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também funcoes em

LP(9).

12



1.4 Espacos de Sobolev

1.4.1 Os Espagos W"™?((2)

Dado um multi-indice «a, representamos por D® o operador derivacao

olel

DY = —.
o1 an
Ox{'...0xY

Definicao 1.12 Sejam Q um aberto do R", 1 < p < oo em € N. O espaco de Sobolev
que denotamos por WP (Q), € o espaco vetorial das (classes de) funcoes em LP(Q)) cujas
derivadas distribucionais de ordem o pertencem a LP(SY), para todo multi-indice o com

la] < m. Simbolicamente escrevemos:

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q) para todo « tal que |a] < m}.

O espago W™P(€2) com 1 < p < 0o é um espaco de Banach equipado com a norma
/p
fullwriy = (3 / Dou(a)ear) "
la|<m
Também W™ () é um espago de Banach com a norma
||l wm oo () Z sup ess| D%u(z)|.
la|<m
No caso p = 2, o espago W™P(Q) sera representado por H™ () que é um espaco de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™({2) sao dadas,
respectivamente, por
« « « 2 1/2
(U, v) gm0y = Z (D%, D) 1200 e |Jul|lgm@) = |D dx :
|| <m |o<\<m
Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudardo a alcancar

objetivo proposto.

Teorema 1.7 Sejam Q um subconjunto aberto do R™ de classe C' com fronteira limitada

I' el <p< oo Entao:

Se n>pm, entao W™P(Q) — L), ondeq € [1, nfﬁw],

Se n=pm, entao W™P(Q) — LY(Q), para todo q € [1,+00),

Se n=1 e m>1, entago W™P(Q) — L=(Q),

13



1.4 Espacos de Sobolev

sendo todas estas injegoes continuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u € W1P(Q)
u(z) —u(y)| < Cllullwielz —y|* ¢.s. z,y € Q,
onde « =1 — (N/p) e C dependa apenas do Q,p e n. Em particular WP(Q) — C(Q).

Demonstracao: Ver Brezis ([3]). O

Teorema 1.8 (Rellich—-Kondrachov) Seja 2 um subconjunto limitado do R™ de classe

C' com fronteira I reqular. Entdo:

Se n>pm, entdio W™P(Q) N L9(82), para todo q € [17 nf§m>7

Se n=pm, entdo W™P(Q) < LUQ), para todo ¢ € [1,+00),

Se pm >n, entdo W™P(Q) < C(Q), onde k é um inteiro nio negativo tal que

k<m—(n/p) <k+1.

Em particular, W' (Q) < LP(Q) com inje¢do compacta para todo p (e para todo n).

Demonstragao: Ver Brezis ([3]). O

Teorema 1.9 (Gauss-Green) Se u € C*(Q), entdo/

uxidx:/uyidf (1=1,2,...,n).
) r

Demonstracao: Ver Evans ([5]). O

Teorema 1.10 (Férmula de Green) Sejam Q0 um aberto limitado do R™ com fronteira

[ de classe Ct e u,v € C*(Q). Entdo,

/Vqudx:—/uAvdx—l—/@udF.
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver Evans ([5]). O

Teorema 1.11 (Representac¢dao de Riesz) Sejam 1 < p < oo e p € (LP)*. FEntdio

existe um unico u € L? onde — 4+ — =1 tal que
p q
w.h)= [us. vier

Além disso, vale

[lullze = Il ey~
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1.4 Espacos de Sobolev

Demonstragao: Ver Brezis ([3]). O

Definicao 1.13 Dizemos que uma forma bilinear a : H x H — R € coerciva se existe
B >0 tal que
a(u,u) > Bllul®, Vu € H.

Teorema 1.12 (Lax - Milgram) Seja H um espago de Hilbert e B(u,v) uma forma

bilinear, continua e coerciva. Entao para toda ¢ € H* existe um tunico v € H tal que
B(u,v) = (u,v) Yv € H,
onde (.,.) denota o produto interno em H.

Demonstracao: Ver Brezis(|3]). O

1.4.2 Os Espagos W;,""(Q) e W—™41(Q)

Observemos que, embora o espaco vetorial das fungoes testes u,v € D (2) seja denso
em LP(Q) para 1 < p < oo, em geral, ele ndo é denso em W™P(Q). Isto acontece porque a
norma de W™P(Q)) é “bem maior” que a norma de LP(Q2) e é por isso que W™P(Q2) possui

menos sequéncias convergentes. Isto motiva a definigao dos espagos W;""(Q) como segue:
Definigao 1.14 Seja Q um subconjunto aberto de R™. Definimos
WP (Q
W@ =p@"

No caso p = 2, o espago W;""(2) sera representado por H"(€2).

Teorema 1.13 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que ) seja um subconjunto
aberto e limitado de R™ e 1 < p < oo. Entao eziste uma constante C (dependendo de 2
e p) tal que

[ul| o) < OVl oy, para todou € Wy (Q).

Demonstragao: Ver Brezis ([3]). O
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1.4 Espacos de Sobolev

Observagao 1.1 Em particular, a expressio |[Vul|r») € uma norma no espago Wy (Q),

equivalente a norma ||[ullwis). Em Hy(Q) denotamos o produto interno
ou c%
((u,v)
Z/ ox; 8:51

que induz a norma |Vu| 2, equivalente ¢ norma ||ul| g (q).

Demonstragao: Ver Brezis ([3]). O

Teorema 1.14 (Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponhamos Q um subconjunto de R"
limitado de classe C? com fronteira I limitada. Seja 1 < p < oo. FEntdo para toda

f € LP(Q), existe uma tinica solucio u € W>P(Q) N W, (Q) da equagio
—Au+u=f em .

Além disso,se Q) é de classe C™ 12 e se f € W™P(Q) (para m > 1), entdo

we W™2(Q) e |ullwmiza@y < C|lfllwmr)

Demonstracao: Ver Brezis (|3]). O

Os espagos Wi""(2) e, em particular, os espagos HJ'(Q2), desempenham um papel
fundamental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.
Se 1 < p < 0o e 0 niimero q é o expoente conjugado de p, isto é E + E = 1, entao repre-
sentamos por W~="-4(Q) o dual topologico de W;""(Q2) e por H‘]’)”(ng o dual topologico
de HJ*(2). Em outras palavras, se f pertence a H~"(Q2) entdo f é um funcional linear

limitado sobre H{*(€2).

Observagao 1.2 Em particular, as imersoes do Teorema [L.7) sao vdlidas para o espago
Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio aberto 2 de R™. Analogamente, as imersoes do
Teorema sao vdlidas para Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio ) aberto e limitado
de R".

Defini¢io 1.15 Se f € H'(Q) a norma é definida como sendo

| fll -1y = sup{{f,u); para todo u € H&(Q) com HuHH1 <1}
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1.5 Os Espacgos L? (0,7T; X)

1.5 Os Espagos L?(0,T; X)

Nesta secao, estenderemos as nogoes de mensurabilidade e integrabilidade para fun-
coes
f : [O7T] — X7

onde 7> 0 e X ¢ um espaco de Banach real com a norma ||.]|.

Defini¢ao 1.16 Denota-se por LP (0,T;X), com 1 < p < o0 0 espago vetorial das (clas-
ses de) fungoes u : (0,T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais que
se 1l <p<ooafungiot — |lu(t)]s € integravel a Lesbegue em (0,T) e se p =00 a
fungao t — ||u(t)||x € L=(0,T).

O espaco LP (0,T; X) é um espaco completo com a norma dada por

1/p

T
ilrso = [ Tu@at) s 1<p <o
0

Se p = oo a norma acima é substituida por

||U||L<><>(0,T;X) = Séllieris [u(®)llx =nf{C>0:]lul®)llx <C gs em Q}.
<t<

Apenas no caso em que p =2 e X é um espago de Hilbert, o espago L?(0,T; X) é um

espaco de Hilbert, cujo produto interno ¢ dado por

(0,0) o 7o) = / (0 (8),u(t)) dt.

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao L? (0,7; X') é um espaco reflexivo
e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach L* (0,T; X’), onde p

e p' sdo indices conjugados, isto é, % + z% = 1. Mais precisamente, temos
[LP(0,T; X)) =~ LV (0, T, X').
A dualidade entre esses espacos é dada na forma integral por
T
(v, U>LP'(O,T;X’)><LP(0,T;X) = /0 (v (t),u(t))x x dt.

No caso p = 1, o dual topolégico do espago L' (0,T;X) se identifica ao espago
L*>(0,T; X"), ou seja,
(L0, T; X)) ~ L®(0,T, X').
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1.6 Distribuicoes Vetoriais

Defini¢ao 1.17 Denota-se por C ([0,T]; X), com T > 0 o espago de Banach das fungies

continuas u : [0, T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

HUHC([O,T];X) = Ofg%XT [u ()] < oo

Proposicao 1.3 Sejam V', H, V* trés espacos de Hilbert, sendo V* o dual de V. Se uma
fung¢do u pertence ao espago L*(0,T;V) e sua derivada u' pertence ao espago L*(0,T;V*),
entdo u € quase sempre igual a uma fun¢ao continua de [0,T] em H, e temos a sequinte

igualdade no sentido da distribuicdo escalar em (0,T)

d 2 /
i =20 (), u(t)).

A igualdade acima faz sentido desde que as funcoes
t—u)]* e t— W) ult)
s@o ambas integrdveis em [0,T.

Demonstracao: Ver Temam (|22]).

1.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um namero real > 0 ¢ X um espago de Banach real com a norma ||.||

Definicao 1.18 Uma distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X, é uma fun¢ao
f:D(0,T) — X linear e continua. O conjunto dessas transformagaes lineares é chamado

FEspago das Distribuicdes Vetoriais sobre (0,T) com valores em X e € denotado por
D0, T;X)=L(D(0,T);X).

Defini¢ao 1.19 Seja f € D' (0,T;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

dar dar
(o) =1 (152 Ve e DO.T).
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1.7 Resultados Importantes

Observagao 1.3 Se a fungao [ pertence ao espago LP(0,T;X) com 1 < p < oo, entdo

define uma distribuicao que denotamos pela mesma funcao f e € dada por

flo) = /0 f(t)p(t)dt, para todo ¢ € D(0,T),

com valores integrdaveis em X.

Demonstracao: Ver Lions ([11]). O

1.7 Resultados Importantes

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados importantes que serao utilizados na ob-

tencao dos objetivos desejados.

1.7.1 Funcoes Proéprias e Decomposicao Espectral

Teorema 1.15 (Funcgées Préprias e Decomposi¢cao Espectral) Seja S aberto limi-
tado do R™, com fronteira I'. Entdo existe uma sequéncia de nimeros reais (A )men tal
que 0 < A\ < Xy < ..., com A, — o0 quando m — oo. Além disso, existe uma base

Hilbertiana (w;)jen de L*(Q), com w; € H}(Q) satisfazendo
—AU)J' = )\jwj,

w; =0 em T,

para j=1,2,... .
Dizemos que os nimeros (A\py) sdo os autovalores de —/A (com a condi¢do de Dirichlet)

e que as fungoes (w;)jen $Go as fungdes proprias associadas.

Demonstracao: Ver Evans ([5]). O

1.7.2 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de R™*! cujos elementos sao denotados por (z,t)
ondex e R"et e Re f: D — R" Dizemos que f satisfaz as condi¢oes de Carathéodory
sobre D quando:
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1.7 Resultados Importantes

e f(x,t) ¢ mensuravel em t para cada x fixo;
e f(x,t) é continua em x para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D existe uma funcdo real integravel myg (t) tal que

|f (z,t)| < mg (t) para todo (x,t) € K.

Definicao 1.20 Uma solucdo no sentido estendido do problema de Cauchy

' = f(x,t)

x(tg) = wo;
¢ uma funcao ¢(t) absolutamente continua tal que para algum B real vale
i)  (¢(t),t) € D para todo t € [ty — B,to + f;

1)  P'(t) = f(t,0(t)) para todo t € [ty — B, to + f], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Consideremos o retangulo
R={(z,t) e R"™; [t —to| < a, |z —xo| < b},
com a,b > 0. Entao, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.16 (Carathéodory) Seja f : R — R" satisfazendo as condi¢oes de Ca-
rathéodory sobre R. Entao sobre algum intervalo |t —to] < 5 (8 > 0) existe uma soluc¢do

no sentido estendido do problema de valor inicial

' = f(x,t)

l’(tg) = To;
Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([I§]). O

Corolario 1.2 Sejam D wm subconjunto aberto de R"™ e f satisfazendo as condicoes

de Carathéodory sobre D. Entdao o problema

' = f(x,t)

x(to) = wo;

tem solug¢ao para qualquer (to,xo) € D.
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1.7 Resultados Importantes

Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([18]). O

Teorema 1.17 Sejam D wm subconjunto aberto limitado e conero em R, f wuma
funcao que satisfaz as duas primeiras condig¢oes de Carathéodory sobre D e suponhamos
que ezista uma fungao integravel m(t) tal que |f(t,z)| < m(t) para todo (t,x) € D. Seja
@ uma solugao de

' = f(t,z) para quase todo t em I,
sobre o intervalo aberto (a,b). Entao
i) eziste p(a+0),o(b—0);

ii) se (b, p(b—0)) € D entdo ¢ pode ser prolongada até (a,b+0] para algun 6. Resultado

andlogo para a;

iii) o(t) pode ser prolongada até um intervalo (vy,w) tal que (7, (v +0)), (w, p(w—0))
pertencem a 0D (0D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entdo o(t) pode ser

prolongada até um intervalo [y,w] tal que (v, (v +0)), (w, o(w —0)) € ID.
Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([1§]). O

Corolario 1.3 (Prolongamento de Solug¢do) Sejam D = Bx[0,T], com0 < T < oo,
B = {z € R%|z| <b}, b > 0 e a fungio f nas condicoes do Teorema [1.17. Seja ¢ (t)

uma solucao de

' = f(x,t)

z(0) =zy e |z <.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida tem-se | (t)| < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. FEntao ¢ tem um prolongamento até
[0,T7].

Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([1§]). O
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1.7 Resultados Importantes

1.7.3 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1 (Gronwall) Sejamm € L'(0,T;R), m >0 ¢.s em (0,T), a > 0 constante
real e g € L>(0,T), g >0 em (0,T) tal que

%g(t)2 < 2a% +2 /0 m(s)g(s)ds vt € (0,T).

Entao,

g(t) <2 <a+/0tm(s)ds) em (0, T).

Demonstracao: Ver Medeiros ([13]). O

1.7.4 Uma Aplicacao do Teorema de Hahn - Banach

Teorema 1.18 Seja E um espaco vetorial normado. Para todo x € E, vale

2]l = sup [(f, )| = max|(f, )|
feE* feE*
Ifi<1 It
Demonstracao: Ver Brezis (|3]). O

1.7.5 O Teorema da Unicidade de Holmgren

Definicao 1.21 Um operador diferencial de ordem m num aberto Q C R™ ¢ uma apli-

cacao linear
u+— Pu= Z o () D%,

la]<m
onde a = (o, ...,a,) € N a, sao funcoes reais definidas em Q. A parte principal (ou

forma caracteristica) de P € definida como sendo o polindmio

P(§) = Pu(r,8) = > aq(2)€, 1 €Q, £ €R", £ = £1gg..60m.
|a|=m
Um vetor nao nulo & = (£1,&,...,&,) € R” define uma direcdo em R". Toda raiz
nao nula da parte principal ¢ chamada direcao caracteristica. Se os coeficientes da parte
principal do operador P sao constantes, entao as direcoes caracteristicas nao dependem

do ponto =z € R".
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1.7 Resultados Importantes

Defini¢ao 1.22 Uma superficie o(x) = ¢(z0), onde p € C1(Q) e Vip(xg) # 0, € cha-
mada superficie caracteristica em xo com respeito ao operador P se
Po(Vep(x0)) = Y aa(0)(Vep(z0))* = 0.
|a|=m

A superficie é chamada caracteristica em relagao ao operador P se € caracteristica em

todos 0s seus pontos.

Teorema 1.19 (Teorema da Unicidade de Holmgren) Sejam 0y C Qo conjuntos
abertos e converos do IR™ e P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes
tal que todo plano caracteristico I1 com respeito a P(D) que satisfaz I1NQy # & também
satisfaz 11N Q. # @. Entao, para a solugio u € D'(Qs) da equagdo P(D)u = 0 tal que

u =0 em Q também satisfaz u =0 em (.

Demonstragao: Ver Hormander ([7]). O
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Capitulo 2

Existéncia, Unicidade e Regularidade

de Solucoes

Neste capitulo estudaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solucoes para

um problema misto associado a equacao de Schrodinger linear.

2.1 Formulacao do Problema

Consideremos € um aberto limitado de R, com fronteira regular I' e k : [0, 00) —
(0, 00) uma funcao diferenciavel. Para T" > 0, seja {2 }1cjo,r) uma familia de subconjuntos

abertos e limitados do R”, com fronteira regular representada por I';, definido como segue:
Q={reR" z=kt)y, yeQ}, 0<t<T < 0. (2.1)

Denotemos por @ o dominio ndo cilindrico do R"*! como sendo

0= (@ x {1},

o<t<T

com fronteira lateral regular dada por

2= | {rex {1}

0<t<T
Seja y° € R™ e representamos por m(y) a fungao vetorial m(y) = y — y° e por v(y) o

vetor normal unitario exterior ao ponto y € I'. Com isso, introduzimos os conjuntos:

T(y") ={y eTim(y)-v(y) >0} e B(y°) =T(y")x]0,T1.
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2.1 Formulacao do Problema

Com isso, definimos os conjuntos correspondentes:

L(y’) ={zely z=k(t)y, ye T} e 20°) = |J {I0°) = {t}}.
Seja
M = sup{ly|;y € Q},

onde |y| é o comprimento do vetor y € R™. Suponhamos que

(H1) k€ W22(0,00); k(t) > ko >0 em [0, 00);

loc

(H2) |y||K'(t)] < para 0<t<T.

1
MK(t)

O objetivo principal desse trabalho é obtermos a controlabilidade exata para o seguinte

problema misto:

~

v —iAu=0 em Q,

~

g sobre X (y°),
u(z, t) =
0 sobre S\S(y°),

u(z,0) = u’(z) em €,

onde ¢ = v/—1 representa a unidade imaginéaria.

Observacao 2.1 Tendo em conta que o sistema pode ser controlado na fronteira, €
razodvel tentarmos resolver o problema quando o controle atua somente sobre uma parte
desta. Dessa forma, consideraremos o caso em que o controle atua unicamente sobre o
subconjunto i(yo) de S. Portanto trata-se de um problema de controlabilidade exata na

fronteira com controle localizado.

Sendo assim, podemos formular a controlabilidade exata para o problema (2.2)) como
segue:
Problema: Dado T > 0 suficientemente grande, encontrar um espaco de Hilbert H,

~

tal que para cada dado inicial u’(z) € H, existe um controle g € L?(X(y°)), tal que a
solucao u = u(x,t) de (2.2)) satisfaz a condigao final

u(z, T,g) =0 em Qrp. (2.3)
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2.1 Formulacao do Problema

A metodologia (cf. Lions [10]) consiste em transformar o sistema (2.2)) em um problema

equivalente no cilindro @) pelo difeomorfismo

T @ — Q7 (24)
definido por 7(z,t) = (y,t), com y = %
A inversa
Q= Q, (2.5)
¢ definida por 77! (y,t) = (x,t), com x = k(t)y.
Usando o difeomorfismo ({2.4)), observando que x = k(t)y e denotando por
u(w,t) = (wor ) (y,t) = w(y,1),
temos as seguintes identidades
Vu(z,t) = —Vul(y, 1)
’ - k(t) yu )
1
Au(z,t) = k2—(t)Aw(y,t), (2.6)
E'(t) Ow
u'(x,t) = w'(y,t) — yi—(y,1).
(@.1) = /. 0) = gy gy )
Com efeito, inicialmente notemos que como
_
entao para 1 < j < n, resulta que
8yj 1
oz, K1) (27
e
Oy; _ K1)
29 - 2.8

Portanto, de (22.7)), temos

O () = Py, 0y = S s or; k(1) dy;
Oz nu= Ox; Ho= dy; dx; Ot dx;  Jy; dxy  k(t) dy;’

0w 0Oy, 8_w8t_8_w% 1 Ow

isto é,
1
Vu(z,t) = 0} Vuw(y,t),
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2.1 Formulacao do Problema

e assim segue (12.6));.

Por outro lado, temos

0%u 0 Ou 0 I ow 1 0 (ow\ 1 9dy; 90 (0w
0= g0 = 5 ()~ T 7 () = 7 0 3 ()
11 32w_ 1 Q*w
k() k(1) 9y:  R2(t) Oy?

ou seja,

1
A t) = ——A t
e assim segue (12.6))s.
Finalmente, de (2.8)), resulta que
, , ow ow dy; Ow Ot , E'(t) Ow
t) = )= (yt) = — =L 4 = = £) — (.t
isto é,
, , K'(t) Ow

donde segue (2.6)3.
Usando (2.6), o problema (2.2)) é transformado no seguinte problema equivalente
definido no cilindro Q:

w'(y,t) — kQ(t)Aw(y,t) - Zg;ng—;uj(y,t) =0 em @,
v sobre X(yY),

Wiy, 1) = (2.9)
0 sobre Y\X(y°),

w(y, 0) =w’(y) em Q,

onde X(y°) é a parte de ¥ que sera definida posteriormente.

Com estas consideracoes, podemos enunciar o principal resultado do nosso trabalho

Teorema 2.1 Sejam ) um subconjunto aberto limitado do R"™, ; definido como em
(2.1) e, suponhamos que as hipdteses (H1) e (H2) sejam vdlidas. Se T > 0, entao para

cada u® € H~Y(), existe um controle g € L*(X(y°)) tal que a solugio u = u(x,t) do
problema (2.2), satisfaz a condi¢ao

u(z,T,g) =0 Vre. (2.10)
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2.2 Solucgao Fraca

2.2 Solucao Fraca

Nesta secao provaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao para o

problema de valor de fronteira
k' nk’

?
w’—ﬁAw—Ey-Vw—Tw:f em Q,
w =0 sobre X, (2.11)

w(0) = w’ em

onde
w’ e HY () e fe LY0,T;H(Q)). (2.12)

Mas precisamente, o seguinte resultado é vélido:

Teorema 2.2 (Solugao Fraca) Dados w° e f satisfazendo (2.12), ewxiste uma tnica
fungao w : Q — C, chamada solugao fraca de (2.11)), satisfazendo:

1. we L=(0,T; HY(Q)),

2. w' € L®(0,T; H(Q)),

T T T 1.0 T /
5= [ [ G- [ Ve a— [ e

0
T
_ / (f. ) dt,
0

para toda ¢ € L*(0,T;Hy(Q)), tal que ' € L*(0,T;L*(Q)) com (0) =
(1) =0,

4. w(0) =w’ em Q.

Demonstracao: A prova é baseada no método de Faedo-Galerkin que consiste nas

seguintes etapas:

1. Construcao de solugoes aproximadas em um espaco de dimensao finita;
Obtencao de estimativas a priori para as solucoes aproximadas;
Passagem ao limite das solucoes aproximadas;

Verificacao do dado inicial;

DAl

Unicidade da solucao.
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2.2 Solucgao Fraca

o Existéncia

Solugoes Aproximadas

Seja (6;)jen uma base hilbertiana de L*(2) constituida de solugoes aproximadas do
problema espectral
—AQJ = )\jej e Q,
(2.13)
0; =0 sobre T,
e que forma um sistema ortogonal completo em Hj (). Tal base existe pelo Teorema
(1.15]).
Multiplicando . por v = v(y,t) € H}(Q), integrando em e usando o Teorema

[1.10] temos

AHJ@ - )\jﬁﬁ
Dali,
Q Q
isto é,
_ 00; _ _
Vo;Vudy — a—vdF =X, | 6;vdy,
Q r ov Q
ou seja,
/ V@V@dy = )‘j / Hﬁdy,
Q Q
donde

((05,0)) = A;(6;,0),
com 0; = 0;(y).
Como 60; € L*(Q), aplicando sucessivamente o Teorema obtemos que 6; €
H} Q)N H™(Q), para todo m € N.
Seja Vi, = [01,--+ ,0m] 0 subespaco de Hj(Q2) gerado pelos m primeiros vetores 6;
dessa base.

O sistema aproximado para a solucao do Teorema é
Wi (t) € Vi,

(0t (1), 050)) + (061, 6,) = - Tt 50)) — " (i (), 6, 1)

= (f(t)701(y)) para j: 1727 T, My,

0
m

W (0) = w2, — w’ em H(Q).
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2.2 Solucgao Fraca

Como wy,(t) € V,,, temos que w,,(t) = Zgjm(t)@ (v)

Segue que ¢ um sistema de equagoes diferenciais ordinarias na incognita g;,, (t).
Este sistema tem uma solucao local em [0,¢,,[, com t, < T, pelo Corolario . A
extensao para o intervalo [0, 7] é consequéncia das estimativas a priori que faremos a
seguir.

Primeira Estimativa

Multiplicando por m, o conjugado do nimero complexo g;,(t), e somando

de 7 =1 até j = m, obtemos

1 K
(W0 0m(0) + 5 () wn)) = (- Fam(0) 0 (0) -
(2.15)
nk’
~ (T ®.00)) = (70000
Tomando o dobro da parte real em ambos os membros da equagdo (2.15)), temos
, K 2nk’ 9
2Re(w,, (1), wn(t)) — 2Re i Vw,(t), wn(t) | — ’ | Wi (1) = 2Re(f(t), wm(t)).
(2.16)
OW,,
Como y - Vw,, = yja—, pelo Teorema |1.9 nos leva a
Yj
/ a[yww]dy /y- VW Wy dI' = 0
ay] 7 WmWm . J FWmWUm )
POis Wy, (t Zg]m )ed; =0 sobre T.
Dai, temos
ow,, Jw
W, Wiy, dy + / Yi— W, dy + / YjWp——r =0,
/sz ’ dy; Q ’ dy;
o que nos da
(Wi W) + (Y + VWi, W) + (Y - VW, W) = 0,
ou seja,
n|wp? + (Y - VW, W) + (Y - Vi, w) = 0,
isto é,
n|wp|? + 2Re(y - Vw,, wy,) = 0,
donde
K K
—2Re <Ey : Vwm,wm) = %|wm|2 (2.17)
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2.2 Solucgao Fraca

Substituindo a equagao (2.17) em (2.16), segue que
nk’'

2Re(wr, (1), wn () = —=|wa (D) = 2Re(f (1), wa(t))
Notando que %|wm(t)|2 = 2Re(w'(t), w,(t)), temos que
L ()2 - n—k/!w (O = 2Re(f(t), wn(t)) < 2/f(B)] [wi(t)]-
'™ ET T - "

Integrando (2.19) de 0 a ¢, obtemos

slm®F < 3l OF + [ |55 o)+ 176 (o) .

Pelo Lema resulta de (2.20), que

"k (s)]
k(s)

|wm (1) < |wm(0)|+/0 |f(8)|d<9+/O |wi(s)] ds,

obtendo assim uma desigualdade do tipo

o)< a+ [0

o k(s)

com (s) = |wm(s)] € A = [wn(0)] + / 1£(s)] ds.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

0
Dividindo ambos os lados da desigualdade (2.21)) pelo segundo membro, nos leva a

p(t)

O

n|k'(s)]
k(s)

Multiplicando (2.22)) por , temos

k()|
kL 2 i)

"nlk () T k(s)
A—l—/o 7(s) ds

1 (g [l
(a4 [ e e) el
A—l—/o nlf(;)w(s)ds k(s)

ou seja,
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2.2 Solucgao Fraca

Integrando a expressao (2.23) de 0 a ¢, resulta que

[ 4 (A+/Ot Ak ds) e [0,

k(o) .
[ R
In <A + /Ot ”fégﬂw(s) ds)
o que nos leva a

In <A+ /Ot %S)‘go(s) ds) —In(A) < /0 nf(’i))\ ds + C,

resultando que

donde,

t t /
< [0y 0
0 o k(s)

A+ [y HBlo(s) ds “nlk(s)|
ln< I )S/O 5(s) ds + C,

ou seja,

tn\k’
A+ f ) (S) ds <e ¢ n|:(s()s)| d

A

o que nos conduz a

t / in s
A+/ AEON ) ds < Ak “R§" e
0

k(s)
Usando ({2.21)), entao de (2.24), obtemos:
o(1) < Aels 2 as

Mais precisamente,
T
un(®] < |lun)]+ [ 171a5],

t nlk’ (a)\

onde C' = elo “F® * independe de t, pela hipotese (H1).

Segunda Estimativa

(2.24)

(2.25)

Multiplicando ambos os lados da equagao aproximada 1) por /\jgjm(t), resulta

que:

/

(1 (0): Mg (850) + 5@ ) A0 (650))) — - 3+ T, A (1165 )) -

nk'

—f(wm(t% AiGim(0)0;(y)) = (1), \jgim(t)0;(y))-
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2.2 Solucgao Fraca

Observando que

_Awm =-A <Z g]m > Z A gjm Zg]m )\ 9

e somando de j =1 até j = m na equacao (2.26)), obtemos

(0, — B (1)) + 5 (8, D3 (1)) — - T8, — Ay (1))~
/ (2.27)
=2 (wm0), ~Bum (1)) = (F(0), B (1),
Notando que
(s —Awyy)) = /Q VN (—Awny,) dy = — /Q YVt (— V) dy + Fa(;”ym(—Awm) dr =

—/ Awp, (—Awy,) dy = —(Awy,, —Awy,),
Q

(W, —Awyy,) = / Wi (—Aw,y,) dy = / VW Vg, dy = (W, W) = ||wal?,
Q Q

entao de ([2.27), segue que

/

(W (£), A0 (1)) — -5 (A (£), =B (8)) = (5 - V0, (8), A (£)) -

2
% " g (2.28)
n
2 o (B = (£(2), A (0).
Tomando o dobro da parte real em (2.28)) e observando que
(W wm)) = (Vay,, V) = (wy,, —Awy,),
obtemos:
! / 2nk’ )
2Re((wy, (1), wn(1))) = 2Re ( (v - Vo (t), =Awn () | = —=[lum(@)]* = -

2Re((f(t), wm(t)))-

/

e Analise do termo —2Re (%y - Vwn(t), —Awm(t)).
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2.2 Solucgao Fraca

Pelo Teorema [1.10], temos que

Owy, O Famydy = [ 2 |y, Q| T
(yja_yj’_Awm) _/Qyja—yj(—Awm) dy—/ﬂayl {?Jg ayjl Ay, dy

_/%myawm dF:/ ow,,, Ow,, dy—i—/y-i {(%Jm] ow,y, dy
r

ov 7 dy; o Oy; 0y, o Oy | dy; | Oy;
ow, ow 0 |[ow ow
T 2 i+ (1,2 [ 2] 2
o Yy, [|wm ()] Yidy: oy | o

2.30
oW, Ow,y, (2.30)

0 [ow ow
) = o+ (5,2 [222] 2
- 81/ y] 8y] Hw ()” y]ayj 8yl 8yl
OWry OWry 9 d |[Ow,]| Ow,
- [ S = ol + (i | 5] ) -
OW,,

2
—/ij"/j o

dr.
Tomando o dobro da parte real em ambos os membros de (2.30) e ap6s isso multiplicando

por —1, nos conduz a:

o [ow,]| ow
—2Re(y - Vi, —Aw,,) = —2[|w,|? / 2R€{ { m} —m} dy+
¢ )= 2wl ~ [ 3, | S by

0
% (2.31)
ow,y, 2
+2 ij'l/J W dP
Notemos que:
9 [awmawm} 9 [awm] w_erawmi [8@,%1
dy; | Oyi Oy Oyj | Oy | Oy~ Oy y; | Oy
B i [&Um] Wy, +8wmi [(%Um} B
dy; | Oy ) Oy Oy dy; | Oy
o [ow,,]| Ow,
= 2Re — .
{ay] [ Yy } Yy }
Pelo Teorema [I.9] segue que
o [ Ow,, 0w QW O Owp, |2
oy e gy = |y G = [ oy || Al (2.32
/Qayj {yﬂ oyl 8yz} Y /ij T oy Oy, /Fy] T ov (2:52)
visto que
Wy Oy QW Oy, | Oy, |
e ylyl et
oy, Oy ov v ov
Assim, de (2.32)), vale
9 [Owy, 0w, Wy, Oy Owp, |
Yin— |5 dy = —n dy+ [ yj-vi|— | dI' =
dy; {a ) ] / Ay 0 / 0
Q Yj Y Oy Q Oyr oy r v (2.33)

2
ar

Ow,y,

ov

— e+ [
r
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2.2 Solucgao Fraca

Substituindo (2.33)) em (2.31)), obtemos:

Q

&

ow,, |? ow,, |?
+2/yj‘Vj % dl' = —2||wm||2+”||wm||2—/yj'Vj —g dl'+ (2.34)
T T
ow, |? ow, |?
2 v | —2 ] dD = (n = 2)||w,||? v |—=| dl.
2 [ vy, % (=2l + [ 03|

/

Multiplicando (2.34)) por T resulta que

W (n —2)K %
—2Re (Ey ' Vwmu _Awm> - TmeHQ + E /Fy] “VilTa

ar.  (2.35)

Substituindo (2.35) em (2.31)), obtemos:

d (n+2)k

k' 0wy, (1)
— 2 —_————————— 2 — Y .
@I = 2 i+ £ 0

ov

dl' = 2Re((f(t), wm(t))).
(2.36)

Observacao 2.2 Se supormos que y; - v; > 0 em I, isto €, Q contém a origem de R"
e o dominio € estrelado com respeito a origem, a integral na fronteira em € nao
negativa. Com 1isso, obtemos a limitagao de w,,(t) em H(Q), concluindo a sequnda
estimativa. Entretanto, tal restricao a €2 nao se faz necessdria tendo em wvista que a
integral em pode ser substituida por uma identidade, que nos permile estimar

wm(t) em HE (). A prova desta identidade encontra-se no Apéndice A.

Pelo Apéndice A, modificamos a equagao ([2.36)) obtendo
d 2 ! nk/ 2 !
%{meH + E'kE Im(wp,,y - Vw,)} — T{meH + E'kE Im(wp,,y - Vw,)} =
(k72 + kk") Im(wp, y - Vo) + 2Kk Im(Pp f,y - V) + kK Im(Py f,nwy,)+  (2-37)
+2Re((f, wm)).

Definimos h(t) = [Jw,(t)||* + k(t)K' (t) Im(wm,(t),y - Vw,(t)), e a equagao diferencial

(2.37) toma a forma:
W(t) = 0()h(t) = g(t), 0<t<T, (2.38)
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2.2 Solucgao Fraca

nk'(t)
k(t)
Notando que

e g(t) sendo o segundo membro de (2.37)).

com 0(t) =

! _ " nk'(s) . . k(0) )
e_/o (s) ds — e /0 k(s) d _ o n[in(k(t)) — In(k(0))] _ , l {k(t)] _ {%] ’
entdo, resolvendo ([2.38)), obtemos:

h(t) = [%] h(0) —l—k‘"(t)/o k=" (s)g(s) ds,
ou seja,

[wn ()17 + K (k) Im(wn(t),y - Vwn(t) =

— k<t) ! 2 /

— [ ] [lam O)17 + KOK(0) T, Fam(O)]+

+k" (1) /0 kT (s){[K"(8)k(s) + E2(5)] Im(wpm(s),y - Vwm(s))+ (2.39)

+2K'(8)k(s) Im(Pnf(s),y - Vwn(s)) + K (s)k(s) Im(Pnf(s), nwm(s))+

+2Re((f(s),wm(s)))} ds.

Como k € I/Vli’coo(O,oo), temos que para todo 7' > 0, existem constantes positivas

Co(T), C1(T) e Cy(T) tais que, para todo ¢ € [0, T], valem:

o [k(s)| < sup ess [k(s)| < Co(T);

0<s<T

o [K(s)] < supess [K(s)] < Ci(T);

0<s<T

o |E"(s)] < supess |K'(s)| < Cy(T).
0<s<T

Assim, temos as seguintes desigualdades:
o | = kK () Im(wm(t),y - Vwn ()] < K] E )] [wn ()] M |[wn (@)]] <

< SMPCHDIC D () + 3 (DI

1
2

o [2K'(s)k(s) Im(Bnf(5),y - Vwm(s))] < 2Co(T)C1 ()] f ()| M |[wn(s)[];
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2.2 Solucgao Fraca

o [K'()k(s) Im(Paf(s), nwm(s))| < Co(T)Cr(T)|f ()] [wm(s)| <
< Co(T)CL(T)CLf(s)||wm(s)]|, pela Desigualdade de Poincaré.
Usando as desigualdades acima, modificamos , obtendo:
%Ilifm(ff)ll2 < Colwa(®)* + Cullwm (0)]|* + C: /Ot[lwm(S) + () llwm(s)l[ds. (2.40)
Substituindo em ([2.40)), resulta que:

1 T 2
Sllwn@) < Co ( [wn(0)[ + [ [f(s)lds ) + Cillwn(0)]+
2 ( /0 ) (2.41)

+Cz/0 [lwm ()] + [1f () [wm(s)][]ds.

Desde que |w,,(s)| + || f(s)]| € L*(0,T), podemos aplicar o Lema |1.7.1, De fato, basta
T

tomarmos a = 1/ Cj (|wm(0)| +/ |f(s)|ds) e b=+/Ci|lw,(0)]]. De (2.41), obtemos:
0

%me(i)ﬂ2 < (a+0)* +Cz/0 [lwm () + £ (s)[[[[wm(s) | ds. (2.42)

Usando o Lema|l.7.1]em (2.42)) e a desigualdade (2.25) da primeira estimativa, segue que

lum(®)] < © [me(mn - ||f<s)||ds] VmeN. (2.43)

Passagem ao Limite no Problema Aproximado

De (2.25)) e (2.43), obtemos:

(W) men € limitada em L>(0,T; L*(€)) (2.44)

(W) men € limitada em L°°(0,T; Hy(€2)). (2.45)
De (2.44) e (2.45)), aplicando o Teorema[l.1]e o Corolario segue que (W, )men poOSsui

subsequéncia, que também denotaremos por (W, )men, tal que
Wy, — w em L(0,T; L*(2)) (2.46)

Wy, — w em L®(0,T; Hy (2)). (2.47)
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2.2 Solucgao Fraca

Multiplicando (2.14)) por 8 € D(0,T) e integrando em (0,7"), obtemos:
T 1.0

| ton®.0900 @+ [ in.0000) = [ - un0).0)00)dt -

- /0 %k/(wm(t)ej)e(t)dt: /0 (f(t),0;)0(t) dt,

donde
- [ w800 dt+ [ w0800 b~ [ Twn(0)6)000) e

_ /T %k,(wm(t),&j)e(t) dt = /T(f(t),éj)H(t) dt, para todo 0; € V,,.

Fazendo m — oo e usando as convergéncias em (2.46)) e (2.47), deduzimos que para
todo 0 € D(0,T), vale
Z‘ T 1.

- [(wireemas [ o= [T T, 060 d-

0

T nk' T
- [ Srw.sema = [ G000
(2.48)
Seja v € Hy(Q). Como V,, é denso em HJ (), existe uma sequéncia (z,,)men tal que
Zm = Zgomjﬁj S Vm,
=1

com z, — v em H(Q).

Multiplicando ((2.48)) por ©,,,; e somandoem j = 1,2,--- ,m, entao para todo z,,, € V,,,,
segue que:

T T Z T k/

~ [ de+ [ 0.2 d = [ Tu(o. 200 di-

0 0

0

- [ e b= [0, zmen

(2.49)
Ao limite com m — oo em , resulta que:
—/ (w(t), v)0/(£) dt +/ k%((w(t),v))@(t) dt —/ %,(y Y w(t), v)0(E) di—
0 0 0 (2.50)

_/0 %k,(w(t),v)H(t) dt:/o (f(t),v)0(t) dt, para todo v € Hy(Q).
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2.2 Solucgao Fraca

De (2.50), temos:
(w0, 00), <ki;<<w<t>, ). 9(”>D/ -

- (- vu.0,60) " w(e), >(e<)t>D >() -

D’(0,T),D(0,T) < k D'(0,T),D(0,T)

= ((f(t),v),0(t)) pr(0,1),D00,7)5
implicando para todo v € H}(f2) e para todo 6 € D(0,T), vale
i K nk'

<%<w(t)7v) g ((®):0)) = - V() v) = Z=(w(t),v) = (f(t)’U)’e(t)>D'(o,T),D(07T) )
ou seja,
d ; k’/ nk"

—(w(),0) + (1), v) = Ty~ Ve(t),v) = == (w(t),v) = (f).v0),  (2.51)

no sentido de D'(0,T).

Condigao inicial

Para a condicao inicial devemos encontrar o espaco ao qual w’ pertence, para que
possamos garantir que w estd realmente definido em t = 0. De fato, mostraremos que
w' € L*(0,T; H} ().

Com efeito, segue por (2.51]) que, tomando em particular v € D(2), temos:

Z' /
w(t),0 + (- duto) + (= vut).o) +
< >D'<Q>,D<m k? D/(9).D(Q) k D'(9),D(2)
nk’
+( ——w(t),v = t),v ,
< k (2 >D,(Q)7D(Q) <f( ) >D’(Q),D(Q)
isto é,
' K K
(a0 gadute) = (0 Tl - “u(0) - 0.0 “o,
k k k D(@).D()
para todo v € D(2), no sentido de D'(0,T).
Portanto,
N / /
w' — %Aw— %y -Vw — %w =f em D'(Q).

Como —A € L(H}(Q), H1(Q)) e w e L>(0,T; H}(Q)), temos que —Aw € L>(0,T; H(Q)).
Assim,
,L' /

k K
W = [+ et Ty Ve St € LT H (@) + L2, 7 H7H@)+

+L°°(0,T; L*(Q)) + L>=(0,T; Hy () — L*(0,T; H1(Q)).
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2.2 Solucgao Fraca

Logo,
w' € L*(0,T; H1(Q)).

Como w € L*(0,T; H}(2)), entdo pelo Lema [1.3] segue que

w e C°([0,T); L*(2)). (2.52)

Dessa forma, faz sentido calcular w(0). Mostraremos agora que w(0) = w°.

Notemos que, de (2.46)), temos:
(W, 2) — (w, 2), para todo z € L*(0,T; L*(Q)),

ou seja,
/O (W (£), 2(£))dt —> /0 (w(t), =(t))dt. (2.53)

Em particular a convergéncia (2.53)) vale para z = vf onde 8 € C1[0,T] tal que 6(0) =
1 e 6(T)=0, e para todo v € H}(Q). Dessa forma, podemos reescrever (2.53)) da

seguinte maneira:
T T
/ (w0 (£), 0)0(E)dt —> / (w(t), 0)0(#)dt, para todo v e HY(Q) e 6 C0,T].
0 0

Logo,
T—d o(t)dt — T—d 0(t)d
m (T t)dt t), t)dt,
/0 dt(w (t)v)o(t) /0 dt<w( ),0)0(t)
o que integrando por parte nos dé:

T T

(w0000, = [ (w0 Ot — (w000 - [ @i

0 0

ou seja,
—(wm(0),v) _/o (Wi (t),0)0 (t)dt — —(w(0),v) —/O (w(t),v)d (t)dt (2.54)
Notemos que de , vale a seguinte convergéncia
/0 (W (t),0)0 (t)dt — /0 (w(t),v)d (t)dt,

para todo v € H} () e todo 6 € C0,T].
Portanto, segue de (2.54) que

(w,,(0),v) — (w(0),v), para todo v € Hy(Q). (2.55)
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2.2 Solucgao Fraca

Por outro lado, temos que w,,(0) — w® em H}(Q), o que implica
(W, (0),v) — (w°,v), para todo v e Hy(Q). (2.56)
De , de e da unicidade do limite, podemos concluir que
(w(0),v) = (w°,v), para todo v € Hy(),

implicando que
w(0) = w’.
Unicidade

Suponhamos que w e w sejam solu¢oes do problema (2.11)). Seja z = w — w. Entdo
temos que z € L*(0,T; HY(Q)) e 2/ € L*(0,T; H*()) e satisfaz o sistema

. / /
z’—éAz—%y-Vz—%z:O em (),
2z =0 sobre X, (2.57)
2(0) =0 em £

Mostraremos que z = 0. Com efeito, multiplicando (2.57)); por Z e integrando em €,

obtemos

/Q o)y - [ ()0 - [ Wy Vals) 5y - / o )5y = 0.

ou seja,

(2'(s), 2(s)) + ((k%z(s),z(s))) - (%y : Vz(s),z(s)) - (%k/z(s),z(s)) = 0.
(2.58)

Tomando a parte real em ambos os lados de (2.58)) teremos, de forma analoga a primeira

estimativa, que

1d 1nk' nk'
5@(2(3), z(s)) + 3% 2(s)” — s 2(s)]? =0,
isto é,
1d 5 1nk 5
§£| (s)] ok z(s)|* =0,
donde
1d nk’
§£|z(s)|2 < - z(s)|2. (2.59)
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2.3 Solucao Forte

Integrando (2.59) de 0 a ¢, obtemos:

1 [*d 5 " nk'(s) 9
- / L Ja(s)Pas < / (s P,

ou seja,

307 < 31 + [ S0

Pelo Lema [1.7.1] segue que:
P nk!(s)
< .
(0] < 20+ [ S Dete)las

0

Um célculo analogo como o feito na primeira estimativa nos da

()] < C12(0)]; (2.60)

t nk’(s) ds

onde C' = efo k(s)

Como z(0) = 0, resulta de (2.60) que, V ¢t € [0,T], vale

|2(t)] <0,
donde
2(t) =0,
ou seja,
z =0,
e por conseguinte w = w, conforme queriamos. O

2.3 Solucao Forte

Nessa se¢ao, nosso objetivo ¢ obtermos a regularidade H}(Q) para a solugao fraca do
problema do Teorema Mostraremos que w € C°([0,T]; Hi(€2)). Para isso, obteremos

w como limite de solugoes mais regulares. De fato, consideremos o problema de valor de

fronteira (2.11)) com os dados:
0 1 2 1 7l 1ol 72
w’ € Hy(Q)NH*(Q), feL(0,T;Hy(%)), f'€L(0,T;L(Q)). (2.61)

Pelos mesmos argumentos usados no Teorema [2.2] vale o seguinte resultado:
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2.3 Solucao Forte

Teorema 2.3 (Solugdo Forte) Dados w° e f satisfazendo (2.61)), entdo existe exata-

mente uma funcao w : QQ — C, satisfazendo as sequintes condicoes:
w € L*(0,T; Hy(Q) N H* (),

i K nk’
w’—ﬁAw—zy-Vw—Tw:f em Q,

w(0) = w°.

A solu¢ao w do Teorema[2.3]é chamada solucao forte do problema de valor de fronteira

@.11).
Observacao 2.3 Se conhecemos o Teorema2.3] entao podemos provar o Teorema [2.2]

Com efeito, dados w® € H}(Q) e f € L0, T; H}(Q)), com [ € L'(0,T;L*(Q)), exis-
tem sequéncias (W2 )men, (fm)men € (f1)men em H(Q) N H2(Q), LY0,T; H}(Q)) e
LY(0,T; L*(9)), respectivamente, tais que

wd — w® em H}(Q),

fm — [ em LY0,T; Hg(9)), (2.62)

fro— " em LY0,T;L*Q)).

Com w? e f,, pelo Teorema obtemos w,, solucao forte do problema de fronteira

(2.11)) e provamos que w,, tem a estimativa (2.43). Entao
Wy, —w em L=(0,T; Hy(2)) (2.63)

e satisfaz todas as condi¢oes do Teorema [2.2]

Agora, consideremos dois indices m e n e w,,, w, as correspondentes solucoes fortes do
problema de fronteira (2.11]), correspondente a w?,, w? e f2  fO. Utilizando argumentos

analogos aos da segunda estimativa, obtemos:
T
Jim(®) = wne)] <€ [y =l + [ 1£206) = 2060
0
Dai, temos que

1w = walloogo ;g = max flwm(t) —wn (6]

< [l =t + | ) - fa(s)las]. 264
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Utilizando as convergéncias (2.62)); e (2.62)2, entao de (2.64)), segue que

| wim — walleogo,ry;H1 ) — 0-

Logo, (Wm)men ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0, 7], Hi(€2)), e sendo 0 mesmo um

espago de Banach, existe £ € C°([0,T], Hi(€2)) tal que
Wy — é em OO([()?T]a H&(Q))a

ou seja,

Wy, — & em C°[0,T), Hy(2)).

Como C°([0,T], H3(Q)) < L>(0,T; H}(Q)), em particular
Wy — & em L®(0,T; Hy()). (2.65)

Segue de (2.63)), (2.65) e pela unicidade do limite fraco estrela, que w = £. Assim, temos

a regularidade para a solugao fraca

w e C°([0,T], Hy (Q)). (2.66)

2.4 Desigualdades Direta e Inversa

O Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), que sera visto posteriormente, é base-
ado em duas expressoes fundamentais denominadas Desigualdade Direta e Desigualdade
Inversa. Essa secao é dedicada a provar essas desigualdades para a solucao do problema
de valor de fronteira , que sao o ponto chave para resolver o problema de con-
trolabilidade exata para a equagao de Schrédinger no cilindro Q. Para mostrarmos tais

desigualdades, antes provaremos o seguinte resultado:

Lema 2.4.1 Sejaq = () 1 <1 < n, um campo vetorial, com q; € C*(Q) para todo | =

1.--- ,n. Entao, para toda solucdo forte w do problema de fronteira adjunto 2.11], vale a
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

identidade:
[
—q-v
0 k2
1 ow 0% ) / (8w Oq; 3w>
— dt + —Re —, —— | dt—
/ k2 (3% dy; 0y Qy; y; Oy
k:’ Ow aq, ) / (k” ow Gw)
dt — 21 —Yi=—, = | dt— 2.67
! T
_/ 2Im <nkw qlaw) dt—/ <f, i )dt—
0 k dy 0
T
—/ 2Im <f,qla—w) dt
0 8yl

Demonstracao: Seja w uma solugao forte como no Teorema Multiplicando ambos

didt = Im(w(t),q - Vw(t)))j%—

8_11)2
ov

9]
os membros da equacao (2.11)); por qla—w, integrando em () e tomando o dobro da parte
1

imaginaria em ambos os lados da igualdade resultante, obtemos:

T
/ 2Im v’ ql dt—l—/ —Re | —Aw qla >dt—
0 oy

T K ow Ow T nk’' ow
— 21 —Yi—, q— | dt — 21 —w,q— | dt = 2.68
T ow
:/ 2Im <f,ql—) dt.
0 dy
Temos que
d ow ow ow’
— I g — — ). 2.
dt( Qlay> (w,C]zayZ)-F(w,Cﬂayl) (2.69)

Pelo Teorema segue que

/Qaiyl[waW]dy = /Fl/l - quw'dl’ = 0, (2.70)

visto que w =0 sobre .

De ([2.70), temos

o o 0 -
0= /Q an [wgw'] dy = / {8_yl%w +wa—l(<ﬂw )} dy =

_/(8_w w—l—w%w’—l—w (‘9w’)d =
= ayl% Dy, qi s Yy

5
/waa "
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

ouw’ ow dq
w,q— | + —,w’) + (—w,w') = 0. 2.71
( " ou ) (Ql oy oy (2.71)
Integrando (2.71)) de 0 a T, segue que:

T / T T
/ (w, %gi) dt +/ (qlg—w, w’) dt + / (%w,w’) dt =0, (2.72)
0 Yi 0 Yl 0 Y

e por (2.69)), resulta que

ow\ | [T ow T ow T 1 dq,
W, g — — w dt—l—/ ( —,w') dt—l—/ <—w,w’) dt =0,
( qzayl)o /o( qlaM) o \ "oy o \9u
isto é,
T
—/ <8ql ,w’) dt.
0 0 ayl

ou seja,

—/T(w a)dtJr/T(a—ww’)dt——(w 3w)
; q E ; q &yl, q oy,

Mais precisamente, temos:
T T 8
+ / <ﬂw,w') dt.
0 0 Ay

[ (e[ () ()
; q ay . qi ay[? » di ayl
(2.73)
Como z — z = 2ilm(z), entao de (2.73)), vale
T T
+ / (%w,w'> dt,
0 0 oy

T ow ow
21 Lase ) dt = (waae
Z m/o (w qza?ﬂ) (w qlayZ)
T T~
2[m/ <w o )dt (w ql8w> —z'/ ( ), O )dt (2.74)
) 0 ayl

Tomando a parte real em ambos os lados de (2.74)) e observando que Re(iz) = —Im(z)

e Re(—iz) = Im(z), obtemos:
T T
0
+/ Im (w/, ﬁw) dt. (2.75)
0 0 oy

2[m/ (w ql )dt-[m (w,qla—w)
oy,

T
e Analise do termo / Im (w 8— > dt.
0 c‘)yz

ou seja,

0
Multiplicando ambos os lados de (2.11f); por a—%w, integrando em {2 e tomando a
Yi
parte imaginaria de ambos os lados da igualdade resultante, segue

aql qy
Im( 3yz ) kQR ( aw 73yzw>

K Ow Og nk!  Oq oq
Im( Yy, ayl> fm ( al> ]m<f’a_yz“"
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Notando que

ozl 4o

k 7 8yl

nk'  Oq
1 — =0.
m< A w, o w) 0

entao

Pelo Teorema obtemos:

oq 1 ow 0 [0q ]) 1 / ow 0,
Lre(=a = —Re (22, LSyl )+ = | 2Ty
= e( Y oy ) 2t (ayj a9y, {é@lw K2 | v oy,

Como w =0 sobre T, entao de (2.78)), resulta que:

g > 1 (8w 0%q ) (3w Jq 8w>
L re (—Aw — —Re(2% + = Re
e ( "oy k2 \ 9y, dy;0u dy;’ Dy Jy;

Substituindo (2.76), (2.77), (2.79) em (2.75]), obtemos

T T
2Im/ <w',qlﬁ—w> dt = Im <w,qla—w) +
0 oy Ay
1 ow 0% ) T ow g dw
+ —Re | —, w | dt —|—/ —Re ( ) dt—
o k? (ayj 9y; Oy o Kk dy;” Oy Oy,

0
T K ow (9ql ) / r ( 3(11 >
— Im dt — ,
/0 ( Ky, oy, 0 ! ou

Observemos que nos fornece o primeiro termo da identidade (2.67)).

- 2 ow
e Analise do termo —Re | —Aw,q—— ) dt.
o k oy

Pelo Teorema [I.10] temos:

ow ow 0 ow ow Jow
A = —, — |lg=—| )| = | =—q=—dl' =
( v qlayl) <3%‘ dy; {QZayzD &

ow 8ql ow n ow 0 |ow B / , ow? JT
dy;’ Oy; O ay; "oy | oy, LT o |
Agora, pelo Teorema resulta que
0 |ow Oow ow Jw
/Qayl {8% lﬁyy} / r b layj dy;
. L. ow ow N
Calculando as derivadas na primeira integral e notando que E Vja— , entao de
Yj v
vale que: ’
o [ow] ow ow 9 [ ow / ow |?
—d — dy = cy |—| dI,
/Q Oy [%] "5, ), 0y 0w [ 6’%} - o
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

ou seja,

‘/_Q_Fﬁﬂ I s [ 20 69{0@]d L[ owdnow,
dy, |0 qzﬁyj o 0y; qzﬁyz y; Y o Oy; Oy 0y; Y

isto é,

(8—“’ o o)) (oo o)) =
oy "oy oy, ay; oy | oy;

) (2.83)
ow Oq 8w) /
= + cy |—| dI.
(Gy] 8yl ayj O ED
Como 2Re(z) = z + z, entdo de resulta que
ow 9 [ow dw g aw) / 2
2Re , —1 = + ‘v |=—| dr. 2.84
(ayz “on [3%}) (ayy Ay Oy P o (284)
De e (2.84), segue que
T T
/ %Re( Aw qlg )dt / 3R (gw nggw) dt—
0 Yl Yi Oy 0y (2.85)

dth.

0
1 /ow 8ql ow T
dt — —2(]1 2N
o k2 \ 0y, Iy dy; o Jrk 8
Substituindo (2.80)) e (2.85) na identidade (2.68]), obtemos (2.67)). O

. .~ , . w , ~
A proxima proposicao nos da a regularidade para D sobre Y, onde w é uma solucao
v

forte do problema de valor de fronteira (2.11)). Mais precisamente, mostraremos que

ow

v LQ(E)

a qual é chamada de Regularidade Escondida, visto que a mesma nao provém das pro-
priedades da solugao fraca w dada pelo Teorema [2.2] Esta denominagao foi introduzida
por Lions [I2], quando o autor estudou um problema misto associado & equagao da onda

semilinear.

Proposicao 2.1 (Desigualdade Direta). Se w é uma solugao fraca do problema de

valor de fronteira 7 entao
2 T 2
drdt < C [HwOH2 + (/ Hf(8)||d5> ] , (2.86)
0

ow
onde C' € uma constante positiva independente de w.

/T/i_
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Demonstracao: Se w é uma solucao forte de (2.11)), entdo w satisfaz a identidade do
Lema Se escolhemos o campo vetorial ¢ = (q)1<1<, com ¢ € [C*(Q)]", tal que
q = v sobre I', onde v é o vetor normal unitario exterior sobre I', entao ¢ - v = 1 sobre I

e o lado esquerdo da identidade (2.67)) reduz-se a:

ow

//k2_

O lado direito de (2.67)), para ¢ = v é limitado por C’Or?teixTHw(t)

dl'dt.

7.

< |Vuw|, ¢ € C*(Q) e as Desigualdades de Cauchy-

y;

Schwarz, Young e Poincaré, temos:

Com efeito, usando que

Im(w(#), q - Vw(t))‘oT‘ = | Em(u(t), v Vw(t))m <

< 2 [w(t) [0 V(1) < s (jw(t)* + [Tu(®)) <

0<t<T

<
< Cmax [lw(®)l.

Agora,

| ow 0% ) ’ H *q
—Re | —, w | dt| <2 wldt <
/o k2 (3% Qy;0yi y; 0y, [

Yj

H D*q |Vw| lwl|dt < C(T) H O /T(|w|2 + |Vw[*)dt <
Ay;0y || N 9Y;0yi |l o Jo B
2

< C’Or?tax (Jw(t)]* + [Vw(t)[?) < COIEEE}HZU( )|

Também,
T 9 ow 8ql ow oq
. 2 pe Vw(t)[dt <
/0 2 (831] dy; 8yz) ‘ H ‘ =
< Cor?tzix Vuw(t)| = Cof<ﬂtf§<T||w( I

Analogamente, os outros termos do lado direito de (2.67)) sdo dominados por C’Orga<XTHw(t) -
<t<

Assim, temos a desigualdade (2.86) para solucoes fortes.
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Como consequéncia disso e por ([2.43]), vale:

[ w5
MW“QWWA”ﬂﬂW+([WﬂMWY
}MMP+wa”+(Aﬂv@ww>e+(Aﬂuwwmﬁj,

/OT/F% g_w 2 ®l* + (/OT Hf(s)llds>2] :

e assim temos a desigualdade (2.86]) para solugoes fortes.

ow |?

C C r ’
< = 2 < = lw®? <
ara < § ol < 5 |10+ [ 159las] <

[\]

IN

IN
o Q wIQ

isto é,

di'dt < C

A proxima etapa é estender a desigualdade (2.86) para a solugao fraca de (2.11). De
fato, seja W o espago vetorial de todas as solugoes fracas w de (2.11). Notemos que w é
uma solugao correspondente de {w’, f°} € {HJ(Q), L' (0,T; H}(Q))}. De (2.66), temos
que w € C°([0,T]; H}(2)). Em W definimos a norma

Jullw = o (1) (2.87)
que torna (W, || - ||w) um espago de Banach.

Representemos por S o espago vetorial de todas as solugoes fortes de (2.11)), e consi-

deremos a aplicacao

v: S — L*(%)
2.88
=%
Entao,
ow ) ,
‘Lz / /k2 dth < Coréltag%Hw(t)H = Cljw||,
ou seja,

Y(w)|zzm) < Cllwllw,

isto é, v : S — L*(X) & linear e continuo. Pelo Teorema temos que S é denso em W
com respeito a norma 1 ,isto 6, W =S.

Portanto, podemos estender v, por continuidade, ao fecho W de S. Sem perda de

generalidade, representemos por 7 essa extensao continua. Entao, existe uma sequéncia
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

w,, € S tal que
Wy, — w em C°([0,T]; Hy(Q)).

Definamos

1
y(w) = lim y(wy,) = lim 1 0w

m—ro00 m—ooo k Ov

(2.89)

10w
que pertence a L?(X). Representemos esse limite por v € L*(X). Portanto, se
v

w é a solucao fraca correspondente aos dados iniciais w®, f e w,, é a solucao forte

correspondente a w?,, f,, aproximagoes de w; f, como na prova do Teorema temos:

T
[Y(wm)|2m) < Cllwmllw = € max [lwn,(t)]| < C [me(O)H +/0 Hfm(S)HdS} :

0<t<T
ou seja,
T
iy < C |LoaOl+ [ 1n(e)lds] (2.90)
0
Ao limite com m — oo, entao de (2.89)) e (2.90), obtemos

@l < [0l + [ 1761

ou seja,
T 2
)l < |1+ [ 15las) |
isto é,
T 1 [ow]? T
— |— dldt < 012 . 2.91
| [l Ge] avae<c vt ([ isas)] (2:91)
]
Observagao 2.4 Para o caso f =0, entao de (2.91)), resulta que:
T 1 0wl
— |=—| dldt < C||u°|]. 2.92
| [&|5] v <cia (2.92)

A préxima desigualdade é verdadeira sobre uma parte I'(y°). De fato, conforme visto,

seja 4 € R™, m(y) =y — ¢° e consideremos a seguinte decomposigao de I':

I(y°) ={yeT; my) v(y) >0} L(y’) ={yel; my) - viy) <0}

Definamos também
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Proposicao 2.2 (Desigualdade Inversa). Se w é uma solugao fraca do problema de

valor de fronteira (2.11) com f =0, entao vale

Collw®||? < / /
s [ s

onde a constante Cy independe de w e depende somente de T, ||3°]] e M.

(9w

drdt, (2.93)

Demonstragdo: Seja w a solugdo fraca de (2.11)) correspondente a w® € Hj(f2). Segue
de (@), para g = i —yf. 1 <1 <me f =0, que

//m 8w

T

drdt = Im(w(t),m(y) - Vw)| -

T k,/ T 1
—/ Im (Eylg—w,nw) dt + 2/ ﬁHszdt—
" yal o 0 (2.94)
kK ow w
— 2Im | —y;—, dt—
T nk’ ow
— 2Im | —w, |y — vy ) dt.
[ 2 (S - 5
Seja
kK Ow kK ow aw
H(t)=-1 —y— —21 —Y— —
nk’ ow
—2Im (710, [y ylo]a_y,>
Dai, temos:
nk’  oOw " ow 0w
H(t)=—Im | — 21 ) -
" 5 " 3 (2.95)
n w w
—2Im | — 21 )
Observemos que se z € C, entao
—2Im(z) — Im(z) = Im(2),
e portanto,
nk’  Ow nk’  Oow nk’ aw
—21 —y— | -1 — Y — =1 —_— . 2.96

Substituindo (2.96]) em (2.95), obtemos:

nk' Ow K ow 0w nk' ,o0w
H(t)y=1Im <7yla—yl,w) +2Im (Eyj(?_yj’yl a—yl) +2Im (w, - Y 8yz) . (2.97)
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Substituindo (2.97)) em (2.94), temos:
AT
T k!
+2/ — ] dt+/ Im( Ow w) dt+ (2.98)
0 I "oy’

r K ow 0w r ow
+2/0 Im( y]a ,yla )dt+2/0 Im( kylayl)dt.

Agora mostraremos a desigualdade inversa (2.93)) em duas etapas.

didt = Im(w(t), m(y) - Vw)‘0T+

8w

e Etapa 1 - Provaremos, nessa etapa, que a solugao de ([2.11)) satisfaz:
ow|?

02 g 1
0 I'(y%) k2 8V

Com efeito, analisaremos os termos que aparecem do lado direito da equagao ([2.98).

drdt > Col[uw’||*. (2.99)

1
e Analise do termo 2 —||w(t)||*dt.
o K

De (2.39)), com f = 0, segue que:

@I = || I+ [ | #ORO e,y 70)-

(2.100)

—kK' Im(w,y - Vw) + k" (t) /0 [k,/(s>klii>($ il <S)] Im(w(s),y - Vw(s))ds.

2
Multiplicando ambos os lados de (2.100)) por e e integrando em (0,7"), obtemos:

2 [ lwopa =2 [ 5 oy

+2 / gL K (0)k(0)Im(w®,y - Vu)dt—

(2.101)

T k!

—2/ Efm(w,y - V) dt+
0

+2 /0 ' {kn—2(t) /0 t {k"(s)kéjg k%)} Im(w(s),y - Vw(s))ds} dt.

Usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young com ¢, vale:
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

° —2/0 k]:;(é;) k'(o)k(())[m(w(),y . Vwo)dt < 2C(T)M‘wOH|wOH .

1
< —CHT)M*w)? + ||’

€
. 2/0 %Im(w y - Vw)dt < C(T)Mw@)|[w®)]| < C(T)M |w’[[lw’]| <

<

m | =

CHT)M?|w°|* + el|w’|?.
. 2 /O ' {k“(t) /0 t {Ws)k]ii)(; K(s) Im(w(s),y-Vw(s))ds}dtg

1
< OM)M[w|[[w’]| < ZCHT)MP |’ + e[|,

onde C(T') representa diferentes constantes.
Usando as desigualdades acima, resulta que:
T n—2
2k"%(t)
2 [tz [ 2 Optpar
0 0 (2.102)

0||2'

T
%|wo|2 — 3e||lw

T k'/
e Analise do termo 2/ Im (Ey -Vw, 1y - Vw) dt.
0

Temos:

T K (t) 2|k (t)] 0 27, _
_2/ Im(k(t)y Y,y - Vw)dtg/o 2RO 8 111w () |2dt =

0]
—2u) [ B o

Para modificarmos a mtegral do lado direito de (2.103]), multiplicaremos ambos os lados

k(1)
de (2.100) por 0

[ e < [ O o

RLIGION -
+/0 kn—((J)|k(0)|k(0)M|w |[|w® || dt+

(2.103)

e integramos em (0,7") para em seguida obtermos:

T (2.104)
o [T ORI o

v [ {eowor [y ) oas | e
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

De (2.104)), obtemos:

gl 2 NLAR O 0|2 012
/0 0 [|w(t)]] dts/ K )= 0) |w®||2dt + MC( Y2 + elw|?. (2.105)

De (2.103)) e (2.105)), resulta que

[ G

<2MH OH/ |k3/ kn 1())H 0“ dt—i— (2.106)

1
+22M |y |C(T) [ + 2M [y le] ||,

ou seja,
I : 0. >
/0 m(k(t)y Vuw,y Vw)dt_
n—1
> <ol [ W e Pt (2107

1
= 22M |y |C(T) [’ — 20 [yl ||,

Observacao 2.5 Temos que:

Imn(uw(t), mly) - Fu(®)| = T (T), m(y) Va(T)) ~ Im(w’,m(y) - Vus),

1
obtendo termos do tipo —|w’|* e e||w’|?.
£

Os outros termos em ([2.98)), a saber,

/OT Im (%”y.w@),w(t)) it e /OT . (nw@), Z’éf;yo.Vw<t)) "

. o : .1
podem ser dominados por uma combinacdo linear de coeficientes do tipo —|w’|* e ¢|lw
£

De (2.102)), (2.107) e da Observagao [2.5, modificamos ([2.98)) obtendo:

O||2'

//k2 %zdthE

n—2 _ 0 / n—1 wO 2 2.108
an(@){/o [2k"2(t) — 2M|y° | |K' (1)K <t>|Jdt}u || (2.108)
C(T)

~ = - O,
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Escolhamos k(t) de modo que a integral do lado direito de (2.108) seja positiva. Para

isso, devemos ter que:
2k"2(t) — 2M ||y’ || [K' ()K" (t)] > 0 (2.109)

para todo 0 <t < T, pelas hipoteses (H1) e (H2).

Facamos

() = g 230 = 2M I F O ()]

Entao, de (2.109), temos que:
x(t) > 0 sobre [0,T].

Para cada ¢ > 0 tal que

1 T
0<e< —/ t)dt, (2.110)
obtemos de ([2.108]) que
rroa ow | T C(T)
- . - Tdt > _ T 0oz _ =2\~/4,,0 2.
[ [ v |G| arvae= | [ xoar - cae| e - “Fu

(2.111)
De (2.111)), segue que existem constantes positivas C; e Cy dependendo de T, ||3°]] e M,

T 1 |ow
Cy w2 +/ / '—
1| | 0 I'(y%) k2<t) aV

e Etapa 2 - Provaremos, nesta etapa, que se w ¢ uma solugao fraca de (2.11]) entao

tal que:

2
dldt > Cyl|w® .

existe uma constante C' > 0 tal que

T
1

<[ [, 4
0 1“(y°)k2

Com efeito, suponhamos por contradicao que (2.112) seja falsa. Considerando w® €
H}(Q), existe uma sequéncia (wy,)nen de solugoes fortes de (2.11)), w, (0) = w? tal que

[,
0 JT(y°) k?

onde podemos supor que |wl| = 1. Entao, de (2.113)) obtemos
T 1

lim / / —

oo Jo Jrgo) K2

56

2

O it (2.112)

B

ow,,
v

2
1
dUdt < —|w?], (2.113)
0 n

2
dldt = 0, (2.114)

owy,
ov




2.4 Desigualdades Direta e Inversa

ou seja,
T 2
1 {Ow,
/ / — |Z] ardt —s o, (2.115)
0 I'(y%) k ov
Da Etapa 1, provamos que:
T 2
1|0
C|wy | +/ / = 9O ardt > Co|w? |2 (2.116)
0 I'(y%) k2 | Ov

O lado esquerdo de (2.116) ¢ limitado, e assim temos que (w?),en ¢ limitada em HE(€2).
c 3 . :
Como HJ(Q2) < L*(Q), entdao podemos extrair uma subsequéncia, que também denota-

remos por (w?),en, tal que
w? — w’ em L*(Q). (2.117)

Como |[wl| =1, segue de (2.117) que

0| = 1. (2.118)
Por (2.25)), com f = 0, temos:
([ — wnHCO([O,T];LQ(Q)) = Orgfggjwm(t) —wy(t)] < C<T)|wgz - w?z )
implicando que
w, — w em C°([0,T); L*(Q)). (2.119)

Integrando por partes para & € L>°(0,T; H}(Q) N H3(QY)), & € L>(0,T; L*(Q)), £(0) =
&(T) = 0 e notando que w, é uma sequéncia de solugoes fortes de (2.11) com f = 0,

resulta que:

Tt = i K nk’

ou seja, i

/

- i .= k ]
/ wy, | =& + %Af + —y - V&| dydt = 0. (2.120)
Q k k ]

Ao limite, com n — oo em ([2.120)), vale que

A T —
— — AL+ —y - dydt =0
[ | AT oy VE =0,

(2.121)

w(0) = w’.
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Agora, transformamos (2.121) para o dominio nao cilindrico @ pela aplicacao y =

%’ (z,t) €Q e (y,t) € Q. Com efeito, consideremos a funcio

0:0—Q

(2,8) — Oz, ) = k" (t) w (%t) ,

onde w ¢ solugao fraca de (2.11]). Como w € C°([0,T7]; H}(Q2)), entao § € C°([0,T]; Hy(Q)).
Consideremos G um subconjunto limitado convexo de R™ tal que seu fecho contenha

@ e ZA](yO). Sejam O=Gn @, que é nao vazio, e uma funcao 5(:5, t) tal que

~

O(xz,t) em @,
O(x,t) =

0, caso contrario.
Integrando por partes, temos que
0 —iA0 =0 no sentido de D'(G).

Por definicao, temos que 0=0emGnN @C C G. Pelo Teorema , segue que 6 =0em

~

G, e portanto,

ou seja,

O(z,t) =0 em Q. (2.122)
Para t = 0 em (2.122)) e usando a definicao de 6, temos:

T

0=0(z,0)=k"(0)w (m, 0) =k7"(0)w(y,0),

ou seja, em (), temos:

k="(0)w(y, 0) = 0. (2.123)
Como k(0) > 0, entao de (2.123)), segue que:
w(y,0) =0,

isto é,
o que é um absurdo, visto que |w°| = 1. O
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

2.5 Solucao Ultra Fraca

O objetivo desta secao é estudarmos a existéncia, unicidade e regularidade para o

seguinte problema de valor na fronteira nao homogéneo

/

' k
w’ —ﬁAw—Ey-Vw:() em @,

w=uv sobre X, (2.124)

w(0) = w’ em €,

com o dado w® menos regular que o considerado na Secao . Por essa razao, a solugao
de serd chamada solucao ultra fraca. Inicialmente, definiremos o conceito de
solugdo para por meio do Método da Transposi¢ao (Ver[12]). Devido ao método
utilizado, a solugao de também é conhecida por Solugao por Transposicao.

Suponhamos que v € L*(X), w® € H71(2) e consideremos uma fungao 6 = 0(y, t) tal
que 6 = 0 sobre X e O(T) = 0(y, T) = 0, para y € . Multiplicando ambos os lados de

(2.124); por 6 e integrando em (@, obtemos:

/ / [w — —Aw - %y -V | Odydt = 0. (2.125)

T
e Andlise do termo/ /w’?dydt.
0o Ja

Notemos que

T 7 T 3 T
/ Qw’dtzew‘ - / Fwdt = 9(T)w(T) — 6(0)w(0) — / widt. (2.126)
0 0 0 0
Integrando (2.126]) em €2, obtemos

/ / wfdydt = / w(T)9(T)dy — / w(0)0(0)dy — /0 ' /Q wldydt —

— (w(T),6(T)) - / / WP dydt,

[ [ = ~wo.00) - [ [ wdagar @127

ou seja,
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

T
e Anélise do termo —/ 12 Awﬁdydt
o Jo
Pelo Teorema [1.10, temos:
_ — —Oow
— | Awbdy = | Vw-Vody — Q—df. (2.128)
Q Q ov
Usando novamente o Teorema [1.10, obtemos:
/Vw -Vldy = —/wAde+ /w—dF. (2.129)
Q Q
Substituindo (2.129) em (2.128)), segue que
o0 —Oow

—/Aw@dy: —/wA@dy—k w—dl’ — Q—dF (2.130)
Q0 0 v v

Multiplicando ambos os membros de (2.130)) por é, integrando em (0, 7), notando que

6 = 0 sobre X e w = v sobre X, resulta que:

/ / —Aw - Odydt = / / —w - Aé’dydt+/ /—v—dth (2.131)

T k! _
e Anélise do termo —/ / —y - VwOdydt.
o Jak

Pelo Teorema, temos:

0 — _
/ —[ywl|dy = / vj - y;wldl’ = 0, (2.132)
o 0y, r
visto que ¢ = 0 sobre .
Segue de (2.132)) que
- - 0
/ nwldy + / yja—wedy + / wyja—dy =0. (2.133)
Q o 0y Q dy;

/

Multiplicando ambos os lados de (2.133) por T integrando em (0,7") e notando que
ow
YTy,

=y - Vw, resulta que

T k! _ T k' _ T 1% _
/ / nw—~0dydt + / / —y - Vwldydt + / / w—y - VOdydt = 0,
o Ja K o Jak o Ja kK
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

ou seja,

T _ r K — T Ko
—/ / —y - Vwldydt = / / nw—0dydt 4 / / w—y - VOdydt. (2.134)
0 Q k 0 0 k 0 Q k

Substituindo (2.127)), (2.131)) e (2.134) em ({2.125]), obtemos:

—(w°,6(0)) + /Q w[—0'|dydt + /Q w [—%A@} dydt+

+/wiﬁdrdt+/ w {ﬁy-vé} dydt+/ wnﬁgdydtzo,
b Q k Q &

k2 Ov
ou seja,
i 90 — Q= K = nk
isto é,
1 k' nk’
— 0 — A0 — —y-VO— —0| dydt =
/Qw { 2 RV } Y

o (2.135)
- (wO,G(O))—/véa—dth.
) 14

Agora, formularemos o conceito de solugao ultra fraca para o problema ([2.124]). Dada
f e LY0,T; H(Q)), seja 0 a solugao fraca do seguinte problema retrogrado

k' nk'

VISR L R

0 kQAe Y Y i 0 f em Q,

0 =0 sobre 3, (2.136)
O(T)=0 em Q.

Em (2.136)) consideremos a mudanca de 7" — ¢ por t. Mais precisamente, definindo

~

9(y7 t) = 0(y7 T— t),

k(t) = k(T —t), (2.137)

obtemos

(2.138)
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

De (2.137)) e (2.138), entao (2.136]); pode ser reescrito da seguinte forma:

0 — <A+ =y VO + %52 -,
ou seja, -~ 7
0+ ~ A&—%y Ve—%kle_f
isto é,
§_§A5_ %y Vé—%g 7

Portanto, de (2.136]), obtemos o problema equivalente:

- — k/ — k,/_ —
6’——A0—7 VG——Q— em
= =y - f Q,
8 =0 sobre >, (2.139)
5\(0) =0 em Q.

Pelo Teorema o sistema ([2.139) possui uma tnica solu¢ao 0. Notemos que 0 y,t) =

(
O(y, T —t). Entao, a solugio fraca 0(y,t) = 6 de (2.136) com f € L'(0,T; Hj(2)) ¢ tal
que

o 0(0) € Hy(%),

o (|10l oo 0,15m302)) < Cllf 0,151 (0))» Pela estimativa (2.43),

Tro1oo)? : ica
. /0 /r 2|3 aidt | < C|]f||L1(0’T;Hé(Q)), pela Proposicao 2.1

Com estas consideragoes, podemos reescrever (2.135) como sendo:

- i 00
/wadydt: (w®,0(0)) — /vﬁadf’dt

onde (-, -) representa a dualidade entre os espagos H~'(Q) e H}(Q).

Consideremos a aplicacao

S LYN0,T; Hy () — C

i 00
Fr (S.1) = (80N vopengon — | 07 50T
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

onde 6 é a solugao fraca do problema transposto (2.136[). Notemos que S é linear. Além

disso, usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, obtemos:

00
(S, O < 1wl 5-10) 100 || 3 e +/ |U|k2 ‘dl“dt <
_ 1
1 |00
1
— .92 5
11106
0
< w20y max 100 | g + vl z2c) (/pr By dth) =<
— 2 1
0 1|06 ’
< w2 @) [|0llie 0,712 2y + C(T) [0l £2() 7 |5, | dldt) <
» 1%

< Ol flommeplle’l a1 + Clvllzs o omm @) =

= C([lw’l g1 + Il @) |2 o,msm2 ),
ou seja,
(5, A < CUlw® @) + W2 1 10,783 0))- (2.140)
Portanto, S : L'(0,T; Hy(2)) — C é um operador continuo. Dessa forma, S €
L0, T; H-Y(Q)) = [LY0,T; HA(Q))]. Pelo Teorema [1.11] existe uma tnica funcdo
w € L>®(0,T; H () tal que para cada f € L'(0,T; H}(Q)), temos a representagio da

forma:
T
(S, f) :/ <w(t)af(t)>H*1(Q)><H5(Q)dt-
0

Isso nos motiva a formularmos a seguinte definigao:

Defini¢do 2.1 (Solugao Ultra Fraca) Para w’ € H1(Q) ev € L3(X), a solugdo ultra
fraca do problema (2.124) € a unica func¢io w € L*°(0,T; H=1()) tal que

i 90

T
/0 (w(t), f()) -1 (@) m2 (@) dt = (w", 0(0)) g1 0yx @) — / Uﬁadrdt

para toda f € L*(0,T; H} (), onde 6 € a solugao fraca de (2.136)).

Teorema 2.4 (Existéncia e Unicidade) Dados w® € H '(Q) e v € L*(X), exziste

ezatamente uma solugdo ultra fraca w € L°°(0,T; HY(Q)) do problema de wvalor de

fonteira nao homogéneo (2.124)).
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

Demonstragao:

Com efeito, como S € [L'(0,T; H}(2))] entao, pelo Teorema [1.11} existe uma tnica
fungao w € L>(0,T; H~(Q)) tal que

(S, f) = / (w(t), F(O) syt

para toda f € L*(0,T; H}(Q)). Portanto, a existéncia da solugio ultra fraca é assegurada.
Para a unicidade, suponhamos que w e @ sejam solucoes ultra fracas de (2.124). Por

definicao de solucao ultra fraca, temos

(w—w, f>Lw(o,T;H—l(Q))xLl(o,T;Hé(Q)) =0.
Pelo Teorema temos:

|w — {U\||L<>0(0,T;H*1(Q)) - sSup [(w—w, f)| =0,
FELY(0,T;HL ()

17128 0,213 o <1
ou seja, w = W, (.S.. O
Como temos visto acima, se w ¢ uma solugao ultra fraca de ([2.124), entdo w €
LY0,T; H1(92)). Nosso objetivo agora ¢ provarmos que w € CY([0,T]; H71(Q2)). A
prova do resultado dessa regularidade depende da regularidade do problema misto
w’—iAw—E/y-Vw:f em (,
k? k

w=0 sobre X, (2.141)

w(0) = w® em €.

Defini¢do 2.2 Sejamw® € L*(Q) e f € L*(0,T; L*(Q)). Dizemos quew € C°([0,T]; L*(2))
¢ solucao de (2.141)) no sentido das distribuigcoes sobre Q) quando

, K nk’ B
~ [ = o - vo - 2o nie = [ godyar
para toda ¢ € D().

Proposicao 2.3 O problema misto (2.141)) tem solucao no sentido das distribui¢oes so-
bre Q.
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

Demonstragio: Com efeito, dados {w?, f} € {L*(Q), L*(0,T; L*(Q2))}, existem sequén-
cias (W) nen € (fn)nen em H(Q) e L2(0,T; Hy(2)), respectivamente, tais que

w) — w’ em H}(R),

fo — f em L*(0,T; L*Q).

Tomando w?, f,, como dados de (2.124), entdo como visto na Secao , o problema
(2.124) possui tnica solugao fraca w,, tal que para cada n € N, w, € C°([0,T]; L*(Q))

e, além disso, vale:

\wm@)—wn(tﬂsc{\w&—wzw [ 1t = o]

para todo t € [0,7]. Portanto, temos que (wy,),en ¢ uma sequéncia de Cauchy em
C°([0,T]; L*(2)) e, como C°([0, T; L*(€2)) é um espago de Banach, existe w € C°([0, T]; L*(Q2))
tal que

w, — w em C°([0,T]; L*(2)),
donde

w, = w em C°[0,T]; L*(Q)). (2.142)
Nosso objetivo agora é mostrarmos que w é solucao de (2.124]) no sentido da distribuicao
conforme Defini¢ao [2.2] acima.

Como C°([0, T]; L*(Q)) < L>([0, T]; L*(Q)),em particular, de (2.142), segue que

w, = w em L>¥([0,T]; L*(Q)),

e portanto, temos
lim [ w,vdydt= / wv dydt, (2.143)
Q Q

n—oo
para todo v € L*([0, T]; L*(2)).
Sabemos que w, é solucao fraca de (2.124)). Entao,

[wods— [ Gdwody— [ Ty-Vusds= [ f.odn (2.144)
Q Q kQ Q k Q

para toda ¢ € D(2).
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

Integrando por partes (2.144)), entdo para toda ¢ € D(€2), obtemos:

/

' k k'
—/wn¢’dy—|—/éwHAd)dij/zy-Vgéwndy—l—/%qﬁwndy—
Q Q Q

2 (2.145)
Q
Integrando (2.145) de 0 a T', segue que
T T o T
/ /—wnqb'dydt—i—/ /—2wnA¢dydt+/ /—y-ngﬁwndydt—i-
o Ja o Jak o Jak
T k,/ T
+ / / 2% s, dydt = / / Fats dydt,
o Ja k o Jao
ou seja,
, k' nk’
Wy |—¢ + A0+ —y-Vo+ —0¢| dydt = | fn9dydt,
0 K k k 0
isto é,
’ K K
—/ wn [¢' —LAp— "y Vo "—qs] dydt = / Fu dydt. (2.146)
o k k k o

Ao limite com n — oo em ([2.146)) e notando (2.143)), obtemos que w é solucao de (2.124)
no sentido da distribuicao sobre Q. O

Proposicao 2.4 A solucio w de (2.124]) no sentido das distribuicoes sobre (Q € também
solugdo ultra fraca de (2.124)) e possui regularidade w € C°([0, T); H1(Q)).

Demonstracao: Com efeito, consideremos os autovalores ¢;, com j =1,2,..., do pro-

blema espectral:

((05,0)) = A;(0;,v),

para todo v € H}(2) e V,,, o subespaco gerado por [0, 05, -+ ,0,,]. O sistema aproximado
para o problema (2.124) com w,,(t) € V,, é:
1 k'
(1), + 25 (i), 6)) — (5 - T (6),65) = (F(2),6,),
para todo 1< j < m; (2.147)

Wy (0) = w?, — w’ em L*(Q).

De (2.147)), obtemos:

it <€ 1+ [ 170as)
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2.5 Solucgao Ultra Fraca

e assim, podemos extrair uma subsequéncia, que denotaremos ainda por (w,,)men, tal
que

w,, —w em L>([0,T]; L*(Q)) (2.148)

e w é solucao de (2.124) no sentido das distribuicoes sobre (). Agora, mostraremos que
w é uma solucao ultra fraca de (2.124)). Para isso, consideremos

ac€ H'Y(0,T) com «aT)=0.

Multiplicando ambos os lados de (2.147)); por « e integrando de 0 a 7', obtemos

/O(W;m@j)a(t)dt—k/o ﬁ((wm,ﬁj))a(t)dt—

(2.149)
T k/ T
—/0 (Ey . Vwm,Hj) a(t)dt :/0 (f,0;)a(t)dt.
T
e Analise do termo/ (w;,, 0;)a(t)dt.
0
Integrando por partes e notando que «(7") = 0, segue que
T T
/ (w;,, 0;)a(t)dt = —(w%,@?)a(O) —/ (Wi, 0;)0 (t)dt. (2.150)
0 0

T .
e Analise do termo/0 é((wm,ﬁj))a(t)dt.

Pelo Teorema e notando que 6; = 0 sobre I', temos
~ [ wnTdy = (. )
Q

ou seja,
((wm, 0;)) = —(wm, AG;),
isto é,

?

/OT (w0, 6,))a(t)t = /OT (wm, —kierja) dt. (2.151)

T k/
e Analise do termo /0 (Ey -V, 9j> adt.
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Pelo Teorema e notando que ¢; = 0 sobre I, temos

0 _
/ a—[y]wmﬁj]dy = / l/jijmdeF = O,
0 Y r
ou seja,
/ w,,n0;dy + / y - Vw,,0;dy + / Wy - VO;dy = 0,
Q Q Q
isto é,
(wmvnej) + (y *Vwp, 0]') + (wmay ’ Vej) =0. (2'152)

De (2.152)), resulta que:

T / T !
/ (%y - VW, 9j> a(t)dt = —/ (wm, %6’]-) a(t)dt—
0 0

T k!
— / <wm, —y- Vﬁj) a(t)dt.
0 k

Substituindo (2.150)), (2.151)) e (2.153) em ([2.149)), temos

T T i
— / (’wm, Hja’)dt + / (wm, ——QAHJOZ) dt‘|‘
0 0 k

T k! T k'
0 0

— (0 (0), a(0)6,) + / (f. )t

(2.153)

ou seja,
/

T i K’ nk
/0 (wm, —Cklej — ﬁA@jO& + Ey . Vejoz + YGjCK) dt =
(2.154)

T
— (wn(0), 0;0(0)) + / (f. ab)dt.
0
Ao limite com m — oo em ([2.154)) e notando ([2.148]), obtemos:

r i K nk’
/0 (w, —a'f; — EAQjoz + i Voo + ?Hja) dt =
(2.155)

— (w(0), 0;0(0)) + / (f, a8,)dt.

Para cada h € L'(0,T; H}(Q)), consideremos o problema misto de valor na fronteira

k' nk'

1
z’—ﬁAz—Esz—Tz:h em Q,
z =0 sobre X, (2.156)
2(T)=0 em .
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Entao, de (2.155)), a solu¢ao w de ([2.124)) satisfaz uma igualdade do tipo:

/0 (w, W)dt = (w(0), 2(0)) + / (f. 2)dt,

para toda h € L'(0,T, H}(2)) e z solugao fraca de (2.156)). Isto significa que w é uma
solugao ultra fraca de (2.124)). Notemos que em (2.124)), w = 0 sobre .

De (|2.147));, obtemos

d i K nk'
= ) = AW+ —y -V + —w. 6,
dt(wﬁ]) <f+k2 w + Y w+ ? w,9j>

em D(0,7), para todo 1 < j < n, com f+ k%Aqu %/y-Vw—k%k,w € L*(0,T; H2(Q)).
[sto implica que
w' € L*(0,T; H2(Q)).
Como
w e L*(0,T; L*(Q)),

e como L*(Q) — H™Y(Q) — H %(Q) sdo densas, segue que
w € C([0,T]; HH()).

O

Observagido 2.6 Se f € L*(0,T;L*(Q)) e w € L*(Q), a solugdo de (2.124)) no sentido

das distribuigoes é também uma solugdo ultra fraca com w € C°([0,T]; H1()).

Agora estamos em condicoes de provarmos que a solucao ultra fraca do problema

(2.124)) possui regularidade w € C°([0,T]; H*(€2)). O seguinte resultado ¢ valido:

Proposicao 2.5 Se w’ € L?(Q) e g € H}(0,T; H¥?(T)), entdo a solucdo ultra fraca de
(2.124) possui reqularidade C°([0,T]; H~1(Q)).

Demonstracao: Pela sobrejetividade do operador traco 7o (ver Teorema , existe
g € H}(0,T; H*(2)) tal que g = g sobre . Consideremos o problema misto

- /
w'—émﬂ—%y.vwz—gw

i K ~
@AngEy-Vg em (),

w =0 sobre X, (2.157)

w(0) = w’ em (.
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Notemos que ¢, Ag,y - Vg € L*0,T;L*(Q)), visto que g € H}(0,T; H*(R)). Por
hipotese, temos que w’ € L*(2). Portanto, pela Proposi¢ao existe uma tnica solucao
w de no sentido das distribuicoes sobre () que também é solucao ultra fraca com
regularidade w € C°([0,T]; H1(2)).
A funcao
w=w+g

é solucao no sentido das distribuicoes sobre () do problema

! iAw i Vw=0 em Q
w —_— —_ — . =
]{:2 ky Y
w =g sobre X, (2.158)

w(0) = w’ em €.

com regularidade w € C°([0, T]; H~1(Q)). A regularidade de w é obtida pela regularidade

de w. Notemos também que w é solucao ultra fraca. 0

Proposicao 2.6 (Regularidade da Solucao Ultra Fraca) A solucdo ultra fraca do
problema (2.124) com w® € H~Y(Q) e g € L*(X) possui reqularidade w € C°([0, T); H~1(Q)).

Demonstragdo: Com efeito, dados w’ € H1(Q) e g € L*(X), como as imersoes
L*(Q) = HYQ) e HY0,T; H¥*(I")) — L*(X) sio densas, temos que existem sequéncias
(02 )men € (92)men em L3(Q) e HE(0,T; H¥?(T)), respectivamente, tais que
w? — w® em H (),
(2.159)
@ — g em L*(X).
Seja w,, € H}(0,T; H*(Q)) tal que w,, = ¢°, sobre ¥. Para cada m € N, consideremos o

problema misto nao homogéneo

: Y
w;n—éAwm—Ey-Vwmzo em @,

w,, = g° sobre X, (2.160)
Wy, (0) = w?, em Q.

Pela Proposigao , temos que a solugao ultra fraca de (2.160) possui regularidade

w,, € C°([0,T]; H1(Q)). (2.161)

70
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Segue que w,, —w, ¢ também solucao ultra fraca de (2.160) com dados w? —w? e ¢° —g.
De (2.140)), temos

[[wny = wnl| oo 0,150 1(02)) < C[ngn —wylla-1() + llgm — 9||L1(0,T;L2(2))} (2.162)

[ it = w00y [ [ Para, a6y
0 ™2 Oy

para todo h € L'(0,T; H}(R2) e 6 solugao fraca do problema retrogrado com
—f=h.

Fazendo m — oo em e usando (2.159), obtemos que (wp,)men ¢ uma sequén-
cia de Cauchy no espago de Banach L>°(0,T; H~1(2)), e assim existe w € L>(0,T; H~(Q))
tal que

Wy, — w em L>*(0,T; H(Q)).
Portanto, de concluimos que a solu¢do ultra fraca w € C°([0,T]; H1(Q)).

Finalmente, ao limite com m — oo em (2.163)), obtemos:

T
7
/(w B - @y eyt = //];g dr'dt,
0

mostrando que w é uma solugao ultra fraca de (2.160]) e consequentemente de (2.124}). [J
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Capitulo 3

Controlabilidade Exata para Equacao

de Schrodinger Linear

Nesse capitulo estudaremos a controlabilidade exata para a equacao de Schrodinger
linear por meio do Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), idealizado por Lions ([I1]),
cuja metodologia ¢ baseada em certo critério de unicidade e na construcao de um espago

de Hilbert. O HUM toma em consideracao as propriedades das solucoes da equacao de

Schrédinger desenvolvidas nas Secoes 2.2] 2.3] 2.4] e

3.1 Descricao do Problema

Inicialmente, resolveremos o problema de controlabilidade exata do problema de valor
de fronteira nao homogéneo sobre o cilindro (), a saber:

/

’ k
w’—#Aw—Ey-Vw:O em Q,

w =1v sobre X, (3.1)

w(0) = w’ em Q.
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3.2 Resultado Principal

Apoés isso, obteremos o resultado de controlabilidade exata para o problema misto sobre
o dominio nao cilindrico Q:

W —iAu=0 em Q,

A~

g sobre X(y°),

0 sobre S\S(y°),

u(0) =u" em €,

O problema de controlabilidade exata para (3.1)) pode ser formulado como segue: dado
T > 0, encontrar um espaco de Hilbert H tal que para cada dado inicial w® € H, exite um

controle v pertencente a um espaco de controles sobre > tal que a solucao correspondente

w(y, t,v) de (3.1) satisfaz a condigao

w(y, T,v) =0 para todo y € Q. (3.3)

3.2 Resultado Principal

O resultado principal do nosso trabalho num dominio cilindrico pode ser enunciado

como segue:

Teorema 3.1 Seja ) um subconjunto aberto e limitado do R™ e suponhamos que as
hipdteses (H1) e (H2) sejam wvdlidas. Se T > 0, entdo para cada w® € H™*(Q), ewiste
um contole v € L*(2) tal que w, solugcdo do problema (3.1)), satisfaz a condicdo

w(y, T,v) =0 para todo y € . (3.4)

Demonstracao: Com efeito, para isso usaremos o Método da Unicidade Hilbertiana

(HUM). Descrevemos esse método por etapas como segue:
e Etapa 1 - Solucao Forte
Consideremos ¢ € D(f2) e a solugao ¢ do problema adjunto:
i k' nk’'
qb'—ﬁA(b—Ey'Vqﬁ—?qﬁ:O em @,

¢ =0 sobre X, (3.5)

$(0) = ¢° em Q.
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3.2 Resultado Principal

Pelos resultados obtidos nas Sec¢oes e temos que o problema (3.5) admite uma
Ginica solugao forte ¢ com regularidade ¢ € C°([0,T]; H3(9)) e, aléem disso,

— = e L*(%). (3.6)
e Etapa 2 - Solucao do Estado Adjunto

Fazendo no problema retrogrado

/

;o 2 B
(0 —ﬁAw—zy'Vw—O em (),

—i% sobre (1°),

ov (3.7)

b =
0 sobre X\X(y°),

(1) =0,

a reversao no tempo, isto é, a mudanca de varidvel t — T — t e denotando por zZ(t) =

W(T —t) e k(t) = k(T — t), obtemos

B0~ L aB - Xy w3 -
60) ~ 5890 1y 00 =0 em Q
0
—ia—i sobre X(3°), (3.8)

<)l
|

0 sobre X\X(y°),
(0) = 0.
Como (3.8)) ¢ um caso particular de (2.124]), entdo o problema (3.7) possui uma tnica

solugao ultra fraca ¢ com regularidade ¢ € C°([0,T]; H*(2)), conforme visto na Se¢ao

e Etapa 3 - O operador A

Da solucao ¢ de (3.7)), definamos o operador

A:D(Q) — HH(Q)

¢ — A(¢") = ¥(0).
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3.2 Resultado Principal

Observemos que, de ¢° € D(Q2), obtemos a solugiao ¢ de (3.5) com regularidade (3.6) da

derivada normal. Entdo, do problema ({3.7), donde definimos A, é bem posto.
Seja
Lo =o' — o - oy
B k2 ko
Multiplicando ambos os lados de (3.7) por ¢, solugdo de (3.5)), e integrando em @, um
calculo analogo como em (2.127)), (2.131)) e (2.134)), resulta que

0= (L,6) = (0 L°6) + (WD) o) — (000 +1 [ [ Guglarar, (310)

onde
— i = K —  nk'—
* = — / —_—— — . —
L'¢ =—¢ kQAd)—l—ky Vo + kqﬁ
é o adjunto formal do operador L.

Usando 17 37 " € 3; entao de " obtemos

T 1 ¢ 0¢
0= —<¢(0),¢0>+¢/0 /p@mﬁ [—ia—ﬂ a—fdrdt,

ou seja,
T 1 |0
¥(0), ¢° :/ / — | == dldt. (3.11)
< ( ) > 0 '(y°) k2 ov
Substituindo (3.9) em (3.11)), obtemos:
T 1 |0
AOO:// — |=L| dldt. 3.12
ary= [l (3.12)

Se considerarmos ¢°, £ € D(Q) e representarmos por ¢ e £ as correspondentes solugoes

de (3.5)), entao, pelos mesmos argumentos usados para obter (3.11]), nos leva a expressao:

’ _
(A0, €%) — /0 /F(yo) %%% drdt. (3.13)
e Etapa 4 - A norma || -||»
Seja
I 1lm: D) — R
w—wm=wv i%}@m N
o Jrwo k2 |Ov '
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3.2 Resultado Principal

Notemos que (3.14) define uma norma em D(f2).

Com efeito, é suficiente mostrarmos que
16"l = 0= ¢" =0,

pois as demais propriedades de norma sao facilmente verificadas.

0
De fato, se ||¢°||z = 0, entdo a_qb =0 q.s. sobre I'(y?) x (0, T) e portanto, por (2.93),
v

|!¢“H2§C/T/ >
o Jryok

16" = 0,
e portanto, ¢° = 0 q.s. em . Reciprocamente, se ¢° = 0, entdo a solucao ¢ do problema

0
1) é nula e portanto, 8—¢ =0 q.s. sobre I'(y°) x (0,7, o que implica que ||¢||z = 0.
v

vale
2

_5925 _
” dl'dt =0,

e assim segue que

Observagao 3.1 A norma || - ||g definida em (3.14) provém do produto interno definido

por

7 1 0¢ O¢
(0, = /0 /F(yo) 23, 7, T, (3.15)
onde (¢,€) € D(2) x D(2).

Agora, consideremos o espago de Hilbert H obtido pelo completamento de D(f2) na

norma | - ||z, ou seja, H = (Q)H'”H. Das desigualdades ([2.86]) e (2.93), temos que

existem constantes C; e Cy tais que

T
1
C Qbo QS/ / -
o< [ f

e de (3.14), temos que

d¢

2
Ddt < o)
21 drdt < Ca6°|

CulllI* < ll8°ll% < Calle®,

e assim, as normas || - || g1 (o) e || - || & sdo equivalentes. Logo, H = Hy(2) e H* = H'(Q).
e Etapa 5 - A extensao continua de A a F

De (3.12)) e (3.15)), temos

e 1 0¢ O B
ade= [ g, =0
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3.2 Resultado Principal

ou seja,
(Ag°, &%) = (¢", ") - (3.16)
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.16]), obtemos:

[(AD", €M < 118”1l pl1E° 1 - (3.17)

De (3.17), temos que A é um operador linear continuo definido em D(2). Portanto,
A se estende de maneira continua a H. Sem perda de generalidade, denotaremos essa

extensao por A e daqui em diante, A : H — H*, visto que H = H}(Q) e H* = H 1(Q).
e Etapa 6 - A forma bilinear b

Definamos:

b:Hx H—C

0 (0 0 ¢0\ _ (40 ¢0\ _ 1 090§
(6.6 — b€ = (6" = [ /F(yo)kQayadedt.

Temos que (3.18) é uma forma bilinear e continua. Além disso, (3.18)) é coerciva devido
a desigualdade (2.93)), visto que

T
b<¢0,¢0) — (¢0’¢O)H — /0 /F( , % a¢

2
drdt > Cy||¢°|?
S| drde= Collo")

ou seja,
b(¢",¢") = Coll¢"|I*.
onde Cjy é uma constante positiva.

Portanto, pelo Teoremall.12| para cada w® € H*, dual de H, existe uma tnica ¢° € H
tal que

b<¢0750) = <w07£O>H*><H7
isto é,
<A¢0750> = <w07§0>H*><H7

ou seja, dado w® € H*, existe um tinico ¢° € H tal que

A¢® =w’ em H*. (3.19)
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3.2 Resultado Principal

Mas, por (3.9), temos que

e portanto, de (3.19), segue que

e Etapa 7 - O controle v

(3.20)

Fazendo a reversao no tempo em ((3.7) e usando (3.20)), temos que (3.7)) é equivalente

ao seguinte problema:

/

;o k B
(0 —EAT?—EZ/'V@D—U em (),

—i% sobre X(3°),

= v (3.21)
0 sobre X\X(y°),
»(0) =w’ em Q.
0
Agora, escolhendo o controle v = —ia—¢ € L*(X) e substituindo em (3.1)), resulta que
v
w’ iAw i Vw=0 em Q
kz k y - 9
0¢ 0
- —iy sobre X (y°), (3.22)
w =
0 sobre X\X(y°),
w(0) = w” em Q.
Da unicidade da solugao ultra fraca dos problemas (3.21) e (3.22)), temos que
w(z,t) =Y(z,t) g.s. em Q.
Em t =T, segue que
w(T) = ¢(T)
e por (3.7)3, resulta que
w(T) =0,
conforme queriamos. O

Observacao 3.2 A prova do Teorema [2.1| seque do Teorema [3.1] e do difeomorfismo T,

conforme Se¢ao 2.1 Para maiores detalhes, ver Apéndice B.
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Apéndice A

Sobre a Identidade ([2.36))

O objetivo deste apéndice é provarmos a identidade para modificar a integral de

k/
7 /r YiVi

De fato, consideremos a equacao aproximada como em ([2.14)), a saber,

superficie
2

Ow,y, i,

ov

conforme visto em ([2.36]).

, i K nk' A1
(Wi, 0) + 75 (W, 05)) = 2y - Vwm, 05) = == (wm, 0;) = (f,6;)- (A1)
Seja L?(Q) = V,, ® V.- e P,, a projegao ortogonal de L*(Q2) em V,, C L?(Q2). Temos que
P,, € L(L*(Q)) com || Py || z(r2(0)) = 1, Py, é auto-adjunto e P,w = w, para todo w € V,.
Para cada w € L*(Q)), temos que

m

Pw = (w,0;)6;. (A.2)

j=1
Multiplicando ambos os lados de (A.1]) por 6; e somando em j =1,2,...,m, e obser-

vando (A.2)), obtemos:

1 k' nk’'
_r ) . = _ A3
12 Aw,, - Py - V) - Wy, = P f (A.3)

/ J—
wm

Tomando o produto interno em ambos os lados de (A.3) com y - Vw,,, segue que:

/

, i k
k k
o (A4)
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Observando que P2 = P,,, temos

(Puly - Vwl,y - Vwn) = (Pa(y - Vww), y - Vwy) = (Puly - Vw), Puly - V) =

= HPm[y : Vwm]H2 eR.

Tomando o dobro da parte imaginaria em ambos os lados de (A.4) e observando que
2I'm(iz) = 2Re(z), obtemos:

1
2Im(w!,,y - Vwy,) — EQRe(Awm, y - Vwy,)—

o (A.5)
—TQIm(wm, Y- Vwy,) =2Im(P,f,y - Vw,,).
Integrando (A.5) de 0 a T, resulta que:
T T 2
/ 2Im(w!,,y - Vwy,)dt + / —Re(=Awp, y - Vwy,)dt—
0 o k
o . (A.6)
- / TZIm(wm, y - Vw,)dt = / 2Im(P,f,y - Vw,y,)dt.
0 0
T
e Analise do termo / 2Im(w.,,y - Vw,,)dt.
0
Usando integracao por partes, temos
T T T
0 0
ou seja,
T
0 (A.7)

T
—/ (Wi, y - Vw,, )dt.
0

Além disso, pelo Teorema [1.9] temos que

/ i[Z/Wm@]dy = /yl YW dl =0,
Q 0 T

Yi
e assim, L
ow, Ow,, —— _
Jwnnmay+ [ w5y + [ iy —o,
Q oy o Oy Q
ou seja,

_(wma Y- vw:n) - (y * Vwp, w;n) + (me nw:n),
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isto é,
T T T
[ ey Vul gt = [ Venuiies [onng)a (18
0 0 0
Substituindo (A.8) em (A.7), obtemos:

/0 (Wl - V)t = (wa(T), - Vion(T)) — (wn(0), y - Vo (0)) +

T T
—1—/ (y - Vwp,, w!))dt + / (Wi, nwy, )dt,
0 0

ou seja,

/0 (w),,y - Vwy,)dt — /0 (y - Vwp,, w!))dt = (w,(T),y - Vw,(T))—

T
~(n(0).y Ve ) + [ (wnml )t
0
Notando que z — Z = 2iIm(z) e —i(z — Z) = 2Im(z), segue que
T T T
QIm/ (w),,y - Vwy,)dt = —i [/ (wy,,y - Vwy,)dt —/ (y - Vwm,w:n)dt} . (A.10)
0 0 0

Assim, usando (A.10) e (A.9)), obtemos

2m / (- V)t = =i (wa(T),y - T (1) — (3 (0), - Vi (0))]
0 (A.11)

T
—i/ (nwy, w;,)dt.
0

Tomando a parte real de ambos os lados de (A.11]) e observando que Re(iz) = —Im(z),

resulta que

T T
2[m/ (W), y - Vwy,)dt = Im(wy,(t),y - Vw,(t))| +
0 0
e (A.12)
+/ Im(nwy,,w,,)dt.
0
Notando que Im(z) = —Im(z), vale que
T T
/ Im(nwy,,w,,)dt = / Im(w!,, nw,,)dt =
0 0
. . (A.13)
= —/ Im(w., , nw,,)dt = / Im(—w,, nw,,)dt.
0 0
Por ((A.3), temos
= —taw K L A4

81



Dessa forma,

/

]m<—w/ ,nwm) = ﬁRe(_Awmawm) - nh Im(Pm[y : Vwm]awm)
m k,2 k
(A.15)
n2k’

Im(wp, W) — n( Py f,wn).

Como P,, é auto-adjunto e P, w,, = w,,, temos

(Pm[y : Vwm], wm) = (y : Vwma mem) = (y : Vwm, wm)

(me7wm) = (f,mem) = (fvwm)-

Além disso,
2]€/ Qk/
nk Im(wp,, wy,) = o Im|w,,|? = 0.

k
Assim, pelo Teorema reescrevemos ((A.15)) como segue:

n nk’'
]m(_w:n7nwm) = p“wm”Q - _Im(y ' vwn%wm) - (me7 nwm)7

k

ou seja,

T T n T nk’
/ Im(—w!  nwy,)dt = / ﬁ”meth - / T]m(y - VW, Wy, )dt
0 0 0 (A.16)

T
—/ (P f, nwy,)dt.
0
Substituindo (A.16]) em (A.12), resulta que

T

[ 2ty Ve = (0.5 Vun@)]) +
' (A17)

T n T nk,/ T
+/ —2||wm||2dt — / —Im(y - Vwy,, wy,)dt — / (P f, nwy,)dt.
o k o k 0

T
2
e Andlise do termo / ﬁRe(—Awm,y - Vwy,)dt.
0

Pelo Teorema [1.10], temos

ow,, 0O { 8wm]>_ Ow,y, amdl“:
r

—Aw,,y -V, = [ = Ly 9Wm, TUm
(=AY - Vi) <ayj % oy, v Y oy,

B (8wm 5j8wm) (awm 0 8wm) B ow,, Ow,,
r

dr,
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ou seja,

ayj ay] ayl
—2 / Yi - Vi
I

Pelo Teorema segue que

2
ow,,

— | dI'.
ov d

0 ow,,, 0w, ow,,, 0w, ow
— |y — " dy = vi—— Al = cvs | —2| dr.
/Qayl {yﬂ dy; 8%} v= /ry” 7 dy; Oy; /1“% e
Por outro lado,
/ 0 [ 8wm8wm]d B 8wmmd +/ i Pwm] amd N
oo |7 oy oy | T ) oy oy YT )Y on oy | oy Y

ow,, 0 |ow ow,, 0 |0w,,
+ — " dy =n wm2—|—2/ Re{—m—{—m}}d.
|G [ ayj] =l 2 [ e § S | T Ly

De (A.19) e (A.20), obtemos

ow,, 0 [ow,
yQRe{ —{—}}dy:—nwmQJr/ywu
| wamed Sl | fuml?+ [ ;-
Substituindo (A.21)) em (A.18]), resulta que:

2Re(—Awy,,y - Vwy,) = 2||wm||2 — n||wm||2 — / Yj -V,
r

2
0wy,

—— | dI.
ov

2

0w dr,

ov

ou seja,

T 9 9 Tn
_ 2 2
/0 —Re(=Awy,, y - Vw,,)dt —/0 k2||wm|| dt—/o —kZmeH dt—

[ [

Substituindo (A.17) e (A.22) em (A.6]), obtemos:

3wm

dl'dt.

[m(wm(t),y~Vwm(t))’0T —/O %k/[m(y VWi, Wy )dt—

T T 9
—/ (me,nwm)dt+/ —||wm||2dt—
0 o K2

T
Tl BLYY

T
:/ 2Im(P,f,y - Vw,y,)dt,

0

2
Ow,y,

Tnk’
GIm | ardt — | ™ orm(w,,,y - Vi, )dt —
5 /0 k MW, y - Vwy,)
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ou seja,

ow,y,

2 T
dl'dt = / 2Im(P,f,y - Vwy,)dt—
v 0

T
Ty LY
T?’kal

T
—Im(wy(t),y - Vwm(t))‘o + /0 TIm(y - VW, Wy, )dE+

T T
+/ (me,nwm)dt—/ ﬁ||wm||2dt+
0 0

T k!
—|—/ n—2[m(wm, y - Vw,,)dt,
0

k
isto é,
1 ow,, |? T
| [ |5 vt = tmtunto).y - Vuno)] +
T 2 T k},
s [ S~ [ B2ty T (A2
0 k2 0 k

T T
—/ 2Im(P,f,y - Vwy,)dt — / (P f, nw,y,)dt.
0 0

A identidade (A.23) é verdadeira para todo 0 < t < T. Tomando t = T, derivando
ambos os membros de (A.23)) com respeito a ¢t e multiplicando por &'k, obtemos:

k/ awm 2 d
2 /
+7k||wm||2 — 20k Im (W, y - Vn) — 2kK Tm(Po f,y - V) — (A.24)

—kK (P f, nwyy,).
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Apéndice B

Equivaléncia de Solucoes para Equacao

de Schrodinger

Neste apéndice mostraremos a equivaléncia da controlabilidade exata para a equagao
de Schrédinger no cilindro @ e no nao cilindro @ As coordenadas em @ sao (z,t) e de

x
@ sdo (y,t), onde y = ——. Consideremos os seguintes problemas ndo homogéneos:

k(1)

e Em Q,

~

u'(z,t) —iAu(z,t) =0 em @,

g sobre i(yo),
u(z,t) = (B.1)
0 sobre S\(y0),

u(z,0) = u’(z) em Q.

. Em Q,
v sobre X(y°),
0 sobre X\X(y?),
w(y,0) = w’(y) em Q.
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Os sistemas adjuntos de (B.1]) e (B.2)) sao dados, respectivamente, por:

-~

0 (z,t) —iAf(x,t) =0 em Q,

0(x,t) =0 sobre 3, (B.3)

0(z,0) = 0°(x) em €,

/ /

, ? k nk
< (yvt) - ﬁvz(yvt) - Ey ’ vz(y7t> - T’Z(y7t) =0 em QJ

z(y,t) =0 sobre X, (B.4)

2(y,0) = 2%(y) em Q.

Notemos que

onde (z,t) € Q.
Ja definimos a solugdo fraca para (B.4)), conforme Se¢ao Agora, definiremos a
solucao fraca para o sistema 1) em Q.

Defini¢ao B.1 Dizemos que uma fungio 0 € L*°(0,T; Hy(Q)) € solugio fraca para o
sistema (B.3) se satisfaz a sequinte condigdo:

T T
- / (60,0 ot + / (6, 9)) syt = 0. (B.5)
0 0

para toda o = @(x,t) tal que p € L*(0,T; H (), ¢ € L*(0,T; L*(Q)) com p(0) =
©(T) =0, sendo que
0(z,0) = 0°(x) em . (B.6)

Proposicao B.1 Se z(y,t) € solucao fraca de (B.4), entao
x
O(x,t) =k "z —,t
¢ solucao fraca de (B.3)).
Demonstracao: Com efeito, sendo z = z(y, t) solucao fraca de (B.4)), entdo

—/0 (z,¢')dt+i/0 %((z,@/}))dt—/o %(y-Vz,@b)dt—/ %k,(z,z/))dt:O (B.7)

0
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para todo ¢ € L*(0,T; H}(Q)), v € L*(0,T;L*(2)) com (0) = (T) = 0. Pelo

Teorema e notando que z = 0 sobre X, obtemos

0 — _
/Qa_yj [yjz¢] dy = /ij -vizipdl = 0,
ou seja,
/nz@dy—l—/ng,z@dy—l—/zy~V@dy:O,
Q Q Q
isto é,

/Q Y- Vetdy — — /Q 2y Vidy — /ﬂ n2dy.

Mais precisamente, temos:

—(y-Vz,¢0) = (2,4 V¥) + (z,n9). (B.8)
/
Multiplicando ambos os lados de (B.8)) por m e integrando de 0 a T, obtemos
k,/ T k'/ T ’I”Lk’/
[ By [y vas [ (B.9)
o k 0 k 0

Substituindo em ([B.7), resulta que:

// z(y,t) y, dydt+// 2(y,t y Vi (y, t)dydt+

(B.10)
T /0 /Q 5 V2(,) - Viy, tdydt = 0.

Seja

Entao,

Portanto,
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A matriz jacobiana de 7 é dada por

- 0n on on % T
8371 8;152 oxy, ot
079 079 079 @
8ZE1 8:102 ox,, ot
Jr(x,t) = : : : :
Ot O O Omn
014 0T or, ot
OTnt1 OTpia OTnt1 OTppa
L 8231 0302 Ga:n ot (n4+1)x (n+1)
Dai, temos que
- -
— 0 0 O
k(t) )
0 m 0 0
J1(z,t) = :
1
0 o -+ — 0
k(t)
0 o - 0 1
L 4 (n+1)x(n+1)

Assim, o determinante da matriz jacobiana (B.11) é k7" (¢), ou seja,

detJt(x,t) = k7" (t).
Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, temos:
dydt = |detJT(x,t)|dzdt,

isto é,

dydt = k7" (t)dzdt.

Substituindo em (B.10), segue que
[ e () G () e
/ / —t %% VE(k,t)dxdt—k
/ / —k” ”Vz % ) (k,t>dwdt:(),

onde k = k(t).
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Notemos que

d@/) o dy aw Ot
o oy K
Como y = — R entao Tl kzxe portanto,
dy /x O k' x
i (0t =5 () =570 ()
isto é,
dy rx o k' x
i (kt> T oy (k: t) kkw< ) (B.14)
x

Notando que ¢(z,t) = (E’t)’ entao de (B.13) e (B.14) com 0(x,t) = k"2 (%,t),

x € ), obtemos:

T d@ T
—/ / Q(x,t)E(:p,t)dxdt +i/ VO(x,t)Vo(x,t)dedt =
o Jou

0 Q4
__/T/Q e(w,t)@ daf:dt—i—z/ / ”Vz w (% )%dxdt:
/ / x a_¢ —t dxdt+/ / 96 k' x ( >dxdt—|-
o /Q—k vz (L) -V (L.1) det = 0,

ou seja,

@l

T
/ / z, t (x,t)dzdt + 2/ VO(x,t)Ve(x, t)dedt =0,
Q o Jo

isto é,

T T
- / (6, 0') 12yt + i / (6, 0)) syt = 0.
0 0

e O(x,t) =0 sobre 3, visto que k™ "z (%,t) =0.

Para os dados iniciais, temos:

(2(y,0),0(y)) = (z°(y),¥(y)) para ¢ € L*(),

isto é,
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implicando que,
[ .05 = [ #@p@ds, para o e 1),
QQ QO
ou seja,
0(x,0) = 6°(x) em Q.

O

) a normal unitdria de 5. Se (x,t) € S, seja o =0 a

. Entao, Y(z,t) = ¢ (%) =0. Temos,

oY 0
Vit = (5450

~+

Observagao B.1 Seja n(z,

parametrizacao local de y =

=8

8¢_l8_@68_¢__£/53_¢ Dai, seque que
or,  kow; C ot kkoy e

1

Vule,t) = -{ Vo), —KyVey) .

1
onde EVgp(y) é a x-componente de Vip(x,t); que é a x-componente de n(x,t).

Seja v*(z,t) a z-componente de n(z,t), [v*(z,t)| = 1. Entdo, pela observacgao (B.1)),

temos
ey Yo _ (@
D = 1900 (k(t)

x o
onde v (—) ¢ o vetor normal unitario de ¥ no ponto y =

: (B.15)

correspondente a (z,t) de 5.

R ~—r

k
Se
e
O(z,t) =k "z (k,t> ,
entao
ol . 0z .0z dy; 0z Ot 0z 1 .10z
7 t:kn— t:kn——j __:kn__: n—1 "~
oz, o) oz, WV Dy, 0z, | 0t 0z, By, b oy,
isto é,
00 o1 02
Entao, de (B.15)) e (B.16)), vale:
a0 noy 0%
8—%% (z,t) =k a—yj%(y),
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ou seja,

86 — k—n—l%
ov* ov’
onde (z,t) € 5 correspondendo a <%,t> €.

Defini¢ao B.2 Dizemos que uma funcio u € L*(0,T; H=*()) € solugdo ultra fraca do
problema (B.1) se satisfaz a condigao

’ 7> i 00
[ w00t = 0600~ [ [ atetr s v,
para he LY0,T; H} () e 0 solugdo fraca do problema
0 —iAd =0 em Q,
0 =0 sobre i,

G(T):O em Qo.

~ xr - -
Proposicao B.2 Suponhamos que u(x,t) = w <E’t)’ para x € ;. Entao u € solucao
ultra fraca de (B.1) se, e somente se, w € solugao ulltra fraca de (B.2)).

Demonstragao: Com efeito, se 0(xz,t) = k™"z (£,t), u(z,t) = w(%,t) e g(z,t) =

k*v(y,t), entao valem as seguintes identidades:

0@, 1) = k™ Wz (L) =k Wy vz (D) R (), (B.17)
u —iAu = Lw(y,t), (B.18)
0 —iA0 = k™"L*2(y,t), (B.19)
onde
L*z=2 —k—-zAz—%, Vz—n?k/z

¢ o adjunto do operador

k/
Lw=w —ﬁAw—Ey-Vw.
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x
Com efeito, sendo y = —, temos:

Pa,t) = S t) = S, 0)] = o ()2 1) + K0 1) =

0:0y , 02
dy ot | ot

= —nk " K 2 (y, t) + BT [

/

= k" K2y, t) + kT [—Efv,z(y,t) + z’(y,t)} =

k k
_ —n—17./ z _ r—n—1p/ . E —-n /! g
— _nk kz(k,t> Ly Vz(k,t>+k z(k,t>,
e portanto, segue (B.17]).
Agora,

u —iAu = %(x,t) —iAu(z,t) = %—Z](y,t) - %Aw(y,t) =
owdy Owdt 1 K 1

—— + —— —i=A t)y=——y- "—i—A t) =
ayor oo it = gy Vet e i aw(y. b

o K
=w —ﬁAw—Ey~Vw:Lw(y,t),

e assim, vale (B.18]).

Finalmente, temos:

0 — N0 = —nk" 'k 2 (% t) T v (%t) Ty (% t) _ k%kmz (% t) _

e ) e () K () e () e

e segue (B.19).

De (B.17)), (B.18]) e (B.19), e notando que dxdt = k"dydt, nos leva a

T T T
/ / (v — iAu)0 dzdt = / / Lwk™"zk" dydt = / / Lwz dydt. (B.20)
0 Ja o Ja o Ja

e
T T T
/ / w(0" — iAf) dxdt :/ /wk"L*zk” dydt :/ /wL*z dydt. (B.21)
o Jo o Jo 0o Jo

Notemos que

° /v(y,t)dF:/ k;_"+1v(y,t)dFt:/ k_”+1k_29(x,t)dft:/ k=" g(x,t)dl,.
r It Iy

Iy
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Além disso,

i 00 0z 1 0z
r, = n—1 n—1 T = 2" 7~ T =
° /th( )k28 —dl'y = /Fk g(ky,t)k2k 5 —d /Fg(ky, t)k™ 29 d

2 82 1 0z
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Apéndice C

Espacos de Sobolev sobre o Dominio

Nao Cilindrico Q

Nesse apéndice caracterizaremos os espagos L?(0, T; HI*(Q)), 1 < p < oo; LP (0, T; H™™(,))
1 1
para —+— = 1; C°([0, T]; HJ* (%)) e C°([0, T]; H™(£)), onde m é um inteiro positivo.
p p

Seja
u: @ — C
(C.1)
(2,) — u(z, t) = k"(1)¢ (f t)
) ) k” )
com & € LP(0,T; Wy"(82)).
Para 1 < g < oo, temos
| D u(z, t)|? = k™" ™9(t)| D&y, t)|%.
Dai, como dx = k™dy, entao
1/q . 1/q
( |D;”u(x,t)|qu) = ka "TM(¢) (/ \Dyf(y,t)|qdy) :
of Q
Temos que u € W () q.s. em (0,7) e, além disso,
||U(t)ng'“‘Z(Qt) = k%_n_m(t)||§||wg”ﬂq(9)-
Portanto,
Coll€)lwymai) < ) lwaony < CLlIED) [lwgma), (C.2)

onde Cy e C] sao constantes positivas independentes de £ e u.
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Denotemos por LP(0,T; Wy (%)), 1 < p < 00, 1 < g < 0o, m inteiro positivo, o
espago de (classes de) funcoes u : @ — C tal que existe & € LP(0,T; Wy"(Q)) satisfazendo
(C.1), munido com a norma

T 1/p
[wll Lo o.wra ey = (/ ||U(t)||%,6n,q(ﬂt)dt> , 1<p<oo
0

||UHL°°(0,T;W(§”"1(Qt)) = €S8 Sup||u(t) HW(;"’{I(Qt)’
te[0,7)

Por (C.2)), temos que o espago LP(0,T; Wy"%(€);)) munido com a norma acima é um
espaco de Banach e a aplicacao linear
U s 1(0, T W () — L2(0, T3 WiM(9,)
(C.3)
€ UE = u
é um isomorfismo.
Representamos por C°([0, T]; W5"(€);)) o subespaco fechado de L>(0,T; Wy™(Q;))
constituido por fungoes u tal que a fungio & € C°([0, T); Wg"%(2)), onde ¢ & dada por

).

No que segue, caracterizaremos os espagos duais. De fato, consideremos X = LP(0,T; H}(Q2)),

Y = LP(0,T; HY(Q)) e a aplicagio U : X — Y definida em (C.3). Sabemos que
U: X — Y é&um isomorfismo linear. Portanto, a aplicacao transposta U* torna o dual

Y’ no dual X', ou seja, U* : Y’ — X'. Segue que, para todo S € Y’, vale:
(S,u) = (S,UE) = U"S, ),
para toda £ € X.
Seja
R=U*S € X'.
Assim, concluimos que para cada S € Y’, dual de Y, existe um tnico R € X', dual de

X, tal que
(S,u) = (R,&), €=U "u,

e por (C.2)), vale:
GollRl < IISIF < Gl Rl
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Definamos o operador P(t), t € (0,7), como sendo:

para o € H} () e B(y) = k"a(k(t)y). Entao temos,

Coll B[ 1@ < [P -100) < CLlB(D)][ -1

pois
CollBllaz) < lallaz@y < Cill Bllai@)-

Identificando S com R e R com P, obtemos que o espaco L” (0,7; H~'(£})) é consti-

tuido por formas lineares S tais que:
S:(0,T) — H ()
e existe R € L (0,T; H-'(Q)) satisfazendo a condicao:

(S(t),a) = (R(t),B) as. em (0,T),

para B(y) = k™(t)a(k(t)y) e a norma é dada por

T ) 1/p
HS|\WO,T;H_W=( / HS(t)Hf;,_l(Qt)dt) 1< <o

S| oo 0,151 (0)) = esssupl|S(t) || -1, P = oo.
te(0,7)

Definimos o espago C°([0, T]; H'(£2;)) como o subespago fechado de L>(0,T; H~*(€)))
constituido por formas lineares continuas S tal que o correspondente R pertence a

C°([0, T}; HH(Q).
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