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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade exata para uma equação

de Schrödinger linear em um domínio com fronteira variável via Método da Unicidade

Hilbertiana (HUM). Além disso, apresentaremos a existência, unicidade e regularidade

de soluções para o problema proposto.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger, Método da Unicidade Hilbertiana, Contro-

labilidade Exata.



Abstract

The purpose of this work is to study the exact controllability for a linear Schrödinger

equation in a domain with variable boundary via Hilbert Uniqueness Method (HUM).

Moreover, we present the existence, uniqueness and regularity of solutions to the proposed

problem.

Keywords: Schrödinger Equation, Hilbert Uniqueness Method, Exact Controllability.
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Notações e Simbologias

As simbologias abaixo são utilizadas no decorrer do texto.

• Ω denota um subconjunto aberto e limitado do Rn;

• Γ denota a fronteira de Ω su�cientemente regular;

• ν denota o vetor normal exterior a Γ;

• Q = Ω× (0, T ) ⊂ Rn+1, onde T > 0 denota o cilindro do Rn+1;

• Σ = Γ× (0, T ) denota a fronteira lateral do cilindro Q;

• (·, ·) denota o produto interno em L2(Ω);

• | · | denota a norma em L2(Ω);

• ((·, ·)) denota o produto interno em H1
0 (Ω);

• || · || denota a norma em H1
0 (Ω);

• 〈·, ·〉 quando não especi�cado, denota diferentes pares de dualidades;

• ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, · · · , ∂u

∂xn

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u
∂x2

i
denota o operador Laplaciano da função u;

• q.s. - quase sempre;

• ↪→ denota a imersão contínua;

• c
↪→ denota a imersão compacta;

• C quando não especi�cada, é uma constante positiva e arbitrária;

• ′ = ∂

∂t
;

• → denota convergência forte;



• ⇀ denota convergência fraca;

• ∗
⇀ denota convergência fraca estrela;

• X∗ denota o dual topológico de X;

• X∗∗ denota o bidual topológico de X;

• L(X, Y ) denota o espaço dos operadores lineares e contínuos de X em Y .
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Introdução

Em meados de 1925, um físico austríaco chamado Erwin Schrödinger (1887-1961)

formulou uma equação diferencial parcial de segunda ordem, cuja solução é a função de

onda, que descreve como o estado quântico de um sistema físico muda com o tempo. Esta

função de onda é uma expressão matemática que modela o comportamento ondulatório

de uma partícula.

Tal estudo nos permite compararmos a relevância da segunda lei de Newton (F = ma)

na mecânica clássica com a equação de Schrödinger na mecânica quântica. A primeira,

relaciona através de uma equação diferencial, força e posição de uma partícula. A segunda

descreve o comportamento de uma onda associada a uma partícula qualquer.

A partir da equação de Schrödinger, podemos obter soluções ondulatórias que nos

fornecem informações fundamentais sobre o comportamento de uma partícula.

Um sistema de controle é uma equação de evolução (EDO OU EDP) que depende de

um parâmetro u, descrito pela expressão:

y′ = f(t, y, u), (1)

onde t ∈ [0, T ] representa a variável temporal, y : [0, T ] → X é a função estado e

u : [0, T ] → Y é um controle. Nesse modelo, X e Y são espaços de funções adequados,

T > 0 é um valor real �xado e y′ representa a derivada de y em relação ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais de�nições de controlabilidade pre-

sentes na literatura.

De�nição 0.1 (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e y0, y1 ∈ X dois estados do

sistema (1). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável se existe u : [0, T ] → Y
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tal que ∣∣∣∣∣∣ y′ = f(y, u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T ) = y1.

De�nição 0.2 (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um número real e y0, y1

dois possíveis estados do sistema (1). Dizemos que tal sistema é aproximadamente con-

trolável se, para todo ε > 0 dado, existir uε : [0, T ]→ Y tal que∣∣∣∣∣∣ y′ = f(y, uε) em [0, T ],

y(0) = y0, ‖y(T )− y1‖ ≤ ε.

De�nição 0.3 (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um número real dado e y0 ∈ X
um estado arbitrário do sistema (1). Dizemos que tal sistema é nulamente controlável se

existe u : [0, T ]→ Y tal que ∣∣∣∣∣∣ y′ = f(y, u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T ) = 0.

De�nição 0.4 (Controlabilidade exata às trajetórias) Sejam T > 0 um número

real dado, y0 ∈ X um estado e y uma trajetória (isto é, uma solução arbitrária do sistema

(1) sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável às trajetórias se

existe u : [0, T ]→ Y tal que ∣∣∣∣∣∣ y′ = f(y, u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T ) = y(T ).

É bem sabido que, em problemas lineares, as de�nições de controle nulo e exato às

trajetórias são equivalentes.

Nesse trabalho, baseado em [14, 15], utilizaremos o Método da Unicidade Hilbertiana

(HUM) idealizado por J. -L. Lions (1928-2001) para provarmos a controlabilidade exata

para uma equação linear de Schrödinger em um domínio não cilíndrico, ou seja, um

domínio cuja fronteira varia com o tempo, associado a um controle não nulo localizado

na fronteira lateral e condição inicial em um espaço de Sobolev apropriado. Faremos

uso do conceito de solução fraca do problema não homogêneo e da solução de�nida por

transposição ou solução ultra fraca para assegurarmos a boa de�nição de um operador
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apropriado nas condições do Teorema de Lax - Milgran, o que nos garantirá o controle

exato do problema.

Por meio de uma mudança de variável, será possível tranformarmos o problema de-

�nido em um domínio não cilíndrico em um problema equivalente, mas com domínio

cilíndrico, cujas seções não dependem do tempo t. A existência e a unicidade de soluções

do problema em estudo serão estabelecidas pelo método de Faedo-Galerkin e resultados

de compacidade.

Em comparação com a vasta literatura sobre problemas de controlabilidade em domí-

nios cilíndricos, existe uma pequena quantidade de trabalhos em domínios não cilíndricos.

Para alguns resultados nessa direção, podemos citar [1, 2, 14, 15, 19, 20] e mais recente-

mente [4, 6, 8, 21].

Em resumo, o trabalho está dividido da seguinte forma: no capítulo 1 apresentamos os

resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento do nosso trabalho. No capítulo 2

resultados de existência, unicidade e regularidade de soluções são estudados. Finalmente,

no capítulo 3 apresentamos resultados sobre controle exato para equação de Schrödinger

linear.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns resultados necessários para que o leitor possa ter

uma melhor compreensão dos conteúdos abordados no capítulo posterior.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

De�nição 1.1 (Convergência Fraca) Sejam E um espaço de Banach e (un)n∈N uma

sequência de E. Então un ⇀ u se, e somente se, 〈ϕ, un〉 → 〈ϕ, u〉, para todo ϕ ∈ E∗.

De�nição 1.2 (Convergência Fraca Estrela) Sejam E um espaço de Banach,

ϕ ∈ E∗ e (ϕn)n∈N uma sequência de E∗. Dizemos que ϕn
∗
⇀ ϕ se, e somente se,

〈ϕn, u〉 → 〈ϕ, u〉, para todo u ∈ E∗.

Proposição 1.1 Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗), então 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E∗;

(ii) Se xn → x, então xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗);

(iii) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗) e se fn → f em E∗ (isto é, ‖fn − f‖E∗ → 0),

então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([9]). �
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1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.2 Espaços Separáveis e Re�exivos

De�nição 1.3 Dizemos que um espaço métrico E é separável se existe um subconjunto

D ⊂ E enumerável e denso.

De�nição 1.4 Sejam E um espaço de Banach e J a injeção canônica de E em E∗∗.

Dizemos que E é re�exivo quando J(E) = E∗∗.

Quando o espaço E é re�exivo identi�camos implicitamente E e E∗∗ (com ajuda do

isomor�smo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaço de Banach. Então o

conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([9]). �

Teorema 1.2 Seja E um espaço de Banach separável. Então o conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1} é metrizável na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se BE∗ é metrizável na topologia fraca estrela, então E é separável.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([9]). �

Corolário 1.1 Sejam E um espaço Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E∗. Então existe uma subsequência (fnk
)k∈N de (fn)n∈N que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([9]). �

Teorema 1.3 Seja E um espaço de Banach re�exivo e suponhamos que a sequência

(fk)k∈N ⊂ E é limitada. Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e f ∈ E tal

que

fkj ⇀ f.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([9]). �
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1.2 Teoria das Distribuições Escalares

1.2 Teoria das Distribuições Escalares

De�nição 1.5 Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e ϕ : Ω ⊂ Rn → C uma função

contínua. Denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que

ϕ (x) 6= 0. Simbolicamente,

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0}
Ω
.

De�nição 1.6 Denota-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções contínuas e in�nita-

mente deriváveis em Ω com suporte compacto em Ω.

De�nição 1.7 Chamaremos multi-índice a toda n-upla α = (α1, α2, ..., αn) de números

naturais. Dado um multi-índice α, de�nimos a ordem |α| de α por |α| = α1 +α2 +...+αn,

De�nição 1.8 Dizemos que uma sequência (ϕn)n∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para

ϕ em C∞0 (Ω) quando forem satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp (ϕn) ⊂ K, ∀ n ∈ N

ii) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência de�nida acima será re-

presentada por D (Ω) e denominado de espaço das funções testes .

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ C contí-

nua com respeito a topologia de D (Ω). Isto signi�ca que T satisfaz as seguintes condições:

i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀ϕ, ψ ∈ D (Ω), ∀α, β ∈ C.

ii) T é continua, isto é, se uma sequência (ϕn)n∈N converge em D (Ω) para ϕ ∈ D (Ω),

então,

T (ϕn) −→ T (ϕ) em C.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T, ϕ〉. Equipa-se
o espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergencia:
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, dizemos que a

sequência (Tn)n∈N converge para T , quando a sucessão (〈Tn, ϕ〉)n∈N converge para 〈T, ϕ〉
em C para toda ϕ ∈ D (Ω).

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial complexo, deno-

tado por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito

de tratarmos de espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional

para objetos de D′ (Ω).

Dada uma distribuição T em D′ (Ω) e dado um multi-índice α ∈ Nn de�nimos a

derivada distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e contínua DαT :

D (Ω)→ C dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , para todo ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da de�nição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicação

Dα : D′ (Ω)→ D′ (Ω) . (1.1)

é linear e continua no sentido da convergência de�nida em D′ (Ω). Isto signi�ca que se

lim
n→∞

Tn = T em D′ (Ω) então lim
n→∞

DαTn = DαT em D′ (Ω) . (1.2)

1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Nesta seção, serão dadas algumas de�nições e propriedades elementares dos espaços

Lp(Ω).

De�nição 1.9 Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e 1 ≤ p <∞. De�nimos

Lp(Ω) = {f : Ω→ C; f mensurável e |f |p ∈ L1(Ω)}.

O espaço Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖Lp(Ω) =
[ ∫

Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

10



1.3 Os Espaços Lp(Ω)

No caso particular p = 2, temos que L2(Ω) é um espaço de Hilbert munido do seguinte

produto escalar:

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

De�nição 1.10 Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto. De�nimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ C; f mensurável e ∃ Cconstante tal que |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖L∞(Ω) = inf{C : |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1. Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, ∀a, b ≥ 0.

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Proposição 1.2 (Desigualdade de Young com ε) Sejam 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1

e ε > 0. Então,

ab ≤ εap + C(ε)bq, ∀a, b ≥ 0,

onde C(ε) = (εp)
−q
p q−1. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ∀a, b ≥ 0.

Demonstração: Ver Evans ([5]). �

Teorema 1.5 (Desigualdade de Hölder) Sejam as funções f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �
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1.4 Espaços de Sobolev

Teorema 1.6 (Teorema do Traço) A aplicação linear

u 7→ (γ0u, γ1u, ..., γm−1u) =
(
u|Γ,

∂u

∂ν

∣∣∣
Γ
, ...,

∂m−1

∂νm−1

∣∣∣
Γ

)
de D(Ω) em

m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear,

contínua e sobrejetiva de Wm,p(Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ).

Demonstração: Ver Evans ([5]). �

Lema 1.3.1 Se φ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), então

∂φ

∂xi
= νi

∂φ

∂ν
sobre Γ

e

|∇φ|2 =
(∂φ
∂ν

)2

.

Demonstração: Ver Medeiros ([13]). �

De�nição 1.11 Dizemos que uma função f : Ω → C é localmente integrável em Ω,

quando f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções

localmente integravéis é denotado por L1
loc

(Ω). Em símbolos temos que

f ∈ L1
loc

(Ω)⇔
∫
K

|f |dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

Lema 1.3.2 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver Medeiros e Milla Miranda ([16]). �

1.4 Espaços de Sobolev

Como vimos na seção anterior, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são também funções em

Lp(Ω).
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1.4 Espaços de Sobolev

1.4.1 Os Espaços Wm,p(Ω)

Dado um multi-índice α, representamos por Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

De�nição 1.12 Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. O espaço de Sobolev

que denotamos por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das (classes de) funções em Lp(Ω) cujas

derivadas distribucionais de ordem α pertencem a Lp(Ω), para todo multi-índice α com

|α| ≤ m. Simbolicamente escrevemos:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α tal que |α| ≤ m}.

O espaço Wm,p(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

.

Também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
Ω

ess|Dαu(x)|.

No caso p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas,

respectivamente, por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) e ‖u‖Hm(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
)1/2

.

Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarão a alcançar

objetivo proposto.

Teorema 1.7 Sejam Ω um subconjunto aberto do Rn de classe C1 com fronteira limitada

Γ e 1 ≤ p ≤ ∞. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q ∈
[
1, np

n−mp

]
,

Se n = pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞),

Se n = 1 e m ≥ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω),

13



1.4 Espaços de Sobolev

sendo todas estas injeções contínuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p|x− y|α q.s. x, y ∈ Ω,

onde α = 1− (N/p) e C dependa apenas do Ω, p e n. Em particular W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.8 (Rellich�Kondrachov) Seja Ω um subconjunto limitado do Rn de classe

C1 com fronteira Γ regular. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1, 2n

n−2m

)
,

Se n = pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞),

Se pm > n, então Wm,p(Ω)
c
↪→ C(Ω), onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/p) ≤ k + 1.

Em particular, W 1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω) com injeção compacta para todo p (e para todo n).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.9 (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então
∫

Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidΓ (i = 1, 2, ..., n).

Demonstração: Ver Evans ([5]). �

Teorema 1.10 (Fórmula de Green) Sejam Ω um aberto limitado do Rn com fronteira

Γ de classe C1 e u, v ∈ C2(Ω). Então,∫
Ω

∇u ∇v dx = −
∫

Ω

u ∆v dx+

∫
Γ

∂v

∂ν
u dΓ.

Demonstração: Ver Evans ([5]). �

Teorema 1.11 (Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e ϕ ∈ (Lp)∗. Então

existe um único u ∈ Lq onde 1

p
+

1

q
= 1 tal que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf, ∀f ∈ Lp.

Além disso, vale

||u||Lq = ||ϕ||(Lp)∗ .

14



1.4 Espaços de Sobolev

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

De�nição 1.13 Dizemos que uma forma bilinear a : H × H → R é coerciva se existe

β > 0 tal que

a(u, u) ≥ β||u||2, ∀u ∈ H.

Teorema 1.12 (Lax - Milgram) Seja H um espaço de Hilbert e B(u, v) uma forma

bilinear, contínua e coerciva. Então para toda ϕ ∈ H∗ existe um único u ∈ H tal que

B(u, v) = (u, v) ∀v ∈ H,

onde (., .) denota o produto interno em H.

Demonstração: Ver Brezis([3]). �

1.4.2 Os Espaços Wm,p
0 (Ω) e W−m,q(Ω)

Observemos que, embora o espaço vetorial das funções testes u, v ∈ D (Ω) seja denso

em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞, em geral, ele não é denso emWm,p(Ω). Isto acontece porque a

norma de Wm,p(Ω) é �bem maior� que a norma de Lp(Ω) e é por isso que Wm,p(Ω) possui

menos sequências convergentes. Isto motiva a de�nição dos espaçosWm,p
0 (Ω) como segue:

De�nição 1.14 Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. De�nimos

Wm,p
0 (Ω) = D (Ω)

Wm,p(Ω)
.

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).

Teorema 1.13 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Ω seja um subconjunto

aberto e limitado de Rn e 1 ≤ p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω

e p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �
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1.4 Espaços de Sobolev

Observação 1.1 Em particular, a expressão ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma no espaçoW 1,p
0 (Ω),

equivalente a norma ‖u‖W 1,p(Ω). Em H1
0 (Ω) denotamos o produto interno

((u, v)) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

que induz a norma ‖∇u‖L2(Ω), equivalente à norma ‖u‖H1(Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.14 (Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponhamos Ω um subconjunto de Rn

limitado de classe C2 com fronteira Γ limitada. Seja 1 < p < ∞. Então para toda

f ∈ Lp(Ω), existe uma única solução u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) da equação

−∆u+ u = f em Ω.

Além disso,se Ω é de classe Cm+2 e se f ∈ Wm,p(Ω) (para m ≥ 1), então

u ∈ Wm+2,p(Ω) e ‖u‖Wm+2,p(Ω) ≤ C‖f‖Wm,p(Ω)

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e, em particular, os espaços Hm

0 (Ω), desempenham um papel

fundamental na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP's.

Se 1 ≤ p <∞ e o número q é o expoente conjugado de p, isto é
1

p
+

1

q
= 1, então repre-

sentamos por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual topológico

de Hm
0 (Ω). Em outras palavras, se f pertence a H−m(Ω) então f é um funcional linear

limitado sobre Hm
0 (Ω).

Observação 1.2 Em particular, as imersões do Teorema 1.7 são válidas para o espaço

W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário aberto Ω de Rn. Analogamente, as imersões do

Teorema 1.8 são válidas para W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário Ω aberto e limitado

de Rn.

De�nição 1.15 Se f ∈ H−1(Ω) a norma é de�nida como sendo

‖f‖H−1(Ω) = sup{〈f, u〉; para todo u ∈ H1
0 (Ω) com ‖u‖H1

0 (Ω) ≤ 1}.
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Nesta seção, estenderemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade para fun-

ções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ‖.‖.

De�nição 1.16 Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço vetorial das (clas-

ses de) funções u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais que

se 1 ≤ p < ∞ a função t 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à Lesbegue em (0, T ) e se p = ∞ a

função t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ).

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma dada por

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p

, se 1 ≤ p <∞.

Se p =∞ a norma acima é substituída por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

‖u (t)‖X = inf{C > 0 : ||u(t)||X ≤ C q.s em Ω}.

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

〈v, u〉L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X dt.

QuandoX é re�exivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço re�exivo

e separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X ′), onde p

e p′ são índices conjugados, isto é, 1
p

+ 1
p′

= 1. Mais precisamente, temos[
Lp(0, T ;X)

]′ ≈ Lp
′
(0, T,X ′).

A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral por

〈v, u〉Lp′ (0,T ;X′)×Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X′×X dt.

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identi�ca ao espaço

L∞ (0, T ;X ′), ou seja, [
L1(0, T ;X)

]′ ≈ L∞(0, T,X ′).
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De�nição 1.17 Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

contínuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u (t)‖X <∞.

Proposição 1.3 Sejam V , H, V ∗ três espaços de Hilbert, sendo V ∗ o dual de V. Se uma

função u pertence ao espaço L2(0, T ;V ) e sua derivada u′ pertence ao espaço L2(0, T ;V ∗),

então u é quase sempre igual a uma função contínua de [0, T ] em H, e temos a seguinte

igualdade no sentido da distribuição escalar em (0, T )

d

dt
|u(t)|2 = 2〈u′(t), u(t)〉.

A igualdade acima faz sentido desde que as funções

t→ |u(t)|2 e t→ 〈u′(t), u(t)〉

são ambas integráveis em [0, T ].

Demonstração: Ver Temam ([22]).

1.6 Distribuições Vetoriais

Seja um número real T > 0 e X um espaço de Banach real com a norma ‖.‖

De�nição 1.18 Uma distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X, é uma função

f : D (0, T )→ X linear e contínua. O conjunto dessas transformações lineares é chamado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T ) com valores em X e é denotado por

D′(0, T ;X) = L(D (0, T ) ;X).

De�nição 1.19 Seja f ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é de�nida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por〈
dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D (0, T ) .
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Observação 1.3 Se a função f pertence ao espaço Lp(0, T ;X) com 1 ≤ p ≤ ∞, então

de�ne uma distribuição que denotamos pela mesma função f e é dada por

f(ϕ) =

∫ T

0

f(t)ϕ(t)dt, para todo ϕ ∈ D (0, T ) ,

com valores integráveis em X.

Demonstração: Ver Lions ([11]). �

1.7 Resultados Importantes

Nesta seção, apresentamos alguns resultados importantes que serão utilizados na ob-

tenção dos objetivos desejados.

1.7.1 Funções Próprias e Decomposição Espectral

Teorema 1.15 (Funções Próprias e Decomposição Espectral) Seja Ω aberto limi-

tado do Rn, com fronteira Γ. Então existe uma sequência de números reais (λm)m∈N tal

que 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , com λm → ∞ quando m → ∞. Além disso, existe uma base

Hilbertiana (wj)j∈N de L2(Ω), com wj ∈ H1
0 (Ω) satisfazendo∣∣∣∣∣∣∣

−∆wj = λjwj,

wj = 0 em Γ,

para j = 1, 2, . . . .

Dizemos que os números (λm) são os autovalores de −∆ (com a condição de Dirichlet)

e que as funções (wj)j∈N são as funções próprias associadas.

Demonstração: Ver Evans ([5]). �

1.7.2 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (x, t)

onde x ∈ Rn e t ∈ R e f : D → Rn. Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory

sobre D quando:
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• f (x, t) é mensurável em t para cada x �xo;

• f (x, t) é contínua em x para cada t �xo;

• Para cada compacto K em D existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| ≤ mK (t) para todo (x, t) ∈ K.

De�nição 1.20 Uma solução no sentido estendido do problema de Cauchy x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

é uma função φ(t) absolutamente contínua tal que para algum β real vale

i) (φ(t), t) ∈ D para todo t ∈ [t0 − β, t0 + β];

ii) φ′(t) = f(t, φ(t)) para todo t ∈ [t0− β, t0 + β], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Consideremos o retângulo

R =
{

(x, t) ∈ Rn+1; |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b
}
,

com a, b > 0. Então, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.16 (Carathéodory) Seja f : R → Rn satisfazendo as condições de Ca-

rathéodory sobre R. Então sobre algum intervalo |t− t0| ≤ β (β > 0) existe uma solução

no sentido estendido do problema de valor inicial x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([18]). �

Corolário 1.2 Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições

de Carathéodory sobre D. Então o problema x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.
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Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([18]). �

Teorema 1.17 Sejam D um subconjunto aberto limitado e conexo em Rn+1, f uma

função que satisfaz as duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e suponhamos

que exista uma função integrável m(t) tal que |f(t, x)| ≤ m(t) para todo (t, x) ∈ D. Seja

ϕ uma solução de

x′ = f(t, x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a, b). Então

i) existe ϕ(a+ 0), ϕ(b− 0);

ii) se (b, ϕ(b−0)) ∈ D então ϕ pode ser prolongada até (a, b+δ] para algun δ. Resultado

análogo para a;

iii) ϕ(t) pode ser prolongada até um intervalo (γ, ω) tal que (γ, ϕ(γ+ 0)), (ω, ϕ(ω− 0))

pertencem a ∂D (∂D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades então ϕ(t) pode ser

prolongada até um intervalo [γ, ω] tal que (γ, ϕ(γ + 0)), (ω, ϕ(ω − 0)) ∈ ∂D.

Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([18]). �

Corolário 1.3 (Prolongamento de Solução) Sejam D = B×[0, T ] , com 0 < T <∞,

B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b}, b > 0 e a função f nas condições do Teorema 1.17. Seja φ (t)

uma solução de  x′ = f(x, t)

x(0) = x0 e |x0| ≤ b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde φ (t) está de�nida tem-se |φ (t)| ≤ M ,

para todo t ∈ I, M independente de t e M < b. Então φ tem um prolongamento até

[0, T ].

Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([18]). �
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1.7.3 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1 (Gronwall) Sejam m ∈ L1(0, T ;R), m ≥ 0 q.s em (0, T ), a ≥ 0 constante

real e g ∈ L∞(0, T ), g ≥ 0 em (0, T ) tal que

1

2
g(t)2 ≤ 2a2 + 2

∫ t

0

m(s)g(s)ds ∀t ∈ (0, T ).

Então,

g(t) ≤ 2

(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
em (0, T ).

Demonstração: Ver Medeiros ([13]). �

1.7.4 Uma Aplicação do Teorema de Hahn - Banach

Teorema 1.18 Seja E um espaço vetorial normado. Para todo x ∈ E, vale

‖x‖E = sup
f∈E∗
‖f‖≤1

|〈f, x〉| = max
f∈E∗
‖f‖≤1

|〈f, x〉|.

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

1.7.5 O Teorema da Unicidade de Holmgren

De�nição 1.21 Um operador diferencial de ordem m num aberto Ω ⊆ Rn é uma apli-

cação linear

u 7−→ Pu =
∑
|α|≤m

aα(x)Dαu,

onde α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, aα são funções reais de�nidas em Ω. A parte principal (ou

forma característica) de P é de�nida como sendo o polinômio

Pm(ξ) = Pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, ξα = ξα1
1 ξα2

2 ...ξαn
n .

Um vetor não nulo ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn de�ne uma direção em Rn. Toda raiz

não nula da parte principal é chamada direção característica. Se os coe�cientes da parte

principal do operador P são constantes, então as direções características não dependem

do ponto x ∈ Rn.

22



1.7 Resultados Importantes

De�nição 1.22 Uma superfície ϕ(x) = ϕ(x0), onde ϕ ∈ C1(Ω) e ∇ϕ(x0) 6= 0, é cha-

mada superfície característica em x0 com respeito ao operador P se

Pm(∇ϕ(x0)) =
∑
|α|=m

aα(x0)(∇ϕ(x0))α = 0.

A superfície é chamada característica em relação ao operador P se é característica em

todos os seus pontos.

Teorema 1.19 (Teorema da Unicidade de Holmgren) Sejam Ω1 ⊂ Ω2 conjuntos

abertos e convexos do IRn e P (D) um operador diferencial com coe�cientes constantes

tal que todo plano característico Π com respeito a P (D) que satisfaz Π∩Ω2 6= ∅ também

satisfaz Π ∩ Ω1 6= ∅. Então, para a solução u ∈ D′(Ω2) da equação P (D)u = 0 tal que

u = 0 em Ω1 também satisfaz u = 0 em Ω2.

Demonstração: Ver Hörmander ([7]). �
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Capítulo 2

Existência, Unicidade e Regularidade

de Soluções

Neste capítulo estudaremos a existência, unicidade e regularidade de soluções para

um problema misto associado a equação de Schrödinger linear.

2.1 Formulação do Problema

Consideremos Ω um aberto limitado de Rn, com fronteira regular Γ e k : [0,∞) 7→
(0,∞) uma função diferenciável. Para T > 0, seja {Ωt}t∈[0,T ] uma família de subconjuntos

abertos e limitados do Rn, com fronteira regular representada por Γt, de�nido como segue:

Ωt = {x ∈ Rn; x = k(t)y, y ∈ Ω}, 0 ≤ t ≤ T <∞. (2.1)

Denotemos por Q̂ o domínio não cilíndrico do Rn+1 como sendo

Q̂ =
⋃

0<t<T

{Ωt × {t}},

com fronteira lateral regular dada por

Σ̂ =
⋃

0<t<T

{Γt × {t}}.

Seja y0 ∈ Rn e representamos por m(y) a função vetorial m(y) = y − y0 e por ν(y) o

vetor normal unitário exterior ao ponto y ∈ Γ. Com isso, introduzimos os conjuntos:

Γ(y0) = {y ∈ Γ;m(y) · ν(y) ≥ 0} e Σ(y0) = Γ(y0)×]0, T [.
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Com isso, de�nimos os conjuntos correspondentes:

Γt(y
0) = {x ∈ Γt; x = k(t)y, y ∈ Γ(y0)} e Σ̂(y0) =

⋃
0<t<T

{Γt(y0)× {t}}.

Seja

M = sup{|y|; y ∈ Ω},

onde |y| é o comprimento do vetor y ∈ Rn. Suponhamos que

(H1) k ∈ W 2,∞
loc (0,∞); k(t) ≥ k0 > 0 em [0,∞);

(H2) |y||k′(t)| ≤ 1

Mk(t)
para 0 < t < T .

O objetivo principal desse trabalho é obtermos a controlabilidade exata para o seguinte

problema misto: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′ − i∆u = 0 em Q̂,

u(x, t) =


g sobre Σ̂(y0),

0 sobre Σ̂\Σ̂(y0),

u(x, 0) = u0(x) em Ω0,

(2.2)

onde i =
√
−1 representa a unidade imaginária.

Observação 2.1 Tendo em conta que o sistema (2.2) pode ser controlado na fronteira, é

razoável tentarmos resolver o problema quando o controle atua somente sobre uma parte

desta. Dessa forma, consideraremos o caso em que o controle atua unicamente sobre o

subconjunto Σ̂(y0) de Σ̂. Portanto trata-se de um problema de controlabilidade exata na

fronteira com controle localizado.

Sendo assim, podemos formular a controlabilidade exata para o problema (2.2) como

segue:

Problema: Dado T > 0 su�cientemente grande, encontrar um espaço de Hilbert H,

tal que para cada dado inicial u0(x) ∈ H, existe um controle g ∈ L2(Σ̂(y0)), tal que a

solução u = u(x, t) de (2.2) satisfaz a condição �nal

u(x, T, g) = 0 em ΩT . (2.3)
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2.1 Formulação do Problema

A metodologia (cf. Lions [10]) consiste em transformar o sistema (2.2) em um problema

equivalente no cilindro Q pelo difeomor�smo

τ : Q̂→ Q, (2.4)

de�nido por τ(x, t) = (y, t), com y =
x

k(t)
.

A inversa

τ−1 : Q→ Q̂, (2.5)

é de�nida por τ−1(y, t) = (x, t), com x = k(t)y.

Usando o difeomor�smo (2.4), observando que x = k(t)y e denotando por

u(x, t) = (u ◦ τ−1)(y, t) = w(y, t),

temos as seguintes identidades∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∇u(x, t) =
1

k(t)
∇w(y, t),

∆u(x, t) =
1

k2(t)
∆w(y, t),

u′(x, t) = w′(y, t)− k′(t)

k(t)
yj
∂w

∂yj
(y, t).

(2.6)

Com efeito, inicialmente notemos que como

y =
x

k(t)
,

então para 1 ≤ j ≤ n, resulta que

∂yj
∂xj

=
1

k(t)
, (2.7)

e
∂yj
∂t

= −k
′(t)

k(t)
yj. (2.8)

Portanto, de (2.7), temos

∂u

∂xj
(x, t) =

∂w

∂xj
(y, t) =

∂w

∂yj

∂yj
∂xj

+
∂w

∂t

∂t

∂xj
=
∂w

∂yj

∂yj
∂xj

=
1

k(t)

∂w

∂yj
,

isto é,

∇u(x, t) =
1

k(t)
∇w(y, t),
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2.1 Formulação do Problema

e assim segue (2.6)1.

Por outro lado, temos

∂2u

∂x2
j

(x, t) =
∂

∂xj

∂u

∂xj
(x, t) =

∂

∂xj

(
1

k(t)

∂w

∂yj

)
=

1

k(t)

∂

∂xj

(
∂w

∂yj

)
=

1

k(t)

∂yj
∂xj

∂

∂yj

(
∂w

∂yj

)
=

1

k(t)

1

k(t)

∂2w

∂y2
j

=
1

k2(t)

∂2w

∂y2
j

,

ou seja,

∆u(x, t) =
1

k2(t)
∆w(y, t),

e assim segue (2.6)2.

Finalmente, de (2.8), resulta que

u′(x, t) = w′(y, t) =
∂w

∂t
(y, t) =

∂w

∂yj

∂yj
∂t

+
∂w

∂t

∂t

∂t
= w′(y, t)− k′(t)

k(t)
yj
∂w

∂yj
(y, t),

isto é,

u′(x, t) = w′(y, t)− k′(t)

k(t)
yj
∂w

∂yj
(y, t),

donde segue (2.6)3.

Usando (2.6), o problema (2.2) é transformado no seguinte problema equivalente

de�nido no cilindro Q:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′(y, t)− i

k2(t)
∆w(y, t)− k′(t)

k(t)
yj
∂w

∂yj
(y, t) = 0 em Q,

w(y, t) =


v sobre Σ(y0),

0 sobre Σ\Σ(y0),

w(y, 0) = w0(y) em Ω,

(2.9)

onde Σ(y0) é a parte de Σ que será de�nida posteriormente.

Com estas considerações, podemos enunciar o principal resultado do nosso trabalho

Teorema 2.1 Sejam Ω um subconjunto aberto limitado do Rn, Ωt de�nido como em

(2.1) e, suponhamos que as hipóteses (H1) e (H2) sejam válidas. Se T > 0, então para

cada u0 ∈ H−1(Ωt), existe um controle g ∈ L2(Σ̂(y0)) tal que a solução u = u(x, t) do

problema (2.2), satisfaz a condição

u(x, T, g) = 0 ∀x ∈ Ωt. (2.10)
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2.2 Solução Fraca

2.2 Solução Fraca

Nesta seção provaremos a existência, unicidade e regularidade da solução para o

problema de valor de fronteira∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w − nk′

k
w = f em Q,

w = 0 sobre Σ,

w(0) = w0 em Ω,

(2.11)

onde

w0 ∈ H1
0 (Ω) e f ∈ L1(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.12)

Mas precisamente, o seguinte resultado é válido:

Teorema 2.2 (Solução Fraca) Dados w0 e f satisfazendo (2.12), existe uma única

função w : Q→ C, chamada solução fraca de (2.11), satisfazendo:

1. w ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

2. w′ ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)),

3. −
∫ T

0

(w,ψ′) dt+ i

∫ T

0

1

k2
((w,ψ)) dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇w,ψ) dt−

∫ T

0

nk′

k
(w,ψ) dt

=

∫ T

0

(f, ψ) dt,

para toda ψ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), tal que ψ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) com ψ(0) =

ψ(T ) = 0,

4. w(0) = w0 em Ω.

Demonstração: A prova é baseada no método de Faedo-Galerkin que consiste nas

seguintes etapas:

1. Construção de soluções aproximadas em um espaço de dimensão �nita;

2. Obtenção de estimativas a priori para as soluções aproximadas;

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas;

4. Veri�cação do dado inicial;

5. Unicidade da solução.
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2.2 Solução Fraca

• Existência

Soluções Aproximadas

Seja (θj)j∈N uma base hilbertiana de L2(Ω) constituída de soluções aproximadas do

problema espectral ∣∣∣∣∣∣∣
−∆θj = λjθj em Ω,

θj = 0 sobre Γ,

(2.13)

e que forma um sistema ortogonal completo em H1
0 (Ω). Tal base existe pelo Teorema

(1.15).

Multiplicando 2.131 por v = v(y, t) ∈ H1
0 (Ω), integrando em Ω e usando o Teorema

1.10, temos

∆θjv = λjθjv.

Daí,

−
∫

Ω

v∆θjdy = λj

∫
Ω

θjvdy,

isto é, ∫
Ω

∇θj∇vdy −
∫

Γ

∂θj
∂ν

vdΓ = λj

∫
Ω

θjvdy,

ou seja, ∫
Ω

∇θj∇vdy = λj

∫
Ω

θjvdy,

donde

((θj, v)) = λj(θj, v),

com θj = θj(y).

Como θj ∈ L2(Ω), aplicando sucessivamente o Teorema 1.14, obtemos que θj ∈
H1

0 (Ω) ∩Hm(Ω), para todo m ∈ N.

Seja Vm = [θ1, · · · , θm] o subespaço de H1
0 (Ω) gerado pelos m primeiros vetores θj

dessa base.

O sistema aproximado para a solução do Teorema 2.2 é∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wm(t) ∈ Vm,

(w′m(t), θj(y)) +
i

k2
((wm(t), θj(y)))− k′

k
(y · ∇wm, θj(y))− nk′

k
(wm(t), θj(y))

= (f(t), θj(y)) para j = 1, 2, · · · ,m,
wm(0) = w0

m −→ w0 em H1
0 (Ω).

(2.14)
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2.2 Solução Fraca

Como wm(t) ∈ Vm, temos que wm(t) =
m∑
j=1

gjm(t)θj(y).

Segue que (2.14) é um sistema de equações diferenciais ordinárias na incógnita gjm(t).

Este sistema tem uma solução local em [0, tm[, com tm < T , pelo Corolário 1.2. A

extensão para o intervalo [0, T ] é consequência das estimativas a priori que faremos a

seguir.

Primeira Estimativa

Multiplicando (2.14) por gjm(t), o conjugado do número complexo gjm(t), e somando

de j = 1 até j = m, obtemos

(w′m(t), wm(t)) +
i

k2
((wm(t), wm(t)))−

(
k′

k
y · ∇wm(t), wm(t)

)
−

−
(
nk′

k
wm(t), wm(t)

)
= (f(t), wm(t)).

(2.15)

Tomando o dobro da parte real em ambos os membros da equação (2.15), temos

2Re(w′m(t), wm(t))− 2Re

(
k′

k
y · ∇wm(t), wm(t)

)
− 2nk′

k
|wm(t)|2 = 2Re(f(t), wm(t)).

(2.16)

Como y · ∇wm = yj
∂wm
∂yj

, pelo Teorema 1.9, nos leva a∫
Ω

∂

∂yj
[yjwmwm] dy =

∫
Γ

yj · νjwmwm dΓ = 0,

pois wm(t) =
m∑
j=1

gjm(t)θj(y) e θj = 0 sobre Γ.

Daí, temos ∫
Ω

nwmwm dy +

∫
Ω

yj
∂wm
∂yj

wm dy +

∫
Ω

yjwm
∂wm
∂yj

= 0,

o que nos dá

n(wm, wm) + (y · ∇wm, wm) + (y · ∇wm, wm) = 0,

ou seja,

n|wm|2 + (y · ∇wm, wm) + (y · ∇wm, wm) = 0,

isto é,

n|wm|2 + 2Re(y · ∇wm, wm) = 0,

donde

−2Re

(
k′

k
y · ∇wm, wm

)
=
nk′

k
|wm|2. (2.17)
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2.2 Solução Fraca

Substituindo a equação (2.17) em (2.16), segue que

2Re(w′m(t), wm(t))− nk′

k
|wm(t)|2 = 2Re(f(t), wm(t)). (2.18)

Notando que
d

dt
|wm(t)|2 = 2Re(w′(t), wm(t)), temos que

d

dt
|wm(t)|2 − nk′

k
|wm(t)|2 = 2Re(f(t), wm(t)) ≤ 2|f(t)| |wm(t)|. (2.19)

Integrando (2.19) de 0 a t, obtemos

1

2
|wm(t)|2 ≤ 1

2
|wm(0)|2 +

∫ t

0

[
1

2

nk′(s)

k(s)
|wm(s)|+ |f(s)|

]
|wm(s)| ds. (2.20)

Pelo Lema 1.7.1, resulta de (2.20), que

|wm(t)| ≤ |wm(0)|+
∫ T

0

|f(s)| ds+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

|wm(s)| ds,

obtendo assim uma desigualdade do tipo

ϕ(t) ≤ A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds, (2.21)

com ϕ(s) = |wm(s)| e A = |wm(0)|+
∫ T

0

|f(s)| ds.
Dividindo ambos os lados da desigualdade (2.21) pelo segundo membro, nos leva a

ϕ(t)

A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ds

≤ 1.
(2.22)

Multiplicando (2.22) por
n|k′(s)|
k(s)

, temos

n|k′(s)|
k(s)| ϕ(s)

A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ds

≤ n|k′(s)|
k(s)

,

ou seja,
d
dt

(
A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds

)
A+

∫ t

0

n|k′(s)
k(s)

ϕ(s) ds

≤ n|k′(s)|
k(s)

. (2.23)
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2.2 Solução Fraca

Integrando a expressão (2.23) de 0 a t, resulta que

∫ t

0

d
dt

(
A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds

)
A+

∫ t

0

n|k′(s)
k(s)

ϕ(s) ds

ds ≤
∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ds,

donde,

ln

(
A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds

) ∣∣∣∣t
0

≤
∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ds+ C,

o que nos leva a

ln

(
A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds

)
− ln(A) ≤

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ds+ C,

resultando que

ln

(
A+

∫ t
0
n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds

A

)
≤
∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ds+ C,

ou seja,
A+

∫ t
0
n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds

A
≤ e

∫ t
0

n|k′(s)|
k(s)

ds,

o que nos conduz a

A+

∫ t

0

n|k′(s)|
k(s)

ϕ(s) ds ≤ Ae
∫ t
0

n|k′(s)|
k(s)

ds. (2.24)

Usando (2.21), então de (2.24), obtemos:

φ(t) ≤ Ae
∫ t
0

n|k′(s)|
k(s)

ds.

Mais precisamente,

|wm(t)| ≤ C

[
|wm(0)|+

∫ T

0

|f(s)|ds
]
, (2.25)

onde C = e
∫ t
0

n|k′(s)|
k(s)

ds independe de t, pela hipótese (H1).

Segunda Estimativa

Multiplicando ambos os lados da equação aproximada (2.14) por λjgjm(t), resulta

que:

(w′m(t), λjgjm(t)θj(y)) +
i

k2
((wm(t), λjgjm(t)θj(y)))− k′

k
(y · ∇wm, λjgjm(t)θj(y))−

−nk
′

k
(wm(t), λjgjm(t)θj(y)) = (f(t), λjgjm(t)θj(y)).

(2.26)
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2.2 Solução Fraca

Observando que

−∆wm(t) = −∆

(
m∑
j=1

gjm(t)θj(y)

)
=

m∑
j=1

−∆(gjm(t)θj(y)) =
m∑
j=1

gjm(t)λjθj(y),

e somando de j = 1 até j = m na equação (2.26), obtemos

(w′m(t),−∆wm(t)) +
i

k2
((wm(t),−∆wm(t)))− k′

k
(y · ∇wm(t),−∆wm(t))−

−nk
′

k
(wm(t),−∆wm(t)) = (f(t),−∆wm(t)).

(2.27)

Notando que

((wm,−∆wm)) =

∫
Ω

∇wm∇(−∆wm) dy = −
∫

Ω

∇wm(−∇wm) dy +

∫
Γ

∂wm
∂ν

(−∆wm) dΓ =

= −
∫

Ω

∆wm(−∆wm) dy = −(∆wm,−∆wm),

e

(wm,−∆wm) =

∫
Ω

wm(−∆wm) dy =

∫
Ω

∇wm∇wm dy = ((wm, wm)) = ‖wm‖2,

então de (2.27), segue que

(w′m(t),−∆wm(t))− i

k2
(∆wm(t),−∆wm(t))− k′

k
(y · ∇wm(t),−∆wm(t))−

−nk
′

k
‖wm(t)‖2 = (f(t),−∆wm(t)).

(2.28)

Tomando o dobro da parte real em (2.28) e observando que

((w′m, wm)) = (∇w′m,∇wm) = (w′m,−∆wm),

obtemos:

2Re((w′m(t), wm(t)))− 2Re

(
k′

k
(y · ∇wm(t),−∆wm(t))

)
− 2nk′

k
‖wm(t)‖2 =

2Re((f(t), wm(t))).

(2.29)

• Análise do termo −2Re

(
k′

k
y · ∇wm(t),−∆wm(t)

)
.
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2.2 Solução Fraca

Pelo Teorema 1.10, temos que(
yj
∂wm
∂yj

,−∆wm

)
=

∫
Ω

yj
∂wm
∂yj

(−∆wm) dy =

∫
Ω

∂

∂yl

[
yj
∂wm
∂yj

]
∂wm
∂yj

dy−

−
∫

Γ

∂wm
∂ν

yj
∂wm
∂yj

dΓ =

∫
Ω

∂wm
∂yj

∂wm
∂yj

dy +

∫
Ω

yj
∂

∂yl

[
∂wm
∂yj

]
∂wm
∂yj

dy−

−
∫

Γ

∂wm
∂ν

yj
∂wm
∂yj

dΓ = ‖wm(t)‖2 +

(
yj

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
,
∂wm
∂yl

)
−

−
∫

Γ

∂wm
∂ν

yj
∂wm
∂yj

dΓ = ‖wm(t)‖2 +

(
yj

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
,
∂wm
∂yl

)
−

−
∫

Γ

yj · νj
∂wm
∂ν

∂wm
∂ν

dΓ = ‖wm(t)‖2 +

(
yj

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
,
∂wm
∂yl

)
−

−
∫

Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ.

(2.30)

Tomando o dobro da parte real em ambos os membros de (2.30) e após isso multiplicando

por −1, nos conduz a:

−2Re(y · ∇wm,−∆wm) = −2‖wm‖2 −
∫

Ω

yj2Re

{
∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
∂wm
∂yl

}
dy+

+2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ.

(2.31)

Notemos que:

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

]
=

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
wm
∂yl

+
∂wm
∂yl

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
=

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
wm
∂yl

+
∂wm
∂yl

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
=

= 2Re

{
∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]
· ∂wm
∂yl

}
.

Pelo Teorema 1.9, segue que∫
Ω

∂

∂yj

[
yj
∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

]
dy =

∫
Γ

yj · νj
∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

dΓ =

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ, (2.32)

visto que
∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

= νlνl
∂wm
∂ν

∂wm
∂ν

=

∣∣∣∣∂wm∂ν
∣∣∣∣2 .

Assim, de (2.32), vale∫
Ω

yj
∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

]
dy = −n

∫
Ω

∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

dy +

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ =

= −n‖wm‖2 +

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ

(2.33)
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2.2 Solução Fraca

Substituindo (2.33) em (2.31), obtemos:

−2Re(y · ∇wm,−∆wm) = −2‖wm‖2 −
∫

Ω

yj
∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

∂wm
∂yl

]
dy+

+2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ = −2‖wm‖2 + n‖wm‖2 −
∫

Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ+

+2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ = (n− 2)‖wm‖2 +

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ.

(2.34)

Multiplicando (2.34) por
k′

k
, resulta que

−2Re

(
k′

k
y · ∇wm,−∆wm

)
=

(n− 2)k′

k
‖wm‖2 +

k′

k

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ. (2.35)

Substituindo (2.35) em (2.31), obtemos:

d

dt
‖wm(t)‖2 − (n+ 2)k′

k
||wm(t)||2 +

k′

k

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm(t)

∂ν

∣∣∣∣2 dΓ = 2Re((f(t), wm(t))).

(2.36)

Observação 2.2 Se supormos que yj · νj ≥ 0 em Γ, isto é, Ω contém a origem de Rn

e o domínio é estrelado com respeito à origem, a integral na fronteira em (2.36) é não

negativa. Com isso, obtemos a limitação de wm(t) em H1
0 (Ω), concluindo a segunda

estimativa. Entretanto, tal restrição a Ω não se faz necessária tendo em vista que a

integral em (2.36) pode ser substituída por uma identidade, que nos permite estimar

wm(t) em H1
0 (Ω). A prova desta identidade encontra-se no Apêndice A.

Pelo Apêndice A, modi�camos a equação (2.36) obtendo

d

dt
{‖wm‖2 + k′k Im(wm, y · ∇wm)} − nk′

k
{‖wm‖2 + k′k Im(wm, y · ∇wm)} =

[k′2 + kk′′] Im(wm, y · ∇wm) + 2k′k Im(Pmf, y · ∇wm) + kk′ Im(Pmf, nwm)+

+2Re((f, wm)).

(2.37)

De�nimos h(t) = ‖wm(t)‖2 + k(t)k′(t) Im(wm(t), y · ∇wm(t)), e a equação diferencial

(2.37) toma a forma:

h′(t)− θ(t)h(t) = g(t), 0 ≤ t ≤ T, (2.38)
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2.2 Solução Fraca

com θ(t) =
nk′(t)

k(t)
e g(t) sendo o segundo membro de (2.37).

Notando que

e
−
∫ t

0

θ(s) ds
= e
−
∫ t

0

nk′(s)

k(s)
ds

= e−n[ln(k(t))− ln(k(0))] = e
n ln

[
k(0)

k(t)

]
=

[
k(0)

k(t)

]n
,

então, resolvendo (2.38), obtemos:

h(t) =

[
k(t)

k(0)

]n
h(0) + kn(t)

∫ t

0

k−n(s)g(s) ds,

ou seja,

‖wm(t)‖2 + k′(t)k(t) Im(wm(t), y · ∇wm(t)) =

=

[
k(t)

k(0)

]n [
‖wm(0)‖2 + k′(0)k(0) Im(wm(0), y · ∇wm(0))

]
+

+kn(t)

∫ t

0

k−n(s){[k′′(s)k(s) + k′2(s)] Im(wm(s), y · ∇wm(s))+

+2k′(s)k(s) Im(Pmf(s), y · ∇wm(s)) + k′(s)k(s) Im(Pmf(s), nwm(s))+

+2Re((f(s), wm(s)))} ds.

(2.39)

Como k ∈ W 2,∞
loc (0,∞), temos que para todo T > 0, existem constantes positivas

C0(T ), C1(T ) e C2(T ) tais que, para todo t ∈ [0, T ], valem:

• |k(s)| ≤ sup ess
0≤s≤T

|k(s)| ≤ C0(T );

• |k′(s)| ≤ sup ess
0≤s≤T

|k′(s)| ≤ C1(T );

• |k′′(s)| ≤ sup ess
0≤s≤T

|k′′(s)| ≤ C2(T ).

Assim, temos as seguintes desigualdades:

• | − k(t)k′(t) Im(wm(t), y · ∇wm(t))| ≤ |k(t)| |k′(t)| |wm(t)|M‖wm(t)‖ ≤

≤ 1

2
M2C2

0(T )C2
1(T )|wm(t)|2 +

1

2
‖wm(t)‖2;

• |2k′(s)k(s) Im(Pmf(s), y · ∇wm(s))| ≤ 2C0(T )C1(t)|f(s)|M‖wm(s)‖;
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2.2 Solução Fraca

• |k′(s)k(s) Im(Pmf(s), nwm(s))| ≤ C0(T )C1(T )|f(s)| |wm(s)| ≤

≤ C0(T )C1(T )C|f(s)|‖wm(s)‖, pela Desigualdade de Poincaré.

Usando as desigualdades acima, modi�camos (2.39), obtendo:

1

2
‖wm(t)‖2 ≤ C0|wm(t)|2 + C1‖wm(0)‖2 + C2

∫ t

0

[|wm(s) + ‖f(s)‖]‖wm(s)‖ ds. (2.40)

Substituindo (2.25) em (2.40), resulta que:

1

2
‖wm(t)‖2 ≤ C0

(
|wm(0)|+

∫ T

0

|f(s)|ds
)2

+ C1‖wm(0)‖2+

+C2

∫ T

0

[|wm(s)|+ ‖f(s)‖‖wm(s)‖]ds.
(2.41)

Desde que |wm(s)| + ‖f(s)‖ ∈ L1(0, T ), podemos aplicar o Lema 1.7.1. De fato, basta

tomarmos a =
√
C0

(
|wm(0)|+

∫ T

0

|f(s)|ds
)

e b =
√
C1‖wm(0)‖. De (2.41), obtemos:

1

2
‖wm(t)‖2 ≤ (a+ b)2 + C2

∫ t

0

[|wm(s)|+ ‖f(s)‖]‖wm(s)‖ds. (2.42)

Usando o Lema 1.7.1 em (2.42) e a desigualdade (2.25) da primeira estimativa, segue que

‖wm(t)‖ ≤ C

[
‖wm(0)‖+

∫ T

0

‖f(s)‖ds
]
, ∀ m ∈ N. (2.43)

Passagem ao Limite no Problema Aproximado

De (2.25) e (2.43), obtemos:

(wm)m∈N é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) (2.44)

e

(wm)m∈N é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.45)

De (2.44) e (2.45), aplicando o Teorema 1.1 e o Corolário 1.1, segue que (wm)m∈N possui

subsequência, que também denotaremos por (wm)m∈N, tal que

wm
∗
⇀ w em L∞(0, T ;L2(Ω)) (2.46)

e

wm
∗
⇀ w em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.47)
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2.2 Solução Fraca

Multiplicando (2.14) por θ ∈ D(0, T ) e integrando em (0, T ), obtemos:∫ T

0

d

dt
(wm(t), θj)θ(t) dt+

∫ T

0

i

k2
((wm(t), θj))θ(t) dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇wm(t), θj)θ(t) dt −

−
∫ T

0

nk′

k
(wm(t)θj)θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), θj)θ(t) dt,

donde

−
∫ T

0

(wm(t), θj)θ
′(t) dt+

∫ T

0

i

k2
((wm(t), θj))θ(t) dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇wm(t), θj)θ(t) dt−

−
∫ T

0

nk′

k
(wm(t), θj)θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), θj)θ(t) dt, para todo θj ∈ Vm.

Fazendo m → ∞ e usando as convergências em (2.46) e (2.47), deduzimos que para

todo θ ∈ D(0, T ), vale

−
∫ T

0

(w(t), θj)θ
′(t) dt+

∫ T

0

i

k2
((w(t), θj))θ(t) dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇w(t), θj)θ(t) dt−

−
∫ T

0

nk′

k
(w(t), θj)θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), θj)θ(t) dt.

(2.48)

Seja v ∈ H1
0 (Ω). Como Vm é denso em H1

0 (Ω), existe uma sequência (zm)m∈N tal que

zm =
m∑
j=1

ϕmjθj ∈ Vm,

com zm −→ v em H1
0 (Ω).

Multiplicando (2.48) por ϕmj e somando em j = 1, 2, · · · ,m, então para todo zm ∈ Vm,
segue que:

−
∫ T

0

(w(t), zm)θ′(t) dt+

∫ T

0

i

k2
((w(t), zm))θ(t) dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇w(t), zm)θ(t) dt−

−
∫ T

0

nk′

k
(w(t), zm)θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), zm)θ(t) dt.

(2.49)

Ao limite com m→∞ em (2.49), resulta que:

−
∫ T

0

(w(t), v)θ′(t) dt+

∫ T

0

i

k2
((w(t), v))θ(t) dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇w(t), v)θ(t) dt−

−
∫ T

0

nk′

k
(w(t), v)θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t) dt, para todo v ∈ H1
0 (Ω).

(2.50)
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2.2 Solução Fraca

De (2.50), temos:〈
(w(t), v), θ′(t)

〉
D′(0,T ),D(0,T )

+

〈
i

k2
((w(t), v)), θ(t)

〉
D′(0,T ),D(0,T )

−

−
〈
k′

k
(y · ∇w(t), v), θ(t)

〉
D′(0,T ),D(0,T )

−
〈
nk′

k
(w(t), v), θ(t)

〉
D′(0,T ),D(0,T )

=

= 〈(f(t), v), θ(t)〉D′(0,T ),D(0,T ),

implicando para todo v ∈ H1
0 (Ω) e para todo θ ∈ D(0, T ), vale〈

d

dt
(w(t), v) +

i

k2
((w(t), v))− k′

k
(y · ∇w(t), v)− nk′

k
(w(t), v)− (f(t), v), θ(t)

〉
D′(0,T ),D(0,T )

= 0,

ou seja,

d

dt
(w(t), v) +

i

k2
((w(t), v))− k′

k
(y · ∇w(t), v)− nk′

k
(w(t), v) = (f(t), v), (2.51)

no sentido de D′(0, T ).

Condição inicial

Para a condição inicial devemos encontrar o espaço ao qual w′ pertence, para que

possamos garantir que w está realmente de�nido em t = 0. De fato, mostraremos que

w′ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Com efeito, segue por (2.51) que, tomando em particular v ∈ D(Ω), temos:〈
w′(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

+

〈
− i

k2
∆w(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

+

〈
−k

′

k
(y · ∇w(t)), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

+

+

〈
−nk

′

k
w(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

=
〈
f(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

,

isto é, 〈
w′(t)− i

k2
∆w(t)− k′

k
(y · ∇w(t))− nk′

k
w(t)− f(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

= 0,

para todo v ∈ D(Ω), no sentido de D′(0, T ).

Portanto,

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w − nk′

k
w = f em D′(Ω).

Como−∆ ∈ L(H1
0 (Ω), H−1(Ω)) e w ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), temos que−∆w ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)).

Assim,

w′ = f +
i

k2
∆w +

k′

k
y · ∇w +

nk′

k
w ∈ L1(0, T ;H1

0 (Ω)) + L∞(0, T ;H−1(Ω))+

+L∞(0, T ;L2(Ω)) + L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−1(Ω)).
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2.2 Solução Fraca

Logo,

w′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Como w ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), então pelo Lema 1.3, segue que

w ∈ C0([0, T ];L2(Ω)). (2.52)

Dessa forma, faz sentido calcular w(0). Mostraremos agora que w(0) = w0.

Notemos que, de (2.46), temos:

(wm, z) −→ (w, z), para todo z ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

ou seja, ∫ T

0

(wm(t), z(t))dt −→
∫ T

0

(w(t), z(t))dt. (2.53)

Em particular a convergência (2.53) vale para z = vθ onde θ ∈ C1[0, T ] tal que θ(0) =

1 e θ(T ) = 0, e para todo v ∈ H1
0 (Ω). Dessa forma, podemos reescrever (2.53) da

seguinte maneira:∫ T

0

(wm(t), v)θ(t)dt −→
∫ T

0

(w(t), v)θ(t)dt, para todo v ∈ H1
0 (Ω) e θ ∈ C1[0, T ].

Logo, ∫ T

0

d

dt
(wm(t)v)θ(t)dt −→

∫ T

0

d

dt
(w(t), v)θ(t)dt,

o que integrando por parte nos dá:

(wm(t), v)θ(t)
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

(wm(t)v)θ′(t)dt −→ (w(t), v)θ(t)
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

(w(t), v)θ′(t)dt,

ou seja,

−(wm(0), v)−
∫ T

0

(wm(t), v)θ′(t)dt −→ −(w(0), v)−
∫ T

0

(w(t), v)θ′(t)dt (2.54)

Notemos que de (2.46), vale a seguinte convergência∫ T

0

(wm(t), v)θ′(t)dt −→
∫ t

0

(w(t), v)θ′(t)dt,

para todo v ∈ H1
0 (Ω) e todo θ ∈ C1[0, T ].

Portanto, segue de (2.54) que

(wm(0), v) −→ (w(0), v), para todo v ∈ H1
0 (Ω). (2.55)
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2.2 Solução Fraca

Por outro lado, temos que wm(0) −→ w0 em H1
0 (Ω), o que implica

(wm(0), v) −→ (w0, v), para todo v ∈ H1
0 (Ω). (2.56)

De (2.55), de (2.56) e da unicidade do limite, podemos concluir que

(w(0), v) = (w0, v), para todo v ∈ H1
0 (Ω),

implicando que

w(0) = w0.

Unicidade

Suponhamos que w e ŵ sejam soluções do problema (2.11). Seja z = w − ŵ. Então
temos que z ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) e z′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e satisfaz o sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z′ − i

k2
∆z − k′

k
y · ∇z − nk′

k
z = 0 em Q,

z = 0 sobre Σ,

z(0) = 0 em Ω.

(2.57)

Mostraremos que z = 0. Com efeito, multiplicando (2.57)1 por z e integrando em Ω,

obtemos∫
Ω

z′(s)z(s)dy −
∫

Ω

i

k2
∆z(s)z(s)dy −

∫
k′

k
y · ∇z(s)z(s)dy −

∫
Ω

nk′

k
z(s)z(s)dy = 0,

ou seja,

(z′(s), z(s)) +

((
i

k2
z(s), z(s)

))
−
(
k′

k
y · ∇z(s), z(s)

)
−
(
nk′

k
z(s), z(s)

)
= 0.

(2.58)

Tomando a parte real em ambos os lados de (2.58) teremos, de forma análoga a primeira

estimativa, que

1

2

d

ds
(z(s), z(s)) +

1

2

nk′

k
|z(s)|2 − nk′

k
|z(s)|2 = 0,

isto é,
1

2

d

ds
|z(s)|2 − 1

2

nk′

k
|z(s)|2 = 0,

donde
1

2

d

ds
|z(s)|2 < nk′

k
|z(s)|2. (2.59)
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2.3 Solução Forte

Integrando (2.59) de 0 a t, obtemos:

1

2

∫ t

0

d

ds
|z(s)|2ds <

∫ t

0

nk′(s)

k(s)
|z(s)|2ds,

ou seja,
1

2
|z(t)|2 < 1

2
|z(0)|2 +

∫ t

0

nk′(s)

k(s)
|z(s)| |z(s)|ds.

Pelo Lema 1.7.1, segue que:

|z(t)| ≤ |z(0)|+
∫ t

0

nk′(s)

k(s)
|z(s)|ds.

Um cálculo análogo como o feito na primeira estimativa nos dá

|z(t)| ≤ C|z(0)|, (2.60)

onde C = e
∫ t
0

nk′(s)
k(s)

ds.

Como z(0) = 0, resulta de (2.60) que, ∀ t ∈ [0, T ], vale

|z(t)| ≤ 0,

donde

z(t) = 0,

ou seja,

z ≡ 0,

e por conseguinte w = ŵ, conforme queríamos. �

2.3 Solução Forte

Nessa seção, nosso objetivo é obtermos a regularidade H1
0 (Ω) para a solução fraca do

problema do Teorema 2.2. Mostraremos que w ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)). Para isso, obteremos

w como limite de soluções mais regulares. De fato, consideremos o problema de valor de

fronteira (2.11) com os dados:

w0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), f ∈ L1(0, T ;H1

0 (Ω)), f ′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)). (2.61)

Pelos mesmos argumentos usados no Teorema 2.2, vale o seguinte resultado:
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2.3 Solução Forte

Teorema 2.3 (Solução Forte) Dados w0 e f satisfazendo (2.61), então existe exata-

mente uma função w : Q→ C, satisfazendo as seguintes condições:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w − nk′

k
w = f em Q,

w(0) = w0.

A solução w do Teorema 2.3 é chamada solução forte do problema de valor de fronteira

(2.11).

Observação 2.3 Se conhecemos o Teorema 2.3, então podemos provar o Teorema 2.2.

Com efeito, dados w0 ∈ H1
0 (Ω) e f ∈ L1(0, T ;H1

0 (Ω)), com f ′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), exis-

tem sequências (w0
m)m∈N, (fm)m∈N e (f ′m)m∈N em H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω), L1(0, T ;H1
0 (Ω)) e

L1(0, T ;L2(Ω)), respectivamente, tais que∣∣∣∣∣∣∣∣
w0
m −→ w0 em H1

0 (Ω),

fm −→ f em L1(0, T ;H1
0 (Ω)),

f ′m −→ f ′ em L1(0, T ;L2(Ω)).

(2.62)

Com w0
m e fm, pelo Teorema 2.3, obtemos wm solução forte do problema de fronteira

(2.11) e provamos que wm tem a estimativa (2.43). Então

wm
∗
⇀ w em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) (2.63)

e satisfaz todas as condições do Teorema 2.2.

Agora, consideremos dois índicesm e n e wm, wn as correspondentes soluções fortes do

problema de fronteira (2.11), correspondente a w0
m, w

0
n e f 0

m, f
0
n. Utilizando argumentos

análogos aos da segunda estimativa, obtemos:

‖wm(t)− wn(t)‖ ≤ C

[
‖w0

m − w0
n‖+

∫ T

0

‖f 0
m(s)− f 0

n(s)‖ds
]
.

Daí, temos que

‖wm − wn‖C0([0,T ];H1
0 (Ω)) = max

0≤t≤T
‖wm(t)− wn(t)‖

≤ C

[
‖w0

m − w0
n‖+

∫ T

0

‖f 0
m(s)− f 0

n(s)‖ds
]
.

(2.64)
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Utilizando as convergências (2.62)1 e (2.62)2, então de (2.64), segue que

‖wm − wn‖C0([0,T ];H1
0 (Ω)) −→ 0.

Logo, (wm)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ], H1
0 (Ω)), e sendo o mesmo um

espaço de Banach, existe ξ ∈ C0([0, T ], H1
0 (Ω)) tal que

wm −→ ξ em C0([0, T ], H1
0 (Ω)),

ou seja,

wm
∗
⇀ ξ em C0([0, T ], H1

0 (Ω)).

Como C0([0, T ], H1
0 (Ω)) ↪→ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), em particular

wm
∗
⇀ ξ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.65)

Segue de (2.63), (2.65) e pela unicidade do limite fraco estrela, que w = ξ. Assim, temos

a regularidade para a solução fraca

w ∈ C0([0, T ], H1
0 (Ω)). (2.66)

2.4 Desigualdades Direta e Inversa

O Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), que será visto posteriormente, é base-

ado em duas expressões fundamentais denominadas Desigualdade Direta e Desigualdade

Inversa. Essa seção é dedicada a provar essas desigualdades para a solução do problema

de valor de fronteira (2.11), que são o ponto chave para resolver o problema de con-

trolabilidade exata para a equação de Schrödinger no cilindro Q. Para mostrarmos tais

desigualdades, antes provaremos o seguinte resultado:

Lema 2.4.1 Seja q = (ql) 1 ≤ l ≤ n, um campo vetorial, com ql ∈ C2(Ω) para todo l =

1. · · · , n. Então, para toda solução forte w do problema de fronteira adjunto 2.11, vale a
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identidade:∫ T

0

∫
Γ

1

k2
q · ν

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt = Im(w(t), q · ∇w(t))

∣∣∣T
0

+

+

∫ T

0

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂2ql
∂yj∂yl

w

)
dt+

∫ T

0

2

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yj

∂w

∂yl

)
dt−

−
∫ T

0

Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

w

)
dt−

∫ T

0

2Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, ql
∂w

∂yl

)
dt−

−
∫ T

0

2Im

(
nk′

k
w, ql

∂w

∂yl

)
dt−

∫ T

0

Im

(
f,
∂ql
∂yl

w

)
dt−

−
∫ T

0

2Im

(
f, ql

∂w

∂yl

)
dt.

(2.67)

Demonstração: Seja w uma solução forte como no Teorema 2.3. Multiplicando ambos

os membros da equação (2.11)1 por ql
∂w

∂yl
, integrando em Q e tomando o dobro da parte

imaginária em ambos os lados da igualdade resultante, obtemos:∫ T

0

2Im

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt+

∫ T

0

2

k2
Re

(
−∆w, ql

∂w

∂yl

)
dt−

−
∫ T

0

2Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, ql
∂w

∂yl

)
dt−

∫ T

0

2Im

(
nk′

k
w, ql

∂w

∂yl

)
dt =

=

∫ T

0

2Im

(
f, ql

∂w

∂yl

)
dt.

(2.68)

Temos que
d

dt

(
w, ql

∂w

∂yl

)
=

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
+

(
w, ql

∂w′

∂yl

)
. (2.69)

Pelo Teorema 1.9, segue que∫
Ω

∂

∂yl
[wqlw′]dy =

∫
Γ

νl · qlww′dΓ = 0, (2.70)

visto que w = 0 sobre Σ.

De (2.70), temos

0 =

∫
Ω

∂

∂yl

[
wqlw′

]
dy =

∫
Ω

[
∂w

∂yl
qlw′ + w

∂

∂yl
(qlw′)

]
dy =

=

∫
Ω

(
∂w

∂yl
qlw′ + w

∂ql
∂yl

w′ + wql
∂w′

∂yl

)
dy =

=

∫
Ω

wql
∂w′

∂yl
dy +

∫
Ω

ql
∂w

∂yl
w′dy +

∫
Ω

∂ql
∂yl

ww′dy,
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ou seja, (
w, ql

∂w′

∂yl

)
+

(
ql
∂w

∂yl
, w′
)

+

(
∂ql
∂yl

w,w′
)

= 0. (2.71)

Integrando (2.71) de 0 a T , segue que:∫ T

0

(
w, ql

∂w′

∂yl

)
dt+

∫ T

0

(
ql
∂w

∂yl
, w′
)
dt+

∫ T

0

(
∂ql
∂yl

w,w′
)
dt = 0, (2.72)

e por (2.69), resulta que(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt+

∫ T

0

(
ql
∂w

∂yl
, w′
)
dt+

∫ T

0

(
∂ql
∂yl

w,w′
)
dt = 0,

isto é,

−
∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt+

∫ T

0

(
ql
∂w

∂yl
, w′
)
dt = −

(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

(
∂ql
∂yl

w,w′
)
dt.

Mais precisamente, temos:∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt−

∫ T

0

(
ql
∂w

∂yl
, w′
)
dt =

(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

(
∂ql
∂yl

w,w′
)
dt.

(2.73)

Como z − z = 2iIm(z), então de (2.73), vale

2iIm

∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt =

(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

(
∂ql
∂yl

w,w′
)
dt,

ou seja,

2Im

∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt = −i

(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

− i
∫ T

0

(
w′,

∂ql
∂yl

w

)
dt. (2.74)

Tomando a parte real em ambos os lados de (2.74) e observando que Re(iz) = −Im(z)

e Re(−iz) = Im(z), obtemos:

2Im

∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt = Im

(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

Im

(
w′,

∂ql
∂yl

w

)
dt. (2.75)

• Análise do termo
∫ T

0

Im

(
w′,

∂ql
∂yl

w

)
dt.

Multiplicando ambos os lados de (2.11)1 por
∂ql
∂yl

w, integrando em Ω e tomando a

parte imaginária de ambos os lados da igualdade resultante, segue

−Im
(
w′,

∂ql
∂yl

w

)
=

1

k2
Re

(
−∆w,

∂ql
∂yl

w

)
−

−Im
(
k′

k
yj
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

w

)
− Im

(
nk′

k
w,

∂ql
∂yl

w

)
− Im

(
f,
∂ql
∂yl

w

)
.

(2.76)
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Notando que ∣∣∣∣∣
(
nk′

k
w,

∂ql
∂yl

w

) ∣∣∣∣∣ ≤ nC(T )
∣∣∣∣∣∣∂ql
∂yl

∣∣∣∣∣∣
∞
.|w|2,

então

Im

(
nk′

k
w,

∂ql
∂yl

w

)
= 0. (2.77)

Pelo Teorema 1.10, obtemos:

1

k2
Re

(
−∆w,

∂ql
∂yl

w

)
=

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂

∂yj

[
∂ql
∂yl

w

])
+

1

k2

∫
Γ

∂w

∂ν

∂ql
∂yl

wdΓ. (2.78)

Como w = 0 sobre Γ, então de (2.78), resulta que:

1

k2
Re

(
−∆w,

∂ql
∂yl

w

)
=

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂2ql
∂yj∂yl

w

)
+

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

∂w

∂yj

)
(2.79)

Substituindo (2.76), (2.77), (2.79) em (2.75), obtemos

2Im

∫ T

0

(
w′, ql

∂w

∂yl

)
dt = Im

(
w, ql

∂w

∂yl

) ∣∣∣∣T
0

+

+

∫ T

0

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂2ql
∂yj∂yl

w

)
dt+

∫ T

0

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

∂w

∂yj

)
dt−

−
∫ T

0

Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

w

)
dt−

∫ T

0

Im

(
f,
∂ql
∂yl

w

)
dt.

(2.80)

Observemos que (2.80) nos fornece o primeiro termo da identidade (2.67).

• Análise do termo
∫ T

0

2

k2
Re

(
−∆w, ql

∂w

∂yl

)
dt.

Pelo Teorema 1.10, temos:(
−∆w, ql

∂w

∂yl

)
=

(
∂w

∂yj
,
∂

∂yj

[
ql
∂w

∂yl

])
−
∫

Γ

∂w

∂ν
ql
∂w

∂yl
dΓ =

=

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yj

∂w

∂yl

)
+

(
∂w

∂yj
, ql

∂

∂yl

[
∂w

∂yj

])
−
∫

Γ

ql · νl
∣∣∣∣∂w∂ν 2

∣∣∣∣ dΓ.

(2.81)

Agora, pelo Teorema 1.9, resulta que∫
Ω

∂

∂yl

[
∂w

∂yj
ql
∂w

∂yj

]
dy =

∫
Γ

ql · νl
∂w

∂yj

∂w

∂yj
dΓ. (2.82)

Calculando as derivadas na primeira integral e notando que
∂w

∂yj
= νj

∂w

∂ν
, então de (2.82)

vale que: ∫
Ω

∂

∂yl

[
∂w

∂yj

]
ql
∂w

∂yj
dy +

∫
Ω

∂w

∂yj

∂

∂yl

[
ql
∂w

∂yj

]
dy =

∫
Γ

ql · νl
∣∣∣∣∂w∂ν

∣∣∣∣2 dΓ,

47



2.4 Desigualdades Direta e Inversa

ou seja, ∫
Ω

∂

∂yl

[
∂w

∂yj

]
ql
∂w

∂yj
dy +

∫
Ω

∂w

∂yj
ql
∂

∂yl

[
∂w

∂yj

]
dy +

∫
Ω

∂w

∂yj

∂ql
∂yl

∂w

∂yj
dy =

=

∫
Γ

ql · νl
∣∣∣∣∂w∂ν

∣∣∣∣2 dΓ,

isto é, (
∂w

∂yl
, ql

∂

∂yl

[
∂w

∂yj

])
+

(
∂w

∂yj
, ql

∂

∂yl

[
∂w

∂yj

])
=

= −
(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

∂w

∂yj

)
+

∫
Γ

ql · νl
∣∣∣∣∂w∂ν

∣∣∣∣2 dΓ.

(2.83)

Como 2Re(z) = z + z, então de (2.83) resulta que

2Re

(
∂w

∂yl
, ql

∂

∂yl

[
∂w

∂yj

])
= −

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

∂w

∂yj

)
+

∫
Γ

ql · νl
∣∣∣∣∂w∂ν

∣∣∣∣2 dΓ. (2.84)

De (2.81) e (2.84), segue que∫ T

0

2

k2
Re

(
−∆w, ql

∂w

∂yl

)
dt =

∫ T

0

2

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

∂w

∂yl

)
dt−∫ T

0

1

k2

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yl

∂w

∂yj

)
dt−

∫ T

0

∫
Γ

1

k2
ql · νl

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt.

(2.85)

Substituindo (2.80) e (2.85) na identidade (2.68), obtemos (2.67). �

A próxima proposição nos dá a regularidade para
∂w

∂ν
sobre Σ, onde w é uma solução

forte do problema de valor de fronteira (2.11). Mais precisamente, mostraremos que

∂w

∂ν
∈ L2(Σ),

a qual é chamada de Regularidade Escondida, visto que a mesma não provém das pro-

priedades da solução fraca w dada pelo Teorema 2.2. Esta denominação foi introduzida

por Lions [12], quando o autor estudou um problema misto associado à equação da onda

semilinear.

Proposição 2.1 (Desigualdade Direta). Se w é uma solução fraca do problema de

valor de fronteira (2.11), então∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C

[
‖w0‖2 +

(∫ T

0

‖f(s)‖ds
)2
]
, (2.86)

onde C é uma constante positiva independente de w.
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Demonstração: Se w é uma solução forte de (2.11), então w satisfaz a identidade do

Lema 2.4.1. Se escolhemos o campo vetorial q = (ql)1≤l≤n com q ∈ [C2(Ω)]n, tal que

q = ν sobre Γ, onde ν é o vetor normal unitário exterior sobre Γ, então q · ν = 1 sobre Γ

e o lado esquerdo da identidade (2.67) reduz-se a:∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt.

O lado direito de (2.67), para q = ν é limitado por C max
0≤t≤T

‖w(t)‖2.

Com efeito, usando que

∣∣∣∣ ∂w∂yj
∣∣∣∣ ≤ |∇w|, ql ∈ C2(Ω) e as Desigualdades de Cauchy-

Schwarz, Young e Poincaré, temos:

•
∣∣∣Im(w(t), q · ∇w(t))

∣∣∣T
0

∣∣∣ =
∣∣∣Im(w(t), ν · ∇w(t))

∣∣∣T
0

∣∣∣ ≤
≤ 2 max

0≤t≤T
|w(t)||ν||∇w(t)| ≤ max

0≤t≤T
(|w(t)|2 + |∇w(t)|2) ≤

≤ C max
0≤t≤T

‖w(t)‖.

Agora,

•
∣∣∣∣∫ T

o

1

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂2ql
∂yj∂yl

w

)
dt

∣∣∣∣ ≤ 2

∥∥∥∥ ∂2ql
∂yj∂yl

∥∥∥∥
∞
C(T )

∫ T

0

∣∣∣∣ ∂w∂yj
∣∣∣∣ |w|dt ≤

2C(T )

∥∥∥∥ ∂2ql
∂yj∂yl

∥∥∥∥
∞

∫ T

0

|∇w| |w|dt ≤ C(T )

∥∥∥∥ ∂2ql
∂yj∂yl

∥∥∥∥
∞

∫ T

0

(|w|2 + |∇w|2)dt ≤

≤ C max
0≤t≤T

(|w(t)|2 + |∇w(t)|2) ≤ C max
0≤t≤T

‖w(t)‖.

Também,

•
∣∣∣∣∫ T

0

2

k2
Re

(
∂w

∂yj
,
∂ql
∂yj

∂w

∂yl

)
dt

∣∣∣∣ ≤ C(T )

∥∥∥∥ ∂ql∂yj

∥∥∥∥
∞

∫ T

0

|∇w(t)|2dt ≤

≤ C max
0≤t≤T

|∇w(t)| = C max
0≤t≤T

‖w(t)‖.

Analogamente, os outros termos do lado direito de (2.67) são dominados por C max
0≤t≤T

‖w(t)‖.
Assim, temos a desigualdade (2.86) para soluções fortes.

49



2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Como consequência disso e por (2.43), vale:∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C

2
max

0≤t≤T
‖w(t)‖2 ≤ C

2

[
‖w0‖2 +

∫ T

0

‖f(s)‖ds
]2

≤

≤ C

2

[
‖w0‖2 + 2‖w0‖

∫ T

0

‖f(s)‖ds+

(∫ T

0

‖f(s)‖ds
)2
]
≤

≤ C

2

[
‖w0‖2 + ‖w0‖2 +

(∫ T

0

‖f(s)‖ds
)2

+

(∫ T

0

‖f(s)‖ds
)2
]
,

isto é, ∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C

[
‖w0‖2 +

(∫ T

0

‖f(s)‖ds
)2
]
,

e assim temos a desigualdade (2.86) para soluções fortes.

A próxima etapa é estender a desigualdade (2.86) para a solução fraca de (2.11). De

fato, seja W o espaço vetorial de todas as soluções fracas w de (2.11). Notemos que w é

uma solução correspondente de {w0, f 0} ∈ {H1
0 (Ω), L1(0, T ;H1

0 (Ω))}. De (2.66), temos

que w ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)). Em W de�nimos a norma

‖w‖W = max
0≤t≤T

‖w(t)‖, (2.87)

que torna (W, ‖ · ‖W ) um espaço de Banach.

Representemos por S o espaço vetorial de todas as soluções fortes de (2.11), e consi-

deremos a aplicação

γ : S −→ L2(Σ)

w 7−→ γ(w) =
1

k

∂w

∂ν
.

(2.88)

Então,

|γ(w)|2L2(Σ) =

∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C max

0≤t≤T
‖w(t)‖2 = C‖w‖2

W ,

ou seja,

|γ(w)|L2(Σ) ≤ C‖w‖W ,

isto é, γ : S → L2(Σ) é linear e contínuo. Pelo Teorema 2.3 temos que S é denso em W

com respeito a norma (2.87), isto é, W = S.

Portanto, podemos estender γ, por continuidade, ao fecho W de S. Sem perda de

generalidade, representemos por γ essa extensão contínua. Então, existe uma sequência
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wm ∈ S tal que

wm −→ w em C0([0, T ];H1
0 (Ω)).

De�namos

γ(w) = lim
m→∞

γ(wm) = lim
m→∞

1

k

∂wm
∂ν

, (2.89)

que pertence a L2(Σ). Representemos esse limite por
1

k

∂w

∂ν
∈ L2(Σ). Portanto, se

w é a solução fraca correspondente aos dados iniciais w0, f e wm é a solução forte

correspondente a w0
m, fm aproximações de w0, f , como na prova do Teorema 2.3, temos:

|γ(wm)|L2(Σ) ≤ C‖wm‖W = C max
0≤t≤T

‖wm(t)‖ ≤ C

[
‖wm(0)‖+

∫ T

0

‖fm(s)‖ds
]
,

ou seja,

|γ(wm)|L2(Σ) ≤ C

[
‖wm(0)‖+

∫ T

0

‖fm(s)‖ds
]
. (2.90)

Ao limite com m −→∞, então de (2.89) e (2.90), obtemos

|γ(w)|L2(Σ) ≤ C

[
‖w0‖+

∫ T

0

‖f(s)‖ds
]
,

ou seja,

|γ(w)|2L2(Σ) ≤ C

[
‖w0‖+

∫ T

0

‖f(s)‖ds
]2

,

isto é, ∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C

[
‖w0‖2 +

(∫ T

0

‖f(s)‖ds
)]

. (2.91)

�

Observação 2.4 Para o caso f ≡ 0, então de (2.91), resulta que:∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C‖w0‖2. (2.92)

A próxima desigualdade é verdadeira sobre uma parte Γ(y0). De fato, conforme visto,

seja y0 ∈ Rn, m(y) = y − y0 e consideremos a seguinte decomposição de Γ:

Γ(y0) = {y ∈ Γ; m(y) · ν(y) ≥ 0}; Γ∗(y
0) = {y ∈ Γ; m(y) · ν(y) ≤ 0}.

De�namos também

Σ(y0) = Γ(y0)×]0, T [ ; Σ∗(y
0) = Γ∗(y

0)×]0, T [.
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Proposição 2.2 (Desigualdade Inversa). Se w é uma solução fraca do problema de

valor de fronteira (2.11) com f = 0, então vale

C0‖w0‖2 ≤
∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt, (2.93)

onde a constante C0 independe de w e depende somente de T, ‖y0‖ e M .

Demonstração: Seja w a solução fraca de (2.11) correspondente a w0 ∈ H1
0 (Ω). Segue

de (2.67), para ql = yl − y0
l , 1 ≤ l ≤ n e f = 0, que:∫ T

0

∫
Γ

m(y) · ν 1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt = Im(w(t),m(y) · ∇w)

∣∣∣T
0
−

−
∫ T

0

Im

(
k′

k
yl
∂w

∂yl
, nw

)
dt+ 2

∫ T

0

1

k2
‖w‖2dt−

−
∫ T

0

2Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, [yl − y0

l ]
∂w

∂yl

)
dt−

−
∫ T

0

2Im

(
nk′

k
w, [yl − y0

l ]
∂w

∂yl

)
dt.

(2.94)

Seja

H(t) = −Im
(
k′

k
yl
∂w

∂yl
, nw

)
− 2Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, [yl − y0

l ]
∂w

∂yl

)
−

−2Im

(
nk′

k
w, [yl − y0

l ]
∂w

∂yl

)
.

Daí, temos:

H(t) = −Im
(
nk′

k
yl
∂w

∂yl
, w

)
+ 2Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, y0
l

∂w

∂yl

)
−

−2Im

(
nk′

k
w, yl

∂w

∂yl

)
+ 2Im

(
nk′

k
w, y0

l

∂w

∂yl

)
.

(2.95)

Observemos que se z ∈ C, então

−2Im(z)− Im(z) = Im(z),

e portanto,

−2Im

(
w,
nk′

k
yl
∂w

∂yl

)
− Im

(
nk′

k
yl
∂w

∂yl
, w

)
= Im

(
nk′

k
yl
∂w

∂yl
, w

)
. (2.96)

Substituindo (2.96) em (2.95), obtemos:

H(t) = Im

(
nk′

k
yl
∂w

∂yl
, w

)
+ 2Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, y0
l

∂w

∂yl

)
+ 2Im

(
w,
nk′

k
y0
l

∂w

∂yl

)
. (2.97)
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

Substituindo (2.97) em (2.94), temos:∫ T

0

∫
Γ

m(y) · ν 1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt = Im(w(t),m(y) · ∇w)

∣∣∣T
0

+

+2

∫ T

0

1

k2
‖w‖2dt+

∫ T

0

Im

(
k′

k
yl
∂w

∂yl
, nw

)
dt+

+2

∫ T

0

Im

(
k′

k
yj
∂w

∂yj
, y0
l

∂w

∂yl

)
dt+ 2

∫ T

0

Im

(
nw,

k′

k
y0
l

∂w

∂yl

)
dt.

(2.98)

Agora mostraremos a desigualdade inversa (2.93) em duas etapas.

• Etapa 1 - Provaremos, nessa etapa, que a solução de (2.11) satisfaz:

C1|w0|2 +

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≥ C2‖w0‖2. (2.99)

Com efeito, analisaremos os termos que aparecem do lado direito da equação (2.98).

• Análise do termo 2

∫ T

0

1

k2
‖w(t)‖2dt.

De (2.39), com f = 0, segue que:

‖w(t)‖2 =

[
k(t)

k(0)

]n
‖w0‖2 +

[
k(t)

k(0)

]n
k′(0)k(0)Im(w0, y · ∇w0)−

−kk′Im(w, y · ∇w) + kn(t)

∫ t

0

[
k′′(s)k(s) + k′2(s)

kn(s)

]
Im(w(s), y · ∇w(s))ds.

(2.100)

Multiplicando ambos os lados de (2.100) por
2

k2
e integrando em (0, T ), obtemos:

2

∫ T

0

1

k2
‖w(t)‖2dt = 2

∫ T

0

kn−2(t)

kn(0)
‖w0‖2dt+

+2

∫ T

0

kn−2(t)

kn(0)
k′(0)k(0)Im(w0, y · ∇w0)dt−

−2

∫ T

0

k′

k
Im(w, y · ∇w0)dt+

+2

∫ T

0

{
kn−2(t)

∫ t

0

[
k′′(s)k(s) + k′2(s)

kn(s)

]
Im(w(s), y · ∇w(s))ds

}
dt.

(2.101)

Usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young com ε, vale:
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2.4 Desigualdades Direta e Inversa

• −2

∫ T

0

kn−2(t)

kn(0)
k′(0)k(0)Im(w0, y · ∇w0)dt ≤ 2C(T )M |w0|‖w0‖ ≤

≤ 1

ε
C2(T )M2|w0|2 + ε‖w0‖2.

• 2

∫ T

0

k′

k
Im(w, y · ∇w)dt ≤ C(T )M |w(t)|‖w(t)‖ ≤ C(T )M |w0|‖w0‖ ≤

≤ 1

ε
C2(T )M2|w0|2 + ε‖w0‖2.

• −2

∫ T

0

{
kn−2(t)

∫ t

0

[
k′′(s)k(s) + k′2(s)

kn(s)

]
Im(w(s), y · ∇w(s))ds

}
dt ≤

≤ C(T )M |w0|‖w0‖ ≤ 1

ε
C2(T )M2|w0|2 + ε‖w0‖2,

onde C(T ) representa diferentes constantes.

Usando as desigualdades acima, resulta que:

2

∫ T

0

‖w(t)‖2dt ≥
∫ T

0

2kn−2(t)

kn(0)
‖w0‖2dt−

−C(T )

ε
|w0|2 − 3ε‖w0‖2.

(2.102)

• Análise do termo 2

∫ T

0

Im

(
k′

k
y · ∇w, y0 · ∇w

)
dt.

Temos:

−2

∫ T

0

Im

(
k′(t)

k(t)
y · ∇w, y0 · ∇w

)
dt ≤

∫ T

0

2|k′(t)|
k(t)

M‖y0‖‖w(t)‖2dt =

= 2M‖y0‖
∫ T

0

|k′(t)|
k(t)

‖w(t)‖2dt.

(2.103)

Para modi�carmos a integral do lado direito de (2.103), multiplicaremos ambos os lados

de (2.100) por
k′(t)

k(t)
e integramos em (0, T ) para em seguida obtermos:∫ T

0

|k′(t)|
k(t)

‖w(t)‖2dt ≤
∫ T

0

|k′(t)|kn−1(t)

kn(0)
‖w0‖2dt+

+

∫ T

0

|k′(t)|kn−1(t)

kn(0)
|k′(0)|k(0)M |w0|‖w0‖dt+

+

∫ T

0

|k′(t)|2M |w(t)|‖w(t)‖dt+

+

∫ T

0

{
kn−1(t)|k′(t)|

∫ t

0

[
|k′′(s)k(s)|+ k′2(s)

kn(s)

]
M |w(s)|‖w(s)‖ds

}
dt.

(2.104)
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De (2.104), obtemos:∫ T

0

|k′(t)|
k(t)

‖w(t)‖2dt ≤
∫ T

0

|k′(t)|k
n−1(t)

kn(0)
‖w0‖2dt+

1

ε
MC(T )|w0|2 + ε‖w0‖2. (2.105)

De (2.103) e (2.105), resulta que

−
∫ T

0

Im

(
k′(t)

k(t)
y · ∇w, y0 · ∇w

)
dt ≤

≤ 2M‖y0‖
∫ T

0

|k′(t)|k
n−1(t)

kn(0)
‖w0‖2dt+

+
1

ε
2M‖y0‖C(T )|w0|2 + 2M‖y0‖ε‖w0‖2,

(2.106)

ou seja, ∫ T

0

Im

(
k′(t)

k(t)
y · ∇w, y0 · ∇w

)
dt ≥

≥ −2M‖y0‖
∫ T

0

|k′(t)|k
n−1(t)

kn(0)
‖w0‖2dt−

−1

ε
2M‖y0‖C(T )|w0|2 − 2M‖y0‖ε‖w0‖2.

(2.107)

Observação 2.5 Temos que:

Im(w(t),m(y) · ∇w(t))
∣∣∣T
0

= Im(w(T ),m(y)∇w(T ))− Im(w0,m(y) · ∇w0),

obtendo termos do tipo
1

ε
|w0|2 e ε‖w0‖2.

Os outros termos em (2.98), a saber,∫ T

0

Im

(
nk′

k
y · ∇w(t), w(t)

)
dt e

∫ T

0

Im

(
nw(t),

k′(t)

k(t)
y0 · ∇w(t)

)
dt,

podem ser dominados por uma combinação linear de coe�cientes do tipo
1

ε
|w0|2 e ε‖w0‖2.

De (2.102), (2.107) e da Observação 2.5, modi�camos (2.98) obtendo:∫ T

0

∫
Γ

1

k2(t)
m(y) · ν

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≥

≥ 1

kn(0)

{∫ T

0

[2kn−2(t)− 2M‖y0‖ |k′(t)kn−1(t)|]dt
}
‖w0‖2−

−C(T )

ε
|w0|2 − C(T )ε‖w0‖2.

(2.108)
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Escolhamos k(t) de modo que a integral do lado direito de (2.108) seja positiva. Para

isso, devemos ter que:

2kn−2(t)− 2M‖y0‖ |k′(t)kn−1(t)| > 0 (2.109)

para todo 0 ≤ t ≤ T , pelas hipóteses (H1) e (H2).

Façamos

χ(t) =
1

kn(0)
[2kn−2(t)− 2M‖y0‖ |k′(t)kn−1(t)|].

Então, de (2.109), temos que:

χ(t) > 0 sobre [0, T ].

Para cada ε > 0 tal que

0 < ε <
1

C(T )

∫ T

0

χ(t)dt, (2.110)

obtemos de (2.108) que∫ T

0

∫
Γ

1

k2(t)
m(y) · ν

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≥

[∫ T

0

χ(t)dt− C(T )ε

]
‖w0‖2 − C(T )

ε
|w0|2.

(2.111)

De (2.111), segue que existem constantes positivas C1 e C2 dependendo de T , ‖y0‖ e M ,

tal que:

C1|w0|2 +

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2(t)

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≥ C2‖w0‖2.

• Etapa 2 - Provaremos, nesta etapa, que se w é uma solução fraca de (2.11) então

existe uma constante C > 0 tal que

C|w0| ≤
∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt. (2.112)

Com efeito, suponhamos por contradição que (2.112) seja falsa. Considerando w0 ∈
H1

0 (Ω), existe uma sequência (wn)n∈N de soluções fortes de (2.11), wn(0) = w0
n tal que∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂wn∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt <
1

n
|w0

n|, (2.113)

onde podemos supor que |w0
n| = 1. Então, de (2.113) obtemos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂wn∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt = 0, (2.114)
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ou seja, ∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂wn∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt −→ 0. (2.115)

Da Etapa 1, provamos que:

C1|w0
n|2 +

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≥ C2‖w0

n‖2. (2.116)

O lado esquerdo de (2.116) é limitado, e assim temos que (w0
n)n∈N é limitada em H1

0 (Ω).

Como H1
0 (Ω)

C
↪→ L2(Ω), então podemos extrair uma subsequência, que também denota-

remos por (w0
n)n∈N, tal que

w0
n −→ w0 em L2(Ω). (2.117)

Como |w0
n| = 1, segue de (2.117) que

|w0| = 1. (2.118)

Por (2.25), com f = 0, temos:

‖wm − wn‖C0([0,T ];L2(Ω)) = max
0≤t≤T

|wm(t)− wn(t)| ≤ C(T )|w0
m − w0

n|,

implicando que

wn −→ w em C0([0, T ];L2(Ω)). (2.119)

Integrando por partes para ξ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), ξ′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), ξ(0) =

ξ(T ) = 0 e notando que wn é uma sequência de soluções fortes de (2.11) com f = 0,

resulta que:∫
Q

wn

[
−ξ′ + i

k2
∆ξ +

k′

k
y · ∇ξ

]
dydt =

∫
Q

ξ

[
w′n −

i

k2
∆wn −

k′

k
y · ∇wn −

nk′

k
wn

]
dydt = 0,

ou seja, ∫
Q

wn

[
−ξ′ + i

k2
∆ξ +

k′

k
y · ∇ξ

]
dydt = 0. (2.120)

Ao limite, com n −→∞ em (2.120), vale que∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Q

w

[
−ξ′ + i

k2
∆ξ +

k′

k
y · ∇ξ

]
dydt = 0,

w(0) = w0.

(2.121)
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Agora, transformamos (2.121) para o domínio não cilíndrico Q̂ pela aplicação y =
x

k(t)
, (x, t) ∈ Q̂ e (y, t) ∈ Q. Com efeito, consideremos a função

θ : Q̂ −→ Q

(x, t) 7−→ θ(x, t) = k−n(t)w

(
x

k(t)
, t

)
,

onde w é solução fraca de (2.11). Como w ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)), então θ ∈ C0([0, T ];H1

0 (Ω)).

Consideremos Ĝ um subconjunto limitado convexo de Rn tal que seu fecho contenha

Q̂ e Σ̂(y0). Sejam Ô = Ĝ ∩ Q̂, que é não vazio, e uma função θ̃(x, t) tal que

θ̃(x, t) =


θ(x, t) em Q̂,

0, caso contrário.

Integrando por partes, temos que

θ̃′ − i∆θ̃ = 0 no sentido de D′(Ĝ).

Por de�nição, temos que θ̃ = 0 em Ĝ∩ Q̂C ⊂ Ĝ. Pelo Teorema 1.19, segue que θ̃ = 0 em

Ĝ, e portanto,

θ(x, t) = θ̃(x, t) = 0 em Q̂,

ou seja,

θ(x, t) = 0 em Q̂. (2.122)

Para t = 0 em (2.122) e usando a de�nição de θ, temos:

0 = θ(x, 0) = k−n(0)w

(
x

k(0)
, 0

)
= k−n(0)w(y, 0),

ou seja, em Ω0 temos:

k−n(0)w(y, 0) = 0. (2.123)

Como k(0) > 0, então de (2.123), segue que:

w(y, 0) = 0,

isto é,

w0 = 0,

o que é um absurdo, visto que |w0| = 1. �
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2.5 Solução Ultra Fraca

O objetivo desta seção é estudarmos a existência, unicidade e regularidade para o

seguinte problema de valor na fronteira não homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w = 0 em Q,

w = v sobre Σ,

w(0) = w0 em Ω,

(2.124)

com o dado w0 menos regular que o considerado na Seção 2.1. Por essa razão, a solução

de (2.124) será chamada solução ultra fraca. Inicialmente, de�niremos o conceito de

solução para (2.124) por meio do Método da Transposição (Ver[12]). Devido ao método

utilizado, a solução de (2.124) também é conhecida por Solução por Transposição.

Suponhamos que v ∈ L2(Σ), w0 ∈ H−1(Ω) e consideremos uma função θ = θ(y, t) tal

que θ = 0 sobre Σ e θ(T ) = θ(y, T ) = 0, para y ∈ Ω. Multiplicando ambos os lados de

(2.124)1 por θ e integrando em Q, obtemos:

∫ T

0

∫
Ω

[
w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w

]
θdydt = 0. (2.125)

• Análise do termo
∫ T

0

∫
Ω

w′θdydt.

Notemos que∫ T

0

θw′dt = θw
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

θ′wdt = θ(T )w(T )− θ(0)w(0)−
∫ T

0

wθ′dt. (2.126)

Integrando (2.126) em Ω, obtemos∫ T

0

∫
Ω

w′θdydt =

∫
Ω

w(T )θ(T )dy −
∫

Ω

w(0)θ(0)dy −
∫ T

0

∫
Ω

wθ′dydt =

= (w(T ), θ(T ))− (w(0), θ(0))−
∫ T

0

∫
Ω

wθ′dydt,

ou seja, ∫ T

0

∫
Ω

w′θdydt = −(w(0), θ(0))−
∫ T

0

∫
Ω

wθ′dydt. (2.127)
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• Análise do termo −
∫ T

0

∫
Ω

i

k2
∆wθdydt.

Pelo Teorema 1.10, temos:

−
∫

Ω

∆wθdy =

∫
Ω

∇w · ∇θdy −
∫

Γ

θ
∂w

∂ν
dΓ. (2.128)

Usando novamente o Teorema 1.10, obtemos:∫
Ω

∇w · ∇θdy = −
∫

Ω

w∆θdy +

∫
Γ

w
∂θ

∂ν
dΓ. (2.129)

Substituindo (2.129) em (2.128), segue que

−
∫

Ω

∆wθdy = −
∫

Ω

w∆θdy +

∫
Γ

w
∂θ

∂ν
dΓ−

∫
Γ

θ
∂w

∂ν
dΓ. (2.130)

Multiplicando ambos os membros de (2.130) por
i

k2
, integrando em (0, T ), notando que

θ = 0 sobre Σ e w = v sobre Σ, resulta que:

−
∫ T

0

∫
Ω

i

k2
∆w · θdydt = −

∫ T

0

∫
Ω

i

k2
w ·∆θdydt+

∫ T

0

∫
Γ

i

k2
v
∂θ

∂ν
dΓdt. (2.131)

• Análise do termo −
∫ T

0

∫
Ω

k′

k
y · ∇wθdydt.

Pelo Teorema 1.9, temos:∫
Ω

∂

∂yj
[yjwθ]dy =

∫
Γ

νj · yjwθdΓ = 0, (2.132)

visto que θ = 0 sobre Σ.

Segue de (2.132) que∫
Ω

nwθdy +

∫
Ω

yj
∂w

∂yj
θdy +

∫
Ω

wyj
∂θ

∂yj
dy = 0. (2.133)

Multiplicando ambos os lados de (2.133) por
k′

k
, integrando em (0, T ) e notando que

yj
∂w

∂yj
= y · ∇w, resulta que

∫ T

0

∫
Ω

nw
k′

k
θdydt+

∫ T

0

∫
Ω

k′

k
y · ∇wθdydt+

∫ T

0

∫
Ω

w
k′

k
y · ∇θdydt = 0,
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2.5 Solução Ultra Fraca

ou seja,

−
∫ T

0

∫
Ω

k′

k
y · ∇wθdydt =

∫ T

0

∫
Ω

nw
k′

k
θdydt+

∫ T

0

∫
Ω

w
k′

k
y · ∇θdydt. (2.134)

Substituindo (2.127), (2.131) e (2.134) em (2.125), obtemos:

−(w0, θ(0)) +

∫
Q

w[−θ′]dydt+

∫
Q

w

[
− i

k2
∆θ

]
dydt+

+

∫
Σ

w
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt+

∫
Q

w

[
k′

k
y · ∇θ

]
dydt+

∫
Q

wn
nk′

k
θdydt = 0,

ou seja,

−(w0, θ(0)) +

∫
Σ

w
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt+

∫
Q

w

[
−θ′ − i

k2
∆θ +

k′

k
y · ∇θ +

nk′

k
θ

]
dydt = 0,

isto é,

−
∫
Q

w

[
θ′ − i

k2
∆θ − k′

k
y · ∇θ − nk′

k
θ

]
dydt =

= (w0, θ(0))−
∫

Σ

v
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt.

(2.135)

Agora, formularemos o conceito de solução ultra fraca para o problema (2.124). Dada

f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)), seja θ a solução fraca do seguinte problema retrógrado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ′ − i

k2
∆θ − k′

k
y · ∇θ − nk′

k
θ = −f em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ(T ) = 0 em Ω.

(2.136)

Em (2.136) consideremos a mudança de T − t por t. Mais precisamente, de�nindo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ̂(y, t) = θ(y, T − t),

k̂(t) = k(T − t),

f̂(t) = f(T − t),

(2.137)

obtemos ∣∣∣∣∣∣∣
θ̂′(y, t) = −θ′(y, T − t),

k̂′(t) = −k′(T − t).
(2.138)
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2.5 Solução Ultra Fraca

De (2.137) e (2.138), então (2.136)1 pode ser reescrito da seguinte forma:

−θ̂′ − i

k̂2
∆θ̂ +

k̂′

k̂
y · ∇θ̂ +

nk̂′

k̂
θ̂ = −f̂ ,

ou seja,

θ̂′ +
i

k̂2
∆θ̂ − k̂′

k̂
y · ∇θ̂ − nk̂′

k̂
θ̂ = f̂ ,

isto é,

θ̂′ − i

k̂2
∆θ̂ − k̂′

k̂
y · ∇θ̂ − nk̂′

k̂
θ̂ = f̂

Portanto, de (2.136), obtemos o problema equivalente:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ̂′ − i

k̂2
∆θ̂ − k̂′

k̂
y · ∇θ̂ − nk̂′

k̂
θ̂ = f̂ em Q,

θ̂ = 0 sobre Σ,

θ̂(0) = 0 em Ω.

(2.139)

Pelo Teorema 2.2, o sistema (2.139) possui uma única solução θ̂. Notemos que θ̂(y, t) =

θ(y, T − t). Então, a solução fraca θ(y, t) = θ de (2.136) com f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)) é tal

que

• θ(0) ∈ H1
0 (Ω),

• ‖θ‖L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C‖f‖L1(0,T ;H1

0 (Ω)), pela estimativa (2.43),

•

(∫ T

0

∫
Γ

1

k2

∣∣∣∣∂θ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt

) 1
2

≤ C‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)), pela Proposição 2.1.

Com estas considerações, podemos reescrever (2.135) como sendo:∫
Q

wfdydt = 〈w0, θ(0)〉 −
∫

Σ

v
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt,

onde 〈·, ·〉 representa a dualidade entre os espaços H−1(Ω) e H1
0 (Ω).

Consideremos a aplicação

S : L1(0, T ;H1
0 (Ω)) −→ C

f 7−→ 〈S, f〉 = 〈w0, θ(0)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) −

∫
Σ

v
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt
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2.5 Solução Ultra Fraca

onde θ é a solução fraca do problema transposto (2.136). Notemos que S é linear. Além

disso, usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Hölder, obtemos:

|〈S, f〉| ≤ ‖w0‖H−1(Ω)‖θ(0)‖H1
0 (Ω) +

∫
Σ

|v| 1

k2

∣∣∣∣∂θ∂ν
∣∣∣∣ dΓdt ≤

≤ ‖w0‖H−1(Ω)‖θ(0)‖H1
0 (Ω) +

(∫
Σ

|v|
1
2dΓdt

) 1
2

(∫
Σ

1

k4

∣∣∣∣∂θ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt

) 1
2

≤

≤ ‖w0‖H−1(Ω) max
0≤t≤T

‖θ(t)‖H1
0 (Ω) + ‖v‖L2(Σ)

(∫
Σ

1

k2

1

k2

∣∣∣∣∂θ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt

) 1
2

≤

≤ ‖w0‖H−1(Ω)‖θ‖l∞(0,T ;H1
0 (Ω)) + C(T )‖v‖L2(Σ)

(∫
Σ

1

k2

∣∣∣∣∂θ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt

) 1
2

≤

≤ C‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω))‖w0‖H−1(Ω) + C‖v‖L2(Σ)‖f‖L1(0,T ;H1

0 (Ω)) =

= C(‖w0‖H−1(Ω) + ‖v‖L2(Σ))‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)),

ou seja,

|〈S, f〉| ≤ C(‖w0‖H−1(Ω) + ‖v‖L2(Σ))‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)). (2.140)

Portanto, S : L1(0, T ;H1
0 (Ω)) −→ C é um operador contínuo. Dessa forma, S ∈

L∞(0, T ;H−1(Ω)) ∼= [L1(0, T ;H1
0 (Ω))]

′. Pelo Teorema 1.11, existe uma única função

w ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) tal que para cada f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)), temos a representação da

forma:

〈S, f〉 =

∫ T

0

〈w(t), f(t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)dt.

Isso nos motiva a formularmos a seguinte de�nição:

De�nição 2.1 (Solução Ultra Fraca) Para w0 ∈ H−1(Ω) e v ∈ L2(Σ), a solução ultra

fraca do problema (2.124) é a única função w ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) tal que∫ T

0

〈w(t), f(t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)dt = 〈w0, θ(0)〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
∫

Σ

v
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt,

para toda f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)), onde θ é a solução fraca de (2.136).

Teorema 2.4 (Existência e Unicidade) Dados w0 ∈ H−1(Ω) e v ∈ L2(Σ), existe

exatamente uma solução ultra fraca w ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) do problema de valor de

fonteira não homogêneo (2.124).
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2.5 Solução Ultra Fraca

Demonstração:

Com efeito, como S ∈ [L1(0, T ;H1
0 (Ω))]′ então, pelo Teorema 1.11, existe uma única

função w ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) tal que

〈S, f〉 =

∫ T

0

〈w(t), f(t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)dt,

para toda f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)). Portanto, a existência da solução ultra fraca é assegurada.

Para a unicidade, suponhamos que w e ŵ sejam soluções ultra fracas de (2.124). Por

de�nição de solução ultra fraca, temos

〈w − ŵ, f〉L∞(0,T ;H−1(Ω))×L1(0,T ;H1
0 (Ω)) = 0.

Pelo Teorema 1.18, temos:

‖w − ŵ‖L∞(0,T ;H−1(Ω)) = sup
f∈L1(0,T ;H1

0 (Ω))

‖f‖
L1(0,T ;H1

0(Ω))
≤1

|〈w − ŵ, f〉| = 0,

ou seja, w = ŵ, q.s.. �

Como temos visto acima, se w é uma solução ultra fraca de (2.124), então w ∈
L1(0, T ;H−1(Ω)). Nosso objetivo agora é provarmos que w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)). A

prova do resultado dessa regularidade depende da regularidade do problema misto∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w = f em Q,

w = 0 sobre Σ,

w(0) = w0 em Ω.

(2.141)

De�nição 2.2 Sejam w0 ∈ L2(Ω) e f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Dizemos que w ∈ C0([0, T ];L2(Ω))

é solução de (2.141) no sentido das distribuições sobre Q quando

−
∫
Q

w

[
φ′ − i

k2
∆φ− k′

k
y · ∇φ− nk′

k
φ

]
dydt =

∫
Q

fφ dydt,

para toda φ ∈ D(Ω).

Proposição 2.3 O problema misto (2.141) tem solução no sentido das distribuições so-

bre Q.
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2.5 Solução Ultra Fraca

Demonstração: Com efeito, dados {w0, f} ∈ {L2(Ω), L2(0, T ;L2(Ω))}, existem sequên-

cias (w0
n)n∈N e (fn)n∈N em H1

0 (Ω) e L2(0, T ;H1
0 (Ω)), respectivamente, tais que

w0
n −→ w0 em H1

0 (Ω),

e

fn −→ f em L2(0, T ;L2(Ω).

Tomando w0
n, fn como dados de (2.124), então como visto na Seção 2.1, o problema

(2.124) possui única solução fraca wn, tal que para cada n ∈ N, wn ∈ C0([0, T ];L2(Ω))

e, além disso, vale:

|wm(t)− wn(t)| ≤ C

[
|w0

m − w0
n|+

∫ T

0

|fm(t)− fn(t)|dt
]
,

para todo t ∈ [0, T ]. Portanto, temos que (wn)n∈N é uma sequência de Cauchy em

C0([0, T ];L2(Ω)) e, como C0([0, T ];L2(Ω)) é um espaço de Banach, existe w ∈ C0([0, T ];L2(Ω))

tal que

wn −→ w em C0([0, T ];L2(Ω)),

donde

wn
∗
⇀ w em C0([0, T ];L2(Ω)). (2.142)

Nosso objetivo agora é mostrarmos que w é solução de (2.124) no sentido da distribuição

conforme De�nição 2.2 acima.

Como C0([0, T ];L2(Ω)) ↪→ L∞([0, T ];L2(Ω)),em particular, de (2.142), segue que

wn
∗
⇀ w em L∞([0, T ];L2(Ω)),

e portanto, temos

lim
n→∞

∫
Q

wnv dydt =

∫
Q

wv dydt, (2.143)

para todo v ∈ L1([0, T ];L2(Ω)).

Sabemos que wn é solução fraca de (2.124). Então,∫
Ω

w′nφ dy −
∫

Ω

i

k2
∆wnφ dy −

∫
Ω

k′

k
y · ∇wnφ dy =

∫
Ω

fnφ dy, (2.144)

para toda φ ∈ D(Ω).
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2.5 Solução Ultra Fraca

Integrando por partes (2.144), então para toda φ ∈ D(Ω), obtemos:

−
∫

Ω

wnφ
′ dy +

∫
Ω

i

k2
wn∆φ dy +

∫
Ω

k′

k
y · ∇φwn dy +

∫
Ω

nk′

k
φwn dy =

=

∫
Ω

fnφ dy.

(2.145)

Integrando (2.145) de 0 a T , segue que∫ T

0

∫
Ω

−wnφ′ dydt+

∫ T

0

∫
Ω

i

k2
wn∆φ dydt+

∫ T

0

∫
Ω

k′

k
y · ∇φwn dydt+

+

∫ T

0

∫
Ω

nk′

k
φwn dydt =

∫ T

0

∫
Ω

fnφ dydt,

ou seja, ∫
Q

wn

[
−φ′ + i

k2
∆φ+

k′

k
y · ∇φ+

nk′

k
φ

]
dydt =

∫
Q

fnφ dydt,

isto é,

−
∫
Q

wn

[
φ′ − i

k2
∆φ− k′

k
y · ∇φ− nk′

k
φ

]
dydt =

∫
Q

fnφ dydt. (2.146)

Ao limite com n −→∞ em (2.146) e notando (2.143), obtemos que w é solução de (2.124)

no sentido da distribuição sobre Q. �

Proposição 2.4 A solução w de (2.124) no sentido das distribuições sobre Q é também

solução ultra fraca de (2.124) e possui regularidade w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

Demonstração: Com efeito, consideremos os autovalores θj, com j = 1, 2, . . . , do pro-

blema espectral:

((θj, v)) = λj(θj, v),

para todo v ∈ H1
0 (Ω) e Vm o subespaço gerado por [θ1, θ2, · · · , θm]. O sistema aproximado

para o problema (2.124) com wm(t) ∈ Vm é:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(w′m(t), θj) +

i

k2
((wm(t), θj))−

k′

k
(y · ∇wm(t), θj) = (f(t), θj),

para todo 1 ≤ j ≤ m;

wm(0) = w0
m −→ w0 em L2(Ω).

(2.147)

De (2.147), obtemos:

|wm(t)| ≤ C

(
|w0|+

∫ T

0

|f(s)|ds
)
,
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2.5 Solução Ultra Fraca

e assim, podemos extrair uma subsequência, que denotaremos ainda por (wm)m∈N, tal

que

wm
∗
⇀ w em L∞([0, T ];L2(Ω)) (2.148)

e w é solução de (2.124) no sentido das distribuições sobre Q. Agora, mostraremos que

w é uma solução ultra fraca de (2.124). Para isso, consideremos

α ∈ H1(0, T ) com α(T ) = 0.

Multiplicando ambos os lados de (2.147)1 por α e integrando de 0 a T , obtemos∫ T

0

(w′m, θj)α(t)dt+

∫ T

0

i

k2
((wm, θj))α(t)dt−

−
∫ T

0

(
k′

k
y · ∇wm, θj

)
α(t)dt =

∫ T

0

(f, θj)α(t)dt.

(2.149)

• Análise do termo
∫ T

0

(w′m, θj)α(t)dt.

Integrando por partes e notando que α(T ) = 0, segue que∫ T

0

(w′m, θj)α(t)dt = −(w0
m, θ

0
j )α(0)−

∫ T

0

(wm, θj)α
′(t)dt. (2.150)

• Análise do termo
∫ T

0

i

k2
((wm, θj))α(t)dt.

Pelo Teorema 1.10 e notando que θj = 0 sobre Γ, temos

−
∫

Ω

wm∆θjdy = ((wm, θj)),

ou seja,

((wm, θj)) = −(wm,∆θj),

isto é, ∫ T

0

i

k2
((wm, θj))α(t)dt =

∫ T

0

(
wm,−

i

k2
∆θjα

)
dt. (2.151)

• Análise do termo
∫ T

0

(
k′

k
y · ∇wm, θj

)
α dt.
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Pelo Teorema 1.9 e notando que θj = 0 sobre Γ, temos∫
Ω

∂

∂yj
[yjwmθj]dy =

∫
Γ

νjyjwmθjdΓ = 0,

ou seja, ∫
Ω

wmnθjdy +

∫
Ω

y · ∇wmθjdy +

∫
Ω

wmy · ∇θjdy = 0,

isto é,

(wm, nθj) + (y · ∇wm, θj) + (wm, y · ∇θj) = 0. (2.152)

De (2.152), resulta que:∫ T

0

(
k′

k
y · ∇wm, θj

)
α(t)dt = −

∫ T

0

(
wm,

nk′

k
θj

)
α(t)dt−

−
∫ T

0

(
wm,

k′

k
y · ∇θj

)
α(t)dt.

(2.153)

Substituindo (2.150), (2.151) e (2.153) em (2.149), temos

−
∫ T

0

(wm, θjα
′)dt+

∫ T

0

(
wm,−

i

k2
∆θjα

)
dt+

+

∫ T

0

(
wm,

k′

k
y · ∇θjα

)
dt+

∫ T

0

(
wm,

nk′

k
θjα

)
dt =

= (wm(0), α(0)θj) +

∫ T

0

(f, αθj)dt,

ou seja, ∫ T

0

(
wm,−α′θj −

i

k2
∆θjα +

k′

k
y · ∇θjα +

nk′

k
θjα

)
dt =

= (wm(0), θjα(0)) +

∫ T

0

(f, αθj)dt.

(2.154)

Ao limite com m −→∞ em (2.154) e notando (2.148), obtemos:∫ T

0

(
w,−α′θj −

i

k2
∆θjα +

k′

k
y · ∇θjα +

nk′

k
θjα

)
dt =

= (w(0), θjα(0)) +

∫ T

0

(f, αθj)dt.

(2.155)

Para cada h ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)), consideremos o problema misto de valor na fronteira∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z′ − i

k2
∆z − k′

k
y · ∇z − nk′

k
z = h em Q,

z = 0 sobre Σ,

z(T ) = 0 em Ω.

(2.156)
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Então, de (2.155), a solução w de (2.124) satisfaz uma igualdade do tipo:∫ T

0

(w, h)dt = (w(0), z(0)) +

∫ T

0

(f, z)dt,

para toda h ∈ L1(0, T,H1
0 (Ω)) e z solução fraca de (2.156). Isto signi�ca que w é uma

solução ultra fraca de (2.124). Notemos que em (2.124), w = 0 sobre Σ.

De (2.147)1, obtemos

d

dt
(w, θj) =

〈
f +

i

k2
∆w +

k′

k
y · ∇w +

nk′

k
w, θj

〉
em D(0, T ), para todo 1 ≤ j ≤ n, com f +

i

k2
∆w+

k′

k
y ·∇w+

nk′

k
w ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)).

Isto implica que

w′ ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)).

Como

w ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

e como L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ H−2(Ω) são densas, segue que

w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

�

Observação 2.6 Se f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) e w ∈ L2(Ω), a solução de (2.124) no sentido

das distribuições é também uma solução ultra fraca com w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

Agora estamos em condições de provarmos que a solução ultra fraca do problema

(2.124) possui regularidade w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)). O seguinte resultado é válido:

Proposição 2.5 Se w0 ∈ L2(Ω) e g ∈ H1
0 (0, T ;H3/2(Γ)), então a solução ultra fraca de

(2.124) possui regularidade C0([0, T ];H−1(Ω)).

Demonstração: Pela sobrejetividade do operador traço γ0 (ver Teorema 1.6), existe

g̃ ∈ H1
0 (0, T ;H2(Ω)) tal que g̃ = g sobre Σ. Consideremos o problema misto∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w̃′ − i

k2
∆w̃ − k′

k
y · ∇w̃ = −g̃′ + i

k2
∆g̃ +

k′

k
y · ∇g̃ em Q,

w̃ = 0 sobre Σ,

w̃(0) = w0 em Ω.

(2.157)
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Notemos que g̃′, ∆g̃, y · ∇g̃ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), visto que g̃ ∈ H1
0 (0, T ;H2(Ω)). Por

hipótese, temos que w0 ∈ L2(Ω). Portanto, pela Proposição 2.4 existe uma única solução

w̃ de (2.157) no sentido das distribuições sobre Q que também é solução ultra fraca com

regularidade w̃ ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

A função

w = w̃ + g̃

é solução no sentido das distribuições sobre Q do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w = 0 em Q,

w = g sobre Σ,

w(0) = w0 em Ω.

(2.158)

com regularidade w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)). A regularidade de w é obtida pela regularidade

de w̃. Notemos também que w é solução ultra fraca. �

Proposição 2.6 (Regularidade da Solução Ultra Fraca) A solução ultra fraca do

problema (2.124) com w0 ∈ H−1(Ω) e g ∈ L2(Σ) possui regularidade w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

Demonstração: Com efeito, dados w0 ∈ H−1(Ω) e g ∈ L2(Σ), como as imersões

L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) eH1
0 (0, T ;H3/2(Γ)) ↪→ L2(Σ) são densas, temos que existem sequências

(w0
m)m∈N e (g0

m)m∈N em L2(Ω) e H1
0 (0, T ;H3/2(Γ)), respectivamente, tais que∣∣∣∣∣∣∣

w0
m −→ w0 em H−1(Ω),

g0
m −→ g em L2(Σ).

(2.159)

Seja wm ∈ H1
0 (0, T ;H2(Ω)) tal que wm = g0

m sobre Σ. Para cada m ∈ N, consideremos o

problema misto não homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′m −
i

k2
∆wm −

k′

k
y · ∇wm = 0 em Q,

wm = g0
m sobre Σ,

wm(0) = w0
m em Ω.

(2.160)

Pela Proposição 2.5, temos que a solução ultra fraca de (2.160) possui regularidade

wm ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)). (2.161)
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2.5 Solução Ultra Fraca

Segue que wm−wn é também solução ultra fraca de (2.160) com dados w0
m−w0

n e g
0
m−g.

De (2.140), temos

‖wm − wn‖L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
[
‖w0

m − w0
n‖H−1(Ω) + ‖g0

m − g‖L1(0,T ;L2(Σ))

]
(2.162)

e ∫ T

0

〈wm, h〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)dt = 〈w0

m, θ(0)〉 −
∫ T

0

∫
Γ

g0
m

i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt, (2.163)

para todo h ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω) e θ solução fraca do problema retrógrado (2.136) com

−f = h.

Fazendo m −→∞ em (2.162) e usando (2.159), obtemos que (wm)m∈N é uma sequên-

cia de Cauchy no espaço de Banach L∞(0, T ;H−1(Ω)), e assim existe w ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω))

tal que

wm −→ w em L∞(0, T ;H−1(Ω)).

Portanto, de (2.161) concluímos que a solução ultra fraca w ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

Finalmente, ao limite com m −→∞ em (2.163), obtemos:∫ T

0

〈w, h〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)dt = 〈w0, θ(0)〉 −

∫ T

0

∫
Γ

g
i

k2

∂θ

∂ν
dΓdt,

mostrando que w é uma solução ultra fraca de (2.160) e consequentemente de (2.124). �
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Capítulo 3

Controlabilidade Exata para Equação

de Schrödinger Linear

Nesse capítulo estudaremos a controlabilidade exata para a equação de Schrödinger

linear por meio do Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), idealizado por Lions ([11]),

cuja metodologia é baseada em certo critério de unicidade e na construção de um espaço

de Hilbert. O HUM toma em consideração as propriedades das soluções da equação de

Schrödinger desenvolvidas nas Seções 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5.

3.1 Descrição do Problema

Inicialmente, resolveremos o problema de controlabilidade exata do problema de valor

de fronteira não homogêneo sobre o cilindro Q, a saber:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w = 0 em Q,

w = v sobre Σ,

w(0) = w0 em Ω.

(3.1)
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3.2 Resultado Principal

Após isso, obteremos o resultado de controlabilidade exata para o problema misto sobre

o domínio não cilíndrico Q̂: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′ − i∆u = 0 em Q̂,

u =


g sobre Σ̂(y0),

0 sobre Σ̂\Σ̂(y0),

u(0) = u0 em Ω0,

(3.2)

O problema de controlabilidade exata para (3.1) pode ser formulado como segue: dado

T > 0, encontrar um espaço de Hilbert H tal que para cada dado inicial w0 ∈ H, exite um

controle v pertencente a um espaço de controles sobre Σ tal que a solução correspondente

w(y, t, v) de (3.1) satisfaz a condição

w(y, T, v) = 0 para todo y ∈ Ω. (3.3)

3.2 Resultado Principal

O resultado principal do nosso trabalho num domínio cilíndrico pode ser enunciado

como segue:

Teorema 3.1 Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do Rn e suponhamos que as

hipóteses (H1) e (H2) sejam válidas. Se T > 0, então para cada w0 ∈ H−1(Ω), existe

um contole v ∈ L2(Σ) tal que w, solução do problema (3.1), satisfaz a condição

w(y, T, v) = 0 para todo y ∈ Ω. (3.4)

Demonstração: Com efeito, para isso usaremos o Método da Unicidade Hilbertiana

(HUM). Descrevemos esse método por etapas como segue:

• Etapa 1 - Solução Forte

Consideremos φ0 ∈ D(Ω) e a solução φ do problema adjunto:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ′ − i

k2
∆φ− k′

k
y · ∇φ− nk′

k
φ = 0 em Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ(0) = φ0 em Ω.

(3.5)
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3.2 Resultado Principal

Pelos resultados obtidos nas Seções 2.2 e 2.3, temos que o problema (3.5) admite uma

única solução forte φ com regularidade φ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) e, além disso,

1

k

∂φ

∂ν
∈ L2(Σ). (3.6)

• Etapa 2 - Solução do Estado Adjunto

Fazendo no problema retrógrado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ′ − i

k2
∆ψ − k′

k
y · ∇ψ = 0 em Q,

ψ =


−i∂φ
∂ν

sobre Σ(y0),

0 sobre Σ\Σ(y0),

ψ(T ) = 0,

(3.7)

a reversão no tempo, isto é, a mudança de variável t 7−→ T − t e denotando por ψ̂(t) =

ψ(T − t) e k̂(t) = k(T − t), obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ̂(t)− i

k̂2
∆ψ̂(t)− k̂′(t)

k̂(t)
y · ∇ψ̂(t) = 0 em Q,

ψ̂ =


−i∂φ
∂ν

sobre Σ(y0),

0 sobre Σ\Σ(y0),

ψ̂(0) = 0.

(3.8)

Como (3.8) é um caso particular de (2.124), então o problema (3.7) possui uma única

solução ultra fraca ψ com regularidade ψ ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)), conforme visto na Seção

2.5.

• Etapa 3 - O operador Λ

Da solução ψ de (3.7), de�namos o operador

Λ : D(Ω) −→ H−1(Ω)

φ0 −→ Λ(φ0) = ψ(0).

(3.9)
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3.2 Resultado Principal

Observemos que, de φ0 ∈ D(Ω), obtemos a solução φ de (3.5) com regularidade (3.6) da

derivada normal. Então, do problema (3.7), donde de�nimos Λ, é bem posto.

Seja

Lψ = ψ′ − i

k2
∆ψ − k′

k
∇ψ.

Multiplicando ambos os lados de (3.7) por φ, solução de (3.5), e integrando em Q, um

cálculo análogo como em (2.127), (2.131) e (2.134), resulta que

0 = 〈Lψ, φ〉 = 〈ψ,L∗φ〉+ 〈ψ(T ), φ(T )〉 − 〈ψ(0), φ(0)〉+ i

∫ T

0

∫
Γ

1

k2
ψ
∂φ

∂ν
dΓdt, (3.10)

onde

L∗φ = −φ′ − i

k2
∆φ+

k′

k
y · ∇φ+

nk′

k
φ

é o adjunto formal do operador L.

Usando (3.5)1, (3.5)3, (3.7)1 e (3.7)3, então de (3.10), obtemos

0 = −〈ψ(0), φ0〉+ i

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

[
−i∂φ
∂ν

]
∂φ

∂ν
dΓdt,

ou seja,

〈ψ(0), φ0〉 =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt. (3.11)

Substituindo (3.9) em (3.11), obtemos:

〈Λφ0, φ0〉 =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt. (3.12)

Se considerarmos φ0, ξ0 ∈ D(Ω) e representarmos por φ e ξ as correspondentes soluções

de (3.5), então, pelos mesmos argumentos usados para obter (3.11), nos leva à expressão:

〈Λφ0, ξ0〉 =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∂φ

∂ν

∂ξ

∂ν
dΓdt. (3.13)

• Etapa 4 - A norma ‖ · ‖H

Seja

‖ · ‖H : D(Ω) −→ R

φ0 −→ ‖φ0‖H =

(∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt

)1/2

.

(3.14)

75



3.2 Resultado Principal

Notemos que (3.14) de�ne uma norma em D(Ω).

Com efeito, é su�ciente mostrarmos que

‖φ0‖H = 0⇐⇒ φ0 = 0,

pois as demais propriedades de norma são facilmente veri�cadas.

De fato, se ‖φ0‖H = 0, então
∂φ

∂ν
= 0 q.s. sobre Γ(y0)× (0, T ) e portanto, por (2.93),

vale

‖φ0‖2 ≤ C

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt = 0,

e assim segue que

‖φ0‖ = 0,

e portanto, φ0 = 0 q.s. em Ω. Reciprocamente, se φ0 = 0, então a solução φ do problema

(3.5) é nula e portanto,
∂φ

∂ν
= 0 q.s. sobre Γ(y0)× (0, T ), o que implica que ‖φ‖H = 0.

Observação 3.1 A norma ‖ · ‖H de�nida em (3.14) provém do produto interno de�nido

por

(φ, ξ)H =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∂φ

∂ν

∂ξ

∂ν
dΓdt, (3.15)

onde (φ, ξ) ∈ D(Ω)×D(Ω).

Agora, consideremos o espaço de Hilbert H obtido pelo completamento de D(Ω) na

norma ‖ · ‖H , ou seja, H = D(Ω)
‖·‖H

. Das desigualdades (2.86) e (2.93), temos que

existem constantes C1 e C2 tais que

C1‖φ0‖2 ≤
∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C2‖φ0‖2,

e de (3.14), temos que

C1‖φ0‖2 ≤ ‖φ0‖2
H ≤ C2‖φ0‖2,

e assim, as normas ‖ · ‖H1
0 (Ω) e ‖ · ‖H são equivalentes. Logo, H = H1

0 (Ω) e H∗ = H−1(Ω).

• Etapa 5 - A extensão contínua de Λ a F

De (3.12) e (3.15), temos

〈Λφ0, ξ0〉 =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∂φ

∂ν

∂ξ

∂ν
dΓdt = (φ0, ξ0)H ,
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3.2 Resultado Principal

ou seja,

〈Λφ0, ξ0〉 = (φ0, ξ0)H . (3.16)

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.16), obtemos:

|〈Λφ0, ξ0〉| ≤ ‖φ0‖F‖ξ0‖H . (3.17)

De (3.17), temos que Λ é um operador linear contínuo de�nido em D(Ω). Portanto,

Λ se estende de maneira contínua a H. Sem perda de generalidade, denotaremos essa

extensão por Λ e daqui em diante, Λ : H −→ H∗, visto que H = H1
0 (Ω) e H∗ = H−1(Ω).

• Etapa 6 - A forma bilinear b

De�namos:

b : H ×H −→ C

(φ0, ξ0) −→ b(φ0, ξ0) = (φ0, ξ0)H =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∂φ

∂ν

∂ξ

∂ν
dΓdt.

(3.18)

Temos que (3.18) é uma forma bilinear e contínua. Além disso, (3.18) é coerciva devido

a desigualdade (2.93), visto que

b(φ0, φ0) = (φ0, φ0)H =

∫ T

0

∫
Γ(y0)

1

k2

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt ≥ C0‖φ0‖2,

ou seja,

b(φ0, φ0) ≥ C0‖φ0‖2.

onde C0 é uma constante positiva.

Portanto, pelo Teorema 1.12, para cada w0 ∈ H∗, dual de H, existe uma única φ0 ∈ H
tal que

b(φ0, ξ0) = 〈w0, ξ0〉H∗×H ,

isto é,

〈Λφ0, ξ0〉 = 〈w0, ξ0〉H∗×H ,

ou seja, dado w0 ∈ H∗, existe um único φ0 ∈ H tal que

Λφ0 = w0 em H∗. (3.19)
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3.2 Resultado Principal

Mas, por (3.9), temos que

Λφ0 = ψ(0),

e portanto, de (3.19), segue que

ψ(0) = w0. (3.20)

• Etapa 7 - O controle v

Fazendo a reversão no tempo em (3.7) e usando (3.20), temos que (3.7) é equivalente

ao seguinte problema: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ′ − i

k2
∆ψ − k′

k
y · ∇ψ = 0 em Q,

ψ =


−i∂φ
∂ν

sobre Σ(y0),

0 sobre Σ\Σ(y0),

ψ(0) = w0 em Ω.

(3.21)

Agora, escolhendo o controle v = −i∂φ
∂ν
∈ L2(Σ) e substituindo em (3.1), resulta que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w = 0 em Q,

w =


−i∂φ
∂ν

sobre Σ(y0),

0 sobre Σ\Σ(y0),

w(0) = w0 em Ω.

(3.22)

Da unicidade da solução ultra fraca dos problemas (3.21) e (3.22), temos que

w(x, t) = ψ(x, t) q.s. em Q.

Em t = T , segue que

w(T ) = ψ(T )

e por (3.7)3, resulta que

w(T ) = 0,

conforme queríamos. �

Observação 3.2 A prova do Teorema 2.1 segue do Teorema 3.1 e do difeomor�smo τ ,

conforme Seção 2.1. Para maiores detalhes, ver Apêndice B.
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Apêndice A

Sobre a Identidade (2.36)

O objetivo deste apêndice é provarmos a identidade para modi�car a integral de

superfície
k′

k

∫
Γ

yjνj

∣∣∣∣∂wm∂ν
∣∣∣∣2 dΓ,

conforme visto em (2.36).

De fato, consideremos a equação aproximada como em (2.14), a saber,

(w′m, θj) +
i

k2
((wm, θj))−

k′

k
(y · ∇wm, θj)−

nk′

k
(wm, θj) = (f, θj). (A.1)

Seja L2(Ω) = Vm ⊕ V ⊥m e Pm a projeção ortogonal de L2(Ω) em Vm ⊂ L2(Ω). Temos que

Pm ∈ L(L2(Ω)) com ‖Pm‖L(L2(Ω)) = 1, Pm é auto-adjunto e Pmw = w, para todo w ∈ Vm.
Para cada w ∈ L2(Ω), temos que

Pmw =
m∑
j=1

(w, θj)θj. (A.2)

Multiplicando ambos os lados de (A.1) por θj e somando em j = 1, 2, . . . ,m, e obser-

vando (A.2), obtemos:

w′m −
i

k2
∆wm −

k′

k
Pm[y · ∇wm]− nk′

k
wm = Pmf. (A.3)

Tomando o produto interno em ambos os lados de (A.3) com y · ∇wm, segue que:

(w′m, y · ∇wm)− i

k2
(∆wm, y · ∇wm)− k′

k
(Pm[y · ∇wm], y · ∇wm)−

−nk
′

k
(wm, y · ∇wm) = (Pmf, y · ∇wm).

(A.4)
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Observando que P 2
m = Pm, temos

(Pm[y · ∇wm], y · ∇wm) = (P 2
m(y · ∇wm), y · ∇wm) = (Pm[y · ∇wm], Pm[y · ∇wm]) =

= ‖Pm[y · ∇wm]‖2 ∈ R.

Tomando o dobro da parte imaginária em ambos os lados de (A.4) e observando que

2Im(iz) = 2Re(z), obtemos:

2Im(w′m, y · ∇wm)− 1

k2
2Re(∆wm, y · ∇wm)−

−nk
′

k
2Im(wm, y · ∇wm) = 2Im(Pmf, y · ∇wm).

(A.5)

Integrando (A.5) de 0 a T , resulta que:∫ T

0

2Im(w′m, y · ∇wm)dt+

∫ T

0

2

k2
Re(−∆wm, y · ∇wm)dt−

−
∫ T

0

nk′

k
2Im(wm, y · ∇wm)dt =

∫ T

0

2Im(Pmf, y · ∇wm)dt.

(A.6)

• Análise do termo
∫ T

0

2Im(w′m, y · ∇wm)dt.

Usando integração por partes, temos∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt = (wm(t), y · ∇wm(t))
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

(wm, y · ∇w′m)dt,

ou seja,∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt = (wm(T ), y · ∇wm(T ))− (wm(0), y · ∇wm(0))−

−
∫ T

0

(wm, y · ∇w′m)dt.

(A.7)

Além disso, pelo Teorema 1.9, temos que∫
Ω

∂

∂yl
[ylwmw′m]dy =

∫
Γ

yl · νlwmw′mdΓ = 0,

e assim, ∫
Ω

wm yl
∂w′m
∂yl

dy +

∫
Ω

yl
∂wm
∂yl

w′mdy +

∫
Ω

wmnw′mdy = 0,

ou seja,

−(wm, y · ∇w′m) = (y · ∇wm, w′m) + (wm, nw
′
m),
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isto é,

−
∫ T

0

(wm, y · ∇w′m)dt =

∫ T

0

(y · ∇wm, w′m)dt+

∫ T

0

(wm, nw
′
m)dt. (A.8)

Substituindo (A.8) em (A.7), obtemos:∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt = (wm(T ), y · ∇wm(T ))− (wm(0), y · ∇wm(0))+

+

∫ T

0

(y · ∇wm, w′m)dt+

∫ T

0

(wm, nw
′
m)dt,

ou seja,∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt−
∫ T

0

(y · ∇wm, w′m)dt = (wm(T ), y · ∇wm(T ))−

−(wm(0), y · ∇wm(0)) +

∫ T

0

(wm, nw
′
m)dt.

(A.9)

Notando que z − z = 2iIm(z) e −i(z − z) = 2Im(z), segue que

2Im

∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt = −i
[∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt−
∫ T

0

(y · ∇wm, w′m)dt

]
. (A.10)

Assim, usando (A.10) e (A.9), obtemos

2Im

∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt = −i
[
(wm(T ), y · ∇wm(T ))− (wm(0), y · ∇wm(0))

]
−i
∫ T

0

(nwm, w
′
m)dt.

(A.11)

Tomando a parte real de ambos os lados de (A.11) e observando queRe(iz) = −Im(z),

resulta que

2Im

∫ T

0

(w′m, y · ∇wm)dt = Im(wm(t), y · ∇wm(t))
∣∣∣T
0

+

+

∫ T

0

Im(nwm, w
′
m)dt.

(A.12)

Notando que Im(z) = −Im(z), vale que∫ T

0

Im(nwm, w
′
m)dt =

∫ T

0

Im(w′m, nwm)dt =

= −
∫ T

0

Im(w′m, nwm)dt =

∫ T

0

Im(−w′m, nwm)dt.

(A.13)

Por (A.3), temos

−w′m = − i

k2
∆wm −

k′

k
Pm[y · ∇wm]− nk′

k
wm − Pmf. (A.14)
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Dessa forma,

Im(−w′m, nwm) =
n

k2
Re(−∆wm, wm)− nk′

k
Im(Pm[y · ∇wm], wm)

−n
2k′

k
Im(wm, wm)− n(Pmf, wm).

(A.15)

Como Pm é auto-adjunto e Pmwm = wm, temos

(Pm[y · ∇wm], wm) = (y · ∇wm, Pmwm) = (y · ∇wm, wm)

e

(Pmf, wm) = (f, Pmwm) = (f, wm).

Além disso,
n2k′

k
Im(wm, wm) =

n2k′

k
Im|wm|2 = 0.

Assim, pelo Teorema 1.10, reescrevemos (A.15) como segue:

Im(−w′m, nwm) =
n

k2
||wm||2 −

nk′

k
Im(y · ∇wm, wm)− (Pmf, nwm),

ou seja,∫ T

0

Im(−w′m, nwm)dt =

∫ T

0

n

k2
‖wm‖2dt−

∫ T

0

nk′

k
Im(y · ∇wm, wm)dt

−
∫ T

0

(Pmf, nwm)dt.

(A.16)

Substituindo (A.16) em (A.12), resulta que∫ T

0

2Im(w′m, y · ∇wm)dt = Im(wm(t), y · ∇wm(t))
∣∣∣T
0

+

+

∫ T

0

n

k2
‖wm‖2dt−

∫ T

0

nk′

k
Im(y · ∇wm, wm)dt−

∫ T

0

(Pmf, nwm)dt.

(A.17)

• Análise do termo
∫ T

0

2

k2
Re(−∆wm, y · ∇wm)dt.

Pelo Teorema 1.10, temos

(−∆wm, y · ∇wm) =

(
∂wm
∂yj

,
∂

∂yl

[
yj
∂wm
∂yj

])
−
∫

Γ

∂wm
∂ν

yj
∂wm
∂yj

dΓ =

=

(
∂wm
∂yj

, δjl
∂wm
∂yj

)
+

(
∂wm
∂yj

, yj
∂

∂yj

∂wm
∂yl

)
−
∫

Γ

∂wm
∂ν

yj
∂wm
∂yj

dΓ,
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ou seja,

2Re(−∆wm, y · ∇wm) = 2‖wm‖2 +

∫
Ω

yj2Re

{
∂wm
∂yj

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]}
dy−

−2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ.

(A.18)

Pelo Teorema 1.9, segue que∫
Ω

∂

∂yl

[
yj
∂wm
∂yj

∂wm
∂yj

]
dy =

∫
Γ

yj · νj
∂wm
∂yj

∂wm
∂yj

dΓ =

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ. (A.19)

Por outro lado,∫
Ω

∂

∂yl

[
yj
∂wm
∂yj

∂wm
∂yj

]
dy = n

∫
Ω

∂wm
∂yj

∂wm
∂yj

dy +

∫
Ω

yj
∂

∂yl

[
∂wm
∂yj

]
∂wm
∂yj

dy+

+

∫
Ω

yj
∂wm
∂yj

∂

∂yl

[
∂wm
∂yj

]
dy = n‖wm‖2 + 2

∫
Ω

yjRe

{
∂wm
∂yj

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]}
dy.

(A.20)

De (A.19) e (A.20), obtemos∫
Ω

yj2Re

{
∂wm
∂yj

∂

∂yj

[
∂wm
∂yl

]}
dy = −n‖wm‖2 +

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ. (A.21)

Substituindo (A.21) em (A.18), resulta que:

2Re(−∆wm, y · ∇wm) = 2‖wm‖2 − n‖wm‖2 −
∫

Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ,

ou seja,∫ T

0

2

k2
Re(−∆wm, y · ∇wm)dt =

∫ T

0

2

k2
‖wm‖2dt−

∫ T

0

n

k2
‖wm‖2dt−

−
∫ T

0

∫
Γ

1

k2
yjνj

∣∣∣∣∂wm∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt.

(A.22)

Substituindo (A.17) e (A.22) em (A.6), obtemos:

Im(wm(t), y · ∇wm(t))
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

nk′

k
Im(y · ∇wm, wm)dt−

−
∫ T

0

(Pmf, nwm)dt+

∫ T

0

2

k2
‖wm‖2dt−

−
∫ T

0

1

k2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt−
∫ T

0

nk′

k
2Im(wm, y · ∇wm)dt =

=

∫ T

0

2Im(Pmf, y · ∇wm)dt,
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ou seja,

−
∫ T

0

1

k2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt =

∫ T

0

2Im(Pmf, y · ∇wm)dt−

−Im(wm(t), y · ∇wm(t))
∣∣∣T
0

+

∫ T

0

nk′

k
Im(y · ∇wm, wm)dt+

+

∫ T

0

(Pmf, nwm)dt−
∫ T

0

2

k2
‖wm‖2dt+

+

∫ T

0

nk′

k
2Im(wm, y · ∇wm)dt,

isto é, ∫ T

0

1

k2

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt = Im(wm(t), y · ∇wm(t))
∣∣∣T
0

+

+

∫ T

0

2

k2
‖wm‖2dt−

∫ T

0

nk′

k
2Im(wm, y · ∇wm)dt−

−
∫ T

0

2Im(Pmf, y · ∇wm)dt−
∫ T

0

(Pmf, nwm)dt.

(A.23)

A identidade (A.23) é verdadeira para todo 0 ≤ t ≤ T . Tomando t = T , derivando

ambos os membros de (A.23) com respeito a t e multiplicando por k′k, obtemos:

k′

k

∫
Γ

yj · νj
∣∣∣∣∂wm∂ν

∣∣∣∣2 dΓ = kk′
d

dt
Im(wm, y · ∇wm)+

+
2k′

k
‖wm‖2 − 2nk′2Im(wm, y · ∇wm)− 2kk′Im(Pmf, y · ∇wm)−

−kk′(Pmf, nwm).

(A.24)

�
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Apêndice B

Equivalência de Soluções para Equação

de Schrödinger

Neste apêndice mostraremos a equivalência da controlabilidade exata para a equação

de Schrödinger no cilindro Q e no não cilindro Q̂. As coordenadas em Q̂ são (x, t) e de

Q são (y, t), onde y =
x

k(t)
. Consideremos os seguintes problemas não homogêneos:

• Em Q̂,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′(x, t)− i∆u(x, t) = 0 em Q̂,

u(x, t) =


g sobre Σ̂(y0),

0 sobre Σ̂\Σ̂(y0),

u(x, 0) = u0(x) em Ω0.

(B.1)

• Em Q,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′(y, t)− i

k2(t)
∆w(y, t)− k′(t)

k(t)
yj
∂w

∂yj
(y, t) = 0 em Q,

w(y, t) =


v sobre Σ(y0),

0 sobre Σ\Σ(y0),

w(y, 0) = w0(y) em Ω.

(B.2)
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Os sistemas adjuntos de (B.1) e (B.2) são dados, respectivamente, por:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ′(x, t)− i∆θ(x, t) = 0 em Q̂,

θ(x, t) = 0 sobre Σ̂,

θ(x, 0) = θ0(x) em Ω0,

(B.3)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z′(y, t)− i

k2
∇z(y, t)− k′

k
y · ∇z(y, t)− nk′

k
z(y, t) = 0 em Q,

z(y, t) = 0 sobre Σ,

z(y, 0) = z0(y) em Ω.

(B.4)

Notemos que

u(x, t) = w

(
x

k(t)
, t

)
,

onde (x, t) ∈ Q̂.

Já de�nimos a solução fraca para (B.4), conforme Seção 2.2. Agora, de�niremos a

solução fraca para o sistema (B.3) em Q̂.

De�nição B.1 Dizemos que uma função θ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ωt)) é solução fraca para o

sistema (B.3) se satisfaz a seguinte condição:

−
∫ T

0

(θ, ϕ′)L2(Ωt)dt+ i

∫ T

0

((θ, ϕ))H1
0 (Ωt)dt = 0, (B.5)

para toda ϕ = ϕ(x, t) tal que ϕ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ωt)), ϕ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ωt)) com ϕ(0) =

ϕ(T ) = 0 , sendo que

θ(x, 0) = θ0(x) em Ω0. (B.6)

Proposição B.1 Se z(y, t) é solução fraca de (B.4), então

θ(x, t) = k−nz

(
x

k(t)
, t

)
é solução fraca de (B.3).

Demonstração: Com efeito, sendo z = z(y, t) solução fraca de (B.4), então

−
∫ T

0

(z, ψ′)dt+ i

∫ T

0

1

k2
((z, ψ))dt−

∫ T

0

k′

k
(y · ∇z, ψ)dt−

∫ T

0

nk′

k
(z, ψ)dt = 0 (B.7)
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para todo ψ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ψ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) com ψ(0) = ψ(T ) = 0. Pelo

Teorema 1.9 e notando que z = 0 sobre Σ, obtemos∫
Ω

∂

∂yj

[
yjzψ

]
dy =

∫
Γ

yj · νjzψdΓ = 0,

ou seja, ∫
Ω

nzψdy +

∫
Ω

y · ∇zψdy +

∫
Ω

zy · ∇ψdy = 0,

isto é, ∫
Ω

y · ∇zψdy = −
∫

Ω

zy · ∇ψdy −
∫

Ω

nzψdy.

Mais precisamente, temos:

−(y · ∇z, ψ) = (z, y · ∇ψ) + (z, nψ). (B.8)

Multiplicando ambos os lados de (B.8) por
k′

k
e integrando de 0 a T , obtemos

−
∫ T

0

k′

k
(y · ∇z, ψ)dt =

∫ T

0

(z,
k′

k
y · ∇ψ)dt+

∫ T

0

(z,
nk′

k
ψ)dt. (B.9)

Substituindo (B.9) em (B.7), resulta que:

−
∫ T

0

∫
Ω

z(y, t)
∂ψ

∂t
(y, t)dydt+

∫ T

0

∫
Ω

z(y, t)
k′

k
y · ∇ψ(y, t)dydt+

+

∫ T

0

∫
Ω

1

k2
∇z(y, t) · ∇ψ(y, t)dydt = 0.

(B.10)

Seja

y =
x

k(t)
.

Então,

y =

(
x1

k(t)
,
x2

k(t)
, . . . ,

xn
k(t)

)
.

Consideremos o difeomor�smo

τ : Q̂ −→ Q

(x, t) 7−→ (y, t).

Portanto,

τ(x, t) =
( x1

k(t)︸︷︷︸
τ1

,
x2

k(t)︸︷︷︸
τ2

, . . . ,
xn
k(t)︸︷︷︸
τn

, t︸︷︷︸
τ(n+1)

)
.
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A matriz jacobiana de τ é dada por

Jτ(x, t) =



∂τ1

∂x1

∂τ1

∂x2

· · · ∂τ1

∂xn

∂τ1

∂t
∂τ2

∂x1

∂τ2

∂x2

· · · ∂τ2

∂xn

∂τ2

∂t
...

...
. . .

...
...

∂τn
∂x1

∂τn
∂x2

· · · ∂τn
∂xn

∂τn
∂t

∂τn+1

∂x1

∂τn+1

∂x2

· · · ∂τn+1

∂xn

∂τn+1

∂t


(n+1)×(n+1)

.

Daí, temos que

Jτ(x, t) =



1

k(t)
0 · · · 0 0

0
1

k(t)
· · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 1

k(t)
0

0 0 · · · 0 1


(n+1)×(n+1)

(B.11)

Assim, o determinante da matriz jacobiana (B.11) é k−n(t), ou seja,

detJτ(x, t) = k−n(t).

Pelo Teorema da Mudança de Variáveis, temos:

dydt = |detJτ(x, t)|dxdt,

isto é,

dydt = k−n(t)dxdt. (B.12)

Substituindo (B.12) em (B.10), segue que

−
∫ T

0

∫
Ωt

k−nz
(x
k
, t
) ∂ψ
∂t

(x
k
, t
)
dxdt+

+

∫ T

0

∫
Ωt

k−nz
(x
k
, t
) k′
k

x

k
· ∇ψ

(x
k
, t
)
dxdt+

+

∫ T

0

∫
Ωt

1

k2
k−n∇z

(x
k
, t
)
· ∇ψ

(x
k
, t
)
dxdt = 0,

(B.13)

onde k = k(t).
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Notemos que

dψ

dt
(y, t) =

∂ψ

∂y
(y, t)

∂y

∂t
(y, t) +

∂ψ

∂t
(y, t)

∂t

∂t
(y, t).

Como y =
x

k
, então

∂y

∂t
= − k

′

k2
x e portanto,

dψ

dt

(x
k
, t
)

=
∂ψ

∂y

(x
k
, t
)
− k′

k

x

k
∇ψ

(x
k
, t
)
,

isto é,

−dψ
dt

(x
k
, t
)

= −∂ψ
∂y

(x
k
, t
)

+
k′

k

x

k
∇ψ

(x
k
, t
)
. (B.14)

Notando que ϕ(x, t) = ψ
(x
k
, t
)
, então de (B.13) e (B.14) com θ(x, t) = k−nz

(
x
k
, t
)
,

x ∈ Ωt, obtemos:

−
∫ T

0

∫
Ωt

θ(x, t)
dϕ

dt
(x, t)dxdt+ i

∫ T

0

∫
Ωt

∇θ(x, t)∇ϕ(x, t)dxdt =

= −
∫ T

0

∫
Ωt

θ(x, t)
dψ

dt

(x
k
, t
)
dxdt+ i

∫ T

0

∫
Ωt

k−n∇z
(x
k
, t
) 1

k
∇ψ

(x
k
, t
) 1

k
dxdt =

−
∫ T

0

∫
Ωt

k−nz
(x
k
, t
) ∂ψ
∂t

(x
k
, t
)
dxdt+

∫ T

0

∫
Ωt

k−nz
(x
k
, t
) k′
k

x

k
· ∇ψ

(x
k
, t
)
dxdt+

+

∫ T

0

∫
Ωt

1

k2
k−n∇z

(x
k
, t
)
· ∇ψ

(x
k
, t
)
dxdt = 0,

ou seja,

−
∫ T

0

∫
Ωt

θ(x, t)
dϕ

dt
(x, t)dxdt+ i

∫ T

0

∫
Ωt

∇θ(x, t)∇ϕ(x, t)dxdt = 0,

isto é,

−
∫ T

0

(θ, ϕ′)L2(Ωt)dt+ i

∫ T

0

((θ, ϕ))H1
0 (Ωt)dt = 0,

e θ(x, t) = 0 sobre Σ, visto que k−nz
(x
k
, t
)

= 0.

Para os dados iniciais, temos:

(z(y, 0), ψ(y)) = (z0(y), ψ(y)) para ψ ∈ L2(Ω),

isto é, ∫
Ω0

k−n(0)z
(x
k
, 0
)
ψ
(x
k

)
dx =

∫
Ω0

k−n(0)z0
(x
k

)
ψ
(x
k

)
dx,
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implicando que,∫
Ω0

θ(x, 0)ϕ(x)dx =

∫
Ω0

θ0(x)ϕ(x)dx, para ϕ ∈ L2(Ω0),

ou seja,

θ(x, 0) = θ0(x) em Ω0.

�

Observação B.1 Seja η(x, t) a normal unitária de Σ̂. Se (x, t) ∈ Σ̂, seja ϕ = 0 a

parametrização local de y =
x

k
. Então, ψ(x, t) = ϕ

(x
k

)
= 0. Temos,

∇ψ(x, t) =

(
∂ψ

∂xj
,
∂ψ

∂t

)
,

com
∂ψ

∂xj
=

1

k

∂ϕ

∂xj
e
∂ψ

∂t
= −k

′

k

x

k

∂ϕ

∂y
. Daí, segue que

∇ψ(x, t) =
1

k

{
∇ϕ(y),−k′y∇ϕ(y)

}
,

onde
1

k
∇ϕ(y) é a x-componente de ∇ψ(x, t); que é a x-componente de η(x, t).

Seja ν∗(x, t) a x-componente de η(x, t), |ν∗(x, t)| = 1. Então, pela observação (B.1),

temos

ν∗(x, t) =
∇ϕ(y)

|∇ϕ(y)|
= ν

(
x

k(t)

)
, (B.15)

onde ν
(x
k

)
é o vetor normal unitário de Σ no ponto y =

x

k
correspondente a (x, t) de Σ̂.

Se

θ(x, t) = k−nz
(x
k
, t
)
,

então

∂θ

∂xj
(x, t) = k−n

∂z

∂xj
(y, t) = k−n

∂z

∂yj

∂yj
∂xj

+
∂z

∂t

∂t

∂xj
= k−n

∂z

∂yj

1

k
= k−n−1 ∂z

∂yj
,

isto é,
∂θ

∂xj
(x, t) = k−n−1 ∂z

∂yj
(y, t). (B.16)

Então, de (B.15) e (B.16), vale:

∂θ

∂xj
ν∗j (x, t) = k−n−1 ∂z

∂yj
νj(y),
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ou seja,
∂θ

∂ν∗
= k−n−1 ∂z

∂ν
,

onde (x, t) ∈ Σ̂ correspondendo a
(x
k
, t
)
∈ Σ.

De�nição B.2 Dizemos que uma função u ∈ L2(0, T ;H−1(Ωt)) é solução ultra fraca do

problema (B.1) se satisfaz a condição∫ T

0

〈u(t), ĥ(t)〉H−1(Ωt)×H1
0 (Ωt)dt = 〈u0, θ(0)〉L2(Ω0) −

∫ T

0

∫
Γt

g(x, t)
i

k2

∂θ

∂ν∗
dΓtdt,

para ĥ ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)) e θ solução fraca do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ′ − i∆θ = 0 em Q̂,

θ = 0 sobre Σ̂,

θ(T ) = 0 em Ω0.

Proposição B.2 Suponhamos que u(x, t) = w
(x
k
, t
)
, para x ∈ Ωt. Então u é solução

ultra fraca de (B.1) se, e somente se, w é solução ultra fraca de (B.2).

Demonstração: Com efeito, se θ(x, t) = k−nz
(
x
k
, t
)
, u(x, t) = w

(
x
k
, t
)

e g(x, t) =

k2v(y, t), então valem as seguintes identidades:

θ′(x, t) = −nk−n−1k′z
(x
k
, t
)
− k−n−1k′y · ∇z

(x
k
, t
)

+ k−nz′
(x
k
, t
)
, (B.17)

u′ − i∆u = Lw(y, t), (B.18)

θ′ − i∆θ = k−nL∗z(y, t), (B.19)

onde

L∗z = z′ − i

k2
∆z − k′

k
y · ∇z − nk′

k
z

é o adjunto do operador

Lw = w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w.
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Com efeito, sendo y =
x

k
, temos:

θ′(x, t) =
∂θ

∂t
(x, t) =

∂

∂t
[k−nz(y, t)] =

∂

∂t
(k−n)z(y, t) + k−n(t)

∂z

∂t
(y, t) =

= −nk−n−1k′z(y, t) + k−n
[
∂z

∂y

∂y

∂t
+
∂z

∂t

]
=

= −nk−n−1k′z(y, t) + k−n
[
−k

′

k

x

k
∇z(y, t) + z′(y, t)

]
=

= −nk−n−1k′z
(x
k
, t
)
− k−n−1k′y · ∇z

(x
k
, t
)

+ k−nz′
(x
k
, t
)
,

e portanto, segue (B.17).

Agora,

u′ − i∆u =
∂u

∂t
(x, t)− i∆u(x, t) =

∂w

∂t
(y, t)− i

k2
∆w(y, t) =

∂w

∂y

∂y

∂t
+
∂w

∂t

∂t

∂t
− i 1

k2
∆w(y, t) = −k

′

k
y · ∇w + w′ − i 1

k2
∆w(y, t) =

= w′ − i

k2
∆w − k′

k
y · ∇w = Lw(y, t),

e assim, vale (B.18).

Finalmente, temos:

θ′ − i∆θ = −nk−n−1k′z
(x
k
, t
)
− k−n−1k′y · ∇z

(x
k
, t
)

+ k−nz′
(x
k
, t
)
− i

k2
k−n∆z

(x
k
, t
)

=

= k−n
[
z′
(x
k
, t
)
− i

k2
∆z
(x
k
, t
)
− k′

k
y · ∇z

(x
k
, t
)
− nk′

k
z
(x
k
, t
)]

= k−nL∗z,

e segue (B.19).

De (B.17), (B.18) e (B.19), e notando que dxdt = kndydt, nos leva a∫ T

0

∫
Ωt

(u′ − i∆u)θ dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

Lwk−nzkn dydt =

∫ T

0

∫
Ω

Lwz dydt. (B.20)

e ∫ T

0

∫
Ωt

u(θ′ − i∆θ) dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

wk−nL∗zkn dydt =

∫ T

0

∫
Ω

wL∗z dydt. (B.21)

Notemos que

•
∫

Γ

v(y, t)dΓ =

∫
Γt

k−n+1v(y, t)dΓt =

∫
Γt

k−n+1k−2g(x, t)dΓt =

∫
Γt

k−n−1g(x, t)dΓt.
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Além disso,

•
∫

Γt

g(x, t)
i

k2

∂θ

∂ν∗
dΓt =

∫
Γ

kn−1g(ky, t)
i

k2
k−n−1 ∂z

∂ν
dΓ =

∫
Γ

g(ky, t)k−2 i

k2

∂z

∂ν
dΓ =

=

∫
Γ

k2v(y, t)k−2 i

k2

∂z

∂ν
dΓ =

∫
Γ

v(y, t)
i

k2

∂z

∂ν
dΓ.

�
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Apêndice C

Espaços de Sobolev sobre o Domínio

Não Cilíndrico Q̂

Nesse apêndice caracterizaremos os espaços Lp(0, T ;Hm
0 (Ωt)), 1 ≤ p ≤ ∞; Lp

′
(0, T ;H−m(Ωt))

para
1

p
+

1

p′
= 1; C0([0, T ];Hm

0 (Ωt)) e C0([0, T ];H−m(Ωt)), onde m é um inteiro positivo.

Seja

u : Q̂ −→ C

(x, t) 7−→ u(x, t) = k−n(t)ξ
(x
k
, t
)
,

(C.1)

com ξ ∈ Lp(0, T ;Wm,q
0 (Ω)).

Para 1 ≤ q <∞, temos

|Dm
x u(x, t)|q = k−nq−mq(t)|Dyξ(y, t)|q.

Daí, como dx = kndy, então(∫
Ωt

|Dm
x u(x, t)|qdx

)1/q

= k
n
q
−n−m(t)

(∫
Ω

|Dyξ(y, t)|qdy
)1/q

.

Temos que u ∈ Wm,q
0 (Ωt) q.s. em (0, T ) e, além disso,

‖u(t)‖Wm,q
0 (Ωt) = k

n
q
−n−m(t)‖ξ‖Wm,q

0 (Ω).

Portanto,

C0‖ξ(t)‖Wm,q
0 (Ω) ≤ ‖u(t)‖Wm,q

0 (Ωt) ≤ C1‖ξ(t)‖Wm,q
0 (Ω), (C.2)

onde C0 e C1 são constantes positivas independentes de ξ e u.
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Denotemos por Lp(0, T ;Wm,q
0 (Ωt)), 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, m inteiro positivo, o

espaço de (classes de) funções u : Q̂→ C tal que existe ξ ∈ Lp(0, T ;Wm,q
0 (Ω)) satisfazendo

(C.1), munido com a norma

‖u‖Lp(0,T ;Wm,q
0 (Ωt)) =

(∫ T

0

‖u(t)‖p
Wm,q

0 (Ωt)
dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞

e

‖u‖L∞(0,T ;Wm,q
0 (Ωt)) = ess sup

t∈[0,T ]

‖u(t)‖Wm,q
0 (Ωt).

Por (C.2), temos que o espaço Lp(0, T ;Wm,q
0 (Ωt)) munido com a norma acima é um

espaço de Banach e a aplicação linear

U : Lp(0, T ;Wm,q
0 (Ω)) −→ Lp(0, T ;Wm,q

0 (Ωt))

ξ 7−→ Uξ = u

(C.3)

é um isomor�smo.

Representamos por C0([0, T ];Wm,q
0 (Ωt)) o subespaço fechado de L∞(0, T ;Wm,q

0 (Ωt))

constituído por funções u tal que a função ξ ∈ C0([0, T ];Wm,q
0 (Ω)), onde ξ é dada por

(C.1).

No que segue, caracterizaremos os espaços duais. De fato, consideremosX = Lp(0, T ;H1
0 (Ω)),

Y = Lp(0, T ;H1
0 (Ωt)) e a aplicação U : X → Y de�nida em (C.3). Sabemos que

U : X → Y é um isomor�smo linear. Portanto, a aplicação transposta U∗ torna o dual

Y ′ no dual X ′, ou seja, U∗ : Y ′ → X ′. Segue que, para todo S ∈ Y ′, vale:

〈S, u〉 = 〈S,Uξ〉 = 〈U∗S, ξ〉,

para toda ξ ∈ X.

Seja

R = U∗S ∈ X ′.

Assim, concluímos que para cada S ∈ Y ′, dual de Y, existe um único R ∈ X ′, dual de
X, tal que

〈S, u〉 = 〈R, ξ〉, ξ = U−1u,

e por (C.2), vale:

C0‖R‖ ≤ ‖S‖ ≤ C1‖R‖.
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De�namos o operador P (t), t ∈ (0, T ), como sendo:

〈P (t), α〉 = 〈R(t), β〉,

para α ∈ H1
0 (Ωt) e β(y) = knα(k(t)y). Então temos,

C0‖R(t)‖H−1(Ω) ≤ ‖P (t)‖H−1(Ωt) ≤ C1‖R(t)‖H−1(Ω),

pois

C0‖β‖H1
0 (Ω) ≤ ‖α‖H1

0 (Ωt) ≤ C1‖β‖H1
0 (Ω).

Identi�cando S com R e R com P , obtemos que o espaço Lp
′
(0, T ;H−1(Ωt)) é consti-

tuído por formas lineares S tais que:

S : (0, T ) −→ H−1(Ωt)

e existe R ∈ Lp′(0, T ;H−1(Ω)) satisfazendo a condição:

〈S(t), α〉 = 〈R(t), β〉 q.s. em (0, T ),

para β(y) = kn(t)α(k(t)y) e a norma é dada por

‖S‖Lp′ (0,T ;H−1(Ωt))
=

(∫ T

0

‖S(t)‖p
′

H−1(Ωt)
dt

)1/p′

, 1 ≤ p′ <∞

e

‖S‖L∞(0,T ;H−1(Ωt)) = ess sup
t∈(0,T )

‖S(t)‖H−1(Ωt), p′ =∞.

De�nimos o espaço C0([0, T ];H−1(Ωt)) como o subespaço fechado de L∞(0, T ;H−1(Ωt))

constituído por formas lineares contínuas S tal que o correspondente R pertence a

C0([0, T ];H−1(Ω)).
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