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Resumo

Neste trabalho, descreveremos resultados obtidos por Alexander Arbieto, André Jun-
queira e Bruno Santiago em 2017. Provamos a existéncia de atratores tanto topologi-
camente quanto sob o ponto de vista da medida teoricamente atratora. O estudo sera
dividido em dois casos: no primeiro caso trabalharemos com o espaco de fase sendo um
espaco métrico compacto e no segundo caso trabalharemos com o espaco de fase sendo
um espag¢o métrico completo.

Palavras-chave: Sistemas Iterados de Funcoes, Atratores, Medida Invariante



Abstract

In this work, we describe results obtained by Alexander Arbieto, André Junqueira and
Bruno Santiago in 2017. We prove the existence of attractors both in the topological and
measure theoretical viewpoint. The study will be divided into two cases: in the first case
we will work with the phase space being a compact metric space and in the second case
we will work with the phase space being a complete metric space.

Keywords: Iterated Function Systems, Attractors, Invariant Measure
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Introducao

O conceito de Sistema Iterado de Fungdes (IFS, na sigla em inglés) foi introduzido
por Hutchinson em [4] como uma forma de gerar uma ampla classe de fractais, embora
alguns resultados tenham aparecido no inicio de Williams em [11]. Existem aplicagoes de
IFS em diversas areas cientificas como, por exemplo, no processamento de imagens, como
pode ser visto em um artigo do Barnsley, [2]. Um IFS também pode ser visto como um
produto torcido sobre a funcao shift (termos que serao apresentados nesta dissertacao).
Assim, pode ser considerado como um sistema dinamico aleatério.

Hutchinson também introduziu o conceito de IFS hiperbélico, onde ele considera uma
colegao finita de contragoes @1, -+, @n : X — X sobre um espago métrico completo X.

Aqui apresentamos o conceito de IFS fracamente hiperbdlico, onde consideramos uma
funcao continua w : A x X — X dada por w(A,x) = wx(x), com A sendo um espaco
métrico compacto (chamado espago de parametro) e X um espago métrico completo. Ou
seja, a cada elemento A € A associa-se uma func¢ao continua w, : X — X. Com isso,
definimos aqui alguns operadores do IFS, que sao chamados de operador de Hutchinson-
Barnsley e operador de transferéncia, assim definidos:

Operador de Hutchinson-Barnsley:

F: K(X) = K(X) dado por F(A) := | ] wa(A).
AEA

Operador de transferéncia:

Ty 30X) = M (X) dado por Tp10) = | (@a).(0) dp(A).

onde * representa o operador push-forward.

Motivados pelo estudo de IFS fracamente hiperbdlico apresentamos também o conceito
de conjunto atrator de um IFS e de conjunto invariante por um IFS.

No caso particular em que X é apenas um espago métrico compacto, apresentamos trées

importantes resultados. O primeiro traz informagcoes acerca do conjunto atrator do IFS

1



Sumario 2

(Teorema 5) e os dois resultados seguintes, Teorema 9 e Teorema 10, tratam da medida
teoricamente atratora, medida que, por definicao, é um ponto atrator do operador de
transferéncia.

No caso mais geral em que X é um espaco métrico completo, definimos o que é um
espaco métrico e-encadeado, e sob estas e outras condigoes obtemos mais dois resultados,
em que o Teorema 14 trata da existéncia de um conjunto atrator e o Teorema 15 da
existéncia da medida invariante. Por fim, ainda no caso completo, definimos o que significa
a Orbita de um IFS desenhar um conjunto atrator e dai entao é estabelecido o Teorema
16. Os resultados apresentados aqui foram baseados no artigo de Arbieto, Junqueira e

Santiago [1].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Teoria da Medida

1.1.1 Algebra e o-algebra

Definigcao 1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma dlgebra de conjuntos sobre X é uma

colecao A de subconjuntos de X, fechada para a unidao finita e complementaridade, isto é,
1. Se El,EQ,"' ,En e Aentao By U---UE,, € A.
2. Se E € A entao E€ € A.

Observacao 1. Se a dlgebra A € fechada para unides enumerdveis ela serd chamada de

o-dlgebra.

Definicao 2. Seja & um subconjunto do conjunto das partes de X. A o-dlgebra gerada
por & € dada pela intersecgao de todas as o-dlgebras sobre X que contém & e indicaremos

ela por M(§).

Defini¢ao 3. A o-dlgebra de Borel Bx de um espago métrico (ou topoldgico) X € a o-
dlgebra gerado pelos conjuntos abertas de X (ou equivalente, pelos fechados de X), cons-

tituida pelos conjuntos de Borel de X ou, simplesmente, borelianos de X.

1.1.2 Medidas

Definicao 4. Seja X um conjunto com uma o-dlgebra A. Uma medida em A, é uma

fungao w: A — [0,00] com as propriedades abairo
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2. Se (En)nen € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A, entao vale
[ (U En) = Z w(En).
n=l n=1

Definicao 5. Seja X um conjunto qualquer e A uma o-dlgebra sobre X

1. O par (X, A) € dito um espaco mensurdvel e os conjuntos em A sao chamados

conjuntos mensurdveis.
2. Se w € uma medida em (X, A), a terna (X, A, ) € dita ser um espaco de medida.
3. Dado um espago de medida, a medida w € dita finita se w(X) < +o0.
4. Quando w(X) =1, entao w € dita ser uma medida de probabilidade.

Sejam (Xj,Aj, 1), j = 1,...,n espacos de medida finita, isto ¢, tais que p;(Xj) < oo.
E possivel tornar o produto cartesiano X; x --- x X;; um espaco de medida, da seguinte
forma. Considere em X; X --- x X;;, a 0-dlgebra gerada pela familia de todos os conjuntos
da forma A; x---x A, com Aj € Aj. Ela é chamada de o-dlgebra produto e é representada

pOFA1®---®An.

Teorema 1. Existe uma unica medida w em (X; X -+ X Xp, A1 @ -+ @ An) tal que
WA x - x Ap) = w(Aq) -~ u(Ay) para todo Ay € Ay, -+ ,An € An. Em particular, p

¢ uma medida finita.
Demonstragao. Ver Teorema A.2.12. de [9]. O

Sejam (Xj, Bj, 1), j € J espacos de medida com p;(X;) = 1 para todo j € J, onde o

conjunto de indices tanto pode ser I = N como J = Z. Considere o produto cartesiano

X = HX] = {(Xj)jej; X & X]}
jed
Definicao 6. Chamamos cilindros de X os subconjuntos da forma

(m; A, oy And ={(x5)jec 1 x5 € Aj para m <j < n},

ondemeJ, n>meA;€ By param<j <.
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Exemplo 1. Note que o proprio X, € um cilindro, uma vez que podemos escrever Xy

[1; Xul.

Definicao 7. A o-dlgebra B = H B; € gerada por todos os cilindros da forma [m; A, ...

jeg

Teorema 2. Existe uma tunica medida w em (X, B) tal que

para qualquer cilindro [m; A, ..., Anl. Em particular, @ é uma probabilidade.

Demonstragao. Ver Teorema A.2.13 de [9].

1.1.3 Alguns Resultados de Convergéncia

Lema 1 (Fatou). Seja (X, A,u) um espago de medida e h, : X — [0,+00] fungoes

mensurdveis. Entao
a) Jlim inf h,, dpu < lim ianhn du.
b) Em particular, se hy — h, entdo [h dp < liminf [ h, dp.

Demonstra¢ao. Ver Lema 3.3.6. de [3]

]

Teorema 3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja X um espago de medida qual-

quer, dotado de uma o-dlgebra A e de uma medida 1. Sejam f,f1,fy,---: X — C fungoes

mensurdveis tais que £, — f em w-q.t.p. (isto é, u({x € X; f.(x) 4 f(x)}) =0). Suponha

que ezista g : X — [0,400] uma funcdo integrdvel tal que |f(x)| < g(x) em p-¢.t.p.

x € X. Entio [ f, dp— [f dp.

Demonstrac¢ao. Ver Teorema 3.3.7. de [3]

1.2 Analise Funcional

Definicao 8. Uma norma no espago vetorial X sobre o corpo K, onde K =R ou K=C

¢ uma funcao || - || : X = R que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Ixll =0 Vx €X;

(i1) x| =0 <= x =0;
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(iii) Il = I, VA € R e Wx € X;
(iv) [x +yll < IIxI[+[lyll, Vx,y € X

O par (X, -1|) € chamado de espago normado.

Defini¢ao 9 (Espaco de Banach). Chamamos de espago de Banach um espago normado

que € completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 2. O espago normado R é um espago de Banach, pois toda sequéncia de Cauchy

de numeros reais converge.

Definicao 10. Seja (X, A, 1u) um espaco de medida. Definimos o espaco de funcoes L1 (p)
como L () :={f: X — C; f ¢ integrdvel}.

Definigao 11 (Espago de Hilbert). Chamamos de espaco de Hilbert um espag¢o com pro-

duto interno, que € completo com a norma induzida por este produto interno.

Exemplo 3. Se (X, M, u) é um espaco de medida, entdo 12(X) é um espaco de Hilbert
com produto interno definido por

(£, g)s = L fx)g0) du(x), f,g € L2(X).

Definicao 12. Um operador linear A : H — H em um espago de Hilbert H é dito positivo
se satisfizer a condi¢ao:

(Ax,x) >0, VxeH.

1.3 Teoria Ergddica

Definicao 13. Dizemos que a medida W, definida na o-dlgebra de X € de probabilidade,

ou simplesmente probabilidade, quando w(X) = 1.

Exemplo 4. Seja X # () um conjunto qualquer, e tome a dlgebra A := P(X) onde P(X)
representa o conjunto das partes do conjunto X. Fizado um ponto a € X, definimos a

medida de Dirac 84 : A — [0, +00), suportada em a por:

1, seae A
6a(A) =

0, caso contrdrio.

Definigao 14. Sejam (X, A) e (Y, B) espacos de medida. Dizemos que f: X — Y € uma

transformacao mensurdvel se f~1(E) € A, para todo E € B.
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Definigao 15. Seja (X, B, ) um espaco de medida e seja f: X — X uma transformacao
mensurdvel. Dizemos que a medida n é invariante por f se wW(E) = w(f~1(E)) para todo

conjunto £ € B.

Definicao 16. Seja 1 uma medida na o-dlgebra de X. Definimos o suporte da medida p

como sendo:

supp(p) ={x € X: u(Vy) #0 para todo V,},

onde Vy denota uma vizinhanca aberta que contém x.

Dada f : X — X e qualquer medida 1 em X, denota-se por f,n e chama-se push-forward
a medida definida por f,n(B) = n(f~(B)) para cada conjunto mensuravel B C X. Note
que n ¢é invariante por f se, e somente se, f,n =mn.

Considere X um espaco métrico. Nosso objetivo agora é definir a topologia fraca*
no conjunto M;j(X) das medidas borelianas de probabilidade em X e discutir as suas
propriedades principais.

Denotaremos por d a funcao distancia em X e por B(x,0) a bola de centro x € X
e raio & > 0. Dado B C X denotamos d(x,B) = inf {d(x,y) : y € B} e chamamos de
8-vizinhanca de B ao conjunto B® dos pontos x € X tais que d(x, B) < 8.

Dada uma medida u € M;(X), um conjunto finito ® = {¢p4,---, Pn} de funcoes

continuas e limitadas ¢; : X = R e € > 0, definimos

Viu, @, e) = {v e M;(X) : Ud)i dv —Jd)i du‘ < € para todo i}. (1.1)

Definimos a topologia fraca* como sendo a topologia gerada pelas bases V(u, @, €)
para cada u, @, e. Na Secao 2.3 apresentaremos um teorema que estabelece uma relagao

entre a topologia fraca® e a topologia de Hutchinson.

Lema 2. Uma sequéncia (Wn)nen converge para uma medida i € M (X) na topologia

fraca* se, e somente se,
Jd) du, — Jd) du para toda funcdao continua limitada ¢ : X — R.
Demonstragao. Ver Lema 2.1.1. de [9]. O

O proéximo teorema é de grande importancia para a demonstragao do Teorema 10.
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Teorema 4 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f : M — M wuma transformagao
mensurdvel e seja L uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integrdavel
©: M —= R, o limite
1 n—
$x) = lim — > o
i=0
existe em w-q.t.p x € M. Além disso, a funcao @ definida desta forma € integrdvel e

satisfaz

j $(x) dulx) = j o(x) du(x).

Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada no Apéndice. O



Capitulo 2

Sistemas Iterados de Funcoes

Fracamente Hiperbodlicos

2.1 Definicoes

Seja A um espaco métrico compacto e X um espago métrico completo. Chamamos de
Sistema Iterado de Fungoes (IFS, na sigla em inglés) uma fungao continua w : AxX — X.
O espaco A é chamado espaco de parametro e X é o espaco de fase. O espaco AN das
sequéncias com elementos de A, com a topologia produto, serd denotado por Q := AN,
Dado um parametro fixo A € A, denotaremos por w, : X — X a funcao parcial gerada
por este parametro, a qual é definida por wx(x) := w(A, x), para todo x € X.
Denotemos wy,...a, = Wy, 0 --- 0wy, , onde (A,--- ,Ay) € A™

Para cada n € N denotemos por w™ o IFS de A™ x X para X dado por
wn()\la e 77\T17X) = w7\1~~7\n(x)'

Definicao 17. Sejam X e A espacos métricos compactos. Dizemos que um IFS w : A X

X — X € fracamente hiperbdlico se para cada ¢ = (01,092, ,0n, ) € Q temos

lim Diam (wge,...¢, (X)) = 0.

n—o0

Observagao 2. Note que no caso particular em que wg, € uma contragao para todo

o; € A, temos claramente um IFS fracamente hiperbalico.
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2.2 O Atrator Topoldgico

Denotemos por X(X) o conjunto de todos os subconjuntos compactos de X. Seja
d(x,F) = inf {d(x,y);y € F} a distancia do ponto x ao conjunto F. Definimos a métrica

de Hausdorff por
dn(A,B) =sup {d(a,B),d(b,A);a € A,b € B}, para A,B € K(X).

Se (X, d) é um espago métrico completo (respectivamente, compacto), pode-se provar
que (K(X), dy) é também um espago métrico completo (respectivamente, compacto).

O operador de Hutchinson-Barnsley F : K(X) — K(X) é definido por

F(A) = | J walA) = w(A x A), para A € K(X).

AEA
Definigao 18. Dizemos que um IFS tem um atrator A € KX(X), se existe uma vizinhanca
aberta U de A (chamada bacia de atragao) tal que F™(B) — A na topologia de Hausdorff
para cada B € K(X), com B C U. Se A € K(X) € um ponto fixzo de F, entao dizemos que

A € um conjunto invariante por w. Se U = X, entao o IFS tem um atrator global.

Iremos tratar de atratores que podem nao ser globais. A partir daqui, quando falarmos
que um IFS tem um atrator, mas nao fizermos nenhum comentario sobre a bacia de
atracao, estaremos falando de atratores globais.

O préximo resultado fornece a existéncia de um atrator global para um IFS fracamente

hiperbdlico.

Teorema 5. Seja w um IFS fracamente hiperbolico em um espaco métrico compacto X e
com um espaco de parametro /. Entao F tem um atrator K, que € também um conjunto
compacto invariante. Além disso, Wy, © -+ 0 W, tem um tUnico ponto fixo para todo

ceQen>1etambém K € o fecho da uniao de todos os pontos fixos.

O teorema acima sera demonstrado na segao 2.4.

2.3 A Medida Teoricamente Atratora

Seja (X, d) um espaco métrico completo e separdvel e consideremos o espaco

Lip;(X;R) ={f: X = R; [f(x) —f(y)| < d(x,y), para todo x,y € X}.
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Seja M;(X) o conjunto das medidas de probabilidade de Borel pu tais que u(f) =
5 T di < 400 para cada f € Lip;(X;R).

Definimos a métrica de Hutchinson em M, (X) por

J fdu—J f dv
X X

Teorema 6. Seja X um espagco métrico separdvel. Entao o espago (My(X), H) € completo

H(u,v) = sup{

f e Lipl(X;]R)}.

se, e somente se, X € completo.
Demonstragao. Ver demonstragao em [6]. O

O teorema a seguir estabelece uma relacao entre a topologia fraca* e a topologia de

Hutchinson.

Teorema 7. A topologia de Hutchinson e a topologia fraca* sdo equivalentes se, e somente
se, Diam(X) < 4o00. Além disso, se Diam(X) = oo, entao a topologia de Hutchinson é

mais fina do que a topologia fraca*.
Demonstragao. Ver demonstragao em [6]. O

Quando (X, d) é um espago métrico compacto, temos o seguinte resultado na metri-

zabilidade de M (X).

Teorema 8. Se X € um espaco métrico compacto e{fynhen € um conjunto denso na esfera

unitdria de C(X) com a métrica uniforme, entdao

J fn du—J fn dv
X X

¢ uma métrica em My (X) gerando a topologia fraca*.

0]

D(w,v):= Z Qin

n=1

Demonstragao. Ver demonstracao em [10]. O

Também temos uma nocgao de atrator sob o ponto de vista da medida teérica. Para

explicar essa noc¢ao, definiremos o operador de transferéncia.

Definicao 19. Seja p uma medida de probabilidade em A. Definimos o operador de
transferéncia Ty © My (X) = My (X) por

T, (w)(B) = L 1wy (B)) dp(A),

para cada conjunto de Borel B e cada medida u € M;(X). Se a medida u € My (X) € um

ponto fixo do operador de transferéncia, dizemos que w € uma medida invariante para w.
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Observagao 3. Algumas vezes omitiremos o conjunto B na defini¢cdo e escreveremos

Ty () == JA(wA)*(u) ap(),

onde x representa o operador push-forward.

Definigao 20. Dizemos que a probabilidade v € My(X) € uma medida teoricamente

atratora para w se T;(u) — Vv, quando N — oo na métrica de Hutchinson para todo

n e M (X).

A seguir apresentamos um forte resultado que garante a existéncia de uma medida

teoricamente atratora.

Teorema 9. Se X é um espaco métrico compacto e w € um IFS fracamente hiperbolico,
entdo w tem uma medida teoricamente atratora v € My (X), o qual € o inico ponto fixo do
operador de transferéncia. Além disso, se p(U) > 0 para cada conjunto aberto nao-vazio

U C A, entao temos que supp(v) = K, onde K € o atrator topoldgico dado pelo Teorema

5.

O teorema acima sera demonstrado na secao 2.5.
Se v é uma medida invariante para um IFS w, entao podemos definir a ergodicidade

de v.

Definicao 21. Fize p € My(A) e seja P = p" a medida produto. Dizemos que uma
medida invariante W para W € ergddica se para cada fungao continua f: X — R, cada

x € X e P-quase todo o € Q) temos:

n

1
lim =) f(we o 0 wWe,(x)) :J f du.
X

n—oo 1N
j=0
Se j =0, entdao, por convengao, Wy, 0+ 0 Wg, (X) = X.

O préximo resultado trata da ergodicidade da medida teoricamente atratora.

Teorema 10. Se X é um espago métrico compacto e w é um IFS fracamente hiperbolico,

entdo a unica medida teoricamente atratora € ergddica.

O teorema acima sera demonstrado na secao 2.6.
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2.4 Demonstracao do Teorema 5

Aqui usaremos a compacidade do espago de fase para mostrar que Diam(wg,...q, (X))
tende a zero uniformemente. Em seguida, usamos esse fato juntamente com a abordagem
de Mdaté ([8]) para mostrar a existéncia do atrator. Para provar que tal atrator é o fecho
do conjunto dos pontos fixos das fung¢oes parciais we,...q,,, aplicamos o teorema do ponto

fixo de Jachymski (Teorema 12).

s

Lema 3. Para cada n € N, a fungdo (A1, - ,An) € A™ — Diam(wy,..a, (X)) € R €

uniformemente continua com respeito a métrica do madximo.

Demonstracao. Seja € > 0. Denote por p a métrica de A e d a métrica de X. Dados

A C Xet >0, definimos
B(A,t) ={y € X; d(y,A) <t}
Como w™ : A™ x X — X é uniformemente continua, existe & > 0 tal que se
max {p(Ar, A7), -+, p(An, AR, dx, y)} <6,

entao
d (w7\1~~'7\n (X), WHrr..A% (y)) < €.

Sejam (Aq, -+, An), (AT, -+ ,A%) € A™ tais que
max {p(A1,A}), -, p(An, A%)} < 8.
Afirmacgao:
Ly, (X) € B (waras (X), €) 5
2. War.ax(X) CB(wa,..a,(X),€).

Com efeito, dado y € wp,...a, (X), existe x € X tal que wy,...a, (x) = y. Tome, por-
tanto, y* = waxs..a; (x) e note que d(y,y*) = d(wa,..a, (x), was..az (x)) < €. Mas isto
implica que y € B ((UA*{--?\;(XL (—:), e portanto concluimos a demonstracao do item 1 da
afirmacao. A demonstracao do item 2 é analoga a do item 1.

Como € ¢ arbitrario, pela afirmacao acima podemos concluir que os comprimentos dos
didmetros de wa,...a, (X) e wxs..ax (X) estao suficientemente préximos. Logo, a funcao

(A1, -+, An) € A™ = Diam(wy,...a, (X)) é uniformemente continua. O
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Lema 4. Seja w um IFS em um espago métrico compacto X com um espaco de parametros

compacto, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes.
1. w € fracamente hiperbolico.

2. Dado € > 0, existe ng = ng(e) € N tal que para todo n > ng e 0 € Q, temos

Diam (wg,...q, (X)) < €.

Demonstracao. (2) = (1) Imediato!
(1) = (2) Suponha que (2) nao acontece. Entao existe €9 > 0, uma sequéncia crescente

(nx) — oo e uma sequéncia de palavras (com alfabeto em A) a qual denotamos por

(Gi 0-;7 ) 611'11)7 (0-%7 0%7 ) 0-212)7 T
tais que
Diam(wgr..qx (X)) > € para qualquer k € N. (2.1)
Ny

Assim, temos a seguinte matriz formada pelas palavras:

n

2 2 2 2 2
07 03 030y, -0y,

3 3 3 3 3 3
0-1 0-2 ()—3 * Gnl O-TIQ O—n3

4 4 4 4 4 4 4
07 0 03+ 0y, =+ Oy o Oy oo Oy

k k k k k k

0-1 0-2 03 ’ O-‘I’Ll O-TlQ 0-‘[15 0-114 0-'I’l.k

Agora, pela compacidade de A, obtemos uma subsequéncia convergente de (07 )xen que
converge em A, ou seja, existe Ny C N tal que (0%)yen, é convergente em A. Do mesmo
modo, pela compacidade de A, a sequéncia (0% )ren, possui uma subsequéncia convergente
em A, ou seja, existe Ny C Nj tal que (05)yen, é convergente em A. Continuando nesse

processo, obteremos uma sequéncia de conjuntos

NODNy DNy DN D---.



Capitulo 2. Sistemas Iterados de Funcoes Fracamente Hiperbdlicos 15

Se nos definirmos por N* o conjunto composto pelo primeiro elemento de Ny, o segundo
elemento de Ny, e assim por diante, teremos que a matriz (0‘}‘) N j < ny possui todas as
colunas convergentes em A. Assim, por simplicidade, podemos supor que a matriz inicial
possui todas as colunas convergentes em A e definimos por 0 = (07,02,03,---) € Q a
sequéncia cujo j-ésimo termo ¢é limite da j-ésima coluna. Para finalizarmos a prova, é
suficiente provarmos que esta sequéncia nao satisfaz a definicao de hiperbolicidade fraca.
Assim, fixe m € N. Como (ny) — 00, entao ny > m, para todo k suficientemente grande.

Portanto, segue-se de (2.1) que

Diam(wgrgx...qx (X)) = Diam(wgigx...ox (X)) = €0
1 m My

k

m) — (617027"' 7Gm) na

para k suficientemente grande. Como limy (0¥, 0%, -+, 0
métrica do maximo, concluimos pelo Lema 3 que Diam(we, oy, (X)) = €p. Como m
é arbitrario, isto contradiz a definicao de hiperbolicidade fraca, concluindo entao a prova

do lema. O

Definicao 22. Seja w: A x X — X um IFS. Para cada 0 € Q,n € N e x € X, defina

I'o,n,x) = We,...0,, (X). Dizemos que w satisfaz a Propriedade P* se

INo):= lim I'(o,n,x) (2.2)

n—oo

existe para cada 0 € Q e todo x € X, nao dependendo de x e € uniforme em o € Q e

x € X.

Proposicao 1. Todo IFS fracamento hiperbolico w : A x X — X, com X e A espacos

métricos compactos satisfaz a propriedade P*.

Demonstracao. Tome x € X e € > 0. Pelo Lema 4 sabemos que existe ng = ng(e) tal que
Diam(wg,...q, (X)) < €,

para todo o € Q e todo n > ngy. Observe que
INo,n,x) € Wey...on, (X)

e como Wg, ;. X) C X, temos

"0-11+P(

IMNo,n+p,x) € we,. (X) C Weyo0, (X),

On+p
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e entao temos que d(I'(o,n,x),lNo,n + p,x)) < Diam(wy,...c, (X)) < €, para todo
n > ngep € N Assim, a sequéncia (I'(o,n, x))nen € de Cauchy e portanto, converge

para todo x € X e 0 € Q. Agora, tome 0 € Q e x,y € X. Observe que
F(G7 n, X)a r(0-7n7y) € w(Tl"'O'n(X))

e entao

d(r(07nvx)7r(67nay)) < €, se n>n07

e portanto a convergéncia acima independe de x e converge uniformemente em o e x € X.

Isto conclui a demonstragao. O]

Agora iremos provar que se um IFS w : A x X — X satisfaz a propriedade P* para
A sendo um espago compacto arbitrario, entao ¢ garantida a existéncia de um atrator.
Antes, precisaremos de alguns lemas, onde o primeiro deles afirma que o operador de
Hutchinson-Barnsley é continuo. A prova que apresentaremos aqui também funciona no
caso em que X é completo, mas nao necessariamente compacto, e este caso sera usado

posteriormente.

Lema 5. Seja X um espaco métrico completo e A um espaco métrico compacto. Se
w: A XxX — X € continuo, entao o operador de Hutchinson-Barnsley F também ¢é

continuo.

Demonstra¢ao. Fixe um conjunto compacto K C X e tome € > 0. Como w ¢ continuo e

A é compacto, existe 6 > 0 tal que se x € K ey € X com d(x,y) < §, entao
d(wa(x), wa(y)) < €, paratodo A€ A.

Assuma que A € K (X) é tal que dy(A,K) < 8. Seja x € K e tome a € A de modo que

d(x,a) =d(x,A) < d. Como a € A, temos w(a) € wx(A) e entao
d(wx(x), wa(A)) < d(wa(x), wr(a)) < e, paratodo A€ A.

De maneira similar, seja a € A e tome x € K de modo que d(a,x) = d(a,K) < 9,
entao

d(wa(a), wa(K)) < d(war(a), wa(x)) < €, paratodo A€ A.

Portanto,

dr(wa(A), wa(K)) = sup {d(wa(a), wa(K)), d(wa(x), wa(A));a € Ax € K} <€,
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ou seja,
di(wa(A), wa(K)) < €, paratodo A€ A,
e logo,
dn(F(A), F(K)) = du(w(A x A), w(A x K)) < e.
Isto conclui a demonstragao do lema. O

Observe que o Proposicao 1 define uma funcao I' : O — X, dada por

(o) = lim T'(o,n,x), para qualquer x € X.
n—oo

Lema 6. A funcioT': Q — X € continua na topologia produto em Q.

Demonstrag¢ao. Denotemos por p a métrica de A. Pela Proposicao 1, para cada o € Q

fixado e para todo € > 0, existe m = m(e) € N tal que
d(weg, 0+ 0wy, (x),T(0)) < €, para todo x € X.
Usando que w™ é continuo, obtemos & > 0 tal que se
max {p(07, 01), -+, p(07,, Om)} < &

entao

d(Wet...ox, (X), We, ..., (X)) < €, para todo x € X.
Seja U a vizinhanga de o na topologia produto dada por
U=B,(01,0) X -+ XBp(Om,d) Xx A x---.
Note que se o* € U, entao:

d(T'(0"),T(0)) < d(T'(0), We,...on (X)) + AW, .0, (X), Wt or, (X))
+ d(Wes . gn (x), T(0%))

< 3e,

e isto conclui a demonstracao do lema. O]

Finalmente, usaremos o teorema do ponto fixo de Jachymski. Esse teorema é uma
generalizacao do teorema do ponto fixo de Banach. Antes de apresentar, precisamos de

uma definicao.
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Definigao 23. Seja (X,d) um espaco métrico. Dizemos que uma funcao T : X — X €
uma contragao assintética se d(T™(x), T™(y)) 22520 para todos x,y € X e ezxisten > 0

tal que esta convergéncia € uniforme para x,y, com d(x,y) <.

Teorema 11 (Cantor - Tychonov). Sejam My (1=1,2,---) espagos métricos compactos.

Entao M = H M; € um espaco métrico compacto.
ieN

Demonstragao. Ver Capitulo 8 em [7]. O

Teorema 12 (Jachymski). Suponha que (X, d) é um espago métrico completo e T: X — X

¢ uma contragao assintotica continua. FEntao T tem wm 1nico ponto fixo p e
d(T™(x),p) "ZE) para todo x € X.
Demonstracao. Ver a demonstracao em [5]. O

Demonstracao do Teorema 5. Observe que se A € K(X), entao

FA) = [J wn(A)

ALEA

(o)

}\16/\

- Yo (U ona)

A2EA ALEA

= U Wy, (wx, (A))

(A2,A1)EN2?

F(A) = F(T*(A))

=5 |J walwr(A)

(A2,A1)EN?
= |J wa, U walwa (A)
A3EN (A2,A1)EAZ

= U (,l))\3((.U7\2(w7\1 (A)))

(A3,A2,A1)EA3

Continuando assim, obtemos

FA) = | wanoown(A= | waea(A)

(An, - AL)EAM (An, - AL)EAN
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Portanto, podemos escrever

FYA) = | woyon(A).

ocQ
Defina

K:=T(Q) = { lim I'(o,n,x); o€ Q}

n—oo
e observe que, como A é compacto e Q = AN, pelo Teorema 11 temos Q compacto. Dali,
como ja vimos no Lema 6 que I' é continua, concluimos que K é compacto. Resta entao
provar que K é atrator. De fato, dado B C X um conjunto compacto e € > 0 temos, pela

Proposicao 1, que existe ng = ng(e) tal que
d(l'(o,n,x),T(0)) < € paratodon >ng, c€ Qe x e B.
Fixe n > ny. Dado y € F™(B), existe ¢’ € Q e x € B tais que
Y = Wel..or (x) =T (0", m,%).

Logo,
d(y,z) = d(I'(o’,n,x),T(0")) <,

onde z =T'(0”).
De maneira analoga se mostra que para todo z € K existe y € F™(B) tal que d(y,z) <
€. Isto implica que se n > ng, entao dy (F™(B),K) < €, ou seja, liIE du(F™(B),K) =0
n—-+0oo

e portanto K é atrator de F. Agora, pela continuidade de &, temos

lim dy(F(F*(B)),F(K) =0= lim dy(F""(B),F(K)) =0.

n—-+o0o n—+oo
Como F™1(B) é uma subsequéncia de F™(B), entao estas devem ter o mesmo limite,
ou seja, F(K) =K, o que implica que K é um conjunto compacto invariante.
Para provar que wg, 0+ 0 Wg, tem um unico ponto fixo para todo c € Q en > 1,

considere g = wg, 0 -+ 0 Wy, . Entao temos que

gm(X):w01O"'owdno"'ow(HO"'owo‘n(x)7

onde Wy, 0+ 0 Wy, aparece m vezes. Dal,

d(g™(x),g™(y)) < Diam(wg, 0 0o Wg, 0 -0 Wg 00 Wg, (X)).
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Como w é um IFS fracamente hiperbdlico, entao Diam(we, 0+ 0 Wg, 0+ 0 Wq, ©

-0 Wy, (X)) = 0 quando m — oo e entao d(g™(x),g™(y)) — 0 para todos x,y € X

e esta convergéncia é uniforme em X, ou seja, g ¢ uma contragao assintética. Dai, pelo

Teorema 12, g possui um unico ponto fixo, o qual denotamos por (g, ...s,,. Para finalizar

a demonstracao vamos mostrar que o conjunto que todos esses pontos fixos ¢ denso em
K. Para isso, vamos usar o mesmo argumento do Hutchinson.

Denote Ag,...¢, = We,...0, (A). Usando o fato de K ser invariante, obtemos

K=F(K) =FFK) =F(K) ==K = ] wo,,(K),

donde

Koy oy = Woy., (K)

= w0<1...()‘p U wo‘p+1(K)

Op+1

= U wcl...gp (w6p+1(K))

Op+1

= | @orepa (K).

Op+1
Dai segue que

KD K, DD Kgpog, D -

Como K é compacto e w é um IFS fracamente hiperbdlico, entao a intersecao de
todos estes conjuntos é apenas um ponto, o qual denotaremos por ks, para algum o =
(0-1’... >Gpv"') c Q.

Agora, ks € Kg, ... op € oy o, € Koy, o, Pela hiperbolicidade fraca do IFS obtemos
que

ke = lim
o pHJroqul Op>

e isto conclui a demonstragao do teorema. O

2.5 Demonstracao do Teorema 9

Queremos mostrar que todo IFS fracamente hiperbdlico tem uma medida teoricamente

atratora.
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A demonstragao consiste em mostrarmos que as iteracoes de uma medida de Dirac
pelo operador de transferéncia convergem para uma medida de probabilidade e mostrar
que esta ¢é invariante pelo IFS. Depois devemos mostrar que H(Tg‘u, T38a) — 0, para
qualquer medida de probabilidade p.

A ideia inicial é estabelecer a continuidade do operador de transferéncia, que é o nosso

primeiro lema.

Lema 7. Se w: A x X — X € continua e X é compacto, entdo para todo p € My (A), o

operador de transferéncia T, € continuo na topologia fraca*.

Demonstracao. Suponha que @, — W na topologia fraca* de M;(X). Devemos mostrar
que Tou, — Tyl
De fato, tome f € C(X) e observe que

J depun:J J fowy dundp:J J fowy, dp dpn.
X A Jx X JA

Veja que a funcao @ : X — R definida por @ (x) = I/\ fo wx(x) dp é continua. Dai,

como W, — W na topologia fraca*, segue que

J O du, —>J @ dp, (2.3)
X X
ou seja,
JJ fowxdpdun%JJ fow, dp du. (2.4)
xJa xJA
Mas veja que
JJ fowxdpdu:J JfowAdudp:deTpu. (2.5)
X JA AJX X
Portanto, de (2.3), (2.4) e (2.5), concluimos que Ty, — Tyu. O

Agora iremos mostrar a existéncia de uma medida invariante.

Lema 8. Para todo a € X, a sequéncia de medidas (T}}(84)) € convergente na topologia
fraca* em My (X). Como consequéncia disso, v = lim (T;‘(f)a)) ¢ uma medida invariante
n—oo

para o IFS w.

Demonstragao. Devemos inicialmente provar que (T (84)) é uma sequéncia de Cauchy em
M, (X). Se provarmos que [ f dT}(84) ¢ uma sequéncia de Cauchy para cada f € C°(X)

com [[fllp = 1, entao pelo Teorema 8 teremos que T{,‘(éa) também serd uma sequéncia de
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Cauchy, uma vez que D é uma métrica em M;(X). De fato, se para todo € > 0 existir

ny € N tal que

< €, para todos m,mn > n,

Lf dT™(84) — L f AT (8

entao
m - 1
D(Tp (3a) Z ok
k=

Pela definicao do operador de transferéncia, temos que

< €, para todos m,n > ny.

J fdT (6 )—Lf T (54)

J f dTTZT’L(éa) - J ﬂwﬁl 00 (,Ugn(X)) déadpn
X AN JX

n

= flwg, 0+~ owg, (a)) dp
JAT

= fol(o,n,a) dp™. (2.6)

\A/\n

Tome n > m. Entao do fato de p ser uma probabilidade, obtemos
J fol(o,m,a) dp™ :J J fol(o,m,a) dp™dp™ ™,
m n—m /\m
dai,

= fol(o,n,a) dp“—J fol(o,m,a) dpm‘
/\m

JAM™

Lf T (84) —Lf dT™(84)

r

< fol(o,n,a) dp“—J J fol(o,m,a) dpmdp“m‘
JAN n—m m

r

= (fOF(U,ﬂ, a)_for(07m7 a)) dpn

JAT

<J fol(o,n,a) — fol(o,m,a) dp™,
/\TL

ou seja,

Lf dT™(8,) —Lf dT™(8.)

<J [fol'(o,n,a)—fol(o,m,a)l dp™. (2.7)

Observe que f é uniformemente continua, uma vez que esta é continua e estd definida
num compacto. Assim, dado e > 0, existe & > 0 tal que d(x,y) < & = [f(x) —f(y)| < €

e, consequentemente, pela Proposicao 1, existe ng = ng(e) tal que se m,n > ng, entao

d(l'(o,n,a),T(o,m,a)) <d=[fol(o,n,a) —fol(o,m, a)l <e.
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Portanto, de (2.7) temos que

J f dT7(8) —J f dT™ (5
X X

J [foT(o,n,a)—fol(o,m,a)l dp™

J

Logo, (T(84)) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Como M, (X) é um espago métrico com-
pacto, existe v = limn o0 (T} (84))-

Pela continuidade do operador T, provada no Lema 7, segue que

v = lim T“(é ) = lim T“+1(6 )= lim T, (T (0a)) = Tp( lim T“(é ) =Tp(v).

n—oo n—oo n—oo n—oo

Assim, concluimos que v é uma medida invariante. ]

O nosso proximo passo consistird em provar que v é de fato uma medida teoricamente

atratora do IF'S.

Lema 9. Para todo p € My(X) e a € X as sequéncias (T7(84)) e (T3 (1)) tém o mesmo

limite na topologia fraca®. Como consequéncia, (Tg‘(p)) "% v na topologia fraca* se

n e M (X).
Demonstracao. Como antes, é suficiente provar que se |[[fl|p = 1, entdo

— 0.

Lf dT? (1) —J f dT™(84)

X

Tome € > 0 e observe que

L fdT}(p) = J § Jx fl(wg, 0+ 0w, (x)) dudp™ = J ) Jx fol(o,n,x) dudp™. (2.8)
Como u é uma probabilidade, temos que
JX fol(o,n,a)du=fol(o,n,a) -wX)=Ffol(o,n,a).
Dai obtemos
NN

= fol(o,m,x) dudp“—J fol(o,n,a) dp™

JAM IX

fo T () —J f AT (84)

X

r r

= fol(o,n,x) dudp™ —J J fol(o,n,a) dudp™
JAT JX n JXx

r r
= (fol(o,n,x) —foTl(o,n,a)) dudp™

JAMIX

/A

j J f o (0,1, %) — fo [(0; . )] dudp™.
nJx
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Da continuidade uniforme de f e da Proposicao 1, dado € > 0, existe ng = ng(e€) tal

que se N > ng, entao [fol'(o,n,x) —fol(0o,n,a)l < € e portanto

J J [fol'(o,n,x) —fol(o,n,a) dudp™ < €.
n Jx

ComoJ f dT}(84) —>J f dv, segue que
X X
J fdTy () —>J f dv.
X X
Isto conclui a demonstracao do lema. O]

Para finalizar a demonstragao do teorema, resta provarmos que supp(v) = K.
Defina para cada A € A a funcdo ny : Q — Q por Na(01,09,--+) := (A, 01,09, ).

Observe que, dados 0 = (07,09,---) € Q e x € X, temos

Foma(o) = lim Fna(o),n,x)
n—oo

= lim F((7\7 01,02, - )7n7x)
n—oo

= lim w)owg 0 0wy, ,(X)
n—oo

= lim wx(I'(o,n—1,x%))
n—oo

=wx(lim MNo,n—1,x%))
n—oo

= wy o'(0),
ou seja, Nomny =wyol.

Lema 10. Se P é a medida produto em Q induzida por p € My(A), entdao temos que
I(P) =v.

Demonstracao. Provaremos que T',(IP) é ponto fixo do operador de transferéncia para w.
Dai, como ja provamos que este possui um unico ponto fixo, seguird o resultado.

Como IMomy = wy oT, entdao (wi).(T(P)) =T ((Ma)«(P)).

Agora observe que P é um ponto fixo do operador de transferéncia para o IFSn: A x

QO — Q.
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De fato,
To( () = | (@n).(T.(P) dp(
= | T((ma):P) dp(A)
A
=T, < (T]?\)*P deU)
A
=T (P).
Isto conclui a demonstragao do Lema. O]

Afirmamos que supp(v) = I'(supp(PP)). De fato, tome a € supp(PP) e seja V uma vi-
zinhanca aberta de I'(a). Como I é continua, segue que '"1(V) é aberto, logo P(I' (V) =
I(P)(V) = v(V) > 0, isto prova que I'(a) € supp(v) e portanto mostramos que I'(supp(P)) C
supp(v).

Agora considere a € supp(Vv) e suponha que a ¢ I'(supp P), temos dois casos a analisar:

i, aeImT, mas a ¢ I'(supp P);

ii.agImT.

No primeiro caso, I'!(a) ¢ suppP e como I'"*({a}) e supp P sdo conjuntos compactos,
existe um aberto U contendo ' !(a) tal que U NsuppP = 0, dai P(U) = 0, mas isto
contradiz a hipotese.

No segundo caso, existe um aberto V contendo a tal que VN Im I' = (). Dai, v(V) =

LP)(V) =P (V) =0.

Isto é uma contradicao, pois a € supp(v). Assim, mostramos que supp(v) C I'(supp(P)),

e portanto,

Isto conclui a demonstracao do Teorema 9.
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2.6 Demonstracao do Teorema 10

Para demonstrarmos o Teorema 10, usaremos a ergodicidade da fungao shift 3 : Q —

Q (também chamada de deslocamento de Bernoulli), a qual é dada por

Bloy, 0z, -+) = (03,03, ).

Lembremos que a medida produto P em ) é uma medida ergddica invariante para a
fungao shift. Este resultado pode ser encontrado em [9], Proposigao 4.2.7.
Uma ferramenta para relacionar a funcao shift com o IFS é a funcao produto torcido

T: QO x X —= Q x X, aqual é definida por

T(U,X) = (B(G)a wcn(x))'

Vamos mostrar como relacionar as médias ergddicas para o IFS com as médias ergddicas
para o produto torcido. Fixe f: X — R uma funcao continua. Vamos estender f para

Q x X definindo f': Q x X — R por f’(0,x) = f(x). Observe que

Jﬂxxf/ d(P x v) = Lf dv. (2.9)

Por outro lado,

Entao,

f(We, 0+ 0 Wa, (X)) (2.10)

3=

%T;f’(’rj(c,x)) =

j
A seguir apresentamos um teorema que serda fundamental para o préximo resultado.

Il
)

Teorema 13. Seja f: M — M uma transformacdo mensurdvel e L uma medida em M.

Entao f preserva u se, e somente se,

Jcp duzjcpof du,
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para toda funcdo integrdvel @ : M — R.
Demonstragao. Ver Proposigao 1.1.1. de [9]. O

O teorema vale se considerarmos funcoes integraveis limitadas.
O seguinte resultado nos permite obter uma medida invariante para o produto torcido

a partir de uma medida invariante para o IFS.

Lema 11. Sejam X e A espagos métricos compactos. Se w € My(X) € uma medida

invariante para um IFS w: A x X = X, entao a medida P x W € invariante por T.

Demonstracao. Pelo Teorema 13 basta mostrar que para toda funcao integravel limitada
f: QO xX— R temos:

JQXXfOT A(P x “):J £ d(P x p).

OxX
Para isto, podemos alternar a ordem de integracao e usar uma decomposicao adequada
de Q). Precisamente, observe que a medida produto Q coincide nos cilindros com a medida
produto em A x (). Como a o-algebra é gerada por cilindros, segue-se que os dois espagos
de medida coincidem. Portanto, podemos decompor qualquer integracao em () como uma

integracao em A x Q. Usando isto, podemos escrever

J fordPxp=| f(B(0)we (x) d(B x u)
OxX

— | [ B(0), we, (x)) dudp
JO JX

~ [ J £(B(0), we, () dudB(oz, s, - - - )dp(o1)
AJQ JIX

— “AJX f(B(0), we, (x)) dudp(oy)dP(0s, 05,---).  (2.11)

JO J

Para cada (09, 03, - ) defina

H(x) = f((02, 03, -+, x).

Omitiremos a dependéncia de (03, 03, - -+ ) por simplicidade.

Como, por hipdtese, p ¢ invariante pelo IFS, entao T, (u) = p. Dal,

J ﬁdTpu:J J ltlowx dudp.
X AJx
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Por outro lado,

j Fe) du=| [ Flowe,(x) dudp(oy)
X

JAJIX

= f((02,03, ), we, (x)) dudp(o1)

JAJIX

— f(B(0), we, (x)) dudp(oy).

JAJIX

Substituindo em (2.11), obtemos

| roraexw=| (J || #(B(@), we, () dudp(ol)> dP(0y, 03, )
OxX JQ A JX
= J H(x) dudP
f) X
- J (03, 03, ---),x) duudP
uf) X
= f((o2,03,---),x) d(P x p)

JO XX

= fd(Px ).

JO XX

Isto conclui a demonstragao do Lema. O]

Demonstracao do Teorema 10. Seja K C X o tnico atrator de w e v a tnica medida
invariante (garantida pelo Teorema 9).
Queremos mostrar que para todo x € X,P-q.t.p. o € Q, e para qualquer funcao

continua f : X — R temos:

n—1

nlgrgor_szof Wg; © -owcl(x)):Jdev.

O primeiro passo é mostrar que o limite do lado esquerdo existe para P-q.t.p., 0 € Q.
Pela equagao (2.10), temos

n—1 n—1

1 1
2 flwe 0 owa () =10 F(T(0x)

j=0 j=0
Pelo Lema 11, P x v é invariante por T. Dai, pelo Teorema Ergddico de Birkhoff,

obtemos que para P x v-q.t.p. (0,x),
(7 (0,%)) (2.12)

existe.
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Consideremos o conjunto
Q" ={0 € Q; existe x € X tal que f*(0,x) estd definida}.

Afirmamos que P(Q*) = 1. De fato, suponhamos que P(Q*) < 1, entao existe algum
A C Q, com P(A) >0, tal que se 0 € A, entdo f*(0,x) nao existe para todo x € X. Pelo
Teorema de Fubini, isto implica a existéncia de um conjunto de P X v—medida positiva
em Q x X tal que f*(0,x) nao existe, e isto contraria (2.12).

Agora, vamos ver que a Proposicao 1 implica que se f*(o, x) existe para algum x € X
entao f*(0,y) também existe para todo y € X, e f*(o,x) = f*(0,y).

Para provar isto, fixemos (o, x) tal que f*(o,x) existe, e seja y € X qualquer. Pela

desigualdade triangular, obtemos que

n—1
(0, %) — (o, y)l < nlgr;onzoh v(0,x)) — '(7(0,y))].
)
Assim, precisamos apenas provar que
1 n—1
—)_|f(P(o.x) = (7 (o,y)| =0, (2.13)

quando n — oo.
Pela Proposicao 1, temos que para todo & > 0 existe ng = ngy(d) tal que se n > ny,
entao
sup d(weg, 00 Wq, (a),wy, 00wy, (b)) <d, paratodos a,be X.

xeQ

Em particular, dados a,b € X, 0 € O, e n > ngtemos
d(wcxn ©:--0 woq(a)a Wy, 00 woq(b)) < 5.

Agora, tome € > 0. Pela continuidade uniforme da f, existe n; > 0 tal que se n > ny,
entao

|f(wcrn O:--0 wcl(a)) _f(wcn O0-:+0 wcl(b))’ <E€,

para todos a,b € X.

n;C
Tome ny > n; tal que 21 < €, onde
Ny

C= max {If(wg, o0 we, (X)), [flwg 00 weg, (Y}
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Portanto, se n > ny, entao

n—1 n;—1
%Z ‘f,(Tj(O',X)) /(7 (o,y)) Z |f (P(0,x)) —f’ (Tj(cr,y))‘
j=0
n—1

+ % > | (P(o,x) — (T (0,y)]

j=m1

= n—1
1 . _ )
<= Y (@) +[FEoy)+ - Y e
j=0 =
1 ni—1 1 n—1 1
<= ) 2C+-) e
1=0 j=n1
— 2n1C + (Tl—nl)e
n n
< ImC  _me
Ny
< 2e.

Como € é arbitrario, isto mostra o que queriamos. Logo, f*(o,x) é constante em x,
para 0 € Q*. Observe que a segunda parte do Teorema Ergddico de Birkhoff aplicado ao

produto torcido T implica que
J * d(va):J " d(P x v).
OxX OxX
Pela igualdade (2.9), temos
J *d(P xv) = J f d(P xv) = J fdv. (2.14)
OxX O xX X

Afirmamos que f*(o,x) é constante para P-q.t.p. 0 € Q.

De fato, fixe x e pense em f*(.,x) como uma funcao em Q, se provarmos que
*(B(o),x) = f*(0,x), (2.15)

entao da ergodicidade de (,P) seguird que f*(o,x) é constante para P-q.t.p. 0 € Q.



Capitulo 2. Sistemas Iterados de Funcoes Fracamente Hiperbdlicos 31

Tome o € Q* N BH(Q*). Observe que

1« 1
n—“f’l];f (T)(O-vx))_EJ_Of(TJ(B(G),X))| (216)
= Lif(w o ow (X))_ln_lf(w 00 Wg,(x))
n+1 = o o1 n P 041 (o)
o)l [flwe, (x))] 1 n-l
St D) n+1 n+1<§;ﬂw%o meWN—rﬂﬂwmuo owﬁunﬂ
1 n—1
Pty | & Womere w%(x))‘
[f(x)] f(y)l 1

\Mn+U+n+1 n+1')2
.
nn+1)

onde y = wg, (x).
Com o mesmo argumento usado em (2.13), concluimos que (2.16) converge a zero
quando N — oo, e isto prova (2.15). Ou seja, f*(0,x) é constante para P-q.t.p. e,

portanto, de (2.14) temos

dev:J f* d(P x v) = f*.
X QxX

Logo, pelas equagoes (2.12) e (2.10), obtemos

n—1
o1
fo dv = nlgr;or—lj;f(ng 0+ 0Wg (X)),

como queriamos mostrar. O
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O Caso Completo

Propomos a seguinte definicao como uma extensao do conceito de IFS fracamente

hiperbdlico.

Definigao 24. Seja w: A x X — X um IFS continuo, onde (X,d) € um espagco métrico

completo. Dizemos que w € fracamente™ hiperbdlico se para todos x,y € X e 0 € Q temos:

lim d(we,...0, (%), Wey...0, (y)) =0,
n—+00

onde a convergéncia ¢ assumida uniforme em Q e localmente uniforme em X. Noutras

palavras, existe n > 0 tal que para todo € > 0 existe ng = ng(€) tal que se 1 > ng entao

AWy 0, (X), W0, (Y)) <€,
para todo o € Q e x,y satisfazendo d(x,y) <.

Observagao 4. Note que no caso particular em que wg, € uma contragao para todo

o; € A, temos claramente um IFS fracamente hiperbolico.

No Capitulo 3 provaremos que se X é compacto, entao um IFS w ¢ fracamente*
hiperbdlico se, e somente se, w é fracamente hiperbdlico. Apresentamos aqui resultados
no caso completo. Segue abaixo o resultado sobre a existéncia de um atrator global

topoldgico no caso completo.

Definigao 25. Seja (M, d) um espago métrico. Dado € >0 e x,y € M, uma e—-cadeia
unindo X ey € uma Sequéncia Xo = X,X1,*** ,Xn—1,Xn = Y de pontos em M tais que
d(xi,xit1) < €, para todoi=0,--- , n—1. n+ 1 € o numero de elementos da cadeia.
Dizemos que M € e—encadeado, se para quaisquer X,y € M existe uma e—cadeia unindo

X ey.

32
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Agora que temos as ferramentas necessarias, apresentamos a seguir um teorema que

garante a existéncia de um atrator.

Teorema 14. Seja w um IFS fracamente* hiperbolico em um espaco métrico completo X
e com um espaco de parametros compacto A. Assuma que (K(X), dy) é e—encadeado para

todo € > 0. Entao F tem um atrator K que € também um conjunto invariante compacto.

O teorema acima sera demonstrado na secao 3.2.
Observe que este teorema pode ser aplicado quando X é um espaco de Banach ou uma

variedade Riemanniana completa.

Exemplo 5. Considere o IFS w : A x X — X, com A ={1,2,3} e X = R2, cujas funcoes
sao dadas por

1 1
fi(x,y) = <§Xa 59) ;

1 1
f2(XaU) = <§X+ 1751:]) ;

f3(x,y) = ! + L1 +1
3 X?y - 2X 27 zy °
Observe que cada uma das funcoes € uma contracao com coeficiente de contra¢ao igual
1
ey Portanto, este € um IFS fracamente hiperbdlico.

O atrator para este IFS é conhecido como Triangulo de Sierpinski. A sequir temos

uma 1magem tlustrativa deste atrator.

Figura 3.1: Triangulo de Sierpinski
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Definicao 26. Dado € > 0, dizemos que um espago métrico X € uniformemente e—encadeado
em bolas se para toda bola B(a,r) C X existe um inteiro k = k(a, v, €) tal que para todos

X,y € B(a,r) eziste uma e—cadeia com, no mdximo, kK elementos unindo x e y.

Outro resultado importante de IFS fracamente* hiperbdlico garante a existéncia de

uma Unica medida invariante, como segue.

Teorema 15. Seja (X, d) um espaco métrico completo, uniformemente e—encadeado em
bolas e com (K(X),dn) e—encadeado, para todo € > 0. Se w € um IFS fracamente
hiperbdlico, entao existe uma unica medida invariante v € My (X) tal que supp(v) C K e
na verdade temos supp(v) = K se p(U) > 0 para cada U C A aberto, onde K € o atrator
dado pelo Teorema 14. Além disso, se p € My(X) tem suporte compacto entio T (p) — v

quando M — 0o, na métrica de Hutchinson.

O teorema acima sera demonstrado na secao 3.3.

3.1 Desenhando o Atrator

Aqui apresentaremos um resultado que trata de como encontrar o conjunto atrator

através de orbitas do IF'S em vez de calcular através do operador de Hutchinson-Barnsley.

Definicao 27. Uma orbita do IFS iniciando em algum ponto x € um sequéncia (Xn )%,

em X tal que Xg = X, Xx = Wq, (Xk—1), para alguma sequéncia 0 = (Ox)ken € Q.

Definicao 28. Dado um IFS w : A x X — X com um atrator A, dizemos que uma orbita
iniciando em x desenha o atrator, se as “caudas” desta orbita estao se aprorimando do

atrator A na métrica de Hausdorff, ou seja, se

A= klim (Xn)o_y, na métrica de Hausdorff.
—00

Dado um IFS w : A x X — X com um atrator A (com bacia de atra¢do U) e um ponto
x € X, denotamos por A(x) C Q o conjunto formado pelas sequéncias (0 )en tais que a

érbita correspondente Xy = X, Xx = W, (Xk—1) desenha o atrator.

Definigao 29. Dizemos que uma probabilidade p € My (A) € justa se existe uma func¢dao

positiva f: (0,400) — (0, 1] tal que

P(B(A,0)) > f(8), para todo A € A.
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Definicao 30. Um espagco métrico é dito proprio se toda bola fechada € compacta.
O nosso proximo e ultimo resultado diz respeito a érbitas do IFS que desenha o atrator.

Teorema 16. Seja X um espaco métrico completo proprio, e w : A x X — X um IFS
continuo. Suponha que w tem um atrator A com bacia local de atracdio U. Entdo para

todo ponto x € U, temos P(A(x)) = 1.

O teorema acima serd demonstrado na segao 3.4.
Nosso proximo resultado diz que, no caso do espaco de fase compacto, as duas de-

finigoes (fraca e fraca® hiperbolicidade) sao as mesmas.

Teorema 17. Suponhamos que A e X sao espagos métricos compactos. Entao um IFS

w: A XX —= X € fracamente® hiperbolico se, e somente se, é fracamente hiperbdlico.

Demonstracao. Suponhamos que w ¢é fracamente hiperbélico. Se o0 € QO e x,y € X, entao
d(Wey.0p (X)), Wey.0, (Y)) < Diam(weg,...q, (X)).
Como w é fracamente hiperbdlico, obtemos que

lim Diam(wg,...c, (X)) =0,
n—oo

e portanto,

T}E;I})o d(wclmo'n (X)7 Woy-on (y)) =0.

Pelo Lema 4, tal convergéncia é uniforme em ) e X, e portanto, w é fracamente*
hiperbdlico.
Reciprocamente, assuma que w é fracamente® hiperbdlico e tome o € Q.

Pela compacidade de X, existem sequéncias (xn) e (yn) em X tais que
Diam(wg,...¢, (X)) = d(we,...o,, (Xn), We, .0, (Yn)), para todo n € N.
Como Wy, ..., (X) é uma sequéncia de conjuntos encaixados, é suficiente mostrar que
d(wgl...(ynk (Xny)s Wop oy, (Yn,)) — 0, para alguma sequéncia ny — oo. (3.1)

Pela compacidade de X, as sequéncias (xn) e (yn) admitem subsequéncias (xn,) e

(Yn, ) convergentes em X tais que (xn,) = X € (Yn,) — Y. Iremos mostrar, portanto que
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estas sdo as sequéncias desejadas para (3.1). Assim, tome € > 0 e considere 1 > 0 dado

pela Definicao 24. Entao existe k; € N tal que se k > kq, entao

d(xn,,x) <med(yn,y) <n (3.2)

Como assumimos que w é um IFS fracamente® hiperbdlico, obtemos ks € N tal que
se k > ko, entao

d(Woy. 0y, (X), Woy0,, (Y)) < € (3.3)

Agora, consideremos kg = max {ky, ka}. Se k > kg, usando (3.2), (3.3) e a uniformidade

local da Definicao 24, obtemos

d(wo'l'“o'nk (X‘T‘Lk)a wO’1“~Unk (Unk)) g d(w0'1~~0'nk (Xnk)a w0'1“~0nk (X))
+ A(We,0n, (X); Wor.on, (U))
+ d(we, .0y, (Y), Wy 0, (Yny))

< 3e.

Isto mostra a veracidade de (3.1) e conclui a demonstracao. [

3.2 Demonstracao do Teorema 14

Aqui iremos provar a existéncia de um atrator no caso completo.

Demonstracao do Teorema 14. Provaremos que o operador de Hutchinson-Barnsley é uma
contracao assintética em (K(X), dy). Tome € > 0 e considere 1 > 0 e nyg = ng(€) dados
pela Defini¢ao 24. Suponhamos que dy (A, B) <1, para algum A, B € K(X). Temos que

FA = | wWee®) e F'B) = | woro,(y).

oceQ ,xEA ocQ,yeB

Se ¢ = Wg,...q, (@), com a € A, entdo usando que dy(A,B) < 1, segue-se que existe

b € B tal que d(a,b) <mn. Assim, obtemos
d(We,...o,(a), We,...0. (D)) <€, se M =ny.

Analogamente, se z = Wy, ...¢, (b), com b € B, entao existe a € A tal que d(a,b) <n,
e dai,

d(we,...0,(a), W, ..o, (D)) < €, s M= My.
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Portanto,

dy(F*(A),F*(B)) < € para todo n = n,.

Resta mostrar que

dn(F™(A),F™(B)) =370

para quaisquer A, B € X(X). Como X é e—encadeado, existe {Ky,--- , Ky} C K(X) com
Ki =A, K, =B e du(Ki, Kiyq1) <m, se 1 <i<p—1. Entao

di (F™(A),F(B)) < du(I™(A), T (Ke)) + - + du (T (Kp—1), T(B)).

Mas como cada um dos termos do lado direito tende a 0 quando n — oo, concluimos
que dy (F"(A),F*(B)) — 0 quando n — oo, ou seja, F é uma contragao assintotica. As-
sim, pelo Teorema 12, existe um atrator K € X(X), que é também um conjunto invariante.
Como, pelo Lema 5, F é continuo, entao K é compacto. E isto conclui a demonstracao do

teorema. ]

Corolario 1. Seja (X,|.]]) um espaco de Banach e d sua métrica induzida. Se w ¢é
um IFS fracamente hiperbolico em (X, d), entao F tem um atrator K que é também um

conjunto invariante compacto.

Demonstracao. Provaremos que (X (X), dy) é e—encadeado para todo € > 0, e o resultado
segue do teorema demonstrado acima.

Afirmamos que se B € X(X), e x € X, entdo existe uma funcao continua g : [0, 1] —
K(X) tal que Pg(0) =B e Pp(l) = {x}.

Para provar a afirmacao, definimos a fungao ¢ : [0,1] x X — X dada por ¢(t,y) =
tx + (1 — t)y e a fungao parcial ¢ : X — X dada por d¢(z) = d(t,z).

Considere agora a funcao Vg : [0, 1] — K(X), definida por

Vg (t) = ¢+(B).

Observe que ¢ é continua, e entdo como B é compacto, temos que Pg(t) é compacto
para todo t € [0, 1]. Note, ainda, que Yg(0) = B e PYg(1) = {x}. Resta entao provar que
VP ¢é continua. De fato, pela continuidade da ¢, dado € > 0 existe & > 0 tal que se
[t; — to| < & entdo d(d+, (b), dr,(b)) < €, para cada b € B. E portanto, se [t; — 3 <
entao dy(Pg(ti), Ye(ta)) < €, o que prova a continuidade de Pg. E isto finaliza a

demonstracao da afirmagao.
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Dados A,B € X(X), podemos definir uma funcao continua & : [0,1] — K(X) tal que

&E(0) = A e &(1) = B como segue: fixe um ponto x € X satisfazendo a afirmacao e defina

Pa(2t), se te [0,%]

£(t) =
Pg(2—2t), se te [3,1]

Veja que

£(0) = WA (0) = A,

£ (3) = Al = vsl) =)

£(1) = ws(0) = B.
Assim,

A (A, B) = du(£(0), (1))

Mas como & é continua, entdo existe uma sequéncia to = 0,t, - ,t, = 1 de pon-

tos de [0, 1] tais que dn(&(ti),&(ti1)) < €, ou seja, existe uma sequéncia &(ty) =
A E(t), - ,&(th) = B de elementos de X(X) tais que dn(&(ti), &(tiv1)) < €, para
todoi=0,---,n— 1. Portanto, existe uma e—cadeia que une A e B, para todo € > 0.
Logo, pelo Teorema 14 concluimos que F tem um atrator K que é também um conjunto

invariante compacto. 0

3.3 Demonstracao do Teorema 15

Observe que, pelo Teorema 14, é garantida a existéncia de um atrator K, que é também

um conjunto compacto invariante. Ou seja,

K=5(K) = walK),

AEA
e dai, wy(K) C K, para cada A € A. Assim, w|x : A x K — K é um IFS fracamente
hiperbélico, com K compacto.
Aplicando o Teorema 9 obtemos que w|k possui uma unica medida invariante v €
M (K) e, além disso, se p(U) > 0 para todo U C A aberto, entao supp(v) = K.
Se v € M;(K) é tal que supp(v) C K, entao da invariancia de K temos supp(T,(v)) C K

e portanto a fungao Tplx : My (K) — M;(K) é bem definida. Logo, v é a tinica medida
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invariante por wlk tal que supp(v) = K. Agora iremos provar a ultima afirmacao do
teorema.

Queremos mostrar que H(T{,‘(u), v) — 0, quando n — oo. Pelo Lema 8, para qualquer
a e K,T];L(éa) — v, quando n — oo na topologia fraca* (e portanto, na métrica de

Hutchinson), entao é suficiente provar que

H(T) (1), 7 (84)) — 0, quando m — oo.

De fato, d+ado f € Lip;(X;R), de (2.8), temos

L f dT;(u) = JXJ X fol(o,n,x) dp™dp. (3.4)

e de (2.6)

Lf dT>(84) =J nfo INo,n,a) dp™ :J

J fol(o,n,a) dp™du. (3.5)
X n

Esta ultima igualdade segue do fato de J fol(o,m,a) dp™ ser constante. Dai, de

n

(3.4), (3.5), e usando que f € Lip;(X;R), segue que

L f AT (1) — L f AT (8a)

J J (f o (o, m,x) — fo (o, a)) dp™dy
X JAM
<j j foT(o,n.x) — fol(o,n,a) dp™du
X JATN
<j j d(M(o,m,x), (o, @) dp™dy.
X JAM

Entao

H(T? (1), TM(64)) < L £n di, (3.6)

onde &, :J d(I'(o,mn,x),T(o,n,a)) dp™.
Agora, tor;le T > 0 tal que supp(p) C B(a,r). Entao temos [ &, du = J‘B(a?r) &n du.
Afirmamos que &,, — 0 uniformemente em B(a,r). De fato, tome & > 0. Como
temos, por hipdtese, que X é uniformemente n—encadeado em B(a, ), entao existe um
inteiro k = k(a,r,m) > 0 tal que para todo x € B(a,r) existe uma n—cadeia xq =

X, X1, , Xk = @, com no maximo k + 1 elementos. Pela hiperbolicidade fraca do IF'S,

existe ng = ng(d, k) > 0 tal que n > ng implica em

d(T'(o,n,x),T(o,n,y)) <

’

&l on
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para todo o € Q e todos x,y € X, com d(x,y) < n. Portanto, se n > ngy obtemos

=~
—_

&l o

k—1
d(r(o-,n,X) G n, (1 Z d G n X] r(G,n,Xj+1)) < e 67
j=0

Il
=)

j

para todo 0 € Q, e entao
En :J d(I'(o,mn,x),INo,n,a)) dp™ < 9,
/\TL

para todo x € B(a, ). E isto conclui a prova da afirmacao feita. Logo, pela afirmacao e

a desigualdade (3.6) concluimos que
H(TS (W), T3 (8a)) — 0,

e isto finaliza a demonstracao do teorema.

3.4 Demonstracao do Teorema 16

Antes de iniciarmos a demonstracao precisaremos de alguns lemas, que serao apresen-

tados a seguir.

Lema 12. Seja X um espago métrico completo e C C X compacto. Entao X € proprio se,

e somente se, B(C,r) € compacto para todo v > 0.

O préximo lema fornece algum controle (uniforme) para a velocidade de convergéncia
das iteradas F*({x}) para o atrator, mas apenas para pontos x préximos ao atrator. Este

controle serda um dos pontos principais para demonstrar o Teorema 16.

Lema 13. Sejam w : A x X — X um [IFS continuo, X um espago métrico completo
proprio e /A um espaco de parametros compacto. Suponha que w tem um atrator local A
com bacia de atracao local U. Entao para qualquer € > 0 existe um inteiro N = N(e) tal

que para qualquer x € B(A, €) N U existe um inteiro m = m(x, €) < N tal que

dr(A, ™ ({x}) <

»J;Im

Demonstracao. Assumimos, sem perda de generalidade, que B(A,e) C U. Sex € B(A, €),
entao como F"(K) — A para todo K compacto na bacia de atragao, existe um inteiro
m = m(x, €) tal que

dr(A, F™({x}) <

oolm
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Como F é um operador continuo, existe r, > 0 tal que para todo y € B(x, 1y) temos

dr(F™ (), T ({yh) <

ool m

Logo,

dr (A, F™({yh) < du(A, T (X)) + dr(F™ (X)), T {yh) <

)

| m

para todo y € B(x,1y). Como X é préprio, temos, pelo Lema 12, que B(A, €) é compacto
e entdo existe um conjunto finito {x{, - , X} tal que

n

B(A,e) C U B(xi, Ty,)-

i=1

Seja N = max {m(xi,€);1=1,--- ,n}+ 1. Entao, para qualquer x € B(A, €), existe
ie{l,---,n} tal que x € B(xi,1y,) e portanto
- €
dH(Aagj ({X})) < Zu
com m = m(xyi, €) < N. Isto conclui a demonstracao do lema. H

A seguir usaremos a continuidade do IFS w para controlar 6rbitas de pontos préximos.

O interessante é que isto pode ser feito uniformemente em B(A, €) devido a compacidade.

Lema 14. Sejam w : AxX — X um IFS continuo, X um espaco métrico completo proprio
e /A um espaco de parametros compacto. Suponha que w tem um atrator A com bacia
local de atragcao U. Para todo € > 0 e todo inteiro N > 0, existe 6 = d(€, N) tal que para

todom <N, sex € B(A,e) ed(Ai,01) <dem A,i=1,---,m, entdo

d{wx,, © -0 wy, (X), We,, 00 wg, (X)) <

o

Demonstracao. Fixe € > 0. A prova é feita por inducao sobre N. Como B(A,€) é
compacto, o caso N = 1 segue da continuidade uniforme. Assim, suponha que o lema
é valido para N e iremos provar que é valido também para N + 1. Novamente, como
Y = UN_F(B(A, €)) é um espago métrico compacto, w restrita a Y é uniformemente
continua. Consequentemente, existe 8; = 8;1(€, N) > 0 tal que se Ay, on E A e a,b €Y,

com d(An,0n) < 01 em A e d(a,b) <8, em Y, entao

d(way (@), wey (b)) < €.
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Pela hipétese de inducdo, existe 8y = 05(N, €) tal que se d(A{, 01) < 83 para todo

i=1,---,N—1, entao
d(wAN71 ©-+-0 w?\1 (X)7w0‘1\171 O---0 wcl (X’)) < 51'

Portanto, tomando & = min{d;, 8>}, se d(A;, 0;) < 0 para todoi=1,---,N, segue-se
que

d(way 00wy, (X), ey 0+ 0we (X)) < €.
Logo, o caso N + 1 é valido. Isto conclui a demonstragao do lema. O]

O proximo lema reduz a demonstragao do Teorema 16 para a demonstracao de uma

afirmacao mais simples.

Lema 15. Fize um ponto x € X. Suponha que a sequinte propriedade seja satisfeita.
Para cada € > 0 existe K¢ > 0 tal que para todo L > K¢ exista um conjunto By C
Q com P(By) = 1, e tal que se 0 € Br e xx = wx(xx_1) € a o0-0rbita de x, entao

du (A, (xk)x>1) < €. Entao existe B C QN A(x) com P(B) = 1.

Demonstragao. Seja Be = Ni>k Br. Como para cada L > K¢ temos By C Q, entao
B C Q. Além disso, toda x-érbita {x = wy(xk_1)} gerada por alguma sequéncia o =

(ox) € Be satisfaz dp (A, (xk)k>1) < €, para todo L > K¢. Agora, tomemos €, = = e

3

defina B = NpenBe, . Observe que P(B) = P(NpenBe,) =1 e B C A(x). De fato, tome
0 € B e considere (xy) a érbita de x gerada por 0. Para qualquer € > 0 podemos tomar n
suficientemente grande de modo que €, < €. Como o € B, , temos que L > K, _ implica
em diy (A, (xk)k>1) < €n < €. Logo, A = lim _,o(Xx)x>1, 0 que prova que B C A(x).

Isto conclui a demonstragao do lema. O
Agora iniciaremos de fato a demonstracao do Teorema 16

Demonstracao do Teorema 16. Iremos aplicar o Lema 15. Fixemos € > 0. Pela defini¢ao

do atrator, existe K¢ tal que k > K. implica que
dn(F*({x)), A) <,
em particular, dada qualquer sequéncia (Ay)xen € Q, a érbita correspondente satisfaz

xx € F*({x}) C B(A,€),
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para todo k > K. Tome L > K e considere o conjunto By.

Considere um conjunto {ai,---,a;} € A tal que A C U}:lB(aj, <). Observe que
se um conjunto R C B(A,€) tem intersecao nao vazia com toda bola B(aj, §) entdo
du(A,R) < €. Em virtude disto, dizemos que uma palavra finita {0y, - ,0,} C A

corrige um ponto a se existem mnq,---,ny C {1,--- ,n} tais que
€ .
We,, o---owg, (a)€B (aj,§> , para cada j.

Agora, observe que o Lema 13 implica que para cada a € B(A, €) existe uma palavra

finita Ay, - -+ , Ay, tal que

(,U)\mO"'O(U)\l(a) €B (alvz)a

e o comprimento m desta palavra é limitado por N = N(e). Aplicando o mesmo raciocinio
com Wy, o --- 0o wy,(a) no lugar de a, encontramos uma segunda palavra finita, com
a mesma constante de limitagdo para seu comprimento, entao a érbita de a sob esses
dois blocos de palavras agora visita ambas as bolas B(ai, ) e B(ap, §). Continuando
desta maneira, podemos encontrar uma palavra finita com comprimento no maximo LN
visitando todas as bolas B(a;, §).

Pelo Lema 14, existe 6 = (e, N) tal que para toda palavra finita com o mesmo
comprimento da palavra encontrada anteriormente com uma distancia d desta, a érbita
correspondente também visita todas as bolas B(aj, §).

Como p é uma medida justa, pela Defini¢ao 29 temos que a P—medida do conjunto
Co={0€ Q;0141,-,0L 1N corrige xi}
é pelo menos f(8)'™™N. Pela mesma razao, a medida de cada conjunto

Ci={o€ Qo jin+1," , OL4 (1IN COITIgE XL+le}

¢ pelo menos f(8)'™N. Além disso, como estes conjuntos sao independentes, segue-se que
o t—1
P <ﬂ(a— cj)> <P (ﬂ(n— cj)> <(1—f(E)M)"
j=0 j=0
Portanto, P(UjenGCj) = 1.
Pela construcao dos conjuntos Cj, para toda o € UjenC; a oOrbita correspondente
satisfaz

A C B((xk)k>1, €),
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e como L > K¢, também obtemos que (xy)i>1 C B(A, €). Logo
du (A, (xk)st) < €.
Assim, colocando By = UjenCj e usando o Lema 15, concluimos o resultado. O



Capitulo 4
Apeéendice

Aqui iremos apresentar e demonstrar o Teorema FErgédico de Birkhoff, resultado que

sera bastante util para a prova do Teorema 10. Para isto, veremos alguns resultados antes.

Teorema 18 (Teorema Ergdédico Maximal). Seja f : X — X wuma transformagio men-

surdvel e w uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer fun¢ao integravel @ : X —

n—1

1 .

R e sendo @*(x) = sup — Z @(f(x)), temos
n>1n =0

J‘@du>a
D
onde D ={x € X; ¢*(x) > 0}.

Antes de iniciarmos a demonstracao deste teorema, apresentamos um lema que serd

util em nossa demonstracao.

Lema 16. Seja U : LY (n) — LY(w) um operador linear positivo satisfazendo ||U|l; < 1.
Dado um natural N > 0 e @ € LY(u) defina

n—1
= — - j <n< — .
©o 07 ©1 ®, , Pn Zou P, I1<n< N7 € I-I)N 01%1122%\1 Qi.
]:

Entao
J @ dp >0,
AN

onde An ={x € X; Pn(x) > 0}.

Demonstragdo. Sejam f,g € L'(u) com f(x) > g(x), para todo x € X. Como U é um

operador linear positivo, entao Uf(x) > Ug(x) para todo x € X.

45
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Observe que Py = 0 para qualquer N € N e além disso, Pn € LH(p).
Dado 0 < k < N — 1, temos

PN 2 o = Uy 2= Uy = Uy + ¢ 2 @ + Uy

Note que
k—1 k k
e+Up=0+UD We)=@+) Wo=9+) We=qp.
=0 =1 i=0

Ou seja, para cada k com 0 < k < N — 1, temos Uy + @ = @41, € entao

Upn + @ > max @;. (4.1)

1<igN

Segue-se a partir de (4.1) que para x € AN = {x € X;n(x) > 0}, temos

0<¥Pn(x) = JZax @i(x) = max{@o(x), @1(x), -, en(x)} = max {0, @1(x), -+, on (X}
Assim, como max {0, @1(x), -+, @n(x)} > 0 temos
max {@1(x), -+, on(x)} = max {0, @1(x),- -+, on(x)} > 0 = max i > 0.
Portanto,

Ul])N+(P>1gléi)(N(Pi>0 em Ay.

\1\
Como Uy + @, PN € L () e An é 0 conjunto dos pontos que Py é positiva, segue

que
J Uy + @ du>J Py dp
AN AN
= ednz| wwan-| Uy
An An An
Como Py = 0 em X\Ap, entao
J PN dM:J P dp.
An X
Em particular, P = 0 e portanto Uy > 0. Daf,
J @ dp > J LN —J U du>J Py dH—J U dp. (4.2)
AN AN X X

Por hipétese, |[U|l; < 1, entao

j |uxpN|du<J Wl du,
X X
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e isto implica em

J Un du<J D di,
X X

uma vez que Py > 0 = Uy > 0 e, consequentemente, \pn| = Py e [Upn| = Upy. Da

desigualdade acima, segue que

J Py dH—J Uy dp =0,
X X

donde, substituindo em (4.2), obtemos

J @ du = 0.
AN

Isto conclui a demonstracao do lema. O]

Demonstracao do Teorema 18. Considere Us : L'(p) — L'(u) o operador de Koopman,

isto é, Ug(@) = @ o f. Entao,

J |uf(cp)|duzj |<pof|duzj oot duzj |<p|d(f*u>=J rm
X X X X X

Ou seja, [[Us(@)l[ir = [[@]lrr.
Se P : X — R é uma outra funcao integravel tal que @(x) = P(x) para todo x € X,

entao
Ue(@)(x) = o(f(x)) = b(f(x)) = Ue(W)(x),

logo, Us é um operador linear positivo com ||U¢|| < 1.

Sejam @, PN € ANy como no Lema 16. Afirmamos que D = U Aj.
j=1
De fato, se x € D, temos @*(x) > 0, ou seja,

n—1 n—1
1 : 1 ;
sup — E @(f(x)) > 0= sup — E Wi(@)(x) > 0.
j=0 j=0

n>1 14 n>1 M4

Pela definicao de supremo, dado € suficientemente pequeno, existe ng € N tal que
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Consequentemente,
=
- u .
[nax < ZO f(0)(x) > 0= max @i(x) >0
]:
= i 0
pmax. Pi(x) >
=Pn,(x) >0
=X € An,
=X € U A]
j=1
Reciprocamente, dado x € U A;, existe n; € N tal que
j=1
X € AL = Pn,(x) >0
i 0
= max Pi(x) >
= lgilfgu ei(x) >0
=
- j
B, T 2 W) >0
]:
=
= - f 0
nax < ZO o(f(x)) >
j=
n—1
= sup — o(f(x)) >0
n>1n )_ZO
= @"(x) >0
=x€eD
Logo, D = U Aj, e isto prova a afirmacao feita.
j>1
Agora, observe que se x € A,,, temos
Pr(x) >0= Orgia%xn ©; > 0= ogr?gafﬂ ©i>0=VPr1(x) >0=>x€ A 1.
Assim, A; C Ay C ---. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pelo
Lema 16, segue que
J @ dp = lim J @ dp > 0.
D n—oo Ja
Isto conclui a demonstracao do teorema. O
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Corolério 2. Considere uma transformacao f: X — X, @ € L'(n),x € R e @*(x) =

J @ du > ap(Dy),
D«

onde Dy ={x € X; *(x) > a}.

Demonstracao. Defina P (x) = ¢(x) — «. Entao

[y

n—1 n—

S 00 = - S (0l () o).
j=0

j=0 j=

Sl

Observe que P*(x) = @*(x) — « e defina A = {x € X;*(x) > 0}. Dai,
J P duzJ @—aduzj @ dp— op(Dg).
A Do Do
Por outro lado, pelo Teorema Ergédico Maximal, temos | AW dp > 0.
Logo,
JD @ dp > ap(Dy).

Isto conclui a demonstracao do corolario. O

Teorema 19 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Seja f : X — X wma transformagdo
mensurdvel e seja 1w uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer func¢ao integrdvel
©: X—= R, o limite
$x) = lim = ¥ o(f(x))
j=0
existe em w-q.t.p x € X. Além disso, a funcao @ definida desta forma € integrdvel e

satisfaz

J6M)dHW)=J@W)duRI

Demonstracao. Sejam
n—1

%MZMM%;MWW

n—1

@20) = limsup - 5 (f1(x))
=0

Obviamente @; < @,. Nosso intuito é mostrar que @; = @2 em p-q.t.p. x € X.

Considere entdo Eyp = {x € X; @1(x) < & < B < @2(x)}, dai, temos que U Exp =
x,BeQ
{x € X; @1(x) < @a(x)}.
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Note que E4 g ¢ invariante. De fato, observe que

@ (£0x) = limsup - 5 @ (F((x)
=0

= lim sup % D P (x)

como queriamos. O mesmo vale para @;.
Afirmamos que w(Eq ) = 0. De fato, seja f : Eq g — En p arestricao de f ao conjunto
invariante Eq g e @ : Eq g — R a restricao da funcao integravel ¢ ao conjunto Eq g.

Da definicao de E4 g, temos

n—1

B < @a() = sup - 3 0(f(x) > B = ¢°(x) > b
j=0

Dai, aplicando o corolario anterior, obtemos
J ¢ du > pu(Dg),
Dg
onde Dg ={x € Enp; @*(x) > B} = Exp. Ou seja,

J @ dpu > Br(Eqp). (4.3)
Eap

Note ainda que
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Novamente pelo corolario anterior,

—@ du > —ap(D_y)
JD_«
= —@ du > —ap(Eqxp)
‘JE“-,B
= @ du < ap(Enp), (4.4)
.)E(xyfg

onde D_y ={x € Eqp;(—@)* > —a.
Portanto, de (4.3) e (4.4), temos que

BH(EOL,B) < (XFL(E(X,B)'

Como o < 3, segue que p(Eq ) =0.

Portanto, isso mostra que existe o limite

pois u( U Ea,ﬁ) = 0.

(X?[BEQ

Agora queremos mostrar que @ ¢é integravel, ou seja, que J lp|du < oo. Para tanto,
X

note que

—_

n—

D e(f(x)

)

<

Dai,

Pelo Lema de Fatou,

J lim inf
X

n—1

Y o(f(x)

)=

X

du < liminf

Sl

Portanto, ¢ ¢é integravel.

Para finalizar a demonstracao do teorema, resta mostrar que J Q(x)du(x) = J @(x) du(x).
X X
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Considere os conjuntos

k
Anx = {XEX;Q—n < @x) <

Observe que

k - k+1
2—nH(An,k) < J pdp < R(An k). (4.5)
An,k

Considere agora a restricao das fungoes f e ¢ ao conjunto A, . Obviamente, @ :
Anx — R estd bem definida. Mostremos que que f : A, x — Anx também estd bem

definida. Dado x € A, x, queremos mostrar que f(x) € Ay, .

De fato,
1 n—1
e(f(x)) = lim = » o@(f(f(x)))
n—oo N
j=0
1 n—1
= lim — ) @(f"(x))
n—oo 1N
j=0
i Y e(P()
n—oo T 4 1
)=
n+1 1 .
- lim —}— . —— j
Jim = nH;‘P” (x))
n+1 1 =
— L ) _
—T}ggo n nTl ();cp(f (x)) cpbd)

Ou seja, @(f(x)) = @(x) e, portanto, f(x) € Ay k, o que implica que f: Apx — Anx
esta bem definida.
Dado € > 0, se x € A x, entdo @(x) > — > — —e€.

Pelo Corolario 2,

J{xeAn,k;w»;ﬁ‘—e}

Fazendo € — 0, obtemos

k
J @ du > —p(Anx). (4.6)
Ank
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Analogamente,

k+1
J __ —@ dp :J —@ dpu > (— —~ ) AR K),
(XEA w1 (— ) (x)>— KL} A 2

ou seja,
k+1
2Tl

| e S uan, (4.7)
An,k

De (4.6) e (4.7) obtemos que

k

k+1
—(Ank) < J @ du < i
An,k

271

on H(An k). (4.8)

Note que, fixado n, o espago X pode ser escrito como a uniao disjunta X = U Ank.

Kez
Assim,
J @du—J @du’= J édu—J @ dp
X X UAn,k UAnyk
- ea-Y | ean
kEZJA“vk kKEZ Anx
=) J 6du—J @ du)
kKEZ An,k An,k
<> ?pdu—J @ dy. (4.9)
KEZ “An,k An,k
Multiplicando (4.8) por —1 e somando com (4.5), obtemos
k k+1 ~ k+1 k
—H(Ank) — 5 AnK) <J cpdu—J @ dp < ——(Ani) — so(An).
2 2 An,k An,k 2 2
Dai,

1
< Q_np'(An,k)'

J iﬁdu—J @ dp
An,k An,k

Passando ao somatdrio ambos os membros da desigualdade, encontramos a seguinte

estimativa:
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Substituindo a desigualdade acima em (4.9), segue que

U fﬁdu—J @ du’ <) J fﬁdu—J @ dp
X X Anx Ank

keZ

1
< —u(X).
o H(X)

Fazendo n — oo, concluimos que

J <~pdu=J @ dp.
X X

Como queriamos mostrar. Isto encerra a demonstragao do teorema. ]
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