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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade nula para uma equação linear

da calor em um domínio limitado do RN . Para isso, faremos uso de uma estimativa de

Carleman, que nos possibilitará a encontrarmos uma desigualdade de observabilidade, e

consequentemente obter o controle nulo para o problema proposto.

Palavras-chave: Equação Linear do Calor, Estimativa de Carleman, Desigualdade de

Observabilidade, Controlabilidade Nula.



Abstract

The objective of this work is to study the null controllability for a linear heat equation

in a limited domain of Rn. For this, we will use a Carleman Estimative, which will enable

us to find an observability inequality, and consequently to obtain the null control for the

proposed problem.

Keywords: Linear Heat Equation, Carleman Estimative, Observability Inequality,

Null Controlability.
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Notações e Simbologias

As simbologias abaixo são utilizadas no decorrer do texto.

• Ω denota um subconjunto aberto e limitado do RN ;

• Γ denota a fronteira de Ω suficientemente regular;

• ν denota o vetor normal exterior a Γ;

• Q = Ω× (0, T ) ⊂ RN+1, onde T > 0, denota o cilindro do RN+1;

• Σ = Γ× (0, T ) denota a fronteira lateral do cilindro Q;

• (·, ·)L2(X) denota o produto interno em L2(X);

• | · |L2(X) denota a norma em L2(X);

• (·, ·)H1
0 (X) denota o produto interno em H1

0 (X);

• ‖ · ‖H1
0 (X) denota a norma em H1

0 (X);

• ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, · · · , ∂u

∂xn

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u
∂x2i

denota o operador Laplaciano da função u;

• q.s. - quase sempre;

• ↪→ denota a imersão contínua;

• c
↪→ denota a imersão compacta;

• C quando não especificada, é uma constante positiva e arbitrária;

• yt denota a derivada de y em relação a t;

• → denota convergência forte;

• ⇀ denota convergência fraca;



• ∗
⇀ denota convergência fraca estrela;

• X∗ denota o dual topológico de X;

• X∗∗ denota o bidual topológico de X;

• χω denota a função característica de ω, onde ω é um subconjunto aberto não vazio

do RN ;

• L(X, Y ) denota o espaço dos operadores lineares e contínuos de X em Y .
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Introdução

Neste trabalho investigamos a controlabilidade nula para uma equação linear do calor

em um domínio limitado do RN .

Ao longo da história, o homem desenvolveu de maneira significativa sua capacidade

de manipular a natureza a fim de melhorar seu estilo de vida. Exemplos simples dessas

modificações estão na criação de animais e agricultura, onde o homem percebeu que

poderia interferir na natureza para que esta trabalhasse em seu favor. Nasce então a

ideia de controle, como uma ação ou ações do homem sobre um meio de modo a obter

um objetivo predeterminado. Essa ideia desenvolveu-se ao longo dos anos e passou a

fazer parte do cotidiano da humanidade.

Em termos matemáticos, um sistema de controle é uma equação de evolução (EDO

OU EDP) que depende de um parâmetro u, descrito pela expressão:

yt = f(t, y, u), (1)

onde t ∈ [0, T ] representa a variável temporal, y : [0, T ] → X é a função estado e

u : [0, T ] → Y é um controle. Nesse modelo, X e Y são espaços de funções adequados,

T > 0 é um valor real fixado e yt representa a derivada de y em relação ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais definições de controlabilidade pre-

sentes na literatura.

Definição 0.1 (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e y0, y1 ∈ X dois estados do

sistema (1). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável se existe u : [0, T ] → Y

tal que ∣∣∣∣∣∣ yt = f(y, u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T ) = y1.
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Definição 0.2 (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um número real e y0, y1

dois possíveis estados do sistema (1). Dizemos que tal sistema é aproximadamente con-

trolável se, para todo ε > 0 dado, existir uε : [0, T ]→ Y tal que;∣∣∣∣∣∣ yt = f(y, uε) em [0, T ],

y(0) = y0, |y(T )− y1| ≤ ε.

Definição 0.3 (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um número real dado e y0 ∈ X
um estado arbitrário do sistema (1). Dizemos que tal sistema é nulamente controlável se

existe u : [0, T ]→ Y tal que; ∣∣∣∣∣∣ yt = f(y, u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T ) = 0.

Definição 0.4 (Controlabilidade exata às trajetórias) Sejam T > 0 um número

real dado, y0 ∈ X um estado e y uma trajetória (isto é, uma solução arbitrária do sistema

(1) sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável às trajetórias se

existe u : [0, T ]→ Y tal que ∣∣∣∣∣∣ yt = f(y, u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T ) = y(T ).

É bem sabido que, em problemas lineares, as definições de controle nulo e exato às

trajetórias são equivalentes.

Nesse trabalho analisaremos resultados de controlabilidade nula para a equação linear

do calor ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
yt −∆y = vχO em Q = Ω× (0, T ),

y = 0 sobre Σ = ∂Ω× (0, T ),

y(x, 0) = y0(x) em Ω,

(0.1)

onde Ω é um domínio limitado do RN , N ≥ 1, com fronteira ∂Ω de classe C2 e T > 0.

Em (0.1), y = y(x, t) é o estado a ser controlado, v = v(x, t) é o controle e O é um

subconjunto aberto não vazio de Ω.

Os primeiros resultados sobre controlabilidade nula para o sistema (0.1) surgiram no

trabalho [1]. Posteriormente, Lebeau e Robbiano [2] mostraram, via estimativa de Car-

leman, a controlabilidade nula sem nenhuma restrição ao aberto ω onde o controle atua,
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e com coeficientes dependendo apenas da variável espacial. Resultados semelhantes, em

um contexto geral, incluindo a dependência do tempo para os coeficientes, foram prova-

dos por Fursikov e Imanuvilov [3] usando estimativas de Carleman global para a equação

do calor. No trabalho de Fernández-Cara e Guerrero [4], os autores utilizam uma estima-

tiva de Carleman para obter uma desigualdade de observabilidade e consequentemente a

controlabilidade nula para uma equação linear do calor. Recentemente, alguns avanços

foram obtidos nessa direção, dentre os quais podemos citar os trabalhos de Araruna et.

al [5] e Araruna et. al [6], onde os autores analizam a controlabilidade nula para um

sistema parabólico utilizando uma estratégia de Stackelberg-Nash.

Em resumo, o trabalho está dividido da seguinte forma:

No capítulo 1 apresentamos alguns resultados clássicos ao desenvolvimento do nosso

trabalho.

No capítulo 2 investigamos a controlabilidade nula, onde é demonstrada que a mesma é

obtida mediante uma desigualdade de observabilidade que por sua vez é obtida utilizando

uma Desigualdade de Carleman.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns resultados necessários para que o leitor possa ter

uma melhor compreensão dos conteúdos abordados no capítulo posterior.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

Definição 1.1 (Convergência Fraca) Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência de E. Então uν ⇀ u se, e somente se, 〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉, para todo ϕ ∈ E∗.

Definição 1.2 (Convergência Fraca Estrela) Sejam E um espaço de Banach,

ϕ ∈ E∗ e (ϕν)ν∈N uma sequência de E∗. Dizemos que ϕν
∗
⇀ ϕ se, e somente se,

〈ϕν , u〉 → 〈ϕ, u〉, para todo u ∈ E∗.

Proposição 1.1 Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗), então 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E∗;

(ii) Se xn → x, então xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗);

(iii) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗) e se fn → f em E∗ (isto é, ‖fn − f‖E∗ → 0),

então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Jesus et. al ([7], p. 98). �
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1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.2 Espaços Separáveis e Reflexivos

Definição 1.3 Dizemos que um espaço métrico E é separável se existe um subconjunto

D ⊂ E enumerável e denso.

Definição 1.4 Sejam E um espaço de Banach e J a injeção canônica de E em E∗∗.

Dizemos que E é reflexivo quando J(E) = E∗∗.

Quando o espaço E é reflexivo identificamos implicitamente E e E∗∗ (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaço de Banach. Então o

conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Jesus et. al ([7], p. 110). �

Teorema 1.2 Seja E um espaço de Banach separável. Então o conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1} é metrizável na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se BE∗ é metrizável na topologia fraca estrela, então E é separável.

Demonstração: Brezis([8], p. 74) �

Corolário 1.1 Sejam E um espaço Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E∗. Então existe uma subsequência (fnk)k∈N de (fn)n∈N que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração: Brezis([8], p. 76). �

Teorema 1.3 Seja E um espaço de Banach reflexivo e suponhamos que a sequência

(fk)k∈N ⊂ E é limitada. Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e f ∈ E tal

que

fkj ⇀ f.

Demonstração: Evans([9], p. 639). �
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1.2 Teoria das Distribuições Escalares

1.1.3 Convexidade e Otimização

Teorema 1.4 Sejam E um espaço de Banach reflexivo, A ⊂ E um subconjunto convexo,

fechado, não vazio e ϕ : E → (−∞,+∞], uma função tal que:

(i) ϕ é convexa;

(i) ϕ é semicontínua inferiormente, isto é, ∀a ∈ R ϕ−1(a,+∞) é aberto em E;

(i) ϕ é coerciva, ou seja, lim
x∈A

‖x‖→+∞

ϕ(x) = +∞.

Então ϕ atinge seu mínimo em A, ou seja, existe x0 ∈ A tal que ϕ(x0) = min
x∈A

ϕ(x).

Demonstração: Brezis ([8], p. 71). �

Observação 1.1 Sendo ϕ estritamente convexa, então o mínimo x0 obtido no Teorema

1.4 é único.

1.2 Teoria das Distribuições Escalares

Definição 1.5 Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e ϕ : Ω ⊂ Rn → R uma função

contínua. Denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que

ϕ (x) 6= 0. Simbolicamente,

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0}
Ω
.

Definição 1.6 Denota-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções contínuas e infinita-

mente deriváveis em Ω com suporte compacto em Ω.

Dado Ω como acima, consideremos o espaço vetorial topológico C∞0 (Ω). Dizemos que

uma sequência (ϕν)ν∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem

satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N

9



1.2 Teoria das Distribuições Escalares

ii) Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência definida acima será re-

presentada por D (Ω) e denominado de espaço das funções testes .

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ R contí-

nua com respeito a topologia de D (Ω). Isto significa que T satisfaz as seguintes condições:

i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀ϕ, ψ ∈ D (Ω), ∀α, β ∈ R

ii) T é continua, isto é, se uma sequência (ϕν)ν∈N converge em D (Ω) para ϕ ∈ D (Ω),

então,

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T, ϕ〉. Equipa-se

o espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergencia:

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, dizemos que a

sequência (Tν)ν∈N converge para T , quando a sucessão (〈Tν , ϕ〉)ν∈N converge para 〈T, ϕ〉
em R para toda ϕ ∈ D (Ω).

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real, denotado

por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito de

tratarmos de espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para

objetos de D′ (Ω).

Dada uma distribuição T em D′ (Ω) e dado um multi-índice α ∈ Nn definimos a

derivada distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e contínua DαT :

D (Ω)→ R dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , para todo ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicação

Dα : D′ (Ω)→ D′ (Ω) . (1.1)

é linear e continua no sentido da convergência definida em D′ (Ω). Isto significa que se

lim
v→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) . (1.2)
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Nesta seção, serão dadas algumas definições e propriedades elementares dos espaços

Lp(Ω).

Definição 1.7 Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e p ∈ R com 1 ≤ p <∞. Definimos

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e |f |p ∈ L1(Ω)}.

O espaço Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖Lp(Ω) =
[ ∫

Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

Definição 1.8 Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto. Definimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e ∃ Cconstante tal que |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖L∞(Ω) = inf{C > 0 : |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q > 1 tal que 1
p

+ 1
q

= 1.

Então,

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq, ∀a, b ≥ 0.

Demonstração: Brezis ([8], p. 92). �

Teorema 1.6 (Desigualdade de Young com ε) Sejam 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1

e ε > 0. Então,

ab ≤ εap + C(ε)bq, ∀a, b ≥ 0,

onde C(ε) = (εp)
−q
p q−1. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ∀a, b ≥ 0.

Demonstração: Evans ([9], p. 622). �
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hölder) Sejam as funções f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração: Brezis ([8], p. 92). �

Definição 1.9 Dizemos que uma função f : Ω→ R é localmente integrável em Ω, quando

f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integravéis é denotado por L1
loc(Ω). Em símbolos temos que

f ∈ L1
loc(Ω)⇔

∫
K

|f |dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Medeiros e Milla Miranda ([12], p. 11). �

As distribuções que aparecem com mais frequência são aquelas definidas a partir de

funções localmente integráveis.

Exemplo 1.1 Seja u ∈ L1
loc(Ω) e definamos Tu : D (Ω)→ R por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

Nestas condições Tu é uma distribução escalar sobre Ω.

De fato, não é dificil mostrarmos a linearidade de Tu, pois segue da linearidade da integral.

Resta provarmos que Tu é contínua.

Seja uma sequência (ϕν)ν∈N de funções testes sobre Ω convergindo em D (Ω) para

uma função teste ϕ. Então, temos

|〈Tu, ϕν〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕν − ϕ〉|

=

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(ϕν − ϕ)(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|u(x)(ϕν − ϕ)(x)|dx

≤ sup |ϕν − ϕ|
∫

Ω

|u(x)|dx→ 0,
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1.4 Espaços de Sobolev

pois ϕν → ϕ uniformemente.

A distribução Tu assim definida é dita “gerada pela função localmente integrável u′′

e, usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste

sentido identificamos u com a distribuição Tu e o espaço L1
loc(Ω) das funções localmente

integráveis pode ser visto como parte do espaço das distribuições D′ (Ω)

Observação 1.2 Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1
loc(Ω),

não é em geral uma função de L1
loc(Ω).

Tal fato, motivará a definição de uma classe significativa de espaços de Banach de

funções conhecidas sob a denominação de Espaços de Sobolev.

1.4 Espaços de Sobolev

Como vimos na seção anterior, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são também funções em

Lp(Ω).

1.4.1 Os Espaços Wm,p(Ω)

Chamaremos multi-índice a toda n-upla α = (α1, α2, ..., αn) de números naturais.

Dado um multi-índice α, definimos a ordem |α| de α por |α| = α1 + α2 + ... + αn, e

representamos por Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Definição 1.10 Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. O espaço de Sobolev

que denotamos por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das (classes de) funções em Lp(Ω) cujas

derivadas distribucionais de ordem α pertencem a Lp(Ω), para todo multi-índice α com

|α| ≤ m. Simbolicamente escrevemos:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α tal que |α| ≤ m}.
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1.4 Espaços de Sobolev

O espaço Wm,p(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

.

Também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
Ω

ess|Dαu(x)|.

No caso p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas,

respectivamente, por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) e ‖u‖Hm(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
)1/2

.

Apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarão a alcançar o objetivo

proposto.

Corolário 1.2 Sejam Ω um subconjunto aberto do Rn de classe C1 com fronteira limi-

tada Γ e 1 ≤ p ≤ ∞. Então:

Se p < n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω), onde 1

p∗
= 1

p
− 1

n
,

Se p = n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [p,+∞),

Se p > n, então W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω),

sendo todas estas injeções contínuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p|x− y|α q.s. x, y ∈ Ω,

onde α = 1− (N/p) e C dependa apenas do Ω, p e n. Em particular W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Demonstração: Brezis ([8], p. 285). �

Teorema 1.8 (Rellich–Kondrachov) Seja Ω um subconjunto limitado do Rn de classe

C1 com fronteira Γ regular. Então:

Se p < n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, p∗) com 1

p∗
= 1

p
− 1

n
,

Se p = n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞),

Se p > n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ C(Ω).

Em particular, W 1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω) com injeção compacta para todo p (e para todo n).
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1.4 Espaços de Sobolev

Demonstração: Brezis ([8], p. 285). �

Teorema 1.9 (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então
∫

Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidΓ (i = 1, 2, ..., n).

Demonstração: Evans ([9], p. 627). �

Teorema 1.10 (Fórmulas de Green) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira

Γ de classe C2.

(i) Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇γ ∇u dx = −
∫

Ω

u ∆γ dx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
u ds, ∀u ∈ H1(Ω).

(ii) Se u, γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

(u ∆ γ − γ ∆u ) dx =

∫
Γ

(
u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν

)
ds.

Demonstração: Brezis ([8], p. 296). �

1.4.2 Os Espaços Wm,p
0 (Ω) e W−m,q(Ω)

Observemos que, embora o espaço vetorial das funções testes u, v ∈ D (Ω) seja denso

em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞, em geral, ele não é denso emWm,p(Ω). Isto acontece porque a

norma de Wm,p(Ω) é “bem maior” que a norma de Lp(Ω) e é por isso que Wm,p(Ω) possui

menos sequências convergentes. Isto motiva a definição dos espaçosWm,p
0 (Ω) como segue:

Definição 1.11 Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Definimos

Wm,p
0 (Ω) = D (Ω)

Wm,p(Ω)
.

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).

Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Ω seja um subconjunto

aberto e limitado de Rn e 1 ≤ p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω

e p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Brezis ([8], p. 290). �
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Observação 1.3 Em particular, a expressão ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma no espaçoW 1,p
0 (Ω),

equivalente a norma ‖u‖W 1,p(Ω). Em H1
0 (Ω) denotamos o produto interno

(u, v)H1
0 (Ω) =

n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

que induz a norma ‖∇u‖L2(Ω), equivalente à norma ‖u‖H1(Ω).

Demonstração: Brezis ([8], p. 290). �

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e, em particular, os espaços Hm

0 (Ω), desempenham um papel

fundamental na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.

Se 1 ≤ p <∞ e o número q é o expoente conjugado de p, isto é
1

p
+

1

q
= 1, então repre-

sentamos por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual topológido

de Hm
0 (Ω). Em outras palavras, se f pertence a H−m(Ω) então f é um funcional linear

limitado sobre Hm
0 (Ω).

Observação 1.4 Em particular, as imersões do Corolário 1.2 são válidas para o espaço

W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário aberto Ω de Rn. Analogamente, as imersões do

Teorema 1.8 são válidas para W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário Ω aberto e limitado

de Rn.

Definição 1.12 Se f ∈ H−1(Ω) a norma é definida como sendo

‖f‖H−1(Ω) = sup{〈f, u〉; para todo u ∈ H1
0 (Ω) com ‖u‖H1

0 (Ω) ≤ 1}.

1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Nesta seção, estenderemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade para fun-

ções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ‖.‖.

Definição 1.13 Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço vetorial das (clas-

ses de) funções u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais que

se 1 ≤ p < ∞ a função t 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à Lesbegue em (0, T ) e se p = ∞ a

função t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ).
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma dada por

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p

, se 1 ≤ p <∞.

Se p =∞ a norma acima é substituída por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

‖u (t)‖X = inf{C > 0 : ||u(t)||X ≤ C q.s em Ω}.

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

〈v, u〉L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X dt.

QuandoX é reflexivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço reflexivo

e separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lp′ (0, T ;X ′), onde p

e p′ são índices conjugados, isto é, 1
p

+ 1
p′

= 1. Mais precisamente, temos[
Lp(0, T ;X)

]′ ≈ Lp
′
(0, T,X ′).

A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral por

〈v, u〉Lp′ (0,T ;X′)×Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X′×X dt.

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identifica ao espaço

L∞ (0, T ;X ′), ou seja, [
L1(0, T ;X)

]′ ≈ L∞(0, T,X ′).

Definição 1.14 Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

contínuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u (t)‖X <∞.

Teorema 1.12 Sejam X, B e Y espaços de Banach com X ⊂ B ⊂ Y . Suponhamos que

X está compactamente imerso em B e B está continuamente imerso em Y . Temos que,

(i) Se F é limitado em Lp(0, T ;X), onde 1 ≤ p < ∞ e ∂F/∂t = {∂f/∂t : f ∈ F} é

limitado em L1(0, T ;Y ), então F é relativamente compacto em Lp(0, T ;B).
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(ii) Se F é limitado em L∞(0, T ;X) e ∂F/∂t é limitado em Lr(0, T ;Y ) onde r > 1,

então F é relativamente compacto em C([0, T ];B).

Demonstração: Simon ([10], p. 85).

Teorema 1.13 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam X, B e Y es-

paços de Banach com X ⊂ B ⊂ Y , X e Y reflexivos. Suponhamos que X está compac-

tamente imerso em B e B está continuamente imerso em Y . Então

W = {v : v ∈ Lp0(0, T ;X), v′ = dv/dt ∈ Lp1(0, T ;Y )},

onde 1 < pi <∞, i = 0, 1, munido da norma

‖v‖W = ‖v‖Lp0 (0,T ;X) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;Y ),

é um espaço de Banach compactamente imerso em Lp0(0, T ;B).

Demonstração: Lions ([11], p. 58).

1.6 Distribuições Vetoriais

Seja um número real T > 0 e X um espaço de Banach real com a norma ‖.‖

Definição 1.15 Uma distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X, é uma função

f : D (0, T )→ X linear e contínua. O conjunto dessas transformações lineares é chamado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T ) com valores em X e é denotado por

D′(0, T ;X) = L(D (0, T ) ;X).

Definição 1.16 Seja f ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por〈
dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D (0, T ) .

Observação 1.5 Se a função f pertence ao espaço Lp(0, T ;X) com 1 ≤ p ≤ ∞, então

define uma distribuição que denotamos pela mesma função f e é dada por

f(ϕ) =

∫ T

0

f(t)ϕ(t)dt, para todo ϕ ∈ D (0, T ) ,

com valores integrales em X.

Demonstração: Lions ([11], p. 7). �
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1.7 Um Resultado Importante

1.7 Um Resultado Importante

Nesta seção, nosso objetivo é dar ênfase a um resultado importante que será utilizado

para alcançarmos nosso resultado principal, o qual enunciaremos como segue.

1.7.1 Um Lema Fundamental

Lema 1.7.1 Seja ω ⊂⊂ Ω um subconjunto aberto e não vazio. Então existe η0 ∈ C2(Ω)

tal que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
η0 > 0 em Ω,

η0 = 0 sobre ∂Ω,

|∇η0| > 0 em Ω\ω.

(1.3)

Demonstração: Fursikov e Imanuvilov ([3], p. 4). �
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Capítulo 2

Equação Linear do Calor em um

Domínio Limitado

2.1 Formulação do Problema

Seja O um subconjunto aberto e não vazio de Ω. Dado T > 0, consideremos a equação

linear do calor ∣∣∣∣∣∣∣∣
yt −∆y = vχO em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(x, 0) = y0(x) em Ω,

(2.1)

onde y0 ∈ L2(Ω) e v ∈ L2
(
O × (0, T )

)
.

Observação 2.1 Seja h = vχO. Se h ∈ L2(Ω × (0, T )) e y0 ∈ L2(Ω) então o sistema

(2.1) admite única solução y ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
(cf.[4]).

O problema de controlabilidade nula para o sistema (2.1) pode ser formulado como

segue: dados T > 0 e y0 ∈ L2(Ω), encontrar uma função v ∈ L2
(
O × (0, T )

)
tal que a

solução y(x, t) do problema (2.1) satisfaz a condição y(T ) = 0.

Mais precisamente, vale a seguinte definição:

Definição 2.1 O sistema (2.1) é dito de controlabilidade nula no tempo T > 0, se para

cada y0 ∈ L2(Ω), existe um controle v ∈ L2
(
O × (0, T )

)
tal que a solução y(x, t) do

problema (2.1) satisfaz a condição y(T ) = 0 quase sempre em Ω.
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2.1 Formulação do Problema

Assumimos que O ⊂⊂ Ω é um conjunto aberto e não vazio. Tentaremos encontrar

um controle v ∈ L2(O × (0, T )) tal que o estado associado y = y(x, t) satisfaz y(T ) = 0.

Para o nosso propósito, precisamos obter o sistema adjunto de (2.1). Para tal, multi-

plicamos (2.1)1 por ϕ e integramos em Ω× (0, T ), obtendo∫
Ω

y(T )ϕ(T ) dx−
∫

Ω

y(0)ϕ(0)dx−
∫ T

0

∫
Ω

yϕt dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆yϕ dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ϕvχO dxdt.

(2.2)

Pela primeira fórmula de Green, temos

−
∫

Ω

∆y ϕ dx =

∫
Ω

∇y∇ϕdx−
∫

Γ

∂y

∂ν
ϕ dσ. (2.3)

Usando novamente a primeira fórmula de Green, obtemos∫
Ω

∇y∇ϕdx = −
∫

Ω

y ∆ϕdx+

∫
Γ

y
∂ϕ

∂ν
dσ. (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3) e em seguida integrando de 0 a T , segue que

−
∫ T

0

∫
Ω

∆yϕ dxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

y∆ϕdxdt+

∫ ∫
Σ

y
∂ϕ

∂ν
dσdt

−
∫ ∫

Σ

∂y

∂ν
ϕ dσdt.

(2.5)

Substituindo (2.5) em (2.2) e usando (2.1)2 e (2.1)3, resulta que∫
Ω

y(T )ϕ(T ) dx−
∫

Ω

y0(x)ϕ(0) dx−
∫ T

0

∫
Ω

yϕt dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

y∆ϕdxdt−
∫ ∫

Σ

∂y

∂ν
ϕ dσdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ϕ vχOdxdt,

isto é,(
y(T ), ϕ(T )

)
L2(Ω)

−
(
y0(x), ϕ(0)

)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

[−ϕt −∆ϕ] y dxdt−
∫ ∫

Σ

∂y

∂ν
ϕ dσdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ϕ vχO dxdt.

(2.6)

De (2.6), é natural definirmos o sistema adjunto por∣∣∣∣∣∣∣∣
−ϕt −∆ϕ = 0 em Q,

ϕ = 0 sobre Σ,

ϕ(T ) = ϕ0 em Ω.

(2.7)
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Sendo ϕ0 ∈ L2(Ω), temos que o sistema (2.7) admite exatamente uma solução na

classe ϕ ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
(vide [4]).

2.2 Estimativa de Carleman

O objetivo dessa seção é mostrarmos uma estimativa de Carleman para o sistema

adjunto (2.7). Para isso faremos uso do Lema 1.7.1, que nos possibilitará definir funções

peso, que foram inicialmente introduziadas por Imanuvilov (cf. [3]), que nos auxiliarão

na prova da desigualdade de Carleman. Mais precisamente, consideremos as seguintes

funções peso:

α(x, t) :=
e2λ m‖η0‖∞ − eλ(m‖η0‖∞+η0(x))

t(T − t)
, ξ(x, t) :=

eλ(m ‖η‖∞+η0(x))

t(T − t)
, (2.8)

onde (x, t) ∈ Q em > 1. Com estas considerações, podemos enunciar o principal resultado

do nosso trabalho:

Teorema 2.1 (Desigualdade de Carleman). Existe uma constante λ1 = C(Ω,O) ≥
1, s1 = C(Ω,O)(T + T 2) e C1(Ω,O) tal que, para quaisquer λ ≥ λ1 e s ≥ s1, vale a

seguinte estimativa:

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1
(
|qt|2 + |∆q|2

)
dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dx dt ≤ C1

(∫ ∫
Q

e−2sα |qt + ∆q|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|q|2 dx dt

)
,

(2.9)

para toda q ∈ C2(Q) com q = 0 sobre Σ.

Demonstração: Seja q ∈ C2(Q) tal que q = 0 sobre Σ. Faremos a mudança de

variável

ψ = e−sαq, (2.10)

ou seja,

q = esαψ (2.11)
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2.2 Estimativa de Carleman

e consideremos a função

g = e−sαf,

onde f = qt + ∆q. Temos

qt = sesααtψ + esαψt,

e

∆q = esα∆ψ + 2sesα∇α · ∇ψ + s2esα|∇α|2ψ + sesα∆αψ.

Logo,

f = esα(sαtψ + ψt + ∆ψ + 2s∇α · ∇ψ + s2|∇α|2ψ + s∆αψ). (2.12)

Multiplicando a igualdade (2.12) por e−sα, resulta que

g = sαtψ + ψt + ∆ψ + 2s∇α · ∇ψ + s2|∇α|2ψ + s∆αψ.

Como

∇α = −ξλ∇η0,

e

∆α = −λ2ξ|∇η0|2 − λξ∆η0,

obtemos

g = sαtψ + ψt + ∆ψ − 2sλξ∇η0 · ∇ψ + s2λ2ξ2|∇η0|2ψ − sλ2ξ|∇η0|2ψ − sλξ∆η0ψ.

Assim, se considerarmos

I1ψ = −2sλ2ξ|∇η0|2ψ − 2sλξ∇η0 · ∇ψ + ψt (2.13)

e

I2ψ = s2λ2ξ2|∇η0|2ψ + ∆ψ + sαtψ, (2.14)

temos

I1ψ + I2ψ = gs,λ,

onde

gs,λ = g + sλξ∆η0ψ − sλ2ξ|∇η0|2ψ.

Para simplificarmos a notação, denotaremos por (Iiψ)j (1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3) o j-ésimo

termo de Iiψ dado em (2.13) ou (2.14).
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2.2 Estimativa de Carleman

Desenvolvendo o produto interno (I1ψ, I2ψ)L2(Q), temos

|I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q) + 2
3∑

i,j=1

((I1ψ)i, (I2ψ)j)L2(Q) = |gs,λ|2L2(Q). (2.15)

A partir de agora, a tarefa é desenvolver os nove produtos internos que aparecem na

expressão (2.15). Faremos uso de algumas derivadas e estimativas, que serão listadas

aqui, cujas demonstrações serão vistas no apêndice A.

αxi = −ξxi = −λη0
xi
ξ ≤ Cλξ, (2.16)

|αt| ≤ CTξ2, (2.17)

ξxi = λξη0
xi
, (2.18)

ξt ≤ 3Tξ2, (2.19)

∇αt = −λ T − 2t

t(T − t)
ξ∇η0, (2.20)

1

t(T − t)
≤ ξ. (2.21)

Denotaremos por C = C(Ω,O) uma constante que depende de Ω e O. Inicialmente,

temos

((I1ψ)1, (I2ψ)1)L2(Q) = −2s3λ4

∫ ∫
Q

|∇η0|4ξ3|ψ|2 dxdt = A. (2.22)

Além disso,

((I1ψ)2, (I2ψ)1)L2(Q) = −2s3λ3

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ3(∇η0 · ∇ψ)ψ dxdt

= 3s3λ4

∫ ∫
Q

|∇η0|4ξ3|ψ|2 dxdt

+ s3λ3

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ3|ψ|2∆η0 dxdt (2.23)

+ 2s3λ3

n∑
i,j=1

∫ ∫
Q

η0
xi
η0
xixj

η0
xj
ξ3|ψ|2 dxdt

= B1 +B2 +B3,
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onde Bi denota o i-ésimo termo do lado direito de (2.23). Observemos que A + B1 é

positivo e, pelo Lema 1.7.1, vale que

A+B1 = s3λ4

∫ ∫
Q

|∇η0|4ξ3|ψ|2 dxdt

≥ s3λ4

∫ T

0

∫
Ω\ω
|∇η0|4ξ3|ψ|2 dxdt

≥ Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω\ω

ξ3|ψ|2 dxdt

= Cs3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− Cs3λ4

∫ T

0

∫
ω

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ Cs3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− Cs3λ4

∫ T

0

∫
ω

ξ3|ψ|2 dxdt

= Ã− B̃,

para algum C = C(Ω,O), onde |∇η0| ≥ C > 0. Como η0 ∈ C2(Q), temos que

B2 ≥ −Cs3λ3

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt, (2.24)

e

B3 ≥ −Cs3λ3

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt. (2.25)

Os termos B2 e B3 serão absorvidos por Ã do seguinte modo: tomando λ ≥ 4C
C
, temos

C − 2C
λ
≥ C

2
. Daí, segue que

Ã+B2 +B3 ≥ Cs3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− 2Cs3λ3

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

= Cs3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− 2C

λ
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

=

(
C − 2C

λ

)
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ C

2
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt.

Observemos que isso foi possível pelo fato das potências de s e λ em B2 e B3 serem

menores que as potências em Ã.

Também, temos

((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q) = s2λ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ2ψtψ dxdt

= −s2λ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξξt|ψ|2 dxdt.
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Assim, usando (2.19), nos leva a

|((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q)| ≤ s2λ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξξt|ψ|2 dxdt

≤ Cs2λ2T

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ3|ψ|2 dxdt

≤ Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt.

Notemos que ((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q) também será absorvido. Com efeito, para λ ≥ 4C
C
,

λ ≥ 1 e s ≥ 4CT
C

, temos

Ã+B2 +B3 + ((I1ψ)3, (I2ψ)1) ≥ C

2
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ C

2
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− Cs3λ4T

s

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

=

(
C

2
− CT

s

)
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥
(
C

2
− C

4

)
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

=
C

4
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt.

Consequentemente, se λ ≥ 4C
C
, λ ≥ 1 e s ≥ 4CT

C
, então obtemos

(I1ψ, (I2ψ)1)L2(Q) = ((I1ψ)1, (I2ψ)1)L2(Q) + ((I1ψ)2, (I2ψ)1)L2(Q) + ((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q)

= A+B1 +B2 +B3 + ((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q)

≥ Ã− B̃ +B2 +B3 + ((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q) (2.26)

= Ã+B2 +B3 + ((I1ψ)3, (I2ψ)1)L2(Q) − B̃

≥ C

4
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− Cs3λ4

∫ T

0

∫
ω

ξ3|ψ|2 dxdt.
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Notemos que,

((I1ψ)1, (I2ψ)2)L2(Q) = −2sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ∆ψψ dxdt

= 2sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt

+ 4sλ2

n∑
i,j=1

∫ ∫
Q

η0
xi
η0
xixj

ξψψxj dxdt (2.27)

+ 2sλ3

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ(∇η0 · ∇ψ)ψ dxdt

= C1 + C2 + C3,

onde Ci representa o i-ésimo termo do lado direito de (2.27). Para C2 e C3, vale que

|C2| =

∣∣∣∣∣4sλ2

n∑
i,j=1

∫ ∫
Q

η0
xi
η0
xixj

ξψψxj dxdt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣4sλ2

n∑
i=1

n∑
j=1

∫ ∫
Q

η0
xi
η0
xixj

ξψjψ dxdt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣4sλ2

n∑
i=1

∫ ∫
Q

n∑
j=1

η0
xi
η0
xixj

ξψjψ dxdt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣4sλ2

n∑
i=1

∫ ∫
Q

η0
xi
ξψ

n∑
j=1

η0
xixj
· ψj dxdt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣4sλ2

n∑
i=1

∫ ∫
Q

∂iη
0
xi
ψ〈∇(η0

xi
,∇ψ〉 dxdt

∣∣∣∣∣
≤ 4sλ2

n∑
i=1

∫ ∫
Q

|η0
xi
| · ξ · |ψ| · |∇(η0

xi
)| · |∇ψ| dxdt

≤ Csλ2

∫ ∫
Q

ξ · |ψ| · |∇ψ| dxdt

= Cs

∫ ∫
Q

ξ · λ2|ψ| · |∇ψ| dxdt,

isto é,

|C2| ≤ Cs

∫ ∫
Q

ξ · λ2|ψ| · |∇ψ| dxdt. (2.28)

Aplicando a Desigualdade de Young com ε no caso p = q = 2, com a = λ2|ψ| e b = |∇ψ|,
temos

λ2|ψ| · |∇ψ| ≤ ελ4|ψ|2 +
1

4ε
|∇ψ|2.
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Assim, de (2.28), temos

|C2| ≤ Cs

∫ ∫
Q

εξ · λ4|ψ|2 dxdt+ Cs

∫ ∫
Q

1

4ε
ξ · |∇ψ|2 dxdt

≤ Csλ4

∫ ∫
Q

ξ · |ψ|2 dxdt+ Cs

∫ ∫
Q

ξ · |∇ψ|2 dxdt.

Além disso,

|C3| =

∣∣∣∣2sλ3

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ〈∇η0,∇ψ〉ψ dxdt
∣∣∣∣

≤ 2sλ3

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|〈∇η0,∇ψ〉||ψ| dxdt

≤ 2sλ3

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇η0| · |∇ψ| · |ψ| dxdt

≤ 2Csλ3

∫ ∫
Q

ξ · |∇ψ| · |ψ| dxdt

= 2C

∫ ∫
Q

ξλ2s|ψ| · λ|∇ψ| dxdt,

ou seja,

|C3| ≤ 2C

∫ ∫
Q

ξλ2s|ψ| · λ|∇ψ| dxdt. (2.29)

Novamente, aplicando a Desigualdade de Young com ε no caso p = q = 2, com a =

ξλ2s|ψ| e b = λ|∇ψ|, temos que

ξλ2s|ψ| · λ|∇ψ| ≤ εξ2λ4s2|ψ|2 +
1

4ε
λ2|∇ψ|2.

Logo, de (2.29), vale que

|C3| ≤ 2C

∫ ∫
Q

(εξ2λ4s2|ψ|2 +
1

4ε
λ2|∇ψ|2) dxdt

= 2Cεs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt+ 2C
1

4ε
λ2

∫ ∫
Q

|∇ψ|2 dxdt

≤ Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt+ Cλ2

∫ ∫
Q

|∇ψ|2 dxdt

Como ξ ≥ 1
t(T−t) , obtemos que

ξ2 = ξ · ξ ≥ ξ · 1

t(T − t)
≥ ξ

1

T 2
,

ou seja,

T 2ξ2 ≥ ξ.
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Assim, para s ≥ CT 2, temos

Csλ4

∫ ∫
Q

ξ|ψ|2 dxdt ≤ CT 2sλ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

≤ s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt,

e portanto,

C1 + C2 + C3 ≥ 2sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt− Csλ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

− Cs

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

− Cλ2

∫ ∫
Q

|∇ψ|2 dxdt

≥ 2sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt− s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt (2.30)

− Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt− C
∫ ∫

Q

(sξ + λ2)|∇ψ|2 dxdt

= 2sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt− (C + 1)s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

− C

∫ ∫
Q

(sξ + λ2)|∇ψ|2 dxdt.

Como ψ = 0 sobre Σ, então ∇ψ = ∂ψ
∂ν
ν. Consequentemente,

((I1ψ)2, (I2ψ)2)L2(Q) = −2sλ

∫ ∫
Q

ξ(∇η0 · ∇ψ)∆ψ dxdt

= 2sλ

∫ ∫
Q

∇(ξ(∇η0 · ∇ψ)) · ∇ψ dxdt (2.31)

− 2sλ

∫ ∫
Σ

ξ(∇η0 · ∇ψ)
∂ψ

∂ν
dσdt.

Observemos que,∫ ∫
Σ

ξ(∇η0 · ∇ψ)
∂ψ

∂ν
dσdt =

∫ ∫
Σ

ξ(∇η0 · ∂ψ
∂ν

ν)
∂ψ

∂ν
dσdt

=

∫ ∫
Σ

ξ(∇η0 · ν)

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt

=

∫ ∫
Σ

ξ
∂η0

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt
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e

2sλ

∫ ∫
Q

∇(ξ(∇η0 · ∇ψ)) · ∇ψ dxdt = 2sλ
n∑

i,j=1

∫ ∫
Q

ξη0
xixj

ψxiψxj dxdt

+ 2sλ2

∫ ∫
Q

ξ|(∇η0,∇ψ)|2 dxdt

+ sλ

∫ ∫
Q

ξ(∇η0 · ∇(|∇ψ|2)) dxdt,

e por (2.31), resulta que

((I1ψ)2, (I2ψ)2)L2(Q) = −2sλ

∫ ∫
Σ

ξ
∂η0

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt

+ 2sλ
n∑

i,j=1

∫ ∫
Q

ξη0
xixj

ψxiψxj dxdt (2.32)

+ 2sλ2

∫ ∫
Q

ξ|(∇η0 · ∇ψ)|2 dxdt

+ sλ

∫ ∫
Q

ξ(∇η0 · ∇(|∇ψ|2)) dxdt

= D1 +D2 +D3 +D4,

onde Di denota o i-ésimo termo do lado direito de (2.32). Notemos que D3 é positivo e,

usando a Desigualdade de Young, nos leva a

|D2| = 2sλ

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫ ∫
Q

ξη0
xixj

ψxiψxj dxdt

∣∣∣∣∣
≤ 2sλ

n∑
i,j=1

∫ ∫
Q

ξ|η0
xixj
||ψxi ||ψxj | dxdt

≤ 2Csλ
n∑

i,j=1

∫ ∫
Q

ξ
1

2
(|ψxi |2 + |ψxj |2) dxdt (2.33)

= 2Csλ
n∑

i,j=1

∫ ∫
Q

ξ
1

2
(2|∇ψ|2) dxdt

≤ Csλ

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt.
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Além disso,

D4 = sλ

∫ ∫
Q

ξ(∇η0 · ∇(|∇ψ|2)) dxdt

= sλ

∫ ∫
Σ

ξ
∂η0

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt

− sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt (2.34)

− sλ

∫ ∫
Q

∆η0ξ|∇ψ|2 dxdt

= D41 +D42 +D43.

Em virtude das propriedades de η0, temos que para cada ponto da fronteira ∂Ω existe

uma vizinhança desse ponto na qual η0 é decrescente, pois η0 é positiva e se anula em

∂Ω. Portanto, ∂η
0

∂ν
é negativa, e assim

D1 +D41 = −2sλ

∫ ∫
Σ

ξ
∂η0

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt+ sλ

∫ ∫
Σ

ξ
∂η0

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt

= −sλ
∫ ∫

Σ

ξ
∂η0

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσdt (2.35)

≥ 0.

Observemos que,

|D43| =
∣∣∣∣sλ∫ ∫

Q

∆η0ξ|∇ψ|2 dxdt
∣∣∣∣ ≤ Csλ

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt. (2.36)

Portanto, de (2.33), (2.34), (2.35) e (2.36), temos

D1 +D2 +D3 +D4 = D1 +D41 +D2 +D3 +D42 +D43

≥ D2 +D42 +D43

≥ −sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt (2.37)

− Csλ

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt.

Agora, usando integração por partes, a primeira fórmula de Green, notando que ψ = 0

sobre Σ e ψ(x, 0) = ψ(x, T ) = ψxi(x, 0) = ψxi(x, T ) = 0 em Ω (ver Apêndice B), segue
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que

((I1ψ)3, (I2ψ)2)L2(Q) =

∫ ∫
Q

ψt∆ψ dxdt

=

∫
Ω

ψ∆ψ
∣∣T
0
dxdt−

∫
Ω

∫ T

0

ψ(∆ψ)t dtdx

= −
∫

Ω

∫ T

0

ψ∆(ψt) dtdx

= −
∫ T

0

∫
Ω

∇ψ · ∇ψt dxdt (2.38)

= −
∫ T

0

(ψ, ψt)H1
0 (Ω)(t) dt

= −1

2

∫ T

0

d

dt
‖ψ(t)‖2

H1
0 (Ω) dt

= −1

2
‖ψ(T )‖2

H1
0 (Ω) +

1

2
‖ψ(0)‖2

H1
0 (Ω)

= 0.

De (2.30) e (2.37), vale que

(I1ψ, (I2ψ)2)L2(Q) = ((I1ψ)1, (I2ψ)2)L2(Q) + ((I1ψ)2, (I2ψ)2)L2(Q) + ((I1ψ)3, (I2ψ)2)L2(Q)

= C1 + C2 + C3 +D1 +D2 +D3 +D4

≥ sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt

− (C + 1)s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt (2.39)

− C

∫ ∫
Q

(sλξ + λ2)|∇ψ|2 dxdt

= F1 + F2 + F3.

para λ ≥ 1 e s ≥ CT 2, onde Fi denota o i-ésimo termo do lado direito de (2.39).

Notemos que,

F1 = sλ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2ξ|∇ψ|2 dxdt

≥ Csλ2

∫ ∫
Ω\ω

ξ|∇ψ|2 dxdt

= Csλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Csλ2

∫ T

0

∫
ω

ξ|∇ψ|2 dxdt

≥ Csλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Csλ2

∫ T

0

∫
ω

ξ|∇ψ|2 dxdt

32



2.2 Estimativa de Carleman

e

|F3| =

∣∣∣∣−C ∫ ∫
Q

(sλξ + λ2)|∇ψ|2 dxdt
∣∣∣∣

= C

∫ ∫
Q

(sλξ + λ2)|∇ψ|2 dxdt

≤ Csλ

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ Cλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt.

Portanto,

(I1ψ, (I2ψ)2)L2(Q) ≥ F1 + F2 + F3

≥ Csλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Csλ2

∫ T

0

∫
ω

ξ|∇ψ|2 dxdt

− (C + 1)s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

− Csλ

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Cλ2

∫ ∫
Q

|∇ψ|2 dxdt

≥ Csλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Csλ2

∫ T

0

∫
ω

ξ|∇ψ|2 dxdt

− 2Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt (2.40)

− Csλ

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt− Cλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

= (Csλ2 − Csλ− Cλ2)

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

− 2Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

− Csλ2

∫ ∫
ω

ξ|∇ψ|2 dxdt.

Observemos que

Csλ2 − Csλ− Cλ2 ≥ C

4
sλ2, (2.41)

se λ ≥ 8C
3C

e s ≥ 8C
3C

, visto que

λ ≥ 8C

3C
e s ≥ 8C

3C
⇒ 1

2
sλ2 ≥ 4C

3C
sλ e

1

2
sλ2 ≥ 4C

3C
λ2

⇒ sλ2 ≥ 4C

3C
sλ+

4C

3C
λ2

⇒ 3C

4
sλ2 ≥ Csλ+ Cλ2

⇒ Csλ2 − Csλ− Cλ2 ≥ C

4
sλ2.
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Assim, por (2.40) e (2.41), nos garante que

(I1ψ, (I2ψ)2)L2(Q) ≥
C

4
sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

− 2Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt (2.42)

− Csλ2

∫ T

0

∫
ω

ξ|∇ψ|2 dxdt.

se λ ≥ 8C
3C

e s ≥ 8C
3C

e s ≥ CT 2.

Agora consideremos o próximo produto interno. De (2.17), temos

|((I1ψ)1, (I2ψ)3)L2(Q)| ≤ 2s2λ2

∫ ∫
Q

|∇η0|2|αt|ξ|ψ|2 dxdt

≤ Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt, (2.43)

o qual pode ser absorvido por Ã tomando s ≥ 2CT
C

e λ ≥ 1. Com efeito, para s ≥ 2CT
C

,

temos que Cs3λ4 − Cs2λ4T ≥ C
2
s3λ4, e assim,

Ã+ ((I1ψ)1, (I2ψ)3) ≥ Cs3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

− Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ (Cs3λ4 − Cs2λ4T )

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ C

2
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt.

Além disso,

((I1ψ)2, (I2ψ)3)L2(Q) = −2s2λ

∫ ∫
Q

αtξ(∇η0 · ∇ψ)ψ dxdt

= s2λ2

∫ ∫
Q

αt|∇η0|2ξ|ψ|2 dxdt

+ s2λ

∫ ∫
Q

(∇αt · ∇η0)ξ|ψ|2 (2.44)

+ s2λ

∫ ∫
Q

αt∆η
0ξ|ψ|2 dxdt

= G1 +G2 +G3.

Por (2.20) e (2.21) notemos que G1, G2 e G3 são limitados, em módulo, por

Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt, (2.45)
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se λ ≥ 1. Então, por (2.44), segue que

((I1ψ)2, (I2ψ)3)L2(Q) ≥ −3Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt. (2.46)

Finalmente,

((I1ψ)3, (I2ψ)3)L2(Q) = s

∫ ∫
Q

αtψtψ dxdt

= s

∫
Ω

(
αtψψ

∣∣T
0
−
∫ T

0

(αtψ)tψ

)
dx

= −s
∫

Ω

∫ T

0

(αtψ)tψ dx

= −s
∫ ∫

Q

αtt|ψ|2 dxdt− s
∫ ∫

Q

αtψtψ dxdt,

donde,

2s

∫ ∫
Q

αtψtψ dxdt = −s
∫ ∫

Q

αtt|ψ|2 dxdt, (2.47)

e assim,

((I1ψ)3, (I2ψ)3)L2(Q) = −1

2
s

∫ ∫
Q

αtt|ψ|2 dxdt. (2.48)

Como

αtt ≤ Cξ2(1 + T 2ξ) ≤ CT 2ξ3,

de (2.48), segue que

−((I1ψ)3, (I2ψ)3)L2(Q) =
1

2
s

∫ ∫
Q

αtt|ψ|2 dxdt ≤ CsT 2

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt,

ou seja,

((I1ψ)3, (I2ψ)3)L2(Q) ≥ −CsT 2

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt. (2.49)

Concluímos por (2.43), (2.46) e (2.49) que, para λ ≥ C e s ≥ CT , temos

(I1ψ, (I2ψ)3)L2(Q) = ((I1ψ)1, (I2ψ)3)L2(Q) + ((I1ψ)2, (I2ψ)3)L2(Q) + ((I1ψ)3, (I2ψ)3)L2(Q)

≥ −Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− 3Cs2λ2T

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

− CsT 2

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt (2.50)

= (−Cs2λ2T − 3Cs2λ2T − CsT 2)

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ −Cs3λ2

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt.
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Agora, (2.26), (2.42) e (2.50) nos fornece que

(I1ψ, I2ψ)L2(Q) = (I1ψ, (I2ψ)1)L2(Q) + (I1ψ, (I2ψ)2)L2(Q) + (I1ψ, (I2ψ)3)L2(Q)

≥ C

∫ ∫
Q

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt (2.51)

− C

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt,

para λ ≥ C e s ≥ C(T + T 2).

Usando (2.51) e (2.15), temos

|gs,λ|2L2(Q) = |I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q) + 2(I1ψ, I2ψ)L2(Q)

≥ |I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q) + C

∫ ∫
Q

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt

− C

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt,

e daí,

|I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q) +

∫ ∫
Q

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt

≤ C

(
|gs,λ|2 +

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2)

)
dxdt.

(2.52)

Notemos que,

gs,λ = g + sλ∆η0ξψ − sλ2|∇η0|2ξψ

= g + sλξψ(∆η0 − λ|∇η0|2)

= g + sλ2ξψ

(
∆η0

λ
− |∇η0|2

)
,

e assim,

g2
s,λ =

[
g + sλ2ξψ

(
∆η0

λ
− |∇η0|2

)]2

≤ 2

(
g2 + s2λ4ξ2ψ2

(
∆η0

λ
− |∇η0|2

)2
)
. (2.53)

Como (
∆η0

λ
− |∇η0|2

)2

=

∣∣∣∣ 1

λ2
(∆η0)2 − 2

1

λ
∆η0|∇η0|2 + |∇η0|4

∣∣∣∣
≤ 1

λ2
(∆η0)2 + 2

1

λ
|∆η0||∇η0|2 + |∇η0|4

≤ C,
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então de (2.53), temos

g2
s,λ ≤ C(g2 + s2λ4ξ2|ψ|2),

e portanto,

|gs,λ|2L2(Q) ≤ C

(∫ ∫
Q

g2 dxdt+ s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt
)
. (2.54)

De (2.52) e (2.54), obtemos

|I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q) +

∫ ∫
Q

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt

≤ C

(∫ ∫
Q

g2 dxdt+ s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt+

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2)

)
dxdt

= C

(∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+ s2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

+

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2)

)
dxdt.

A integral em Q envolvendo o termo |ψ| que se encontra do lado direito da desigualdade

acima pode ser facilmente absorvida pelos termos do lado esquerdo, considerando s ≥ 2C.

Com efeito,

s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt− Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ2|ψ|2 dxdt

≥ s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxt− Cs2λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

= (s3 − Cs2)λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≥ s3

2
λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt.

Logo,

|I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q) +

∫ ∫
Q

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt

≤ C

(∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2)

)
dxdt

(2.55)

para λ ≥ C e s ≥ C(T + T 2).

O passo final é adicionarmos as integrais de |∆ψ|2 e |ψt|2 no lado esquerdo de (2.55).

Para isto faremos uso das expressões de Iiψ (i = 1, 2). De fato, por (2.13), temos

|ψt|2 =

[
I1ψ + 2sλ2ξ

(
|∇η0|2ψ +

1

λ
∇η0 · ∇ψ

)]2

≤ 2

(
|I1ψ|2 + 4s2λ4ξ2

(
|∇η0|2ψ +

1

λ
∇η0 · ∇ψ

)2
)
.
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Observemos que,(
|∇η0|2ψ +

1

λ
∇η0 · ∇ψ

)2

≤ 2

(
|∇η0|4|ψ|2 +

1

λ2
|∇η0 · ∇ψ|2

)
≤ 2

(
|∇η0|4|ψ|2 +

1

λ2
|∇η0|2|∇ψ|2

)
≤ C|ψ|2 + C

1

λ2
|∇ψ|2,

e assim,

|ψt|2 ≤ 2
(
|I1ψ|2 + 4Cs2λ4ξ2|ψ|2 + 4Cs2λ2ξ2|∇ψ|2

)
≤ C

(
|I1ψ|2 + s2λ4ξ2|ψ|2 + s2λ2ξ2|∇ψ|2

)
,

de sorte que,

s−1ξ−1|ψt|2 ≤ C
(
|I1ψ|2 + sλ4ξ|ψ|2 + sλ2ξ|∇ψ|2

)
,

e portanto,

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|ψt|2 dxdt ≤ C

(
sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ sλ4

∫ ∫
Q

ξ|ψ|2 dxdt+ |I1ψ|2L2(Q)

)
.

(2.56)

Por outro lado, de (2.14), temos

|∆ψ|2 =
[
I2ψ − s2λ2ξ2|∇η0|2ψ − sαtψ

]2
= [I2ψ + sψ(−sλ2ξ2|∇η0|2 − αt)]2

≤ 2
(
|I2ψ|2 + s2|ψ|2(sλ2ξ2|∇η0|2 + αt)

2
)
.

Observemos que (
sλ2ξ2|∇η0|2 + αt

)2 ≤ 2(s2λ4ξ4|∇η0|4 + |αt|2)

≤ 2(s2λ4ξ4|∇η0|4 + C2T 2ξ4),

≤ C(s2λ4ξ4 + T 2ξ4).

e assim,

|∆ψ|2 ≤ C(|I2ψ|2 + s4λ4ξ4|ψ|2 + s2T 2ξ4|ψ|2),

de maneira que,

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|∆ψ|2 dxdt ≤ C

(
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt+ sT 2

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 + |I2ψ|2L2(Q)

)
.

(2.57)
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De (2.56), vale que

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|ψt|2 dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

≤ C

(
sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 + sλ4

∫ ∫
Q

ξ|ψ|2 dxdt+ |I1ψ|2L2(Q)

)
+sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

≤ C

(
sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 + s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt+ |I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q)

)
,

(2.58)

e (2.57) nos conduz a

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|∆ψ|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≤ C

(
s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 + sT 2

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt+ |I2ψ|2L2(Q)

)
+s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≤ C

(
sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 + s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt+ |I1ψ|2L2(Q) + |I2ψ|2L2(Q)

)
.

(2.59)

Somando as desigualdades (2.58) e (2.59), e observando que o membro direito da de-

sigualdade resultante será igual ao membro esquerdo da desigualdade (2.55), segue de

(2.55), que

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≤ C

(∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+

∫ ∫
ω×(0,T )

(sλ2ξ|∇ψ|2 + s3λ4ξ3|ψ|2) dxdt

)
,

(2.60)

para λ ≥ C e s ≥ C(T + T 2).

Nosso objetivo agora é eliminarmos a segunda integral do lado direito de (2.60). Para

isto, consideremos uma função θ = θ(x) tal que

θ ∈ C2
0(O), θ = 1 em ω, 0 ≤ θ ≤ 1. (2.61)
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Usando integração por partes, temos

sλ2

∫ ∫
ω×(0,T )

ξ|∇ψ|2 dxdt = sλ2

∫ ∫
ω×(0,T )

θξ|∇ψ|2 dxdt

≤ sλ2

∫ ∫
O×(0,T )

θξ|∇ψ|2 dxdt

= −sλ2

∫ ∫
O×(0,T )

θξ∆ψψ dxdt (2.62)

− sλ2

∫ ∫
O×(0,T )

ξ(∇θ · ∇ψ)ψ dxdt

− sλ3

∫ ∫
O×(0,T )

θξ(∇η0 · ∇ψ)ψ dxdt

= H1 +H2 +H3.

Pela Desigualdade de Young, vale que

H1 = −sλ2

∫ ∫
O×(0,T )

θξ∆ψψ dxdt

≤ sλ2

∫ ∫
O×(0,T )

θξ|∆ψ||ψ| dxdt

=

∫ ∫
O×(0,T )

C−1/2θ1/2s−1/2ξ−1/2|∆ψ| · C1/2θ1/2s3/2ξ3/2λ2|ψ| dxdt (2.63)

≤
∫ ∫

O×(0,T )

1

2C
θs−1ξ−1|∆ψ|2 +

C

2
θs3ξ3λ4|ψ|2 dxdt

=
1

2C
s−1

∫ ∫
O×(0,T )

θξ−1|∆ψ|2 dxdt+
C

2
s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

θξ3|ψ|2 dxdt.

Notemos que,

H2 = −sλ2

∫ ∫
O×(0,T )

ξ(∇θ · ∇ψ)ψ dxdt

=
sλ3

2

∫ ∫
O×(0,T )

ξ(∇θ · ∇η0)|ψ|2 dxdt+
sλ2

2

∫ ∫
O×(0,T )

ξ∆θ|ψ|2 dxdt (2.64)

≤ Csλ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ|ψ|2 dxdt,
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e além disso,

H3 = sλ3

∫ ∫
O×(0,T )

θξ(∇η0 · ∇ψ)ψ dxdt

=
sλ3

2

∫ ∫
O×(0,T )

ξ(∇η0 · ∇θ)|ψ|2 dxdt+
sλ4

2

∫ ∫
O×(0,T )

θξ|∇η0|2|ψ|2 dxdt

+
sλ3

2

∫ ∫
O×(0,T )

θξ∆η0|ψ|2 dxdt (2.65)

≤ 1

2
sλ4

∫ ∫
O×(0,T )

(∇η0 · ∇θ + θ|∇η0|2 + θ∆η0)ξ|ψ|2 dxdt

≤ Csλ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ|ψ|2.

Combinando (2.62)-(2.65), nos leva a

sλ2

∫ ∫
ω×(0,T )

ξ|∇ψ|2 dxdt ≤ 1

2C
s−1

∫ ∫
O×(0,T )

θξ−1|∆ψ|2 dxdt

+
C

2
s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

θξ3|ψ|2 dxdt

+ Csλ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ|ψ|2 dxdt+ Csλ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ|ψ|2 dxdt

≤ 1

2C
s−1

∫ ∫
O×(0,T )

θξ−1|∆ψ|2 dxdt (2.66)

+ C

(
s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ3|∆ψ|2 dxdt

+ sλ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ|ψ|2 dxdt
)
.

A desigualdade (2.66) é suficiente para removermos a integral em ω × (0, T ) do termo

|∇ψ|2 no lado direito de (2.60). Assim, por (2.60) e (2.66) concluímos que

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+
1

2
s−1

∫ ∫
O×(0,T )

ξ−1|∆ψ|2 + Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ3|ψ|2 dxdt

+Csλ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ|ψ|2 dxdt+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ3|ψ|2 dxdt

≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+
1

2
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|∆ψ|2 + Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ3|ψ|2 dxdt.

(2.67)

Passando a integral em Q envolvendo |∆ψ|2 para o membro esquerdo da desigualdade
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(2.67), segue que

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3|ψ|2 dxdt

≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

ξ3|ψ|2 dxdt,

(2.68)

para λ ≥ C e s ≥ C(T + T 2).

Finalmente, retornaremos para a função original dada em (2.11). Substituindo (2.10)

em (2.68), temos

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt

≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|q|2 dxdt.

(2.69)

Como

∇q = esα(∇ψ − sλ∇η0ξψ),

obtemos

sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt ≤ 2sλ2

∫ ∫
Q

(ξ|∇ψ|2 + s2λ2|∇η0|2ξ3|ψ|2) dxdt

≤ 2sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt+ 2Cs3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt. (2.70)

Por (2.69) e (2.70), segue que

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt

≤ s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ 2sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

+2Cs3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt

≤ C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

ξ|∇ψ|2 dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

ξ3e−2sα|q|2 dxdt
)

≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα|f |2 dxdt+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|q|2 dxdt.

(2.71)
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Para ∆q utilizamos a identidade

∆ψ = e−sα(∆q + sλ∆η0ξq + sλ2|∇η0|2ξq + 2sλξ∇η0 · ∇q + s2λ2|∇η0|2ξ2q). (2.72)

Assim,

−e−sα∆q = −∆ψ+e−sα(sλ∆η0ξq+sλ2|∇η0|2ξq+2sλξ∇η0 ·∇q+s2λ2|∇η0|2ξ2q), (2.73)

donde,

e−2sα|∆q|2 ≤ 2(|∆ψ|2 + e−2sα|sλ∆η0ξq + sλ2|∇η0|2ξq + 2sλξ∇η0 · ∇q

+s2λ2|∇η0|2ξ2q|2)

≤ C(|∆ψ|2 + e−2sαs2λ2ξ2|q|2 + e−2sαs2λ4ξ2|q|2 + e−2sαs2λ2ξ2|∇q|2

+e−2sαs4λ4ξ4|q|2).

(2.74)

Muliplicando (2.74) por s−1ξ−1 e integrando em Q, temos

s−1

∫ ∫
Q

ξ−1e−2sα|∆q|2 ≤ C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|∆ψ|2 dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|q|2 dxdt

+ sλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ|q|2 dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt

+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt
)
. (2.75)

Finalmente, para qt usamos a identidade

qt = sesααtψ + esαψt (2.76)

e a desigualdade |αt| ≤ CTξ2 para obtermos

|qt|2 ≤ 2(s2e2sα|αt|2|ψ|2 + e2sα|ψt|2)

≤ 2(s2e2sαCT 2ξ4e−2sα|q|2 + e2sα|ψt|2) (2.77)

≤ C(e2sα|ψt|2 + s2T 2ξ4|q|2).

Multiplicando (2.77) por s−1e−2sαξ−1 e integrando em Q, temos

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1|qt|2 dxdt ≤ C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|ψt|2 dxdt+ sT 2

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt
)
.

(2.78)
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Por (2.75) e (2.78), nos leva a

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1(|qt|2 + |∆q|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt

≤ C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|ψt|2 dxdt+ sT 2

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt
)

+C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1|∆ψ|2 dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|q|2 dxdt

+sλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ|q|2 dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt
)

+sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt

≤ C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ 2sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt

+5s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt
)

≤ C

(
s−1

∫ ∫
Q

ξ−1(|ψt|2 + |∆ψ|2) dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇q|2 dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|q|2 dxdt
)

(2.79)

Notando que o lado direito de (2.79) é igual a C vezes o lado esquerdo de (2.71), con-

cluímos de (2.71) e (2.79) a Desigualdade de Carleman (2.9), conforme desejado. �

2.3 Desigualdade de Observabilidade

Esta seção é dedicada a provarmos a Desigualdade de Observabilidade para o sistema

adjunto (2.7). Para isso, utilizaremos a Desigualdade de Carleman vista na seção anterior.

Antes, enunciaremos o seguinte resultado.

Lema 2.3.1 Nas condições do Lema 1.7.1 e da Desigualdade de Carleman (2.9), fixa-

dos λ = λ1 e s = s1, existe uma constante C = C(λ1, s1) tal que valem as seguintes

desigualdades:

(a) e−2s1αt−3(T − t)−3 ≥ e−2C(1+ 1
T

) 1
T 6 em Ω× (T

4
, 3T

4
);
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

(b) e−2s1αt−3(T − t)−3 ≤ e−(1+ 1
T

) 1
T 6 em Ω× (0, T ).

Demonstração: Com efeito,

(a) Para t ∈ (T
4
, 3T

4
), temos que

1

t
<

4

T
e

1

T − t
<

4

T
,

e portanto,
1

t(T − t)
<

16

T 2
.

Daí,

α =
e2λm‖η0‖∞ − eλ(m‖η0‖∞+η0(x))

t(T − t)

<
e2λm‖η0‖∞

t(T − t)

<
16

T 2
e2λm‖η0‖∞ .

Como, pelas hipóteses da desigualdade de Carleman, s1 = C(T + T 2), segue da

desigualdade acima que

2s1α < 2s1
16

T 2
e2λm‖η0‖∞

= 2C(T + T 2)
16

T 2
e2λm‖η0‖∞ ,

≤ 2C(1 + 1/T )

ou seja,

e−2s1α > e−2C(1+ 1
T

), ∀t ∈
(
T

4
,
3T

4

)
. (2.80)

Como t ∈ (0, T ), temos que

t(T − t) < tT < T 2 (2.81)

e, consequentemente,

t−3(T − t)−3 >
1

T 6
. (2.82)

De (2.80) e (2.82) concluímos que

e−2s1αt−3(T − t)−3 ≥ e−2C(1+ 1
T

) 1

T 6

em Ω× (T
4
, 3T

4
), conforme queríamos.
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

(b) Por hipótese, na desigualdade de Carleman, s1 = C(T + T 2). Podemos supor que λ1

já foi tomada na desigualdade de Carleman suficientemente grande de forma que

eλ1(m+1)‖η0‖∞ ≥ max

{
3

C1

, 2

}
,

onde C1 = C é a constante tal que s1 = C(T + T 2).

Temos então que,

eλ1(m‖η0‖∞+η0(x)) ≤ eλ1(m‖η0‖∞+‖η0‖∞)

= eλ1(m+1)‖η0‖∞ ,

donde

e2λ1m‖η0‖∞ − eλ1(m‖η0‖∞+η0(x)) ≥ e2λ1m‖η0‖∞ − eλ1(m+1)‖η0‖∞

= eλ1(m+1)‖η0‖∞(eλ1(m−1)‖η0‖∞ − 1)

≥ 3

C1

(2− 1)

=
3

C1

e daí, como s1 = C1(T + T 2), isto é, s1
C1

= (T + T 2), obtemos que

e2s1α = e
2s1

e2λ1m‖η
0‖∞−eλ1(m‖η0‖∞+η0(x))

t(T−t)

≥ e
2s1

3
C1

1
t(T−t)

= e
s1
C1

6
t(T−t) .

= e
6(T+T 2)
t(T−t) .

Como ex ≥ 1 e ex ≥ x para x ≥ 0 e, por (2.81), 1
t(T−T )

> 1
T 2 , deduzimos que

e2s1α ≥ e
6(T+T 2)
t(T−t)

> e
4(T+T 2)
t(T−t)

= e
3(T+T 2)
t(T−t) e

T+T 2

t(T−t)

= e
3T

t(T−t)
(
e

T 2

t(T−t)
)3

e
T+T 2

t(T−t)

≥ 1 ·
(

T 2

t(T − t)

)3

· e
T+T 2

T 2

= T 6

t3(T−t)3 e

(
1+

1
T

)
. (2.83)
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Da desigualdade acima concluímos que

e−2s1αt−3(T − t)−3 ≤ e−(1+ 1
T

) 1

T 6
em Ω× (0, T ),

conforme desejado.

�

Teorema 2.2 (Desigualdade de Observabilidade). Para cada ϕ0 ∈ L2(Ω), a solução

ϕ do sistema (2.7) satisfaz

|ϕ(0)|2L2(Ω) ≤ C

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt, (2.84)

onde C é uma constante positiva que depende de Ω, O e T .

Demonstração: Podemos supor, por densidade, que a Desigualdade de Carleman é

válida para a solução ϕ do sistema adjunto (2.7).

Fixemos os parâmetros s = s1 e λ = λ1 dados nas hipóteses da desigualdade de

Carleman (2.9) e no Lema 2.3.1. Sendo não-negativas as duas primeiras integrais do lado

esquerdo da desigualdade em (2.9) temos que

s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|ϕ|2 dxdt ≤ C1

∫ ∫
Q

e−2sα|ϕt + ∆ϕ|2 dxdt

+C1s
3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2 dxdt.
(2.85)

Como ϕ é solução de (2.7) temos que ϕt + ∆ϕ = 0 q.s. em Q. Assim, de (2.85), resulta

que ∫ ∫
Q

e−2sαξ3|ϕ|2 dxdt ≤ C1

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2 dxdt. (2.86)

De (2.86) e lembrando que na desigualdade de Carleman o parâmetro λ foi tomado

suficientemente grande para que 1
t(T−t) ≤ ξ, obtemos que∫ ∫

Q

e−2sαt−3(T − t)−3|ϕ|2 dxdt ≤ C1

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2 dxdt.

Por outro lado, existe uma constante positiva M0 = M0(λ) tal que

ξ3 =
e3λ(m‖η0‖+η0(x))

t3(T − t)3
≤ M0

t3(T − t)3
.
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

Portanto, como foi fixado s = s1, concluímos que∫ ∫
Q

e−2s1αt−3(T − t)−3|ϕ|2 dxdt ≤ C

∫ ∫
O×(0,T )

e−2s1αt−3(T − t)−3|ϕ|2 dxdt. (2.87)

Usando Lema 2.3.1 podemos estimar o lado esquerdo da desigualdade (2.87) por:

e−2C(1+ 1
T

) 1

T 6

∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

|ϕ|2 dxdt =

∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

e−2C(1+ 1
T

) 1

T 6
|ϕ|2 dxdt

≤
∫ ∫

Ω×(T
4
, 3T

4
)

e−2s1αt−3(T − t)−3|ϕ|2 dxdt

≤
∫ ∫

Q

e−2s1αt−3(T − t)−3|ϕ|2 dxdt; (2.88)

e o lado direito da desigualdade (2.87) por:∫ ∫
O×(0,T )

e−2s1αt−3(T − t)−3|ϕ|2 dxdt ≤
∫ ∫

O×(0,T )

e−(1+ 1
T

) 1

T 6
|ϕ|2 dxdt

= e−(1+ 1
T

) 1

T 6

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt. (2.89)

Combinando (2.87), (2.88) e (2.89) obtemos que∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

|ϕ|2 dxdt ≤ K(Ω,O, T )

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt. (2.90)

onde K(Ω,O, T ) = e(2C−1)(1+ 1
T ).

Multiplicando (2.7)1 por ϕ e integrando em Ω× (0, t), vale que

0 = −
∫ ∫

Ω×(0,t)

ϕϕt dxdt−
∫ ∫

Ω×(0,t)

ϕ∆ϕ dxdt

= −
∫ ∫

Ω×(0,t)

ϕϕt dxdt+

∫ ∫
Ω×(0,t)

∇ϕ · ∇ϕ dxdt

≥ −
∫ ∫

Ω×(0,t)

ϕϕt dxdt

= −1

2

(∣∣ϕ(t)
∣∣2
L2(Ω)

−
∣∣ϕ(0)

∣∣2
L2(Ω)

)
,

ou seja,

|ϕ(0)|2L2(Ω) ≤ |ϕ(t)|2L2(Ω) para todo t ∈ (0, T ). (2.91)

Integrando (2.91) em (T
4
, 3T

4
), segue que∫ 3T
4

T
4

|ϕ(0)|2L2(Ω) dt ≤
∫ 3T

4

T
4

|ϕ(t)|2L2(Ω) dt,
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isto é, ∣∣ϕ(0)
∣∣2
L2(Ω)

≤ 2

T

∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

|ϕ|2 dxdt. (2.92)

Finalmente, por (2.3) e (2.92), deduzimos que∣∣ϕ(0)
∣∣2
L2(Ω)

≤ 2

T

∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

|ϕ|2 dxdt ≤ 2

T
K(Ω,O, T )

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt (2.93)

donde concluímos (2.84), com C = 2
T
K(Ω,O, T ). �

2.4 Controlabilidade Nula

O objetivo dessa seção é provarmos que a controlabilidade nula para o sistema (2.1)

é equivalente a desigualdade de observabilidade do sistema adjunto (2.7) vista na Seção

2.3. Mais precisamente, vale o seguinte resultado:

Teorema 2.3 O sistema (2.1) é nulamente controlável com controle em L2
(
O × (0, T )

)
se, e somente se, vale (2.84).

Demonstração: Inicialmente, suponhamos que (2.84) é satisfeita. Dividiremos a

prova em três etapas. Na primeira etapa, mostraremos a existência de um controle vε,

obtido pela minimização de um funcional Jε. Na segunda etapa, obteremos controlabi-

lidade aproximada para o sistema (2.1), isto é, mostraremos que a solução yε, associada

ao controle vε satisfaz

|yε(T )|L2(Ω) ≤ ε. (2.94)

Finalmente, na terceira etapa, combinando a controlabilidade aproximada com a limita-

ção do controle, a controlabilidade nula é obtida.

Etapa 1: Minimização do Funcional. Para cada y0 ∈ L2(Ω) e ε > 0, considere-

mos Jε : L2(Ω)→ R o funcional dado por

Jε(ϕ
0) =

1

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt+ ε|ϕ0|L2(Ω) + (ϕ(0), y0)L2(Ω),

onde ϕ é solução de (2.7) com dado inicial ϕ0. Usaremos o Teorema 1.4 para garantirmos

a existência de um mínimo para o funcional Jε. Com efeito,
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2.4 Controlabilidade Nula

(a) Jε é estritamente convexo. Sejam ϕ0, ψ0 ∈ L2(Ω), com ϕ0 6= ψ0, e λ ∈ (0, 1).

Pela linearidade do sistema adjunto (2.7), temos que se ϕ e ψ são soluções de (2.7)

com dados ϕ0 e ψ0, respectivamente, então λϕ + (1 − λ)ψ é solução de (2.7) com

dado λϕ0 + (1 − λ)ψ0. Além disso, temos que ϕ 6= ψ, visto que ϕ0 6= ψ0. Assim,

usando a Desigualdade de Young, vale que

|λϕ+ (1− λ)ψ|2 ≤ (|λϕ|+ (1− λ)|ψ|)2

= λ2|ϕ|2 + 2λ(1− λ)|ϕ||ψ|+ (1− λ)2|ψ|2

< λ2|ϕ|2 + λ(1− λ)(|ϕ|2 + |ψ|2) + (1− λ)|ψ|2

= λ|ϕ|2 + (1− λ)|ψ|2,

isto é,

|λϕ+ (1− λ)ψ|2 < λ|ϕ|2 + (1− λ)|ψ|2, (2.95)

onde a desigualdade estrita segue do fato ϕ 6= ψ. Portanto, de (2.95), obtemos que

Jε(λϕ
0 + (1− λ)ψ0) < λJε(ϕ

0) + (1− λ)Jε(ψ
0).

(b) Jε é contínuo. Seja (ϕ0
n) uma sequência de dados iniciais tal que

ϕ0
n → ϕ0 em L2(Ω). (2.96)

Mostraremos que Jε(ϕ0
n) → Jε(ϕ

0). Para cada n ∈ N, seja ϕn a solução do sistema

adjunto associada ao dado inicial ϕ0
n e ϕ a solução associada ao dado ϕ0. Assim,∣∣∣∣∣∣∣∣

−(ϕn − ϕ)t −∆(ϕn − ϕ) = 0 em Q,

ϕn − ϕ = 0 sobre Σ,

(ϕn − ϕ)(T ) = ϕ0
n − ϕ0 em Ω.

(2.97)

Multiplicando (2.97)1 por ϕn − ϕ, integrando de t a T , usando Identidade de Green

e por (2.97)2, resulta que

1

2
|ϕn − ϕ|2 +

∫ T

t

‖ϕn − ϕ‖2
H1

0 (O) dt =
1

2
|ϕ0
n − ϕ0|2L2(Ω),

donde

|ϕn − ϕ|2 ≤ |ϕ0
n − ϕ0|2L2(Ω). (2.98)
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2.4 Controlabilidade Nula

Integrando (2.98) em O × (0, T ), segue que∫ ∫
O×(0,T )

|ϕn − ϕ|2 dxdt ≤ T |ϕ0
n − ϕ0|2L2(Ω),

ou seja, ∣∣ϕn − ϕ∣∣2L2(O×(0,T ))
≤ T |ϕ0

n − ϕ0|2L2(Ω). (2.99)

Como ϕ0
n → ϕ0 em L2(Ω) concluímos, por (2.99), que ϕn → ϕ em L2(O × (0, T )), e

assim, ∫ ∫
O×(0,T )

|ϕn|2 dxdt→
∫ ∫

O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt. (2.100)

Usando a Desigualdade de Hölder e (2.84), temos que

|(ϕn(0), y0)L2(Ω) − (ϕ(0), y0)L2(Ω)| = |((ϕn − ϕ)(0), y0)L2(Ω)|

≤ |(ϕn − ϕ)(0)|L2(Ω)|y0|L2(Ω)

≤
√
C

(∫ ∫
O×(0,T )

|ϕn − ϕ|2 dxdt
) 1

2

|y0|L2(Ω)

=
√
C
∣∣ϕn − ϕ∣∣L2(O×(0,T ))

|y0|L2(Ω).

Como ϕn → ϕ em L2(O × (0, T )), segue que

(ϕn(0), y0)L2(Ω) → (ϕ(0), y0)L2(Ω). (2.101)

Por (2.96), (2.100) e (2.101), concluímos que Jε(ϕ0
n)→ Jε(ϕ

0) conforme queríamos.

(c) Jε é coercivo. Devemos mostrar que Jε(ϕ0)→∞ sempre que |ϕ0|L2(Ω) →∞, onde

ε > 0.

De fato, para ϕ0 6= 0, temos

Jε(ϕ
0)

|ϕ0|L2(Ω)

=
1

2|ϕ0|L2(Ω)

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt+ ε+
1

|ϕ0|L2(Ω)

(ϕ(0), y0). (2.102)

Dividiremos a prova em dois casos.

1o caso: Se

lim inf
|ϕ0|→∞

1

|ϕ0|

(
1

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt+ (ϕ(0), y0)L2(Ω)

)
≤ 0,

então existe K > 0 tal que se |ϕ0| > K, vale que

1

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt+ (ϕ(0), y0)L2(Ω) ≤ 0.
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Por (2.84), segue que

1

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt ≤ −(ϕ(0), y0)L2(Ω)

≤ |ϕ(0)|L2(Ω)|y0|L2(Ω)

≤ C
1
2

(∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

|y0|L2(Ω),

ou seja, (∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

≤ C|y0|L2(Ω), para |ϕ0|L2(Ω) > K. (2.103)

Fixando ϕ0 tal que |ϕ0|L2(Ω) > K, temos que |nϕ0|L2(Ω) > K para todo n ≥ 1. Assim,

pela linearidade do sistema adjunto (2.7) e por (2.103), resulta que(∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

≤ C

n
|y0|L2(Ω), para |ϕ0|L2(Ω) > K,

de sorte que ∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt = 0, para |ϕ0|L2(Ω) > K. (2.104)

Por (2.84), segue que ϕ(0) = 0, donde

(ϕ(0), y0)L2(Ω) = 0. (2.105)

Substituindo (2.104) e (2.105) em (2.102), nos conduz a

Jε(ϕ
0)

|ϕ0|L2(Ω)

= ε,

e assim, Jε é coercivo.

2o caso: Por outro lado, se

lim inf
|ϕ0|→∞

1

|ϕ0|

(
1

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt+ (ϕ(0), y0)L2(Ω)

)
≥ 0,

então de (2.102), segue que

lim inf
|ϕ0|→∞

Jε(ϕ
0)

|ϕ0|L2(Ω)

≥ ε,

donde concluímos que Jε é coercivo.
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Finalmente, como o funcional Jε é estritamente convexo, contínuo e coercivo, então

pelo Teorema 1.4, temos que Jε atinge o seu mínimo em um único ϕ0
ε ∈ L2(Ω).

Etapa 2: Controlabilidade Aproximada. Consideremos vε = ϕε e yε a solução

do problema (2.1) com controle vε.

Pela dualidade entre os sistemas (2.1) e (2.7), vale que∫ ∫
O×(0,T )

ϕεϕ dxdt = (yε(T ), ϕ0)L2(Ω) − (y0, ϕ(0))L2(Ω). (2.106)

Com efeito, fazendo a dualidade entre a solução ϕ de (2.7) e os dois lados da igualdade

(yε)t −∆yε = ϕεχO, temos∫ T

0

∫
O
ϕεϕ dxdt =

∫ T

0

〈(yε)t, ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) dt−

∫ T

0

〈∆yε, ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) dt

= (ϕ(T ), yε(T ))L2(Ω) − (ϕ(0), yε(0))L2(Ω) −
∫ T

0

〈ϕt, yε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) dt

−
∫ T

0

〈∆ϕ, yε〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) dt

= (yε(T ), ϕ(T ))L2(Ω) − (yε(0), ϕ(0))L2(Ω)

= (yε(T ), ϕ0)L2(Ω) − (y0, ϕ(0))L2(Ω).

Para verificarmos o controle aproximado, analisaremos dois casos:

1o caso: Se ϕ0
ε = 0, então sua solução correspondente ϕε é a solução nula, e portanto

Jε(ϕ
0
ε) = 0. Como ϕ0

ε é o mínimo do funcional Jε, temos

Jε(ϕ
0) ≥ Jε(ϕ

0
ε) = 0 ∀ϕ0 ∈ L2(Ω). (2.107)

Para t > 0, então de (2.107), segue que

0 ≤ Jε(tϕ
0)

t
=
t

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt+ ε|ϕ0|L2(Ω) + (ϕ(0), y0)L2(Ω). (2.108)

Fazendo t→ 0 em (2.108), resulta que

− ε|ϕ0|L2(Ω) ≤ (ϕ(0), y0)L2(Ω). (2.109)

Agora para t < 0, então de (2.107), vale que

0 ≥ Jε(tϕ
0)

t
=
t

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt− ε|ϕ0|L2(Ω) + (ϕ(0), y0)L2(Ω). (2.110)
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Fazendo t→ 0 em (2.110), obtemos que

(ϕ(0), y0)L2(Ω) ≤ ε|ϕ0|L2(Ω). (2.111)

Como ϕε = 0, segue por (2.106), que

(ϕ(0), y0)L2(Ω) = (yε(T ), ϕ0)L2(Ω). (2.112)

De (2.109), (2.111) e (2.112), concluímos que

|(yε(T ), ϕ0)L2(Ω)| ≤ ε|ϕ0|L2(Ω), (2.113)

de sorte que

|yε(T )|L2(Ω) ≤ ε,

e assim segue (2.94).

2o caso: Se ϕ0
ε 6= 0, diferenciamos Jε em ϕ0

ε. Dado ϕ0 ∈ L2(Ω), temos

Jε(ϕ
0
ε + hϕ0)− Jε(ϕ0

ε)

h
=

1

2

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕε + hϕ|2 − |ϕε|2

h
dxdt

+ ε

(
|ϕ0
ε + hϕ0|L2(Ω) − |ϕ0

ε|L2(Ω)

h

)
+ (ϕ(0), y0)L2(Ω)

=

∫ ∫
O×(0,T )

(ϕεϕ+ h|ϕ|2) dxdt+ ε
2(ϕ0

ε, ϕ
0)L2(Ω) + h|ϕ0|2L2(Ω)

|ϕ0
ε + hϕ0|L2(Ω) + |ϕ0

ε|L2(Ω)

+ (ϕ(0), y0)L2(Ω).

Fazendo h→ 0 na expressão acima e sendo ϕ0
ε o mínimo do funcional Jε, segue que∫ ∫

O×(0,T )

ϕεϕ dxdt+ ε
(ϕ0

ε, ϕ
0)L2(Ω)

|ϕ0
ε|L2(Ω)

+ (ϕ(0), y0)L2(Ω) = 0, (2.114)

para todo ϕ0 ∈ L2(Ω).

De (2.106) e (2.114), resulta que

(yε(T ), ϕ0)L2(Ω) − (y0, ϕ(0))L2(Ω) + ε
(ϕ0

ε, ϕ
0)L2(Ω)

|ϕ0
ε|L2(Ω)

+ (ϕ(0), y0)L2(Ω) = 0,

ou seja,

(yε(T ), ϕ0)L2(Ω) = −ε
(ϕ0

ε, ϕ
0)L2(Ω)

|ϕ0
ε|L2(Ω)

,
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isto é,

|(yε(T ), ϕ0)L2(Ω)| ≤ ε|ϕ0|L2(Ω),

de sorte que
|yε(T )|L2(Ω) = sup

|ϕ0|=1

|(yε(T ), ϕ0)L2(Ω)| ≤ ε,

donde segue (2.94).

Etapa 3: Controlabilidade Nula. Tomando ϕ0 = ϕ0
ε em (2.114), lembrando que

vε = ϕε e usando (2.84), vale que∣∣vε∣∣2L2(O×(0,T ))
=

∫ ∫
O×(0,T )

ϕεϕε dxdt

= −ε
(ϕ0

ε, ϕ
0
ε)L2(Ω)

|ϕ0
ε|L2(Ω)

− (ϕε(0), y0)L2(Ω)

≤ −(ϕε(0), y0)L2(Ω)

≤ |ϕε(0)|L2(Ω)|y0|L2(Ω)

≤
(
C

∫ ∫
O×(0,T )

|ϕε|2 dxdt
) 1

2

|y0|L2(Ω)

≤
√
C
∣∣vε∣∣L2(O×(0,T ))

|y0|L2(Ω),

ou seja, ∣∣vε∣∣L2(O×(0,T ))
≤
√
C|y0|L2(Ω). (2.115)

Fazendo a dualidade entre yε(t) e a identidade (yε)t(t)−∆yε(t) = vε(t)χO(t), segue que

〈(yε)t(t)−∆yε(t), yε(t)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = 〈vε(t)χO(t), yε(t)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω). (2.116)

Observemos que

〈(yε)t(t), yε(t)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

1

2

d

dt
‖yε(t)‖2

H1
0 (Ω). (2.117)

Além disso, vale que

− 〈∆yε(t), yε(t)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇yε(t) · ∇yε(t) dx = ‖yε(t)‖2
H1

0 (Ω), (2.118)

e como L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), obtemos que

〈vε(t)χO(t), yε(t)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ≤ ‖vε(t)χO(t)‖H−1(Ω)‖yε(t)‖H1

0 (Ω)

≤ C|vε(t)χO(t)|L2(Ω)‖yε(t)‖H1
0 (Ω) (2.119)

= C|vε(t)|L2(O)‖yε(t)‖H1
0 (Ω).
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Substituindo (2.117), (2.118) e (2.119) em (2.116), concluímos que

1

2

d

dt
‖yε(t)‖2

H1
0 (Ω) + ‖yε(t)‖2

H1
0 (Ω) ≤ C|vε(t)|L2(O)‖yε(t)‖H1

0 (Ω)

≤ C

2
|vε(t)|2L2(O) +

1

2
‖yε(t)‖2

H1
0 (Ω)

e portanto,
d

dt
‖yε(t)‖2

H1
0 (Ω) ≤ C|vε(t)|2L2(O). (2.120)

Integrando (2.120) de 0 a t, temos

‖yε(t)‖2
H1

0 (Ω) − ‖yε(0)‖2
H1

0 (Ω) ≤ C

∫ t

0

|vε(t)|2L2(O) dt,

ou seja,

‖yε(t)‖2
H1

0 (Ω) ≤ C

(∫ t

0

|vε(t)|2L2(O) dt+ ‖y0‖2
H1

0 (Ω)

)
. (2.121)

Portanto, por (2.115) e (2.121), temos que

(vε) é limitada em L2(O × (0, T )), (2.122)

(yε) é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.123)

De (2.122), (2.123), pelo Teorema 1.3 e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, segue

que

vε ⇀ v em L2(O × (0, T )) (2.124)

yε
∗
⇀ y em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.125)

Como L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), então por (2.123) obtemos que

(yε) é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.126)

donde pelo Teorema 1.3, resulta que

yε ⇀ a em L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

e portanto,

yε
∗
⇀ a em L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.127)

Por outro lado, de (2.125) e novamente como L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), segue

que

yε
∗
⇀ y em L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.128)
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Portanto, por (2.127) e (2.128), concluímos que y = a em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), e assim

yε ⇀ y em L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.129)

Mostraremos que y é solução fraca de (2.1) com controle v. Com efeito, como yε é

solução fraca de (2.1) com controle vε, temos∫
Ω

ϕ(t)yε(t) dx−
∫

Ω

ϕ(0)yε(0) dx−
∫ t

0

∫
Ω

ϕtyε dx+

∫ t

0

∫
Ω

∇ϕ·∇yε dxdt =

∫ t

0

∫
O
ϕvε dxdt,

(2.130)

para toda ϕ ∈ C0([0, t];L2(Ω)) ∩H1(0, t;L2(Ω)) ∩ L2(0, t;H1
0 (Ω)) e para todo t ∈ [0, T ],

com yε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0([0, T ];L2(Ω)).

Como (2.124) implica que vε ⇀ v em L2(O × (0, t)),∀t ∈ (0, T ), temos∫ t

0

∫
O
ϕvε dxdt→

∫ t

0

∫
O
ϕv dxdt. (2.131)

Já a convergência (2.129) nos conduz a yε ⇀ y em L2(0, t;H1
0 (Ω)),∀t ∈ (0, T ), donde∫ t

0

∫
Ω

∇ϕ · ∇yε dxdt→
∫ t

0

∫
Ω

∇ϕ · ∇y dxdt, (2.132)

e, em particular, yε ⇀ y em L2((0, t)× Ω),∀t ∈ (0, T ), donde∫ t

0

∫
Ω

ϕtyε dxdt→
∫ t

0

∫
Ω

ϕty dxdt. (2.133)

As três convergências acima permitem passar o limite nas integrais em (2.130), exceto

pelas duas primeiras integrais. Justificaremos a seguir a passagem do limite nestas duas

integrais restantes.

Como−∆ ∈ L(H1
0 (Ω), H−1(Ω)) e yε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), segue que−∆yε ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),

e além disso,

‖∆yε(t)‖H−1(Ω) = ‖yε(t)‖H1
0 (Ω), (2.134)

visto que −∆ : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) é uma isometria linear (cf. [12]).

De (2.134), temos

‖∆yε‖2
L2(0,T ;H−1(Ω)) =

∫ T

0

‖∆yε(t)‖2
H−1(Ω) dt

=

∫ T

0

‖yε(t)‖2
H1

0 (Ω) dt (2.135)

= ‖yε‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)).
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Por (2.126) e (2.135), resulta que

(∆yε) é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.136)

Como (yε)t = vεχO + ∆yε em L2(0, T ;H−1(Ω)), a imersão L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) nos leva a

‖(yε)t‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ ‖vεχO‖L2(0,T ;H−1(Ω)) + ‖∆yε‖L2(0,T ;H−1(Ω))

≤ C|vε|L2(O×(0,T )) + ‖∆yε‖L2(0,T ;H−1(Ω)),

e portanto,

(yε)t é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.137)

Por (2.123) e (2.137) e pelas imersões H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), observamos que

a sequência yε está nas hipóteses do Teorema 1.13. Dessa forma, aplicando tal teorema

citado, concluímos que a sequência yε é convergente em C([0, T ];L2(Ω)), isto é, existe

b ∈ C([0, T ];L2(Ω)) tal que

yε → b em C([0, T ];L2(Ω)). (2.138)

Em particular, pela imersão contínua C([0, T ];L2(Ω)) ↪→ L2(Q), temos que

yε ⇀ b em L2(Q). (2.139)

Por outro lado, da convergência (2.129) temos que yε ⇀ y em L2(Q). Pela unicidade

do limite fraco segue que b = y em L2(Q), donde b = y q.s em Q. Portanto, b = y em

C([0, T ];L2(Ω)), o que implica que

yε → y em C([0, T ];L2(Ω)). (2.140)

Da convergência em (2.140) temos que

yε(0)→ y(0) em L2(Ω) e yε(t)→ y(t) em L2(Ω), ∀t ∈ [0, T ], (2.141)

donde∫
Ω

ϕ(t)yε(t) dx→
∫

Ω

ϕ(t)y(t) dx e
∫

Ω

ϕ(0)yε(0) dx→
∫

Ω

ϕ(0)y(0) dx. (2.142)

De acordo com (2.131), (2.132), (2.133) e (2.142) podemos passar o limite em (2.130)

e concluir que∫
Ω

ϕ(t)y(t) dx−
∫

Ω

ϕ(0)y(0) dx−
∫ t

0

∫
Ω

ϕty dxdt+

∫ t

0

∫
Ω

∇ϕ ·∇y dxdt =

∫ t

0

∫
O
ϕv dxdt,
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ou seja, y é solução fraca de (2.1) com controle v.

Finalmente, de (2.141) temos que yε(T )→ y(T ) em L2(Ω). Por outro lado, de (2.94)

segue que yε(T ) → 0 em L2(Ω). Pela unicidade do limite concluímos que y(T ) = 0

conforme desejado.

Reciprocamente, se o sistema (2.1) é nulamente controlável, com controle v satisfa-

zendo

|v|L2(O×(0,T )) ≤
√
C|y0|L2(Ω),

para alguma constante C > 0, então a solução ϕ do sistema (2.7) satisfaz

|ϕ(0)|L2(Ω) ≤
√
C

(∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

, (2.143)

com a mesma constante C. De fato, dados ϕ0 ∈ L2(Ω) e y = y(y0, v) solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yt −∆y = v(y0)χO em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω,

y(T ) = 0 em Ω

com

|v(y0)|L2(O×(0,T )) ≤
√
C|y0|L2(Ω),

obtemos que

0 =

∫ ∫
Q

(−ϕt −∆ϕ)y dxdt =

∫ ∫
Q

ϕ(yt −∆y) dxdt−
∫

Ω

ϕy
∣∣T
0
dx

=

∫ ∫
O×(0,T )

ϕv(y0) dxdt+

∫
Ω

ϕ(0)y0 dxdt,

e portanto,

|(ϕ(0), y0)L2(Ω)| ≤
∫ ∫

O×(0,T )

|ϕ||v(y0)| dxdt

≤
(∫ ∫

O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

|v(y0)|L2(O×(0,T ))

≤
√
C|y0|L2(Ω)

(∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

,

para todo y0 ∈ L2(Ω).
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Assim, obtemos (2.143), já que

|ϕ(0)|L2(Ω) = sup
|y0|=1

|(ϕ(0), y0)L2(Ω)|

≤
√
C

(∫ ∫
O×(0,T )

|ϕ|2 dxdt
) 1

2

.

Elevando a desigualdade acima, obtemos a desigualdade de observabilidade (2.84). �

2.5 Uma Outra Versão para a Estimativa de Carleman

Nesta seção apresentaremos uma outra versão para a Desigualdade de Carleman (2.9),

muito utilizada em outros contextos matemáticos com essencial aplicabilidade. Mais

precisamente, o seguinte resultado é válido:

Corolário 2.1 Existe uma constante λ1 = C(Ω,O) ≥ 1, s1 = C(Ω,O)(T + T 2) e

C1(Ω,O) tal que, para quaisquer λ ≥ λ1 e s ≥ s1, vale a seguinte estimativa:

sm−4λm−3

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4
(
|qt|2 + |∆q|2

)
dxdt+ sm−2λm−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dxdt

+smλm+1

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dxdt ≤ C1

(
sm−3λm−3

∫ ∫
Q

e−2sαξm−3 |qt + ∆q|2 dxdt

+smλm+1

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dxdt

)
.

(2.144)

para toda q ∈ C2(Q) com q = 0 sobre Σ.

Demonstração: Seja q ∈ C2(Q) tal que q = 0 sobre Σ. Denotemos

z = ξm̃q e m̃ =
m− 3

2
.

É claro que z ∈ C2(Q) e z = 0 sobre Σ. Logo, pelo Teorema 2.1, existem λ1, s1 > 0 tais

que para λ ≥ λ1 e s ≥ s1 vale a desigualdade de Carleman

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1
(
|zt|2 + |∆z|2

)
dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇z|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|z|2 dx dt ≤ C1

(∫ ∫
Q

e−2sα |zt + ∆z|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|z|2 dx dt

)
.

(2.145)
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Para lidar com desigualdade acima, usaremos a notação:

I(z) = s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1
(
|zt|2 + |∆z|2

)
dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇z|2 dx dt

+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|z|2 dx dt.
(2.146)

Usando o fato que |a+ b|2 ≥ 1
2
|a|2− |b|2 para quaisquer a, b ∈ R e que |ξt| ≤ 3Tξ2, temos

|zt|2 = |ξm̃qt + m̃ξm̃−1ξtq|2

≥ 1

2
|ξm̃qt|2 − |m̃ξm̃−1ξtq|2

=
1

2
|ξm̃qt|2 − m̃2ξ2(m̃−1)|ξt|2|q|2

=
1

2
|ξm̃qt|2 − m̃2ξm−5|ξt|2|q|2

≥ 1

2
|ξm̃qt|2 − m̃2ξm−59T 2ξ4|q|2

≥ 1

2
ξm−3|qt|2 − Cξm−1|q|2.

(2.147)

e
|∇z|2 = |ξm̃∇q + m̃ξm̃λq∇η0|2

≥ 1

2
|ξm̃∇q|2 − |m̃ξm̃λq∇η0|2

≥ 1

2
ξm−3|∇q|2 − Cλ2ξm−3|q|2.

(2.148)

Além disso, temos

|∆z|2 =
∣∣(m̃2ξm̃λ2|∇η0|2 + m̃λξm̃∆η0)q + 2m̃ξm̃λ∇η0 · ∇q + ξm̃∆q

∣∣2
≥ 1

2

∣∣ξm̃∆q
∣∣2 − ∣∣(m̃2ξm̃λ2|∇η0|2 + m̃λξm̃∆η0)q + 2m̃ξm̃λ∇η0 · ∇q

∣∣2
≥ 1

2
ξm−3 |∆q|2 − C

(
|m̃2ξm̃λ2|∇η0|2q|2 + |m̃λξm̃∆η0q|2 + |2m̃ξm̃λ∇η0 · ∇q|2

)
≥ 1

2
ξm−3|∆q|2 − C(λ4ξm−3|q|2 + λ2ξm−3|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2)

≥ 1

2
ξm−3|∆q|2 − C(λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2).

(2.149)
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Agora, vamos estimar cada integral de I(z) pode utilizando (2.147)-(2.149):

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1|zt|2 dx dt

≥ s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1

(
1

2
ξm−3|qt|2 − Cξm−1|q|2

)
dx dt

≥ 1

2
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|qt|2 dx dt− Cs−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|q|2 dx dt,

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1|∆z|2 dx dt

≥ s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1

(
1

2
ξm−3|∆q|2 − C(λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2)

)
dx dt

≥ 1

2
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∆q|2 dx dt− Cs−1λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|q|2 dx dt

− Cs−1λ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∇q|2 dx dt,

sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇z|2 dx dt

≥ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ

(
1

2
ξm−3|∇q|2 − Cλ2ξm−3|q|2

)
dx dt

≥ 1

2
sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt− Csλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−1|q|2 dx dt

e

s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|z|2 dx dt = s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt
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Somando as quatro últimas desigualdades acima, obtemos que

I(z) = e−2sαξ−1 (|zt|2 + |∆z|2) dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇z|2 dx dt

+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|z|2 dx dt

≥ 1

2
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|qt|2 dx dt− Cs−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|q|2 dx dt

+
1

2
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∆q|2 dx dt− Cs−1λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|q|2 dx dt

− Cs−1λ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∇q|2 dx dt+
1

2
sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt

− Csλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−1|q|2 dx dt+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt

=
1

2

(
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4(|qt|2 + |∆q|2) dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt
)

+ s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt

− Cs−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|q|2 dx dt− Cs−1λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|q|2 dx dt

− Csλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−1|q|2 dx dt− Cs−1λ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∇q|2 dx dt

=
1

2

(
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4(|qt|2 + |∆q|2) dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt
)

+
1

2
s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt

− Csλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−1
(
s−2λ−4ξ−1 + s−2ξ−1 + 1

)
|q|2 dx dt

− Cs−1λ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∇q|2 dx dt

Observando que s−2λ−4ξ−1 + s−2ξ−1 + 1 ≥ 1, já que s, λξ ≥ 1, segue que

I(z) ≥ 1

2

(
s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4(|qt|2 + |∆q|2) dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt
)

− C
(
sλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−1|q|2 dx dt+ s−1λ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∇q|2 dx dt
)
.

(2.150)
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Multiplicando a desigualdade acima por 4 e reorganizando os termos segue que

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4(|qt|2 + |∆q|2) dx dt+ 2sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt

+2s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt

≤ 4I(z) + 4C

(
sλ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm−1|q|2 dx dt+ s−1λ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4|∇q|2 dx dt
)
,

Como s, λ, ξ ≥ 1 são grandes, podemos tomá-los de forma que s ≥ 4C. Assim, a partir

da desigualdade acima que

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4(|qt|2 + |∆q|2) dx dt+ 2sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt

+2s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt

≤ 4I(z) + 4Cs−1

(
s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt
)
,

≤ 4I(z) + s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt.

Daí, concluímos que

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4(|qt|2 + |∆q|2) dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt ≤ 4I(z).
(2.151)

Agora, observando que |ξt| ≤ 3Tξ2, ξ ≥ 1 eλ ≥ 1, temos que

|zt + ∆z|2 =
∣∣ξm̃qt + m̃ξm̃−1ξtq + (m̃2ξm̃λ2|∇η0|2 + m̃λξm̃∆η0)q

+2m̃ξm̃λ∇η0 · ∇q + ξm̃∆q
∣∣2

=
∣∣ξm̃(qt + ∆q) + (m̃ξm̃−1ξt + m̃2ξm̃λ2|∇η0|2 + m̃λξm̃∆η0)q

+2m̃ξm̃λ∇η0 · ∇q
∣∣2

≤ C
(
|ξm̃|2|qt + ∆q|2 + |(m̃ξm̃−1ξt + m̃2ξm̃λ2|∇η0|2 + m̃λξm̃∆η0)|2|q|2

≤ C
(
ξm−3|qt + ∆q|2 + (m̃2ξm−5|ξt|2 + m̃4ξm−3λ4|∇η0|4 + m̃2λ2ξm−3|∆η0|2

)
|q|2

+4m̃2ξm−3λ2|∇η0|4|∇q|2
)

≤ C
(
ξm−3|qt + ∆q|2 + (ξm−1 + λ4ξm−3 + λ2ξm−3

)
|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
≤ C

(
ξm−3|qt + ∆q|2 + λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
.
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Daí, segue que

C1

(∫ ∫
Q

e−2sα |zt + ∆z|2 dx dt+ s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξ3|z|2 dx dt
)

≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα
(
ξm−3|qt + ∆q|2 + λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
dx dt

+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dx dt

= C

(∫ ∫
Q

e−2sαξm−3|qt + ∆q|2 dx dt+ s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dx dt
)

+

∫ ∫
Q

e−2sα
(
λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
dx dt,

donde, combinado com (2.145) nos leva a

I(z) ≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα
(
ξm−3|qt + ∆q|2 + λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
dx dt

+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dx dt

= C

(∫ ∫
Q

e−2sαξm−3|qt + ∆q|2 dx dt+ s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dx dt
)

+

∫ ∫
Q

e−2sα
(
λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
dx dt

(2.152)

Como s, λ, ξ ≥ 1 são grandes, podemos tomá-los de forma que s ≥ 8. Logo, utilizando

a desigualdade (2.151), podemos observar que∫ ∫
Q

e−2sα
(
λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
dx dt

≤ s−1

(
s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dx dt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dx dt
)

≤ s−14I(z)

≤ 1

2
I(z)

(2.153)

De (2.152) e (2.153), obtemos que

I(z) ≤ C

∫ ∫
Q

e−2sα
(
ξm−3|qt + ∆q|2 + λ4ξm−1|q|2 + λ2ξm−3|∇q|2

)
dx dt

+ Cs3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dx dt

= C

(∫ ∫
Q

e−2sαξm−3|qt + ∆q|2 dx dt+ s3λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dx dt
)
.

(2.154)
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Finalmente, combinando (2.151) e (2.154) concluímos que

s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξm−4
(
|qt|2 + |∆q|2

)
dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξm−2|∇q|2 dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξm|q|2 dxdt ≤ C1

(∫ ∫
Q

e−2sαξm−3 |qt + ∆q|2 dxdt

+s2λ4

∫ ∫
O×(0,T )

e−2sαξm|q|2 dxdt

)
.

(2.155)

Multiplicando (2.155) por sm−3λm−3, obtemos (2.144). �

2.6 Apêndice A

Neste apêndice, justificaremos as derivadas e estimativas em (2.16) - (2.21). De fato,

notemos que

αxi =

(
− eλ(m‖η0‖∞+η0(x))

t(T − t)

)
xi

= −ξxi

= −λη0
xi

eλ(m‖η0‖∞+η0(x))

t(T − t)
= −λη0

xi
ξ.

Para αt, segue

|αt| =

∣∣∣∣(e2λ m‖η0‖∞ − eλ(m‖η0‖∞+η0(x))

t(T − t)

)
t

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣− (T − 2t) · (e2λ m‖η0‖∞ − eλ(m‖η0‖∞+η0(x)))

t2(T − t)2

∣∣∣∣
=
|T − 2t|
t(T − t)

· (e2λ m‖η0‖∞ − eλ(m‖η0‖∞+η0(x)))

t(T − t)

= |T − 2t| 1

t(T − t)
· α

≤ (|T |+ |2t|)ξα

≤ 3Tξ

(
e2λ m‖η0‖∞

t(T − t)
− ξ
)

≤ 3Tξ(ξe2λ m‖η0‖∞ − ξ)

= CTξ2,
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2.7 Apêndice B

onde C = 3T (e2λm‖η0‖∞ − 1).

Para ξt, temos

|ξt| =

∣∣∣∣− (T − 2t)
eλ(m‖η0‖∞+η0(x))

t2(T − t)2

∣∣∣∣
= |T − 2t| 1

t(T − t)
ξ

≤ 3Tξ2.

Para ∇αt, segue

(αt)xi =

(
− (T − 2t)

1

t(T − t)
α

)
xi

= (T − 2t)
1

t(T − t)
λξη0

xi
,

e portanto,

∇αt = λ
T − 2t

t(T − t)
ξ∇η0.

2.7 Apêndice B

Mostraremos que ψ(x, 0) = ψ(x, T ) = 0 e ψxi(x, 0) = ψxi(x, T ) = 0, para todo x ∈ Ω,

as quais foram utilizadas em (2.38) . Com efeito, observando que

e−sα = e−sα/2e−sα/2 ≤ 4

s2α2
,

obtemos

|ψ(x, 0)| = lim
t→0+
|ψ(x, t)| = lim

t→0+
e−sα(x,t)|q(x, t)|

≤ lim
t→0+

4

s2α(x, t)2
|q(x, t)|

= 0,

pois 1/α2 → 0 (t→ 0) e q é limitada. Analogamente, vale que ψ(x, T ) = 0.

Agora,

|ψxi(x, 0)| = lim
t→0+
|ψxi(x, t)|

≤ lim
t→0+

sαxi(x, t)e
−sα(x,t)|q(x, t)|+ lim

t→0+
e−sα(x,t)|qxi(x, t)|

≤ lim
t→0+

sλη0
xi

(x)ξ(x, t)
4

s2α(x, t)2
|q(x, t)|+ lim

t→0+

4

s2α(x, t)2
|qxi(x, t)|

= 0,
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pois ξ/α2 → 0, 1/α2 → 0 e q, qxi são limitadas. Analogamente, podemos obter que

ψxi(x, T ) = 0.

2.8 Considerações Finais

1. Resultados semelhantes obtidos nesse trabalho podem ser estendidos ao estudarmos a

EDP linear com parte principal complexa como segue∣∣∣∣∣∣∣∣
(a+ ib)yt −∆y = vχO em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω,

(2.156)

Para maiores detalhes, ver [13].

Notemos que:

(i) Quando a = 1 e b = 0, o sistema (2.156) recai no problema (2.1).

(ii) Quando a = 0 e b = 1 temos a equação de Schrödinger linear, onde existem

vários estudos e problemas em aberto.

2. Os resultados obtidos nesse trabalho também podem ser estendidos ao sistema para-

bólico não linear∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(x, t)−∆p(x, t) + g(p(x, t)) = χOu(x, t) em Q,

p(x, t) = 0 sobre Σ,

p(x, 0) = p0(x) em Ω,

onde u ∈ L2(Q), p0 ∈ L2(Ω) e g : R→ R é uma função globalmente lipschitz de classe

C1 com g(0) = 0.

Para maiores detalhes, ver [14].
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