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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade nula para uma equagao linear
da calor em um dominio limitado do R¥. Para isso, faremos uso de uma estimativa de
Carleman, que nos possibilitara a encontrarmos uma desigualdade de observabilidade, e

consequentemente obter o controle nulo para o problema proposto.

Palavras-chave: Equacao Linear do Calor, Estimativa de Carleman, Desigualdade de

Observabilidade, Controlabilidade Nula.



Abstract

The objective of this work is to study the null controllability for a linear heat equation
in a limited domain of R"™. For this, we will use a Carleman Estimative, which will enable
us to find an observability inequality, and consequently to obtain the null control for the

proposed problem.

Keywords: Linear Heat Equation, Carleman Estimative, Observability Inequality,

Null Controlability.
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Notacoes e Simbologias

As simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

e () denota um subconjunto aberto e limitado do R”;

I' denota a fronteira de €2 suficientemente regular;

v denota o vetor normal exterior a I’

Q=Qx(0,T) Cc RN onde T > 0, denota o cilindro do R¥*1;

e X =T x(0,T) denota a fronteira lateral do cilindro @;

(,+)r2(x) denota o produto interno em L*(X);

| |z2(x) denota a norma em L*(X);

® (,")mi(x) denota o produto interno em Hg(X);

® || |lzi(x) denota a norma em H}(X);

e Vu= (8‘9—:?1, g—;, cee a%‘) denota o gradiente da funcao u;
n 82

o Au=>" 5.5 denota o operador Laplaciano da fungao u;
=17

® (.S. - quase sempre;

— denota a imersao continua;

(& . ~
— denota a imersao compacta;

C' quando nao especificada, € uma constante positiva e arbitraria;

y; denota a derivada de y em relacao a t;

— denota convergéncia forte;

— denota convergéncia fraca;



= denota convergéncia fraca estrela;
X denota o dual topolégico de X;
X™ denota o bidual topolégico de X;

X denota a funcao caracteristica de w, onde w é um subconjunto aberto nao vazio

do R¥:

L(X,Y) denota o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y.



Introducao

Neste trabalho investigamos a controlabilidade nula para uma equacao linear do calor
em um dominio limitado do R¥.

Ao longo da historia, o homem desenvolveu de maneira significativa sua capacidade
de manipular a natureza a fim de melhorar seu estilo de vida. Exemplos simples dessas
modificacoes estao na criagao de animais e agricultura, onde o homem percebeu que
poderia interferir na natureza para que esta trabalhasse em seu favor. Nasce entao a
ideia de controle, como uma agao ou ag¢oes do homem sobre um meio de modo a obter
um objetivo predeterminado. Essa ideia desenvolveu-se ao longo dos anos e passou a

fazer parte do cotidiano da humanidade.

Em termos matematicos, um sistema de controle ¢ uma equagao de evolugao (EDO

OU EDP) que depende de um parametro u, descrito pela expressao:

Yt = f<t7y7 u)? (1>

onde t € [0,T] representa a variavel temporal, y : [0,7] — X é a fungao estado e
uw:[0,7] = Y é um controle. Nesse modelo, X e Y sao espagos de fungoes adequados,
T > 0 é um valor real fixado e y; representa a derivada de y em relacao ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais defini¢oes de controlabilidade pre-

sentes na literatura.

Definicao 0.1 (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e yo,y1 € X dois estados do
sistema . Dizemos que tal sistema € exatamente controldvel se existe u : [0,T] — Y
tal que

Y = f(y,uw) em [0,T],

y(0) =y, y(T) =y



Defini¢ao 0.2 (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um nimero real e yo, 41
dois possiveis estados do sistema . Dizemos que tal sistema € aprorimadamente con-

troldvel se, para todo € > 0 dado, ezistir u. : [0,T] =Y tal que;

ye = f(y,uc) em [0,T],
y(0) = o, |Y(T)—wm|<e

Defini¢ao 0.3 (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um nimero real dado e yo € X
um estado arbitrdrio do sistema . Dizemos que tal sistema € nulamente controldvel se

existe u: [0,T] =Y tal que;

Yt = f(y7u) em [O,T],
y(0) =yo, y(T)=0.

Definicao 0.4 (Controlabilidade exata as trajetorias) Sejam T > 0 um nimero
real dado, yo € X um estado ey uma trajetoria (isto é, uma solugdo arbitrdria do sistema
sem controle). Dizemos que tal sistema € exatamente controldvel as trajetorias se

eziste u : [0, T) = Y tal que

vy = f(y,u) em [0,T],
y(0) =, y(T)=7y(T).

E bem sabido que, em problemas lineares, as definicdes de controle nulo e exato as
trajetorias sao equivalentes.
Nesse trabalho analisaremos resultados de controlabilidade nula para a equagao linear

do calor
y—Ay=vxo em Q=Qx(0,T),

y=0 sobre X =00x(0,7), (0.1)
y(x,0) = yo(z) em €,
onde Q é um dominio limitado do RY, N > 1, com fronteira 02 de classe C? ¢ T' > 0.

Em (0.1), y = y(x,t) é o estado a ser controlado, v = v(z,t) € o controle e O é um
subconjunto aberto nao vazio de €.

Os primeiros resultados sobre controlabilidade nula para o sistema surgiram no
trabalho [I]. Posteriormente, Lebeau e Robbiano [2] mostraram, via estimativa de Car-

leman, a controlabilidade nula sem nenhuma restricao ao aberto w onde o controle atua,



e com coeficientes dependendo apenas da variavel espacial. Resultados semelhantes, em
um contexto geral, incluindo a dependéncia do tempo para os coeficientes, foram prova-
dos por Fursikov e Imanuvilov 3] usando estimativas de Carleman global para a equagao
do calor. No trabalho de Fernandez-Cara e Guerrero [4], os autores utilizam uma estima-
tiva de Carleman para obter uma desigualdade de observabilidade e consequentemente a
controlabilidade nula para uma equacao linear do calor. Recentemente, alguns avancos
foram obtidos nessa direcao, dentre os quais podemos citar os trabalhos de Araruna et.
al [5] e Araruna et. al [6], onde os autores analizam a controlabilidade nula para um

sistema parabolico utilizando uma estratégia de Stackelberg-Nash.
Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos alguns resultados classicos ao desenvolvimento do nosso

trabalho.
No capitulo 2 investigamos a controlabilidade nula, onde é demonstrada que a mesma é

obtida mediante uma desigualdade de observabilidade que por sua vez é obtida utilizando

uma Desigualdade de Carleman.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados necessarios para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao dos contetidos abordados no capitulo posterior.

1.1 Toépicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definigao 1.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espag¢o de Banach e (u,),eny uma

sequéncia de E. Entdo u, — u se, e somente se, {(p,u,) — (@, u), para todo ¢ € E*.

Definigao 1.2 (Convergéncia Fraca FEstrela) Sejam E um espa¢o de Banach,
¢ € E* e (p,)ven uma sequéncia de E*. Dizemos que ¢, X » se, e somente se,

(pu,uy = (@, u), para todo u € E*.
Proposicao 1.1 Sejam E um espago de Banach e (x,)nen uma sequéncia em E. Entdo:
(i) Se x, — x na topologia o(E,E*), entao (f, x,) — (f,z), Vf € E*;

(ii) Se x, — z, entdo x, — x na topologia o(E,E*);

(iii) Se x, — z na topologia o(E,E*) e se f, — f em E* (isto é, ||fn — fllz= — 0),
entao (fn, xn) = (f, ).
Demonstragao: Jesus et. al ([7], p. 98). O



1.1 To6picos de Analise Funcional

1.1.2 Espacgos Separaveis e Reflexivos

Definicao 1.3 Dizemos que um espaco métrico & € separdvel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso.

Definicao 1.4 Sejam E um espago de Banach e J a injecao canodnica de E em E**.

Dizemos que E ¢é reflexivo quando J(E) = E**.

Quando o espago F é reflexivo identificamos implicitamente E e E** (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espago de Banach. Entdao o

conjunto

Be-={f € E%||f|| <1} € compacto na topologia fraca estrela.
Demonstragao: Jesus et. al (|7], p. 110). O

Teorema 1.2 Seja E um espaco de Banach separdvel. Entao o conjunto
Bp- ={f € E%||f|| <1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg« é metrizavel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.

Demonstracao: Brezis([8], p. 74) O

Corolario 1.1 Sejam E um espag¢o Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada
em E*. Entdo existe uma subsequéncia (fn, )ken de (fn)nen que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstracao: Brezis([§], p. 76). O

Teorema 1.3 Seja E um espago de Banach reflexivo e suponhamos que a Sequéncia
(fe)ken C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fi,)jen de (fi)ren € f € E tal
que

T, — f-

Demonstracao: Evans([9], p. 639). O



1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.1.3 Convexidade e Otimizagao

Teorema 1.4 Sejam E um espaco de Banach reflexivo, A C E um subconjunto convezo,

fechado, nao vazio e p : B — (—00, 00|, uma fungao tal que:
(1) ¢ € convexa;
(i) ¢ € semicontinua inferiormente, isto é, Va € R p~'(a,+oc) € aberto em E;

(1) ¢ € coerciva, ou seja, lim o(x) = +oo.

lzl—+oo
Entao ¢ atinge seu minimo em A, ou seja, existe xg € A tal que p(xo) = miixl ().
re
Demonstracao: Brezis (|§], p. 71). O
Observagao 1.1 Sendo ¢ estritamente convexa, entao o minimo o obtido no Teorema
L4 ¢ wnico.
1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.5 Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : Q@ C R — R uma func¢ao
continua. Denomina-se suporte de ¢ ao fecho em €2 do conjunto dos pontos x tais que

¢ () # 0. Simbolicamente,

supp () = {z € B (x) £ 0} .

Definigao 1.6 Denota-se por C§°(£2) o espago vetorial das fungdes continuas e infinita-

mente derivdveis em ) com suporte compacto em Q.

Dado €2 como acima, consideremos o espago vetorial topologico C3°(£2). Dizemos que
uma sequéncia (¢,), oy de fungdes em Cg° (€2) converge para ¢ em Cg° (€2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:
i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VveN



1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

1) D“p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial C§° (€2) munido da nogao de convergéncia definida acima sera re-
presentada por D (€2) e denominado de espaco das fungdes testes.

Denomina-se distribui¢io escalar sobre € a toda forma linear 7" : D (©2) — R conti-

nua com respeito a topologia de D (€2). Isto significa que T satisfaz as seguintes condigoes:

i) T(op + ) = aT(p) + BT(¢), Yo, € D(Q), Vo, f € R

ii) T" é continua, isto ¢, se uma sequéncia (¢, ),y converge em D (£2) para ¢ € D (),
entao,

T (p,) — T (p) em R.

O valor da distribuigdo T na funcao teste ¢ sera representado por (T, ). Equipa-se
o espaco vetorial das distribuigoes escalares da seguinte nocao de convergencia:

Considera-se o espaco de todas as distribui¢oes sobre 2. Neste espaco, dizemos que a
sequéncia (7,), .y converge para T', quando a sucessao ((T,,y)),en converge para (T, @)
em R para toda ¢ € D (Q).

O conjunto das distribuicoes escalares sobre {2 é um espago vetorial real, denotado
por D'(Q)), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre 2. Com o intuito de
tratarmos de espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para
objetos de D’ (2).

Dada uma distribui¢ao 7" em D’ (£2) e dado um multi-indice @ € N" definimos a

dertvada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua D*T :

D (2) — R dada por
(DT, @) = (—1)*(T, D*p), para todo ¢ € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao 7" sobre €2 possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicacao
D*:D'(Q)—D(Q). (1.1)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q2). Isto significa que se

lim 7, =T em D' (Q) entdo lim DT, = DT em D' (Q). (1.2)

V—00 V—00

10



1.3 Os Espagos LP((2)

1.3 Os Espagos LP({))

Nesta secao, serao dadas algumas defini¢coes e propriedades elementares dos espacos
LP(92).

Definicao 1.7 Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto ep € R com 1 < p < oo. Definimos
LP(Q) = {f : Q = R; f mensurdvel e |f|P € L*(Q)}.
O espago LP(€2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma

£l ze () = [/Qlf(x)|pda:} v

Definicao 1.8 Seja 2 C R"™ um subconjunto aberto. Definimos

L*(Q) ={f: Q = R; f mensurdvel e 3 Cconstante tal que |f(x)] < C g.s em Q}.

O espago L>(€2) é um espago de Banach equipado com a norma

| fllzeo( = inf{C > 0: |f(z)] < C q.s em Q}.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e ¢ > 1 tal que %—i—é = 1.
Entao,
1 1
ab< —ad’+-0% Va,b>0.
p q
Demonstracao: Brezis (|§], p. 92). O

1 1
Teorema 1.6 (Desigualdade de Young com ¢) Sejam 1 < p,q < oo com —+ — =1
p

eec>0. Entao,
ab < ea? + C(e)b?, Va,b>0,

onde C(g) = (5p)%qq’1. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a
1
ab < ea® + —b, Ya,b > 0.
4e

Demonstracao: Evans ([9], p. 622). O

11



1.3 Os Espagos LP((2)

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hélder) Sejam as fungoes f € LP(Q2), g € LI(Q)
com 1 < p <00 eq o expoente conjugado de p; isto € % + % =1. Entio fg € L'(Q) e

/Q Faldz < 1111l lgllzocey.

Demonstracao: Brezis (|§], p. 92). O

Definicao 1.9 Dizemos que uma funcao f : € — R € localmente integrdvel em ), quando
f € integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C ). O espago das fungoes localmente

integravéis € denotado por L (). Em simbolos temos que

feL.(Q <:>/ |fldx < o0, para todo compacto K C Q.
K

loc

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ().

Demonstracao: Medeiros e Milla Miranda ([12], p. 11). O

As distribugoes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

fungoes localmente integraveis.

Exemplo 1.1 Seja u € Li (Q) e definamos T, : D () — R por
(Tg) = | uta)ola)ds

Nestas condi¢oes T,, € uma distribucao escalar sobre Q.

De fato, nao é dificil mostrarmos a linearidade de T,,, pois segue da linearidade da integral.

Resta provarmos que 7}, é continua.

Seja uma sequéncia (p,),en de fungoes testes sobre 2 convergindo em D (2) para

uma funcgao teste ¢. Entao, temos

|<Tua 901/> - <Tua §0>| = ‘<Tm§0u - 30>‘
| u@e.— o)a)aa

< /Q|u(a:)(90u—<ﬂ)($)|dx

< suplgy — o / fu()|dz — 0,
Q

12



1.4 Espacgos de Sobolev

pois ¢, — ¢ uniformemente.

A distribugao T, assim definida é dita “gerada pela func¢ao localmente integravel u”
e, usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que 7T}, é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §). Neste

1

sentido identificamos u com a distribuicao 7}, e o espaco L,

(Q) das fungoes localmente

integraveis pode ser visto como parte do espago das distribuigdes D’ (£2)

Observagao 1.2 Outro resultado interessante € que a derivada de uma funcgao Li..(S2),

nao € em geral uma fungao de Li. ().

Tal fato, motivard a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes conhecidas sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

1.4 Espacgos de Sobolev

Como vimos na segao anterior, toda fungao u € LP(2) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também fungoes em

L7(Q).

1.4.1 Os Espagos W™P(Q)

Chamaremos multi-indice a toda n-upla a = (ay, @, ..., ,) de nimeros naturais.
Dado um multi-indice «, definimos a ordem || de a por |a| = a1 + ag + ... + ay, €
representamos por D o operador derivacao

olel

DY = —.
o1 an
Ox{'...0xY

Definicao 1.10 Sejam 2 um aberto do R™", 1 < p < oo em € N. O espaco de Sobolev
que denotamos por W™P(Q), € o espago vetorial das (classes de) fung¢oes em LP(QY) cujas
derivadas distribucionais de ordem « pertencem a LP(Q)), para todo multi-indice o com

la| < m. Simbolicamente escrevemos:

WmP(Q) = {u € LP(Q2); D% € LP(Q2) para todo « tal que |o| < m}.

13



1.4 Espacgos de Sobolev

O espago W™P(€2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma
1/p
fullsar = (3 / Dou(a)Pdz)
laj<m 7S
Também W™ () é um espago de Banach com a norma
l|w|lwm.oe) = Z sup ess| D%u(z)].
la|<m
No caso p = 2, o espago W™P(Q) sera representado por H™({2) que é um espaco de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™({2) sdo dadas,
respectivamente, por
1/2
(w, V) gmey = Y (Du, D)2y € ||ullgm(e) = ( > / |Dau($)|2d$> :
la|<m la|<m Q
Apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarao a alcangar o objetivo

proposto.

Corolario 1.2 Sejam Q um subconjunto aberto do R™ de classe C* com fronteira limi-

tada I' e 1 < p < oco. Entao:

_ 1
n?

Se p<mn, entio WHP(Q) — LP"(Q), onde :c% —

SR

Se p=mn, entdio W'P(Q) — L), para todo q € [p, +0o0),
Se p>n, entio W'(Q) — L>(9),
sendo todas estas injegoes continuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u € W1P(Q)
u(z) = u(y)l < Cllullwirle —y|* ¢.5. 2,y €,
onde a =1 — (N/p) e C dependa apenas do Q,p e n. Em particular W'P(Q) — C(9Q).

Demonstracao: Brezis ([§], p. 285). O

Teorema 1.8 (Rellich-Kondrachov) Seja 2 um subconjunto limitado do R™ de classe

C*' com fronteira I reqular. Entdo:

3=

)

Se p<mn, entio WHr(Q) N L1(QY), para todo q € [1,p*) com 1% =

D=

Se p=mn, entio W'P(Q) < LUQ), para todo ¢ € [1,+00),
Se p>mn, entio WP(Q) < C(Q).

Em particular, WHP(Q) < LP(Q) com inje¢iao compacta para todo p (e para todo n).
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1.4 Espacgos de Sobolev

Demonstracao: Brezis ([§], p. 285). O

Teorema 1.9 (Gauss-Green) Seu € C'(Q), entdo/

uxid:v:/uuidf (i=1,2,...,n).
Q r

Demonstracao: Evans ([9], p. 627). O

Teorema 1.10 (Férmulas de Green) Seja Q2 um aberto limitado do R™ com fronteira

T de classe C*.
(i) Se~ e H*(Q), entdo
o 1
VyVuder=— | ulAyde+ [ —uds, Yue H (Q).
Q Q r v

(ii) Se u,vy € H*(Q), entdo

B 0y ou
/Q(uAv—vAu)dx—/F(u%—va)ds.

Demonstracao: Brezis ([§], p. 296). O

1.4.2 Os Espagos W,""(Q2) e W™4(Q)

Observemos que, embora o espago vetorial das fungoes testes u,v € D (Q2) seja denso
em LP(Q2) para 1 < p < oo, em geral, ele nao é denso em W™P(()). Isto acontece porque a
norma de W™P(Q)) ¢ “bem maior” que a norma de LP(2) e & por isso que W™P(Q2) possui

menos sequéncias convergentes. Isto motiva a defini¢ao dos espagos W3""(€2) como segue:
Definigao 1.11 Seja Q um subconjunto aberto de R™. Definimos
—Wm,p Q
wrrQ) =D @) @,

No caso p = 2, o espago WJ""(Q2) sera representado por H" ().

Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que ) seja um subconjunto
aberto e limitado de R™ e 1 < p < co. Entao existe uma constante C (dependendo de 2
e p) tal que

[ul| o0y < C||Vul Loy, para todou € WyP(€).

Demonstragao: Brezis ([§], p. 290). O

15



1.5 Os Espagos L? (0,T; X)

Observagao 1.3 Em particular, a expressio |Vu| o) € uma norma no espago Wy (Q),

equivalente a norma ||[ullwie). Em Hy(Q) denotamos o produto interno
ou 81}
(u, v Hl Z / ox; 83@

que induz a norma ||Vul[r2q), equivalente a norma ||u|| g1 (q).

Demonstracao: Brezis (8], p. 290). O

Os espagos Wi"P(Q)) e, em particular, os espagos HJ"(2), desempenham um papel
fundamental na Teoria dos Espagos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.
Se 1 < p < oo e o nimero g é o expoente conjugado de p, isto é 1 + 1 = 1, entao repre-
sentamos por W~"4(Q) o dual topologico de W;"*(£2) e por H‘I’;(Q?o dual topologido
de HJ*(§2). Em outras palavras, se f pertence a H~"(2) entao f é um funcional linear

limitado sobre H{'(€2).

Observagao 1.4 Em particular, as imersoes do Coroldrio [1.2] sao vdlidas para o espago
Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdario aberto 2 de R™. Analogamente, as imersoes do
Teorema sao vdlidas para Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrario ) aberto e limitado
de R".

Definigao 1.12 Se f € H'(Q) a norma ¢ definida como sendo

| fll -1y = sup{(f,u); para todo u € Hy(Q) com HuHHé(Q) < 1}.

1.5 Os Espagos L”(0,T; X)

Nesta secao, estenderemos as nocoes de mensurabilidade e integrabilidade para fun-
coes

f00,T] — X,
onde T'> 0 e X é um espago de Banach real com a norma ||.|.
Definigao 1.13 Denota-se por LP (0,T;X), com 1 < p < o0 o0 espago vetorial das (clas-
ses de) fungoes u : (0,T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais que

se 1 <p < oo afungiot — ||u(t)|’ € integravel a Lesbegue em (0,T) e se p = 00 a
funcao t — |lu(t)||y € L= (0,T).
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1.5 Os Espagos L? (0,T; X)

O espago LP (0,T; X) é um espaco completo com a norma dada por

1/p

T
o = ([ @) e 1< <o
Se p = oo a norma acima é substituida por

lull e o.7:x) = supess flu (D)l x = inf{C > 0+ [Jub)l[x <C g.5 em }.
<t<

Apenas no caso em que p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T; X) ¢ um

espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0,0) o) = / (0 () u () y dt.

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao L? (0,7; X') é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach L¥ (0,75 X"), onde p

e p/ sdo indices conjugados, isto é, ]lj + z% = 1. Mais precisamente, temos
[LP(0,T; X)) =~ LY (0, T, X").
A dualidade entre esses espagos é dada na forma integral por

T
<U7u)LP’(O,T;X/)xLP(O,T;X) = /0 (v (t) ’u(t»X’XX dt.

No caso p = 1, o dual topologico do espago L' (0,7;X) se identifica ao espago
L*>(0,T; X"), ou seja,
(L0, T; X)) ~ L=(0,T, X').

Definigao 1.14 Denota-se por C ([0,T]; X), comT > 0 o espago de Banach das fungoes

continuas u : [0,T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

lulleqorx) = Jnax, [u ()] < 0.

Teorema 1.12 Sejam X, B e Y espacos de Banach com X C B CY. Suponhamos que

X estd compactamente tmerso em B e B estd continuamente imerso em Y. Temos que,

(i) Se F € limitado em LP(0,T;X), onde 1 < p < oo e OF /0t = {0f/0t: f € F} ¢
limitado em L*(0,T;Y), entiao F € relativamente compacto em LP(0,T; B).
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1.6 Distribuicoes Vetoriais

(i) Se F ¢é limitado em L>*(0,T;X) e OF/0t ¢ limitado em L"(0,T;Y) onde r > 1,

entio I € relativamente compacto em C([0,T]; B).
Demonstragao: Simon ([10], p. 85).

Teorema 1.13 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam X, B e Y es-
pagos de Banach com X C B CY, X eY reflexivos. Suponhamos que X estd compac-

tamente imerso em B e B estd continuamente imerso em Y. Entao
W={v: vel”0,T;X),v =dv/dt € L"(0,T;Y)},
onde 1 < p; < oo, 1=0,1, munido da norma
[ollw = llollro o) + [10'l| Lor 0,737
¢ um espago de Banach compactamente imerso em LP°(0,T; B).

Demonstracao: Lions ([I1], p. 58).

1.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um namero real 7> 0 e X um espago de Banach real com a norma ||.||

Definicao 1.15 Uma distribui¢do vetorial sobre (0,T) com valores em X, € uma fungdao
f:D(0,T) — X linear e continua. O conjunto dessas transformagoes lineares é chamado

FEspago das Distribuigoes Vetoriais sobre (0,T) com valores em X e € denotado por
D'(0,T;X)=L(D(0,T);X).

Definigao 1.16 Seja f € D' (0,T;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuigao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arf \ _ n/,de

Observagao 1.5 Se a funcao f pertence ao espago LP(0,T;X) com 1 < p < oo, entdo

define uma distribuicao que denotamos pela mesma funcao f e é dada por

flp) = /0 f(t)p(t)dt, para todo v € D(0,T),

com valores integrales em X.

Demonstragao: Lions ([I1], p. 7). O
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1.7 Um Resultado Importante

1.7 Um Resultado Importante

Nesta se¢ao, nosso objetivo é dar énfase a um resultado importante que sera utilizado

para alcangarmos nosso resultado principal, o qual enunciaremos como segue.

1.7.1 Um Lema Fundamental

Lema 1.7.1 Seja w CC Q um subconjunto aberto e ndo vazio. Entdo existe n° € C*(Q)

tal que
>0 em £,
n® =0 sobre 09, (1.3)
V® >0 em Q\w.

Demonstragao: Fursikov e Imanuvilov (3], p. 4). O
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Capitulo 2

Equacao Linear do Calor em um

Dominio Limitado

2.1 Formulacao do Problema

Seja O um subconjunto aberto e nao vazio de €2. Dado T > 0, consideremos a equagao

linear do calor
yi — Ay =vxo em @,
y=0 sobre X, (2.1)
y(x,0) =yo(z) em €

onde yo € L2(Q) e v € L*(O x (0,T)).

Observagao 2.1 Seja h = vxp. Se h € L*(Q2 x (0,T)) e yo € L*() entio o sistema
(2.1) admite dnica solugao y € L*(0,T; Hy(Q2)) N C([0,T]; L*(Q)) (cf.[4])-

O problema de controlabilidade nula para o sistema ([2.1) pode ser formulado como
segue: dados T > 0 e yo € L*(), encontrar uma fungao v € L? ((9 X (O,T)) tal que a
solugdo y(z,t) do problema (2.1)) satisfaz a condicao y(7') = 0.

Mais precisamente, vale a seguinte definicao:

Definicao 2.1 O sistema (2.1)) € dito de controlabilidade nula no tempo T > 0, se para
cada yo € L*(Q2), existe um controle v € L*(O x (0,T)) tal que a solugdo y(z,t) do

problema (2.1)) satisfaz a condigao y(T) = 0 quase sempre em Q.
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2.1 Formulacao do Problema

Assumimos que O CC 2 é um conjunto aberto e nao vazio. Tentaremos encontrar
um controle v € L?(O x (0,T)) tal que o estado associado y = y(z,t) satisfaz y(T') = 0.
Para o nosso proposito, precisamos obter o sistema adjunto de (2.1]). Para tal, multi-

plicamos (|2 1 por ¢ e integramos em 2 x (0,7, obtendo

/ y(T)(T )da:—/ d:zc—/ /ygptda:dt—/ /Aygpdazdt

(2.2)
/ / Yuxe dzdt.
Pela primeira formula de Green, temos
Jy
— | Aypde= [ VyVodr — | —¢do. (2.3)
Q Q r v
Usando novamente a primeira férmula de Green, obtemos
Iy
VyVodr = — | y Apdx + | y—=—do. (2.4)
Q Q r~ v

Substituindo em (2.3 e em seguida integrando de 0 a T, segue que

T
—/ /Aynpdxdt / /yAgodwdt—l—// 92 dodt
0 Ja (2.5)
_//andadt'

Substituindo (2.5)) em (2.2)) e usando (2.1))s e (2.1))3, resulta que

T T
/y(T)gp(T) dx—/yo(x)gp(O) d:c—/ /y@t da:dt—/ /yA@dxdt—//@godadt
Q Q 0 Jo 0 Jo sz Ov
T
:/ /QOUX@dxdt,
0o Ja

isto &,
(y(T)aSO(T))Lz(Q) — (yo(as) / / —pr — Aply dedt — // o dodt

T
:/ /gp vXo drdt.
0o Ja

De ([2.6)), é natural definirmos o sistema adjunto por

(2.6)

—pe—Ap=0 em Q,
=0 sobre X, (2.7)
o(T)=¢" em Q.
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2.2 Estimativa de Carleman

Sendo ¢" € L*(Q), temos que o sistema (2.7) admite exatamente uma solu¢ao na
classe p € L2(0,T; H}(Q)) N C([0,T7]; L*(Q)) (vide []).

2.2 Estimativa de Carleman

O objetivo dessa se¢ao é mostrarmos uma estimativa de Carleman para o sistema
adjunto . Para isso faremos uso do Lema , que nos possibilitaré definir fungoes
peso, que foram inicialmente introduziadas por Imanuvilov (cf. [3]), que nos auxiliardao
na prova da desigualdade de Carleman. Mais precisamente, consideremos as seguintes
fungoes peso:

22 mln°llee _ A(mIn°[loo+n°(x)) A [nlloo+1° ()

T —t) @ 1) = HT —t)

a(z,t) = (2.8)

onde (z,t) € @ em > 1. Com estas consideragdes, podemos enunciar o principal resultado

do nosso trabalho:

Teorema 2.1 (Desigualdade de Carleman). Existe uma constante A\ = C(2,0) >
1, s = C(QO0)T +T? e C1(Q,0) tal que, para quaisquer X > X\ e s > s1, vale a

sequinte estimativa:

sl//ezso‘fl (Jge|* + |Aq]?) dxdt—i—s)\Q//eQSaﬂVq]dedt
Q Q

st [ /Q e25a531q\2dxdtgcl< / /Q e g, + Aql? dudt 2.9)

+s3)\4//0 (OT)e_2sa§3]q\2dxdt),
XU,

para toda ¢ € C*(Q) com q =0 sobre Y.

Demonstragao: Seja ¢ € C*(Q) tal que ¢ = 0 sobre ¥. Faremos a mudanca de

variavel
Qp fry 6_8aq’ (210)

ou seja,
q=e""Y (2.11)
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2.2 Estimativa de Carleman

e consideremos a funcao
g=e"f,
onde f = ¢ + Aq. Temos
q = se“ o) + ey,

Aq = e**Atp + 2s5e**Va - Vi + s2e*|Val*) + se** Aar.

Logo,
f=e*(san + b + A+ 2sVa - Vi + 2 |Val*) + sAar)). (2.12)

Multiplicando a igualdade ([2.12)) por e™**, resulta que

g = sauh + Py + Ap 4+ 25Va - Vo + s Val*y) + sAa).

Como
Va = —&vn?,
e
Aa = =N¢Vn°]> — XA,
obtemos

g = st + Uy + A — 2NV - Vb + N2 Vi [P — sAE|Vn' P — sAEARLY.

Assim, se considerarmos

I = —25\26|Vn° 2 — 2sAEVR° - Vb + 1y (2.13)
e
Ly = SXE|IV° 20 + AY + sagh, (2.14)
temos
Ly + I = gsa,
onde

Gsa = g+ SAEAR Y — sAXE V[P,
Para simplificarmos a nota¢ao, denotaremos por ([;1); (1 <i <2,1 < j < 3) o j-ésimo

termo de I;70 dado em (2.13)) ou ([2.14)).
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2.2 Estimativa de Carleman

Desenvolvendo o produto interno (119, I5%)12(q), temos

3
|[1¢|%2(Q) + |[2¢|%2(Q) +2 Z(([ﬂb)ia (L2¥)j)12(Q) = |gS,>\|i2(Q)' (2.15)

ij=1
A partir de agora, a tarefa & desenvolver os nove produtos internos que aparecem na
expressao ([2.15)). Faremos uso de algumas derivadas e estimativas, que serao listadas

aqui, cujas demonstracoes serao vistas no apéndice A.

g, = =&, = A0 & < CAE, (2.16)
loy| < CTE?, (2.17)
€, = ML, (2.18)
& < 3T¢?, (2.19)
T —2t 0
= _ 2.2
L ¢ (2.21)
(T —1t) = > '
Denotaremos por C' = C(€,O) uma constante que depende de © e O. Inicialmente,
temos
(L)1, (1)) 12(0) = —253A4// V|13 dadt = A. (2.22)
Q
Além disso,

()2, (I2)1) 12y = —253)\3//|V770|2§3(V770'V@/})¢ dxdt
Q
_ 3 3A4 V 014 ¢3 2 d dt
x [ /Q VP da

PRI / /Q VP 23 2AR° dadt (2.23)

+2§F§:/L%ﬁmﬁ£WVMﬁ

1,j=1

= B;+ Bs + Bs,
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2.2 Estimativa de Carleman

onde B; denota o i-ésimo termo do lado direito de (2.23]). Observemos que A + By é
positivo e, pelo Lema [I.7.1] vale que

A+B, = 83)\4//|V770\4§3|@/J|2 dxdt
Q

T
N[ [ 1ot dud
0 JO\w

T
533)\4/ m§3\w|2 dxdt
0 w

T
= 553)\4//Q§3|@/J|2 d:pdt—633)\4/ /§3|¢|2 dxdt
0 w

T
> 653A4//53\wy2 d:z:dt—Cs3)\4/ /5%\2 dzdt
Q 0 w

- A-B,

v

v

para algum C' = C(Q, O), onde |V7°| > C > 0. Como 7° € C*(Q), temos que

By > —033)\3// &y dudt, (2.24)
Q

By > —033)\3// EY? dadt. (2.25)
Q

Os termos By e Bz serao absorvidos por A do seguinte modo: tomando A > %, temos

C - % > % Dai, segue que

A+By+B; > 653A4//§3|w\2 dxdt—2053)\3//£3|1/1\2 dxdt
Q Q

_ 653A4//Q£3W\2 dwdt—?s?’)\”‘//czfy’w\z dadt
- (6—%) sw//QgW drdt

> 953A4//53\w\2 dxdt.
2 Q

Observemos que isso foi possivel pelo fato das poténcias de s e A em B, e B3 serem

menores que as poténcias em A.

Também, temos

(L), (2Y)1) 2 = S2>\2//|V770|2§2W/J dzdt
Q
= e [ [ [OiPPeglof dode
Q
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2.2 Estimativa de Carleman

Assim, usando (2.19)), nos leva a
(10, (el < 523 [ [ (90 Pelvf dea
< 032)\2T//Q|Vn0|2§3|1/z|2dxdt
< Cs2>\2T//Q§3|¢y2 dxdt.

RS

Notemos que ((119)s, (12%)1)12(@) também serd absorvido. Com efeito, para A >

AZlesZ‘lCTT,temos

At Bot Byt (Lo (L)) > St / / &l dudt — N7 / 0l dudt

2
> oy / / e dait - ST / / E Y12 dudt
= @ (’;T) SX*//g [|? dadt
> (g ) [ | € doat

c

4

CDOJ
d

/ &y dudt.

Consequentemente, se A > €\ > 1 e s > 2T entao obtemos
q ) C 9 C )

(Lo, (Y1) = (W), (T2)1) 2@ + ()2, (2)1)r2) + ((1h)s, (12¥0)1) L2()
= A+ B+ By + Bs + (I1¥)s, (Io¥)1) 12(0)

A~ B+ By+ By + (I3, (L)1) (@) (2.26)

A+ By + By + ()3, (Iot)1) 12 — B

T
3)\4//§3|¢\2 dxdt—C’sg/\4/ /53]@/42 dxdt.
Q 0 w

v

v
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2.2 Estimativa de Carleman

Notemos que,

(L), (2Y)2) 12 =

—25/\2// |Vn° [2EAY) dadt

Q

28)\2// VP 2|V dudt
Q

15223 / / W, €, dudt
Q

1,j=1

28)\3// (VP |26(Vn° - V) dadt
Q
Ci+ Cy+ Cs,

(2.27)

onde C; representa o i-ésimo termo do lado direito de (2.27)). Para Cy e C3, vale que

isto &,

|Cy|

15223 / / W, €y, dedt
Q

1,j=1

4s\? 2”: Zn:

i=1 j=1

299 / / > Y, i dwdt
i=1 Q j=1

48)\22//772i§¢ E 7721_%_ - dodt
i=1 Q =1

oy / /Q O (V (1., V) dadt
=1

[ [ it o o
Q

&[0l V()] - VY] dadt

DY / / In2,
i=1 Q

C’s/\Q//Qﬁ- |- V| dedt
cs//Q§-A2|¢|-|w|dxdt,

Gyl < cs// £ N2Jy| - V)| dadt.
Q

(2.28)

Aplicando a Desigualdade de Young com € no caso p = ¢ = 2, com a = A|¢)| e b = |V,

temos

1
Nyl - (V] < X+ Vol
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2.2 Estimativa de Carleman

Assim, de (2.28)), temos

1
|Cy| < Cs//5§-xlyw\2 dxdt+cs//—g-\vw|2da;dt
Q Q45
< C’s>\4//§-|w|2 dxdt+Cs//§-|V¢|2dxdt.
Q Q

Além disso,
cil = Jesn* [ /Q Vi PECT, Vi dxdt\
< 2o /Q VRPN, Vo) Iy ddt
< 2o /Q VeIV - (V] - ] dadt
< 205A3//Q§-|w|-|¢| ddt
- 20//@5A25|¢|-A|wydxdt,
ou seja,

ICy] < 20//Q§A23|¢\ VY| dadt. (2.29)

Novamente, aplicando a Desigualdade de Young com ¢ no caso p = ¢ = 2, com a =

EN%s[Yh] e b= M| V1)|, temos que
1
ENsJY] AV < €N + NIV
Logo, de (2.29)), vale que

|Cs] < 20//(652)\452|w|2+4%)\2|V¢]2) dxdt
Q

= 20532A4//§2y¢|2 dxdt+20i/\2// |Vi|? dadt
Q e Q
032)\4//52]w]2dxdt+0)\2// |V |? dadt
Q Q

Como & > ﬁ, obtemos que

IN

1 >§1
HT —t) = T2

E=ge>¢

ou seja,

T?¢* > &
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2.2 Estimativa de Carleman

Assim, para s > CT?, temos

C’s)\4//§|@/1|2 dxdt < CT23A4//§2|1/}|2 dxdt
Q Q

32/\4//52\¢|2 dxdt,
Q

IN

e portanto,

Ci+Cy+C3 > 28)\2//Q|V770|2§|V¢|2 da:dt—Cs)\“//QfQWF dxdt

- Cs//Q§|V@Z)|2dxdt—CsQ)\“//Q§2|w|2 ddt
— C)\Q//Q]VW dxdt

> 23A2//Q|v770\2§yw|2 dxdt—sZA‘*//Q@\wy? dadt
— CSZA‘*//QﬂWda;dt—C//Q(s§+A2)yw\2 dadt

(2.30)

= 23)\2// |Vn°|2¢| V|2 d:vdt—(C+1)32)\4//§2|¢|2 dxdt
Q Q

o 2 2
o//Q(ng )\ V? dudt.

Como 1 = 0 sobre X, entao Vi) = g—fy. Consequentemente,

(L) (L)) = 27 / /Q (VP - V)AG duds
= 23)\// V(E(VR - V) - Ve dadt
Q
0
— 25\ / /E g(vno.w)a—i’ dodt.

Observemos que,

oy _ N

= [ [ewin) il

—| dodt
[l

2

ov
— | dodt

ov
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2.2 Estimativa de Carleman

25\ / /Q V(EVR - V) - Vi dedt = 23)\2n: / /Q Y Vo, didt

,j=1

+ 25)\? VnO,V 2 dxdt
s //5’( Y)|° dx
+ sA v? - V(|Vy?)) d dt,
S //f( n (IVY[7)) dx

e por (2.31)), resulta que

2

oY dodt

ov
+ 250 / / N0, Ua, U, dadt (2.32)
Q

ij=1

on°
()2, (I2¥)2)r2 @) = —23)\//256_717/

+ 23A2//g|(vn0-v¢)|2 dxdt
Q

+ sA//g(vnO-vqu)) dxdt
Q
— D1+D2+D3+D4,

onde D; denota o i-ésimo termo do lado direito de ([2.32)). Notemos que D3 é positivo e,

usando a Desigualdade de Young, nos leva a

i//@fngﬂj@bxﬂ%j dxdt

,j=1

|D2| = 28\

< 20> [ [ el llenlvs | drd
ij=1 Q
< 200 Y [ [ &G0+ 10, ) dd (2.33)
ij=1 Q 2
= QCSAZ//§1(2|W|2) dxdt
ij=1 Q 2
<

CsA//Qg\vW dadt.
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2.2 Estimativa de Carleman

Além disso,

ey /Q E(V° - V(VU[R) dudt
oy

_ on’ |ov|’

= 8)\//255 ay dodt

- sv//yvnomwy? dxdt (2.34)
Q

- SA//An°g|w|2 dxdt
Q
= Dy + Das + Dys.

Em virtude das propriedades de 7%, temos que para cada ponto da fronteira 9 existe
uma vizinhanca desse ponto na qual 1n° é decrescente, pois 7" é positiva e se anula em

0 . .
0f). Portanto, %iy é negativa, e assim

Dy+ Dy = —2SA//2588—’I7/0 %2 dadt+s)\//2§%—n: Z—ZN dodt
~ o / /Z g%—f g—jf o (2.35)
> 0.
Observemos que,
Do = SA//QAnOgva dmdt‘ gcsA//ngw ddt. (2.36)

Portanto, de (2.33)), (2.34)), (2.35)) e (2.36)), temos

Dy + Dy + D3+ Dy Dy + Dy + Dy + D3 4 Dyg + Dy

Vv

Dy + Dys + Dys
_on? / / Vi 2|V dudt (2.37)
Q

C’SA//Q§|V1/J|2 dxdt.

Agora, usando integracao por partes, a primeira féormula de Green, notando que ¥ = 0

sobre ¥ e ¢(z,0) = ¢¥(z,T) = ¢, (x,0) = ¢, (2, T) = 0 em § (ver Apéndice B), segue

Vv
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2.2 Estimativa de Carleman

que

(LY)s, (I2V)2) ) = //Qz/ztAz/J dxdt

- /Q@m@z)}g da:dt—/Q/OTw(Az/))t dtdz
_ _/Q/OTwA(zpt) dtdz

0 Q
T
o I
1 (T d
- 3/ %Hl/f(t)ﬂég

1
= 5Dy —II@D( Wiz o)
= 0.

De (2.30) e (2.37), vale que

(L1, (121))2) 12

(1)1, (129)2) 2(@) + ((11%0)2, (I2¥)2) 12(q) + (119)s, (129)2) 12(q)
Ci+Cy+Cs5+ D)+ Dy + D3+ D,y

A2 Vil 12¢|V|? dadt
C +1)s2\? 21|? dadt 2.39

C//(sAngA?)ywy? dxdt
Q
Fy+ F, + F;.

para A > 1 e s > CT? onde F, denota o i-ésimo termo do lado direito de (2.39).

Notemos que,

Fy

v

x> / / VR PE[V P dadt
Q

63/\2/ [ ¢V dadt
Q\w

T
Usv//awy? dxdt—ésv/ /5\w|2 dxdt
Q 0 w
T
ésv//gww d:cdt—Cs)\2/ /g\vw dxdt
Q 0 w
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2.2 Estimativa de Carleman

|Fy| = ‘—0//(3A§+)\2)|V¢|2 dxdt‘
Q
= A+ NV dedt
//Qw VYl de

< CSA//Qg\wF dxdt+0)\2//Q§|V¢|2 dadt.

Portanto,

Fy+ Fy + F3

T
68/\2//§|V77/)|2 dmdt—Cs)\Q/ /§|Vw|2 dxdt
Q 0 w
_ (C+1)52>\4//§2|1/1|2dxdt
Q

- CSA//Q§|V1p|2dxdt—C>\2//Q|V1p|2dxdt

T
> 53/\2//§|V¢|2 dmdt—Cs)\2/ /§|V¢|2 dxdt
Q 0 w

- 2032>\4//§2|1/1|2dxdt (2.40)
Q

- CSA//Q§|V¢|2dxdt—C>\2//Q§|V1p]2 drdt
= (GSAZ—OSA—CAQ)//Cgf‘V@DF dxdt

— 2032)\4//§2W|2da:dt
Q

- C’s/\Q//wﬂVzMz dudt.

CsA? — CsA — ON > —s)\? (2.41)

(L, (122))2) 12

v

v

Observemos que

N

se)\z%esz%,vistoque

1 4 1 4
)\2£e52£ = —3A22—€5>\e—s>\22—€)\2
3C 3C 2 3C 2 3C
4C 4C

= S)\2 2 —SA + —_)\2
S T30 5T
3C

= TS)\Q > OsA + O\

Ql

= Cs)\?—Cs\— O\ > n A2,
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2.2 Estimativa de Carleman

Assim, por (2.40) e (2.41]), nos garante que
(L1, (121))2) 12(q)

\Y]

gsv//g\w\? drdt
4 Q

- 2032)\4//§2|1/J|2 dxdt (2.42)
Q

T
— CS)\Z/ /5\w|2 dadt.
0 w

Agora consideremos o proximo produto interno. De (2.17)), temos

8C e 2
se)\ZgéesZ?@esZCT.

(), (th)s) )| < 232/\2//|V770|2|at\§|1/z|2 dadt
Q
< CS2A2T//53|¢\2 dxdt, (2.43)
Q

o qual pode ser absorvido por A tomando s > %%T e A > 1. Com efeito, para s > QCTT,

temos que Cs?\* — C's2\4T > §S3)\4, e assim,

A+ (L)1, (I))s) > 653A4//Qg?'\w12 dxdt

— CSQAQT//S?’]MQdazdt
Q
> (Cs*A — Cs*\'T) / / EY|? dadt
Q
> gs3)\4//§3|¢|2 dxdt.
2 Q
Além disso,
(I)s, (l)s)p@) = —25°A / / W E(V - V) dadt
Q
= SQAZ//at|vn°|2§|¢|2 dxdt
Q
T8 / / (Vay - V)l (2.44)
Q
+ szA//atAn0§|z/z|2 dxdt
Q
- G1+G2+G3.

Por (2.20) e (2.21)) notemos que G1, Gy e G5 s@o limitados, em modulo, por

052A2T// E|? dxdt, (2.45)
Q
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2.2 Estimativa de Carleman

se A > 1. Entao, por (2.44), segue que

(L1%)2, (1290)3) L2() > —3082)\2T// EY|* dudt. (2.46)
Q
Finalmente,

()3, (I2¥)3)12() = S//at@btzb dxdt

- / (atww\o / atwtw)

_ // ()b dz
_ / /Q ol ? dudt — / /Q ctpet dadt,

donde,
2 Wt dd:— tt 2dd, 247
s//@az/mpxt s//@aw\xt (2.47)

€ assim,
(119)3, (Ia1))3) :——s//attW\ dxdt. (2.48)

Como

oy < CE(14T2%€) < CT?E,
de (2.48)), segue que
1
(1) () = 55 [ /Q culf? drdt < C57* [ /Q 10 dudt,

ou seja,
(L), (1)) 2y = ~C'sT? / / [ dadt. (2.49)
Q

Concluimos por (2.43)), (2.46) e (2.49) que, para A > C' e s > CT, temos

(I, (I¥)3)r2q) = (1)1, (12¥0)3) r2(@) + (11¥)2, (Ta0)3) 12(q) + ((11¥)3, (129)3) 2(q)

—CsWT// Y dxdt—3032)\2T// E Y| dedt
Q Q

- CSTQ//§3|1/}|2 dxdt (2.50)
Q

v

= (=C0*N*T — 30’ °T — CsT?) // EY)? dadt
Q

—053)\2//§3|¢|2 dxdt.
Q
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2.2 Estimativa de Carleman

Agora, (2.260)), (2.42)) e (2.50)) nos fornece que

(L, L)) = (L, (IY)) 2@ + (LY, (I)2)r2@) + (1Y), (1a)3) 12(q)
> 0//(5A2§|vw|2+s3A4§3|¢\2) dadt (2.51)
Q

e / / (sNEVY[ + X[ dudt,
wx(0,1)

para A > C e s> C(T +T?).
Usando ([2.51)) e (2.15]), temos

9sAl20) = T¥l2g) + H2¥|72g) + 2(11%, L) 12(q)

> [l + ¥l +C//Q(3A2§|V¢|2+s3A4§3|¢|2) drdt

— C// (SAZE| V|2 + X3 |Y?) dadt,
wx(0,T)

e dai,

\Ilwﬁg(@+|12w|%2(Q)+//(s)\2§|v¢,2+33)\4£3W|2) dxdt

¢ (2.52)

< C(Igs,A\M// (sA2£!Vw|2+s3A4§3wy?)) dadt.
wx(0,T)

Notemos que,
gsr = g+ sAAREY — sN Vi [Pey
= g+ sAEP(An" = A Vi)
A 0
= g+ s\ (Tn - IVn°|2) ;
e assim,
AnP 2
gor = [g + sA* 1) (Tn - IWOIZ)}
AnP 2
< 2 <g2 + 2\ (T” — yvn0|2) ) : (2.53)
Como

1
A2
]' 0\2 1 0 012 04
p(An ) HX‘A” V0™ ]" + V|
C,

1
(An")* — 2XA77°|V770|2 + |Vn°|*

IA

IN
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2.2 Estimativa de Carleman

entao de (2.53)), temos
gox < C(g* + $2NE[WP),

|9sAl72(0) < C (// g’ dxdt+32)\4// E? dxdt). (2.54)
Q Q

De (2.52) e ([2.54]), obtemos
[1172g) + 129220 +//(3A2§|w|2+33A453|¢|2) drdt
Q

gc(//@f dxdt+s2>\4//Q§2|z/z|2 d:cdt+//wX(OT)(sA2§|v¢|2+s3A4§3|¢|2)) dxdt
:O(//Qe—2sayf|2 dxdt+32)\4//Q§2|1/z|2 dadt

/\2 \V4 2 3/\43 2 drdt.
[T e )) doat

e portanto,

A integral em () envolvendo o termo [1| que se encontra do lado direito da desigualdade

acima pode ser facilmente absorvida pelos termos do lado esquerdo, considerando s > 2C.

Com efeito,
53A4//§3\¢|2 dxdt—C’s2)\4//§2|z/1\2 dxdt
Q Q
> 53A4//53|w\2 dxt—052A4//g3\¢y2 dzdt
Q Q
_ (33—(]32)>\4//§3|¢|2 davdt
Q
83
> —)\4//§3|¢|2 dvdt.
2 Q
Logo,

uﬂmim)+|12w|§2@)+//(ngywyung?’W) dxdt
Q

S C (// 672301‘]1"2 dl‘dt + // (3)\2£‘V¢‘2 + 53)\453‘w|2)) dl‘dt
Q wx(0,T)
para A > C'e s > C(T +1T?).

O passo final é adicionarmos as integrais de |Av|* e [¢|* no lado esquerdo de ([2.55)).
Para isto faremos uso das expressoes de I;1) (i = 1,2). De fato, por (2.13]), temos

(2.55)

2
[vel? = {hw +250% (lWOPw +1V w)]

1 2
< 2 <|]1¢|2+452)\4§2 <|vn°|2¢+ Xvno . w) ) .
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2.2 Estimativa de Carleman

Observemos que,
02 | ’ 042, L 0 2
VI + V-V )= 2LV + 5 V- VY
1
< 2(IVa 1l + I TrPIver)
1
< Ol + O35 IVul,
e assim,

[l <2 (Lo +ACSME P + 405° N2 VY|?)
C(ILyP + X [)* + A2 VY )

N

de sorte que,

sTET W < C ([0 + sAYE[Y]* + sA%¢| V)

e portanto,

s—l//Qf—1|¢t|2 dzdt < C (3/\2//Q§|V¢|2 dmdt+s)\4//62§|¢|2 dudt + |Il¢|2L2(Q))-

(2.56)
Por outro lado, de (2.14]), temos

AV = [ — A2V — sapp]”
= (L + s(—s\22| V)2 — a))?
< 2(|LYP + S EIVR P + a)?)

Observemos que

(sA2E2) V2 + o)

IN

2(s* ANVt + o)
2s* ANVt CPTeY),
< O(S2AE T2,

IA

e assim,
Ay < C(LY P + s"AE WP + * T2 o)),

de maneira que,

o [etaopasa < (ox [ [ e e st [ [ e imote).

(2.57)
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2.2 Estimativa de Carleman

De ([2.56)), vale que

s—l//Qg—lw dxdt+sA2//Q§|w|2 dadt

sc(sv / /Q Vol +sxt [ /Q o d:vdt+|11w|%z<@)
+3A2//Qg|w|2 ddt

gc(sv / /Q Vol +sxt [ /Q e dxdt+|11w|%2@>+|12w|%2@>),

e (2.57) nos conduz a

s—l//Qg—wAWdxdt+s3A4//Q§3|¢|2 dxdt

<o [ [ur et [ [ @ an+ i )
+s3A4//Q§3|¢|2 dxdt

§C<3A2 / /Q Vol +sxt [ /Q el dxdt+|11w|%2@>+uzw|%2@>).

Somando as desigualdades (2.58) e (2.59), e observando que o membro direito da de-
sigualdade resultante sera igual ao membro esquerdo da desigualdade ([2.55)), segue de

(2.55), que

o L 4 |AY?) dadt + sA? V|2 dredt + 3\ 31012 dudt

S//Qg (|0e]” + |AY|7) dadt + s //Qﬂ V| dadt + s //ng .
—2sa| £|2 2 2 | 3\4¢3)0,12

SC’(//QG |f] d:cdt—i—//wx(oj)(sk EIVY|© + A | )da:dt),

para A > C e s> C(T +T?).

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Nosso objetivo agora ¢é eliminarmos a segunda integral do lado direito de (2.60)). Para

isto, consideremos uma funcao 6 = () tal que

0cC0), f=lemw, 0<O<1. (2.61)
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2.2 Estimativa de Carleman

Usando integragao por partes, temos

XA’// E\VY|? dedt = 3A2// 0¢|Vop|* dwdt
wX(O,T) WX(OvT)
< SAQ// 0¢|VY|? dadt
Ox(0,T)
= —s\? / / 0E A dadt (2.62)
Ox(0,T)
— s\? / / E(VO - V) dudt
0x(0,T)

— sA® / / 06(Vn° - V)i dadt
Ox(0,7)
== H1 -+ H2 + Hg.

Pela Desigualdade de Young, vale que

H, = —s)\2 / / 0 Ay dadt
Ox(0,7)

¥ [ [ elaull dud

Ox(0,T)

_ // 0—1/291/28—1/25—1/2|Aw| . 01/291/283/263/2)\2|,¢| drdt (263)
Ox(0,T)

IN

< // —9 e Apl? + SN[ dudt
Ox(0,7) 2

= —51// 9§1|A1p|2dmdt+gs3/\4// 0&3||* dxdt.
2C 0x(0,T) 2 0x(0,T)

Notemos que,

Hy, = —s\? / / E(VO - V) dadt
Ox(0,7)

3
_ // (V0 -V )|w|2da:dt+—// EAQ|G[? dudt (2.64)
Ox( OT) 0x(0,T)

03A4// ¢l dudt,
Ox(0,T)

IN
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2.2 Estimativa de Carleman

e além disso,

Hy = s\3 / / 0 (Vn° - V) dadt
Ox(0,T)

s\ 0 2 sA* 012,12
= -5 (V- Vo) |y dxdt+—2 0S|I |*|[¢|° dadt
0x(0.7) Ox(0,T)
)\3
v A / / ¢ AP |2 dudt (2.65)
2 Ox(0,T)

1
< —sA // (V- VO 4 0|Vn°|* + 0A°)E|Y|? dadt
2 0x(0,T)

< CS>\4// &),
Ox(0,T)

Combinando ([2.62))-(2.65]), nos leva a

1
s)\Q// EIVY)? dedt < %3_1// 0 Arp|? dadt
wx(0,T) Ox(0,T)
+ 933A4// 0€3)4)|? dadt
2 0x(0,T)
+ Cs>\4// £y da:dt+Cs)\4// ElY|? dadt
0x(0,T) 0x(0,T)
1 —1// —1 2
—5 O |AY|* dadt 2.66
50 o) | Ay (2.66)
+ 0(33)\4// &3 Avp|? dadt
Ox(0,T)

+ 3A4// v d:z:dt).
0x(0,T)

A desigualdade ([2.66)) é suficiente para removermos a integral em w x (0,7") do termo

|V4|? no lado direito de (2.60). Assim, por (2.60) e (2.66|) concluimos que

51//51(y¢t\2+ymp12) dxdt+sA2//§\w\2 d:cdt+53)\4//£3\z/1|2 dxdt
Q Q Q
< 0// 6—25a|f|2dxdt+13—1// 5‘1|A¢|2+Cs3)\4// E3ap|* dadt
Q 2 Ox(0,7) Ox(0,T)
+05A4// Elv)? dxdt+Cs3)\4// E|? drdt
Ox(0,T) Ox(0,T)

1
gC//6_23“]f|2da:dt+—s_1//5_1|Aw|2—|—6’s3/\4// EY|? dudt.
Q 2 Q Ox(0,T)

(2.67)

Passando a integral em Q envolvendo |A|? para o membro esquerdo da desigualdade

IN
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2.2 Estimativa de Carleman

57, segue que

3_1//5_1(|¢t|2+|A@/)|2) dmdt+s)\2//§|vw|2 dxdt+s3)\4//§3|@/1|2 dxdt
Q Q Q
< C// 625a|f|2dxdt+053/\4// E Y| dadt,

Q Ox(0,T)

para A > C e s> C(T +T?).

(2.68)

Finalmente, retornaremos para a funcao original dada em ([2.11f). Substituindo (2.10))

em (2.68)), temos

51//51(ywt|2+mw12) dxdt+s)\2//§\Vw|2da:dt+s3)\4//e25af3lq|2dmdt
Q Q Q
< C// e 2 f? dmdt+033)\4// e 283 q|* dwdt.

Q Ox(0,1)

Como

(2.69)

Vg = €™ (Vi) — sAVn’&),

obtemos
SAQ// e B¢Vl da:dtg25>\2//(£|Vw|2+52>\2|V770|2§3|z/1|2) dxdt
Q Q
§25A2//§|Vw]2 dxdt+2033>\4// e~ 283 q|? dedt.  (2.70)
Q Q
Por (2.69) e (2.70), segue que
3—1//5—1(|wt12+|mp|2) dxdt+s)\2//e_2m§]Vq|2 dxdt
Q Q
+83/\4//6_28a§3|q|2 d[L‘dt
Q
gs_l//§1(|1/1t\2+|Aw|2) d:z:dt+2s>\2//§|V1p]2 ddt
Q Q

208X [ [ emoglap dodtr 30 [ [ ool dua (2.71)
Q Q

SC(S‘l//§_1(|¢t|Q+|A¢|2) dxdt+s)\2//§|v¢|2 dxdt
Q Q
+ 3)\4 3 _—2s«a 2 d dt)

s //Qfe lq|” dx

<C / / e 2 f|? dadt + OsP M\ / / e~ 283 q|* dadt.
Q Ox(0,T)
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2.2 Estimativa de Carleman

Para Ag utilizamos a identidade

Atp = e (Aq + sAAREq + sN° |V PEq + 2sAEV” - Vg + N[V PEq).  (2.72)

Assim,

—eTAg = —AY+eT N (sSAAN Eq+ 5NV PEq+ 250V -V + 5NV PEq), (2.73)
donde,
e Aql < 2(|AYP 4 e sAAR Eq + sN [V [2Eq + 2s0EV° - Vg
+5* NV 2% ?)
(2.74)
S C(lAwP + 6_25a52)\2£2|q\2 + 6_250‘52)\4£2|q\2 + 6—250452)\252|qu2
+e—2sa84)\4£4‘q’2)_

Muliplicando (2.74)) por s71£7! e integrando em @, temos

51//51628a]Aq|2 < C(sl//fl\Aw\2 da:dt+5/\2//e2so‘£|q]2 dxdt
Q Q Q
+ s\t / / e 2| q? dadt + sN\? / / e ¢V q|* dudt
Q Q
+ s\ / / e~ 23 g|? dxdt). (2.75)
Q

Finalmente, para ¢; usamos a identidade

¢ = se*“aup + ey (2.76)
e a desigualdade |oy| < CTE? para obtermos

|C]t|2 < 2(32628a|0¢t|2|¢|2+€2m|¢t|2)
2(82625aCT2€46—2sa|q|2 +625a|¢t|2) (277)

C(e™[e]* + 5" T |qI).

IN

IN

Multiplicando (2.77)) por s7te=2%¢~1 e integrando em @, temos

3_1//6_250‘5_1|qt|2 da:dtﬁC(s_l//f_lth d:vdt+sT2//e_28°‘§3|q|2 d:)sdt).
Q Q Q

(2.78)

43



2.3 Desigualdade de Observabilidade

Por (2.75)) e (2.78), nos leva a
5_1// e ¢ (lae* + |Ag?) dxdt+s)\2// e €| Vq|* dudt
Q Q

+83)\4//6_25a§3|q|2 d?[fdt
Q
§C’(31//§_1|¢t|2 dxdt+sT2//e_25a§3|q|2 dxdt)
Q Q
+C(sl//§_1|A¢|2 dmdt+s)\2//6_2w§|q|2 dxdt
Q Q
—l—s/\4//e2so‘§|q|2 dxdt+s>\2//628a§|Vq|2 dxdt
Q Q
—1—53)\4// e 223 q)? dmdt) (2.79)
Q
+s)\2// e €| Vq|? dxdt+s3)\4// e 283 q|? dwdt
Q Q
SC(S‘l//ﬁ_l(]¢t|2+]Aw]2) dxdt+23)\2//e_25“§\Vq|2 dxdt
Q Q
—l—5s3)\4// e 23 g|? dxdt)
Q
gc(s—l//g—l(yWHAw?) dxdt+s)\2//e_2sa§|Vq]2 dxdt
Q Q

+s3)\4// e e q|? da:dt)
Q

Notando que o lado direito de (2.79)) ¢ igual a C' vezes o lado esquerdo de (2.71]), con-
cluimos de (2.71)) e (2.79)) a Desigualdade de Carleman ({2.9)), conforme desejado. O

2.3 Desigualdade de Observabilidade

Esta secgao ¢ dedicada a provarmos a Desigualdade de Observabilidade para o sistema
adjunto (2.7]). Para isso, utilizaremos a Desigualdade de Carleman vista na segdo anterior.

Antes, enunciaremos o seguinte resultado.

Lema 2.3.1 Nas condicoes do Lema e da Desigualdade de Carleman (2.9), fixa-
dos A\ = A\ e s = s1, existe uma constante C = C(A1,$1) tal que valem as sequintes

desigualdades:

(a) e ?519%473(T — t)=3 > e_QC(H%)% em ) X (%, %);
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

(b) e 25194 3(T — t)73 < e_(H%)% em Q x (0,T).
Demonstracao: Com efeito,

a) Para t € (£, 35) temos que
14 q

1 < 4 1 < 4
— J— e _— J—
t T T—t T
e portanto,
1 - 16
(T —1t) T%
Dali,
e2xm|n%llos _ AmIn°loo+n°(2))
“ = T — 1)
e22m||1°]|oo
< _—
tT —t)
16
< ﬁe%\m\\nollm_

Como, pelas hipoteses da desigualdade de Carleman, s; = C(T + T?), segue da

desigualdade acima que

16
2510 < 231ﬁ62’\m”"0”°‘°

16 5y, (0
= 2C(T+T2)ﬁe” 17 lloo
< 20(1+1/7)

ou seja,

1 T 3T
e72e 5 72004 ) e (= ). (2.80)
4° 4
Como t € (0,7T), temos que
t(T —t) <tT <T? (2.81)
e, consequentemente,
_ _ 1
t3(T —1)7? > 75 (2.82)

De (2.80) e (2.82)) concluimos que
1

efzslatf?)(T _ t)*?) Z e*QC(l‘i’%)ﬁ
em Q x (£, 2L

=), conforme queriamos.
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

(b) Por hipotese, na desigualdade de Carleman, s; = C(T + T?). Podemos supor que A

jé foi tomada na desigualdade de Carleman suficientemente grande de forma que

A1(m+1)[1n°]| o 3
e > ma 2
B * { cy’ } ’

onde C; = C' ¢ a constante tal que s; = C(T + T7?).
Temos entao que,

Moo tn°(@) <« Mmoo tn%ll0)

M)l
- 9

donde
e2Mmln’lee _ Ma(min’lleotn°(2)) > g2 amln®llee _ pAs(mAD)ln%floo
= eh(erl)HnOHoo(eh(mfl)llno\loo —1)
3
> —(2-1
> L=
3
= &
e dai, como s; = Cy(T +T?), isto é, & = (T 4 T?), obtemos que
22 1m 7000 _ A1 (mIn°]loo+n° (x))
6251a = e 51 t(T—t)
ggr 5L
> e YOy t(T—t)
s _ 6
— O T
6(T+72)
— o tT—1)
Como e* > 1ee” > x para x > 0 e, por (2.81)), ﬁ > %, deduzimos que
6(T+72)
6281a > e t(T—t)
4T+T?)
> e t(T—t)

3(T+T?) 174712
— e UT—t) ot(T—1)

3T 2 N3 T471?
— HT-D) (6t(T—t)) o HT—1)

1 T2 3 T+T2
> o — . T2
- (t(T— t>) ‘

1
6 1+
= t3(’.IT’——t)3€< 7). (2.83)
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

Da desigualdade acima concluimos que
—2s1a4— — — 1 1
e (T —t) 3 <e (1+T)ﬁ em 2 x (0,7,
conforme desejado.

O

Teorema 2.2 (Desigualdade de Observabilidade). Para cada ©° € L*(2), a solug¢io
@ do sistema (2.7)) satisfaz

0(0) 721y < C// |p|? dzdt, (2.84)
Ox(0,T)

onde C' é uma constante positiva que depende de €2, O e T.

Demonstragao: Podemos supor, por densidade, que a Desigualdade de Carleman é

valida para a soluc¢ao ¢ do sistema adjunto ([2.7)).

Fixemos os parametros s = s; e A = \; dados nas hipoteses da desigualdade de
Carleman (2.9) e no Lema|2.3.1} Sendo nao-negativas as duas primeiras integrais do lado
esquerdo da desigualdade em ([2.9) temos que

53)\4// e 252 p|? dadt < C’l// e >y + Ap|* dadt
Q Q

—|—C’133)\4// e~ 2563 p|? dadt.
0x(0,T)

Como ¢ é solugao de ([2.7)) temos que ¢; + Ap = 0 q.s. em (. Assim, de ([2.85)), resulta

// e 28| p)? dadt < C’l// e~ 2523 p|? dadt. (2.86)
Q Ox(0,1)
De ([2.86) e lembrando que na desigualdade de Carleman o parametro A foi tomado

suficientemente grande para que ﬁ < &, obtemos que

// e 23T — 1) 3| dadt < Cy // e~ 252¢3p|? dadt.
Q Ox(0,T)

Por outro lado, existe uma constante positiva My = My(\) tal que

(2.85)

que

Bl [+1° () M,
< .
BT -t  ~ (T —t)3
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2.3 Desigualdade de Observabilidade

Portanto, como foi fixado s = s, concluimos que

// e 21 3(T — ) 73| dadt < 0// e 23T — ) 3| p|? dwdt.  (2.87)
Q 0x(0,T)

Usando Lema - 2.3.1| podemos estimar o lado esquerdo da desigualdade (12 por:

1 y 1
620(1+;)_6// |90|2 dedt — // e~ 200+7 6|80|2 dudt
2T Jaxz.op) ox(%.20)

MH

< // e 23T — 1) 73| |? dadt
QX(T 3T

< / / e 2% 3(T — 1) 73| p]? dadt;
Q

e o lado direito da desigualdade (2.87)) por:

1
// e 2T — 1) dadt < // 6_(1+%)776|90|2 dxdt
0x(0,T) Ox(0,T)

(2.88)

ey 1 //
_ (1++) ‘ 2
= e T — o|” dxdt. (2.89)
T° 0x(0,T)

Combinando (2.87)), (2.85) e (2.89) obtemos que

// o] dadt < K(Q, O,T)// lo|? dadt.
Qx(4,%h) Ox(0,T)

onde K(Q,0,T) = 20D (7).
Multiplicando (|2 1 por ¢ e integrando em € x (0,t), vale que

0 = // wpy drdt — // YA dxdt
Qx(0,t) Qx(0,t)
= —// VP; dxdt—i—// V-V dxdt
Qx(0,t) Qx(0,t)
> - // Ppr drdt
Qx(0,t)

= _%O‘P(t)‘i?(ﬂ) - |90(0)|i2(9))
ou seja,

oo
Integrando (2.91) em (£, 2L) segue que

O)|%2(Q) < |g0(t)|%2(ﬂ) para todo t € (0, 7).

o3

3T

4
/T P(0) sy dt < / () ooy .

4 4
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2.4 Controlabilidade Nula

isto é,

| ( |L2<m // - lo|? dadt. (2.92)
(2:7)
Finalmente, por (2.3) e (2.92)), deduzimos que

[2(O)]}20 < 7 o2 dwdt < K 0,0,7) o2 dedt  (2.93)
L) ax(L,35) 0x(0,T)

47 4

donde conclufmos (2.84), com C' = 2K(Q,0,T). O

2.4 Controlabilidade Nula

O objetivo dessa se¢ao é provarmos que a controlabilidade nula para o sistema ([2.1)
é equivalente a desigualdade de observabilidade do sistema adjunto (2.7 vista na Segao

[2.3] Mais precisamente, vale o seguinte resultado:

Teorema 2.3 O sistema (2.1)) ¢ nulamente controldvel com controle em L*(O x (0,T))
se, e somente se, vale (2.84]).

Demonstragao: Inicialmente, suponhamos que é satisfeita. Dividiremos a
prova em trés etapas. Na primeira etapa, mostraremos a existéncia de um controle v,,
obtido pela minimizagao de um funcional J.. Na segunda etapa, obteremos controlabi-
lidade aproximada para o sistema , isto é, mostraremos que a solugao y., associada

ao controle v, satisfaz

1Y (T)|r2(0) < €. (2.94)
Finalmente, na terceira etapa, combinando a controlabilidade aproximada com a limita-
¢ao do controle, a controlabilidade nula é obtida.

Etapa 1: Minimizagao do Funcional. Para cada y° € L*(Q) e € > 0, considere-

mos J. : L?(2) — R o funcional dado por

1
—5 [ [ el dedt s el + (2000010
Ox(0,T)

onde ¢ & solucao de (2.7) com dado inicial ¢°. Usaremos o Teorema para garantirmos

a existéncia de um minimo para o funcional J.. Com efeito,
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2.4 Controlabilidade Nula

(a)

J. & estritamente convexo. Sejam ©°, ¢° € L*(Q), com ¢° # ¥° e X € (0,1).

Pela linearidade do sistema adjunto (2.7)), temos que se ¢ e 1) sao solugoes de (2.7))
com dados ¢" e 1°, respectivamente, entao Ap + (1 — \)u é solucao de com
dado A¢® + (1 — \)y°. Além disso, temos que ¢ # 1, visto que ©° # % Assim,

usando a Desigualdade de Young, vale que

Ao+ (1 =N9? < (Al + (1= Np)?
= N[> + 201 = N[l ] + (1 = N)?[9]*
< Mol + AL =N (el + ) + (1= N[y
= Al + (1= NP,
isto ¢,
A + (1= NP < Agl* + (1= N[, (2.95)

onde a desigualdade estrita segue do fato ¢ # 1. Portanto, de (2.95]), obtemos que
Je(Ap” + (1= NY°) < AJe(0%) + (1 = M) J(4°).

J. & continuo. Seja (¢%) uma sequéncia de dados iniciais tal que

02 — " em L*(Q). (2.96)

Mostraremos que J.(p2) — J.(¢%). Para cada n € N, seja , a solugao do sistema

adjunto associada ao dado inicial ¢¥ e ¢ a solugao associada ao dado ©°. Assim,

—(n =) —Alpn =) =0 em @,
on —@ =0 sobre X, (2.97)

(on—)T) =9y — " em Q.

Multiplicando (2.97); por ¢, — ¢, integrando de t a T', usando Identidade de Green
e por (2.97))9, resulta que

1 g 1
slen =l + /t lon = @l o) 4t = 5lo0n = li2@);

donde
lon — I <l — 900|2L2(Q)- (2.98)
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2.4 Controlabilidade Nula

Integrando (2.98)) em O x (0,7, segue que

/ / o — pl? dudt < TIgY — oo,
Ox(0,7)

ou seja,

2 0 02
‘Qﬁn B <p’LZ(Ox(O,T)) S T|gpn — @ |L2(Q)' (299)

Como ¢? — " em L?(2) concluimos, por (2.99)), que ¢, — ¢ em L*(O x (0,T)), e

// onl? dmdt—>// o[ dadt. (2.100)
Ox(0,T) 0x(0,T)

Usando a Desigualdade de Holder e (2.84)), temos que

assim,

[(en(0), 5" r2@) — (£(0),5") 20| |((on — s@)(O), V)12l

< |(en = ©)(0)| L2 ¥° | 220

1
2
< ( / / on — o dxdt) e
O><(0T

/c 0
= VClpn - 90‘L2(0x(o,T))|y |2(@)
Como ¢, — ¢ em L?(O x (0,T)), segue que

(2n(0),¥") 2200y = (0(0),4%) 202 (2.101)

Por (2.96)), (2.100) e (2.101)), concluimos que J.(¢%) — J.(¢°) conforme queriamos.

J. & coercivo. Devemos mostrar que J.(¢") — oo sempre que |¢°|2(q) — 00, onde

e > 0.

De fato, para ¢° # 0, temos

Je(¢”) 1 // 5 1 0
= l|* dxdt + & + ———(¢(0),y°). (2.102)
[Olzz) 2002 J Joxomn) |00 2(02)

Dividiremos a prova em dois casos.

1° caso: Se

liminf — // ©|? dxdt + Y ) <0,
it 7 (5 ooy 7 T PO

entdo existe K > 0 tal que se |¢°] > K, vale que

1
3 [ [l dudt - (6(0),8) e <
Ox(0,T)
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2.4 Controlabilidade Nula

Por (2.84)), segue que

1
R A E R s
0x(0,T)
< e(0)| 2|y’ 2 (@)
l
<ci(f] |go|2da:dt) Pl
Ox(0,1)
ou seja,
3
(// |¢!2dwdt) < ClYlr2),  para |20 > K. (2.103)
Ox(0,T)

Fixando ¢ tal que |¢°|2(q) > K, temos que [ng®|12q) > K para todon > 1. Assim,
pela linearidade do sistema adjunto (2.7)) e por (2.103)), resulta que

1
2 C
(// o] dﬂ?dt) < —[4°120),  para [@°)12) > K,
Ox(0,T) n

de sorte que

// |ol* dzdt =0, para [¢°[2(0) > K. (2.104)
Ox(0,T

Por (2.84)), segue que ¢(0) = 0, donde

((0),9%) 2() = 0. (2.105)

Substituindo ([2.104) e (2.105) em ([2.102)), nos conduz a

JE(SOO)
|800|L2(Q)

:g’

e assim, J. é coercivo.

2° caso: Por outro lado, se

liminf — ( // ©|? drdt + Y ) >0,
T2 Jouom ¥ 4T O e
entao de (2.102)), segue que

0
lim inf M

> €,
|0 =00 |0 |L2(Q

donde concluimos que J. é coercivo.
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2.4 Controlabilidade Nula

Finalmente, como o funcional J. é estritamente convexo, continuo e coercivo, entao

pelo Teorema temos que J. atinge o seu minimo em um tnico ¢? € L*(Q).

Etapa 2: Controlabilidade Aproximada. Consideremos v. = . e y. a solugao

do problema (2.1)) com controle v..
Pela dualidade entre os sistemas (2.1]) e (2.7)), vale que

/ / e dzdt = (yo(T),¢°) r20) — (0, 9(0)) 12()- (2.106)
Ox(0,T)

Com efeito, fazendo a dualidade entre a solugao ¢ de ([2.7) e os dois lados da igualdade
(Y:)t — Aye = peXx0, temos

T T T
/ /0%90 drdt = / ((Ye)ts ) r1(2), 13 () At —/ (AYe, ) 1), H3 (@) A
0 0 0
T
= (W(T)7ys(T))L2(ﬂ) — ((0), ys(0>>L2(Q) - /0 (o, Z/s>H—1(Q),Hg(Q) dt

- /o (AP, Ye) 1), H3 (@) dt
= (Y(T),(T)) o2y — (4=(0), 0(0)) £2(0)
= (W(T), %) o) — (W0, 0(0)) L2(2)-

Para verificarmos o controle aproximado, analisaremos dois casos:

1° caso: Se ¢ = 0, entao sua solucao correspondente . é a solugao nula, e portanto

J. (%) = 0. Como ¢? é o minimo do funcional J., temos

J (@) > J(9) =0 Ve L*(Q). (2.107)

Para t > 0, entao de (2.107)), segue que

J(te?) ¢
0= (;0 ) = 5// |of? dadt + €] @°| 120 + (2(0), y0) 20 (2.108)
Ox(0,T)

Fazendo t — 0 em ([2.108)), resulta que

- 8|800|L2(Q) < (¢(0),%0) L2(0)- (2.109)

Agora para t < 0, entao de (2.107)), vale que

t
) // |p|? dwdt — €|900|L2(9) + (#(0), yo) £2(02)- (2.110)
Ox(0,T)
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2.4 Controlabilidade Nula

Fazendo t — 0 em , obtemos que
(©(0),50)2(0) < €|900|L2(Q)- (2.111)
Como . = 0, segue por (2.106), que
(©(0),90) 2() = (W=(T), ©°) r2()- (2.112)
De (2.109), (2.111) e (2.112), concluimos que
[(y=(T), %) 2y | < el®| L2, (2.113)

de sorte que

1Ye(T)|2(0) < &,

e assim segue ([2.94)).
2° caso: Se ¢? # 0, diferenciamos J. em ¢?. Dado ¢° € L*(Q), temos
Ja 0 h 0y _ J‘5 0 1 . h 2 _ 3 2
(02 + hy”) — Je(#%) :_// e + hol” — e
h ox(,T h
4o (|<Pg + h900|L2(}§2) - |<P2|L2(Q))

(90(0), 3/0)L2(Q)
- // (<o + hlpl?) dwdt + 52(908’ )i + Ml
Ox(0,T) 2 + hO| L2y + |02 L2 ()

+ (¢(0),90) 2 (-

Fazendo h — 0 na expressdo acima e sendo ¢’ o minimo do funcional .J., segue que

9057
/] pop dodt +=F2EE@ ) 0~ (@14)
Ox(0,T) |805‘L2

para todo ¢° € L*(Q).

De ([2.106)) e (2.114]), resulta que

(802> 900)L2(Q)

‘900|L2(Q) + ((10(0)7 yO)LQ(Q) = 07

(ys(T)> QDO)LQ(Q) - (Z/O, 90(0))L2(Q) +¢€

ou seja,
(9027 QOO) L2(Q)

yT,O 2 = —¢€
(8( )(20>L () |S0 |L2(Q
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2.4 Controlabilidade Nula

isto é,
|(Y=(T), %) 2| < €l 2

de sorte que

1Y (T)|L2(0) = ‘S(}TP [(ye(T), ") 12| <&,
Y |=1

donde segue ([2.94]).

Etapa 3: Controlabilidade Nula. Tomando ¢° = ¢? em ([2.114)), lembrando que
ve = e e usando (2.84), vale que

’Ua}m(m(oﬂ) = //OX(OT)%% dzxdt

(9087 @g)m(g)
= —e———— — (¢(0),%0) 2
|902|L2(Q) : “)

—(¢:(0), 3/0)L2(Q)

IN

IN

e ( )‘LQ |yo|L2(Q)

( /] |soa|2da:dt) ol
O>< OT

\/_‘Ue‘LQ(OX(07T))|yO|L2(Q)7

IN

IA

ou seja,
|U8}L2(O><(O,T)) = \/6|?JO|L2(Q)- (2.115)

Fazendo a dualidade entre y. () e a identidade (y.):(t) — Ay:(t) = ve(t)xo(t), segue que

((ye)e(t) — Aye(t), ys(t»H*l(Q),Hé(Q) = (v:(t)xo(?), ya(t»H*l(Q),H&(Q)‘ (2.116)

Observemos que
1d
((We)e(t)s e () 10, H1 () = ||yg( )H?L%(Q)‘ (2.117)

Além disso, vale que

- <Aya(t)aya(t»H*l(Q),Hé(Q) = /vaa(t) ’ vya(t) dr = Hya(t)H?{é(Q)a (2'118)

e como L%*(Q)) — H1(Q), obtemos que

IA

(e(t)xo(t), Y= (t)) (), H11 () [[ve () xo O -1 1Y (|| 20
< ClOxoOliw e 119

Clo=(t)] 20y 9= Ol m3 )
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2.4 Controlabilidade Nula

Substituindo (2.117)), (2.118) e (2.119) em (2.116)), concluimos que

1d
5 7 19Oy + 19-Olli0) < CloeOlizo)ly=(Olnye)

C 1

e portanto,
d
-l 0) < Clo-(O)[22(0)- (2.120)

Integrando (2.120f) de 0 a ¢, temos

t
19O Esger = IOy < € [ 0ul0)io .
ou seja,
t
el < ([ el di-+ Il ) (2.121)
0

Portanto, por (2.115) e (2.121)), temos que

(ve) é limitada em L*(O x (0,T)), (2.122)

(y.) é limitada em L>(0,T; Hy(S)). (2.123)

De (2.122)), (2.123)), pelo Teorema e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, segue

que

v, = vem L*(O x (0,T)) (2.124)
y. —yem L®(0,T; Hy(S)). (2.125)
Como L>(0,T; H(Q)) < L*(0,T; H}(£2)), entao por obtemos que
(y.) é limitada em L?(0,T; Hy(9)), (2.126)
donde pelo Teorema 1.3 resulta que
Y- = a em L*(0,T; H;(Q)),
e portanto,
Y. = a em L*(0,T; H3(R)). (2.127)

Por outro lado, de (2.125)) e novamente como L>(0,T; H}(2)) — L*(0,T; HL(Q)), segue
que

y. =y em L*(0,T; H)(S)). (2.128)
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2.4 Controlabilidade Nula

Portanto, por (2.127)) e (2.128)), concluimos que y = a em L*(0,T; H}(2)), e assim

y. —y em L*(0,T; Hy(Q)). (2.129)

Mostraremos que y é solugao fraca de (2.1)) com controle v. Com efeito, como y. é

solucdo fraca de ([2.1) com controle v., temos

t t t
/gp(t)ye(t) dx—/ ©(0)y:(0) dx—/ /gotyg dx—l—/ /V@Vys dxdt :/ / o, dxdt,
Q Q 0o Ja 0o Jo 0o Jo

(2.130)
para toda p € C°([0,t]; L*(Q)) N H'(0,¢; L*(2)) N L*(0,t; HY(2)) e para todo ¢ € [0, T],
com y. € L*(0,T; H}(Q)) N C°([0, T]; L*(Q)).
Como implica que v. — v em L*(O x (0,t)),Vt € (0,T), temos

t t
/ /(pvg dxdt —>/ /gpv dxdt. (2.131)
0o Jo 0o Jo

J& a convergéncia ([2.129)) nos conduz a y. — y em L?(0,t; H}(Q)),Vt € (0,T), donde

¢ t
/ / V- Vy. dedt — / / V- Vy dxdt, (2.132)
0 Jo 0 Jo

e, em particular, y. — y em L*((0,t) x Q),Vt € (0,T), donde

t t
/ / Prye drdt — / / pry ddt. (2.133)
0 JQ 0 JQ

As trés convergéncias acima permitem passar o limite nas integrais em (2.130)), exceto
pelas duas primeiras integrais. Justificaremos a seguir a passagem do limite nestas duas

integrais restantes.
Como —A € L(HF (), HY(Q))ey. € L*(0,T; H (D)), segue que —Ay, € L*(0,T; H(Q)),
e além disso,
1Ayl a-1() = 19-(0) | 113 (2.134)
visto que —A : H} () — H1(Q) ¢ uma isometria linear (cf. [12]).
De ([2.134), temos

T
T / |AG ()21
0

T
= [ 0y a (2135)

= Hyé-:Hi?(O,T;HS(Q))'
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2.4 Controlabilidade Nula

Por (2.126]) e (2.135]), resulta que

(Ay.) & limitada em L*(0,T; H *(Q)). (2.136)
Como (y.); = vxo + Ay. em L?(0,T; H1(Q)), a imersao L*(Q2) — H~(Q) nos leva a
H(ye)tHL?(o,T;H—l(Q)) < HUEXO||L2(O,T;H—1(Q)) + HAyeHL?(o,T;H—l(Q))
< Clvelpzox 1) + 1A%l 2 0,m5-1(2)).

e portanto,

(y.)¢ é limitada em L*(0,T; H *(Q)). (2.137)

Por ([2.123) e (2.137) e pelas imersdes HL(Q) <> L*(Q) < H~'(Q), observamos que

a sequéncia y. esta nas hipdteses do Teorema [1.13] Dessa forma, aplicando tal teorema
citado, concluimos que a sequéncia y. ¢ convergente em C([0,T]; L3(f2)), isto é, existe

be C([0,T]; L*(2)) tal que
y. — bem C([0,T]; L*(Q)). (2.138)
Em particular, pela imersao continua C([0,T]; L?(Q2)) — L*(Q), temos que
Y. — bem L*(Q). (2.139)

Por outro lado, da convergéncia (2.129) temos que y. — y em L?*(Q). Pela unicidade
do limite fraco segue que b = y em L*(Q), donde b = y q.s em Q. Portanto, b = y em
C([0,T]; L3(£2)), o que implica que

y. — y em C([0,T]; L*(2)). (2.140)
Da convergéncia em temos que
y=(0) = y(0) em L*(Q) e w.(t) = y(t) em L*(Q), V¢ € [0,T], (2.141)
donde

/Q o(B)ye(t) dz — / o(Oy(t) dr o / 2(0)y:(0) dzx — / S(O)y(0) dr.  (2.142)

De acordo com (2.131)), (2.132)), (2.133)) e (2.142) podemos passar o limite em ([2.130))

e concluir que

[2¢(t)y(t) dm—/ﬂgp(O)y(O) da:—/ot/ggoty dwdt+/0t/QVgo-Vy dxdt:/ot/ogov dudt,

58



2.4 Controlabilidade Nula

ou seja, y ¢ solugao fraca de ([2.1)) com controle v.

Finalmente, de (2.141]) temos que y.(T) — y(T) em L?*(2). Por outro lado, de (2.94))
segue que y.(T) — 0 em L%*(Q). Pela unicidade do limite concluimos que y(T') = 0

conforme desejado.

Reciprocamente, se o sistema (2.1)) é nulamente controlavel, com controle v satisfa-
zendo

V] L2(0x(0,1)) < \/5\3/0&2(9),

para alguma constante C' > 0, entao a solu¢ao ¢ do sistema ([2.7)) satisfaz

10(0)]L2(0) < \/6(// 0| dxdt) , (2.143)
Ox(0,T)

com a mesma constante C. De fato, dados ¢° € L?(2) e y = y(yo,v) solugao de

Y — Ay =v(yo)xo em @,
=0 sobre X,

y(0) =yo em €,

y(I)=0 em

com

|U(yo)\L2(0x(o,T)) < \/E|y0|L2(Q)7

obtemos que

0=//(—sot—A<p)y drdt = //w(yt—Ay) dwdt—/soyloT dx
Q Q Q

= / / po(yo) drdt + / ©(0)yo dxdt,
Ox(0,T) Q

e portanto,

1(2(0), 30) 2| < / / ol [v(yo)| dardt
0x(0,T)

1
<// || dxdt) 1v(Y0)| L2(0x(0,1))
Ox(0,T)
%
\/ay0|L2(Q)(// o2 dxdt) ,
Ox(0,7)

IA

IN

para todo yo € L*(Q).
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2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Assim, obtemos (2.143)), ja que

[0(0)2() = |51‘1p1|(§0(0)7y0)L2(Q)’
Yo|=

< \/5(// || d:r;dt) :
Ox(0,7)

Elevando a desigualdade acima, obtemos a desigualdade de observabilidade (2.84f). O

2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Nesta secao apresentaremos uma outra versao para a Desigualdade de Carleman ([2.9)),
muito utilizada em outros contextos matematicos com essencial aplicabilidade. Mais

precisamente, o seguinte resultado ¢ valido:

Corolario 2.1 Eziste uma constante \y = C(Q,0) > 1, sy = C(Q,O0)(T + T?) e

C1(Q,0) tal que, para quaisquer A > A1 e s > sy, vale a sequinte estimativa:

sm_4)\m_3// e 2sagm—1 (|qt|2 + |Aq|2) da:dt+sm_2)\m_1// 6_28a§m_2|Vq|2da:dt
Q Q

—|—Sm/\m+1//6_25a§m|q|2dl’dt§01 (Sm—3/\m—3//6—2sa§m—3|qt+Aq|2 drdt
Q Q

+sm)\m+1// e~ 2™ g dadt | .
Ox(0,T)

para toda ¢ € C*(Q) com q =0 sobre X.

(2.144)

Demonstracao: Seja ¢ € C2(Q) tal que ¢ = 0 sobre ¥. Denotemos

- . m-=3
z2=E&"q e m=—

E claro que z € C?*(Q) e z = 0 sobre ¥. Logo, pelo Teorema existem A1, 57 > 0 tais

que para A > A\ e s > s; vale a desigualdade de Carleman

3_1//6_2”5_1 (|2e]* + |Az[?) dxdt+s)\2//6_28a5|Vz|2dxdt
Q Q

+s3)\4// e 2P dr dt < Oy (// €72z + Az dadt (2.145)
Q Q

+s3 2\ / / e 28|22 da dt) :
Ox(0,T)
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2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Para lidar com desigualdade acima, usaremos a notagao:

I(z)=sl//628°‘£1 (|2e)* + |Az]?) da:dt+sA2//e2wgszy2dxdt
Q

+ s34 / e~ 23 2|? du dt.

Q

(2.146)

Usando o fato que |a+b|? > 1|a|? — [b]? para quaisquer a,b € R e que |&| < 3T'¢?, temos

|2t = [§7q +mE™ gl
> Slemal - gl
— %|€Thqt|2 _ m2€2(m71)|€t|2|q|2
= Slemal? — el g

L. 9 e
§|£mQt|2_m2€m 59T2§4|q|2

v

Y]

1
SEmaif? — Cgm gl

(Vz]2 = [£€"Vq+ m&mA\gVn|?

v

1 e
5|€”‘ch|2 — |mEMAgVn°?

v

1
§€m*3|VQI2 — ON2Em3|g 2.

Além disso, temos

|Az|”

v vV

Vv

| (2™ N2\ V° 2+ AE™ AR ) g + 2mEMAV® - Vg + €™ Ag”

1, - i i i
3 \gmAqf — y(m2§mA2|vnOy2 + MmAETARY) g + 2mEMAVRC - vqy2

2

1

§£m‘3IAQ\2 — C(N*E™3g)? + X273 g|? + N2 3 Vg ]?)
1

M3 Ag|? — C(NE™g]? + N2Em3|Vg?).

2
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1 ] ] )
~6m3 | Agl? — O (2™ N2V 2q|? + [ImAET AR g|? + |2mET AV

(2.147)

(2.148)

- Vq|?)

(2.149)



2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Agora, vamos estimar cada integral de Z(z) pode utilizando (2.147))-(2.149):

5_1//6_250‘6_1|zt|2d:vdt
Q
1
> [ [ e (el - oo ) asa
Q
1
Z —8_1 // 6—25a§m—4|qt|2 d.ﬁU dt o 08—1 // 6—25a§m—2|q|2 de dt,
2 Q Q
Sl//€25a£1’AZ|2d$dt
Q

> 57! // e 2ag! (%S’“‘?’IACJI2 — O™ gl* + A2€m‘3lvql2)> dz dt
Q

1
> _Sfl // 6723a5m74‘Aq‘2 dr dt — CSl>\4// 672so¢€m72|q‘2 dax dt
2 Q Q
—C’s_l)\Q// e~ 2 ¢m V| du dt,
Q

s/\2//6_25a5|v,2|2 dx dt
Q

1
> 8/\2// €—2sa§ (égm—3|vq|2 _O/\2§m—3|q|2> dr dt
Q

1
> 55)\2 / / e~ g|? da dt — Cs\* / / e 2 m g da dt
Q Q

83)\4//625”53]z\2d9cdt:33)\4//e25“§m|q\2d9€dt
Q Q
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2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Somando as quatro ultimas desigualdades acima, obtemos que

I(2) = e 267 (24> + |Az|?) dx dt + s)\2// e V2P da dt
Q

+s3/\4//e_25°‘§3|z|2dxdt
Q
1
Z—S_l//6_2sa§m_4|qt|2dxdt—CS_I//6_2sa€m_2|q|2d$dt
2 Q Q
1
+—s1//625a§m4|Aq\2dxdt—Cs1)\4//6280‘§m2\q|2dxdt
2 Q Q
1
—C’s_l)\Q//e_Qso‘fm_4|Vq|2dxdt+—s)\Q//6_280‘5”‘_2|Vq|2dxdt
Q 2 Q
—C’s)\4//e‘zsafm_l\q|2dxdt+s3)\4//6_25a§m|q|2dxdt
Q Q
1
== (s_l//e‘zsafm_4(|qt|2+|Aq|2)da:dt—|—s)\2//6_2‘9“57”_2]Vq|2dxdt>
2 Q Q
+53/\4//e25a§m]q|2d:cdt
Q
—08_1//G_QSafm_Q‘QPdZEdt—08_1)\4//6_28a§m_2|q’2d$dt
Q Q
—C’s)fl//6_250‘57”_1|61|2 dxdt—C’s_l)\Q//e_QSafm_4|Vq|2dxdt
Q Q
1
=5 (s_l//e_Qsafm_4(|qt|2+|Aq|2)dxdt+s)\2//6_250‘57”_2|Vq|2dxdt
Q Q

1
+83/\4// 6_25“§m|q|2dxdt) +§s3>\4// e~ 20¢m || da dt
Q Q

_ CS)\4// 6—2$a€m—1 (8_2/\_45_1 4 8_25_1 + 1) |q|2 dl’ dt
Q

— Cs 1\ / / e~ 2 em Vgl dx dt
Q

Observando que s 2A7471 + 572671 +1 > 1, ja que s, \§ > 1, segue que

1
() > | ( [ [ e tal + 1agP) dedt st [ [ 202 vgp du a
Q Q

+S3)\4//6—28a€m|q|2dxdt>

Q

—0(3A4 / / e~z gl do dt + s\ / / 6_25“§m_4|Vq|2dxdt>.
Q Q

(2.150)
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2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Multiplicando a desigualdade acima por 4 e reorganizando os termos segue que

s1//6250‘5’”4(!qt\2—|—]Aq!z)dxdt—i-Qs)\Q//e25a§m2|Vq\2dxdt
Q Q

+253)\4//e_250‘§m|q|2dxdt
Q

<A4Z(z)+4C (s)\4// e~ 2™ g da dt + s_l)\Q// e~ 2 em4Vq|? dx dt) :
Q Q

Como s, A\, & > 1 sao grandes, podemos tomé-los de forma que s > 4C'. Assim, a partir

da desigualdade acima que

3_1//6_25a§m_4(|qt|2+|Aq|2)dxdt+28)\2//e_2safm_2|Vq|2dxdt
Q Q

—1—253)\4//6
Q

72sa£m|q|2 dﬂf dt

<A4Z(z) +4Cs™! <s3)\4// e 2™ q|? dx dt + s/\2// e 2|V q|? du dt) ,
Q Q

<AT(z

)+83)\4// e~ 2™ g? dmdt—l—s)\z// e 2 Em 2|Vl du dt.
Q Q

Dai, concluimos que

51//6250‘§m4(|qt\2+]Aq]2) dxdt+s)\2//e25°‘§m2|Vq|2dxdt
Q Q
+s3)\4// e 2™ q|? da dt < 4Z(z).

Q

(2.151)

Agora, observando que |&| < 3T¢2 € > 1 e\ > 1, temos que

|2e + Az =

VANRVAN

IN

IN

|E™ g + MEM T g + (MPEM N V° |2 + mAE™ AR )q

F2MEMAV - Vg + E™Ag|”

}fm(% + Aq) + (MEM1E + mPEM N VP2 + mAE™ AnP)q

+2mE™ AV - Vg

CIE™Pla + Aq® + [(me™ 1, + m*E™ N2 Vil |> + mAE™ An°)[?|q?
C(Em%qe + Ag* + (MmO + m* ™ PN VROt +m2 N2 | An° ) [g]?
HME NV [ Vgl?)

O™ lar + Aql? + (€771 + ME™ 2 + N2 0) g + N2 5|V ?)
C(Em g + Aql* + NEm g2 + N2Em=3|Vg?).
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2.5 Uma Outra Versao para a Estimativa de Carleman

Dali, segue que

4 (// e 2 + Az|* dadt + 33)\4// e 2 2| dw dt)
Q Ox(0,T)

sc//e%%w3m+AW+XT”%F+Vw3NWMMﬁ
Q

+ 033)\4// e 2™ q|? da dt
Ox(0,7)
=C (// e~ 2Em 3 gy + Ag|? d dt + s3>\4// e~ 2™ g|? da dt)
Q Ox(0,T)
+// 6—2sa(>\4€m—1|q|2+)\2€m—3‘vq|2) dIdt,
Q
donde, combinado com ([2.145)) nos leva a

ﬂdgo//é*%@*M+AW+%wAm%A%“%M%Mﬁ
Q

+C’s3>\4// e~ 2™ q|? da dt
Ox(0,T)

=C <// e~ 2Em3qy + Aq)? dx dt + s A // e” 2™ g da dt>
Q Ox(0,T)

_|_//e—?sa(}\4§m—1|q’2+)\2§m—3’vq‘2) dxdt
Q
(2.152)

Como s, A\, & > 1 sao grandes, podemos tomé-los de forma que s > 8. Logo, utilizando

a desigualdade (2.151]), podemos observar que

// 6—28&(}\4€m—1|q|2 + )\2€m—3|vq|2) dr dt
Q

< 57t <s3)\4// e~ 2Em gl? da dt+s)\2// e~ 25¢m =21\ ¢|? dx dt)
< g §"ql g "7Vl (2.153)
“47(2)

INA
®

De ([2.152)) e (2.153)), obtemos que

1)< C [ [ e (6 la + Mg + X" o + 6™Vl dads
Q

+CS3)\4// e 2™ q|? du dt
Ox(0,T)

=C <// e” 23 g + Aq|? da dt + 53)\4// e~ 254%™ g da dt) .
Q Ox(0,T)

(2.154)
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2.6 Apéndice A

Finalmente, combinando (2.151)) e (2.154)) concluimos que

5_1// e 2™ (|@e]* + |Agl?) dxdt+s)\2// e~ 2¢m2|Vq|? dadt
Q Q

+s°At / / ™™g dudt < Cl( / / 720" g+ Aqg|* dadt (2.155)
Q Q
+82)\4// e~ 2™ g dadt .
0x(0.T)
Multiplicando (2.155]) por s™3\"~3_ obtemos (2.144]). O

2.6 Apéndice A

Neste apéndice, justificaremos as derivadas e estimativas em ([2.16]) - (2.21]). De fato,

notemos que
A1 oo+n° ()

A% ]loo+n° (2))
= -,

(T -1t
= —)\ngig

Para a4, segue

o2 mll1Clloo _ o A(mIn° oo+ ())
loy| =
t

HT —t)
(2 minllse _ AlmnC oo +1°(2))
2(T — 1) ‘
T —2t] (&2 mIn’llco — AmibCllctn®(@)))
(T —t) HT — 1)
1
HT — 1)
(I7] + |2t])¢a

22 mln°los
(G )
3TE(¢eP I —g)
CTe,

— ‘—(T—2t)-

|T — 2t| el

INIA

IN
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2.7 Apéndice B

onde C = 3T (eIl — 1),

Para &, temos

S Al oot ()
= | (T -2t
R
= |T—2t
< 3T¢%

Para Vo, segue

1
= (=T =20 50)
(T - 20— e,

HT — 1)
e portanto,
T —2t
= A\— 0,
Vo, T = t)£V77

2.7 Apéndice B

Mostraremos que 1(z,0) = (x,T) = 0 e ¢y, (z,0) = 1, (x,T) = 0, para todo = € €,
as quais foram utilizadas em (2.38)) . Com efeito, observando que

4
—sa __ —saf2 —saf2
e =e e < P2
obtemos
0) = i )| = lim es®H t
[¥(2,0)] = lim |¢(z,t)] = lim e la(z, )]
< lim —— t
= A s2oz(x,t)2|Q(x’ )
= 0,

pois 1/a* — 0 (t — 0) e ¢ ¢ limitada. Analogamente, vale que ¥ (z,T) = 0.

Agora,

V0, (2,0) = lim ¢y, (z,1)]

t—0+
li o ¢ —sa(x,t) t li —sa(x,t) » t
Jim sa, (2, t)e la(z, ¢)] + lim e |2s(z, 2)]
lim sAn° t
Jim sAng, (2)€(2, ¢)

0,

IN

4
£+ lim ——— g, (2, ¢
nO+ i e e (1)

IN

s
s2a(x,t)? 1
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2.8 Consideragoes Finais

pois £/a? — 0, 1/a* — 0 e ¢,q,, sdo limitadas. Analogamente, podemos obter que
Uy, (2, T) = 0.

2.8 Consideracgoes Finais

1. Resultados semelhantes obtidos nesse trabalho podem ser estendidos ao estudarmos a

EDP linear com parte principal complexa como segue

(a+ib)ye — Ay =vxo em Q,
y=0 sobre X, (2.156)

y(0) =yo em €,
Para maiores detalhes, ver [13].

Notemos que:

(i) Quando a =1 e b =0, o sistema ([2.156] recai no problema ({2.1)).

(ii) Quando @ = 0 e b = 1 temos a equagao de Schrodinger linear, onde existem

varios estudos e problemas em aberto.

2. Os resultados obtidos nesse trabalho também podem ser estendidos ao sistema para-

bolico nao linear

pt(l’,t) —Ap(x,t)—l—g(p(m,t)) = X@u(l’,t) em Q7

p(z,t) =0 sobre X,

p(z,0) = po(x) em €
onde u € L*(Q), po € L*() e g : R — R ¢ uma fungao globalmente lipschitz de classe
C' com ¢(0) = 0.

Para maiores detalhes, ver [I14].
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