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Resumo

Considere o problema de valor inicial (PVTI)

dv+3v+vo,v=0 x,teR

v(x,0) = vo(x).

keZr.

Neste trabalho, vamos fazer um estudo sobre a equacao Kortweg-de Vries (KdV) ge-
neralizada com k = 1,2, e 4. Estudaremos a boa colocacao local (BCL) para o problema
de valor inicial (PVI) com k =1 via principio de contragao nos espacgos de Sobolev H*(RR)

com s > 2 e espagos de Bourgain X, com s € (—2,0] e b € (5,3). Além disso, vai ser

1

feito um estudo sobre Boa colocagao local do PVI nos outros casos, isto ¢, k =2,4 s > ¢

e s > ( respectivamente.

Palavras Chave: Boa Colocacao Local, Equacao de Korteweg-de Vries, Teorema

do Ponto Fixo.



Abstract

dv+03v+vko,v=0 x,teR

v(x,0) = vy(x).

keZ".

In this work, we will make study about the generalized Kortweg-de Vries (KdV)
equation with k = 1,2, and 4. We study local well-posedness(LWP) via contraction prin-
ciple for the initial value problem with k = 1 in the Sobolev spaces H*(R) with s > % and
Bougain spaces X with s € (—5,0] and b € (%, %). Moreover, we are going make about

3
4
LWP of the PVI with k =2,4 s > 7 and s > 0 respectively.

1
4

Keywords Local Well-posedness, Generalized Korteweg-de Vries Equation e Fixed

Point Theorem.
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Introducao

Em 1834 o engenheiro escocés John Scott Russel estava a margem do canal de
Hermiston, em Edinburgo conduzindo experimentos para projetar barcos em canais
quando percebeu um fenéomeno curioso o qual foi posteriormente reportado por ele da
seguinte forma: Fu estava observando o movimento de um barco que era rapidamente
arrastado ao longo de um canal estreito por um par de cavalos quando de repente o barco
parou de modo que a massa de dgua no canal que tinha sido posta em movimento
acumulou-se em volta da proa da embarcagao em um estado de agitacao violenta e
derrepente, deizando-a para trds, avancou com grande velocidade, assumindo a forma de
uma grande elevagao solitdaria, um monte de dgua em um formato arredondado, suave e
bem definido, que continuou seu curso ao longo do canal, aparentemente sem mudanc¢a
de forma ou diminuicao de velocidade. Fu a sequi a cavalo, e a alcancei ainda a uma
velocidade de 14 km/h, preservando sua forma original com 9 metros de comprimento e
de 30 a 45cm de altura. Sua altura diminuiu gradualmente e, apds um persequicao de 1
ou 2 milhas, perdi-a. Tal foi, no més de agosto de 1834, a minha primeira chance de ver
aquele fenomeno singular e belo que chamei de onda de translacdo.

Em 1985, D. J. Korteweg and G. de Vries, formularam um modelo mateméatico
que fornecia uma explicagao para o fenomeno observado por Scott Russel. Eles
deduziram a seginte equacao para modelar a propagacao de ondas em uma direcao numa

superficie de agua de densidade ¢

v/ gh 3 1
Vi = % (5"’_5) vx+§o-vxxx' (1)

onde v =v(x,t) com x,t € R e ¢ é um parametro suficientemente pequeno veja [1] . A

equacao (1) é hoje conhecida como equagao de Korteweg- de Vries ou abreviadamente

KdV.
Neste trabalho, consideremos problema de valor inicial (PVI)

2
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dv+03v+vko,v=0 x,teR

v(x,0) =vo(x]. (I)

Esta familia de equacgoes em (I) é conhecida como equacao de Korteweg-de Vries
k-generalizada (gKdV). Quando k = 2, as equagoes recebem o nome de equagao de
Korteweg-de Vries modificada (mKdV).

Um aspecto de extrema relevancia no estudo qualitativo de equagoes diferenciais
parciais é o problema de Boa colocacao, que trata da existéncia, unicidade e
dependéncia continua de solugoes em relagao aos dados iniciais do problema. Para ser
mais preciso, dizemos que um PVI é dito bem Posto (localmente) em um espago de
banach X, quando para cada dado inicial vg € X existem T > 0 e uma, e somente uma,
solucao v € C([—T, T] : X) para tal PVI. Além disso, a aplicacido que associa a cada
vg € X uma solucao v € C([—T, T] : X) é continua. Caso contrario, diz que o PVI é mal
posto. No que diz respeito a teoria de boa colocacao para a KAV e suas generalizacao
existem varios trabalhos desenvolvidos no sentido de obter boa colocagao nos espacos de

Sobolev H(R) com o indice s. (Veja [6] [9] e [10]).

Neste trabalho apresentaremos a prova de boa colocacao para o PVI (I)
apresentada no trabalho de Kenig, Ponce e Vega em [11]. Apesar de atualmente
existirem resultados de boa colo¢ao em espagos de Sobolev com indices mais baixos o
trabalho de [11] é um dos resultados mais citados na area de equagoes dispersivas e tem
fornecido técnicas e inspirado diversos trabalho recentes. A ideia usada na prova da Boa
colocacao local do PVI (I) apresentada é baseada no argumento de ponto fixo para
contragoes, que consiste no seguinte: primeiramente definimos o operador integral

associado ao PVI (I), a saber

by, (V) (1) = d(v)(t) = V(t)vo + JV(t — 1) (Vo) (T)dT. (2)
0

onde V(t)vy descreve a solucao do problema linear associado com condigao inicial de
valor inicial vy. Em seguida devemos provar que ¢ satisfaz as hipdteses do teorema do
ponto fixo de Banach. Para tanto, devemos determinar um espaco de Banach

Y C C([-T,T]: H*(R)) onde ¢ seja uma aplicacao contracao de Y nele proprio. Para

encontrar um espago de Banach Y com tal propriedade os autores em [11] utilizam e
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desenvolvem varias estimativas chaves sobre o grupo de solugoes do problema linear
associado {V(t)vg}. Carlos E. Kening, Gustavo Ponce e Luis Vega provaram em [11] boa
colocacao local em H*(R) para s > 3/4 no caso k = 1. Para a equacao modificada eles
provaram boa colocacao local em H*(R) para s > 1/4 . Para k = 3 eles provaram no
mesmo artigo boa colocacao local em H3(RR) para s > 1/12 e para k > 4 eles provaram
boa colocacao local em H®(R) para s > sy = 1/2 —2/k.

Apresentaremos no presente trabalho os resultados de boa colocacao local para o
PVI (I) para os casos k = 1,2,3 e 4. Devido as dificuldades técnicas apresentadas no
caso k = 3 iremos omitir a demonstragao desse caso, mas observaremos que a ideia
utilizado no caso k = 1 se aplica sem grandes dificuldades, de modo que vale nesse caso
boa colocacao H*(R) para s > 3/4 também.

Apresentaremos também um refinamento do resultado de boa colocagao para a
KdV usando o método apresentado por J. Bourgain conhecido como método em [3] onde
definimos espagosos adaptados a equacao em questao. Tais espacos sao conhecidos como
espagos de Bourgain. Usando tal técnica apresentamos a demonstracao da boa colocacao
local para o PVI (I) para k =1 no espaco X5 com s € (—3/4,0] e b € (1/2,3/4).

Uma das maiores dificuldade apresentada no estudo da equacao em (I) além dela
ser nao linear, a mesma apresenta derivadas na parte nao-linear. Isso nos traz grandes
dificuldades em estabelecer um subconjunto Y € C([—T,T] : H*(R)) onde ¥(Y) C Y uma
vez que, devido a presenca de derivada na parte nao linear da equagao nao é ébvio que a
expressao de ¢(v) tenha a mesma regularidade de v. Isso é o que chamamos de perda
de regularidade.

A fim de assegurar que podemos encontrar um subespaco Y C C([—T,T] : H*(R))
no qual v e ¥(v) tenha a mesma regularidade utilizamos as seguintes ferramentas, que
nos diz que podemos ganhar derivadas quando olhamos {V(t)vy} com respeito & norma

do espago LL2:
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. [0V(thvolers < ellvole
@ Jox [ Vie— o Dacl < el
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Além da boa colocacao, apresentaremos a demonstracao de que o PVI (I) é mal
posto em H® para com s = s = 1/2 — 2/k. Birnir, Kenig, Ponce, Svanstedt e L. Vega
provaram em [2] que para k >4 o PVI (I) é mal posto, isto é embora possa existir uma
solucao, estas nao satisfazem a dependéncia continua em reagao aos dados iniciais em
Hsx.

Essa dissertacao esta dividida em 4 capitulos: No capitulo 1, enunciaremos
algumas nocoes preliminares, no capitulo 2, serao estabelecidas algumas estimativas
lineares que serao usadas na prova de boa colocacao local do PVI (I). No capitulo
3,faremos a demostragao da boa colocagao local e finalmente no capitulo 4,
estabeleceremos uma prova para a ma colocacao da equacao de Korteweg- de Vries para

0 caso k = 4.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Para auxiliar na leitura deste trabalho, enunciaremos neste capitulo as defini¢oes e

resultados essenciais para uma melhor compreensao do texto.

1.1 Nocoes Preliminares

Nesta secao enunciaremos algumas definicoes e resultados importantes na prova

dos teoremas principais.

Definig¢ao 1.1.1. Um espago métrico é um par (X, d), onde X € um conjunto e d € uma

métrica em X.

Definicao 1.1.2. Seja X um espaco métrico completo nao vazio com uma métrica d.
Uma aplicagcao f: X — X € dita contracao uniforme, se existir uma constante ¢ com
0<c<1 tal que

d(f(x), f(y)) < cd(x,y)

para todo x,y € X.

Definicao 1.1.3. Seja T: M — M um operador onde M é um espaco de Hilbert.

Diremos que x € M € um ponto fizo de T, se T(x) = x.

Teorema 1.1.1. Teorema do Ponto Fizo de Banach Considere (X, d) um espago

métrico completo e uma contragao f: X — X. Entao f possui um unico ponto fizo.

Demonstragao. Veja a referéncia [15]. O
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Para enunciar uma das estimativas lineares é necessario definir a seguinte classe de

funcoes.

Definig¢ao 1.1.4. Dizemos que g(x,t) € Dg(R?), quando

N
g, t) =D gi(x)gi(t)
=0

com gi, gi € CP(R) parai=1,...,N.

1.2 Espacos de Lebesgue LP

Definicao 1.2.1. Seja 0 < p < o0. Dada f: R™ — R mensurdvel, definimos

T ( J If(x)lpdx)p

Rn

LP(Q)={f: Q — R: f € mensurdvel e ||f|Lrr) < 00},

que € chamado de espago LP(R™) de Lebesgue.

Observacao 1.2.1. Vamos omitir o dominio da fun¢ao f na notacao do espaco LP(R™),

ou seja, denominaremos somente por LP.

A partir da defini¢ao 1.2.1, definiremos espagos LP mistos

Definicao 1.2.2. Seja f: R x R — R. Definimos

p/q 1/p
llews = (j (j If(X,t)qut) dx> |
R R

LRLY ={f mensurdvel: ||f| prs < oo}

¢ denominado espacos de Lebesque misto.

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Hélder)

Sejal<p<ootalque%+%:%. SefelP egeld entaofgel e

Ifgllcr < [Ifllcellgllie.
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Observagao 1.2.2. Quandop =q =2 er =1 a desigualdade recebe o nome de

Cauchy-Schwarz.

Demonstracao. Veja referencia [4] O

Observagao 1.2.3. A desigualdade de Holder também € vdlida para espagos LP mistos,
isto €,
HfQHU,ZLﬂ < HfHL}ZlLleQHLEQLﬂQ'

-1 41

1
e = .
q q1 q2

1
P P1 P2
Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Minkowski)

Sel<p<ooef,gelP, entio
1T+ glle < Iffler +lgllee

Demonstracao. Veja [4]. O

Teorema 1.2.3. (Desigualdade de Minkowski para integral) Sejam (X, u) e (Y, k)
espacos de medidas o-finitos e seja f: X XY — R uma funcao mensurdvel. Se

f(-,y) € LP(x, 1) para quase todo y € Y, entao x —>J f(x,y)dk(y) € LP(x, ) e
Y

uj f(esy) () <j 17yl dx(y)
Y Y

Observagao 1.2.4. A desigualdade de Minkowski ainda € vdlida para espacos Lebesque

mistos.

Demonstragao. Veja [4]. O

Teorema 1.2.4. (Hardy-Littlewod-Sobolev)

Dados 0 < x <m, 1 <p<g<oo com % = % — > Seja Iy o potencial de Riesz de
ordem «, definido por
f
[.f(x) =cq« J idy = kg * (x)
J x —y[re

onde cq = 2274 (n/2 — «/2)/T(0t/2).

1. Sef e LP(R™), entao a If(x) € absolutamente convergente quase sempre em R™
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2. Sep > 1, entao 1, € do tipo forte (p,q), isto é,

11a(f)[lq < cponlfllp

Demonstragao. Veja [11]. O

Teorema 1.2.5. (Interpolacao de Stein) Sejam a faiza R={z=x+iy e C:0 < x < 1}

e {T.}, € R uma familia de operadores lineares admissiveis satisfazendo
[Tiyfllao < Mo(y)[[fl[iro € [TiriyfllLe < Ma(y)fIfflie, y € R™

para toda fungao simples em L' onde 1 < pj, q; < 00, Mj(y),j = 0,1 ndo dependem de f
e satisfaz
sup e °Mllog M;(y) < oo
co<Y <00
para algum b < . Entao, para cada 0 <t < 1, existe uma constante My tal que

HthHth < MtHfHLvt.

para toda funcdao simples f com

L_ (-9, ¢ L_ (-9, ¢

Pe Po P G do 1

Demonstracao. Veja a referéncia [17]. O

1.3 Transformada de Fourier

Vamos definir e apresentar algumas propriedades das Transformada de Fourier nos
espacos L' (R™) e schwartz denotado por S(R™). Essas propriedades serdo essenciais
para a defini¢do dos espagos onde o PVI (I) estd bem posto, isto é , espago de Sobolev,

Bougain, onde s@o representados por H*(R), X p.

1.3.1 Transformada de Fourier em [!

Definicao 1.3.1. A transformada de Fourier é um operador F : L}(R™) — L*®(R)
definido por
F(f)(&) = J f(x)e 2™ Edx

R
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onde x - &= ) xi&;.
i1

Além da notacao F(f)(§), também é comum o uso de 1?(5) para designar a transformada
de Fourier de uma funcao f € L}(R™). Sendo esta a que serd utilizada no decorrer desse
texto.

A transformada de Fourier de funcoes em L!'(R™) satisfaz as seguintes

propriedades.

Teorema 1.3.1. Dadas f;g € L}(R™),

1. ALY = L*® € um operador linear continuo.

2. f:R" = C ¢ uma funcao continua.

3. f(x —h)(§) = e 2 Ef(g).

4. lim 1?(5,) =0 (Riemman Lebesque).

[&]—o00

~

5. (e 2MER)(E) = (£ — h).
6. dado a >0 f( 3 = a "f(a l§).

—

7. fxg(&) = f(

“’)

£)9(&)

8. J fgdg, = J fgde,

TI

Demonstragao. Veja a referéncia [4] O

1.3.2 Transformada de Fourier em S(R")

Definicao 1.3.2. Chamamos de espaco de fungoes C*®(R™) de decrescimento rdapido,

também conhecido como espaco de Schwartz, ao espaco,

S(R™) ={dp € C*(R™) : [|dlo,p = sup{lx*dPd(x)| < oo}, Vex, p € N"}

x€eRM

Proposicao 1.3.1. O espaco de Schwartz satisfaz as sequintes propriedades:
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1. Dada ¢ € S(R™),P(x)d e P(3) € S(R™) para qualquer polinémio P(x), ou seja,

S(R™) € estdavel em rela¢ao a multiplicacao por polinomios e a diferenciagdo. Em

particular, dados quaisquer polinomios P(x), Q(x) e qualquer ¢ € S(R™), temos

que, P(x)Q(0)¢$ € S(R™).

2. S(R™) <= LP com 1 <p < oo

3. Dadas &, € S(R™). Entao, ¢ x\ € S(R™), ou seja, o produto de convolugao é

uma operacao em S(R™).

Corolario 1.3.1. Todas as propriedades de F em L' valem para Flsgn) -

Entao, podemos definir novas propriedade para transformada de Fourier com o adicional

que as funcoes possuem derivadas.

Teorema 1.3.2. Se ¢ € S(R™), entdo

1. 0%d(E) = (2miE)*db(E)
2. (2miE) (&) = 0%
3. ¢ € S(RM)

Demonstragao. Veja [4].

]

Proposigao 1.3.2. Seja ¢ € S(R™). Entao,para (/1\) € S(R™) wale a formula de inversao

d(x) = J $(E)e?™™EdE Wx € R™,

R
Proposicao 1.3.3. (identidade de Parseval)
Sejam o, € S(R™), entao

Demonstracao. Veja [4].
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1.3.3 Transformada de Fourier em 12

Diferentemente das funcoes em L! e S(R™), a Transformada de Fourier da funcao

¢ € L2 nao podem ser calculada pela férmula

J f(x)e 2™ Edx
Rn
Para definir, toma -se uma sequencia de fungoes ¢ no espaco de Schwartz S e analisa a

convergéncia usando teorema de Plancharel, isto €, o limite dessa sequéncia é a

transformada de fourier em 12.

Teorema 1.3.3. (Plancharel)
Se d € L1 N 12, entdo & € L2. Além disso, Fliiqr2 estendem unicamente a um

isomorfismo unitdrio em 12. Além disso, se & € 12, entdo
[z = ([l

Demonstracao. Veja [4]. O

Definicao 1.3.3. Seja ¢ € L2. Definiremos a transformada de fourier de ¢ € L? e a

transformada inversa por
é = lim oy (f)z lim (f)k
k—o0 k—o00

onde {dy} € uma sequencia de funcoes em S(R™) que converge para ¢ € L2.

1.3.4 Transformada de Fourier em S'(R)

Nas subsecoes 1.3.1, 1.3.3 definimos a transformada de fourier em L! e 12
respectivamente. pelo teorama de Plancharel definimos continuamente a transformada
de fourier com 1 < p < 2. Por outro lado, nao se pode definir a transformada de fourier
em espacos de LP com p > 2 via esse mesmo argumento .

Entao nesta secao vamos definir distribuicao temperada e a transformada de fourier em

S’(R) para posteriomente definir a transformade fourier em LP com p > 2.

Definicao 1.3.4. Dizemos que o funcional ¥ defini uma distribuicao quando

1. V¥V € linear.
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2. W € continua, isto é, para toda sequéncia {d;} C S(R) tal que d; — 0 quando

j — oo entdo, a sequéncia numérica ¥(d;) — 0 quando j — oo.

S'(R) € conhecido como espacos das distribuicoes temperadas.

Observacao 1.3.1. Para quaisquer funcao f limitada podemos definir uma distribuicao

temperada. De fato,considere
W) = | Hx)ox)dx

Esta identidade também pode ser usada para definir uma distribuicao temperada para

toda fungao em f € LP com 1 < p < oo.

Exemplo 1.3.1. Um exemplo de distribuicao € func¢dao v.p(d) denominada valor

principal de &. Seja $ € S, entdo podemos definir v.p(P)(x) como

J de.

v.p(¢)(x) = lim ~

e—0
e<|x|<l/e

A prova que a fungao valor principal € uma distribuicao temperada pode ser vista

em [16].

Definigao 1.3.5. Para todo funcional linear ¥ € S'(R) a transformada de fourier de
Y e S'(R) € definida por

para toda ¢ € S(R).

Agora, pode-se enunciar algumas propriedades da Transformada de Fourier em S'(R)

Teorema 1.3.4. A Transformada Fourier da funcao ¥ :€ S'(R) — S’(R) satisfaz as
sequintes propriedades:

o — ~

1. (0%W)(&) = (2mi)*VY (&), para qualquer multi-indice x € N™.

3. (W(x—h))(&) = ¥ heY(g),

. (@MW) (£) = P(£ —h).

Demonstragao. Veja a referéncia [14]. O



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 14

1.4 Espaco de Sobolev

Nesta secao, vamos introduzir a teoria de espago de Sobolev do tipo H®, denotado por
H*(R™). Este espaco é importante na prova da boa colocagao do PVI (I). Para

simplificar a notacao, vamos utilizar H® ao invés de H®(R).
Definicao 1.4.1. Seja s € R. Definimos o espago de Sobolev H® como o conjunto
H® = {f € §'(R") : (1 + [E)*/*F(€) € L*(R™),

com a norma definida por

Ills.0 = 1101 + &)/l 2.

Proposicao 1.4.1. Sejam f, g € H®. Entao,
1. Se0 < s <, entao H" C H®.

2. H* € um espaco de Hilbert munido do produto interno

(f.gh = | (1 I 2R (T EPT g (E)de.
Rn
3. Para to do s € R, o espago de Schwartz S(R™) é denso em HS.

4. Se sy <s< sy, coms=0s;+(1—0)sy, 0<0 <1, entdo

[fllas < 18 1fll4a ), VF € B

Demonstracao. Veja a referéncia [16]. O
Teorema 1.4.1. Se s > T +k, entao H® — Ck (R™). Em outros termos, se f € H*
entdo f € CK (R™) e

[llcr < Csllflls 2.
Demonstracao. Veja a referéncia [16]. O

Teorema 1.4.2. (Imersao de Sobolev) Se s € (0,n/2), entao H® — LP com

p=2n/(n—2s), i.e, s=n(1/2—1/p). Além disso, para f € H% s € (0,1n/2)
Ifllr < ens[D*fll2 < cf[f]]s.2-
onde

D*f = (—A)%/2f = ((27g))5F)V.

Demonstragao. Veja a referéncia [16]. O
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1.5 Espacos de Bourgain

Nesta secao, vamos enunciar algumas propriedades de um espaco criado por Jean

Bougain e que recebeu seu nome em sua homenagem e sera denotado por, Xy .

Este

espaco e algumas estimativas provadas nele sao utilizados na demostracao do PVI (I).

Para definir-lo, toma-se funcoes no espaco de Schwartz.

Definicao 1.5.1. Para s,b € R e f € S'(R) dizemos que f € Xy, se

1fllx,., <00,

R 1/2
onde, ||f]lx.., = (J (1+wr——aﬂﬁb(1+wan%uxaxﬂﬁdad1>
R2

Observacao 1.5.1. Sendo ]/S\f(é) = (1+[E])5F(&) e m(’t) = (1+ |t — &3)°F(7) entdo,

podemos redefinir a norma em Xsy, por :
fllx,0 = IAPT V=0l 212

Corolario 1.5.1. Se b > %, entao

Xsp C C((—00,00) : H*(R))).

Demonstracao. Veja [16].

Lema 1.5.1. Sel>1

5, entao eriste ¢ > 0 tal que

i dx < c

J T =P T+ = B (1 Jo— B
[ dx _ c

)+ (VIia—x) T (L lal)t?

Demonstracao. veja [16]

1.6 Transformada de Hilbert

(1.1)

(1.2)

Vamos definir transformada de Hilbert para funcoes no espaco de Schwartz. Essa

importante ferramenta vai auxiliar na mudanca da derivada do tipo usual para derivada

fracionaria em espaco de Sobolev do tipo H®.
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Defini¢ao 1.6.1. (Func¢ao valor principal de %)

A funcao valor principal de % denotado por v.p.% € definida pela expressao

J de

v.p.l(d)) = lim ™

X e—0
e<|x|<l/e

onde ¢ € uma distribuicao.

Definicao 1.6.2. A transformada de Hilbert € a distribuicao temperada H : S — C
definida pela convolug¢do do funcional v.p.% por funcgoes de S. Ou seja, dada uma fungao

& € S(R) definimos sua transformada de Hilbert pela sequinte expressao:

Hly) = ~vp* dly) = ~vp(6)(y)

Teorema 1.6.1. H ¢ do tipo forte (p,p), se 1 < p < oo, ou seja,
[Hl[r < Crldllr, Vo € LP(R).

Demonstra¢ao. A demostracao pode ser vista no capitulo 3 da referéncia [13]. O



Capitulo 2

Estimativas lineares

2.1 Estimativas lineares para equacao KdV

Neste capitulo, vamos estabelecer estimativas para solucoes do PVI homogéneo e

nao-homogéneo:

atV‘i_aiV:f, X,tER
(2.1)
v(x,0) =vo(x),

onde f € C(R : S). Primeiramente, considere f = 0, entao aplicando a transformar de
Fourier no PVI (2.1) transformaremos a equagao diferencial parcial em uma equacao
diferencial ordinaria (EDO). De fato, para cada & fixo,temos

OV (-, t) + (2imE)*V(-, 1) = 0

V(E,0) =V (&).
Multiplicando a primeira parte da EDO por e(2ime)’t

OV(-, 1)ePEt 4 (24mE)3V(-, t)ePE’t = 0
Assim,
0. (V(-, t).e2 ) = (2.1)

Pelo teorema fundamental calculo

P.e2imE’t _

17
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Substituindo t = 0 em (2.2) obtemos que ¢ =V € S e aplicando a formula de inversao

para transformada de fourier obtemos
— [ p(2imE)%t v _ (pSTERS WV 2.3
v(x,t) = (e *vo(x) = (e Vo) (x) (2.3)

Logo podemos definir uma solugdo para o PVI (2.1) no caso linear homogéneo da

seguinte maneira
v(x,t) = V(t)vo(x) (2.4)

Considerando a funcao f nao identicamente nula no PVI (2.1) procedemos de modo

analogo caso ao anterior para obter
at{)\e(QiTtE,Pt + (21715,)366(21”5)% _ e(2i7r£)3t.f:\7
Assim,

t
v(E, t)e27riast =v(&) + J ezma%]?(a, T)dT. (2.5)
0

—2mi&3t

Multiplicando por e e aplicando a férmula de inversao da transformada de fourier

em (2.5), definiremos formalmente que v é solugao do PVI (2.1) e satisfaz (2.6):
t
v(x,t) = V(t)vo(x) + JV(t —1)f(x,T)dT (2.6)
0

Agora temos determinar as seguintes estimativa lineares para o grupo V(t) definido em

(2.3).

Lema 2.1.1. O grupo {V(t)}>_, satisfaz:

10xV(t)vol[Lzrz < cllvoll2, (2.7)

|9« J V(t —1)f(-, T)drl[iz < cf[fllrez, (2.8)
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3.

t
10 | Vit = ot atlens < el 29)
0

Demonstragao. 1.) Para simplificar os célculos vamos omitir o fator 27t da transformada
de fourier.

Note que a solucao do PVI. (2.1) é dada por v(t) = V(t)vg(x) = S¢ * vo(x), onde
S, = J eQﬂierSTrit£3dE’

Omitindo 27, isto é, podemos definir a transformada de fourier sem o fator 27 e fazendo

a mudanca de varidvel £2 =1 temos,

W

0 V(t)vg(x) = 04 J ei(xnﬂ@)%(a)da _ J eitneixn1/3n(72/3+1/3){)\0(n1/3)dn

Assim pela identidade de Plancherel na varidvel t, temos:

2

1T /5 _ —~
J3V(tvo)lIF; = ’5 J eI TS (') dn| dt

3

ixnl/3 ~
|elxn n 2/3+1/3v0(n1/3)|2dn

O~ g‘g‘ 3

N

— 00
o0

¢ J ol dE = c[[vollz.
—0o0

2.)
Para provar (2.8) usaremos o argumento de dualidade,propriedade do grupo, integral
por partes, desigualdade de Holder, Teorema de Fubini e estimativa (2.7). Entao dada

g € S(R), temos:

1|0 J V(t —1)f(-, T)dT||12 = ||9x J V(=1)f(-, 1)dT|2
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Logo,

‘ J Oy J V(—1)f(x, t)dTg(x)dx

18 8“
8

N

J J If(x, )0, V(T)g(x)|dtdx

N

[ nrnsiovimgtsax

—00

||f||L1L2||a V(T g||L°°L2

N

< c|[flleiezllgllee.

Portanto pelo argumento de dualidade e sabendo que S(R) é denso em L2 obteremos o

resultado.

3.)

Analogamente ao caso 2.) e usando a estimativa da observacao (2.9) temos:

t
||a2 JV t - T)f( dTHLooLZ -
0

J 02 JV (t —1)f(x,T)dTg(%, t)dxdt

H9||1_1[_2 1

00 t
J 02 JV(t —1)f(x, T)dTg(x, T) dxdt‘
—00 0
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00 t

_ J 22 JV(—T)f(X, T drV(—t)g(x, t)dxdt‘

:oo — 0

o0
r

= ai(JV(—T)f(x,T)dT) J V(—t)g(x,t)dtdx

J
—00

|

t
<||axjw—ﬂf(-,ﬂdﬂmnax V(—t)g(-, t)dt2
0

N

Ox ~ V(—t)g(x,t)dt

Ox Jv(—'c)f(x, T)dT
0

< clfllazllgliae:.
Portanto por dualidade e argumento de densidade segue o resultado. O]

Lema 2.1.2. Para todo x € R,

t(x)| = ixertes)_ d& (1+ )

para 'y real.

Demonstracao. Veja a referéncia [16] O

Lema 2.1.3. Dado A € R,temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que

1
[V (t)vol[txare < cf[Dxvoll2 (2.11)

(2.12)

1
t

t
—L4iA
|Dx V(t —1)f(-, t)dT|rare < ch||L%L
0

1
Demonstragdo. Para provar (2.11) é suficiente mostrar que ||[Dy *V(t)Vo||rare < cfvolo.

De fato, pelo de argumento dualidade, temos que

_1
|Dx *V(t)vol[ra1e =  sup

J J D;%V(t)vg(x)u(x, t)dxdt

Ora, Pela propriedades do grupo solucao, teorema de Fubini e pela desigualdade de

Holder temos:
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PN

Ik

V(t)vo(x)lb(x,t)dxdt) :‘ Jvo(x) J Dy T V(—t)(x, t)dtdx

< vollz | J[kéV%—ﬂﬂﬂwﬂH@ (2.13)

2

<, teorema de Fubini e

Resta estimar (2.3). Entao pela definicdo da norma em L

desigualdade de Holder, temos:

|| DoVt v = || Dovcowita | DOV axds

|

_1
<H¢M¢QHJ[L”Wf—ﬂ¢WJWum- (2.14)

Veja que, usando a definigdo da derivada fraciondria e a estimativa (2.10) temos

' J D;%V(t—’t)lb(x, T)dT| = | h ((271&)’%) * V(t—1)P(x,1)]dT
| [ et eyprnar

—00

<mﬂ*quﬂm (2.15)

Entao de (2.14), (2.15) e da desigualdade de Hard-Littlewood=Sobolev obtemos que:

2

_1
| [ octvitmtoar] < follgey i1t | ot olas
e L2 ‘ - L4Lo
C
S R e I
X t |X|2 L L%Lgo

< C||11)||2L;1</3L%‘ (2.16)
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Portanto, De (2.13), (2.16) e por dualidade chegaremos ao resultado, isto é,
1
IDx *V(t)vo|lLsre < clvoll2
A demostragao da desigualdade (2.12) é andloga a (2.11). O

Lema 2.1.4. Valem as sequintes estimativas.

1). Se vy € L2(R), entdo

||V(t)V0||L)5(L%O < C||V0||]_2 (217)
2). Se g e LY entio
t

H JV(t — T)g(T)dTHLQL%O < CHg”LiMLiO/Q' (2.18)
0

Demonstragao. Para provar (2.17), vamos usar o teorema de interpolacao de Stein.

Entao,vamos considerar uma familia analitica de operadores,dada por

T.vo = DD 2V (t)v,
com z € C, 0 < Rez < 1. Dai, tomando z = iA,

Tiave = 0, V(1) D 43wy
Pela estimativa (2.7).

I Tiavollerz = (10 V)DL Hvg | prz < ¢ DX *Hvg |2 < [wollz
. Por outro lado, tomando z = 1 + iA, entao
T.vo = DD 2V (t)vy = D TMAD MV (),
Logo pela estimativa (2.11), temos
ITiriavollLare = DX MDAV (v lrare < clvolla

Portanto escolhendo z = 4/5 o esultado segue do teorema de interpolagao de Stein.
Argumentando de maneira similar a prova de (2.17) obtém-se uma demostragao para

(2.18). Veja o corolério 3.8 em [11] O
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Lema 2.1.5. Se v, € L2(R), entdo

1
DV (t)voll a0 52 < [[Dvolla (2.19)

Demonstragao. Veja Linares e Ponce [16]. O

Lema 2.1.6. Se vy € L%(R), entdo

IDE V(e Wollsre < cfvoll2 (2.20)

Demonstragao. Veja Kenig, Ponce e Vega [11]. O

Lema 2.1.7. Seja s > 3/4. Entao, para todo vy € H® e p > 3/4

[V(t)vollLzre < cf[voll2 (2.21)

Demonstracao. veja [10]. O

Lema 2.1.8. ( Regra de Leibniz )

Sejam o« € (0,1), 1, ot € [0,1] com @ = 1 + &y. Sejam
q,p,pl,qQE(l,OO),(hE(l,OO] talque% _+p_26§:$+é
Seja f = f(x,t),g = g(x,t). Entdo,

IDY(fg) — D9 — gD f[ipra < cf| DI fllpipan [[DF*g[ o2 a2 (2.22)
Além disso, se xy =0 o resultado € valido para q, = 0.

Demonstragao. Veja [11]. O

Lema 2.1.9. (Regra da Cadeia) Seja « € (0,1) e p,q,p1,P2, q2 € (1,00] tal que

11 1,1 1 1 g
p_p1+pz€q ql—l—qz.Entao,

IDSF()l1zes < llF (Allipspon D2 gay (2.23)

Demonstracao. Veja [11]. O

Lema 2.1.10. Seja k > 4,5, = (k—4)/2k e p, q, o, Px definidos por:

o = S 12 llo3 4 ondelil—1=

2
030 PC T 0k T30 Tk T 100 T 10 Bk
Seja o, B >0 eug € S(R) e g € Dy (R?). Entdo

1 1
q+q"

IDEDE DEDPV (tuglrers < ¢ D*PD ]l (2.24)
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t
|DE D2 DE [Vt~ elgeluess < Lol gy + D glld  (22)
0
Demonstragao. Veja [11]. O

2.2 Estimativas Lineares em espacos de Bourgain

O objetivo dessa segao é estabelecer estimativas necessarias para estudar a boa
colocagao para equagao KdV ( i.é, caso k = 1) usando espagos de Bourgan.

No que segue consideraremos para cada p > 0 a fungao 6, : R — [0, 1] que é
denominada por fungao molificadora observe que 0, satisfaz as seguintes propriedades:

suppb, C [1,2] e 6, =1 para t — 0.
Lema 2.2.1. Para todob > 1 es € R

18,V (t)vollx,, < cp ) |volls 2 (2.26)

Demonstracao. Seja v € H*(R) e uma funcao molificadora definida acima. Para
facilitar os cdlculos vamos considerar a transformada inversa de Fourier sem o fator 27t.

Entao, considerando

0,(t)V(t)vo = 0,( J J ety (1 — E3WodédT

=0 (%) J J e™ee T (T — E3WydEdT (2.27)

Tem-se que 6, (t)V(t)vo(£,T) = pB(p(T — £3))Vy (). Entdo,
10, (D V(thvoll%,

—c (1+ |t — )22 (1 + 1&))%16, (1) V(£)vo (£, T)]*dEdT
—c (14|t — &2)?°(1 4 |&))%[p8(p(T — £2))Vp(E)[?dEdT

J
—00 —O0

=c (1+|E,D2$|%(6)!2(p2 J(1+!T—5,3!)2b!§(p(’c—£3))|2d’t)d5 (2.28)
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Denotemos
o0

I J (14t — E)2B(p(t — £%)Pdr.

—0o0

Para completar a demostracao de (2.26), resta estimar I. Dai, como % <b<l,
p € (0, 1] e usando o fato que a fungao molificadora tem supp6, C [0, 1] bem como o

teorema de Plancharel, temos

< cp? J Blo(t— £9))Pdr + cp? j e — E3[8(p(t — £9))Pdr
— cp? j Blo(t— £9))2dt + cp> 2 J lo(t— E3)PPB(p(t — £%)))2dt
<cp4cpl™2 Lept? (2.29)
Portanto, de (2.28) e (2.29) obtem-se (2.26) O

Lema 2.2.2. Para todos € R ¢ % <b«l

10pVllx,, < cp 22|V, , - (2.30)

Demonstracao. Para toda fungao v € X; p tem-se que
— (1)

(1) ~
0, (t)v(x,t) ' (t) =v=* (pB(p-)) (7). Usando a defini¢ao do conjunto X1, podemos

reduzir a prova de (2.30) para caso s =0 e a € R, ou seja, basta provarmos

J (1 + fr— al)?*10, v (r) Pdt < cpll-20)72 J (1 + fr — al)2* (o) Pdr
Como o
J 100 (pT)ldT < 00.

temos pela desigualdade de Young para convolugao que
(o¢]

J (14t — )28, (Ove(D)2dT < ¢ | 16, (Ov()PdT + ¢ J T — a6, (Ov(t) P

<c | Pt)Pdr+c J It — af?®|pB(p-) * 9(7)[2dT

J
—00

Por outro lado

j [t — a?®lp8(p)) *9(x)dr = J |DE(eiatv(t))e(§)|2dt.
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Entao, pela estimativa (2.22) e sabendo que [|0]|.» < c segue que

IDE (et (1)0( 1)) |1

< JIp? (eiatv(t)e (3)) _etaty(()DP (e (f)) s + ety ®DP (0L 1z
P P P

t . . t
<100 e 12 (e )l + V(1D (e (5)) o
t
< c||DP (e )| + [[etetv(t)DY (e (E))HL? (2.31)

Pela desigualdade de Hélder, imersao de Sobolev e identidade Plancharel, temos que

ia t ia —
leiety(£)D (e (5)) s < V]l ID%6(p ) 12

< [le" Vil /6|

< cp" P [[V[xo., 101 (2.32)

Isso conclui a demostragao. O

t
Lema 2.2.3. Seja w(x,t) = JV(t —t)h(t)dT. Se % < b <1, entao
0

1202 |

HGOWHXs,b scp Xs,b—1 (233)

Demonstracao. Primeiramente notemos que

oo . . 3
r itt elté .

t
0,(t) JV(t — Dh(t)dt = 0,(t) eixef g hlE Tdedr
0 :oo
O'? itt eit£3 5
o0t Eh(E T)dede

+
D
°

=

Il
D
©
=
|
I P Py
o
2
m™m
o

< . eit"c_elt£3 R
J e T (1 gir— E)R(E, T)dEdT

—I+1IL (2.34)

Pela expansao de Taylor, temos que

00 k o o
[=) 4@ J e“e“*’( J v(E, T)(T—a?’)“e(w—a?’)dw) dg

k=1

I"'

=
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Sendo, t*0,(t) = pk(%)ke(p_lt) = Oy (t) e b < 1, fazendo a mudanca de varidvel e

usando identidade Plancharel segue que

11+ 1) °Di |22 = p? | [@iclpT) (1 + 1)) dr
<o* | Bulprfac+ e | bulpolieas

N

cp' (| Ok 1F; + DY O|f2)
< Cp(k%)(H@kH%g + ||Dt(DkH%g)

< p(1*2b)(1 +k)2 (235)

Dai, por (2.35), argumentando de maneira semelhante a prova de (2.26), teorema de

Fubini e a transformada inversa, temos

o i %0 00
[= Zl—'ep(t)tk ei"aeit£3< G(E,T)(T—ig)k_le(’c—&?’)d’c)dé
k=1 ’ _“ _“ Xs,b
S 0 0
=[5 Santon) [ emeen ( [ S(e,1)(c— £ o(r - a%aa) dt
k=1 ’ _‘JOO —JOO Xs,b
00 2 T V(2
<3 ek [hiemie— e aie - £ar)
k=1 ' 3 Hs
(14 %)? i [P ’
ZZ( ]t, L peptie (1+ra|)2S(J|h(a,T)(T—a3)k16(T—5,3)rdT) dg
k=1 . :oo 0
[o.¢] 2 OS R 2
<y e [ | Rieolar) ae (236)
k=1 ’ :oo |[T—&3|<1
Como b >1/2e (1+|t—&*)® > 1 entdo, de (2.36) segue que
= (14K o) T 25< [ RE) | )2
D W s e L
- (1+k)2 k . (1-2b) T 25 [ |]/:1‘(EUT)| ?
< é PP OO(1+|EI) | TR dt) d&. (2.37)

Sabendo que a série

= (14 k)2 _
Z o pkp(l 2b)

k=1
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converge, segue que
I<clhx,, . (2.38)
Vamos analisar agora 11. Para isto, escrevemos
[ —0)(t— &)~
o 1XE, ltT
=0,(t) J J e — h(¢,t)dédt
o o0 B 3
) J e LZIEE IR 7yazan
T— &3
=1I, + 11, (2.39)
Pela estimativa (2.30) e definicao de transformada inversa temos
T T (- PN
II, = ’ 0,(t) J ex&elT J ( 6)(T3 & )h(’t, &)dtdé,
- (T - E ) Xs,b
0o X 1_9 73y 2 1/2
< cp“—%)”( (14 Il (1 e — 8o | G )(;3) e g dea)
< b—2 3 2 1/2
_ o (1-2b)/2 2 (LT —E)2°72 |(1 - 0)(r— &)~ >
=cC 1+ h(T, dtd .
(2.40)
Note que, (1 —0) =0 para [t — &% << 1e (1—0) <1 para 3 < |t— &3|. Dal, temos
x N 1/2
Ll , < cp“—%)”( J (1+1EN* (1 + It — &) *h(, a)|2dwa)
“o0 L)
00 o R , 1/2
< Cp(l%w( J (1+1ED*(1 + |t — £)*°?|h(r, &) deE)
<ep Py, . (z41)
Resta analisar IT,. Para fazer tanto, veja pela estimativa (2.26), definicdo de X e a
definicao da férmula de inversao da transformada de Fourier, temos
T T e s (1—0)(T— &
| x,,, = ‘ J J teites| ) 5 Iy h(§,t)dédt
T— E' Xs,b
<cep 2|k, , - (2.42)

Portanto de (2.38),(2.40) e (2.42) segue o resultado.
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Lema 2.2.4. Dada h € X1, entao

t
160(t) JV(t —1)h(1)dT|[s2 < cp" 2N x,, .- (2.43)
0
Demonstracao. Veja [11]. O
Lema 2.2.5. Sejas € R,b’, b e (1/2,7/8) comb <b’ ¢ p € (0,1), entdo para
v E Xspr—1 temos
180vlx,, , < cp ™ BTy (2.44)
Demonstragao. Veja [11]. O
Lema 2.2.6. Se b’ € (%,%) ebe (%,b’), entao existe ¢ > 0 tal que
€| y ( J J dr,dé, )“2 <.
(T+[r—&—r (T4t = ED?*(L+ |t — 1) — (£ = &)3))?° o
(2.45)

Demonstracao. Seja b > % Entao,tomando o« = &3 e B =1 — (& — &) temos pela

estimativa (1.1)

T T dvdé, _ T e,
L) O =g 0+ —m) - E— & = ) U+1r— & +3EaE— &)™

fazendo a mudanca de varidvel u = (T — &3 + 3&&,(& — &) logo

b =28+ /51 = |g(6—&) = VEVit—8 —4u|.

Entao,
du

\/EI 4t — &3 — 4u/

du =3&(§ —2§,))dé — d&, =

Dai, pela estimativa (1.2) que

[N ( J J dt,d&,; )1/2
(=2 e+ — PO+ Ir—m) - (E— &)
< €] c ( T du )1/2
(14T — E3))Ib g4 (14 uf)2b|/247 — €3 — 4
|Ef3/4 1

(2.46)

=N o (1+dr— &/
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Como

1
<1
At r— g S
E para b’ < %, temos
jEf3/
< 1.
(1+r—gt-b

Portanto segue o resultado.



Capitulo 3

Boa Colocacao

Neste capitulo vamos apresentar a demostracao da boa colocagao para equacao
k-gKdV. Trataremos os casos k = 1,2, 3 e 4 via argumento ponto fixo. Consiste em

provar que o operador integral

t
Y, (W)(t) = V(t)vo(x) + JV(t — 1) (V*O,v) (x, T)dT
0
possui um tunico ponto fixo, ou seja, deve-se provar que existe v € C([0, T] : H®) tal que
t
v(t) = V(t)vo(x) + JV(t — 1) (V®O,v) (x, T)dT.
0

Vamos proceder da seguinte maneira; primeiramente definiremos um conjunto
X7 ={veC(-T,T :8H®%) :||Ml+ < a} onde a norma ||| - |||t é definida baseada nas
estimativas ja determinadas no capitulo anterior. Restringindo o operador ¥ ao
conjunto X¥, provaremos que V¥ satisfaz as hipoteses do teorema do ponto fixo, isto é, a

inclusdo W(X§) C X§ e que o operador ¥,,, é uma contragao.

3.1 A equacao de Kortweg de Vries

Nesta secao vamos estabelecer a boa colocacao local do problema de valor inicial

v+ 03v+vd,v =0
(1).

v(x,0) = vo(x)

32
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x,te R keZt.

Observagao 3.1.1. O teorema acima foi provado por Kening, Ponce e Vega em [9].
Eles demostra que o PVI (1) estd bem posto em H*com s > 3/4 e que a tempo depende

do tamanho do valor inicial em HS.

Teorema 3.1.1. Seja s > 3. Entao, para todo vo € H® existe um T = T(||vol|us) tal que

(T(p) — oo quando p — 0) e uma unica solucao v(t) do PVI (1) satisfazendo

ve C([-T,T]: H?), (3.1)
v € LY[=T,T] : L®(R)), (3.2)
ID33xVligrs < oo (3.3)
[Vilzry < oo (3.4)

Além disso,para todo T' € (0,T) existe uma vizinhangca W de vg € H® tal que a aplicagdao

Vo — V(t) definida de W sobre as classes (3.1)-(3.4) com T' em vez de T é Lipschitz.

Observacao 3.1.2. O teorema acima foi provado por Kening, Ponce e Vega em [9].
Eles demostra que o PVI (1) estd bem posto em H® com s > 3/4 e que a tempo depende

do tamanho do valor inicial em HS.

Demonstragao. Para simplificar a exposicao, vamos restringir a demostragao para
s € (3/4,1). Entretanto, para s > 1, a demostracao torna-se bem menos complexa
devida a linearidade das altas derivadas quando aplicadas nas normas (3.1)-(3.4).

Para a, T > 0 que serao escolhido convenientemente, consideremos o conjunto
X7 ={ve C([-T,T:B®) : [Vl < a}

onde

IVIllT = [[Vl[isems + [10xvllLare + DOV etz + (1 + T)P[[v[|L2rs

tal que o nimero p seja fixo e maior que 3/4. Além disso, vamos considerar o operador

integral ¥ com
Y, (v) =¥YWv)(t) = V(t)vy — JV(t —1)(voyVv)(T)dT

Devemos prova que existe a, T > 0 tal que o operador ¥ esteja bem definido e satisfaca

as hipoteses do teorema do ponto fixo. Primeiramente vamos mostrar a inclusao
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Y(X$) € X§. Dado v € X§, temos
YOV leems < [Y(V)[[Lserz + [DIY(V) [|eere (3.5)

Vamos analisar separadamente a norma em (3.5). Usando a propriedade isométrica do
grupo solugao, {V(t)vo}s2_ ., as desigualdades de Minkowski e Holder respectivamente,

obtemos

W)z < |IV(t)vollrz + JV(t — 1) (vo,v)(T)dT
0

L2
t
< Ivolla + j IV(t = 1) (v3,) ()2 dr
0
1
< [vollz + THMO ]z (3.6)

Por outro lado, usando novamente a desigualdade de Hélder no ultimo fator de (3.6),
segue que
[VOvllzez < [V[ligerz|OxvLz e
1
STHllerzl[0xvllsrg (3.7)
ComoTi <(1+Tiep> %, entao de (3.6), (3.7) e passando sup para t € [T, T],
obtemos
1
YW [z < clvoll2 + T2 (14 T)°[[v[|Lserz|[0x vl Lare
1
< clvollz + T2 (1+T)?lIVIE (3.8)

Analogamente ao caso anterior, usamos a desigualdade de Minkowski para integrais

junto com a propriedade de isometria do grupo {V(t)} para obter
1
IDXY(V)[|eerz < cl[Divollz +€TZ|[DS(vOxv) |21z (3.9)
Usando a desigualdade (2.22), e depois desigualdade de Holder
D3 (vOxv) ||L§L$ < [[DR(vOxv) —vD50xv — Di(V)axVHLgL%

+ [[VD0xv| 2z + [DX(V)0xv|[ 212

< ¢|[Dvliserz|[oxvlizie + c[[vD0xV|[ 22

< c(L+T)° |[|Diviierz[|0xviiare + (14 T)7°P[v][L2re[[DLOxV] o2

<c(1+T)°lvE (3.10)
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Logo, de (3.9) e (3.10) concluimos
IDL¥W)lipez < e Divollz +cT2 (1 + T)°lvlI- (3.11)
Portanto de (3.8) e (3.11)
1Y) | eme < cl[vollms + T2 (1 + T)PlIvIIE. (3.12)

Para analisar a norma [[0x¥(v)|| 11, vamos usar primeiramente a desigualdade de

Minkowski para integral e depois a estimativa (2.20) e desigualdade de Hélder para obter

t
10 )l s1e < [V (EVoll1e + aXJV(t—T)(vavJ(T)dT
0

LILY
t

< [VIH)0xvollusre + | IVt = T)0x (vOV) ()| srpdT

J
0

t
_ 1 _ 1
< ¢|0xDx tvolla + j IDx Fa, (vaw) ()2 d
0

< ¢[|@Dx "volls + €T3 Dx * (VA ) | 212 (3.13)

Considerando em (3.13) a igualdade 9,v = H 'Dyv, entao pela limitagao da
transformada de Hilbert nos espacos LP com 1 < p < oo e pela propriedade dos espagos

de Sobolev H® C H%, obteremos

_ 1 _ 1
10¥ (V) [ a1 < cl|H DDy *vollz + ¢ T2 [H DDy * (vO,v) | 212
_ 1 1 3
< cH:H—leDX voll2 + cTﬁHD,%(vaxv)HL%L%

< [ID3voll2 + €T2 D5 (vaxv) 212 (3.14)
Usando em (3.14) a estimativa ja obtida em (3.10), concluimos
[0x¥ (V)[4 < [[D3voll2 + cT2(1+ T)°vlI3. (3.15)

Passamos agora a norma ||D30,¥(v HLooLz Pela desigualdade de Minkowski para
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integral, estimativa (2.7), desigualdade de Holder, temos
t
IDSOYMW) 1z < DOV (Uvol ez + || D30 JV( 1) (vaw)(t)dr
0
t
< elDgvola + [ [oxV (e~ IDEOW)( sr e
0
t
<clDswla + ¢ [ DS 0M(liade
0
< c|Divollz + cT2|DL (v0V) [ 1213-
Logo, usando novamente a estimativa (3.10)
IDSY (V) |12 < clDEVollz + T2 (1 + T)?l[vI3. (3.16)
Note que a 1ltima norma ¢ definida por (14 T)7°| - [[L2p%. Novamente pela
desigualdade de Minkowski para integral, estimativa (2.21) e desigualdade de Hélder,
temos
t
[y < eIVl + | | ViE= 1w @
0 T
L
c(1+T)°[voll2 + | [V(t = T)(vOxV) () [z dT
0
t
< c(14+T)°|[vollo + c(1 +T)° J 1(v0W) ()21
0
c(1+T)P[voll2 + T2 (1 + T)P[[vdyvllizr2.
Logo, usando a estimativa ja obtida em (3.7)
(1+T) P ¥ [|rzre < [[Vollo + +cT2(1+ T)][13 (3.17)

Portanto de (3.11),(3.15),(3.16) e (3.17)
YOI < [[volls + ¢ +cT2(1+T)PfIVIIE.
Tomando a = 2c||vg||gs e escolhendo T > 0 tal que

QCT%(l +T)Pa<1
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temos que

Yl < a,

Ou seja,

Y(X$) C X8

Argumentando de maneira analoga a prova da inclusao acima podemos provar a que o

operador ¥ é uma contracao. De fato, dados u,v € X§. Temos,
t
W) —¥Y(V)|lLems = || JV(t — 1) (udu — v, ) (T)dT||Leems
0

Escrevendo ud,u —vo,v = (U —Vv)0,v + ud, (u—v) e em seguida usando isometria do
grupo solucao e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obteremos

W) — Y|l = jwt—T)((u—v)axv+uax(u—vmw)d«c

0 L2

< | 1w =v)aw + ud, (w—v)) ()| zdr

O —_—— +

< T (u— V) i2z + uds(w—v)[|ze). (3.18)

Aplicando a desigualdade de Holder em (3.18) e argumentando do mesmo modo que

fizemos em (3.7), obtemos que

[Y(u) = ¥Y)|[isere < CT%Hu_VHL%"L,%HaXVHL%Lg° + [Vllegrz [ox(w —v)|[Lzre
<cT2(1+ TPlllu = vzl 0xvliare + [[Vl[ieral[ox(uw —v)[Jrare]
<cT2(1+ T)Plllu = vliserz + [[0x(w —v)[[Lare] VIl + llelll].

(3.19)

Analogamente a demostracao de (3.18), porém com o acréscimo da derivada fraciondria,

obtém-se
D3 (Y(uw) =¥ (v))||Lserz < CT%[HDi((u_\))aXV)”L%L% + ||Df<(uax(u_"))||L,%L%]- (3.20)

Faremos a demostragdo de apenas uma das normas em (3.20), pois a outra segue de

maneira andloga. Entao, pela estimativa (2.22) ( regra de Leibniz) e desigualdade de
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Holder
DX ((w=Vv)0xv)[[rzrz < IDX((w = V)[[Lgrz 10xvlizrge + [(w —v)DI0Vl[ 1212
< c(1+TPUDI(w = V) lierz [0«
+ (1+T)ipHu—\/'H]_iL%OHDiaXVH]_%LOTO] (321)
Analogamente ao que foi feito para obter (3.10), obteremos
ID5 (udx (w =) [lzez < c(1+T)P[ID3wflisrz]l0x(w—v)|lLare
+ (1 +T)7°[luflzre[D30x (u _V)HL,%L%O] (3.22)
Logo de (3.21) e (3.22)
IDS (W) = ¥W)[lerz < e(1+ T)PT2[|DEdx (w —v)[|ars + [10x (4 — V) [|s 1

(1 TPl = Vllees + DS — W)zl + vl
(3.23)

Portanto de (3.19) e (3.23), concluimos que
W) =YV rens < c(1+ T)QT%[HDiax(U —V)llzese + [[0x (W —V)[|La e
+ (L +T) P lu—=vlezrse + [u = vi[ersUlullly +[IVIF]. (3.24)

Para analisar a norma ||0,(W(u) — W(v))||L4TL§o usamos a desigualdade de Minkowski

para integral e em seguida a estimativa (2.20) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz

dehﬂ—wwnhﬂy:H@JVﬁ—ﬂh@ﬂkﬂﬁwﬂﬂdﬂqw
0

t
< ||\/('t _T)ax(uaxu_Vaxv)(T)HI_fL,Of’dT

0

< | 9Dy ' (udu — vd,v)(T) [rzdt
0

< T2 DS (udsu —vav) [l z12. (3.25)
Por (3.21) e (3.22), concluimos que

105 (¥(w) — W) lare < el +T)PTHIDSO (W — ) 1z0s + 0w — V)]s

(1T Vilgers + (DS — W) el + vl
(3.26)
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Pela desigualdade de Minkowski para integral e estimativa (2.7)
t
[D0x (W) —Y(V))|[ 12 = ||D30x JV(t — 7) (udyu — voyv)(t)dT

0 LeL?

< ||axv(t - T)Di(uaxu_vax\))(')"l_?ﬂ_% dt

S+

t
< CJ D5 (udxu —vo,v)(+)||r2dt
0

< T2 DS (udxu — vdv) [ 212 (3.27)
De (3.27), (3.21) e (3.22) e
D3O (W() —¥(W) ez < c(1+T)PT2DS(w—v) [[erz[0xv] a1
+ [ = V|21 [[DR0x V| L21s
+ HDiu”L%’L%Hax(u_")HLflrL;go

+ (1 +T) P luflizie D0 (w — V) [l1215]
Consequentemente,

D50 (Y(w) —Y(W))||rerz < c(1+ TIPTE[DS (w —v) [ sorz + [ — v|zre+

[0x (= V)[[Laree + [IDLOx (w — V) |[ezise] il 4 [[VIllw].

(3.28)
Analogamente a prova da inclusdo vamos omitir o fator (1 4+ T)~°. Entao, pela
desigualdade de Minkowski e estimativa (2.21)
t
[W(u) =¥V |l2re = JV(t — 1) (ud,yu —voyv)(t)dT
0 28
t
< [ IVt -0 =0 (O agae
0
< T2 [udyu — vy vlizr2 + DS (udu —vd V) izl (3.29)

Por (3.19),(3.21),(3.22) e (3.23)

(1+T) W) —Y) ||z < o1+ TIPTEDLO (w—v) [izis + 0w —v)|Lsre

e = vlzie + [ —vlem] Ul + M. (3.30)
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Portanto, de (3.24),(3.26),(3.28) e (3.30) concluimos que
¥ (w) —¥W)llr < (1 +T)PT= 0l + Ml — Vil
Sendo u,v € Xt e T > 0 tal que
2c(14T)PTza < 1

temos que o operador ¥ é uma contracao. Portanto, pelo teorema do ponto fixo existe

um udnico v € X§ tal que

ou seja, existe uma unica solu¢do para o PVI (1).
Para provar a unicidade da solu¢ao do PVI (1), suponha que esxita uma outra

solugao U satisfazendo (3.1)-(3.4). Entéo,
t
It =Vl = IIY(w) =¥l =l JV(’c —1)(VOxv —udu)dtlllr  (*)
0
Pelo argumento apresentado acima na prova de contragao concluimos que a a
norma (*) é estimada da seguinte maneira:
~ ~ 1 ~ ~ ~
e —=llls < c(1+T)PT2Relllr + VIl — v+
Escolhendo 0 < T << 1 como ja foi feito na prova de contragao, obtemos que
- 1. .
I =l < gl =il
Consequentemente, concluimos que
u=nmv.

Resta provar a dependéncia continua, ou seja, que a aplicagao vo — v com v a
correspondente solu¢ao do PVI(1) é lipschtiziana. Como na prova de que o operador ¥ é
uma contracao ja foi analisada a parte nao-linear do operador integral, logo s6 é preciso
analisar a parte linear.

Consideremos 1, Vv as solucgoes correspondentes aos dados iniciais g, Vo

respectivamente. Entao,

I =Vl = [[[Wa, () =W, )l < IV ()1t — V(t)vol[lr

t
1l jwt ) (dik — $0,) ]l
0
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Como ja foi visto na demostracao que o operador ¥ é contragao, obtém-se

similarmente que
t
1. ~ ~ ~
I JV(t —1)(Wdt —voV)dtlllr < c(1+T)PT [0+ [[Wlll+ ]Il — VIl (3.31)
0

Além disso, pela isometria do grupo solugao {V(t)} e pelas estimativas lineares (2.7),

(2.24) e (2.21), temos que
IV ()t — V(t)volllr < cflto — Vol (3.32)
Portanto, de (3.31) e (3.32) concluimos que
IWay (@) — Yoy ()l < [[Ti0 — Vollme + (1 + TP 2 [l + 9l Ml — Sl

Escolhendo 0 < T < T tal que ¢(1 4+ T')P2a < % e sabendo que as fungoes 1, v € H® sao

imagens do operador ¥, concluimos que

I —Vlllr < cf[to — Vo[-
Ou seja, a solugao depende continuamente do valor inicial.

Corolario 3.1.1. Assumindo as Hipdteses do teorema 3.1.1. Suponha que a fun¢do
VO,V € suave, entdo existe uma vizinhanca V em H® tal que a aplicagao vo — v definida

da vizinhanga V sobre o conjunto X§ € suave.

Além disso,usando o mesmo argumneto da prova do corolario 3.1.1 obtém-se que a

solugdo v do PVI (1) é suave. O

Observacao 3.1.3. Embora o resultado de boa colocacao acima tenha sido provado
somente para o caso k =1 , podemos ver que o argumento apresentado acima nos leva a
concluir que o PVI (1) com k > 1 ainda € bem posto nos espagos de Sobolev H® para

s > %. Agora, com intuito de melhorar o resultado de boa colocacdo, enunciaremo e

provaremo nas prorimas segoes resultados de boa colocagao com indice s < % nos casos

k=2 ¢ed4.

3.2 KdV Modificada (k = 2)

Considere o PVI (2.1) quando k = 2, isto ¢,
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0v+03v+1v20, =0, (x,t) € R?
(2)
Vv(x,0) = vo(x).
Pela observacao 3.1.3, temos que o PVI (2) é bem posto nos espacos de Sobolev H?
para s > %. Com o objetivo de melhorar o resultado para boa colocacao,
estabeleceremos nesta secao tal resultado para o PVI (2) nos espacos de Sobolev H® com

s> }1. A ideia da prova é a mesma do Teorema 3.1.1, ou seja, usar estimativas lineares

adicionado ao argumento de ponto fixo.

1
Teorema 3.2.1. Seja s > 1. Entdo para toda vy € H*(R) eziste T = (||Divo|5*) e uma

1.
unica solucao v(t) do PVI (2) satisfazendo

ve C([=T,T]: H*(R)) (3.33)
T 3
IDX0xV|[Ler2 = sup J IDSO,(x,t)Pdt | < oo (3.34)
00X <O
IDx* Okl 20 372 + [DRVlLary < oo (3.35)
[VlLare < oo (3.36)

Além disso, existe uma vizinhanca V de vo em H*(R) tal que a aplicacdo vy — v(t)

definida da vizinhanga V sobre as classes definidas por (3.33)-(3.36) € suave.

Demonstracdo. Primeiramente vamos definir os conjuntos,

X7 ={ve C([=T, T : H*(R)); lIvlllr < a}

Onde,

_1
IVl = IVllegrs + D%0xvllierz + IDx Vil zops/2 + ID3vllzise + [Vlies

Devemos provar que para valores apropriados de a e T o operador ¢ defini uma

contragao sobre o conjunto X§ e que ¢(X§) C X onde ¢ é definido por,

P (V)(1) = GV)(t) = V(t)olt) — j Vit — 7o) (1) dr.
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Vamos considerar somente o caso s = ;. 0 caso s > i, ou seja, o resultado segue da

1

Z.

linearidade das normas (3.33)-(3.36).
Comegaremos analisando a norma [|¢(v)|[rxms. Veja que a norma em Hi pode ser

estimada por:

1
IO gyt < 1M lprz + DS s

Vamos primeiramente analisar a norma ||¢(v)(t) HLE}OL% e em seguida analisaremos
esta mesma norma,porém, contendo derivada . Assim, usando as desigualdades de
Minkowski para integral, isometria de grupo e desigualdade de Holder

(e [[igrz < [[V(t)vollierz + JV(t—T)(V%xV)(T)dT

0 LPL2

t
< cf[vollz + 19 J VIt — D) (1) dr 12
0

N

clvolla +cllv’[|riez

N

Vol + ¢V [l aise V]l 22

N

1
c[vollz + T2 Wl[Es s VIsee. (3.37)

Por 1ultimo, argumentando da mesma maneira da prova anterior,porém, sabendo que a
1
norma esta acrescentada da derivada fracionaria (Ds). Con efeito, pela desigualdades de

Minkowski para integral, isometria de grupo e desigualdade de Holder obteremos

t
1 1 1
DX (V)[|Lerz < [[DXV(t)vollr, e + HDQJ V(t — 1) (v 0xv(T) || 112
0

t
1 1
< c|DEvolls + | jwt D () (D) s
0
t
1 1
< ¢|Div]s + j [V(t — 1) (D30 (1) |usredr
0

t
1 1
< ¢||Divgllz + CJ IDX (v?Oxv) (1) 12dT
0

1 1
< c||Divollz + cT2[DE (v?0,v) |22 (3.38)
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Finalmente, das estimativas (3.37),(3.38) e (3.41) obtemos que:

IO gy < ellvollyz + cT2 VI (3.39)

Veja que, usando a desigualdade de Minkowski para integral, propriedades de
grupo,estimativa (2.7) e desigualdade de Hélder, temos:

;
|ﬂ3¢ax¢(vntnh$L%s;HDéaX»%thmuLfL%+-1Dzaxj\«t——T)hﬁavaTadw

0 LeL:

i
1 1
<ﬂD$Mb+JMdVH—ﬂﬂww%wwwgdr
0

i
1 1
<ﬂD®wﬁwJMDﬂ¢mWMﬂT
0

< c||Divollz + ¢T2 [ DE (v?0,v) |22 (3.40)

1
Vamos estimar ||Dx (v?dxV)|[(212. Entao,para provar estimativa (3.40) iremos combinar
a regra de Leibniz (2.22) e regra da Cadeia (2.23) com a desigualdade de Holder para

obtermos :

1 1 1 1
1D (v*0) Iz < DX (V) 200 1005Vl aog 52 + 1D (v)3xv + VDR 3wVl 1212
1 1
< DEV? (200 10103Vl oy 32 + [Vl zns D% 3xv 1o
1 1
< IVIEs s ID%0xvllrgrs + IVl[Lars IDEVILzeioll0xvil aog 22
< V13- (3.41)
Entao, segue que

1 1
ID{0x (W) (V) 1o1z < el Divolla + T Iv]i- (3.42)

Vamos analisar as outras normas. Usando a desigualdade de Minkowski para integral,
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(2.19) e a desigualdade de Hélder respectivamente, temos

t
[0x (v ||L20L5/2 [0xV(t VO||1_20L5/2+ Ox Jv(t_T)(V2axV)dT
0

1200%?
t
< c[Divolls + cJ 0.Vt 1) (v20,) ]y 02
0
t
<Dl + ¢ | IDE00w) ide
0
< | Divolls + cTH|DE (v20,) 1212 (3.43)
De (3.41) e (3.43), obtemos
[0 () () g0y 52 < l[Divolls + T |- (3.44)

Novamente, usando as desigualdades de Minkowski para integral, estimativa (2.17) e

desigualdade de Holder,podemos mostrar que:
t
D (V) (1) [|Lsz0 < HD V(t)vollLsrio + ||Dx Jv(t—T)(V4axV)(T)dT

0 LELl

t
1
< C||D>%V[)||2 + J ||V t— (D4V ax\) )HL;”QL%OdT
0

t
1 1
< ¢|Divolls + cj 1D} (v0 ) ()| L2 dr
0
1
< c|[Divollz + TS (v 20.v) |z

Portanto de (3.41), concluimos que
1 1
IDig (v Mltzae < cf[Divollo + cT2 ||l (3.45)

Para estimar a norma ||¢(v)||rsr+ usamos desigualdade de Minkowski para integral,
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estimativa (2.17) e desigualdade de Holder para obtemos,

t

16O s < VOV lars + jvu—ﬂ(v?axv)mm

0 LiLs

1
< cf[Dswollz + | [Vt — 1) (v*0x)(T)|LsdT

O+

1 1
< c|[Diwgllz + ¢ | D (v, ) (T)][zredT

o~

< clDivoll + T DI (v20,v) | 2s-
Logo, pela estimativa (3.41) obtemos que,

[PV (t)][Lare < HDéVon + cl|v]|[3. (3.46)
Portanto de (3.42),(3.44),(3.45),(3.46) e (3.39)

lld() (DI < clvoll 1 + T2 v

Escolhendo a = 2¢||vol|1 , tal que ca®T2 < L obteremos que

[

MBIl < a

Portanto, concluimos que

$¢(X7) C X1

Provaremos agora que o operador ¢ é uma contragao no conjunto X§. Como na
prova do teorema 3.1.1, a provar de que o operador ¢ é uma contracao usara a mesma

argumentacao da prova de inclusao. De fato, note que

[ (u) — d)(\))HL%_oH}I < [[eu)(t) — (I)(V)HLOTOL)% + HDé((b(u) - d)(v))HL%"L?(
= I+IL

Primeiramente vamos estimar norma I. Como argumentado em (3.37) temos por (2.9)
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que:

V(t — 1) (1?01 — v, v) (1) | 2

[d(w)(t) = d(V) () |liserz = ||

S

= []0x | V(t = 1)’ =) (1) dT]| 112

O—— =+

< cfju’ _V3||L,{L%
Escrevendo u?® —v3 = (u—v)(u? +vu+v?) e usando a desigualdade de Holder obtemos:

I =V lee < lu—=vleeluw® +vu+ v o

< fuw—vlezee [Pz + Tuvllizre + [V s ]

1
< Tzfu—vf[rere UM@L@@ + [ uflears VIiare + H"H%_gmro]
< T2 —vlere [IVIB + ). (3.47)
Assim, da estimativa (3.47) concluimos que,
1
[ (t) — dW) () lere < T2 [lu—v|ierz [IVIF + [ullF]. (3.48)

Agora vamos analisar II. Agora argumentando da mesma maneira que (3.38). Entao,

segue que
t t
||Dé JV(t — 1) (W0 u — v, v)drl| 2 < J IV(t— T)D,% (05w — vy V)| 1 2dT
0 0
< CT%HDé(uaxu—vzaXV)HL%L%. (3.49)

Para estimar (3.49), primeiramente escrevamos

w20, u —v2v = (u? —v?) o, u + V2o (u—v)

Dai,
1 i .,
1D (20w —v?0,)llizrz < D (12 —V?)0) 203 + DL (V20w — V)l zrz (3.50)
O mesmo argumento apresentado em (3.40) nos fornece
1 1
”D;é ((u2 _ v2)axu) HLEL% g ||D>% (\)2) HLiO/gL%O ||6X(u — \)) ||L§OL?/2
1

+ V¥ llezes DS 0x (= V) [lipr2
< MBI — Vil (351)
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Argumentando da mesma maneira que (3.40)

1 1
D3 (10 = v?)0su) 2z < D002 = v2)] v g O] oy

1
+ [ =V [leerg [ DE 0| gr2 (3.52)
Escrevendo u? —v? = (u—v)(u + v) obtemos pela desigualdade Holder
[w? = v?[leerse <l —vllislu+ vl

Por (2.23) combinado a desigualdade de Holder, obtemos

1 1
Dy (u? _V2)||[_,2<0/9L%0 < [IDx(w—=V)[lspaofi+ vl Lare
1
1D} + gl — vl

< Il + VI The = Vil (3.53)
Potanto, segue de (3.49) que
t
D JV(t — 1) (W u —v2,v) At ey < T2 [[ulld + IVIE] e —vlllr.  (3.54)
0
Consequentemente, concluimos que
Iow)(t) = dMWI V) oy < cT= [[lull + VIR e — villr (3.55)

Veja que se denotarmos por 1 uma das normas restantes que defini ||| - [||. Entao,

t
M)~ plv)) =n( | Vit~ 0, ~")dv)
0
1 1
< cT2|DE0 (u? — v ) [l212 (3.56)
Observe que estimativa (3.56) ja foi analisada. Logo,

() — d(v)) < T2 (Il + IullF)lhe — villx (3.57)

Portanto, repetindo o argumento para todas as normas restantes obtemos que,

lidp(w) — bl < T2 (3 + Il — villr < 2ca®T2[w— Vil
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Escolhendo 2ca?T2 < 1 segue que ¢ é uma contragao em X7. Dal, como ¢ satisfaz as

hipéteses do teorema do ponto fixo Banach entdo, existe um tnica fungao v € X7 tal que

d(v) =v,
Ou seja,

v(t) =V(t—n1) — JV(t — 1) (v?0,v)(T)dT.
0

Provemos agora a suavidade da aplicacao dado solucao para o PVI (2). Vamos
usar corolario 3.1.1 em [16], ou seja, é suficiente mostrar que a aplicagdo vo — v é
Lipschitz, onde tal aplicacao é definida da vizinhanga V centrada em v sobre o conjunto
X¢§. Entao, argumentando de maneira similar a demostracao que o operador ¢ é uma

contracao e tomando T; € (0, T), obtemos que

l ~ ~ ~
llda, () — ds, Wl < cfltto —Voll g1 + T UIWIIT, + IWIIE)IV — Vi,

Como as fungoes 1, v € X§ sao pontos fixos do operador ¢, entao, escolhendo 0 < T; tal
que

2cT1%a <1

Obtemos,
I = Vlllr, < cffto —voll 2
Consequentemente a aplicagao
\~10 —V

¢ lipstchiz . Portanto pelo corolario 3.1.1 a solugao v é suave. O

3.3 Equacao KdV com k=3

Analogamente aos demais casos k = 1 e k = 2, Kening, Ponce e Vega também
provaram em [11] que o PVI (I) com k = 3 é bem posto em H® com s > % E para tornar

este trabalho mais completo, enunciaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1. Seja k = 3 es > % Entao, para qualquer vo € H® existe T =

T(HVOHH%Q) >0 com (T(p) — 0,p — 0 e uma unica solugao forte u(t) do PVI (1) com
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k = 3 satisfazendo

ve C(-T,T]: HY), (3.58)
IVl s+ ¥l sons e < oo, (3.59)
1D+ [V s as < o0, (3.60)
HchaXvHL;‘OL% + ||axVHLg°L% < 00. (3.61)

Além disso, para todo T € (0, T) existe uma vizinhanca V de H® centrada em vq tal que a
aplicacao vo — v(t) definida de 'V sobre as classes definidas em (3.58)-(3.61) com T’ em

vez de T € Lipschitz.

Observacao 3.3.1. Embora a prova desse teorema seja feita de maneira andloga aos
casos anteriores, isto €, a boa colocacao do PVI (I) com k = 1,2 nao apresentaremos tal
demostragao devido a complexidade dos cdlculos e a aplicagdo da teoria dos espago BMO.
Caso o leitor queira se aprofundar mais sobre esse caso, recomendo a leitura do artigo

principal usada na elaboragdo dessa dissertacio. Veja Kenig, Ponce e Vega em [11]

3.4 Equacao KdV com k=4

Nas tultimas secoes ja ficou estabelecido a boa colocacao para equacao KdV com
k = 1,2 com s menor possivel. O objetivo desta secao é estabelecer a boa colocagao local
da equacao KdV generalizada k = 4. Além disso, como o scalling da equacao é dado por

1 2

s =5 — £ com k > 4, entao estabeleceremos ainda a boa colocagao para os casos criticos

da equagao KdV generalizada. Considere o PVI

0v+ 03v+viId,v =0
(3).

v(x,0) = vo(x)

com x,t € R. Como a boa colocacao do PVI (3) serd estabelecida nos espacos de Sobolev
iremos usar as mesma técnicas das demostracoes dos Teoremas 3.1.1 e 1.3.2, isto é, usar
estimativas lineares para provar a existéncia de um ponto fixo para o operador integral
satisfazendo o PVI (3). Quanto ao caso critico, vamos usar o argumento de ponto fixo,

porém, enunciaremos dois lemas que auxiliarao nas demostracoes.
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Observacao 3.4.1.
DYV (t)vy = DEV(t)vy. (3.62)

Para facilitar os cdlculos na demostracao, vamos desconsiderar os fatores 27 na
transformada de fourier e 8 da definicao do grupo solugao.

De fato,

(1)

D V(t)vo(x) = j A VO] (t)etttdr

Pela definicao do grupo solucdo e fazendo a mudanca de varidvel,&* = T, entdo

o]

Dy *V(tvolx) = | [E]° ™ Dp(E)et  d,

r

= | (DV(t)v)(E)e™dE

= D (V(t)vo).

Lema 3.4.1. Considere v como na observacao 3.4.2, entao pela desigualdade de Hélder

e 1mersao de Sobolev no tempo com 35 < %, temos que

Ve < Tl
< TP Vlau

= TAHDi/SVHLQL%O (3.63)
Onde, A =A(s) >0 e q=q(s) € (10,00).

Lema 3.4.2. (Lema Auwiliar)
Seja uy € L2(R). Entdo,para todo € > 0 existe um T = T(uge) e & = 8(ug, €) > 0 tal que
se |[ug — tpl|2 < & entdo,

[0xV (t)o || er2
Demonstracao. Seja ¢j(-) = )'(I)(]%) uma funcao molificadora em L'(R). Entao,

[0xV(D)[[Lerz < 10x V(1) (T — uo)[|Leerz + [[0xW (1) (To — & * Uo) [|1eor2

+ [[0x V() b5 * uol[ g1z (3.64)
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Logo, por hipétese, desigualdade de Hélder, imersao de sobolev e fazendo j — oo em

(3.64) ,temos que

10 V(t) || L2 < €84 co(1) + cT?[[0x V(t) dj * ol Leerse
< c(8+0(1) + [[DEV(t) e * gl rzr2)

< c(8+0(1) + T2 (| * wol|2,2)

escolhendo T suficientemente pequeno e j grande em (3.65) tal que

€

TY252| |1 * <
i“lld * uol|2,2 3

Entao prova se o lema.

(3.65)

Lema 3.4.3. Seja uy € L%(R). Entdo, para todo € > 0 existe um T = T(ug,€) > 0 e

b =08(ug, €) >0 tal que, se ||ug —110||L§L%o < & entao,

[V(t)uollLzri < €.

Demonstragao. Seja 1y € L2(R). Entao, para iy € L*(R) tal que |[ug — Tipl|2 < 8. Pela

estimativa (2.17)

[V (t)ue

e < [V(E)(uo — o) [l + [[V(E) (uo — by * tol|sr10

+ [[V(t)dj * tol| g0

< cffuo = ol +cfluo — dytiolla + V() by * ol 1z rs0-
Fazendo j — oo e usando a hipdtese em (3.66),temos

V() uol[Lzrie < €d+ co(1) + [[V(t)dj * tol| 510

(3.66)

(3.67)

Para finalizar a demostragao de (3.67) vamos considerar que suppV(t)ug C (0,T) e

calcular as normas com o tempo variando em toda a reta.

VIt b5 * UollLgrye < [[VIH)Phi) * Tol[gro
IV b * ol Lgr

<7
TDY PV (1) dj * T L5110
.

N

}\HDiV(t)d)j * ﬁOHL?‘L%O-

(3.68)
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Novamente, aplicando estimativa (2.17) em (3.68)

IV(£)d; * tollrzrio < TIDSd; * tioll2
< TM|dj * Tol2.2- (3.69)

Tomando T tal que T*||d; * g2 < = . Portanto, de (3.67) e (3.69) prova se o lema
3.4.3. O

Teorema 3.4.1. Seja s > 0.Entao, para todo vo € H(R) existe T = T(||vols2) com

(T(p,s) — oo) quando p — 0 e uma unica solu¢ao do PVI (3) satisfazendo:

ve C([-T,T]: H*(R)) (3.70)

Vlleseao + D5Vl + 1D V|0 < 00 (3.71)

[0xV[Lerz 4 [DxOxvl[rerz + HDi/gaxVHLgoB < 00. (3.72)
T T T

Tomando T € (0,T), existe uma vizinhangca W de vy pertencente ao conjunto H®(R) tal
que a aplicagao Vo — V(t) de W sobre a classe definida por (3.70), (3.71) e (3.72) com

T em vez de T € suave.

Demonstracao. Os argumentos usados nesta demostracao sao analogos aos da prova do
caso k =1,2.

Para a, T > 0, escolhido posteriormente definimos o conjunto
X7 ={ve (=T, T:H*R)) : [Vll+ < a}
onde,
s/3

3
VIl = [V cems V]l o+ D5Vl o+ 1Dy Vil 1l etz D50V |l iprz +ID 05V Lotz

Considere o operador ¥ : X7 — X7 com

¢WWNU=¢WNU=VMW—JVH—ﬂW%wMﬂM
0

Provaremos que o operador 1 satisfaz as hipéteses do Teorema do Ponto Fixo.
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Dado v € X7, entao pela isometria de grupo
t
W) [leers < [vollms + ||| V(t—T1)(v*0,v)(T)dT

6 L¥Hs
t

< vollms + ||| V(t — 1) (v*o,v) (T)dT

0 LL2

t

- Dijvu—ruﬁawnﬂdr

0 TE
(3.73)
Dai, usando a estimativa (2.9), temos que
t
) e < ol + 0 | Vit = 0)°) (m)de
0 KK
t
+ {|0x JV(t —1)Ds(v)(T)dT
0 LyLe
< vollas + clV:lliiz +¢[DY (V) llLiez
< [vollas + ¢lvllts o + DLV [lirz (3.74)

Aplicando a regra da cadeia, estimativa (2.23), na norma [|D5,(v*) || 112 em (3.74), obtemos

que

D5 (v)[[L112 < HV4HL;”(/4L#0/4||D>S<VHL;’;L%O

< HV”%L%OHDiV’ L3Li0 (3.75)

Observacao 3.4.2. Observe que em (3.74) e (3.75) jd obtemos as normas desejadas,
entretanto temos que obter o fator de contragao. Como o suppv C [—T,T], entdo es-
tenderemos a funcao v em toda reta real, isto €, basta definir a funcao v da segquinte
maneira:

v(t) = Xrm(thv(t), tekR

Onde Xi_t 1) € a fungdo caracteristica no intervalo [T, T]. Dai, pode-se usar a transfor-

mada de Fourier para definir a derivada fracionaria na varidvel t.

Observacao 3.4.3. Nas estimativas preliminares definimos a derivada fraciondria D®

de uma fungdao f no espaco. A derivada fraciondria de uma funcdao f no tempo pode ser
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definida da mesma maneira, entretanto a transformada de fourier e calculada no tempo.

Dif(t) = (|tl*f() V™.

Portanto, de (3.74), (3.75) e (3.63) concluimos que
W (V)[[Lzrs < cllvollms + TV (3.76)

Usando a desigualdade de Minkowski para integral,(2.17), (2.18) e desigualdade de

Holder que:

V) () [[Lgrz < [[V(E)vo

t
e + JV(t — 1) (V') (T)dT
0

L3110
< c||voll2 + CH"A‘axVHLi/“L#O/@’
< cfvollz + [VIITzLiolBxVlligrs- (3.77)
Portando de (3.77), (3.63) obtemos:
W) (V)] 110 < cf|volles ) + cTMIVIIE (3.78)

Analogamente ao caso anterior e usando as estimativas (2.22) e(2.23). temos:

1D ) (1)1

< [[DLV(t)vo

t
spio + D3 J V(t —1)(v'oy)(T)dT
0 Ly

< c||Divoll2 + C||D>S<(V4axv)||Li/4L§°/9
< c[Divollz + clVlltgrp D30xVllizrs + DLVl 5/ 100
< cl[Divollz + e (Vs o IDXOVIerz + VI s o IDIVIIg ol dxvllierz).  (3.79)
Portanto de (3.63), (3.79) concluimos que
HD)SclI)(V)(t)HL;’;L%O < C”VOHHS(R) + CT4)\|||V|||'5r- (3.80)

Pela desigualdade de Minkowski, (3.62), (2.17) e tomando k = 4 em (2.24) obtém-se:
D3 (v)(t) ||L§L§0

t
< IDEV(t VOHL5L10+ DSJV(t—T)(V4aX)(T)dT
0 L3110

CHD V V0||L5L10 + (HD 4ax\) ||I_5/4 10/9 + HD 4’c)xv)||L)5(/4L#0/9)

< C”DiVOHQ —+ (||Di(v4bxv ||L5/4 10/9 + ||D 4axv)||L)5(/4L#0/9). (381)
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Resta analisar somente ||D$(v19,v) HL5/4 10/9, pois a outra norma com derivada fra-
ciondria no espaco ja foi estimado em (3.79). Entdo, vamos considerar a fun¢ao v como

na obervacao 3.4.2. Dai,pela estimativa (2.22) e desigualdade de Holder temos

HDi(v‘laxv HL5/4 10/9 = HDS 4axv HL5/4 10/9
< HVHLQL%OHD*?VHLQL%UHaxVHL%’L% + HVHZIL_?(L%OHDiaXVHL;?Lf
= Vgl DVILsep [0xvlliers + [VI[Egro DTV etz

< TG (3.82)
Portanto,
DI ) (1) [ligrze < [[vollms + T IVIIF (3.83)

Usando a desigualdade de Minkowski para integral,(2.7), (2.8) e (2.23), temos

t
D5 (V)[rerz < [DEOV(EIollLerz + || D50 J V(t — 1) (vidv)(t)dT
0

LeL2

t
< (13 V() D3vo gz + |02 J V(t— 1D (V) (1) dr
0

Lyl
< ¢[[Divollz + c[D (V)| 112
< ¢||DSvoll2 + C||V4||L§;/4L;0/4||D§V||L§L%0

< IDXvoll2 + ¢ vl[Ls oDVl s (3.84)
Logo, de (3.84) e (3.63) obteremos a estimativa desejada, ou seja,

D30 (W) ()| Leerz < cl[Diwolla + TV (3.85)

Argumentando de maneira andloga a estimativa anterior e usando (3.62) pode-se
estimar a norma a seguir, isto é, ||Di/3ax1|)(v)(t) ||L20L% .Entretanto, para usar (2.23) deve-
se considerar a funcao v como na observacao 3.4.2. Dai, as normas podem ser calculadas

com o tempo variando em toda a reta. Entao, usando a igualdade (3.62) e as estimativas
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(2.7) e (2.8), temos que

t
IDF2 0, (v) (1) [[er2 < DY V(1)wolroer2 + || DF 0k j V(t — 1) (v v)(T)dt

Ll

X

t
< 10DV (v ez + |02 J Vit —1)D¥*(v¥) (1) dr

L2
< 0xDEV (vl ez + cl|DY Vi
(3.86)
Pela regra da cadeia, estimativa (2.23), temos que
D0 b () ()lzrz < clDsvollz + 1Dy *Vlligrio [V sy 04
< c[[Divollz + 1DVl csiol Vs o (3.87)
Portanto, de (3.87), (3.63)

ID{20, W) (Olizrz < cIDivolliz + TG (3.58)

Finalmente pela desigualdade de Minkowski, (2.7), (2.8) e (3.63) temos que:
t
10 (V) s < 0V (Evolliers + ||0x | VIt — 1) (va ) (T)d

0 LeL2
t

<o V(t VOHLOOL2+ Gl

X

V(t—1)(V®)(1)dT

0 LyL3

< cllvollz + [V [lez
< cfvollz + VIl 51100

< c[volla + TV (3.89)
Assim, De (3.76), (3.78), (3.80), (3.83), (3.85), (3.88) e (3.89) segue que
bWl < cllvollas + TV
Escolhendo a = 2¢||vg||gs e tomando 2¢T**a* < 1 obtemos que

bWl <

Portanto

B(XT) C X7
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Provaremos agora que o operador 1 é uma contracao. Os argumentos que serao
utilizados durante a demostracao sao analogos aos usados anteriormente na prova da
inclusdo P(XT) C XT.

Sejam u,v € X7. Com efeito, usando o mesmo argumento apresentado na prova de
inclusao.

r

W) =) |[iems = || | V(T _T)(u4axu_V4axv)(T)dT||L°T°HS

J

0
t
"

< || Vit — 1) (u'du —viow) (T)dr| e

J
0

t
+D8 [ Vit - Do — v mar i
0

< Jlw’ — v5||L,{L% +[ID3 (v’ — V5)||L;L% (3.90)
Agora, eSCcrevemos
4
uw—v = (u—v) Zulv“_1 (3.91)
i-0

Assim, usando a desigualdade de Hoélder, obtemos

4
I’ =Vl <D Ilw—v)uv' e
i=0
4
< Z u—v)|s ut vitt
S I( )Lzl HLEL;& HuiiLg
4
<3 =l gelviid (3.92)
i=0
Dai, pela estimativa (3.63) temos que
[ =Vl aee < T (w =) [z Dlhullls + V]I (3.93)

Para tratar da norma ||D$(u® —v°) |L1r2 usemos a igualdade (3.91) combinada a regra de

Leibniz, isto é, estimativa (2.22). Como segue,

4
D3 (u® _V5)||L,1<L% < Z HDi(u_\’)”L,5<L§0||uiv4*i\|
i=0

1
+ ) u—=v)[zol Dy (v
i=0

5 10
LIS

10 (3.94)

LA

RN

L
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Aplicando a regra da cadeia (2.23), em (3.94)

DX 5 0 < I sy

5
LiL] Li LTI

w0 [[Diuf[rsr
< ||LL| ]_5[_10||D u||L5L10
< Tl

De modo similar, obtemos que

DLV 5, o < TMEIINIF

41—
T

Portanto, vale que

HDs 1 4— 1 ||

5
LIt d

4
< T ulllr =+ [livill]
Portanto, concluimos que

(W) = W) ezms < T = vl Ul + vl

Entao, pela estimativa (2.8), temos
t

[0 (W (1) = bW [[Lerz = ||0x | VIt —T) (10w —vidv)(T)dT

r

=10 | V(t—1)(u’ —Vv°)(T)dT

0 Lyl

<ol VIl

Usando (3.92), obtemos que

19 (b (W) = (W) [[erz < cTHlu—v

Usando a estimativa (2.18) e a desigualdade de Minkowski, temos

cerso (Il -+ [IvIIIE)-

0 < TV fo + T IV [l g0

LyL2

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)
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[ (u) —1|)(V)HL§L§O
t
= JV(t — ) (utdu — v, v) (1)
0 LeLy°
< CHax(u5 _ \)5) ’|L>5</4L‘1|'0/9

4 4

< ¢f|0x(u—v) Z u4_ivi||Li/4L#0/9 +cl[(u—v) Z Oy (Ut HL?{/“L#O/Q (3.101)
i=0 i=0

=1+ 1L (3.102)

Vamos analisar separadamente 1 e II. Entao, pela desigualdade de Holder e pela

estimativa (3.63)

4
I<[[ox(u—V)|lLer2 Z ||u471\’1”Li/4L$°/4 (3.103)
i=0
< T (w—v) et [l + V] (3.104)

Usando em II um argumento em semelhante ao usado na demostracao da estimativa

(3.104) obtemos que
3
1< el = vl (X ety louelien vl
i=0

4
+ 3 Il ooy Vg ) (3.105)
i=1

Consequentemente, de (3.105) e (3.63)

1< T — vz [[IulliF +1IVIlIT]- (3.106)
Logo, de (3.104) e (3.106) concluimos que

W) — eIz < T (lu—vsio + 10 (w—vllierz) (4 + V) (3.107)

Agora passamos a estimativa ||D$ (P (u) —Lb(v))HLiL%o. Entao, pela estimativa (2.18)

, temos

ID3 (W) — b)) s < DS J VIt — 1) (W — V1) ()| g
0

< c||Di(u4aXu—v4aXv)||L5/4L10/9. (3108)
x LT
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Sabendo que
4
DS (u*o,u —v*,v) = D3O, ((u—V) Z uhvi
i=0
Segue que
4
DS (W) — W)z < Y ID50((w—vIu ) pgps (3.109)
i=0
Usando a estimativa (2.22), temos
4
||Di(1])(u) — Ib(v))HLiL%O < C||Diax(u — v) Zuivél_iHLiML#O/Q (3.110)
i=0
4
_ s i A—i
+ |0y (w—v)D? ;u VI o (3.111)
4
S(qy _ i A—i
+ [|DS (1w —v)dy ;u Vo (3.112)
4
_ s i A—i
+[[(u—v)D5d, Y u'v ls/agaors. (3.113)

i=0

Veja que o argumento usado dividiu (3.108) em outras quatro normas diferentes.
Analisaremos primeiramente (3.110). Pela desigualdade de Holder e argumentando

de maneira semelhante a usada para mostrar (3.104) tem-se que
4
IDROx (=) D wv' [ yspio0 < T D53x(w =) gz [llullf + VI (3.114)
1=0

Para tratar (3.111), vamos usar a desigualdade de Hoélder, (2.22), (2.23) e desigual-

dade de Minkowski. Assim,

4
10x(w—v)D3 3 ulV4_1||Li/4L¥’/9

i=0
4
< 10x(w=V)lig3 D% D W'l grapa0s
1=0

4—i
10||V || 45. 410‘
Ly 'Lyt

4
< 1otz ( 1Pl g,
4
i S (4,4—1
+§ u ||L§LT1T0||DX(v )||L;151LTwi) (3.115)
' (3.116)

4
> TullplDiul i vl b

i=0
(3.117)

3—1
Lsrlo |-

< ||ax(u—v)||w(

3
+ 3 IulispplDvligr: vl

i=1
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Logo, de (3.116), (3.117) e (3.63) concluimos que

4
s iyd—i 4
[9clu—vID3 3wt oo < T[0x(u—V)uers (s + M) (3.118)

i=0
A demostragao de (3.112) é andloga a (3.110). Logo,

4
s i,,4—1 s 4
IDS(w—v)ax ) ulv' lerapiore < THDL(w—V)[[egep [lllle + llville]™ - (3.119)
i=0
Usando a desigualdade de Hélder e regra de Leibniz (3.113), para obtermos

4

|| (u—v) Z Diax(ui\/lfi) ||L5/4L%0/9
i=0 *
4
< CH(U_\))”L;EL}I_O (H Di((axu)ul_l(\)A‘_l))HL?/“L#O/B (3.120)
i=0
3
+ ” ZDi(ul(ax\))v?)_l)HL?C/SL%-O/S) (3.121)
i=1

E suficiente mostrar apenas (3.121), pois a demostracio de (3.120) ¢ andloga. A
demostragao de (3.121) sera feita para 1 < i < 3, pois os casos i = 0,1 = 4 ja foram
feitos em (3.79) Considera as fungoes u e v como na demostracao apresentada em (3.63).

Entao, pela estimativas (2.22), (2.23) e Imersao de Sobolev na variavel t. Logo,

3 . ‘
| 1;1 D3 ( (U o u)vt ) I L3/3L10/8

3
<> [LoM (T IOl Y[R ||u18Xqu((v4_1)||Li/sL#0/s
i=1 x0T x T
3
<) (IIDi(u‘)lngLTlTo [Oxulieorz + IIu‘DiaxulngLTlTo)||v| Lsi1o
i=1
i sy, 4—1
+||u16xu||L§LT1Tolle(v )IIL;%L% (3.122)

Como os argumentos que finalizam a demostragao de (3.122) sao anélogos aos usados
em (3.79), vamos omitir a parte final. Portanto, de (3.120),(3.121), (3.122) e (3.63)

4
1,41 4
[w=v) Y D32 (v g0 < T (w—)leguo[llullle + IMl]* (3.123)

Assim, de (3.118), (3.119), (3.122) e (3.123)

IDS (W () =) ||Lzeee < cT2(([(w—v)
D% (w—v)[[ge + D53« (w — V) gerz) [l ullly + NIVIIIF]. (3.124)

ot + [[0x (W —V)[|Ler2+
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Sabendo que

DS b() ~bv)ery = [0 | Vi~ 1D~ v)(x)de
0

LyL2
Entao, por (2.8) e (2.22)
IDX3x (W () = W))[lerz < DX =V [[1rz
4
< elDz =l 3 g
1=
4
+eflw—v) ) Dy(uv' Il
i=0
4
o
< ¢ DS (u—v) iz Z [ (3.125)
1=
4
+ cH(u o V) L5110 Z ”Di(ul\)z}—l)HLiML#o/él. (3.126)
i=0

Os tultimos fatores de (3.125), (3.126) ja foram estimados nas demostragoes de (3.110)
e (3.111). Logo,

D50, (W (W) — ) ierz < T (DLW —v) g0
[ = vl grao) [/l + V]

4
< Tl = vl [I|rellly + vl (3.127)

Vamos agora analisar a norma ||Di/3(1|)(u) — 1])(V))||L§(L%o, temos que

DY (W (w) = W) fr3pm0 = Di“JV(t— ) (u'dxu — v*3,v) (1)
0

L5110
Entao, fazendo o = fx =0 em (2.25) temos
1D (10) — b))z < €I — V)| g0 (3.128)
+c[ D205 (1 — V) || 571 100 (3.129)
x b

O termo em (3.128) é o mesmo em (3.108), como ja foi demostrado, entdo vamos
omitir a demostragao de (3.128). Por outro lado, os passos da demostragao de (3.129) sao

os mesmo da demostracao de (3.108). Assim, basta considerar as fungoes u, v satisfazendo
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a observagao 3.4.2. Portanto, vamos omitir a demostracao de (3.129). Assim

IDY*(W(w) —p W)z
T (2) (w—v)[rzr10 4 2010 (W= V) [[reor2 + D3 (W — V) [15110

+ [[D30x(u — V)| L1z +]D{"%a Ox (W —V) L2

+ 1D (w =) [l zi0) [l + VI ]

Tl = vl [lihelllr + vill] (3.130)

Considerando as ditas funcoes u,v nas condigoes da observacao 3.4.2. Entao, pela

estimativa (2.8)
t
1D, (1) — Y(v)||perz = Di/gaxjvu—T)(u4axu—v4axv)( )dt
0 LeL?
(3.131)

< |ID P (w =) Ly

4 . .
(u—v) > uW! e usando as estimativas (2.22), desigual-

Considerando u® —v° = .
dade de Minkowski e (2.23) em (3.1311)?0temos:
4
HDi/g(u —V) HLiL%O Z ||u4_ivi||L3/4L10/4 (3.132)
i=0

D2 (u® —v)[|Li2 <
(3.133)

4

+l(w=v) Y DY)

i=0

Usando em (3.132), a desigualdade de Hoder e a propriedade das fungoes u, v descrita

na observacao 3.4.2
D32 (w— )| Lsr0 .Z = 5/ 10

i=0
HL ” 5 10
'L 1

X

< IDYP (=)0 Z ([ T
1 0 t t
(3.134)

<D (u—v)|lis1a0 Z ell g0 VI g -

Novamente, usando a desigualdade de Holder e as estimativas
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(3.133), temos

(2.22), (2.23) em

4
lw=v) Y D WY e < Ju—vigio D IIDY (w Y g0
i=0 i=0
4
s/3/. 4—i
<Ju—v (ZHD [N

4
+ Z Hu4—iDi/3(vi) HLi/4L10/4>

< Ju— VHLBLw(Z||uHLsLloHDS/guHmeHvHLst

T Z a5t 1D Vil gV ) (3.135)
Portanto, de (3.134),(3.135) e (3.63)
D205 (W (1) — (W) |rerz < (u—l[ispa0
DY — v sew) [t + V] (3.136)
Finalmente de (3.100) ,(3.107), (3.124), (3.127), (3.130) e (3.136)
(3.137)

() = W)l < T [l + i) e —villy
Como u,v € XT, entao

b (w) = b M)l <

Logo, para T > 0 tal que ¢T**(2a)* < 1 temos que o operador 1\ é uma contracao

cT(2a) fIw—vllix

9
em X7. Assim, \ satisfaz as hipdoteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Portanto

existe v € X{ tal que

Ou seja,
v(t) = V(t)vg — JV(t — 1) (v, v)(T)dr.
0

Portanto existe uma unica solucao v € X§ para o PVI
Considere 1,V as solugoes a estes dados iniciais. Entao, usando

Sejam u,v € H®.
o mesmo argumento da prova que o operador {J é uma contracao, prova-se também que

para T; € (0,T)
Vo — Vol|ms + CT11/2(||IV|||flr1 + [IWl15)IIE — vl

b, (W) — by, W), <
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. Tomando T; € (0,T) tal que cT;(2a)* < 1 segue que
e —Vlll+ < [[vo — Vollus

Ou seja, a aplicagao vog — v onde é definida sobre uma vizinhanca W centrada em vy
dependendo de T, para X¢ é lipschitz. Analogamente ao caso k = 2 tem se que v é

suave. L]

Teorema 3.4.2. Dado vy € L2(R) tal que

[voll2 < &

para algum existe & > 0. Entao, existe uma unica solucao v() para o PVI(3) satisfazendo

v e C(R:L*(R)NL®(R: L*R)) (3.138)
[V (3.139)
[VilLsro (3.140)

Além disso, a aplicagio vy — v(t) de {vg € La(R) : ||volla < 8} sobre as classes definida

em (3.138)-(3.140) € suave.

Demonstracao. A demostragao do corolario 3.4.2 é semelhante a prova do teorema 3.4.1.

Considere o conjunto
Yo ={ue C(R:L*(R)) : [ulll < a},

onde a norma

Il = [oxulligrs + lIulliers + lwlligee

Entao, para cada vy € L2(R) vamos definir o operador ¢ : Y4 — Yo com
t
B V)(1) = GV = Vit — | Vit~ ) a,)(x)dr
0
Provaremos primeiramente que ¢(Y,) C Y. Entao,pelas estimativas (2.7), (2.9)

t
H%¢meg<HVWWM$Q+H%JVH—ﬂW%MMﬂ¢ﬂwQ
0

t
<ﬂwm+ﬂﬁjvﬁ—ﬂWhMﬂ@ﬁ
0

< clvolla + ¢llv[l1ir2

< clvoll2 + clVlIZs - (3.141)
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Portanto,
[0xd W)Lz < [vollz + [IVIP (3.142)

Por isometria e pela estimativa (2.9)

e[tz < [IV(H)vollrpers + JV(t—T)(V4axV)(T)dT
0

L2
t

< cl[voll2 + ||0x JV(t — 1V (1)dT

0 L2
< cfvoll2 + ¢V ||z

< cfvollz + ¢[vlisp 0. (3.143)
Logo,
[dW)|[ierz < [[voll2 + clIVIIP. (3.144)

Finalmente, por (2.17), (2.18) e desigualdade de Hélder, temos

oMW [lzrie < [VIt)vollrsrw + JV(t — 1) (v ) (T)dT
0

L3110

< CHVOHZ + CHVaxVHLi/ALL%O/Q
< cllvolla + [Vl g/a o [Vl gr2

< clvolla + clvllisi [0V et (3.145)
Logo, de (3.143)
oM Iz < cfvoll2 + clIVIP, (3.146)
Portanto de (3.142),(3.144) e (3.146)
bW < cllvollz + cllvIIP. (3.147)
Tomando a = 2c||vyl|2 e sendo v € Y, entao, de (3.147)

cat €

N —

Dai, escolhendo 6 > 0 tal que
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c(4cd)* < e a € (2¢d,3cd)

1
2

Entao,

$(Ja) C Ya.

Provaremos que o operador é uma contracao. O argumento que vai ser utilizado é igual

ao anterior.

4
Dadas u,v € Y4. Note que u®> —v°> = (u—v) ) ut "t
iz0

Entao, pela estimativa (2.9) e argumentando de maneira similar a prova de (3.99), obtém-

Se

[d(w) — oV ez < |

[T

<cfu”—v HL,{LQ
4

< clu—vligm Yl iulvlie.
i=0

Assim, de (3.148)
lb(w) — d(V)[|erz < clfu—vi[Lspo [Il® + lIVIIF].

Usando (2.18) e argumentando similar a (3.149) tem-se

13x(d(w) = d(WDlleeerz < clluw—vliesrpo[IRlll* + VI

Agora, por (2.18) tem-se

[d(u) — dW) sz = || JV(t — 1) (' —v1ov) (t)dr| 3
0

< cf[ox(w’ _\)5)”L}<L%
4

< CH ax(u . V) Z u4_iviHLi/4Li0/9
i=0

4
el (w—=v) 3 (! VIl g 00
i=0

V(t — 1) (u'du — v o) (T)dr| e

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)
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Usando as desigualdades de Holder e Minkowski em (3.151), temos
4 4
O (=) 3w Ve < u—=vlerz D Iyl
i=0 i=0

< Jw = vllpgere [Il* + VI (3.153)

Derivando o somatério em (3.152), entdo de modo similar a (3.151), temos que

4

w=v) 3 0uuw =) o < = Vileeep Il + IVIF). (3.154)

i=0
Portanto, de (3.151), (3.152), (3.153) e (3.154)
lb(w) — bl < e(lw—vliuers + lu—vilesee) [+ IMIF). (3.155)
Assim, de (3.149),(3.153)e (3.155)
lld(w) — bWl < c(flw—llerz + l[w—vllgeo) [l + VI
< 2cat||fu—vll. (3.156)

Escolhendo & > 0 tal que
2c8" < 1.

Entao para a < & implica que ¢ é uma contracao. Logo, ¢ satisfaz as hipdteses do
teorema do ponto fixo, dai existe uma funcao v € Y, tal que d(v) = v, ou seja, existe
uma unica solugao para o pvi (3).

Seja o conjunto Z = {vy € L*(R) : ||vo|]2 < 8} e aplicagao vy — v definida em 2
sobre Y, . Entao, para vy , Vo € Z tem-se pelo mesmo argumento da prova da contragao

de ¢ e propriedade do grupo solugao que
vy (V) — ds, W < cllvo — Vo2 + c[IIVII* + DI lIlv — VI
Portanto, pelo mesmo argumento da prova do corolario 3.1.1 segue que v é suave. O

Teorema 3.4.3. (Caso Critico) Seja K=/. Para todo vy € L*(R) existe T = T(vg) e

uma unica solucao para o PVI satisfazendo

v € C([-T,T]: L*(R)), (3.157)
[Vllsrio < oo, (3.158)
[0Vl L1z < o0 (3.159)

Tomando T’ € (0,T), existe uma vizinhanca W centrada em vy € L2(R) tal que aplicacdo

Vo =V de W sobre as classes definidas em (3.157)-(3.159) com T’ em vez de T é suave.
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Observagao 3.4.4. Se vy € H*(R) com s > 0, o resultado anterior extende para classe

v e C([=T,T] : HS(R)), (3.160)

ID30xvlierz < oo, (3.161)

sobre o intervalo de tempo [—T,T].

Demonstragao. Seja J ={v € C([-T,T]: L2(R)) : ||Vl < a} onde
VIl = [[v = V(t)volltserz + [10xV[Lerz + [[VILzrio-

Considere o operador
t
Y, (v) = V(t)vg — JV(t — 1) (v, v)(T)dT.
0

Afirmamos que o operador ¥ tem um tunico ponto fixo. De fato, pela estimativa

(2.9)

[W(v) = VIOW V) (0)lierz = [[V(t)vo — JV(t — 1) (Vo) (T)dT — V(t)vo |12
0

= o | Vit = )7 (el g
0

< eVl

= ¢|[vllLgpio- (3.162)
Portanto,
W) = V(IOY©)(0) ez < cllvIIP. (3.163)

Agora, pela desigualdade de Minkowski, estimativa (2.18) e lema 3.4.2

t

[0 [z < <V (t)volligerz + [10x | VIt —T) (v V) (T)dT| 12

0

= [[0xV(t)vol|Ler2 + |03 V(t—T)(V5)(T)dTHL§oL%
0

Ha V VOHLO"Lz + HVHLSLIO (3164)

< ce+c[|vlIP. (3.165)



Capitulo 3. Boa Colocagao 71

Como € é arbitrario, chega se que
10 b (W)l erz < clivIIP. (3.166)

Finalmente, pela desigualdade de Minkowski, estimativa (3.4.3), desigualdade de
Hoélder e 3.4.3.

(W) [ligreo < [[V(thvo

t
L5110 + H JV(t — T) (V4ax\)) (T) dTHLiL%O
0

< Vol pip + clvasvll e 1o

<ce+ C||VH%)5(L%0H6XV”L§0L%. (3.167)

Analogamente ao caso anterior, temos

W) [lLzeso < cllVIP. (3.168)
consequentemente de (3.163), (3.166) e (3.168)

Il < cllvill®

Ou seja,
Y(d) cd
Provaremos que o operador ¥ é uma contracao. Analisaremos somente a norma

[W(v) = Vt)¥(v)(0) |l Lz, pois as outras normas utiliza os mesmos argumentos da prova

de contragao do operador ¢ no teorema 3.4.1, veja que,

W(v) =¥(u) = V() (Y(V)(0) = ¥(u)(0))[|Lreor2

t
= 1 [ Vie— Do - wo @ s
0

t
_ ||axjwt—w)(v5 ) (O
0
<[V =gz (3.169)

Portanto, de (3.99) e (?7)
4
[¥(9) — W(w) — VIO ¥ (0) — ¥ pee < cllv—wllize Y el izhlVlEspe
i=0

< cflv —ullgrao [V + llull1*]. (3.170)
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Assim, por (3.101),(3.103) e (3.105), temos que
[W(v) —¥(u)l[zre < cffv—uf[sio (VI 4+ (el (3.171)

Argumentando de maneira similar a prova de contragdo no teorema 3.4.1, obtemos de

(27)

4
105 (¥(v) — () lers < clv—uligip Y VI ollul s (3.172)
i=0
Consequentemente,
18 (W) — W) etz < v —wip [IMIF+ ] (3.173)

Portanto de (3.170),(3.171) e (3.173)
W) =Y < cllv =l IV + Hfull*].
Sendo u,v € J, entdao tomando 2ca* < 1 temos que
I¥(v) =Yl < elllv —ulll

Ou seja, ¥ é uma contracao. Consequentemente ¥ satisfaz as hipoteses do teorema do

ponto fixo, dail existe uma tnica funcao v € J tal que
Y(v) =wv.

Assim, existe uma tnica solugao para o PVI (3). Resta provar que a solugao do PVI
¢ suave.
Seja vp € W — v € J uma aplicacao tal que
t
v(t) = V(t)vy — JV(t —1)(v*o, V) (T)dT.

0
Sabendo que a parte nao-linear ja foi provada na prova da contracao de ¥. Entao,

temos pelas estimativas (2.17) e (3.171)
oo (V) = Woo (V) |1z

t
< V) o — Vo)l Lawp + | Jwt — 1) (v — $49,9) (1) | 510
0

< cfvo —Vollz + e ([0 (v = ) sz + v — llegrao) [IVII* + [19111*]. (3.174)
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Pelas estimativas (2.7) e (3.173)
104 (Yo, (¥) — e, (9) | vz

t
< [0 V(t) (Vo — Vo) [[ Lotz + [0 JV(t — (Vv — 10 V) (1) Al 12
0

< cllvo —Vollz + cllv = V]l s [V + IV11]. (3.175)
Pela estimativa (3.170) e isometria

[Wv) = W5, (V) = V(1) (Wy, (v) — W5, (9))(0) [|rserz

t
< V) (vo — Vo) [leerz + || JV(’E — 1) (Vv — V10, V) (1) A 12
0

< cfvo = Vollz + clv =Vl cgro [IVII* + IWII*]. (3.176)

Logo, de (3.174),(3.175) e (3.176)
Iy, (v) = We, (V]

< cflvo =Voll2 + c(0x (v = V)|l Loz + [V = Vllgrao) [IVII* + [IWI]1]

< cfvo —Voll2 + cllv = VIV + I (3.177)
Dado € > 0 tome 0 < T" < T tal que ||vog —Vo|l2 < € entao, de (3.177)
Wy (v) — W5, Il < 2a’clllv — ]

Portanto v é suave.

3.5 Equacao de Kortweg de Vries usando espacgos de

Bourgain

Vamos estabelecer uma outra demostracao da boa colocagao local do PVI (1). O
método usado para estabelecer a boa coloccao do PVI (1) é diferente do método utilizado
na sec¢ao 3.1. Nao vamos utilizar efeitos suavizantes e além disso vamos refinar a solugao,

isto é, provaremos a boa colocacao para os espacos de Bougain X com s < %.
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Teorema 3.5.1. Seja s € (—%,O). Entao, existe b € (%, %) tal que para todo vy € H*(R)
eziste T = T(||vol|s,2) com (T(p) = oo com p — 0) e uma unica solugao do PVI (4) no

intervalo [—T,T] satisfazendo

v e C([-T,T]: H(R)), (3.178)
veE Xep CLE o (R:LF(R)), 1<p<oo (3.179)
0x(v?) € X b1 (3.180)
v € Xs 311 (3.181)

Além disso, para qualquer T' € (0, T) existe R = R(T’) > 0 tal que a aplicagcdo vo(t) — v(t)
definida do cnjunto {vo € H® : ||[vo — Wl|s2 < R} sobre o conjunto expressado em (3.178)-

(3.181)

Demonstragdo. Seja Xq ={v € X : |V[x,, < al.

Para v € H*(R), s > —% vamos definir o operador
Y. X, = X,

com
t

Wy, (V) (1) =¥(v)(t) = 01 (t)V(t)vo — 01 (1) JV(t —1)0,(T)0x (v?)(t)dT
0
Para mostrar que o PVI(1) tem uma unica solucao, vamos usar o argumento de

ponto fixo. Seja v € X,. Pela desigualdade de minkowski e aplicando as estimativas

(2.26) e (2.30) para p =1

t
YOV lx,p < 18:V(E)vollx,, + HelJV(t—T)ep(T)axV2(T)dT\|Xs,b
0

t
< c|volls2 + <l JV(t — T)ep(T)axvz(T)d’CHX&b
0

< clvolls2 + cll8p )0V (-, )] x, - (3.182)

Tomando (3 = é(bl:];/,)) e usando as estimativas (2.44) e (2.45) em (3.182)
YO)lx,, < cllvollse +cpPaxv?( V)lIx, 0o, (3.183)
Para completar a demostracao (3.183), considere a; = (1 + |t — &%) e ay = (1 + |(T —

1) — (£ — &)%]). Sendo,

105 (V). = (14T = E2D° (1 4 [E])** [0 (v2) | 2 2-
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Para facilitar os cdlculos vamos fazer a demostracao para s = 0. O caso em que
s # 0 segue analogamente.Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, estimativa (2.45),
desigualdade de Holder, temos

10 (V) [l 5,
<&+t —&? J J a1av(&, mV(E— &, T—T1) iiazl
—00 —%0 L312
! 07 dald’fl 1/2
1 3 b —1 l[ J )
Hrie=El < L+t — &N (1 + (T — ) — (& — &)

00 00 1/2
x(JJ Q2R T )2 (E — &1, — ﬁﬂﬁﬂn)

L212
(TrT 1/2
C(J J J J QP& T)PP(E — &1, T — 1) d51d’t1d£d’r>
S CHV”XOva(l + |(T_T1) - (5— 51)3|){’\(—51,—T1)HL5LT~ (3.184)

Sabendo que a norma no espaco misto LgL; é invariante por translagao, temos de

(3.183) e (3.184)

YO lx.o < Vlls2 +eoPvI%, ,

Tomando a = 2c¢||vo||s2 € p tal que

Temos,

Portanto

Analogamente a prova de inclusao e fazendo algumas adaptagodes prova-se que o
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operador ¥ é uma contragao. Sejam v, u € X, tais que
t
[b(v) —¥Y(uWlx,, = ||0:1(t) JV(t — T)0, (VO v — ud,u) (1)

0 Xeb

< 10p(1)0 (v = 1?)|Ix, ,

cpPl|0,(1)3x (v2 —u?)x. ., |
< cpPIlIEN (1 + fr— ED° T (14 EF)° (v —w) * (v W)(E, D)l 212
(3.185)

Vamos fazer a demostracao para s = 0. chamando a;
) — (E—&1)°)

IENL + e — 3P (v — 1) (0 + W) (&, 7) 212

=1+t =&, aa=(1+](t—

= H|z,|(1+|r—a3y) J J (V1) (&, )

—

v—u)(&—&,t—T1)d&dry

L1212

(o S Ne o]

< H|a|(1+h—a3|)b’l j J (v + W&, 1)al

—00 —O0

d&.d
v—w)(&—&,T—T) Eﬁ o
apya;

(3.186)
L212

Entao pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, estimativa (2.45) e torema de Fubini
HEI(T + r = E3)°" 1 (v —w) * (VW) (E, T 2ee <

b1 [ dé&dT
H'E'(H'T &) (J J M+m 80 tt—m

1/2
) —(&— 5,1)3|)2b>

LyLy
N - s
x < ai a2b|u—|—v(5,1,11)] (v — )(g_g,T_ﬁ”?)
o0 o0 1212
0 00 00 00 - s
<C< J J“l Q) (&1, TPV )(E—ém—mﬁdaldmadT) .

<clu+v[x, [T+t —T) — (£~ &1)3|(v—/\u)(—£1, —T1)|le2rz

Sabendo que as normas em (3.187) independe de translacao, temos pela desigualdade de
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Minkowski

I + e — &P v — )+ (T W (& Dliaee < el vl u—vilezre
< cllIVllxyy + el ) v = ullx,,

< 2callv —ullx,, (3.187)

Dai, de (3.185) e sabendo que a estimativa feita é valido para todo s

W) =¥ (Wllx,, < 2acpP|lv—ullx,,

Escolhendo T tal que

[3 1
2acp® < 5

Chega-se que o operador ¥ é uma contracao.

Portanto pelo teorema do ponto fixo existe uma unica funcao v € X, tal que

Ou seja,

JV(t —tau)0,(T)d, (v?(T))dT.
0

Resta provar que a solucdo v é suave no conjunto C([0,T]: H(R). Seja0<t<t<1le

t —t < At, entdo podemos escrever a equacio integral da seguinte forma:

-+ RS
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Logo, de (3.188) e estimativas (2.44), (2.45)
[V(t) = v(t)[las < [[0:(t = DVt —)v(t) — v(1)||ms
+c|0:(t—1t) tJtV(t —t—1)0,(7)0x (V*(7))d|us
0
= cll0(t = t)V(t = )v(t) — v(1)||u:
+¢[|0;(t —t) jV(t —1t)0ac(t' — )0 (V) (' — t)dt'| s
{ t'—t

3.0 x,

< |0y (t —t)V(t — )v(t) —v(t)[|lms + (AP0 (V) lx,,, ,- (3.189)

<cll8i(t =DVt —t)v(t) —v(t)|

ms + |6

Como ja foi provado que [[9,(v?)||x,,, , < c[V[|%,. Logo, por (3.189)
V() = V(D) e < cll6s(t— DVt — DD — (D]l + cAVPIMZ . (3.190)

Assim, fazendo At — 0 em (3.190), temos que 0; ~ 1 e ||08:(t — t)V(t — t)v(t) —

v(t)||gs — 0 . Consequentemente
[v(t) —v(t)||as = o(1).

Portanto, v é suave. O



Capitulo 4

Ma colocacao da Equacao KdV

Nos capitulos anteriores foram feito um estudo sobre a colocagao da equagao KdV.Kenig,
Ponce e Vega provaram que g-KdV é bem posta em H® para s > sy tal que s é defi-
nido da seguinte maneira sy = % — % para k > 4.Em [2] Kening, Ponce,Vega e Svantede

Provaram que a g-KdV é mal posta em H® para estudos foram baseados

Teorema 4.0.1. O PVI (1) com k > 4 € mal- posto em H< com s, = % — % no sentido
que a existéncia e dependéncia continua das solucoes nao pode ser exrpressa nos termos

do tamanho do dado inicial na norma HS*.

Demonstracdo. Para provar o teorema , vamos considerar somente o caso k = 4, pois o
argumento utilizado no caso k > 4 é exatamente ao que vai ser usado no decorrer desta

demostracao. Considere a solucao da onda solitaria

4

ey = {15csech2(2\/6x)} (4.1)
que tem decaimento no infinito e é solucao da equacao diferencial ordinaria
2 L5
—cd+ 0 p+ -7 =0 (4.2)

e Veu = Pex(x — ct) uma solucdo tal que vog = ¢, 4. Analisaremos separadamente as

normas

Idera — beyalls (4.3)

||VC1,4('7t) _vC2,4('7t)||g (44)

79
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Para t # 0. Provaremos que para cj,cy conveniente a norma (4.3) converge para zero
qunado t — 0 enquanto a norma (4.4) converge para um numero diferente de zero. Ora,

escolhemos ¢; = N+ 1eco =N € N. Assim,

% = Hd)61,4Hg + Hd)C2,4 g_ 2<¢61,47 (I)C274>

12 + b2 — 2J¢cl,4(x)q>q,4(x)dx (4.5)

”(bc1,4 - (bC2,4|

Fazendo a mudanca de varidavel y = /c1x, temos que

(o.¢]

||¢C1,4||§ = |¢c1,4(x)|2dx

J
—00

(e.¢]
r

= V/15cisech(y/cix)dx

= | V15sech(y)dy

—00

= [besallz = (4.6)

Fazendo a mesma mudanca de variavel feita anteriormente no produto interno, isto é,

Y = 4/C1X, temos que

(Perts es) = (2—) 4 J¢Cl,4(y)¢%4(\/gy)dy

fazendo N — oo, temos que 2—; — 1, dai,

-

(bey, be,) = @ (4.7)

Portanto de (4.5),(4.6) e (4.7), temos que

Ideia — bepallz =0 (4.8)

por outro lado analisaremos a norma (4.4). sabendo que a norma L? é invariante por

translagao, temos

Ve, alst) = Vel VI3 = Ve, 15 + Vep a (D15 = 20ve, 4l 1), Vegal, 1)
= [[de,alx = c1t)[l3 + [ besa(x — cat) 5

o J e, a(x — c1t) ey a(x — cot)dx

= ||¢C1,4H§ + ||d)0274”§ - 2J¢c1,4(x - Clt)(chA(X - C2t)dx
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3
Fazendo aa mudancas de varidvel z = ,/c;x — c{t respectivamente e sabendo que a =

”¢c,-,4||§ temos que

C
e, a(t) = ve, 4l D)2 = 202 — 2L J Bera(x — crt)de, 4(x — cot)dx

NG

—9a? 2% J ¢4(z)¢4(%z— Valer — )t dx

~ Cc1 , ~
Fazendo N — oo, entao g — 1 e /ca(cy — ¢ca) — o0, dai com a funcao ¢, tem
decaimento no infinito, temos

2\/(11 C

N
E J ¢c1,4(2)¢<:2,4(ﬁl— Vealer —er)t)dx — 0

Consequentemente

[Sllp] Hv0174('7t) _vC2,4('7t)H§ — 2(12 (49)
0.T

Para quaisquer T > 0. Portanto, de (4.8) e (4.9) chegamos a uma contradigao. O
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