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Resumo

Neste trabalho, descrevemos resultados obtidos por [talo Melo em 2017, consideramos
o conceito de um sistema iterado de fungoes P-fracamente hiperbdlico que generaliza o
conceito de um sistema iterado de fungoes fracamente hiperbdlico. Provamos a existéncia
e unicidade da medida invariante para esta classe de sistemas iterados de fungoes. Além

disso, provamos um teorema, ergodico.



Abstract

In this work, we describe results obtained by [talo Melo in 2017, we consider the concept
of P-weakly hyperbolic iterated function systems that generalizes the concept of weakly
hyperbolic iterated function systems. We prove the existence and uniqueness of the in-
variant measure for this class of iterated function systems. Furthermore, we prove an

ergodic theorem.
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Introducao

Um sistema iterado de funcgoes é dado por um conjunto finito de aplicacoes continuas
{@1, -+, @n} definidas em um espago topoldgico X. Hutchinson no artigo [7] consi-
dera sistemas iterados de fungoes hiperbdlicos, isto é, uma colecao finita de contragoes
©1, @2, ...., P : X = X onde X é um espago métrico completo. Ele provou que existe um

unico conjunto compacto K, chamado atrator do IF'S, de modo que
n
K={] ;K.
j=1

Também provou a existéncia e unicidade de uma medida de probabilidade u definida na

o-algebra de Borel de X, satisfazendo a equagao
w=> pjle;).(p),
j=1

onde (¢j).p denoda o push-forword ou imagem da medida pw por @; e p1 +---+pn = 1.

Foram propostas varias generalizacoes dos resultados de Hutchison. Uma direcao era
enfraquecer a hipétese de hiperbolicidade, permitindo algumas formas de contragao fracas,
pensando nisto, Edalat no artigo [5], definiu a nogao de um sistema iterado de fungoes
fracamente hiperbdlico, onde ele considerou um ntmero finito de aplicacoes {@1, ...., @n}
definidas em um espaco métrico compacto X com o diametro indo a zero por qualquer que
seja a combinacgao das aplicagoes. Em outras palavras, para todas as sequéncia infinita

(i1,12,..) € ZN temos

lim Diam(¢i, o @i, 0---0 @4, (X)) =0,

n—o0

onde £ ={1,....,.n} e ZN ¢ 0 conjunto de todas as sequéncias formadas pelos elementos de
Y. Esta definicao permite que um sistema iterado de fungoes tenham algumas aplicacoes
que nao sejam contragoes, que foram descartadas nos configuracoes anteriores, para obter

um atrator topolégico.



Sumario 3

Outra maneira de generalizar os resultados de Hutchinson é aumentar o espago dos
parametros. No artigo [1] foram estudados os IFS fracamente hiperbdlicos em que os
espacos de parametros sao espago métricos compactos, o que permite unificar e gene-
ralizar alguns dos resultados anteriores. Em particular, eles generalizam os resultados
de [5]. Obtendo a existéncia de atratores e um teorema ergddico para IFS fracamente
hiperbdlicos.

Nesta dissertacao, consideraremos o conceito de um sistema iterado fungoes P-fracamente
hiperbdlico, que generaliza o conceito de um IFS fracamente hiperbdlico, com espaco
de paramétrico compacto. Expomos a existéncia de medida invariante de um IFS
P-fracamente hiperbdlico. Além disso, temos uma versao do teorema ergddico para IFS

P-fracamente hiperbdlico com espaco de parametro compacto.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos e resultados sobre teoria da medida e
teoria ergodica os quais sao de grande importancia para a leitura e compreensao desta
dissertagao. Para uma melhor leitura, alguns resultados apresentados aqui nao serao

provados, apenas indicaremos onde é possivel encontrar suas demonstragoes.

1.1 Teoria da Medida

Definicao 1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma dlgebra de conjuntos sobre X é uma

colecao A de subconjuntos de X, fechada para a unidao finita e complementaridade, isto é,
1. Se El,EQ,"' ,En e A entao By U---UE,, € A.
2. Se E € A entao E€ € A.

Observacao 1. Se a dlgebra A € fechada para unioes enumerdvel ela serd chamada de

o-dlgebra.
Observacgao 2. Se A € uma dlgebra, entio ) € A e X € A.

Definicao 2. Seja & um subconjunto do conjunto das partes de X. A o-dlgebra gerada
por & € dada pela interseccao de todas as o-dlgebra sobre X que contém & e indicaremos

ela por M(E).

Observagao 3. Equivalentemente, M (&) € a menor o-dlgebra sobre X que contém &. Os

elementos de M (&) sao chamados de gerados por &,



Capitulo 1. Nocoes Preliminares )

Defini¢ao 3. A o-dlgebra de Borel Bx de um espago métrico (ou topoldgico) X € a o-
dlgebra gerado pelos conjuntos abertos de X (ou equivalente, pelos fechados de X), cons-

tituida pelos conjuntos de Borel de X ou, simplesmente, borelianos de X.

Definicao 4. Seja X um conjunto com uma o-dlgebra A. Uma medida em A, ou (X,A),

¢ uma funcao w: A — [0,00] com as propriedades abaizo
1. u(0) = 0;

2. Se (En)nen € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A, entao vale
H( U F—n) = Z H(En).
n>1 n=1

Definicao 5. Seja X um conjunto qualquer e A uma o-dlgebra sobre X

1. O par (A,X) € dito um espaco mensurdvel e os conjuntos em A sdao chamados

conjuntos mensurdveis.
2. Se nw € uma medida em (X, A), a terna (X, A, ) € dita ser um espaco de medida.

3. Dado um espaco de medida, a medida w € dita finita se u(X) < 4o0.

Definicao 6. Dizemos que a medida W, definida na o-dlgebra de X é de probabilidade, ou

simplesmente probabilidade, quando n(X) = 1.

Dados (Xj,Aj,15), j = 1,...,n, espagos de medidas finitas, é possivel tornar o pro-
duto cartesiano X; x --- x X;; um espaco de medida, da seguinte forma. Considere em
X1 X -+ x Xy, a o-dlgebra gerada pela familia de todos os conjuntos da forma A; x--- XA,
com Aj; € Aj com j = 1,...,n ela ¢ chamada de o-dlgebra produto e serd denotada por

AL @ @Ay,

Teorema 1. Existe uma unica medida w em (X; X -+ X Xp, A1 @ -+ @ An) tal que
WAL X - X Ap) = u(A) - wlAn) para Ay € Aj paraj = 1,...,n. Em particular p €
finita.

Demonstragao. ver referéncia. Mais precisamente o teorema A.2.12. de [9]. [

Sejam (Xj, Bj, ;) espacos de medidas com ;(X;) = 1 para todo j € £. O conjunto

dos indices pode ser tanto L = IN com £ = 7Z. Considere o produto cartesiano

X= HXj ={(xj)jesnex; -

jeL
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Definigao 7. Um cilindro é o conjunto [m; A, ...,An] ={(Xi)icc : Xi € Ay para m <

i<njondemel,n>meA;€Bjparam<j<n.

Defini¢ao 8. A o-dlgebra de B = []
(m; A, ..., Anl.

jec By € gerada por todos os cilindros da forma

Teorema 2. Eziste uma unica medida w em (X, B) tal que

para qualquer cilindro [m; A, ..., Anl. Em particular, w é uma probabilidade.

Demonstracao. Veja o Teorema A.2.13 de [9]. O

Aplicacoes Mensuraveis
Definicao 9. Sejam (X, A) e (Y,B) espaco mensurdveis, dizemos que a aplicacao

f: X =Y é mensurdvel se f~'(E) € A para todo E € B.

Teorema 3 (Convergéncia Mondtona). Seja (fn)new uma sequéncia de fungoes men-

surdveis nao negativa tal que fj(x) < fj11(x) para todo j e lim f,, =f. Entdo
n—oo

J fdu= limJ fdu.
X X

n—oo

Demonstracao. Veja o Teorema 2.14 na referéncia [6]. O

Lema 1 (Lema de Fatou). Seja (fn)nenw uma sequéncia de fungoes mensurdveis nao-

negativas. Entao

J liminf f,,dp < lim ian o du.
x n n X
Demonstracao. Veja o Lema 2.18 de de [6]. O

Definicdo 10. Dizemos que f: X — X € integrdvel quando f é mensurdvel e [, |fldp <
+00, neste caso denota-se por L'(W) o conjunto das fungoes integrdveis (em rela¢io a w)

sobre X.

Teorema 4 (Convergéncia Dominada). Seja (fn)new uma sequéncia em L'(u) satisfa-

zendo

1. f, = f em pn-q.t.p;
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2. Erxiste uma funcdo positiva g € L'(u) tal que [fn] < g em p-q.t.p para todo n € IN.

Nestas condicoes,

lim J fndMZJ fdu.
X X

n—oo
Demonstragao. Veja o Teorema 2.24 de [6]. O
Teorema 5 (Teorema de Egorov). Seja w uma medida positiva e X um conjunto men-
surdvel com w(X) < oo e uma sequéncia de funcgoes f,, : X = R convergindo pontualmente

para f: X — R. Entao para todo ¢ > 0 existe um conjunto mensuravel B C X tal que

w(B¢) < ¢ e f, — f uniformemente em B.
Demonstracao. Veja referéncia [9]. O

Definicao 11. Seja f: M — N uma aplicacdao definida em espag¢o métrico M com imagem

em um espago vetorial N. Definimos o suporte de f como sendo:

supp(f) ={x € M : f(x) # 0}.

Definicao 12. Seja 1 uma medida na o-dlgebra de X. Definimos o suporte da medida p

como sendo:

supp(pn) ={x € X: u(Vyx) #0 para todo V.},

onde Vy denota uma vizinhanca aberta que contém o x.

Observagao 4. Denotamos por C.(X) o espaco das fung¢oes continuas definidas em X

com suporte compacto.

Definicao 13. Um funcional linear 1 definido em C.(X) € dito ser positivo quando

I(f) > 0 para toda funcao f > 0.

Teorema 6 (Teorema de representacao de Riesz). Se I € um operador linear positivo em
Cc(X), onde X € um espago locamente compacto, entao existe uma unica medida | na

o-dlgebra de X tal que I(f) = [ fdp para toda f € Cc(X).

Demonstragao. Veja o Teorema 7.2 de [6]. O
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1.2 Teoria Ergddica

Agora vamos apresentar o conceito de topologia fraca* e a demostracao do teorema de

existéncia de medidas invariantes, Teorema 7.

Definicao 14. Uma medida w € dita ser invariante por uma aplicacdo mensurdvel

f: X — X se para todo conjunto mensuravel E C X

No préximo resultado, veremoos que medidas invariantes sempre existem em deter-

mindos contextos.

Teorema 7 (Existéncia de Medidas Invariantes). Seja f : X — X uma transformacgao
continua num espaco métrico compacto. Entao existe pelo menos uma medida de proba-

bilidade em X que € invariante por f.

Topologia fraca*

Definigao 15. Dada uma medida p € M;(X), onde M;(X) denoda o espago das medidas
de probabiliades sobre X, um conjunto finito ® = {bq,---,dn} de fungoes continuas

limitadas i : X = R e um numero € > 0, defina

V(i @, ¢) = {v e M (X): ”cbidv— Jd)idu‘ <e v i}. (1.1)

Observagao 5. Note que a intersecao de dois quaisquer conjuntos da forma (1.1) contém
algum conjunto da forma (1.1). Isto assequra que a familia {V(u, D,e): D, e} pode ser

tomada como base de vizinhancas de cada p € My (X).

Definigao 16. A topologia definida por essas bases de vizinhancas € chamado de topologia

fraca®.

Em outras palavras, os abertos da topologia fraca® sdo os conjuntos A C M;(X) tais
que para todo elemento p € A existe algum V(u, @, €) contido em A.

Quando o espaco métrico X é separavel, o espaco M;(X) munido da topologia fraca*
é separavel. M, (X).

Dados @, v € M;(X), defina D(u,v) como sendo o infimo de todos os nimeros & > 0
tais que

n(B) <v(Bs) +8 e Vv(B) < u(Bs) +3,
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para todo boreliano B, onde By = {x € X : d(x,B) < &} o conjunto Bs é chamdo de

d-vizinhaca de B.
Lema 2. A funcdo D é uma métrica em My (X).

Demonstragao. Veja a referéncia [6]. O

Esta métrica é denominada métrica de Levy-Prohorov. No que segue representaremos

por Bp (W, 1) a bola relativamente a D com centro em p € M;(X) e raio v > 0.

Proposicao 1. Se M ¢é um espaco métrico separdvel entdo a topologia induzida pela

métrica D coincide com a topologia fraca® em My (X).

Demonstracao. Veja a referéncia [6]. O

No proxio resultado veremos que o espaco das medidas de probabilidade sobre X

munido da topologia fraca*™ é compacto se X for um espaco metrico compacto.

Teorema 8. Se X € um espaco metrico compacto entao. O espaco My (X) munido da

topologia fraca® é compacto.

Demonstracao. veja a referéncia [6]. O

Demonstracao do teorema da existéncia de medidas invariantes

Dada uma aplicacao f : X — X e qualquer medida 1 em X denota-se por f,n e chama-se
push-forward ou imagem de n por f a medida definida por f,n(B) =n(f *(B)) para cada

conjunto mensuravel B C X. Note que n ¢ invariante por f se, e somente se, f,n =1.

Lema 3. Sejam w uma medida e & uma fung¢ao mensurdvel limitada. Entao

Jd’ df*u:J(bof du (12)

Demonstracao. Se ¢ é a fungao caracteristica de um conjunto mensuravel B entao a
relagao (1.2) significa que f,1(B) = u(f~1(B)), o que é verdade por defini¢ao. Agora pela

linearidade da integral, segue que 1.2 vale sempre que ¢ é uma funcao simples, isto é

J Z arXe, df.p = ZJ ax(xe, o f)du.
X — Jx

k=1
Finalmente, como toda funcao mensuravel limitada pode ser aproximada uniformemente

por fungoes simples segue dai, via Teorema 4, que a conclusao do lema ¢é verdadeira em

geral. O
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Na proposicao a seguir veremos que a continuidade de f implica a continuidade da

aplicagao f,.

Proposigao 2. Seja f: X — X uma aplicacdo continua. Entao a aplicacao f, : My (X) —

My (X) € continua relativamente a topologia fraca*.

Demonstracao. Seja € >0 e ® = {P, ..., b} uma familia qualquer de fun¢oes continuas
limitadas. Como f é continua, a familia ¥ = {¢p; of, ..., ¢ o f} também consiste de funcoes

continuas limitadas. Pelo Lema 3

[[ovatrn — | o] =| [ oo ran—[oora

e portanto o lado esquerdo é menor que € se o lado direito for menor que €. Isto quer

dizer que . (V(u, ¥, ¢e)) C V(f.u, @, ¢). Isso implica que f, é continua. H

Considere agora uma medida de probabilidade v em X a sequéncia de probabilidades
un:lZfiv (1.3)
n : * 7

onde flv é a imagem de v pelo iterado f). segue do Teorema 8 que esta sequéncia tem

algum ponto de acumulacao, ou seja, existe (ny)x € N, ny — oo, tal que
v = (1.4)

na topologia fraca*. Agora é suficiente demonstrar o seguinte lema.

Lema 4. Todo ponto de acumulacdo de uma sequéncia (Un)neny do tipo (1.3) € uma

probabilidade invariante por f.

Demonstragao. A relagao (1.2) afirma que dada uma familia @ = {¢y, ..., ,,} de fungdes

continuas limitadas e € > 0 tem-se

le—l

1 .
—ZJ c[)iof]dv—J d)idu‘<f, (1.5)
My i—0 IX X 2

para todo i e todo k suficientemente grande. Agora pela Proposicao 2

T‘kal Nyx— 1

1 .
fou =i f( f )_1 =Y Pty =tim — Y . 1.
k= lim ™ Z ) v im ; v 1m Z v (1.6)

j=0
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Observe que
. 1 o . 1 n
(bioP)dv——Y (q)iof])dv‘:—‘ bidv — | biof™dv
e 527 Ix e b x X
2
< = supldl < =
115 2

para todo i e todo k suficientemente grande. Juntando esse fato com (1.5) concluimos

que
1 & .
—ZJ d)iOdeV—J q;du) <
e T X X
]7
para i e k suficientemente grande. Isto significa que
Tk
— ) flv—p
Nk

j=1

quando k — oo mas (1.6) significa que essa mesma sequéncia converge para f.p. Por

unicidade do limite segue que f,pu = p. [

Agora faremos algumas definigoes e enuciaremos importantes resultados de teoria

ergddiaca que serao utilizados no proximo capitulo.

Definicao 17. Dado uma aplicacao mensurdvel f : X — X chamamos de média temporal

da funcao @ : X = R a func¢ao

onde f) = fo---of, j-vezes.

Teorema 9 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Seja f: X — X uma transformagao men-
surdvel e seja L uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcgao integrdvel
©: X =R, o limite
1 n—
$x) = lim — > o
i=0
existe em u—q.t.p x € X. Além disso, a funcao @ definida desta forma € integrdvel e

satisfaz

j $x)du(x) = j o(x)dn(x).

Demonstracao. Veja o Apeéndice. O



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 12

Apresentaremos agora o Teorema ergddico subaditivo. Para isso vamos comegar pelas

seguintes definigoes.

Definigcao 18. Para quaisquer m,n € IN.Dizemos que uma sequéncia numérica (an)nen
¢ dita ser subaditiva quando

Amn g Am + An.

Definicao 19. Para quaisquer m,n € IN. Dizemos que uma Sequéncia de funcoes

©n : X = R € subaditiva para uma aplicacao f: X — X se

@min < @m + @ of™,
para quaisquer m,n = 1.

Teorema 10 (Teorema ergddico subaditivo de Kingman). Seja w uma probabilidade in-
variante por uma transformacao f : X — X e seja @ : X — R n > 1 uma sequéncia
subaditiva de funcoes mensurdveis tal que @, € L'(u). Entdo a sequéncia (@n/MN)nen
converge em W-quase todo ponto para uma funcao f-invariante @ : X — [—oo, +00). Além

disso, @t € L1(u) e

1
| oan=tim > (on)due oo, +00)
X n—oo 1N X
Demonstragao. Veja a referéncia [9]. O

Agora definiremos o conceito de ergodicidade, o qual é muito importante para teoria

ergddica e possui diversal equivaléncias.

Definigao 20. Dizemos que o sistema (f, W) € ergddico quando para toda fun¢ao integrdvel
tivermos

n—1

lim = 5 ol = | e(dn
j=0 X

n—oo T 4

para quase todo ponto.

Definicao 21. Seja £ = {1,...,N} denote por LN o conjunto de todas as sequéncias

formadas pelos elementos de L.

Seja (Z,B,v) um espaco de probabilidade e considere o espaco produto N munido
da o-élgebra produto €, ou seja € = BN, e a medida produto p = vN. Definimos agora

a aplicacdo deslocamento de Bernoulli o : £N¥ — IN dada por o((&n)n) = (Xni1)n,
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ou seja 0 envia a sequéncia (Xg, X1, ..., Xn, ...) na sequéncia (X, ..., Xn, ...), observe que a

pré-imagem de qualquer cilindro ainda é um cilindro
o MM A, An) =M 41 A, L AL

Disto segue que o é mensuravel. Além disso,

P'(O-il([n” Ams o Anl)) = VIAR) - v(AL) = ul(lm; A, AL,

Isso assegura que a medida p é invariante por o, utilizando alguns resultados de teoria

da medida, veja [9] para mais detalhes.
Proposigao 3. Todo deslocamento de Bernoulli (o, W) é ergédico.
Demonstragao. Veja a proposicao 4.2.7 de [9]. ]

Concluimos este capitulo tendo apresentado as principais ferramentas e resultados

necessarios para uma melhor compreensao desta dissertacao.



Capitulo 2

Sistemas iterados de funcoes

Um sistema iterado de fungoes (IFS) é dado por um conjunto finito de aplica¢oes continuas
{f1, ..., fn} definidas em um espaco topolégico X. Se X é um espago métrico completo e
cada uma das f; : X — X sao contracoes dizemos que o IFS ¢ hiperbdlico. Para um
espaco métrico completo X, seja K(X) o espaco métrico completo formado por todos os

subconjuntos compactos nao vazios de X com a métrica de Hausdorft definida por
dy(A,B) =inf{d >0: A CBs e BC As},
onde para um subconjunto compacto nao vazio C C X e 6 > 0 o conjunto
Cs={xeX:3y e C,d(x,y) <5}

Um IFS hiperbélico induz a aplicagao F : KX(X) — K(X) dada por

F(A) = f(A). (2.1)
j=1
Proposigao 4. F: X(X) — K(X) € uma contragio com a métrica de Hausdorff.

Demonstragao. Ver referéncia [7]. O

Segue do Teorema do ponto fixo que F possui um tinico ponto fixo, ou seja eiste um
n
unico conjunto compacto K tal que K = U F;(K), este conjunto é chamdo de atrator do
j=1
IFS.
Também existe uma versao probabilistica desta teoria, onde cada f; ¢ associada a um
peso pj, j = 1,...,n tal que
n
O0<pj<le ijzl.

j=1

14
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Utilizando estes pesos definimos o operador de Markov T : M;(X) — M, (X) dado por
T(W(B) =) piul(f'(B)), (2.2)
j=1

para todo conjunto de Borel B C X.

Quando o IFS ¢ hiperbolico, o operador de Markov possui um tunico ponto fixo que
¢ chamdo de medida invariante do IFS, para uma demonstragao veja [7]. A existencia e
unicidade do atrator e da medida invariante também sao verdadeiras em sistemas iterados
de fungoes fracamente hiperbdlicos, o qual foi definido por Edalat em [5]. Agora definimos

um sistemas fracamente hiperbdlico.

Definicao 22. Um IFS {fi,...,fn} € dito ser fracamente hiperbdlico se para todas as

sequéncias infinitas (i1, 1s,..) € ZN tivemos que

lim Diam(f, o fy, 0---ofi (X)) =0,

n—oo

onde Diam(A) denota o diametro do conjunto A.

Observe que todo IFS hiperbdlico é frcamente hiperbdlico porém a reciproca nao é

verdadeira, para um exemplo veja o capitulo 3.

2.1 IFS P-fracamente hiperbdlico

Até agora estudamos IFS’s formados por um nimero finito de aplicagoes continuas. Agora
vamos estudar [FS’s formados por um niimero infinitos de aplica¢oes continuas, até mesmo
para uma quantidade nao enumeravel.

Sejam A e X espacos métricos compactos. Uma aplicagao continua w : A x X — X é
chamada de sistema iterado de fungoes (IFS). O espaco métrico A é chamado de espago
de parametro e X é chamado de espaco de fase. AN ¢é o conjunto de todas as sequéncias
em A. Quando A" estd munido da topologia produto, gerada pelos cilindros de tamanho
m o denotaremos por Q.

Fixado um parametro A denote por wy : X — X a aplicacao definida por
wi(x) = w(A,x).

Estas aplicagoes fazem o papel das fj’ s no caso em que o IFS é dado por um nimero finito

de aplicagoes.
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Definigao 23. Um IFS w no espago métrico (X,d) € dito ser fracamente hiperbdlico

quando para toda sequéncia o« € AN tivermos

lim Diam(fy, o0 fy, (X)) =0,

n—o0

onde Diam(A) =sup {d(x,y) : x,y € A}.

Se o espaco dos parametros ¢ finito, ou seja o IFS é dado por {fy, ..., fn}, esta definicao
coincide coma a defini¢ao 22. Da mesma maneira do caso finito, o IF'S w induz a aplicagao
F: X(X) — X(X) definida por

F(A) = | walA).

AENA

No caso em que o conjunto A ¢ finito, ou seja A = {1, e N}, obtemos que

N
F(A) = U wx(A) = U Wy,

AEA
coincidindo com a definigao apresentada pela equacao (2.1).
Dada uma medida de probabilidade p em M;(A) denote por P a medida produto em
AN induzida por p. Lembre-se que a medida produto P em AN ¢ invariante pela aplicacao
deslocamento de Bernoulli.

Considere o operador de transferéncia T, : My (X) — M, (X) definido por

T, (1)(A) = jA w(wy ' (A))dp(A).

para todo conjunto de Borel de X. Mais uma vez observe que se o conjunto A ¢ finito

teremos que o operador T, coincide com o operador introduzido na equagio (2.2),

N
To(W(A) =D pin(w; '(A)).
i=1
Agora definimos a nogdo de uma medida invariante paro o IFS.

Definicao 24. Uma medida w € dita ser invariante pelo sistema iterado de funcgoes

w: A XX — X quando
Tp(u) =M,

ou seja, € ponto fixo do operador de transferéncia T,.

O teorema 2 de [1] prova a existéncia ¢ a unicidade de atratores globais isto é, um

ponto fixo da aplicagao F, para IFS fracamente hiperbdlico. Também prova que cada
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operador T, possui um tinico ponto fixo p,. Além disso T*(v) — p, na topologia fraca®,
para toda v € M; (X).
Nesta dissertagao estudaremos, estudaremos sistemas iterados de func¢oes P-fracamente

hiperbdlicos, segue a definicao a baxio.

Definicao 25. Fize p € My(A). Um IFS w : A x X — X € dito ser P-fracamente
hiperbolico se P(S) =1, onde

S={aeQ: lim Diam(wgy, o0 wq, (X)) =0}.

n—o0

Observe que esta definigdo generaliza o conceito de um IFS fracamente hiperbdlico.

Considere as fungoes fi, h,, : Q — R onde,

fn(o‘) = Diam(waxn O+ 0Wq, (X))

hn(a) = Diam(wgy, 0+ 0 wg, (X)).

Lema 5. Se o IFS w € fracamente hiperbolico. Entao as funcoes f, e h, convergem

uniformemente para 0.
Demonstracao. Veja referéncia [1]. O

Denotamos por D e r as métricas de QO e QQ x X, respectivamente. A métrica D é dada
por

1
D(CX7 E,) = Sup T_ldl(o‘n, E,n),

onde d; é a métrica de A.

Se o IFS w é fracamente hiperbdlico, do Teorema 2 de [1] segue que para cada
p € M;(X) o operador T, possui um tnico ponto fixo. Além disso, ele é assintotica-
mente estavel. Na proxima subsecao, mostraremos que este resultado continua valendo

no contexto P-fracamente hiperbdlico.

2.1.1 Prova do Teorema principal

Agora vamos definir a aplicagao I'. Dados 0 € Q, x € X e n € N defina I'(o,x,n) =

Wy, ©Wg, 0+ 0 Wg (x). Observe que paran > 1
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Weg, 0 Wg, O"'Owcnﬂ(x) C Wg, © Wg, O---O(,U(Tn(X).

1

Se 0 € S, por defini¢do, temos que lim Diam(wy, 0 wg, 0--- 0 we, (X)) = 0 e logo
n—oo

o conjunto

m wol owo‘z O0---0 wUn(X) :{U}
n=1

¢ formado por um unico ponto y. Note que, para todo n € IN
d(y,T(o,x,n)) < Diam(wg, 0 Wg, 0 -+ 0 we, (X)).

Além disso, lim I'(0,x,n) =y para todo x € X. Isso define a fun¢ao I' : S — X dada por

n—oo

MNo) = lim (e, x,n).
n—oo

Teorema 11. Fizado p € Mi(A). Se X € um espaco métrico compacto e w € um IFS

P-fracamente hiperbdlico com espago de parametro compacto entao o operador
To : M (A) = My (A),

possui um tnico ponto fizo K, e T (V) — W, na topologia fraca™ para toda v € My(A).

Além disso se p(U) > 0 para todo aberto U C A entao supp(p,) =K onde K =T(S).

Demonstracao do teorema 11:

Sejam @ uma funcao continua em X e v uma medida de probabilidade definida sobre a
o-algebra de Borel de X, dado ¢ > 0, por continuidade uniforme existe & > 0 tal que
d(x,y) < & implica que |@(x) — @(y)| < ¢/2. como P(S) = 1, pelo Teorema 5 existe um
conjunto de Borel B C Q com P(B) > 1—¢/4M tal que h,, converge uniformemente para
0 em B, onde M = sup|@(x)|. Pela definicao do conjunto B existe ng € IN tal que se
n > ng entdo h, () < & para qualquer o € B.

Tome « € B, para quaisquer x € X e m,n > ng temos
A(Wey 0+ 0 We, (X), Way 0+ 0 Wy, (X)) < 8.

Entao

|(p(wcxl ©--+0 wcxn(x)) - (p(woq O owcxm(x))| < E/2~
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Por outro lado, pela definicao do operador T, segue que

Jx ed(TIH(v)) = J ) Jx @(We, 00wy, (x))dvdp™

Observe que toda integral em Q pode ser escrita como uma integral em A™ x Q. para

concluir isso basta usar a definicdo da medida P e do espaco Q. Assim

J TIL(P((U(Xl 00 W, (x))dvdp™ :J

J @(Weg, 00wy, (x)) dvdP.
aJx

Por outro lado, para m,n > ny temos

[ 0@ o000 = 0w 00w, (x) avap < § - PB)
B JX

DN |

J C L @(Way 0 0 Wa, (x) — @(Wa, 0+ 0 Wwqy, (X)) dvd]P" < 2sup|e(x)| - P(BC).

Entao para m,n > ng temos,

j cpd(T;(v))—J cpd(T;,“(v))‘ =H J (Mo, x,1)) — (T, x, m)) dvdP
X X O JX

/&

L @ (Mot x, 1)) — (Mo, x, m))|dvdP

N\

I,
|

J lo(T(ex,x,n)) — @(T'(ex,x,n))|dvdP+
X

]| TelMaxn) - ofM(ax,m)javap
e Jx

<& osuplel —F
J— u .

2 pie 4sup ||
_s+2£M

) AM

= €.

Com isso o limite lim J @ d(T*(v)) existe para toda fungao continua @, assim po-
n—o00 X

demos definir o funcional linear

n—o0

l(o) = lim | (T

Observe que se @ > 0 entao I(¢@) = lim J @d(T}(v)) = 0. Portanto, pelo Teorema 6
X

n—oo

temos que existe uma tunica medida de Borel u tal que

in | odT3) = | odu

n—oo
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para toda fungao continua @, logo lim T7(v) = u na topologia fraca®. Como o operador
n—oo
T, é continuo na topologia fraca®, veja [1], segue que p é ponto fixo de T,.
Agora vamos provar resultados relacionados ao conjunto S com a ajuda do conjunto

auxilar
n

F= {oceﬂznli_rgo%;Diam(wmo...owal(X)) :0},

Observe que a funcao ¥, : A™ — R definida por
\Pn((xla sy (XTL) = Diam(w(xl ©---0 wO(n(X))

¢ continua, pela continuidade de w, pelo mesmo argumento as fungoes f,, e h,, também

sao continuas. Agora veja que

hn+1(06) = Diam(woq 6:-+0 wocn+1 (X))
= Diam(wy, 00 Wy, (W, ., (X))

< hn(a).

Logo h(x) = T}ggo h, () existe para toda sequéncia @ € Q, pois h,, é uma sequéncia

mondétona limitada, é claro que a funcao h é mensuravel, pois é limite de fungoes men-

suraveis. Por outro lado,

fn+1((x) = Diam(wocn+1 O+ -0 Wx, (X))
=Diam(wg, , 0 0 Wy, (Wwg, (X))

< fr(o(a)).
Entao, para m,k € IN temos que

fmir(a) = Diam(wg,,,, 00 Wy, )
= Diam(wocm+k ©0---0 wcxk(w(xkﬂ O---0 woq (X)))

< fin(0%()).

n
Defina u, = E fj e observe que
j=1

m+n

m n
j=1 j=1

j=m+1
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Dali,

n
Umtn = Wm + Z fj

j=m-+1

n
éum—kajoom
j=1

=Up +Upoom™.

Mostrando que a sequéncia (un, ), ¢é subaditiva. Pelo Teorema 10 segue que a sequéncia

(un/M)n converge em P-q.t.p para uma funcao invariante f tal que

n—oo 1N

J fdP = lim lJ u, dP
Q Q

1
:inf—J u, dP.
n n le)

Lema 6. Fize p € M(A). Entao para todo n,

J fndIF’:J h, dP.
Q Q

Demonstracao. Dado ¢ > 0 por continuidade uniforme existe & > 0 tal que se

D(e, ) < & entao [fn(x) — fr(P)] < € e [hn(x) — hn(PB)| < &. Agora considere uma

)

particio P = {Py, ..., P} do conjunto A com Diam(P;) < 3 e fixe A; € P; para todo

i=1,...,k. Assim se o, 3 € QO possuem os mesmo N primeiros elementos entao

D(c,) = sup ldl(OCk, By)

k>nt1 K

onde M = Diam(X).
Fixe m > n tal que Diam(X)/m < §/2 e olt»+im € Q tal que oc)?l""’im = Ay, para

j=1,...,meiy,...,im =1,2,..., k. Observe que
Diam([1; Py, ..., Py, ]) < b.

Entao
Kk

L fndP= 3

i1yeim=1 J

il,...,im:]_ [1;Pi17'--7pim]
K
=¢e-P(Q) + Z J Diam(wa,, o--- 0wy, (X)) dP
[LiPiy Py ]
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Dai,

k
andP<a+ > p(Py) Py, )Diam(ws,, o0 wa, (X))
Q

yeyim=1

Kk
=&+ Z p(Pi,) - p(Py,) - p(Pi,.,) - p(Pi, )Diam(wy, o -+ o wy (X))
i1 im=1
Kk
=&+ Z p(Pln) ... p(Pll) . p(Pin+1) . p(Pithn((xln ..... 11,1n+1,...1m)
i1 im=1
Kk
=+ J h.n(O(i“ ,,,,, il,in+1,...im) d]P;
11’_%_1 [1;Pin ..... Pil’PinJrl ..... le}
Kk
< 2¢+ J hn(x) dP
il,...,Zim_l (1P seesPig sPip oo Pin
=2¢+ J h, dP
Q
Também temos que
k
h.dP = h,(x) dP
JQ il,...,ZiTn—l [1;Pi1 """ PimJ
K
< (¢ + hy(octrtm)) dP
11,.§n1 J[I;Pil ..... Pimj
k
=e P(Q)+ ) J Diam(wy, o---owy, (X)) dP
TR R £5 JN S
k
=e+ Y p(Py)- - p(Py,)Diam(wy, oo wa,, (X))
T1yeeey im:1
k
=e+ Y p(Py) - p(Pi,) p(Py) - p(Py,)Diam(wa, o+ 0wy, (X))

e+ Y J £ (tmorinstindn) gp
o WP Py P P
k
< 2e+ Z J fola) dP
o P Py P P

:2£+J fn dP.
Q
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Portanto,

H fndIP—J hnd}P" < 2e¢
Q Q

para todo € > 0. Entao

J fndIP’:J h, dP.
Q Q

Lema 7. Fize p € M{(A). Entao P(F) =1 se, e somente se P(S) = 1.

Demonstracao. Assuma que P(F) = 1, pelo Lema 1 temos que

J th:J liminf h, dP
Q Q

n—oo

< lim inf J h, dP
Q

n—oo

1
ghmlnf—g J h; dP.

n—oo ni:l o)

Pelo Lema 6,

n

1
hdP <liminf — fidP
Jhar <3|

i—1vQ

=liminf l J u,dP.
Q

n—oo T1L

Como un (o) /m converge para 0 em P-quase todo ponto segue do Teorema 4 que

J hdP = 0.
Q

Como h > 0 em quase todo ponto, entao h = 0 em quase todo ponto. Portanto P(S)

=1.

Agora assuma que P(S) = 1 por definicao, h,, converge para 0 em P-quase todo ponto.

Mais uma vez usando o Teorema 4,

limJ h,dP = =

n—oo

Por outo lado,

J fdP = lim —J
Ie) n—oo N
-1

Pelo lema anterior

deIP’

1
fdP = lim —» | hydP=0.
J_Q d nE}clx:n J ) 0

j=179

Como f > 0 em quase todo ponto entao f = 0 em quase todo ponto.

P(S) =1.

Portanto

O
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Considere também o conjunto

G= {oce Q: lim Diam(wg, 00wy, (X)) = 0}.

n—o0

E obvio que G C F. Se o IFS w é fracamente hiperbdlico pelo lema 2 de [1], obtemos
S=G=F=Q.
Dado um IFS w : A x X — X é natural considerar a aplicacao skew product

D : 0O x X — Q x X definida por
Q(a, x) = (0(a), we, (x)).

Considere a projecao IT: Q x X — Q definida por TT(o0,x) = 0. No préximo resultado

estudaremos medidas invariantes por ®@.

Proposicao 5. Sejam W, e W medidas invariantes por ®. Se v(F) = 1 e

. (1) =T (pe) = v entao wy = .

Demonstragao. Sejar amétrica em Q x X definida por v((e, x), (B,y)) = D(«, B)+d(x,y)
e considere uma funcao Lipschitiziana @ : Q x X — R com constante de lipschitz c. Pelo

Teorema 9 existe um conjunto de Borel A tal que u(A) =1, e se (x,x) € A entao

n—1

1 .
Z (D', x)) existe.

e*(a,x) = lim —

n—oo N
Considere o conjunto B = A N (F x X), observe que w;(B) =1 pois puy(F x X) =v(F) = 1.
Afirmamos que se (x,x) € B entdo ¢*(«,y) existe e @*(a, x) = @*(x,y) para todoy € X.

De fato, observe que

n—1 n—1
1 1 )
- J _ = j <
’n P(P(ax)—— ) (@ (oc,y))‘\
j=0 j=0
Cn 1
< = j j
\an (D (e, x), (D (ex,y))
j=0
Cn—l
= T((07 (o), oy 0 -+ 0 We, (X)), (07 (), Wy 0+ 0 Wey (Y))

\_.
Il
=)

I
Slo
.I\/]ﬁ

u
I
=)

(D(0? (), 0/ (&) + d(We; 0+ 0 W, (X), Wy 0+ + 0 Wy, (Y)))

I
Slo
.I\/]ﬁ

u
I
o

(d(w(x]— ©---0 woq(x)?wcx]- 00 Wy (Y)))

N
Slo
.I\/I:

_,
I
o

Diam(wgy; 0+ 0 we, (X)),
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Como « € F, pela definigao de F temos que

1l =
hmE .ZlDlam(woc,- 00wy, (X)) =0.
j=

Portanto, @*(w,y) existe e @*(a,y) = @*(«, x). Considere agora o conjunto
Q" ={a € F: existe x € X tal que ¢*(x,x) existe}.

Afirmamos que v(Q*) = v(F) = 1, suponha que nao seja, entao existe algum D C F com
medida positiva tal que @*(o, x) nao esta definida para todo x € X, se « € D. Observe
que W (D x X) =v(D) > 0, mas isto é um absurdo pois w;(B) = 1.

Agora considere a fungao mensuravel definida em q.t.p g : Q — R definida por
g(ax) = @*(«x,x) para qualquer x € X, se « € Q*. Como py(Q* x X) = 1, pelo Teorema

9 temos,

r

J edy = e*diy
OxX JOxX

r

= ©" dp
JO*xX

r

= Qdﬂ*(m)

Jo

= gdv

Jo

= gdlT.(pz)
Q

r

= @ dps
JO XX
= @ dps.
JO*xX

Agora, usando que o espaco das funcoes Lipschitiziana definidas em Q x X é denso
no espagco das funcgoes continuas definidas em Q x X, podemos aproxima qualquer funcao

continua ¥ por funcgoes Lipschitiziana ¥, , usando o Teorema 4 segue que

OxX OxX

n—o00 QO xX n—oo
QO xX
Para toda funcao continua ¥ em Q x X. Portanto p; = Hs. O

Para estudamos o suporte da medida p,, assuma que p(U) > 0 para todo conjunto

U c A aberto.
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Afirmagao 1. supp(p,) =T(S).

Demonstragao. De fato, tome a = T'(a) com « € S, observe que wy(y) € T'(S) para cada

A€ AeyeTl(S), assim para todon € IN

provando que supp(u,) C I'(S).

Agora tome p € I'(S) e um conjunto aberto U C X tal que q € U. Pela continuidade
de T', uma prova pode ser vista em [1], existem R > 0, m € IN e conjuntos abertos

Uy, ...,U, C A tais que

I([1; Uy, ..., U1 NS) C Br(q) C U.
Pela defini¢ao do operador T,, para n > m temos que

T3 (00 Blp)) = | Sy oo, (o (BrlP]) do™ (N

= J 6w;\10~~ow)\n(a)(BR(p)) dP.
Q

Observe que wy, 0---owy, (a) =T(ny, o---on, («)), onde para cada A € A a aplicacao
M : Q — Q é definida por n(ay, &g, ...) = (A, &1, &g, ...). Consequentemente se A; € U;
parai=1,...,n entao

Wy, 0 0 wg,(a) =TMp, 0---omy, (o)) € T([1; Uy, ..., U] N S).

Como T([1; Uy, ..., U] N'S) C Br(p) C U segue que

6w;\10--~ow)\n(a) (BR(p))dpnO\)
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Portanto, p,(U) > pe(Br(p)) = P([1; Uy,...,Un]) > 0 isso prova que I'(S) C

supp(pp) e assim I'(S) = supp(pp). Com isso conclui-se a demonstracdo do

Teorema 11. 0

2.1.2 Teorema Ergoédico para um IFS P-fracamente hiperbdélico

No préoximo resultado provamos um lema importante para a demostracao do Teorema

ergodico para um IFS P-fracamente hiperbélico.

Lema 8. Sejam X um espagco métrico completo, T : X — X uma aplicacao continua e p
uma probabilidade tal que invariante por T e ergodica. Entdo existe um conjunto A C X

com Wwy(A) =1 tal que

para todo p € A, na topologia fraca*.

Demonstracao. Utilizaremos o seguinte fato. Seja X um espaco métrico compacto entao
C(X) é separavel, ou seja possui um subconjunto enumeravel e denso,
B ={@i,92,....,0n,...} C C(X).

Usando o Teorema 9 em cada uma das ¢; € B temos que existe um conjunto A; C X

com W(A;j) =1 onde para todo p € A; tem-se

1 n—1 .
o )_ZO @;(T(p)) = JX @jdp.

Considere agora o conjunto ﬂAj como W(Aj) = 1 para todo j € IN segue que
j=1
w(A) = 1. Entao para todop € A e todoj € IN

n—1

L Y oi(M(p) —>J @; dp.

n i—0 X
Como B é denso em C(X) entao podemos aproximar qualquer funcao continua ¢ : X - R

por funcoes ¢j, € B. Portanto pelo Teorema 4, se p € A entao

n—1

S oMl = | edu

j=0 X

Seja
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observe que
-1

1
J edug = — J d(T,
n X
j=0
1 n—1
— J @oTd(s
n — Jx
]7
1 n—
— j
n2_@°Tp)
j=0
Com isso concluimos a demonstragao do Lema 11. O]

Teorema 12 (Teorema ergddico para IFS P-fracamente hiperbdlico). Fize p € M;(A).
Se o IFS w é P-fracamente hiperbolico entao para toda funcao continua f: X — R, para

todo x € X e para P-q.t.p « € Q) temos
T}Eréo;f(waj 0 0We (X)) = L fdu,.

Demonstracao. Pela ergodicidade de (P, 0) temos que existe um conjunto Q c Q com

P(Q) =1 tal que se & € Q entdo

na topologia fraca*.

Agora tome « € (), observe que se & é um ponto de acumulacao da sequéncia

n—1
D (8«

j=0
entao & é uma medida invariante pela funcao @ tal que T1,(&) = IP. Por outro lado pela
Proposigao 5 e o Lema 7 segue que & = P® =P x p, uma vez que P x p, é uma medida

invariante por @ e portanto,

hm—Z(D =P x p,.

n—oo 1N

Agora, considere a funcao continua ¢ : Q x X — R dada por @(«,x) = f(x), observe

que

n—oo 1N

lim —Z(p (@ («,x) J Q" (o, x) d(P x pp)
QO xX

= L f(x)dp,.
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Por outro lado,

n—1 n—1
.1 . o1
Jun 7 2@ ax)) =l ) Sl 00 W)
i=0 i=0
Portanto,
1 n—1
lim — flwe; 0 0owy,) :J f(x)dp,.
n—oo T 4 X

1=0

Com isso concluimos a prova do Teorema 12. O
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Exemplos

Nesta secao, estudaremos dois exemplos de sistemas iterados de funcoes P-fracamente

hiperbdlicos que nao sao fracamente hiperbdlicos.

3.0.1 Exemplo 1

Quando o IFS é fracamente hiperbdlico, pelo Lema 2.2 de [1] segue que S = G = Q, no
entanto, se o IFS é apenas P-fracamente hiperbdlico, é possivel que P(G) = 0. Veremos
no exemplo abaixo um IFS onde P(S) = 1, mas P(G) = 0. A ideia para fazer este exemplo

vem da discussao feita por Oberg em [4]. Considere o IFS onde A = {0,1}, X = [0, 1],

wo(x) = 5 e wi(x) = 2x para 0 < x < %, wi(x) =1 para % <x <1
vy
wi /o |
[N A [ 1
2 I I
. Wy l
l ;X
0 1 1
2

Seja p a probabilidade em A, onde p({0}) = p({1}) = 1/2. Afirmamos que p(G) = 0. De

fato, sabe-se que existe um conjunto A C Q com p(A) =1 tal que se 0 € A entao existe

30
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uma sequencia ny, — oo tal que
g

S~ =o,

j=1

veja por exemplo em [11]. Tome o € A, se existir uma sequéncia my — oo tal
Diam(wm, o ---wy([0,1])) > % entdo 0 ¢ G. Suponha que exista Ny € IN tal que
Diam(w, o---wq([0,1])) < % sempre que n > Nj.

Observe que 0 € wy o ---wq([0,1]) para cada n. Assim, para n > Ny, temos que

Wy o---wi([0,1]) € [0,1/2]. Por outro lado, se x € [0, 1/2] entao
Wy o w1(x) = wy o wp(x) = x.
Portanto, para n > N, temos
Diam(wyn o0 wq([0,1])) =227 Diam(w, o --- o wq([0,1])),

onderm; =#Nog<j<n:oj=1}ery=#{Ny<j<n:o; =0} Como o e A temos

que existe uma sequéncia ny, — oo tal que

Nk

Y (1% =0,

j=1
para ny > Ny temos que Diam(wy, o -+ o wi([0,1])) = 27 NoDiam(wy o - - - wy ([0, 1]))
portanto 0 ¢ G e P(G) = 0.

Agora mostraremos que P(S) = 1. Sabe-se que para cada 1 € Z existe um con-

junto Ay com P(A;) = 1 tal que se 0 € Ay, existe uma sequéncia ny, — oo tal que
ny

Z(—l)"i =1 etome o€ ﬂ A.. Note que
j=1 1=1

Diam(w; o+ wn, ([0,1])) < 27N

Por outro lado como lim Diam(w; o ---wn([0,1])) existe segue que
n—oo

lim Diam(w; o ---wnr([0,1])) = 0. Isto prova que P(S) = 1. Pelo Lema 7 temos que
n—oo

P(F) = 1.

3.0.2 Exemplo 2

Considere o espago métrico D = {z € C : |z|] < 1} com a métrica usual e o IFS
w:AxD — D where A = {0,1}, wy = z/2 and w; = z2. Observe que S é o

conjunto de pontos ¢ € X tal que o conjunto {n € N : o; = 0} ¢ infinito assim

I\S = U R({(1,1,1,...)}). Em particular, P(S) =1e S # Z.

j=0



Capitulo 4
Apeéendice

Neste capitulo iremos apresentar e demonstrar o Teorema Frgodico de Birkhoff, Teorema
9, as ideias da prova foram retiradas de [12]. Para isto, vamos apresentar alguns resultados

preliminares.

Teorema 13 (Teorema Ergdédico Maximal). Seja f : X — X wuma transformagio men-

surdvel e w uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integrdvel

n—1
1 .
@: X — R esendo @*(x) =sup — Z @ (f(x)), temos
n>1n =0

J @ dp =0,
D
onde D ={x € X; ¢*(x) > 0}.

Antes de iniciarmos a demonstracao deste teorema, apresentaremos um lema que serd

util em nossa demonstracao.

Lema 9. Seja U : L' (n) — LY(w) wm operador linear positivo satisfazendo ||U|l; < 1.

Dado um natural N >0 e @ € L'(u) defina

n—1
— — — j — .
(Po—Oa(Pl—(Pa---’(Pn—;U(Pa1<T1<N> ele_OrgniaéXN(pl'
j=
Entao
J @ du =0,
AN

onde ANy ={x € X; Pn(x) > 0}

Demonstragao. Sejam f, g € L'(n) com f(x) > g(x), para todo x € X. Como U é um

operador linear positivo, entao Uf(x) > Ug(x) para todo x € X.
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Observe que Py = 0 para qualquer N € N e além disso, Pn € LH().
Dado 0 < k < N —1, temos

PN 2 o = Uy 2= Uy = Uy + @ 2 @ + Uy

Note que

k—1

k k
e+Up=0+UD We)=9p+) Wo=9+) We=q.
j=1

j=0 j=0

Ou seja, para cada k com 0 < k < N — 1, temos Un + @ = @1, € entao

> . .
Ubn + @ > max s (4.1)

Segue-se a partir de (4.1) que para x € An ={x € X;{Pn(x) > 0}, temos

0 <Pn(x) = A% @i(x) = max{@o(x), @1(x), -+, en(x)} = max{0, @1 (x),--- , on(x)}.
Assim, como max {0, @1(x),- -, @n(x)} > 0 temos

max {1 (x), -, en(x)} = max {0, @1 (x]), -, on(x]} > 0= max @; >0.
Portanto,

U¢N+(p>1r<nag<N(pi>O em Ay.

\1\

Como Uy + @, Pn € L () e Ax é 0 conjunto dos pontos que Py € positiva, segue que

L\N(UQ’N + @) dp > J Py dp

AN

= edunz| wwdn-| Uy
AN AN

AN

Como PN = 0 em X\Ay, entao

L\N Py dp = L Py dp

Em particular, {n > 0 e portanto Uy > 0. Dai,

JAN @ du> L\N by dp— JAN Uy dp > L Py dp — Jx Upn dp (4.2)

Por hipétese, |[U||; < 1, entao

J |uxpN|du<J Wl du,
X X
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e isto implica em
| won s | v an
X X
uma vez que Py > 0 = Uy > 0 e, consequentemente, \pn| = Py e [UPn| = Uy. Da

desigualdade acima, segue que

J In du—J Uy du > 0,
X X

donde, substituindo em (4.2), obtemos

J @ du > 0.
AN

Isto conclui a demonstracao do lema. O

Demonstracao do Teorema 13. Considere Ug : L'(n) — L'(p), o operador de Koopman,

isto é, U¢(@) = @ o f. Entao,

J |uf(cp)|duzj |<pof|du=j ol of duzJ
X X X

pld(fou) =j ol du.
X

X
Ou seja, ||Uf(<P)||L1 =|@l|L:.

Se P : X — R é uma outra funcao integravel tal que ¢@(x) > P(x) para todo x € X, entao

U(@)(x) = @(f(x)) = b(f(x)) = Us(h)(x),

logo, Us é um operador linear positivo com ||U¢|| < 1.

Sejam @, PN € An como no Lema 9. Afirmamos que D = U A;. De fato, se x € D,
izl
temos @*(x) > 0, ou seja,

n—1 n—1
1 . 1 )
sup — f(x)) > 0= sup — w x) > 0.
R EPIULIELESU MDY

Pela definicao de supremo, dado € suficientemente pequeno, existe ng € N tal que

TLo—l n—1

1 1 ’
— ) U(@)(x) >sup— > Ui(e)(x) —e > 0.
No = n>1 N 4=
j=0 j=0
Consequentemente,
11—1
Jnax =3 Ug(@)(x) > 0= max @i(x) >0

j=0

= max @;i(x) >0

0<i<no
=P, (x) >0
=X € Aq,

=X € LJ/Ay

j=z1
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Reciprocamente, dado x € U A;, existe n; € N tal que
j=1

X €A, = Pn,(x) >0

= max @i(x) >0
Ogigmcpl()

= max @i(x) >0

1<i<n,
=
= max —ZU}(@)(X) >0
j=0

1<i<n: 1

i—1

Logo, D = U Aj, e isto prova a afirmacao feita.
=1
Agora, observe que se x € A,,, temos

Pn(x) >0= max @i >0= max @;>0=V,1(x)>0=>x€ A ;1.
0<ign o<i<n+1

Assim, A; C Ay C --- . Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pelo Lema
9, segue que

J(pdu:hmj @ dp > 0.
D n—oo Ja

Isto conclui a demonstracao do teorema. O
Corolario 1. Considere uma transformacio f : X — X, ¢ € L'(u),x € R e

n—1
1 .
* = — ) . Enta
" (x) supn;_ocp( (x)). Entao

n>l1

J @ dpu > ap(Dy),

onde Dy ={x € X; @*(x) > of.
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Observe que P*(x) = @*(x) — « e defina A = {x € X;{*(x) > 0}. Dai,

JALI) duzJ mcp—ocduzj acp dp — oDy ).

Por outro lado, pelo Teorema Ergédico Maximal, temos f AW¥du > 0.
Logo,
J @ dpu > op(Dy).
D«

Isto conclui a demonstracao do corolério. O]

4.1 Demonstracao do Teorema 9:

Sejam
n—1

91(x) = liminf = 5 o(f(x))
j=0

n—1

@) = limsup = 3~ (%))
i=0

n

Obviamente @ < @2. Nosso intuito é mostrar que @1 = @5 em p-q.t.p. x € X. Considere

para & < 3 o seguinte conjunto Eo g ={x € X; @1(x) < o« < B < 2(x)}, dal, temos que

U Eap ={x € X;01(x) < @2(x)).
«,peQ

Note que E4 g ¢ invariante. De fato, observe que

n—1

@alf(x)) =limsup 3~ @((f(x))

j=0

1 — :
=1 - § £l
im sup 2 @ (f (x))

= limsup% (Z @(f(x)) — (P(X)>
n =0
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como queriamos. O mesmo vale para @;.
Afirmamos que p(Eq,g) = 0. De fato, seja f : E4 3 — Eqp a restriciio de f ao conjunto
invariante Eq g e @ : Eq g — R a restricao da funcao integravel ¢ ao conjunto Eq g.

Da definicao de E4 g, temos

1 : 5
B<o:x)=sup—) o(f(x)>p= ¢ (x)>p
Dali, aplicando o corolario anterior, obtemos
J ¢ dp > Bu(Dg),
Dg
onde Dg ={x € Eqp; @*(x) > B} = Ex . Ou seja,

J @ du > Bu(Eqxp)- (4.3)
Eap

Note ainda que

Novamente pelo corolario anterior,

—@ du > —ap(D_4)
JD_«
= —@ dp > —op(Egp)
‘JE“-,B
= @ du < ap(Enp), (4.4)
.)E(xyﬁ

onde D_, ={x € Eqp; (—¢)* > —a} Portanto, de (4.3) e (4.4), temos que

B(Ewp) < axp(Exp).

Como « < 3, segue que w(Eqyp) =0.

Portanto, isso mostra que o limite abaixo existe
1 n—1
~ — 1 L £
B0 = lim ~ 3 @(F(x))

j=0
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pois u( U EO(’B) =0.

“7B€Q

Agora queremos mostrar que @ é integrdavel, ou seja, que J |p|du < co. Para tanto, note

X
que
1 n—1 1 n—1 .
=) o)< =) lolf(x))
n 4 n
j=0 j=0
Dali,
1 n—1 )
J |@|dH:J liminf |— @(f(x))] du.
X x mo MDD
Pelo Lema 1,
1 n—1 1 n—1
J hmlnf — o(f hmme — e(f(x)] dun
n n X n
j=0 j=0
1 n—1
lim inf — J lplof du
n n X
j=0
@1
< 00.

Portanto, ¢ é integrével.

Para finalizar a demonstracao do teorema, resta mostrar que J ¢(x)du(x) = J @(x) du(x).
X X

Considere os conjuntos

k - k+1
An,k:{XEX;Q—né(P(X)é ;L

} paratodo ne€ Nek e Z.

Observe que

k
2T1

S A, )<J Fan < T u(An). (4.5)
An,k

Considere agora a restricao das fungoes f e ¢ ao conjunto A, . Obviamente, @ : Ay —
R estd bem definida. Mostremos que que f : A, x — Ap também estd bem definida.

Dado x € A, x, queremos mostrar que f(x) € Ay k.
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De fato,

ou seja, @(f(x)) = @(x) e, portanto, f(x) € Ay x, o que implica que f: A — Ay estd
bem definida.
Dado € >0, se x € A, entdo @(x) > — > — —¢.
Pelo Corolario 1,
k
@ dp= @du> | o-—¢ ) r(Ank):

[XEA WGP (x)> g —e) Ani 2

Fazendo € — 0, obtemos

k
J @ du > —u(Any). (4.6)
Ank 2

Analogamente,

J —@ duzj —@ dp > (— —~ > AR K),
(XEAN i~ P (x)>— KL} A 2

ou seja,

m(An k). (4.7)
De (4.6) e (4.7) obtemos que

k

2—nu(An,k) < J @ du <
Ank

H(An,k)' (48)
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Note que, fixado n, o espaco X pode ser escrito como a uniao disjunta X = U Ank.

KEZ
Assim,

J @du—J @du‘z J @du—J @ du
X X UA Lk UA Lk

)3

<

kez |Y Ank

de (4.5) e (4.8), obtemos

1
< _nu(An,k)-

J Eﬁdu—J ¢ du) < 5
An,k An,k

Passando ao somatério ambos os membros da desigualdade, encontramos a seguinte esti-

mativa:
ZJ ‘di”_J o du| <Y ——nlAni)
kez |Y Anx Ank kez
1
:2_ U(Ank)
kez
1
= —n(X
o H(X)

Substituindo a desigualdade acima em (4.9), segue que

U <~pdu—J @ du‘ <> J @du—J @ du
X X An,k An,k

keZ

1
< — .
< gahX)

Fazendo n — oo, concluimos que

J chduzj @ du.
X X

Isto encerra a demonstragao do teorema.
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