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Resumo

Neste trabalho mostramos a existéncia e unicidade de curvas subgradiente em varie-
dades de Hadamard e apresentamos suas principais propriedades. A partir dessas propri-
edades, provamos a equivaléncia entre os conceitos de error bounds com comportamento
moderado e a desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz. Como aplicacao, usamos o método
do gradiente para resolver um problema de viabilidade convexa em variedades de Hada-

mard.

Palavras-Chaves: Variedades de Hadamard, Curva Subgradiente, Desigualdade KL,

Error Bounds, Método do Gradiente, Minimizacao Convexa.



Abstract

In this work, we show the existence and uniqueness of subgradient curves in Hadamard
manifolds and present its main properties. Therefore, we prove the equivalence between
the concepts of error bounds with moderate growth and Kurdyka-Lojasiewicz inequality.
As application, we use the gradient method to solve a convex feasibility problem in Ha-

damard manifolds.

Keywords: Hadamard manifolds; subgradient curve; KL inequality; error bounds; gra-

dient method; convex minimization.
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Introducao

Os resultados obtidos neste trabalho serao desenvolvidos em Variedades de Hadamard,
ou seja, em uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e com com cur-
vatura seccional nao positiva e serd denotada por M.

Em muitas situagoes de otimizagao restrita, devemos minimizar uma funcao em um
conjunto C, que é dado como uma intersecao finita de conjuntos do tipo
Ci = {x € M;fi(x) < c}, onde f; : M — R é uma funcao convexa, isto é, conjun-
tos convexos e fechados. Assim, antes de aplicar algum algoritmo de minimizacao, é
necessario encontrar um ponto viavel, isto é, um ponto de C. Essa tarefa é conhecida
na literatura por problema de viabilidade convezxa, mas precisamente, se C1,Co, ..., Cyy
sao conjuntos convexos e fechados tais que C := (", Ci # ), estamos interessados em
encontrar algum ponto x € C.

Este problema foi bastante estudado nas ultimas décadas e existem diversas aplicacoes
em problemas da matemadtica e das ciéncias fisicas, veja [3]. Encontra-se aplicagoes por
exemplo em teoria de aproximagcao, que é frequentemente usada em estatistica, equagoes
diferenciais parciais e analise complexa. Também existem aplicacoes em reconstrucao de
imagens, utilizadas em tomografia computadorizada, processamento de sinais e microsco-
pia eletronica, que sao essenciais nas areas médicas.

Para resolver este problema em variedades de Hadamard, aplicaremos o método do

gradiente na funcao f: M — R dada por
f(x) = —1 E o dist?(x, Cy)
2 l - 1 Y 1/

onde oy > 0 paratodoi=1,2,...,me Y " o4 =1.
Para isso, precisamos que f satisfaga a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz (ou abre-
viadamente, desigualdade KL). Em espagos de Hilbert, as nogoes de desigualdade KL e

error bounds com comportamento moderado s@o equivalentes, como pode ser visto em [7].



A importancia dessa equivaléncia vem do fato de que verificar a desigualdade KL é, em
geral, mais dificil do que encontrar um error bounds, além disso, nao costuma ser dificil
obter resultados de complexidade de métodos de descida de primeira ordem a partir de
um error bounds. Neste trabalho vamos generalizar a equivaléncia entre esses conceitos
para Variedades de Hadamard.

Afim de que f tenha um error bounds local com comportamento moderado ( e portanto
satisfaga a desigualdade KL), vamos supor que os conjuntos Cy, Ca, ... C,, sdo linearmente

limitadamente regular, isto é, que existe uma constante k > 0 tal que
dist(x, C) < kmax{dist(x,C;), i=1,...,m}, Vx € S,

para todo conjunto S limitado. Em espacos de Hilbert, esta é uma hipdétese natural,
pois se ()i~ C; tem interior nao vazio, entdo os conjuntos Cy, Ca, ..., Cyy sdo linearmente
regular, como mostrado em [7]. Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes, notagoes e resultados sobre geometria
Riemanniana que darao suporte aos préximos capitulos.

No capitulo 2 introduzimos algumas nocoes de analise convexa em variedades de Ha-
damard, sobretudo aquelas necessarias para definir o resolvente, slope e fluxo gradiente
de uma funcao convexa.

No capitulo 3, utilizamos o fluxo gradiente associado a uma funcao convexa f: M —
R, para mostrar a existéncia de uma curva absolutamente continua x : [0,00) — M
satisfazendo —x’(t) € 0f(x(t)) para quase todo t > 0, isto é, que se move em uma
direcao de maxima descida de f, esta curva é chamada de curva subgradiente. Além disso,
mostramos algumas propriedades interessantes sobre esta curva.

No capitulo 4, definimos a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz, error bounds, com-
portamento moderado e usamos a existéncia da curva subgradiente e suas propriedades
para mostrar a equivaléncia entre a desigualdade KL e error bounds com comportamento
moderado.

No capitulo 5, usamos a relacao entre a desigualdade KL e error bounds para resolver
um problema de viabilidade convexa em variedades de Hadamard através do método do

gradiente e obter a complexidade do método.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, notagoes e resultados que serao uti-
lizados nos capitulos seguintes. Nao demonstraremos todos os resultados, mas deixaremos
as devidas referéncias. Para a leitura do texto espera-se que o leitor tenha algumas nogoes
de geometria, como a definicdo de Variedade Riemanniana, plano tangente, campos de
vetores, geodésicas, aplicacao exponencial e curvaturas. Todos esses conceitos podem ser

encontrados em [14].

1.1 Variedades Riemannianas

Denotaremos por M™ (Ou simplesmente M) uma variedade Riemanniana conexa de
dimensao n e classe C*®, (,) sua métrica Riemanniana, com a correspondente norma
denotada por || ||, V sua conexdo Riemanniana, T,M o plano tangente a M no ponto
P € M e X(M) o conjunto dos campos de vetores C* de M. A seguir, iremos relembrar

algumas defini¢oes e proposicoes que serao usadas no transcorrer do texto.

Definig¢ao 1.1. Seja « : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes. O comprimento
da curva «, denotado por L(«), € definido por
b
Lo = |l (0)]ae.
a
Definicao 1.2. Sejam M uma variedade ¢ f : M — R uma curva de classe Ct. O

gradiente de f, denotado por grad f, € o unico campo grad f € X(M) definido por

(grad f(p),v) = f'(p) - v.
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Proposigao 1.1. Se f,g: M — R sao funcoes diferencidveis , entao

(a) grad (f+g) =grad f+grad g.

(b) grad (fg) =g-grad f+f-grad g.

Demonstragao. Veja [14]. O

Proposicao 1.2. Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel. Dadosp € M ev € T,M,

seja o : (—e, €) — M uma curva suave tal que x(0) =p e &’(0) =v. Entdo

(gradf,v), = < (fo o)t

t=0
Proposicao 1.3. Se f : M — R € uma funcao suave e U C M € uma vizinhanga

9

coordenada, com campos coordenados s>, ..., =o—, entio o gradiente de f ¢ dado por
) ox1’ ’ Oxn’

n

- of 0
df= V— .
gra Z 9 an 6xi

ij=1
onde as funcgoes gij sao os coeficiente da métrica e [gY] € a matriz inversa de [gy]
Em particular, quando M = R™ tem-se que gi; = dij sao os coeficientes da métrica

euclidiana e
mn n

. of 0 of 0
f=y 59— = .
grad Z an aXi ; aXi a)(,;L

ij=1

Ou seja, no espaco euclidiano, coincide com a definicao de gradiente no sentido usual.
Demonstracao. Veja [14]. O

Definigao 1.3. Seja f: M — R uma fungao diferencidvel. A hessiana de f no ponto p €

o operador linear Hess f, : T, M — T, M, definido por
(Hess f)p(v) =V, grad f.

Seque das propriedades da conexdo Riemanniana que se X € X(M) € qualquer extensdo

de v em uma vizinhan¢a de p € M, entao
(Hess f)p(v) = (VxVT)(p).
onde V ¢é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.4. Se f : M — R € uma fungcao suave e p € M, entao

(Hess f)p : oM — T,M € um operador linear auto-adjunto.

Demonstracao. Veja [14]. O
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1.2 Curvaturas

Vamos relembrar algumas definicoes a respeito de curvaturas que serao utilizadas
ao longo do texto, por exemplo para definir variedades de Hadamard. As definigoes e

resultados apresentados aqui podem ser encontrados em [14].

Definigao 1.4 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) —
X(M) dada por

R(X, Y)Z =VvVxZ —VxVyZ + V[X,Y]Z, YAS %(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observe que se M = R™, entao R(X,Y)Z =0 para todo X, Y, Z € X(R").
Em termos de um sistema de coordenadas (U, xq,...,X,) em torno de p € M. Seja

X; =

aii- Como [Xj, X;] =0, temos

R(Xi, X)) Xk = Vx, Vx, Xk — Vi, Vi, X

E ainda, Vx X, = ) TXie Vx X =Y T X, Dai,
1 1

R(Xi, X)) Xk = Vx, V. Xk — Vi, Vi, Xic

=Y VxThXi— Y VxIiXi
1 1

— X; (M) Xy + r}kvxjxl} - [Xi(rj‘k)xl + Fj‘kvxixl} —
T = 1

=3 X Ty ST T =X (ThX — T S raxs} _
1 = s s

0 0 . .
= a_xj(rik) - K(rjk) + Z (F}krﬂ — l“]-lkl“u)} Xs.
L 1 1

Proposicao 1.5. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes

propriedades:

(1) R € C*®(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto €,
R(fX; + gXa, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xs, Y1),
R(X1, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(Xq, Ya),

f: g € COO(M); X17 X27 Y17 Y2 € :{(M)
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(il) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é

C®(M)-linear, isto €,
R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,
feC®M), Z, We X(M).
(ii1) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (1.1)

(iv) Para todo X, Y, Z, T € X(M) wvalem as sequintes propriedades de simetria:

(@) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y,Z)X, T) + (R(Z,X)Y,T) = 0
(b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z, T)
(c) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)

(d) (R(X,Y)Z,T) =(R(Z,T)X,Y).
Demonstracao. Veja [14]. O

A préxima definicao é essencial para definir a curvatura seccional de uma variedade

Riemanniana.
Proposicao 1.6. Seja 0 C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M
e sejam X,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(x,y)x,y)
X[2[lylI? = (x,y)?’

Kp (X’y) = |
nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.
Demonstragao. Veja proposigao 3.1, pagina 104, [14]. ]

Definigao 1.5 (Curvatura Seccional). Dado um pontop € M e um subespago bi-dimensional
o C ToM, o nimero real K, (o) = K, (x,y), onde {x,y} € uma base qualquer de o € cha-

mado curvatura seccional de o em Pp.
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1.3 Variedades de Hadamard

Defini¢ao 1.6. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se para todo
P € M, a aplicagao exponencial, expy, estd definida para todo v € T,M, isto €, se as

geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Se M ¢é uma variedade Riemanniana conexa e p,q € M, entdao existe uma curva
diferenciavel por partes ligando p a q, isto é, existe uma curva « : [a,b] — M com
a(a) =p e a(b) = q e uma particio a =ty < t; < --- < t, = b de [a,b] tal que  é
diferencidvel em cada intervalo [t;_;, t;]. Usando este fato podemos definir uma distancia

em uma variedade Riemanniana, como segue:

Definigao 1.7. Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dadosp,q € M, definimos

a distancia d(p, q) por
d(p, q) = inf{ L(«); € uma curva diferencidvel por partes lingando p a q}

onde L(a) indica o comprimento da curva .
Proposicao 1.7. Com a distancia d, M é um espagco métrico, isto é:

(1) d(p,q) >0 ed(p,q)=0<p=q.

(2) d(p,q) =d(q,p).

(3) d(p,7) < d(p,q) +d(q,7).
Demonstragao. Veja Proposicao 2.3, pagina 164, [14]. O
Observagao 1.1. A topologia induzida por d coincide com a topologia inicial de M.

Definicao 1.8. Dizemos que uma funcdo f : M — R € lipschitziana quando existe um

numero real K tal que

If(x) = fly)l < K-d(x,y),
para todo x,y € M. O nimero K é chamado de constante de Lipschitz.
Segue da definicao que toda funcao lipschitziana é uniformemente continua.

O teorema de Hopf e Rinow mostra algumas condigoes que sao equivalentes a uma

variedade Riemanniana M ser geodesicamente completa.
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Proposicao 1.8 (Hopf-Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana conexa e p € M.

As afirmacoes abaizo sao equivalentes:
(a) expyp estd definida em todo o T,M, isto €, M € geodesicamente completa.
(b) Os conjuntos limitados e fechados em M sdo compactos.
(c¢) M é completa como espago métrico.

Além disso, cada uma das afirmacgoes acima implicam que

(d) Para todo q € M eziste uma geodésicay ligando p a q com comprimento dey igual

a d(p,q).
Finalmente podemos definir uma Variedade de Hadamard:

Definicao 1.9 (Variedade de Hadamard). Dizemos que uma variedade Riemanniana é
uma Variedade de Hadamard quando M € completa, simplesmente conexa e com curvatura

seccional K, < 0 para todo p € M.

Em geral, a aplicacao exponencial é uma fungao de classe C* definida apenas em uma
vizinhanca Q da origem em T,M e um difeomorfismo sobre sua imagem. No caso em que
M é uma variedade de Hadamard, temos o seguinte resultado, mostrado por Elie Cartan

e Jacques Hadamard.

Proposigao 1.9 (Teorema de Cartan-Hadamard). Se M uma variedade de Hadamard,
entao M € difeomorfa a R™, n = dim M; mais precisamente , expp, : T,M — M € um

difeomorfismo.
Demonstragao. Veja teorema 3.1, pagina 165, [14]. O]

Seja M uma variedade de Hadamard e g € M. Pelo Teorema de Cartan-Hadamard
podemos definir a inversa da aplicagao exponencial expg1 : M — TqM e obtém-se a

seguinte relacao entre distancia Riemanniana e aplicacao exponencial
d(p,q) = [lexpg " pll. (1.2)
De fato, dados p, g € M, note que « : [0, 1] = M dada por

“(t) = epr(t ’ expglfﬂ :Y(lapat ’ eXPSIQ) :Y(t7p>exp;1q)
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¢ uma geoddsica que liga p a q com «’(0) = exp,'q. Assim [[&'(t)]| = [[«’(0)] =
lexp,,'ql| para todo t € [0, 1]. Logo

1

1
d(p. q) :j loc'(t) | dt = j lexps qlldt = [lexps gl (1.3)

0
Exemplo 1.1. Denote por ST, o cone das matrizes simétricas positivas definidas n x n.
E possivel mostrar que o par M = (ST}, (-,-)), com a métrica induzida pela hessiana

FEuclidiana de @(X) = —Indet X, isto €,
(U, Vix = tr(Ve"(X)U) = tr(VX'UX™), XeM, UWUVeTxM,

¢ uma variedade de Hadamard cuja a tunica geodésica ligando dois pontos X, Y € M é
dada por
(1) = X2 (X72YX2)'X¢,

veja [16, Teorema 1.2]. Além disso, as expressoes da aplica¢ao exponencial, sua inversa

e do quadrado da func¢ao distancia sao dadas por

d*(X,Y) = tr(In*(X"2YX"2)) Zln AXTEYX3,

onde A [X"2YX"2] denota o i-ésimo autovalor da matriz X" 2YX "2

1.4 Propriedades geométricas de uma Variedade de

Hadamard

Equivalentemente, podemos definir variedades de Hadarmad comparando triangulos
geodésicos em M com triangulos em R?, como pode ser visto em Bacak [2] em um contexto

mais geral: Espacos de Hadamard.

Definicao 1.10. Um triangulo geodésico A(p1,Pp2,P3) em uma variedade Riemanniana

M € um conjunto formado por trés segmentos de geodésicas minimizantes normalizadas
0, U] =M, v [0, L] =M, y3:[0,13] = M,

de modo que y1(l1) = p2 = v2(0), v2(la) =ps =v3(0) e vs(ls) =p1 =v1(0)..



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 10

Os segmentos geodésicos sao chamados de lados do triangulo geodésico e sao denotados
por [py,p2l, [p2,psl e [ps, pil.
Dizemos que z € A(p1, P2, p3) quando x pertence a algum dos segmentos geodésicos, di-

gamos X € [p1,p2]. O ponto de comparacdo de x no triangulo A(pips,ps) €
d(pbx)

d(p1,p2)

Os angulos 01 = <(—y3(13),v1(0)), 02 = <(—v1(l),v2(0)) e 85 = <(—y3(12),v3(0))

sao chamados de angulos internos do triangulo A(p1, p2, ps)-

X = (1—1)p; + tp2, onde t =

Dado um triangulo geodésico A(p, ,r) em M, existe um triangulo de comparacao em

R?, isto é, trés segmentos de reta [p, ql, [q,T] e [F,p] em R? tais que

d(p,q) =[P —qll, d(q,7) = [[g =7 e d(r,p) = [Ir — ||

como mostra a figura 1.1. O triangulo de comparacao é tinico a menos de isometrias em

R2,

p iz

Figura 1.1: Triangulo geodésico e triangulo de comparacao

Proposicao 1.10. Seja M uma variedade de Hadamard. Se A(p,q,r) é um triangulo

geodésico e x € [p,7l,y € [p, ql, entao
d(x,y) < [[x—1yl|| (veja figura 1.2).

onde X e Y sao os pontos de comparacao correspondente no triangulo de compara¢ao
Ap, q, T).
Demonstragao. Veja a defini¢ao 1.2.1 e proposigao 1.3.3 em Bacak [2] e o coroldrio 3.1 em

Cruz Neto et al.[11]. O
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Figura 1.2: Triangulo geodésico e triangulo de comparacao

O resultado a seguir, mostra algumas propriedades geométricas de uma variedade de

Hadamard.

Proposicao 1.11. Sejam M uma variedade de Hadamard e a, b, ¢ trés pontos de M. Tais
pontos determinam um unico triangulo geodésico T de M com vértices a,b e c. Sejam «, 5
ey os angulos dos vértices a,b e c, respectivamente, e sejam A,B, C os comprimentos

dos lados opostos aos vértices a, b, c, respectivamente. Entao
(i) A2+ B?—2ABcosy < C? (< (C? seK<0)
(i) a+B+y<m (<m, se K<O0).
Demonstragao. Veja Lema 3.1, pagina 286, [14]. O

Observe que no espaco euclidiano, ocorre a igualdade em (i) e (ii). Além disso, (i) é
conhecido como lei dos cossenos.

Como consequéncia da lei dos cossenos, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.12 ([13], proposic¢ao 1). Sejam M uma variedade de Hadamard e p € M.

Entao a aplicagao exp,, M — T, M € lipschitziana com constante de lipschitz igual a 1.

Demonstrag¢ao. Dados x,y € M, aplicamos a proposi¢ao 1.11(i) no triangulo geodésico

A(x,p,y), obtendo

lexp, (%) —exp, ' (WI? = llexp, ' ()I” + [lexp, ' (Y)[1* — 2(exp,, ' (x), exp,t (y))
= d(x,p)* +d(p,y)* — 2(exp, ' (x), exp,,* (y))
< d(x,y)%

Portanto, [lexp,'(x) —exp, ' (y)| < d(x,y). O
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1.5 Funcao distancia

Como exp,' é uma aplicagdo C* e d(p, q) = [lexp,'ql|, segue que a fungao

2
qu(z,q)

também é C™.
Neste secao, estamos interessados em encontrar o gradiente dessa funcao, mas antes

disso, faremos uma breve revisao sobre a férmula da primeira variagao de comprimento.

Definigao 1.11. Seja o : [a, b] — M uma curva diferencidvel em uma variedade M. Uma
variacao de « € uma aplicacao diferenciavel f: (—e, €) x [a, b] — M tal que £(0,t) = «(t)

para todo t € [a,b].

Para cada s € (—e, €), a curva fg : [a, b] = M dada por fs(t) = f(s,t) é chamada de

curva da variacao.

Definig¢ao 1.12. Dado uma curva « : [a,b] — M e uma variacao f: (€,€) x M — M,
definimos o campo variacional de f por

of
V(D) = 5-(0,8) € T M.

Se o« : [a,b] =& M é uma geodésica, f é uma variacao de @ e V é o campo variacional

de f, entao a férmula de primeira variacao de comprimento afirma que:

9 _ [ &) [ ¥la)
o <|rou(b)u’wb)> <Hoc/(a)|\ ’V(‘”>'

L'(0) := —
Dado p € M, definimos a funcao p, : M — R por

L(fs)

pp(a) = 5d(p, )"
Proposicao 1.13. O gradiente da funcao p, no ponto g € dado por:
grad pp(q) = —exp,'q.
Demonstrac¢ao. Dados q,u € M, considere a curva « : [0, 1] — M dada por
aft) = expy(t- exp,'q) =v(1,p, texp,'q =v(t,p,exp,'q).

Observe que o ¢ uma geodésica ligando p a q, com «’(0) = exp,'q e o(1) = —exp'p.

Considere a aplicacao f: (—e, €) x [0,1] — M dada por

f(s,t) = fs(t) = expp(tv(s)) = v(t,p,v(s)),
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onde v(s) = v+ sw, v = «’(0) = exp,'q e w satisfaz d(exp,),w = u. Note que f é
uma variagao de «, pois f é diferencidvel e f(0,t) = expp(tv) = expyp(t- exp;lq) = «(t).
Agora considere a curva {3 : (—e, e) = M dada por B(s) = f(s, 1) = exp,V(s), dai

B(0) = £(0,1) = (1) = q o B'(0) = (s, 1)

3s = d(expp)yw =u.

Pela regra da cadeia,

d(pp)qu: N

Note que

d(p, B(s)) = [lexp, 'B(s)[| = [lexp, " (exppv(s))]| = [[v(s)[| = [[f;(0)]| = L(fs).

Assim,
d _d _ /(1) B o’ (0)
s8] = it0| = (g Vo) = (e YO
onde V(1) = aisf(s7 1) =B'(0)=ueV(0) = aisf(s,O) = 0. Logo
s=0 s=0
_ 4 _ —ePq P >: -
d(pp)qu=d(p,q) - 5-d(p,B(s)) . d(p,q)< ap.q " (—expy p,u).




Capitulo 2

Nocoes de Analise Convexa em

Variedades de Hadamard

Neste capitulo, apresentaremos as nogoes basicas de analise convexa em variedades de

Hadamard. Ao longo deste capitulo denotaremos uma variedade de Hadamard por M.

2.1 Conjuntos Convexos

Definicao 2.1. Seja M uma variedade de Hadamard. Um conjunto C C M € convexo,

se para quaisquer pontos p,q € C a unica geodésica ligando p a q em M estd contida em

C.

Se M = R", a geodésica que liga os pontos p e  é o segmento de reta y: [0,1] = R
dado por y(t) = (1 — t)p + tq, assim um conjunto C C R™ é convexo quando para

quaisquer p,q € C e t € [0, 1], tem-se
(1—t)p+tqeC.

Assim, a definicao 2.1 é uma generalizacao natural da definicdo classica de conjuntos
convexos em R™.

Afim de definir o operador projecao, vamos provar o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. Sejam C um conjunto convezo fechado de M e q € M . Sepq € C €

tal que d(q,pq) < d(q,p’) para todo p’ € C, entdo

(exp,.q,exp,.p’) <0, (2.1)

14
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para todo p’ € C.

Demonstracao. Se q € C, tem-se pq = q e o resultado segue de imediato. Se q € C,

considere a geodésica vy : [0,1] — M dada por

Y(t) = expq(t- englpq)-

Note que v(0) = q,v(1) = pq e Y'(1) = —expgq1 g. Suponha por absurdo que exista
Po € C tal que (exp;:q, exp;qlp()) > 0. Seja B : (—e, 1+ €) — M uma geodésica tal que
B(0O) = pq e B(l) = po, assim PB'(0) = exp;qlpo. Note que a aplicacao
«:(—e, 14+ ¢€)x[0,1] - M dada por

(s, t) = expq(t- exp,'B(s)),

0
¢ uma variacdo de y e seu campo variacional V(t) = a—oc(O,t) satisfaz V(0) = 0 e

S
V(1) = B'(0) = exp, ! (po). Dai

L B v’(1)> < v’(0)>
_ 4ya, = (v, YU\ vy, XL
L'(0) = Fkles)| < N O o
_ L TeXPy.
N <e"‘°p3p°’ ||exp;;q|r>
1

_ —1 —1
= epra] ©Pla-epylp <0

Logo existe 8 > 0 tal que 0 <s < 6 = L(y) > L(«s), isto é, d(q,pq) > d(q, B(s)). Além
disso, como C é convexo, tem-se 3(s) € C para todo s € [0, 1], que é um absurdo, pois

por hipétese, tem-se d(q,pq) < d(q,p’) para todo p’ € C. H

Proposicao 2.2. Sejam M uma variedade de Hadamard e C C M um conjunto convezo

e fechado. Dado q € M, existe um tinico ponto pq € C tal que

d(pq.q) = inf{d(p,q);p € Ch

Demonstracao. Dado pg € M o conjunto A, ={p € M;d(p, q) < d(po, q)} ¢ compacto,

pois a aplicagdo p — d(p, q) é continua. Note que
inf{d(p,q);p € C} =infld(p,q);p € CNA, L

Como CN A, é compacto, existe pq € CN Ay tal que d(pq,q) = inf{d(p,q);p € Ch

Suponha que existam pontos pq,p(’1 € C satisfazendo

d(pq,q) = d(pg, q) = inf{d(p, q);p € C}.
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Considere o triangulo geodésico A(pq,pgq,q), pela proposicio 2.1, segue que
T T

0 = A(exp;qlq,exp;;pa) > 5 © 0’ = Z(expp:q,expp,pq) = 5 COmO a soma dos

angulos internos de um triangulo geodésico é menor ou igual a 7t (ver proposigao 1.11),

tem-se 0 = 0/ = g, assim (exp;qlq, expp,Pq) = 0. Pela proposicao 1.11, temos
d(pq, 4)* + d(pq, Py)* — 2(exp, 4, expy,Po) < d(pg, q)*

Como d(pq,q) = d(py, q), segue que d(pq,py)? <0, logo pq =Py O

O ponto pq da proposi¢ao anterior ¢ conhecido como a projegao de ¢ sobre o conjunto
C e é denotado por Pc(p). Assim, dado um conjunto C convexo e fechado em M, fica

bem definida a aplicacao projecao Pc : M — M, onde Pc(x) é a projecao de x sobre C.

2.2 Funcoes Convexas

Definicao 2.2. Seja M uma variedade Hadamard. Dizemos que uma fun¢ao f: M — R
¢ convexra quando para toda geodésica y : R — M a fun¢ao foy : R — R for convexa,
isto €, quando

fly((1 —t)a+tb)) < (1 —t)f(y(a)) + tf(y(b)),

para todo t € [0,1] e a,b € R. Se a desigualdade for estrita para todo t € (0,1), dizemos

que f € estritamente conveza.

Proposicao 2.3. Sefi: M — R, 1 =1,2,...,n sdo fungcoes convexas e ¢ > 0, entdo a
n n

funcao f = Z cifi dada por f(x) = Z cifi(x) também € conveza.
i=1 i=1

Demonstrag¢ao. Sejam vy : R — M uma geodésica, a,b € R e t € [0,1]. Por hipdtese,

tem-se:
fi(y((1 —t)a+1tb)) < (1 —t)fi(y(a)) + tfi(y(b)), i=1,2,...,n.
Dali,
cf(y((1—ta+th)) < (1 - tefily(a) + teifily(b)), i=1,2,...n  (2.2)
Somando as n desigualdades em 2.2, segue o resultado. O

Proposicao 2.4. Se f: M — R € conveza, entao f € localmente lipschtiziana, e portanto,

continua.
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Demonstracao. Ver teorema 3.6 e corolario 3.10, [21]. O

Definicao 2.3. Seja f : M — R uma funcao convera. Dado py € M, dizemos que

s € TpoM € um subgradiente de f em pgy se

f(p) = f(po) + (s, exp,, (),

para todo p € M. O conjunto dos subgradientes de f em poy € chamado de subdiferencial

de f em po e é denotado por of(po).
Observagao 2.1. Note que 0 € 0f(p) se, e somente se, p é ponto de minimo de f.

Proposigao 2.5. Sef: M — R € uma fungao convera e pg € M, entao 0f(pg) € convezo,

compacto e nao Vazio.
Demonstragao. Ver Teorema 4.5 e 4.6, [21] O
Para demonstrar a proxima proposi¢ao, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.1. Sejam xo,Yyo € M e sequéncias {xn}, {yn} em M tais que X — Xo € Yyn — Yo.

Entao

(i) expil(yn) — expy)(yo).

(ii) Dados ug, vy € Ty,M e {un},{vn} C T4, M, se u, — Uy, se Uy — Uy € Vi — Vo,
entao

(Un,Vn) = (Ug, Vo).

Demonstragao. (i) Considere a sequéncia w, = exp;j (Yn), dai expy, (wn) = yn para
todo n € N, ou seja,

Y(1,Xn, wn) =yn VN €eN, (2.3)

onde y:R x TM — M ¢é o fluxo geodésico de M. Usando a proposi¢ao 1.12, tem-se

lwnll = llexps, (yn)ll = llexpy, (yn) — expy (xn) ]| < d(xn, Yn),

logo a sequéncia {wy} é limitada, pois {xn} e {yn} sdo convergentes. Se w’ é um ponto de

acumulagao de {wn}, segue de (2.3) e da continuidade do fluxo geodésico que

Y(LXO? (.U,) = Yo-
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Ou seja, expy,(w') =yo = w’ = exp, ' (yYo), portanto exp, ! (yn) — exps, (Yo)-
(ii) Dados x,y € M, denotaremos por Py o transporte paralelo ao longo da tnica
geodésica que liga x a y. Aplicando a desigualdade triangular e usando que o transporte

paralelo é uma isometria, obtemos:
[[{un, vi) = (Uo, vo) | < ([ (Un, Vi) — (P (W0), Vi) |
+ H<PX07X11 (Uo),\/’n> - <Px0,xn (u0)7 Pxo,xn (VO)>H

||<un - Pxo,xn(uﬂ)avn”’ + H<Px07xn (uo),vn - Pxo,xn (V0)>|l

N

[un — PXO,Xn(uO)” vall + [[Pxoyn (Wo) || - [V — Proen Vo) |-

Como a funcdo x +— Py, x(ug) é continua (veja lema 2.4, [17]), e as sequéncias {v,} e

{Pxoxn (W)} sao limitadas, tem-se
(Un,Vn) = (Ug, Vo).
[

Proposicao 2.6. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M — R uma funcao

convexa. Entao

(a) Se{xy} uma sequéncia limitada em M e {w} € tal que vy, € 0f(xy) para todo k € N,

entao {vi} também € limitada.

(b) Se a sequéncia {xyx,vi} C M € tal que (xx,vx) — (x,v) € TM e vy € 0f(xx) para
todo k € N, entdo v € 0f(x).

Demonstragao. (a) Suponha que {vy} nao seja limitada, dai podemos supor sem perda de

generalidade que [|vi|| = k para todo k € N. Como vy € 9f(xy), tem-se
f(y) > f(xi) + (vi, expyly), Vye M. (2.4)

Pela proposicao 1.9, tem-se que exp;kl : M — T, M é um difeomorfismo, logo existe

Yx € M tal que exp_ 'y, = Note que

Vi
il
expy. Yk = W = d(yr,xx) =1, YkeN.

Como {xy} é limitada, segue que Yy, também é limitada. Logo existem subsequéncias

convergentes {xy;} e {yx;} de {xi} e {yi} respectivamente.

Aplicando desigualdade 2.4 em y = yy;, obtemos

f(Ukj) > f(xk ) < kj o || ||> = k') X ||vk || ykj) _f(x'kj) \V/] € N?
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que é um absurdo, pois f é convexa e portanto continua.

(b) Como v, € 0f(x,,) para todo n € N, tem-se
fly) > f(xn) + (vn, exp5 (y)) Yy e M.
Fazendo n — +o00, segue do lema 2.1 que
fly) > fxo) + (v, expy/(y)) Yy € M.
Portanto v € 9f(x). H

Para a defini¢do a seguir, dados ¢,r € M, considere vy : [0,1] — M a tnica geodésica

ligando q a 1.

Definicao 2.4. Uma funcio f : M — R € k-fortemente convexa quando eziste uma

constante k > 0 tal que
fly(t)) < (1 —t)f(q) + tf(r) — kt(1 —t)d(q,1)?,
para todo q,v € M et € [0,1].

Equivalentemente, uma funcao f : M — R é k-fortemente convexa quando existe uma

constante k > 0 tal que para toda geodésica y : R — M tem-se
fly((1—t)a+tb)) < (1 —t)f(v(a)) + tf(y(a)) —kt(1 —t)d(y(a),v(b))?

para todo t € [0,1] e a,b € R.
Segue da definicao que toda funcao f : M — R fortemente convexa é estritamente

convexa.

Proposigao 2.7. Se f : M — R € uma fungao k-fortemente convera e g : M — R €

conveza, entao a soma f+ g: M — R ¢é k-fortemente conveza.

Demonstracao. Sejay : R — M uma geodésica. Dados a,b € Re t € [0, 1], tem-se

(f+g)(y((1 —t)a+tb)) f(y((1 —t)a+tb) +g((1 —t)a+ tb)
(1—t)f(y(a)) + tf(y(b)) — kt(1 — t)d*(v(a),y(b))
+ (1—=1t)g(v(a)) +tg(y(b))

< (1=t)(f+g)(v(a)) + t(f + g)(v(b))

— kt(1—t)d*(y(a),y(b)).

N

Logo, f 4 g ¢é k-fortemente convexa. O
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A préxima proposicao foi demonstrada por Cruz Neto et al.[11] através do estudo de
d(p,x)?

campos monétonos, onde provaram que a funcao pp,(x) = —5 ¢é fortemente convexa,

mas faremos uma demonstragao alternativa.

Proposicao 2.8. Seja M uma variedade de Hadamard. Fizado p € M, a funcao
x — d%(p,x) € fortemente conveza, isto €, dados q,v € M e uma geodésicay : [0,1] — M

ligando q a T, tem-se
d*(p, y(t) < (1 —t)d*(p, q) + td*(p,7) — t(1 — t)d*(q, 1),
para todo t € [0, 1].

Demonstra¢ao. Considere o triangulo geodésico A(p, q,r) e o triangulo de comparagao

A(p, q,T), de acordo com a proposigao 1.10, tem-se

dlp,y(t)?* < |Ip—v@)?
= |p—((1—t)g+tr)|?

= lp—al’-tp—aq.7—q) —t{@—p,q—7) +t*lq — 7[*

= p—dlP—tp-q7—p+p—aq) —tqg—T+7—p,q 1)+’ — 7|
= A-9p—-al*+t—Fp—-a,7—p) — F—p,q 7)) — (t—t*)[|g — 7|
= (1=Yp—ql*+t|r—plIP —t(L - t)|g — 7|

= (1—t)d%(p,q) + td%(p,7) —t(1 —t)d%(q, 7).

]

2

d(p, q)

Corolério 2.1. A funcdo pp : M — R dada por py(q) = ¢ fortemente convexa.

Em Cruz Neto et al.[11], também foi provado que o campo gradiente grad pq ¢é

fortemente monotono com constante igual a 1 e

(Hesspyp(q) - v,v) = |[V]?, VgeM e YveTyM. (2.5)

2.3 Funcoes Coercivas

Definigao 2.5. Dizemos que uma fungao f: M — R € coerciva quando f(x) — oo sempre

que d(x,xg) — oo para algum xq € X.
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Proposigao 2.9. Se uma funcao f: M — R € continua e e coerciva, entao f admite pelo

menos um ponto de minimo.

Demonstracao. Sejam xg € M e ¢ = f(xq), segue da continuidade de f que o conjunto
A = {x € X;f(x) < c} é fechado. Além disso, A é limitado, caso contrario existiria uma
sequéncia (x,) em A tal que d(xn,Xo) — oo, contrariando a coercividade de f. Assim,
A é limitado e fechado. Pelo teorema de Hopf e Rinow (proposi¢ao 1.8), A é compacto.

Como f é continua e A é compacto, existe x* € A tal que
f(x*) < f(x), Vx € A.

Se x ¢ A, também tem-se f(x) > ¢ = f(xo) > f(x*). Portanto x* é ponto de minimo da

funcao f. O

Coroldrio 2.2. Se f: M — R € estritamente conveza (logo continua) e coerciva, entdo f

admite exatamente um ponto de minimo.

Demonstracao. Pela proposicao 2.9 existe algum ponto de minimo. Se existisse dois pon-

tos de minimo xq,xs € M, teriamos
fly(t)) < (1 —t)f(x1) + tf(x2)

onde vy : [0,1] — M é a geodésica ligando x; a x3 e t € (0,1). Como f(x;) = f(x2) =

min{f(x);x € M}, tem-se

f(y(t)) < (1 —t)f(x1) + tf(x2) = min{f(x);x € M},
que é uma contradicao. O
Proposicao 2.10. Se f: M — R € uma func¢ao fortemente convexa, entao f é coerciva.

Demonstragao. Fixado py € M, pela proposicao 2.5, existe sg € 0f(pg). Dado p € M,

considere a geodésica vy : [0,1] — M ligando pg a p. Assim,

O0) - (o2

< S0+ v(1) = (v (0), v(1)
= %f(Po)+%f(P)—§d2(Po,P)-
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Por outro lado,

fly(1/2)) = f(po) + (so. exp,. (v(1/2)))

> f(po) — [Isol - llexp,, (v(1/2))]

= flpo) — o] - 2P2P).
Logo
Stpa) + 5 1(p) — S (po.p) > F((1/2)) > f(po) — 5o LELPL
Isto é,
f(p) = f(po) + d(po,P) (gd(po,p) - HSOH) : (2.6)
Se d(po,p) — oo, por (2.6), segue que f(p) — oo. Portanto f é coerciva. H

Proposicao 2.11. Se f: M — R € k-fortemente convexa, entao f admite exatamente um

ponto de minimo. Além disso, se x* é o ponto de minimo de f, tem-se
fx*) + k- d*(x*,y) < f(y) (2.7)
para todoy € M.

Demonstragao. Pela proposi¢ao 2.10 e corolario 2.2, segue que f admite exatamente um
ponto de minimo. Para demonstrar (2.7), para cada y € M, considere a geodésica

v : [0,1] — M ligando x* a y, como f é k-fortemente convexa, temos
f(x*) < fy(t) < (1 —t)f(x") +tf(y) —kt(1 —t)d*(x*,y)
para todo t € (0,1). Dai

f(x*) < (I —t)f(x*) + tf(y) — kt(1 —t)d*(x*,y) = tf(x") +kt(l —t)d*(x*,y) < tf(y)

= f(x*)+k(1—t)d*(x*,y) < f(y).

Fazendo t — 07 na tltima desigualdade, obtemos (2.7). O

2.4 Resolvente de uma funcao convexa

Sejam f : M — R uma funcao convexa e A uma nimero real positivo. Fixado x € M, o
1
corolario 2.1 e a proposigao 2.7 garante que a fungao y — f(y) + ﬁdQ (y,x) é fortemente

convexa e pela proposicao 2.11 esta funcao admite exatamente um ponto de minimo.

Finalmente, podemos definir o resolvente de uma funcao convexa:
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Definicao 2.6. Seja f: M — R uma func¢ao convexa. Dado A > 0, a aplicacdo Jy : M —
M dada por

1
Jax == argmin |f(y) + —d?(x,y)| e Jox =x, (2.8)
UGM 2)\

é chamado de resolvente de f.

A titulo de curiosidade, enunciaremos a seguir dois importantes resultados envolvendo

o resolvente de uma fungao convexa, para consultar a demonstracao desses fatos, veja [2].

Proposicao 2.12. Sejam M uma variedade de Hadamard e f uma funcao convexa. Dado

A > 0, o resolvente Jx de f € nao expansivo, isto €,

d(Jaxo), Jax1) < d(xo, x1).
Demonstracao. Veja Teorema 2.2.22, [2]. O

Proposicao 2.13. Sejam M wma variedade de Hadamard, f : M — R uma fun¢ao
convera e x € M. Se {Jx Xlnen € limitada para alguma sequéncia A\, — oo, entdo
argminf # () e

lim Ja(x) = Ps(x),

A—00

onde S = argminf e Ps é a projecao sobre S.

Demonstragao. Veja Teorema 2.2.25, [2]. O

2.5 Fluxo gradiente

Para mais detalhes sobre esta segdo, consulte [2].

Dado uma aplicacao F: M — M, denote
F':=Fo---0oF.
Y s
Definigao 2.7 (Slope de uma funcéo). Sejam f: M — R uma funcao convexa e x € M.
Definimos o slope de f em x por

|0f|(x) := lim sup max{f(x) — f(y), 0}
Ty d(x,y) :

A definicao de slope de uma funcao tem carater local, porém a proposicao a seguir

mostra que ela pode ser equivalentemente obtida por um supremo global.
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Proposigao 2.14. Seja f: M — R uma fun¢ao convexa. Entao

max{f(x) — f(y), O}'

0f|(x) =
yeM\{x} d(x,y)

Demonstracao. Veja Lema 5.1.2; [2]. O

Observacgao 2.2. Pela proposicao 2.14, seque que X € um ponto de minimo de uma fun¢ao

convera f: M — R se, e somente se, |0f|(x) = 0.

Se f: M — R é convexa, entao o conjunto {||g||; g € 0f(x)} admite minimo, pois 9f(x)
é compacto e a norma ||.|| é continua. Para cada x € M, denotamos por 3°f(x) o elemento

de 0f(x) que possui menor norma.

Proposigao 2.15 ([13], Corolério 1). Seja f: M — R uma funcao conveza. Entdo
[8f(x) < [[3°F(x)]l,
para todo x € M.

Demonstra¢ao. Dados x,y € M e v € 0f(x) com f(x) — f(y) > 0, segue da definigdo de
subgradiente que f(y) — f(x) > (v, exp'y), dai

f(x) — f(y) < —(v,expty) < VI - lexptyll = V]| - d(x,y).
Pela proposicao 2.14, segue que |0f](x) < ||v||, portanto ||0f||(x) < 8°f(x). ]

Em particular, a proposicao 2.15 garante que |0|f(x) < oo para todo x € M. Assim,
fica bem definida a funcao [0f] : M — R.
A préxima proposicao também é valida em espacos de Hadamard, como mostrado em

[2], mas continuaremos nos restringindo a Variedades de Hadamard.

Proposigao 2.16 (Existéncia do Fluxo). Sejam M uma variedade de Hadamard e
f: M — R uma funcio convera. Se xg € M et € [0,00), entdo existe o sequinte
limate

St(x) = lim J\"(xo).

Além disso,
t

Van

Demonstragao. Veja Teorema 5.1.6, pagina 99, [2]. O

d(Se(x0), ]\ x0) < —=—[0fl(x).
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Proposicao 2.17. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M — R wuma funcao
convezxa. Entdao (S¢): € um semigrupo fortemente continuo de aplicacées nao expansivas,
isto €,

1. A aplicagdo t — Sixg, onde t € [0,00), € continua, em particular, lim+ Six =x.
t—0

2. S¢(Sex) = S ¢x para todo s,t € [0,00).
3. d(Six, Syy) < d(x,y), para todo t € [0,00) e x,y € M.
Demonstragao. Veja proposigao 5.1.8, [2]. ]

Na verdade, a aplicacao t — S¢xy é mais do que continua, ela é localmente lipschitz
em (0, 00) e lipschitz em [tg, 00), onde tg é um ntmero real positivo, como mostrado na

proposigao 5.1.10, [2].

Proposicao 2.18. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M — R wuma funcao
convexa. Dado xg € M, seja x(t) = Sixg para todo t € [0,00). Entdo a funcdo t — x(t)

¢ absolutamente continua em (0, 00) e satisfaz

1d

§a[d2(y,7€(t))] +f(x(t)) < fly) (2.9)

para quase todo t € (0,00) e para todoy € M. Reciprocamente, se uma curva absoluta-
mente continua z : (0,00) — R com hI(I)1+ z(t) = x¢ satisfaz (2.9), entdo z(t) = x(t) para
t—

todo t € (0,00).
Demonstragao. Veja Teorema 5.1.11, [2] O

A proposicao abaixo mostra uma importante propriedade das curvas absolutamente

continuas, para mais detalhes, consultar [8].

Proposicao 2.19. Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Para qualquer curva
absolutamente continua vy : [a,b] — M a derivada vy’ existe para quase todo t € [a,b] e
lv'(t)|| € integrdvel. Em particular,

b
Ly(t) :j Iy dt.

Demonstragao. Veja proposigao 3.7, [8]. ]
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E importante lembrar também que uma funcao F : [a, b] — R é absolutamente continua

se, e somente se. F’ existe para quase todo ponto em (a,b), F’ é integravel e

X

F(x) —F(a) = J F'(t)dt,

a
para todo a < x < b.

A proposicao a seguir mostra uma importante propriedade do slope de uma funcao e
serd usada no préximo capitulo para mostrar que a curva x(t) é diferencidvel a direita

para todo t > 0.

Proposicao 2.20. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M — R uma funcao

convezxa. Se xg € M e x(t) = S¢xq, entao para cada t € (0,00), tem-se
o dix(t+h),x(t))
1 ofl(x() = Jim ST
~ lim f(x(t)) — f(x(t +h))
ot d(x(t+h),x(t)

f(x(t)) — f(x(t +h))
h—0+ h '

2. |0f|(x(t))

Demonstragao. Veja Teorema 5.1.13, [2]. O

Proposicao 2.21. Sejam M wuma variedade de Hadamard, f : M — R uma fun¢ao

convera e x(t) = Sixg. Entdo a fungdo t — ||0f||(x(t)) € ndo crescente e
1
0f](x(1))* < [9fl(y)* + t_2d2(y’X0)'

Demonstragao. Veja teorema 5.1.14, [2]. O



Capitulo 3

Curva subgradiente e suas

propriedades

3.1 Existéncia da curva subgradiente

Sejam H um espaco de Hilbert, f : H — R uma funcao convexa diferenciavel e xq € H.

Considere o seguinte problema

—x'(t) = grad f(x(t))
(3.1)
x(0) = X0,

onde x : (0,00) — H é uma curva diferencidvel. Em outras palavras, estamos procurando

uma curva x que parte de xg e se move na direcao de maxima descida da funcao f.
Neste capitulo, estamos interessados em estudar um problema mais geral do que esse,
para posteriormente estudar a relacao entre error bounds e a desigualdade de Kurdyka-
Lojasiewicz. Ao invés de trabalhar com funcoes convexas diferencidaveis em espacos de
Hilbert, trabalharemos com fungées convexas (ndo necessariamente diferencidvel) em Va-
riedades de Hadamard, para isso usaremos o subdiferencial de f ao invés de grad f, mais

precisamente, sejam M uma variedade de Hadamard, f : M — R uma fung¢ao convexa e

Xo € M, considere o seguinte problema

—x'(t) € of(x(t
(t) (x(t)) (32)
X(O) = X0,
onde x : [0,00) —+ M é uma curva em M.

Como a funcao f nao é diferencidavel, nao é de se esperar que exista uma curva

diferenciavel x satisfazendo (3.2) para todo t € [0, 00), mas os proximos resultados, que

27
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podem ser encontrados em [13], mostra a existéncia de uma curva absolutamente continua
satisfazendo (3.2) para quase todo t € [0, 00).

Note que (3.2) de fato é uma generalizacao de (3.1), pois todo espago de Hilbert é
uma variedade de Hadamard com curvatura secional nula e se f é diferenciavel, tem-se

of(x) ={grad f(x)}.

Proposicao 3.1 ([14], Lema 1). Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R
uma fun¢dao convexa. Para cada x € M, existe uma unica curva absolutamente continua
x:[0,00) = M tal que
—x/(t) € of(x(t
(t) (x(t)) (3.3)
X(O) = X0,

para quase todo t > 0.

Demonstracao. Pela proposi¢ao 2.18, existe uma unica curva absolutamente continua
x:[0,00) = M tal que x(0) =x¢ e

1d
5 g d WX+ Fx(1) < fy),

para todo y € M. Por outro lado, pela proposicao 1.13, tem-se

Sy x(0)] = oy (D)) = (x'(t), grad py (x(6)) = —((1), exp f (v).
Da,
(—=xX'(1), expy(yy (y)) + F(x(1) < f(y),
para todo y € M. Portanto —x'(t) € 3f(x(t)). 0

3.2 Propriedades

No transcorrer do texto, denotaremos por x(t) a solucao dada pela proposicao 3.1, que
é chamada de curva subgradiente. Os préximos resultados mostram algumas propriedades

de x(t), e podem ser encontrados em Cruz Neto et al.[13].

Proposicao 3.2 ([13], Lema 2). Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R

uma funcao convexa. Se x :[0,00) — M € a solucao de (3.3), entao
(fox)'(t) = —IX'()]%

para quase todo t > 0. Em particular a funcao t — f(x(t)) € decrescente.
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Demonstracao. Como —x’(t) € of(x(t)) para quase todo t > 0, temos:
f(x(t+h)) — f(x(t)) = (—x'(t), expy /) x(t + h)). (3.4)
Também tem-se —x'(t + h) € of(x(t + h)), assim
Fe(t 4+ 1)) — F(x(1)) < (/(t+ ), expylyp x(D): (3.5)
Dividindo por h > 0 ambos os lados das desigualdades (3.4) e (3.5), obtemos
_ exp L x(t+h)
(1) = Flx(t) [ O | 56
h h
—1
f(x(t +h)) — f(x(t eXP, (n)X(t)
(et + 1) — (1)) _ <X,(t+h), Pulicn) > | 57)

Considere as curvas o : (—e,€) = TyyM e B : (—€, €) = M definidas por

a(h) = expyy, (x(t + h)) e B(h) = expry((h)) = x(t + h).

Note que «(0) =0 e B’(0) = x/(t).

Lembrando que d(expyp)o = Id, obtemos

B'(0) = d(expx(t)) w0y («'(0)) = &’(0) = &(0) = x'(t).

Podemos reescrever (3.6) da seguinte forma

h

Ml 0) (1), _ {1, o000,

Da ultima desigualdade, segue que

lim

f(x(t+hJ)) —f(x(t))

> —(x'(t), &/(0)) = —|Ix"(1)]|*-

h—0* h

Mostraremos agora a desigualdade oposta. Pela proposicao 1.13, tem-se

grad py)(x(t+h)) = —exp;(1t+h] (x(1)).

Logo,

m grad py)(x(t +h)) —grad py)(x(t))

h—0t h
(px(t) 0 x)"(t)

Hess py(t) - x'(t).
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Fazendo h — 0" na desigualdade 3.7 e usando (2.5), obtemos

f(x(t+hJ)) —f(x(t))

Lim - < — (x'(t), Hess pyxo (x(1)) - x'(1)) < —[Ix'(1)]|>.
Portanto,

Como f é convexa, segue da proposicao 2.4 que f é localmente lipschtziana e portanto fox

é localmente absolutamente continua, isso conclui a demonstracao. O

Proposigao 3.3 ([13], Lema 3). Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R

uma funcao conveza. Seja x : [0,00) — M uma solucdao de (3.3), entao
x'(t) = —3°f(x(t)), (3.8)

para quase todo t > 0. Além disso, a fungio x — ||0°f(x)|| € semicontinua inferiormente
(Isc).

Demonstracao. Como fox é localmente absolutamente continua, existe 6 > 0 tal que fox

restrita a [0, 8] é absolutamente continua, pela proposicao 3.2, tem-se

t+06 t+0

flxte+8) = fx() = [ (ron(slas == [ Ix(o)Pas

t t

Dado v € of(x(t)), segue da definicao de subgradiente que

t+0
J Ix/(s)||*ds = —(f(x(t+8))—Ff(x(t))) < —(v, exp;(lt)(x(t+6))> < [[v||-d(x(t), x(t+93)).

t

Por outro lado,
t+6

d(x(t),x(t+19)) <J Ix'(s)]|ds.

t
Logo,

t+6 ’ ) t+6 /
) A )

Fazendo & — 07, segue do teorema de diferenciacao de Lebesgue que
X (W17 < vl - X ()]

Assim [|x/(t)|] < |[v|| para todo v € 9f(x(t)), e portanto ||x'(t)|| < 9°f(x(t)). Como
—x'(t) € 9f(x(t)), também temos ||x'(t)| = 0°f(x(t)), logo ||x'(t)|| = °f(x(t)).

Mostraremos agora que ||0°f(x)|| é semicontinua inferiormente, isto é, se x, — x,
entao

10%F(x)|| < liminf [[d°f(x,)].
n—oo
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Seja {xn, } uma subsequéncia de {x,,} tal que
lim [[0°f(xn, )| = liminf ||0%f(xn)]|.
nKg—00 n—oo
Pela proposicao 2.6, podemos supor que 0%f(xy, ) — v € 9f(x), portanto
10%F(x)|| < |[v]| = lim [|0°F(xn, )|| = lim inf ||0%F(x,)||.
N —00 n—oo
]

A proposigao 3.3 ndo garante que a igualdade obtida em (3.8) é vélida para todo t > 0,
ja que x(t) nao necessariamente é diferenciavel. Porém, o proximo resultado mostra que

x(t) é diferencidvel a direita para todo t > 0 e vale uma igualdade similar a (3.8).

Proposigao 3.4 ([13], proposigao 5). Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R
uma fun¢ao convexa. Se x(t) € solugdo de (3.3), entao x(t) é diferencidvel a direita em
todot >0, e

X' (t7) = —0%f(x(t))
para todo t > 0.

Demonstragao. Considere a curva « : (—e, €) = T, (t)M dada por
a(h) = expy ) (x(t +h)).

Assim como na demonstragao da proposigao 3.2, se existir a derivada a direita de & em
t = 0, entdo também existe x’(0") e além disso x’(07) = «(0™). Note que, para h > 0,

tem-se

a(h) — «(0) exp(y (x(t +h)) — expy 1) (x(t)) B expy(y (x(t +h))

h N h h

Logo, basta mostrar que

exp_ L. (x(t+h))
lim || oPx®) + % (x(t)|| = 0.
h—0+ h
Para isso, veja que
1 2
exp (X[t + 1) |
S F(x(D)]| = A (elt).x(t 4+ h) + RV (3.9)

b exply (x(t + 1)), 3°F (1)
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Pela definicao de subgradiente e pela proposicao 3.2, segue que

(exply (x(t+ 1)), 3%(x(1)) < f(x(t+h)) — F(x(t))

t+h
_ J (Fox)(s)ds

t

t+h
- —J ' (s)]|%ds

t

t+h
< —J 10°F(x(s))|*ds.

t
Sendo a funcao x +— ||0°f(x)|| semicontinua inferiormente, para cada € > 0, existe & > 0
tal que
d(y,x) <8 = [[3"f(y)l| > [[a"(x)[| —e.

Dai, para h suficientemente pequeno, temos

t+h t+h
—J 19°F(x(s))||*ds < —J (J[0°F(x)|| — €)*ds = —h(||[o°f(x)|| — €)?

Logo
(expyly (x(t + ), 0%F(x(1))) < —h- 27 () (3.10)

Por (3.9) e (3.10), temos

expy(y (x(t +h)) a2(x(t),x(t + h))

()| < SR o) — Zh(lerrce) ) — e
- TN ori - e

Lembre-se que na proposicao 2.20 provamos que

Pf(x(t)) = lim SXLEF ) X(L)

h—0+ h
e na proposigao 2.15 mostramos que [0f](x) < [|0°f(x)||, assim
exp iy (x(t+h) ? . , .
lim + 0 f(x(t))|| < |[0°f(x)||* — (|[0°f(x)|| — €)
h—0+ h
Fazendo € — 07, segue o resultado. ]
Na proposicdo 2.15 provamos que [9f|(x) < [[0°f(x)||, mostraremos a seguir que na

verdade ocorre a igualdade.
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Corolario 3.1 ([13], coroldrio 2). Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R

uma fungao convexa, entao
0f](x) = 0% (%)), Vx € M.
Além disso, fox € diferencidvel a direita e (fox)'(t*) = —|x'(t7)|*

Demonstracao. Dado x € M, seja x(t) a solucao de (3.3), com x(0) = x. Fixado t > 0,
considere a curva o : [0, €] = Ty(t)M dada por a(h) = exp;(lt)(x(t +h)). Dai, «(0) =0

x(t +h) = expy)(x(h)), como expy(t) : Tx(tyM — M é um difeomorfismo, segue da
proposicao 3.4 que

—0f(x(t)) = x'(t") = d(expx(t)) (o) (&' (07)) = o/ (0T).

Por outro lado, usando a proposicao 2.20, tem-se

lexpyy (x(t + h))]| d(x(t +h),x(t))

+ T x T s .
Je"(07)]| = Jim, n —hll_{{)h n = [of|(x(t)).
Logo |0f](x(t)) = [|0°f(x(t))]|, e portanto, [of|(x) = |[d°f(x)]|.

Novamente pela proposicao 2.20, podemos concluir que a funcao (f o x)(t) é dife-

renciavel a direita para todot > 0 e
(fox)'(t") = —[afP(x(t)) = —[|°f(x (1)) ||* = —[Ix"(t")*.
O

A seguir, temos mais uma propriedade da curva subgradiente x(t). Ao longo do texto

usaremos a notacao S :=argminf = {x € M;f(x) < f(z) Vz € M}.

Proposicao 3.5 ([13], lema 5). Sejam M uma variedade de Hadamard, f: M — R uma
fungdo convera. Se p € S, entdo a fungdo t — d(p,x(t)) € decrescente.

Em particular existe

lim d(x(t),p).

t—+o0
Demonstrac¢ao. Usando a proposi¢ao 2.18 e que p € S, temos

%%[d?(p x(1)] + F(x(1) < f(p) < F(x(t)) = cft[d% (1) < 0.

Assim, a funcao t — d(p, x(t)) é decrescente, em particular existe

lim d(x(t),p).

t—+o00
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Proposicao 3.6. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M — R uma funcao
conveza limitada inferiormente. Se x(t) € solugao de (3.3), entao a fungdo t — ||x/(t1)||
€ nao crescente, e

lim [|x'(t1)]| = 0.

t—+o00
Demonstra¢ao. Suponha que
inf{||x'(tT)||;t € [0,00)} = ¢ > 0.
Sejam s,t € [0, 00), com s < t. Pelo corolario 3.1, tem-se
F(x(1) — F(x(s)) = [ (Fox)(T)dr = — [ [/(1)][dr < —c(t —5) < 0.

Dai, (fox)(t) é decrescente e t1ir+n (fox)(t) = —o0, que é um absurdo, pois por hipdtese
—+00

f é limitada inferiormente. Isso mostra que
inf{||x’(t")]|;t € [0,00)} = 0. (3.11)
Usando a proposicao 3.4 e o corolario 3.1, obtemos
" (£5)]| = [ (x (1)) || = [OfI(x(1)).

Pela proposicao 2.21, segue que a fungao t — |[|x’(t*)|| é ndo crescente e por (3.11) ,

temos

lim [Jx/(t")]| = 0.

t—+o0

]

O préximo resultado foi provado em [13], mas apresentaremos uma prova alternativa.

Proposicao 3.7. Sejam M uma variedade de Hadamard, f : M — R uma func¢ao conveza
limitada inferiormente. Se x(t) € uma curva subgradiente de f e {t,} C [0,400) € uma

sequéncia tal que t, — +00 e klim x(ty) = x*, entao x* € S = argminf.
— 00

Demonstragio. Como —x'(t}) € of(x(ty)) e klim x(ty) = x*, pela proposicao 2.6, pode-
— 00

mos supor sem perda de generalidade que
(x(ti), —x'(t))) — (x*,v), v € of(x*).
Por outro lado, pela proposicao 3.6 temos
lim X' (6)] = 0.

Logo v =0 e portanto 0 € 9f(x*), isto é, x* é ponto de minimo. O
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Proposigao 3.8 ([13], lema 7). Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R uma

fungao convexa limitada inferiormente. Se x(t) € solucao de (3.3), entdao

lim x(t) =x* € argmin f.
t—4o00

Em particular, lim (fox)(t) = minf.
t—+o0

Demonstracao. Se{tx} C M é uma sequéncia tal que t, — 00, segue da proposicao 3.5 que
a sequéncia {x(ty)} é limitada e a proposicao 3.7 garante que seus pontos de acumulacao
sao pontos de minimo da funcao f, resta entao mostrar que essa sequéncia possui apenas

um ponto de acumulagao.

De fato, se lim x(ty;) = x" e lim x(ty,) = X, pela proposicio 3.5 existe
)—+o00 S——+o00
lim d(x(t),x"), logo
t—+o00

lim d(x(ty,),x*) = lim d(x(ty),x").

S—r+00 j—+o00

Ou seja,

Portanto

lim x(t) =x* € arg min f.
t—+o0

O

Concluimos esta se¢ao com o teorema abaixo, onde reunimos as principais propriedades

da curva subgradiente obtidas neste capitulo.

Teorema 3.1. Seja M uma variedade de Hadamard e f: M — R uma fungcdo convexa.
Para cada x € M, existe uma unica curva absolutamente continua x : [0,00) — M tal que

x(0) =x e —x/(t) € of(x(t)) para quase todo t > 0. Além disso,
1. (fox)'(t) = —||x'(t)||* para quase todo t > 0;
2. (fox)'(tT) = —||x'(tM)]|* para todo t > 0;
3. x'(t) = —0%(x(t)) para quase todo t > 0;
4. x'(t7) = =0%(x(t™)) para todo t > 0;
5. A fungdo t— ||x'(tT)]| € ndo crescente, e limy_,  ||x'(t7)] = 0;
6. Sep €S, entdo a fungio t — d(p,x(t)) € decrescente;
7. Ezxiste lim x(t) =x" e x* € argmin f;

t—+o0

8. A funcao t — f(x(t)) € ndo crescente e t1ir+n f(x(t)) = minf.
—+o00



Capitulo 4

Error bounds e desigualdade de

Kurdyka - Lojasiewicz

4.1 A desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz

Nesta secao apresentaremos a desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz. Para simplificar
a notacao, escreveremos [x < f < ] :={x € M : « < f(x) < B}. Dado 19 > 0, considere

o conjunto
K(0,70) :={¢p € C°[0,79) N C(0,79); ©(0) =0, ¢ é concava e @" > 0}.

A fungao f satisfaz a desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz (ou tem a propriedade

KL) localmente em X € M se existem 19 > 0, @ € K(0,19) e 6 > 0 tais que
@' (f(x) —f(x)) - (X > 1,

para todo x € B(x,8) N [f(X) < f < f(X) + 1o]. A funcdo ¢ acima é chamada de funcao
desingularizante de f em X.
Se X nao é um ponto de minimo de f, mostraremos que f tem a propriedade KL, em x.

Para isso, precisaremos do seguinte lema:

Lema 4.1. Sejam f : M — R wuma funcao convera ¢ X € M tal que 0 & Of(X).
Existe d > 0 tal que
x € M, d(x,x) < & = [|0%(x)| > 6.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que o lema nao seja verdadeiro, logo existem sequéncias

36
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(Ok)ken € (xx)xen, com & — 0, tais que
d(Xk,f() <& e ||60f(xk)\| < dx. (41)

Para cada k € N, tome v, = 0% (xy), por (4.1), tem-se que (x,vi) — (X,0) e pela
proposicao 2.6, segue que 0 € 0f(x), que é uma contradi¢ao.

]

Proposicao 4.1. Sejam f: M — R uma funcdo convera e X € M. Se 0 ¢ 0f(X), entao

f satisfaz a desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz em X.
Demonstracao. Pelo lema 4.1 existe 6 > 0 tal que
x € M, d(x,%x) < &= [[o°f(x)|| = 6.

t
Considere 1y > 0 qualquer e note que a funcao ¢ : [0,19) — R dada por ¢(t) = 5 pertence

a K(0,79). Além disso, para cada x € B(x,d) N [f(X) < f < f(Xx) + 7r¢], tem-se

@'(1(x) — 1)) - [0 = 5 - [0 > £ = 1.

on| on

Assim, nosso foco é o caso em que X € S, onde S = argminf. Se f(x) = 0, a
desigualdade KL torna-se
@' (f(x)) - ]0°F(x)|| > 1

. para todo x € B(x,8) N[0 < f < 7).

O préximo resultado mostra uma importante classe de fungoes que possuem a propri-
edade KL em uma vizinhanca de cada ponto x € M. Esta classe de funcoes ¢ formada
pelas funcoes fortemente convexas e duas vezes diferenciaveis. Assim, pelo corolario 2.1,

d 2
a funcao pp(q) = M possui a propriedade KL localmente em cada q € M.

2

Proposicao 4.2. Seja f : M — R uma funcdao fortemente convexa e duas vezes dife-
rencidvel. Entao f satisfaz a desigualdade KL em cada ponto de M, com func¢ao desingu-

larizante @(t) = cv/t para algum ¢ > 0.

Demonstragao. Consultar [12]. O
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4.2 Error Bounds

Considere uma funcao nao decrescente w : [0,00) — [0,00) com w(0) = 0. Dizemos
que f: M — R satisfaz um error bounds local com funcao residual w se existir o > 0 tal
que

(wof)(x) > dist(x, S), (4.2)

para todo x € [0 < f < 1] (Estamos considerando min f = 0).

1
Sp

T

Um importante caso particular é quando a funcao residual é dada por w(s) =y

Y

nesse caso podemos rescrever a desigualdade (4.2) da seguinte forma:
f(x) = vyd(x,S)P.

Definicao 4.1. Dizemos que uma funcdao ¢ : [0,7) — R em C(0,1) N C°[0, 1)) e nula na

origem tem comportamento moderado (prozimo a origem) se ela satisfaz a desigualdade
s@’(s) = co(s) Vs € (0,7),
onde ¢ € uma constante positiva.

Observagao 4.1. Se @ for concava, entao ¢ < 1. De fato, seja s € (0,1) tal que @(s) # 0,

pelo teorema do valor médio existe ts € (0,s) tal que @(s) — @(0) = s@’(ts), logo

donde ¢ < 1.

Exemplo 4.1. Considere a funcao @ : [0,7) — R dada por @(s) =y sv. Dai
1 1
@'(s)=—vysr .
P
1
Fazendo ¢ = —, obtemos

s@'(s) = co(s), Vs e (0,7),

ou seja, @ tem comportamento moderado proximo a origem. Além disso, se y > 0 e

P = 1, € facil ver que @ € concava e c = — < 1.

P
Quando f é uma funcao convexa definida em um espaco de Hilbert e satisfaz a de-

sigualdade KL, o teorema 27 em [7] fornece uma estimativa para o comprimento das
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trajetorias subgradientes. Utilizando a existéncia das curvas subgradientes em varieda-
des de Hadamard e algumas propriedades que foram desenvolvidas no capitulo anterior,
generalizaremos este resultado para variedades de Hadamard.

Relembramos aqui que estamos assumindo que S = arg min f e que min f = 0.

Proposigao 4.3. Sejam x € S,p > 0 e @ € K(0,79). As sequintes afirmacgioes sao

equivalentes:

(i) Para cada x € B(X,p) N[0 < f < 1gl, temos
@’ (F(x)) 0°F(x) | > 1.

(ii) Para cadax € B(x,p) N[0 < f <1l e0<t<s, temos
[ I @l < olrtx(t) - lrixts).

onde x : [0,00] = M € a curva subgradiente, com x(0) = x.

Demonstrac¢ao. Primeiro mostraremos que (i) = (ii).
Dado x € B(x,p) N[0 < f <1l e 0 <t<s, considere a curva subgradiente partindo
de x (ver proposigao 3.1), isto é, uma curva x : [0,00) — M absolutamente continua

satisfazendo

para quase todo t > 0. Observe que

Pl(x(t])) ~ o(fx(s) = | - wlfix(x))de
SR GIEUNONEE
Na proposicao 3.2, provamos que (%(f(x(’t))) = —||x'(7)]]* para quase todo T > 0, e na
proposicao 3.3 mostramos que x’(t) = —0°f(x(1)) para quase todo T > 0, logo
@(f(x(t)) — @(f(x(s))) = P @' (f(x(1)) - (=IIx'(7)[*)dT

Js
rs

= | @'(f(x(1)) - [[x'(7)[d~

Jt
rs

— | @' (F(x(1)) - [ (x(T))]| - ' ()| .

Jt
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Note que x(t) € B(x, p) para todo t > 0, pois x(0) = x € B(X, p) e a funcao t — d(x(t), x)
é decrescente (ver proposicao 3.5). Além disso, pela proposigao 3.2, a funcao t — f(x(t))

¢ decrescente, portanto x(t) € [0 < f < rg] para todo t > 0. Assim,
x(t) e B(x,p) N[0 < <1y VEt>0,
dessa forma, por hipdtese, tem-se que @’ (f(x(1)))|[0°f(x(t))|| = 1 para todo T > 0. Logo,

@(f(x(t))) — @(f(x(s))) :J @' (f(x(1)) - 3°f(x(7) - X' (7)[|dT > L I (T)|d.

t
Mostraremos agora que (ii) = (i).
Dado x € B(x,p) N[0 < f < 1], considere a curva subgradiente partindo de x, segue

da hipétese que

h

[x'(t)]|dt < — vV h>0.

1 J P(f(x(n)) — @(f(x(0))
0 h ’

Fazendo h — 0%, obtemos
%" (07 < —@’(f(x(0))) - (Fox)’(07).

Lembre-se que (f o x)/(t7) = —[|x'(t")||* e x'(tT) = —03°f(x(t)) para todo t > 0 (ver

proposigao 3.4 e o corolario 3.1), dai

X (0F)] < =@(f(x)) - (fox)'(07) = [0 (x)]| < @' (f(x)) - [[0°F(x)]|?

= 1< @'(f(x)) - [[°F(x)].
O

O teorema a seguir é o principal resultado desse capitulo. Ele garante que se uma
funcao convexa f : M — R possui a propriedade KL em X, entao f satisfaz um error
bounds em X, a reciproca nao é verdade, mas se f satisfaz um error bound em X e sua
funcao residual tem comportamento moderado, entao f satisfaz a desigualdade KL em X.
Além disso, no primeiro caso a funcao desingularizante e a funcao residual sao iguais e no
segundo caso diferem apenas por uma constante multiplicativa. Este resultado encontra-
se feito em [7], no caso em que f estd definida em um espago de Hilbert. Usando a
existéncia da curva subgradiente, que desenvolvemos no capitulo anterior, também iremos

generalizar este resultado para Variedades de Hadamard.
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Teorema 4.1 (Caracterizacao da desigualdade KL para fungbes convexas).
Sejam f: M — R uma funcao convexa, com min f =0, ro > 0, ¢ > 0, ¢ € K(0,1g),
p>0exeS. Entao

(i) (Desigualdade KL implica error bounds.)
Se ||0°F(x)||@’(f(x)) = 1 para todo x € [0 < f < 1ol N B(X, p), entdo

dist(x,S) < @(f(x)), Vxel0<f<r]NB(x,p).

(ii) (Error bounds e comportamento moderado implica desigualdade KL.)
Se s@’'(s) > co(s) para todo s € (0,19) e dist(x,S) < @(f(x)) para todo

x € [0 < f <1y NB(X,p), entdo

@ (F) [ F(x)|| = ¢, Vxe[0<f<r]NB(X,p).

Demonstracao. (1) Como f tem a propriedade KL em X, a proposicao 4.3 garante que

para cadax € [0 < f <19 NB(X,p) e 0 <t <s, tem-se

S

d(x(s),x(t)) < J X (D]ldT < @(f(x(1))) — @(f(x(s)), (4.3)

t

onde x : [0,00] = M é a curva subgradiente, com x(0) = x. Lembre-se que na proposi¢ao

3.8 provamos que lim x(t) = x* € argminf e lim (fox)(t) = minf = 0. Assim,
t—+o00 t—+o0

tomando t = 0 e fazendo s — oo em (4.3), obtemos
d(x",x) < @(f(x)).
Portanto,
dist (x,S) < @(f(x)), Vxe[0<f<ryNB(X,p).
(i1) Tome x € [0 < f < 9] N B(X, p) e seja y = Ps(x). Por convexidade, temos
0= fly) > F(x) + (3°F(x), expy'y).
Assim,
f(x) < [IR%F(x), exp )l < ()] - [lexpy yll
= %) - d(x.y)
= [[%f(x)[ - d(x.S)
< [IR%FB - @(f(x))
=~ colf(x) - [0

N
o

F(x) @ (f(x)) - [[0%F(x) .



Capitulo 4. Error bounds e desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz 42

Observe que na ultima desigualdade usamos que @ tem comportamento moderado. Além

disso, note que f(x) > 0, pois x € [0 < f < 1], portanto
o' (F(x))[0°F(x)]| > c.

O
A seguir caracterizaremos a existéncia global da propriedade KL. A demonstracao do

caso global é completamente anédloga a do teorema anterior.

Corolario 4.1 (Caracterizagao da desigualdade KL para fungoes convexas: caso global).

Sejam f: M — R uma funcdo convexa, com min f =0, 7g >0, ¢ >0 e @ € K(0,1).

(i) (Desigualdade KL implica error bounds.) Se [[0%f(x)|¢@’(f(x)) = 1 para todo
x € [0 < f], entao dist(x,S) < @(f(x)), Vx € [0 < f].

(ii) (Error bounds e comportamento moderado implica desigualdade KL.)
Se s@’'(s) = co(s) para todo s € (0,19) e dist(x,S) < @(f(x)) para todo
x € [0 < 1], entdo @' (f(x))|[d°f(x)|| = ¢, Vx € [0 < f].

Observacao 4.2. Observe que hd uma certa assimetria entre as conclusoes de (i) e (ii):
Em (i) a funcgdo residual € exatamente a func¢do desingularizante, enquanto em (ii), a

funcao residual e a funcao desingularizante diferem por uma constante multiplicativa.



Capitulo 5

Problema de viabilidade convexa

Um problema muito comum em diversas areas de matematica e ciéncias fisicas consiste
em tentar encontrar um ponto na intersecao de conjuntos convexos, mas precisamente,
se C1,Ca,. .., Cy sdo conjuntos convexos e fechados tais que C := ()%, C; # 0, estamos
interessados em encontrar algum ponto x € C, esse problema é conhecido na literatura

como problema de viabilidade convexa.

5.1 Meétodo do gradiente

Enunciaremos a seguir o método do gradiente, que também é conhecido na literatura
como método de maxima descida. Para mais detalhes sobre este método, consulte o

apéndice A, desta dissertacao.

Algoritmo 5.1 (Método do gradiente).
Passo 1: Escolha um ponto inicial x° € M;
Passo 2: Dado xi, se xi € um ponto critico de f, entdao faga Xiyp = X para todo p € N;

Passo 3: Caso contrdrio, tome como a proxima iterada X1 € M tal que
Xi+1 = xp,, (—trgradf(xy)), (5.1)
onde o comprimento de passo ty € dado pela busca de Armijo’s, isto €,
ti:=max{27 :j €N, f(—exp,, (27 gradf(xx)) < f(xi) — 027 ||grad f(xi)|*},

com « € (0,1).

43
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Observacao 5.1. A boa definicio da igualdade (5.1) seque do Teorema de Cartan-
Hadamard, mais precisamente, pelo fato de, em uma variedade de Hadamard, a aplicacdao

exponencial é um difeomorfismo (global). Além disso, seque de (5.1) que
tngmdf(xk)H = d(Xk+1,Xk), vk > 0. (52)

Se k11 = Xk, seque de (5.1) que grad f(xy) = 0, uma vez que ty > 0, ou seja, Xy € ponto

critico de f. Com isso, temos um critério de parada prdtico para o Algoritmo 5.1.

Considere a fungao f: M — R dada por

&
fx) =3 Zl idist?(x, Cy), (5.3)
onde oy > 0 para todoi = 1,2,...,me > " o = 1. Note que x € C se, e somente

se, x € argminf, isto é, resolver este problema de viabilidade convexa ¢é equivalente a
minimizar a funcao f.

Para minimizar f, aplicaremos o método do gradiente para variedades de Hadamard,
que pode ser encontrado com mais detalhes em [6].

Observe que pela definicao da busca de Armijo’s, a sequéncia {x; .} gerada pelo algo-

ritmo de maxima descida satisfaz a desigualdade
f(xis1) + octiel|grad fx)[|* < flxi).

Em particular, a sequéncia f(xy) é estritamente decrescente.

A partir da definicao do comprimento de passo ty, é possivel mostrar que se a fungao
objetivo f tem gradiente Lipschitz, entao zero nao é um ponto de acumulagao da sequéncia
{ti})-

Quando {xx} tem um ponto de acumulacao X e f satisfaz a desigualdade KL em X, a

sequéncia gerada pelo método do gradiente converge para um ponto critico de f.

Teorema 5.1. Seja {xy} a sequencia gerada pelo algoritmo 5.1. Se {xy} tem um ponto de
acumulacao X € M e f satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em X, entao X é

um ponto critico de f. Além disso,

lim f(xi) =f(X) e lim x =X.
k——+o0 k——+o0

Demonstracao. Ver teorema A.1, no apéndice A. m



Capitulo 5. Problema de viabilidade convexa 45

Finalmente resolveremos o problema de viabilidade convexa, mas para isso precisare-

mos acrescentar uma hipétese adicional:
Definicao 5.1. Considere os conjuntos Ay, Ag,...,Amm C M e A =N" A

(i) Dizemos que os conjuntos Ay, Aa, ..., Am sdo linearmente limitadamente reqular se

para cada conjunto limitado existir uma constante x > 0 tal que

dist(x, A) < kmax{dist(x,A;), i=1,...,m}, Vx € S.

(ii) Dizemos que os conjuntos A1, Ag, ..., Ay sdo linearmente reqular se existir uma

constante k > 0 tal que

dist(x, A) < kmax{dist(x,A;), i=1,...,m}, Vx € M.

Observacao 5.2. Seque da definicao que todo conjunto linearmente limitadamente reqular

¢ linearmente reqular.

Teorema 5.2. Sejam Cy, C, ..., Cypy conjuntos convezos e fechados tais que C := (-, Cy
¢ compacto e ndio vazio. Considere a sequéncia {x*} obtida ao aplicar o método do

gradiente na funcdo
1 m
f(x) = 5 ; o dist?(x, Cy),

onde oy > 0 para todoi=1,2,...,me Y " o = 1.
Se os conjuntos Cy, Co, ..., Cyn sdo linearmente limitadamente reqular, entao lim f(xy) =

k—+o0
0 e {xy} converge para algum x € C.

Demonstracao. Inicialmente mostraremos que f possui um error bounds local. De fato,

como que o conjunto [0 < f < 1] = ([0, 10]) ¢ limitado, temos

dist(x, C) < kmax{dist(x,C;), i=1,...,m}, Vx € [0 < f < 1¢l.
.j{lin {oi} :

Seja o = % ex e [0<f<rgl, assim
dist(x,C) < «kmax{dist(x,C;), i=1,...,m}

< K\/dist2(x, Cy) + -+ +dist*(x, Cin)

[, min {o}

= -\ = (distQ(x, Cy) + - -+ dist?(x, Cm))
x 2

o K o dist?(x, C1) + - - - + ondist?(x, Cp)

I 2

LN
o
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. . - . K .
Assim, f admite um error bound com funcao residual dada por w(s) = —4/s, como vimos
(o8

no exemplo 4.1, esta funcao tem comportamento moderado em (0, c0) com ¢ = 7 Segue

do teorema 4.1 que f satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em cada ponto

— 2
x € [0 < f < 1], com funcao desingularizante dada por ¢(s) = (%) ! w(s) = ;K\/g

Mostraremos agora que a sequéncia {x;} é limitada. Com efeito,

v f(xi).

d(xx, Pc(xi)) = dist(xy, C) <

QIR

Como {f(xy)} é limitada (pois é decrescente), segue que a sequéncia {d(xy,Pc(xk))}
também ¢é limitada. Além disso, fixado yo € C, note que {d(Pc(xk),yo)} também é

limitada, pois C é compacto. Finalmente, pela desigualdade triangular obtemos

d(xx.yo) < dlxk, Pclxi)) + d(Pc(xx), Yo)-

Logo a sequéncia {x,} é limitada e portanto admite algum ponto de acumulacao x. Pelo
teorema 5.1, segue que X é um ponto critico de f e

lim f(Xk) = f()‘c) =0e lim Xk = X.
k—+o00 k—+o00

5.2 Complexidade do método

Na se¢ao anterior, aplicamos o método do gradiente e obtemos uma sequéncia {xy} que
converge para a intersecao dos conjuntos Cy, Co, ..., Cy,, nesta secao estamos interessados
em obter uma taxa de convergéncia para esta sequéncia, para isso, usaremos um resultado

sobre a complexidade do método do gradiente, que pode ser encontrado em [6].

Teorema 5.3. Assuma que f satisfaz a desigualdade de Kurdyka - Lojasiewicz em um

ponto de acumulacao X de {xy} com funcao desingularizante @(t) = %te comc >0ce

0 € (0,1]. Entao, vale a sequinte estimativa:
1. Se ® =1, a sequéncia {xx} converge em um nimero finito de passos.

2. SeB e [%, 1), entao existem constantes ¢c; >0 e cg > 0 tais que

f(Xk) - f(i) < CQC_Clk.
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3. Se 0 € (0, %), entao existe uma constante ¢ >0 e kg € R tais que

fxi) — f(X) < c(k — kg —1)7

Demonstracao. Veja Teorema 3, em [6]. O

Sob as hipdteses do teorema 5.2, temos a seguinte taxa de convergéncia para a sequéncia

{xx}

Teorema 5.4 (Taxa de convergéncia). Existem constantes iy > 0, po > 0 e kg € N tais
que

d(Xk, C) < l"l‘2eiulk7

para todo k > k.

Demonstracao. Lembre-se que a sequéncia {xy} é gerada aplicando o método do gradiente

na funcao f(x) = 1 Zl 1 o dist?(x, C;). Na demonstracao do teorema 5.2, vimos que a
2k
fungao desingularizante de f é dada por @(s) = - s, ou seja, 0 = 5 € [%, 1). Pelo

teorema 5.3, existem constantes positivas ¢; e ¢y tais que

Como f(x) =minf =0-e d(x, C)

f(xi) — f(X) < cpe™ ¥

Vi) < Ve et

=

=

= SV < Ve
=

X
dlx,C) <~/ et

c K
Tomando w; = 51 e Wy = 5«/02, temos

d(xk7 C) < uQeiulk'



Apendice A

Analise de convergéncia do método

do gradiente

A.1 Método do gradiente

Nesta secao abordaremos o método do gradiente também presente na literatura como
método de maxima descida. Os resultados da primeira parte deste capitulo seguem a
mesma ideia de [1, 4]. Foi em 1972 com Luenberger [18] que o método de maxima des-
cida ao longo de geodésicas foi primeiramente estudado. Mas, foi somente em 1993 que
Smith [20] obteve os primeiros resultados de convergéncia desse método no contexto das
variedades Riemannianas. Em 2008, Cruz Neto et al.[9] observa a influéncia da curvatura
da variedade para obter a convergéncia global da sequéncia gerada pelo método de maxima
descida (com o passo de Armijo e passo fixo) para fung¢oes continuamente diferencidveis
e convexas definidas em uma variedade Riemanniana completa de dimensao finita com
curvatura nao-negativa. Esse resultado foi estendido para fungoes quase-convexas (con-
tinuamente diferenciaveis) por Papa Quiroz et al.[19] em 2008. Dessa forma, tem sido
comum considerar o contexto das variedades Riemannianas com curvatura nao-negativa
como o ambiente apropriado para se estudar a convergéncia global de métodos como gradi-
ente e subgradiente, veja por exemplo [9, 10, 15, 19]. No decorrer dessa se¢ao mostraremos
que o método de maxima descida pode ser estendido para as variedades de Hadamard
usando a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz.

Considere o problema de minimizagao irrestrito

min f(x) (A1)

48
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onde M é uma variedade de Hadamard de dimensao finita e f : M — R é uma fungao
continuamente diferenciavel com gradiente Lipschitz de constante L > 0. Assuma que o
conjunto solugao de (A.1) é nao-vazio.

O método de maxima descida gera uma sequéncia da seguinte forma:

Algoritmo A.1l. Passo 1: Escolha x° € M e 81,85 > 0 tal que Ld; + 85 < 1;
Passo 2: Dado xic € M, se xx € um ponto critico de f, entao faca Xx4p = X para todo
p e Ny

Passo 3: Caso contrdrio, tome como proxima iterada X1 € M tal que
Xk+1 = eprk(_tkgTadf(Xk))u (A2)

onde

ty € (51,%(1—52)). (A.3)

Observagao A.l. Lembre-se que a boa defini¢ao da igualdade (A.2) seque do Teorema
de Cartan-Hadamard, mais precisamente, pelo fato de, em uma variedade de Hadamard,

a aplicagao exponencial é um difeomorfismo (global). Além disso, seque de (A.2) que
tngmdf(xk)H = d(Xk+1,Xk), vk > 0. (A4)

Se X1 = Xk, segue de (A.4) que gradf(xy) = 0, uma vez que tx > 0, ou seja, x é

ponto critico de f. Com isso, temos um critério de parada pratico para o Algoritmo A.1.

Proposigao A.1. Seja {xy} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo A.1. Se Xxi1 = Xx,

entao o algoritmo para em Xy € Xx € um ponto critico de f.

Observagao A.2. Note que em (A.3) o passo pode variar desde que permane¢a no inter-
valo determinado. Mesmo assim, esse passo ¢ denominado na literatura como passo fizo.
Nos resultados desta secao iremos considerar o método de mdzxima descida com o passo
fixzo como em (A.3), mas ressaltamos que resultados similares podem ser obtidos com o

passo cldssico conhecido como “busca de Armijo”e definido da sequinte forma:
ty == arg max {f (expxk(—tgmdf(xk)) < flxi) — ot gradf ()|, t =27 :j € N} ,

com « € (0,1). Dessa forma, quando a func¢do objetivo f tem gradiente Lipschitz, temos

que zero nao € um ponto de acumulagao da sequéncia {ty}. Além disso, pela defini¢io da
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busca de Armijo, a sequéncia gerada pelo método de mdxima descida satisfaz
f(xiq1) + oty || grad f(xi) || < fxx),  Vk =0,

que € uma desiqualdade importante para a convergéncia do método, conforme veremos na

andlise de convergéncia.

A seguir, apresentamos um resultado que mostra que o Algoritmo A.1 satisfaz a desi-
gualdade acima sem a necessidade de nenhum procedimento adicional, como por exemplo
a busca de Armijo. A proposicao seguinte é a motivacao da escolha do passo como em

(A.3) ao invés da busca de Armijo.

Proposicao A.2. Seja {xi} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo A.1. Entao, existe uma

constante 3 > 0 tal que
f(xis1) + Btyllgradfixd) |* < f(xi), Wk > 0. (A.5)
Em particular, vale um dos sequintes itens:

1. {xy} para em um ponto critico,

2. a sequéncia {f(xy)} € estritamente decrescente.
Demonstracao. Veja [9, Teorema 5.1]. O

Observacao A.3. De uma forma mais geral, a proposi¢io anterior foi provada em [9]
apenas supondo f continuamente diferencidvel com gradiente Lipschitz e sem mnenhuma
hipotese na curvatura da variedade. Porém, para obter os resultados de convergéncia
parcial (no sentido de que pontos de acumulagao de{xy} sdo pontos criticos de f) os autores
assumem que 0s conjuntos de niveis de f sao compactos. Substituindo essa hipdtese pela
convexidade de f juntamente com a nao negatividade da curvatura da variedade, eles

provam a convergéncia da sequéncia para um minimizador de f.

A seguir, apresentamos um resultado técnico que serd usado na analise de convergéncia

do método.

Lema A.1. Seja {ax} uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que

+o0
Z ai/ak_l < 4o00.
k=1

Entdo, 3 /% ax < +o0.

Demonstracao. Veja [5, Lema 4.1]. O
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A.2 Analise de convergéncia

Recentemente, Bento et al. [5] provaram a convergéncia do método do ponto proximal
para variedades de Riemann sem nenhuma hipotese sobre a curvatura desde que a funcao
objetivo satisfaca a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz. Nesta secao substituiremos a
hipétese de convexidade da func@o objetivo analisada em [9] para convergéncia do método
de maxima descida em uma variedade de Riemann com curvatura nao negativa pela
propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz para analisar a convergéncia do Algoritmo A.1 em
variedades de Hadamard.

No decorrer desta secao os termos @, 11 e U s@o os mesmo que aparecem na definicao
da desigualdade KL. Além disso, nos resultados que seguem iremos supor que a sequéncia
{xx} gerada pelo Algoritmo A.l nao satisfaz o critério de parada, ou seja, {xx} é uma
sequéncia de infinitos termos tais que Xy 1 # Xy e grad f(xy) # 0 para todo k > 0, pois

caso contrario os resultados sao triviais.

Proposicao A.3. Seja {xi} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo A.1. Suponha que {Xy}
tenha um ponto de acumulacao x € M e f satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz

no ponto x. Entao, dada uma constante ¢ > 0, para todo p > 0 existe kg € N tal que

d(xk077~<) + 2d(xk0+17xko) + C(p(f(xko) - f(i)) <p. (A7)

Demonstragao. Seja {xy,} uma subsequéncia de {xy} convergindo para x. Segue da conti-

nuidade de f que {f(x;)} converge para f(x). Além disso, segue de (A.5) que
f(xis1) + BOF[|grad f(xi)||” < f(xx), Vk >0, (A.8)

onde usamos que ty, > 8;. Dali, segue que {f(xy)} é uma sequéncia estritamente decrescente
e sendo o conjunto solugao de (A.1) nado vazio, temos que {f(xy)} é convergente e, como
f(xx;) = f(x) quando j — +o0, temos que f(xy) — f(x) quando k — +oco. Logo, para

todo n > 0, existe kg € N tal que
f(x) < f(xx) < f(x) +n, Yk > k.

Agora, combinando (A.2) com (A.8), obtemos

2d (Xieq1, Xk V) — f(xir1), Yk = 0.

)<L
51v/B
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Sendo {f(xy)} convergente, segue da desigualdade acima que d(xyi1,%Xx) — 0 quando

k — 400. Com isso, levando em consideracao que @ ¢é continua, temos que
d(xx;, %) + 2d(xk; 1, %K) + co(f(xi;) — (%)) — 0,

quando j — +oo. Portanto, podemos assumir (tomando o méximo dos indices se ne-
cessario) que

d (X, X) 4 2d (X1, Xk ) + c@(f(xk,) — f(X)) < p,

e isso conclui a demonstracao. O]

Proposicao A.4. Seja {xi} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo A.1. Se as hipdteses
da Proposi¢io A.3 sdo satisfeitas e existem Ko € N e € > 0 tais que xy, € B(X, €), entdo
existem o, 3 > 0 tais que

% S %[@(f(xkOJ — (%)) — @(f(xip 1) = F(X))]. (A.9)

Demonstracao. Assuma, sem perda de generalidade, que kg € N é tal que (A.6) se verifica

e € > 0 é suficientemente pequeno tal que B(x,e) C U. Assim,
XK, € UN[f(Xx) < f < f(x) +nl.
Como f satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz em X, temos que

@' (fla) — F(R)) > —

> A.10
leradfae )] (4.10)

Como @ ¢é concava e @’ > 0, lembrando que f(xy,+1) < f(xk,), obtemos

P (f(xk,) — F(X)) — @(f(xkpr1) — (X)) = @ (Flxiy) — F(X)) (f(xry) — F(xig11))
5 |lgrad f(x,)]|?
Z Pl aradf ()|
d? (Xp+1, Xko )
B erad oo )| (A-11)

onde a segunda desigualdade segue de (A.10) e (A.5), e a terceira vem de (A.2). Além
disso, sendo a aplicagdo x — gradf(x) Lipschitz continua e o transporte paralelo uma

isometria, segue da desigualdade triangular que
[gradf(xi,)|| < [lgradf(xi,) — Py, 1%, 8radf (xio—1)|]
+||kaofl,xkogradf(xko—l)||

1
< (I_ + 5—) d(XkO,XkO_l). (A12)
1
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Portanto, o resultado desejado segue combinando as inequagoes (A.12) e (A.11), com

a=(L+3). O

Proposicao A.5. Seja {xx} uma sequéncia gerada pelo algoritmo A.1. Se as hipdteses

da proposicao A.3 sao satisfeitas. Entdao, existem kg € N e ¢ > 0 tais que
Xk € B(7~(, E), vk > k. <A13)

Demonstracao. Seja {xkj} uma subsequéncia de {xy} convergindo para X e tome € > 0
suficientemente pequeno tal que B(x, e) C U. Segue da Proposi¢ao A.3, para p = €, que
existe kg € N tal que (A.7) se verifica. Provaremos (A.13) por indugao sobre k. Para
k = kg, a afirmacdo segue diretamente de (A.7). Agora, suponha que x, € B(x, ¢), para

todo k =ko+1,...,ko +j— 1. Entao, pela proposicao A.4, obtemos

Va1 (e/B)o(Fix) — (X)) — @ () — F(X)] = dlxisn, xi), (A14)

para k = ko +1,...,ko +j — 1. Note que, para quaisquer nimeros reais r,s > 0, temos

que T+ s > 24/rs. Assim, para k =ko + 1,...,ko +j — 1, tomando

T =dxi, xk-1) e s = (o/ B)@(f(xi) = (X)) — @ (F(xper1) — F(X))],

pela desigualdade (A.14), segue que

2d (xp41, %) < d(xi, Xie_1) + %‘[cp(f(xk) — (%)) — @(f(x1e11) — F(R))],

para k = kg + 1,..., ko +j — 1. Somando a ultima desigualdade de k = ko + 1 até
k = ko +j — 1, obtemos

ko+j—1
Z d(xip1, %) + A Xkgsjs Xko+j—1) < d(Xigt1, Xip)
i=ko+1
o4 -
+ E[cp(f(xkoﬂ) — f(x))]
o4 -
— E[(P(f(xkoﬂ) —f(x))],
que nos leva a concluir que
ko+j—1 X
DA x) < d(Xigans i) + 5 @(Fxag) — (X)) (A.15)

i=kg+1 [3
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porque @ é crescente, f(xyx,1) < f(xy), para todo k > 0, e d(x,y) > 0 para todo x,y € M.

Agora, usando a desigualdade triangular, temos que

d(xko—i-ja)z) < d(xko—i-jaxko) + d(xkoai)
ko+j—1

< d(xkoa 72) + d(Xko+17 Xko) + Z d(Xi+17Xi)7
i=ko+1

que, combinado com (A.15), obtemos

. . o .
d(Xiy45, %) < d(Xig, X) + 2d (X 41, X0 ) + 5@ (f(xk,) — F(X)) < €,

B
onde a desigualdade do lado direito vem da Proposicao A.3 para p = €. Portanto,
concluimos que xi,+; € B(X, €), e a inducdo estd completa. O

Proposicao A.6. Seja {xyi} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo A.1. Se as hipdteses

da Proposicio A.3 sao satisfeitas, entao ZZZB d(xxy1,xXk) < +00. Em particular,

lim d(xk+1,xk) =0.
k—-+o0

Demonstracao. Tome kg, N € N ntimeros naturais tais que N > kg e (A.13) se verifica.

Entao, combinando a Proposicao 3.2 com a Proposicao A.5, temos que

d?(xx1, Xk)

Too e S % [o(f(xi) — F(%) — @(flass) — FR)], WYk >ko  (A.16)

que implica em
N

d®(xi1, % ~
i_kZOH H < %[cp(f(xkoﬂ) —f(x))], (A.17)

porque @’ > 0 e f(xi) < f(x), para todo k > 0. Portanto, o resultado desejado segue

fazendo k — +o00 em (A.17) e aplicando o Lema A.1. H

A maioria dos resultados de convergéncia de métodos numéricos em minimizagao con-
vexa sao obtidos supondo a existéncia de um minimizador local (e com isso global) da
funcao objetivo. No presente cendrio nao-convexo, a existéncia de um minimizador local
nao implica a existéncia de um minimizador global mesmo se a funcao em consideracao
for limitada inferiormente. Dessa forma, nao é esperado se obter limitagao da sequéncia

das iteradas.

Teorema A.1l. Seja {xx} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo A.1. Assuma que {xy}
tem um ponto de acumulagao X € M e f satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz

em X. Entdo, limy_, o f(xx) = f(X) e {xy} converge para x que é um ponto critico de f.
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Demonstragdo. Seja {xy,} uma subsequéncia de {xy} convergindo para x. Da Proposicao A.6
segue que {xyx} é uma sequéncia de Cauchy, e com isso, {xx} converge para X quando
k — +o00. Sendo f continua, temos que f(xy ) converge para f(X) quando k — +o00. Além

disso, de (A.2), temos que
ti[|gradf(xi) || = d(xiq1, %), Yk = 0.
Aplicando o limite com k — 400 na igualdade acima obtemos
|gradf(x)|| =0,

uma vez que liminfy_, ot > 0 e limyg_ o d(Xxi1,%Xx) = 0. Portanto, x é um ponto

critico de f e a demonstracao esta concluida. O
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