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Resumo

O escopo deste trabalho é descrever estimativas relacionadas aos autovalores de operado-
res biharmonicos, como o autovalor de buckling, no ambiente de variedades Riemannianas
abertas e completas. Ademais, discutimos o conceito de capacidade biharménica intro-
duzida em [14]. Uma relacao direta sobre a nulidade destes autovalores e a capacidade
biharmonica é demonstrada no caso em que a variedade Riemanniana completa seja para-
bolica. Além disso, apresentamos estimativas para o autovalor de buckling generalizado, e
uma aplicacao para o estudo da estabilidade de subvariedades Lagrangianas minimas em
variedades Kahler.

Palavras chave: Capacidade Biharmonica, Autovalores Biharmonicos, Subvariedades La-

grangianas minimas.
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Abstract

This work is intended to describe estimates related to eigenvalues from biharmonic opera-
tors as the buckling eigenvalue in the set up of open complete Riemannian manifolds. We
also discuss the concept of biharmonic capacity introduced in [I4]. A vanishing property
for those eigenvalues and the biharmonic capacity is showed in the case of the Riemannian
manifold is complete and parabolic. Furthermore, we present estimates for the generalized
buckling eigenvalue, and an application in the study of stability properties for minimal
Lagrangian submanifolds in Kéhler manifolds.

Keywords: Biharmonic Capacity, Biharmonic Eigenvalues, Minimal Lagrangian Subma-

nifolds.
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Introducao

Neste trabalho trataremos propriedades analiticas e potenciais relacionadas ao opera-
dor biharmonico A? = A o A. Tal operador constitue um modelo de operador de quarta
ordem cujas aplicagoes mais pertinentes sao provenientes do ramo da fisica de materiais
que estuda a elasticidade de laminas (ver [15]). Em comparativo com o caso harmonico
no qual o Laplaciano descreve o comportamento de membranas, o operador biharmoénico
descreve o comportamento da energia envolvida na deformacao de laminas. Dentre os
problemas aqui estudados, com condicoes de bordo de Dirichlet e Neumann, destaca-se o

clamped plate
Au=Ff em Q,

u=0,u=0 em 0Q.

Estaremos interessados no estudo de alguns tipos de autovalores para o operador biharmo-
nico para variedades Riemannianas completas e sua relacao com o comportamento dos fins
na variedade. A presente dissertacao tem por base os resultados obtidos por B. Palmer
em [14].

Na Secao apresentaremos os problemas de autovalores dos quais estaremos inte-
ressados. Dada M uma variedade Riemanniana completa, sejam (Q € M um subdominio
relativamente compacto com fronteira suave, e P > 0 uma funcao suave em M. Conside-

remos o problema de autovalor de Clamped plate

A’u—APu=0 em Q,
u=0,u=0 em 0Q.

Como primeiro resultado mostraremos que a nulidade do primeiro autovalor deste pro-
blema esta intimamente relacionada com o comportamento de recorréncia do movimento
Browniano da variedade, como descreve o Teorema [4 Para tanto, introduzimos na Se-
cao o conceito de capacidade biharmonica associada ao operador bihdrmonica (veja

[14]). Ademais, demonstramos a relagao desta capacidade de segunda ordem com a capaci-

1



Sumario 2

dade harmonica usual, cuja descri¢do se encontra na Se¢ao[l.3] Em particular, demonstra-
mos que a condicao de parabolicidade de uma variedade Riemannian implica diretamente
que a capacidade biharmonica de compactos é nula. Ainda no Capitulo [2, descreveremos
a relacdo destes conceitos da Teoria do Potencial com o autovalor de buckling, definido

por
AU+ B Au=0 em Q,

u=0u=0 em 0Q,

onde u é uma funcao suave em Q e n é o campo normal exterior. Apresentamos também
uma generalizacao deste tipo de autovalor e apresentaremos estimativas relacionando os
varios tipos de autovalores expostos durante todo o texto. Em particular, no Teorema
mostraremos que na presenca de dois fins nao-parabolicos, toda variedade Riemanniana
aberta e completa possui autovalor generalizado de buckling nulo.

Como tltima aplicacao, introduziremos no Capitulo [3| conceitos sobre variedades Kah-
leriana minimas. A intencao principal serd estudar o comportamento de subvariedades
Lagrangianas com pelo menos dois fins com restricoes sobre a curvatura de Ricci. Como

principal aplicacao geométrica apresentaremos uma prova do seguinte resultado devido a

B. Palmer [14]

Teorema. Seja X uma variedade de Kihler com Ricx > ¢ - ds%, para alguma constante
c > 0 e seja L uma subvariedade lagrangiana minima, aberta e completa, com pelo menos

dois fins nao-parabolicos disjuntos. Entao L nao é Hamiltoniana estdvel.

O teorema acima é um caso particular para subvariedades com pelo menos dois fins

nao-parabolicos da seguinte conjectura em [14].

Seja f : £2 — X* uma subvariedade Lagrangiana minima, aberta e completa em uma

variedade Kéhler com Ricx > ¢ - ds%o ¢ > 0. Entao L Nao é Hamiltoniana estavel.

A presente dissertacao apresenta no Capitulo [I| uma breve introdugao de conceitos
relativos & Geometria Riemanniana (ver Secao . Ademais, introduzimos na Se¢ao
o conceito de variedades modelos. A Segaol[l.3|é reservada a introduzir os conceitos basicos
da Teoria do Potencial, com énfase particular sobre o conceito de parabolicidade e suas

varias equivaléncias.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos que fundamentam esta dissertacao
e que irao permitir ao leitor um melhor entendimento do escopo deste trabalho. Na Secao
iremos introduzir conceitos basicos de geometria Riemanniana onde faremos uso das
referéncias [3] e [I]. Na Secao definimos a classe das variedades rotacionalmente
simétricas as quais representam uma classe especial para exemplos e contra-exemplos
na litetura de geometria diferencial e anélise geométrica. J& na Secao descreveremos
elementos fundamentais da teoria do potencial tais como niucleo do calor, funcao de Green,

capacidade harmonica e parabolicidade. As principais referéncias desta segao sao [6] e [14].

1.1 Elementos de Geometria Riemanniana

Nesta secao daremos algumas definicoes elementares de geometria Riemanniana e es-
tabeleceremos também alguns resultados cléssicos desta teoria cujas demostragoes nao

serdo detalhadas aqui, mas que se encontram em [3].

Definicao 1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € uma cor-
respondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (, )p, isto €, uma
forma bilinear simétrica, positiva definida, que age sobre o espago tangente T,M dife-
renciavelmente no sequinte sentido: se x: U C R™ — M ¢é um sistema de coordenadas

locais em torno de p, com x(Xq,...,xn) = q € z(U) e %(q) = dx(0,...,1,...,0), entao

(aii(q), a%J_(q)) = gij(x1, ..., Xxn) € uma funcao diferencial em U.

Definicao 2. Uma variedade diferencidvel M com uma métrica Riemanniana chama-se

uma variedade Riemanniana.
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e

s identificado por e; = (0,...,1,...,0). A métrica

Exemplo 1. Considere M = R™ com
em M € dada por (e, ;) = ;5. A variedade Riemanniana (R™, (, )) é chamada de espago
FEuclidiano de dimensao n e a geometria Riemanniana deste espaco € a geometria métrica

FEuclidiana.

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por

D(M) o anel das func¢oes reais de classe C* definidas em M.
Definicao 3. Uma conexdo afim ¥V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagao
V:X(M) x X(M) — X(M)
dada por (X,Y) N VxY, e que satisfaz as propriedades abaizo:
1) VixqgvZ =fVxZ +gVyZ,

i) Vx(Y+Z) =VxY+ VxZ,

iil) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1. Seja M uma variedade diferencidvel dotada de uma conexdo afim V.

Ezxiste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

DV

7o a0 longo de ¢, denominado derivada

diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial

covariante de V ao longo de c, tal que:

a) 2(V+W)=D5Y 4 BW

b) %(fV) = %V%—f%, onde V é um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma funcao

diferencidvel em c.

¢) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e. V(t) = Y(c(t)), entdo

DV _
Tt = VaY.
Demonstragao. Vide [3]. O

Definicao 4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um campo

vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M € chamado paralelo quando 3—¥ = 0, para

todo t € 1.
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Definido o que se entende por um campo ser paralelo, podemos estabelecer a seguinte
definicao sobre uma conexao compativel com a métrica, a qual serd completamente justi-

ficada pela proposicao que estabeleceremos logo apos ela.

Definicao 5. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma mé-
trica Riemanniana ( , ). A conexao é dita compativel com a métrica { , ), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e pares de campos de vetores paralelos V e P ao longo de c,

tivermos que (V,P) € constante.

Esta proposicao estabelece que podemos diferenciar o produto interno usando a “regra

do produto”.

Proposicao 2. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é compativel
com a métrica se, e somente se, para todo par V,W de campos de vetores ao longo de

uma curvas diferencidgvel ¢ : 1 — M tem-se

d DV DW
—(V,W) = (—/—, W V, —
(VW) = (o W)+ (V,

tel
dt ) te

Demonstragao. Vide [3]. O

Corolario 1. Uma conezxao afim V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se, e somente se,
X{(Y,Zy =(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,ZecX(M).
Demonstragao. Vide [3]. O

Definicao 6. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M € dita simétrica
quando

VxY —VyX=I[X,Y]

para todo X,Y € X(M).

Observacao 1. A notacao [X,Y] denota o colchete de X,Y, podendo ser interpretada

como uma derwacao de Y ao longo das “trajetorias” de X.

Teorema 1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica

conexao afim V em M satisfazendo as condigcoes:

a) V é simétrica,
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b) V € compativel com a métrica Riemanniana.
Demonstracao. Vide [3]. O

Definicao 7. Uma curva parametrizada y : I — M é chamada de geodésica em ty € 1

D
quando g (

dy

) =0 em to. Casoy seja geodésica para cada t € 1, diremos que y € uma

curva geodésica, ou simplesmente geodésica.

O fibrado tangente é o conjunto dos pares (q,v), onde ¢ € M e v € TqM, identificado
por TM.

Proposicao 3. Dado p € M, existem um aberto V.C M contendo p, numeros positivos

0, ¢, e uma aplicacao suave
Y:(=5,0)xU—=M, U={(q,v);qgeV,veTMe |v||<efCTM,

tais que a curva t — y(t,q,v), comt € (—9,9), € a unica geodésica de M que em t =0
passa pelo ponto q com wvelocidade v, 1sso para todo q € V e para todo v € T4M com

vl < €.

Demonstragao. Vide [3]. O

Lema 1. Se y(t,q,v) € uma geodésica definida no intervalo (—9,0), entdo a geodésica

Y(t, q, av) estd definida no intervalo (%‘3, %) e

Y(t, q, av) =y(at, q,v).
Demonstragao. Vide [3]. O

Definicao 8. Dados p € M e U C TM, onde U é um aberto como o da proposicao
anterior . Definimos a aplicacdo exponencial em U como sendo a aplica¢ao exp : U — M

tal que

v

exp(q,v) =v(1,q,v) =v(|]v],q, W)’ (g,v) € U.

Observacao 2. A aplicacao exponencial acima definida € uma aplicacao diferencidvel.
Consideraremos na maioria das vezes a restricao de exp a um aberto de TqM, isto €,

definiremos

expq : B.(0) C TyM — M,

onde expq(v) = exp(q,v) e B.(0) ={v € TyM; ||v|| < e}.
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Proposicao 4. Dado q € M, existe ¢ > 0 tal que expq : B(0) C TyM — M € um
difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Demonstracao. Vide [3]. O

Observagao 3. Se expq : V — U € um difeomorfismo em uma vizinhanga V da origem
em TqM, o conjunto U = expq (V) € chamado uma vizinhanca normal de p. Se B¢(0)
¢ tal que B.(0) C V, chamaremos Be(q) = expq (Be(0)) a bola normal (ou geodésica) de
centro q e raio €. Denotaremos por Sc(q) a esfera normal (ou geodésica) que € a fronteira

de B.(q). As geodésicas em B¢(q) que partem de p sao chamadas geodésicas radiais.

Defini¢ao 9. Uma variedade Riemanniana M € geodesicamente completa (ou completa)
se para cada p € M, a aplicagcao exponencial expy estd definida para todo v € TyM, i.e.,
as geodésicas y(t) que partem de p estdao definidas para todos os valores do pardametro

teRT.

A aplicagdo exponencial nos permite introduzir o conceito de cut locus para uma
variedade Riemanniana. Tal subconjunto constitui uma representacao sobre a perca de
regularidade com respeito & diferenciabilidade da funcao distancia, a qual é de suma

importancia em diversos ramos da Anélise Geométrica (veja [I]).

Definicao 10. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dados p € M e v €
T,M um vetor unitdrio. Seja vy, : [0,400) = M o raio geodésico normalizado v (t) =
exp, (tv). Se o conjunto dos t € (0,+00) tais que vy € minimizante em [0,t] for um
intervalo da forma [0, to], dizemos que Yy (1) € 0 ponto minimo de p na dire¢io de v. O

cut locus Cut(p) dep em M € definido como o conjunto dos pontos minimos de p em M.

Apresentaremos agora alguns conceitos e propriedades diferenciais de funcoes, tais
como gradiente, divergente, hessiano e Laplaciano de uma aplicacao f: M — R, onde M
¢ uma variedade Riemanniana. Sendo X(M) o conjunto dos campos vetoriais infinitamente
diferenciaveis em M. Estes conceitos sao uma generalizacao para variedades daqueles que

vemos nos cursos basicos de analise matemaética.

Definicao 11. Seja f: M™ — R uma funcao suave. O gradiente de f é o campo vetorial
suave VT, definido sobre M por
(VT, X) = X(f),

para todo X € X(M).
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Definicao 12. Dizemos que um referencial ortonormal {ei, ...,en} em um aberto U C M

¢ geodésico em p € U se (Ve,e5)(p) =0 para todo 1 <1i,j <.

Proposicao 5. Seja f: M™ — R uma funcao suave e {eq, ..., en} um referencial ortonor-

mal em uma vizinhanga aberta U C M. Entao em U wvale
VT = ei(f)e;.

Ademais, o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.
Demonstracao. Vide [1]. O
Proposicao 6. Se f,g: M™ — R sao funcgoes suaves, entao

(a) V(f+g)=Vf+ Vg,

(b) V(f-g)=gVf+{Vag.
Demonstracao. Vide [1]. O

Definigao 13. Seja X um campo vetorial suave em M. A divergéncia de X € a fung¢ao

suave divX : M™ — R, dada para p € M por
(divX)(p) = tr{v — (V. X)(p)};
onde v € ToM e tr denota o trago do operador linear entre chaves.

Proposicao 7. Seja X um campo suave em M™ e {eq, ..., en} um referencial ortonormal

n
em um vizinhanca aberta U C M. Se X = Z aie; em U entao

i=1

divX = ei(ai) — (Ve ei, X).
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
divX = ei(ay).
Demonstragao. Vide [1]. O

Proposicao 8. Sejam X,Y campos suaves em M™ e f : M™ — R uma funcao suave.

Entao

(a) div(X+Y) = divX + divy,
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(b) div(f-X) = fdivX + (VF, X).
Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 14. Seja f : M™ — R uma funcao suave. O Laplaciano de f é a funcao
Af: M — R dada por
Af = div(VT).

Proposicao 9. Seja f: M™ — R uma funcao suave e {eq, ..., en} um referencial ortonor-

mal em um aberto U C M. Entao
Af = ei(ei(f)) — (Ve ei)f.
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
Af = ei(ei(f)).

Demonstragao. Vide [1]. O
Proposicao 10. Dadas f,g: M™ — R func¢oes suaves, tem-se

A(f - g) = gAf + fAg + 2(VTf, Vg).
Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 15. Seja f : M™ — R uma funcao suave. O hessiano de f € o campo de

operadores lineares (hess f), : T,M — T,M, definido em v € T,M por
(hess f)p(v) = V, Vf.

Seque das propriedades da conexao Riemanniana que se X é qualquer estensao local de v

a uma vizinhanca de p em M, entao
(hess f)p(v) = (V, VT (p).

Proposicao 11. Se f : M™ — R ¢ uma funcao suave e p € M, entao temos que

(hess f)p : T,M — T,M € um operador linear auto-adjunto.
Demonstracao. Vide [1]. O
Proposicao 12. Se f: M™ — R € uma funcao suave, entao

Af = tr(Hess f).



prop_green_id

Capitulo 1. Nocoes Preliminares 10

Demonstragao. Vide [1]. O

Teorema 2. (Teorema da Divergéncia). Seja M™ uma variedade Riemanniana com-
pacta orientada e X € X(M). Se o bordo de M é munido com a orientacao e a métrica
induzidas pela inclusao j : OM — M e v denota o normal unitdrio exterior & M ao longo
de OM, entao

J (div X)dM = J (X,v)d(dM).
M oM

O sequndo membro da igualdade acima deve ser interpretado como nulo caso OM = @.
Demonstracao. Vide [I]. O

Definicao 16. Seja M™ uma variedade Riemanniana. Uma funcao f: M — R é harmo-
nica se Af =0 em M. Temos também que f é subharmonica se Af > 0, e superharmonica

se —f é subharmonica.

Proposicao 13. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta orientada com bordo
OM munido com a orienta¢io e a métrica induzidas pela inclusio j : OM — M (possi-
velmente OM = @&). Se f,g: M — R sdo fungdes suaves e v denota o normal unitdrio

extertor a M ao longo de OM, entao:

(a) Primeira identidade de Green:

0

J ((VF,Vg) + fAg) dM = J 29 4s. (1.1)

M om OV

(b) Segunda identidade de Green:

og of
fAg — gAf)dM = f—=—g— . 1.2
JM( g —gAf)d LM( ™ 9av> ds (1.2)
Demonstracao. Vide [1]. O

A seguir introduziremos alguns conceitos de geometria Riemanniana relacionados a
curvatura de variedades Riemannianas os quais nao entraremos em grandes detalhes.

Sugerimos a referéncia [3] para maiores detalhes.

Definicao 17. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVXxZ —-VxVyZ+VxvZ,

onde V é a conexao Riemanniana de M.
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Proposigao 14. Seja 0 C T,M um subespaco bidimensional do espago tangente T,M, e

sejam x,y € o dois vetores linearmente independente, onde |x /\y| = \/!x|2|y|2 —(x,y).

Entao
(x,9,%x,y)

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.
Demonstracao. Vide [3]. O

Definigao 18. Dados um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M, o
nimero real K(x,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de o em p.

Seja x =z, um vetor unitdrio em T,M. Tomemos uma base ortonormal {zi, ..., zn_1}
do hiperplano de T,M ortogonal & x e consideremos as médias abaixo

1
R'.LCP(X) = m <R(X,Zi)X,Zi>, 1= 1,...,1’1—1,

1« . 1 ,
K(P) = E ; Rle(Z]') = n(n——l) iZj<R(Zi,Z]')Zi,Z)~>, ) = 1, ey TLL
Elas nao dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais e sao chamadas

curvatura de Ricci na dire¢ao x e curvatura escalar em p, respectivamente.

Definicao 19. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplica¢ao diferencidvel
f: M — N € uma imersao se df, : T,M — Tg,)N € injetiva para todo p € M. Se além
disto f for um homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por
N, diz-se que f € um mergulho. Se M C N e a inclusao i: M — N € um mergulho, diz-se

que M € uma subvariedade de N.

Seja f: M — M uma imersao entre duas variedades Riemannianas, com as respectivas
conexoes V e V compativeis com as métricas. Entao tal imersao é dita ser isométrica se

suas métricas se relacionam através da seguinte identidade

<u> v>p = <dfp (u)a dfp(v)>f(p)-

Identificaremos os abertos de M com os abertos de M e os vetores u € TpM com os
correspondentes dfp(u) € Tpm. Para cada p € M o produto interno em Tpm decompoe

Tpm na soma direta

oM =T,Ma (T,M)",
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onde (T]DM)l representa o complemento ortogonal de T,M em Tpm. A decomposi¢ao
acima ¢é diferencidvel no sentido de que as projecoes sobre T,M e Tpm sao diferenciaveis.
Sejam X e Y campos de vetores localmente definidos em M e sejam X e Y suas respec-

tivas extensoes 3 M. Definiremos
VxY = (V)T
a componente tangente.
Definicdo 20. Seja f: M — M uma imersio. Se X, Y sdo campos locais em M, entio
B(X,Y) = VxY — VxY
¢ um campo local em M normal a M, que ndo depende das extensoes X, Y.

Indicaremos por X(U)~+ os campos diferenciaveis em U de vetores normais a f(U) = U.
Proposicao 15. Se X,Y € X(U), entdo a aplicacio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) = VxY — VxY

é bilinear e simétrica.

Demonstragao. Vide [3]. O
Sejam p € M e n € (T,M)+. Entéao a aplicacio H, : T,M x T,M — R dada por
Hy(x,y) = (Blx, y)m), xy€TM,

é pela proposicao anterior, uma forma bilinear simétrica.
Definicao 21. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
IT, (x) = Hy(x, %)
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal n.

A aplicacao bilinear H,, fica portanto associada a uma aplicagao linear auto-adjunta

Sy ToM — T,M por
(Sn(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),y).

As vezes B(X,Y) também é chamada de segunda forma fundamental.
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Proposi¢do 16. Sejamp € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de
n em Tpm. Entao

Demonstragao. Vide [3]. O

Definicao 22. Seja {Eq, ..., E} um referencial ortonormal de vetores em X(U), onde U

é uma vinhancga de p na qual f é um mergulho. Podemos escrever em p

B(x,y) = ZHi(x,y)Ei, x,y € T,M,

i=1
onde Hi = Hg,. Nao € dificil verificar que o vetor normal € dado por

H= PG

n

onde Si = Sg,, nao depende do referencial By escolhido. O vetor H é chamado o vetor

curvatura média de f.

1.2 Variedades Rotacionalmente Simétricas

O objetivo desta secao é introduzir uma classe de variedades modelos que sao rotacio-
nalmente simétricas. Para tanto, iniciaremos descrevendo coordenadas polares para uma
variedade Riemanniana (veja [0]).

Seja gij o tensor métrico Riemanniano em M. Sabemos que em qualquer sistema de

coordenadas (x!,...,x™) em M o elemento de comprimento poder ser calculado por

ds® = gijdxtdx/.
Denotamos por g” os elementos da matriz inversa (gi;) ' e g = det(gy). Entdo o
operador Laplaciano A, descrito na se¢ao anterior, associado a métrica gi; pode ser escrito

como

\}_ax‘ <\/_ ! axJ)

Esse é um operador eliptico de segunda ordem em M. As vezes é til representar o
Laplaciano da forma

A = divV
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onde o gradiente atua em uma funcao f por

(Vf)' =g P

e o divergente div atua em um campo vetorial F = F'=% por

oxt

divF =

\/_ ax‘ \/_FU

Pela identidade [I.1] (veja Proposi¢ao [13)), segue-se que para qualquer regido pré-compacta

U @ M e para quaisquer fungoes u,v € CZ(U), vale

vAudu:—J VuVudy, 1.3) |eql.2
L " (1.3) [eql.2]

onde VuvVu é o produto interno Riemanniano dado por

au ov
axl o’

Vuvu = gy(Vw)' (V) =
e du é o elemento de volume Riemanniano definido por

dp = (/gdx' .- dx™. (1.4)

Se a fronteira OU de U for suficientemente suave, digamos de classe C!, e u,v € C2(U) N
C!(U), entdo nos teremos a seguinte versdo de ((I.3) com um termo de bordo
Ju vAudp = — Ju VoVudp + Jau vg—::du’, (1.5)
onde dp’ acima representa o elemento de volume Riemanniano da subvariedade oU, e v
é o campo vetorial normal unitario exterior em oU.

Vamos fixar um ponto o € M e denotar por Cut(o) o Cut-locus de o. Fora do conjunto
Cut*(o) := Cut(o) U{o} podemos definir coordenadas polares em M com poélo em o, ou
seja, para qualquer ponto x € M \ Cut*(o) podemos associar um correspondente raio
polar p := dist(x,0) e um “angulo” polar © € S*! tais que a menor geodésica saindo de
o até x parte de o na direcao 8 em T,M. Podemos identificar T,M com R™ para que 0
possa ser considerado como um ponto em S™ . Em particular, M \ Cut*(o) é difeomorfo
A uma regido estrelada em R, x S™!.

A meétrica Riemanniana em M\ Cut*(o) em coordenadas polares tem a seguinte forma

ds® = dp” + Ayj(p,0)do*de’, (1.6) [polar_cc
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Figura 1.1: Coordenadas Polares em M \ Cut*(o)

onde (0',...,0™ 1) sdo coordenadas em S™ ' e ||Aij(p, 0)| € uma matriz positiva. De fato,
Ai;(p,.) € o tensor métrico Riemanniano na esfera geodésica S, := 90B(o,p) \ Cut(o).

Denotamos por A = det||Ai;||. Entdo temos que o elemento de area em S, é dado por
dw's, = VAdO! ... do™ L. (1.7)

Em particular

w(S,) = L - VAde'-..don, (1.8)

assumindo que 0%, ...,0™ ! estdo definidas em quase toda parte de S*!.

Segue facilmente que o operador Laplaciano tem nas coordenadas polares a forma

1 0 0 0? 0
A= ——(VA—)+As = — + (logVA) — + As_, 1.9
_Aap(v ap) S0 = 3p2 (log VA) 30 S (L.9)

onde (-) indica a% e As, ¢ o operador Laplaciano na subvariedade S,.

Diremos que M é uma variedade com polo se existe o € M tal que Cut(o) = @. O
ponto o € M é chamado polo de M, e as coordenadas polares sao definidas em M \ {o}.

Se além disso, M é geodesicamente completa, entao M ¢é difeomorfa a R™.

Definigao 23. Uma variedade M com um polo o é chamada uma variedade rotacional-
mente esfericamente simétrica, ou uma variedade modelo, se a métrica Riemanniana em
Sy € dada por

Aii(p,0)d0'd®’ = o*(p)de?,

onde d0? ¢ a métrica padrao Euclidiana em S™ ' e o(p) € uma funcdao suave positiva.
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Dada o(p) em (0,Rq), uma condigcao necessdria e suficiente para que tal variedade

exista € que
c(0)=0, o'(0)=1 e o®(0)=0, para cada k=1,2,.... (1.10) [cond_smc
A hipétese acima assegura que a métrica sobre o cone (0,Ry) x S*! ¢ definida por
ds? = dp? + 0%(p)de?,

podendo ser suavemente estendida para a origem p = 0. Assumiremos consequentemente
que o satisfaz e denotaremos por My o cone (0, Ry) x S* ! com origem adicionada.

Claramente, a variedade modelo M é difeomorfa & uma bola aberta em R™ de raio R,
ou a todo R™ se Ry = co. A métrica em alguma esfera geodésica 0B(0, 1) em M, é obtida
de S ! através do fator conforme o(r). Em certas situacoes, My pode ser considerada

como uma superficie de revolucao em R™ "1,

o(p)do

Figura 1.2: A métrica na superficie de revolucao M

Visto que VA = 6™ 1, vemos pela equacio (L.6) que a area S(r) da esfera geodésica
0B(0, 1) é calculada por

onde wy, é a area da esfera unitéria em R™. O volume da bola B(o,r) é dada por

T

Vi = [ steag = wn | o (e

0 0

Em M o operador Laplaciano possui a seguinte representacao

02 o’ 0 1
A=— —-1)—+ = 1.11
ap2+(n )oap+a2 0 (1.11)
ou equivalentemente
02 S’ 0 1

A=—+——+—A 1.12 laple
o0t T 52, T o2t (1.12) |eq_lap
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onde Ag denota o operador Laplaciano sobre a esfera S*~!. Observe que o operador Ag

nao dependa da variavel p.

Exemplo 2. Se Ry = o0 ¢ o(r) = 1 entdo My € isométrica a R™. A drea da esfera de
rato 0 < 1 < Ry € dada por

S(r) = wpr™ L

Logo o operador Laplaciano tem a forma
2 n—-120 1
LA
o> p dp p2
Exemplo 3. Seja o(r) =sinr. Entao My € a esfera S™. (Assumido que Ry possa atingir
seu valor mdrimo 7 e que o ponto final p = 7 esteja adicionado a My). Sen = 2 entao

T torna-se a medida da latitude do polo e © € a longitude.

Figura 1.3: As coordenadas polares em S?

E facil ver que

S(T) = wynsin™ .

Deste modo o operado Laplaciano sobre S™ tem a sequinte forma
02 0 1
A=_—+(n—1)cotp— + —5—Ao,
0p? ( Jeot p dp | sin’p ©

onde Ag € o operador Laplaciano sobre a esfera S™ 1.
Exemplo 4. Seja o(r) = sinhr. Entdo Mg € o espaco hiperbdlico H™, ou seja, a variedade
de dimensao n, completa e simplesmente conera, com curvatura seccional igual a —1

(assumindo Ry = 00). A drea limitada pela esfera 0B, € igual a
S(r) = wy sinh™ .

Neste caso o operador Laplaciano assume a forma

02 0 1
+ (n—1)cothp — + ———Ay.

A=
0p? dp sinh®p
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1.3 Elementos da Teoria do Potencial

Nesta secao discutiremos alguns conceitos sobre a Teoria do Potencial onde apresen-
taremos conceitos relativos a parabolicidade de variedades e sua relacao com a fungao
de Green e a capacidade de conjuntos compactos. Um conjunto aberto aqui é chamado
pré-compacto se o seu fecho é compacto. As principais referéncias utilizadas sao [6], [14].
A férmula implica que, para uma funcao harménica u e para qualquer conjunto
aberto pré-compacto () no dominio de u , o flux de u através do bordo 0Q) é zero, ou
seja,

ou

fluxgou ::J —du’ =0,
20 ov

onde v é o campo vetorial normal unitario exterior em 0Q).
Seja M uma variedade Riemanniana, o ntcleo do calor sera denotado por p(t,x,y)
onde t > 0 representa a varidvel temporal, com os pontos x,y em M. O nicleo do calor

é a menor solucao fundamental positiva, que satisfaz a equacao do calor
= —-Ap=0
nas variaveis (t,x) em (0,4+o00) x M onde y é considerado fixo, e os dados iniciais
p(t,-,y) — &y, quando t— 07,

onde 6, ¢ a funcao delta de Dirac, e A é operador de Laplace da métrica Riemanniana,

conforme [6]. Em particular, em R™ o nticleo do calor é dado pela formula

1 Ix —yl?
plt,x,y) = exv(— J )

(27tt) 2 2t
Definicao 24. Utilizando o nicleo do calor temos que a fun¢ao de Green G(x,y) pode

ser definida por

G(x,y) = %Jo p(t,x,y)dt, (1.13)

onde a integral acima pode assumir 4oo.

O fator % surge devido ao fato que o nicleo do calor é gerado pelo operador %A. Uma
definicao independente é a seguinte: G(x,y) é a menor solu¢ao fundamental positiva da
equacao de Laplace sobre M. Nos convencionaremos que G = 400 se nao existir uma
solucao fundamental positiva, que coincide com o caso quando a integral da definicao

acima diverge. Se G # oo entao teremos, para algum y fixado,
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Exemplo 5. EFm R™, com n > 2, a funcao de Green é dada por

Cn
G(x,y) = m;

onde cn = (wn(n—2))"L Em R?, temos que G = +oo0.

H&a outra maneira de construir G que serid mais 1til para nossos propoésitos, isto é,

usando uma sequéncia de exaustao para M.

Definicao 25. Uma sequéncia {Ex} de conjuntos em M € chamada uma sequéncia de

ezaustao se
e cada {Ey} € uma regidao pré-compacta com fronteira suave,

e & CC 8k+1, 15to é, Ek C 8k+1,

L4 ng:M
k

Primeiro construiremos para cada €, uma funcao de Green Gg, (x,y) do problema de

Dirichet em €y a qual é continua até a fronteira 0&y, isto é,

AcGeg, =0 em &,
Ge, =0 em 0&.

Pelo principio do méaximo a sequéncia {Geg, } é crescente em k. O limite quando k — +o0
serd a fungdo de Green global G(x,y) que pode ser finita ou infinita. Este limite é
independente da sequéncia escolhida de exaustao. Esta construcao estd justificada em
[10].

Seja O C M um aberto limitado. Quando a variedade Riemanniana M possuir bordo
OM # () iremos considerar a seguinte condi¢ao de bordo para o problema de Laplace sobre

uma regiao pré-compacta Q C M

—Au=0 em Q,
ob,u=0 em OMnNAQ.

(1.14)

Tal condicao sobre a derivada normal ao longo do bordo é conhecida como condicao
de Neumann. Se M é uma variedade com bordo entdo as funcoes de Green G e G
sao consideradas satisfazendo as condicoes de contorno de Neumann em 0M e OM N Q)

respectivamente. As seguintes propriedades de G(x,y) sao frequentemente tteis.
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1) A fungao de Green G(x,y) ou é finita para x # y, ou infinita para todos x,y € M.
No primeiro caso diremos que G é finita. O valor da diagonal G(x,x) é sempre
infinito. Além disso, a singularidade de G(x,y) com x — y é da mesma ordem que
em R™, isto é,

" se n>2,
G(x,y) =<
log %, se =2,

com 1 := dist(x,y) — 0.
2) Positividade: G(x,y) > 0.
3) Simetria: G(x,y) = G(y, x).

4) G(-,y) é harmonica longe de y, e G(+,y) é superharmonica em M se permitirmos

~+o00 como valor da fungao.

5) Se Q é uma regiao pré-compacta com fronteira suave entao o fluxo de G(+,y) através

do bordo 9Q é igual &4 —1sey € Q, eigual 4 0 se y & Q, isto &,

aG(x,y)du,(X) _ —1, se ye€Q,

fluxsn G :J _
o0 OV 0, se ye&Q,

onde v denota o campo normal unitario exterior sobre 0Q. Além disso, esta igual-
dade é equivalente ao fato de que G é uma solucao fundamental. A segunda igual-
dade segue-se de G ser harmonica longe de y, enquanto a primeira reflete o fato de

que AG = —9,,.
6) Uma consequéncia da minimalidade:

inf G(x,y) =0.

xeM

Exemplo 6. Seja My é uma variedade modelo com polo o € M. Provaremos que a

funcao de Green G(x,0) pode ser calculada como seque-se

< dr
G(x,0) :J _— (1.15)
o S(r)
onde p = dist(x,0), assumindo que a integral acima converge. Para este fim, vamos

primeiro considerar a func¢ao

dp
vip) = | 575 (1.16)
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tomando a integral indefinida aqui. Afirmaremos que v(p) € uma funcao harmoénica em
M\{o} assumindo que p é o radio polar. De fato, pela equagao (L.16) temos que v satisfaz

a sequinte EDO
S/
v”+§v':O. (117)

De fato, a funcao v foi encontrada para resolver (1.17). Por outro lado, pela expressao

do operador Laplaciano (1.12)) a equagao (L.17) € a parte radial da equagio de Laplace.

Entao Av = 0. Além disso, o fluzo de v através de alguma esfera 0B(o, 1) € igual a 1. De
fato, (1.16)) implica que v’ = ﬁ, e assim

0
fluxop (o) V = J —vdu/ =v'(1)S(r) = 1. (1.18)
9B (o,r) ov

|, 5w

¢ harmonica longe de o, tem fluxo igual —1 através de alguma esfera 0B(o, 1), e se anula

Dai a funcao

em p = 0o. Logo ela coincide com a funcao de Green G(o,x).

Seja (O um conjunto aberto de M e K um compacto em Q. Considere
LK, Q) ={d € Liproc(Q) : 0<P <1, dlk=1 e dloe =0}, (1.19)

o conjunto das funcoes localmente Lipschitz ¢ em M, com suporte compacto em Q tais

que 0 < ¢ <1 e ¢k =1. Chamamos o par (K, Q) de capacitor.

Definicao 26. Dado o capacitor (K, Q) definiremos a capacidade Cap(K, Q) por

Cap(K,Q) = inf J|vq>|2du. (1.20)
Q

beL(K,Q)

Podemos ainda estender esta definicao para conjuntos abertos pré-compactos K C Q.

Neste caso, a capacidade é dada por
Cap(K, Q) := Cap(K, Q).

Portanto a Definicao pode ser aplicada & este caso, jA que ¢|x = 1 é equivalente a
$lx = 1. Como Vd = 0 em K, veremos que a capacidade Cap(K, Q) é determinada por
propriedades intrinsecas de Q \ K. Se Q = M entao escreveremos Cap(K) ao invés de

Cap(K, Q). A partir da definicdo temos que o conjunto £(K, Q) aumenta na expansao
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de Q, ou no encolhimento de K. Em particular, Cap(K, Q) possui boas propriedades de

monotonia e pode-se prova que para alguma sequéncia de exaustao {Ey}
Cap(K) := lim Cap(K, &y).
k—o0

Ademais, é possivel mostrar que existe uma funcao potencial w que minimiza (1.20). De

fato, como £(K, Q) C L2(M) é convexo, tomemos o funcional

1

_ = 2
CEINCR

definido em L2(M). O teorema de Lax-Milgram nos garante a existéncia de um minimi-

zante para J, i.., existe u € [2(M) tal que

Jhul = cbezil(llg,n) Jo.

Sejam ¢ € L(K, Q), onde v € CP(Q \ K). Entao

d 1d
0 = —J(b+t :——J IV + tVul?
dt [+ tv) t—o  2dtJo b ° t=0
_ li 2 2 2
= 3q (JQ(Ncbl +2t(V, Vv) + t°|V| )) .
= J (Vo, Vv).
Q

Observemos também que para toda v € C3°(Q \ K) temos

J VAU = —J (Vu, Vv) +J vo,u = 0.
0O\K O\K 0(O\K)

Assim, como

J VAU =0
Q\K

para qualquer v € C3°(Q \ K), isto implica que Au =0 em Q \ K. Portanto u satisfaz

Au=0, em Q\K,

u=1, em K, (1.21)

u=0, em M\ Q.
Associemos o capacitor (K, &;) ao sistema abaixo
Au; =0, em &;\K,
u; = 1, e1n aK,

U,i:O, e1m 681
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Observando que cada u; é definida em &;, e como 1 > u; > 0, temos

Aluirr —uy) =0, em &;\K,
(Wiy1 —wi) =0, em 0K,
(Wit1 —uy) >0, em 0&;.

Logo, pelo principio do méaximo temos que
12 uin 2w,

e segue que existe

i—+00

A funcao u satisfaz
Au=0, em M\K,

u=1, em OK.
Assim, como
L2 L2
u —u e Vu — Vu,
e além disso

J vu,Vuy, — J VuVu,
Ei\K M\ K

podemos concluir que

cap(K, &) = |

Vwl* — J IVu? = cap(K, M).
€:\K M\K

A fungao u solucao do problema (1.21)) & chamada de equilibrio potencial do capacitor

(K, Q). E obvio que se as fronteiras de Q e K sdo suficientemente suaves entdo u €

L(K, Q). Temos entao pela Proposigao (13| e por (1.21) que vale

Cap(K, Q) — j Vuldu
Q

= J Vul*dp
O\K
ou ,
= — uAudp + —udp
O\K okuoQ OV
ou
= l[aKEle./ :—ﬂuxaKu, (122)

onde v é o vetor normal unitario exterior sobre 0(Q \ K). O sinal negativo aparece porque

v aponta para o interior de K. Por outro lado, como u é harmonica temos que

0 = fluxso\u = fluxgou — Huxeku. (1.23)



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 24

ex_cap_model

As identidades (1.22)) e (1.23)) implicam na seguinte formula da capacidade:

Cap(K,Q) = J IVul2du = —fluxaku = —fluxzou. (1.24)
Q

Em geral apesar de u nao pertencer a £(K, Q), a integral de Dirichlet de u é ainda
igual a capacidade.

E 1til saber que varias classes de funcoes teste podem ser utilizadas na definicao de
capacidade sem alterar o seu valor. Por exemplo, a classe £(K, Q) em (1.19) pode ser

substituida pela seguinte classe
DK,Q)={dpeCy:0<d<1ed=1em uma vizinhanca de K}. (1.25)

Seja M uma variedade com bordo entao todas as consideragoes feitas acima perma-
necem verdadeiras, com a propriedade adicional que a funcao de equilibrio potencial do
capacitor (K, Q) deve satisfazer as condigoes de bordo de Neumann sobre oM N (Q \ K)
(quando nao vazio).

Se M ¢ feito de um material condutor, entao o significado fisico da Cap(K, Q) é uma
condutividade do pedago de M entre 0K e 0Q). em outras palavras, o fluxo de u através
de 0K e 0Q) é igual a corrente através de M, desde que a diferenca de potencial entre 0K

e 0Q) seja igual a 1.

Definicao 27. Dado um conjunto aberto E C M, definimos a capacidade relativa o E

como

Cope(X.0) = _int | [VoPdn (1.26)
$eL(K,Q) JonE

onde (K, Q) € um capacitor em M.

A diferencga entre e é que a integral anterior é tomada em QO N E ao
invés de Q. Claramente, a capacidade Capg (k, Q) nio depende da geometria sobre E. se
Q = M entéo escreveremos Capg (K, Q) por Capg (K). Se O é suave o suficiente entio E
pode ser considerado como uma variedade com bordo. Neste caso a capacidade relativa

Capg coincide com a capacidade Capg sobre a variedade E do seguinte modo:
Cape (K, Q) = Capg(KNE, QNE). (1.27)

Exemplo 7. Mostraremos como calcular a capacidade Cap(B(o,1),B(0,R)) sobre uma
variedade modelo My onde o € o pdlo de My e 0 <1 < R. A funcao
LS

5@ (1.28)

w(p,0) = ulp) = aj



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 25

¢ a capacidade potencial do capacitor (B(o,1),B(0o,R)), onde a constante a é escolhida

para assequrar que w(r) =1, isto €,

(R
a-(L S(i)) . (1.29)

Visto que por (1.18))

ﬂUXaB(O,R)LL = —aQ,
concluimos por (1.24) que
—1
Cap(B(o,7),B(0,R)) = JRd—a (1.30)
74 y ) 5 . S(E.) . .

Fazendo R tender a infinito concluimos também

Cap(B(o,r))zg %) .

Em particular, em R™ temos

Cnt™ 2, se n > 2,
Cap(B(o,r)) =
0, se n=2.
Seja {Q;}jen uma exaustdo de uma variedade Riemanniana M por subdominios com-
pactos tais que Qg € () para cada j. Tomemos w; = 1—1u;, onde u; é a fungao potencial

harmonica com respeito a Aj := Q; — Q. E facil ver que w; satisfaz

A(Uj = 0, em Aj,
w; =0, sobre 0Qy, (1.31)
wj =1, sobre 0Q);.

Seguindo a notacao em [14] temos a seguinte

Definicao 28. Definimos a capacidade harmonica de A5 por
1
— ::J IVw;? = Cap(Qq, Q). (1.32)
K Aj

Seja Q C M uma regiao. Considere o conjunto L% (Q) :={h € [*(Q) : Ah = 0}.

Lema 2 (Lema 2.1 em [14]). Se {Qj}jen € uma exaustao de M por subdominios compac-

tos e wj € a medida harmonica de 0CQ); com respeito a A == Q5 — Qy, entao

o, avh)gi

— = sup
B oAy J IVh[?
A

)
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Demonstragio. Seja h € L% (A;). Entdo usando a primeira identidade de Green (Propo-

sicao [L3| e a desigualdade de Cauchy-Schawarz, temos

(o) = (o)

r

JA;

div(w,-Vh))

r

2
((Vw;, Vh) + ijh)>

r

<ij, Vh>>

.JAJ'

[
(.
(
(

.

< |wa><J|vmﬁ.

J Aj Aj
Assim

2

Aoy ) J V= L. (1.33)
J ’Vh’Q Aj 1
Aj

Ademais vale a igualdade se, e somente se, h = wj. O

Denotemos por B, uma bola geodésica em p € M fixado. Para 0 < r < R, seja

A;r = Br — B;. Seja w; g a medida harmonica de 0Br com respeito A, .

Lema 3. Sejam 0 < r < Re 0 < a < b < 1. Denote por (ﬁ)({a < wyr < b)) a

capacidade harmonica de {a < w, g < b}, isto €,

(1)t < wor < bl = Vo (134)

B J{agwr,kgb}

onde w € uma fung¢io harmonica com valor constante 0 sobre {w,r = a} e com valor

constante 1 sobre {w, g = b}. Entao

(1.35)

Demonstracao. Defina
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Observe que w é harmonica em {a < w, g < b} ={x € A;r:a < wyr(Xx) <b} CA;g, e

que temos
1 2 1 2
Vw = menR — |V(U| = m|vw1~7]{| .
Entao
2 1 2 1 2
Vwl* = — IV, rl* < 5 IV, rl°.
{a<w, k<) (b—a)? Jia<w, r<t) (b—a)? Ja.x
Portanto
1 1
| Vol € —— 1
{a<w; <D} (b—a)? g

[]

Intimamente relacionado com a teoria de capacidade harmonica estd o conceito de
parabolicidade. Dentre varios modos de descrever a parabolicidade de um espaco, a

seguinte definicao é simples e bem ttil para nossos propdsitos.

Definicao 29. Dizemos que uma variedade € parabdlica se nao admite uma funcao de
Green positiva. Por outo lado, uma variedade nao parabdlica € uma variedade que admite

uma funcao de Green positiva.

reen_capacity‘ Proposicao 17. Seja U um conjunto aberto pré-compacto em M ey € U um ponto

fizado. Entao a sequinte desigualdade € verdadeira

inf G(x,y) < Cap(U)~' < sup G(x,y). (1.36) |eq.I
xeou xedu

Além disso, se QO € um pré-compacto em M com fronteira suave e QO D U, entdo

: —1
XIG%fU Go(x,y) < Cap(U, Q) < XseuapzJ Gal(x,y). (1.37)

Demonstragao. Como (1.36) segue de (1.37)) fazendo Q T M, é suficiente provarmos ape-

nas (|1.37). Defina

a = max Ga(x,y) e b:= Jnin Gal(x,y). (1.38)

Para algum ¢ € R consideremos o conjunto
Fo={x€Q:Galx,y) >c}l

Afirmacao:

Fo CUCFy. (1.39)
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De fato, como a funcdo Gq(-,y) é harmonica em Q \ U, e pelo principio do maximo, seu

supremo é atingido na fronteira 9(Q \ U) = 0Q U 0U, temos que

sup Ga(x,y) = max Gao(x,y) = q, (1.40)
XEQ\H xeou

pois G se anula sobre Q. Isto implica que G (x,y) < a para todo x € (Q\ U). Sendo
Fo={x€Q: Galx,y) > a}, entdo para qualquer x € F, vale

Goxy)>a=x¢ (Q\U) = x € U.

Logo F, C U. Similarmente, como a funcdo Gq(-,y) é superharménica em U, entdo pelo
principio do minimo

inf Go(x,y) = min Go(x,y) =b. (1.41)

xelu xeoul
O que implica que G (x,y) > b para todo x € U, donde U C Fy. Portanto vale (T.39).

Pela monotonia da capacidade temos
Cap(Faa Q) < Cap(ua Q) < Cap(FbHQ) (142)
A fim de mostramos que (1.37) ocorre, é suficiente mostrarmos que para qualquer ¢ > 0

1
Cap(F¢, Q) = o (1.43)

De fato, definamos a funcao u := %GQ(',U) que é o equilibrio potencial do capacitor

(Fe, Q), pois u satisfaz
u=:Go(,y)=0 em 0Q, (1.44)

Utilizando a (1.23) e a propriedade 5 da funcao de Green, temos

1 1
Cap(F¢, Q) = —fluxgou = _EfluXaQGQ(‘,y) =0 (1.45)

Tomando ¢ = a e ¢ = b temos

% = Cap(Fq,Q) e — =Cap(Fp, Q), (1.46)

o=

donde segue o resultado. O]

eqV
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Em termos da Proposicao podemos dizer que uma variedade é parabdlica se, e
somente se, a capacidade de algum/qualquer subconjunto compacto é nula. Mais geral-
mente, o conceito de parabolicidade de uma variedade Riemanniana possui varias equiva-

léncias.

Teorema 3 (Teorema 4.1 em [6]). Se M € uma variedade Riemanniana. As segquintes

propriedades sao equivalentes.
1. M € nao-parabdlica.

2. Ezxiste uma funcao superharmonica positiva nao constante em M (existe uma func¢ao

subharmonica limitada nao constante em M).
3. A funcgao de Green G(x,y) em M € finita para algum/todo x # y.

4. Para algum/todo x € M, tem-se

Joop(t,x,x)dt < 00. (1.47)

1

5. A capacidade de algum/todo compacto € positiva.
Demonstracao. Vide [6]. O

A parabolicidade de uma variedade depende apenas do comportamento assintotico
da variedade, isto é, fora de um compacto. Deste modo. Para formalizarmos esta ideia

precisamos introduzir o seguinte conceito.

Definicao 30. Um fim E de uma variedade M é uma componente ilimitada do comple-
mento de algum subconjunto compacto D de M. Neste caso diremos que E € um fim

correspondente a D.

Os fins de uma variedade também podem ser classificados como paraboélicos ou nao-
parabdlicos considerando-os como uma variedade com bordo, e deste modo, considerando
condicoes de Neumann no bordo de E. Na literatura, alguns autores denominam fins

parabolicos como “pequenos” fins, e denominam de “grandes” fins aqueles nao-parabdlicos.

Definicao 31. Um fim E de uma variedade M € dito ser nao-parabdlico se ele admite
uma funcao de Green positiva com condicao de Neumann em OE. Caso contrdrio ele é

dito ser parabdlico.
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Observacao 4. Se Dy C Dy sao subconjuntos compactos de M, entao o niimero de fins
correspondentes a Dy € menor que ou igual ao nimero de fins correspondentes a Ds.
Deste modo, o compacto D o qual utilizaremos durante o texto é o mator compacto que

estabiliza estas desigualdades.

Proposigao 18 (Proposi¢ao 3.1 em [6]). Seja My com Ry = o0, isto é, M € geodesica-
mente completa e nao-compacta. Entao My € parabolica se, e somente se,

< dr

Demonstracao. Pela Proposicao [17] temos que o resultado segue-se demonstrando que a
capacidade de um compacto em M, é identicamente nula. Por outro lado, mostramos no

Exemplo |7| que a capacidade da bola B(o, 1) é dada por

Can(B(o.7]) — (J“’ %) |

Donde segue o resultado. O

Observagao 5. Em geral, a condicao (1.48)) nao caracteriza a capacidade de variedades
completas nao-parabilicas. Nao obstante (1.48) constitui uma condi¢cao suficiente optimal
para a parabolicidade de uma variedade (veja Teorema 7.5 em [G]). Um exemplo de varie-
dade parabdlica completa e nao-compacta que nao satisfaz (1.48)) estd descrito no Exemplo

7.8 em [0].



Capitulo 2

Capacidade e Autovalores

Biharmonicos

Neste capitulo estaremos interessados em estudar a capacidade biharmonica e suas
interligacoes com a parabolicidade da variedade e um problema de autovalor associado
ao clamped plate. Além disso, descreveremos estimativas que correlacionam a capacidade

biharmonica com autovalores de bucking generalizado.

2.1 Capacidade Biharmonica

Nesta secao discutiremos alguns conceitos e propriedades da capacidade biharmonica
introduzida por B. Palmer em [I4]. Seja {Q;}jen uma exaustao de uma variedade Rieman-
niana M por subdominios compactos e seja w; a medida harmonica de 0Q); com respeito
a A= 05— Qy, isto &, a solucdo do problema . Seja v uma fungao biharmonica

definida por

AQU]':O em A]',
a\,Uj:O em Z)Aj, (21)

Uj:wj em aA]

De modo analogo ao feito para a capacidade harmonica, definimos entdao a capacidade

biharmonica de Aj por

kS = JA (Av;)°.

V]' ;

Fixe Q C M. Consideremos mais uma vez o conjunto L% (Q) := {h € [*(Q) : Ah = 0}.

31



Capitulo 2. Capacidade e Autovalores Biharmonicos 32

Lema 4 (Lema 2.1 em [14]). Se {Qj}jen € uma exaustao de M por subdominios compac-

tos e Ay = Q) —Qy. Entao
2
jE oh
1 20

— = sup
Vi LH(A) J h2
A

j

Demonstragio. Seja h € L3 (A;). Tomemos v; a solu¢io do problema (2.1). Como v;

coincide com wj em 0Aj, temos que

jg v; - 0yh = J div(vj - Vh) = J (v;Ah + (Vv;, Vh)). (2.2)
QA Aj Aj
Por outro lado
jg h-0,v; = J div(h - Vv;) = J (hAv; + (Vh, Vv;)). (2.3)
dA; Aj Aj

Como 0,v; = 0 em 0A;, segue-se por (2.2)), (2.3) e pela desigualdade de Cauchy-Schawarz
e a segunda identidade de Green (Proposicao que

2 2
% avh = # Vj - 6Vh
00); OA;

— (| wan+ (v, Vh>)>

.JA]'

= r (hAUj + <Vh, VU)‘>) ‘f‘J

JA;

)

2
(U)' Ah — hAU]' ))

2
= § h- avl)]' + J (U]'Ah — hAU))>
0A; j

) AJ

_ L]— —hAv)->2 < (L\j h2> (JA)_(AU]-F).

Assim
2
0Q); < J (AU]')Q — i (24)
I[ h2 Aj V]'
Aj
A igualdade ird ocorrer se, e somente se, h = Av;. Portanto segue-se o resultado. O]

Como resultado imediato do Lema |4] segue-se as propriedades de monotonia da capa-

cidade biharmoénica.
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Corolario 2 (Corolario 2.1 em [14]). A sequéncia {\%

} é mondtona decrescente.
) jeN

Demonstragao. Se j’ >j > 0 e hy, := Av;.. Observa-se que h;, é harmonica em Aj/. De
fato Ah]'/ = A(AU]'/) = AQU)'/ =0em Aj/. Assim Ahj/ =0em Qj/\Qj, pOiS (_O.j/\Qj) C

A;.. Dai pelo teorema da divergéncia

0= l[ Ahj/ :§ avhj/ = % avhj/ ++ avhj/. (25)
(Q;\Q)) 2(Q;\Q) 20, Q)

)

<jgaﬂ~' avh’>2 - Gm avhi’>2- (2.6)

Temos também que pelo Lema [] que

2
(32% avhi'> _ LJ(AUJ,/)Q_ (2.7)

Assim

\
>
e

WV

—.
J h, j !
A

j/

Portanto a capacidade decresce quando o anel Aj se expande. O

2
[
, 1
a-O-] J (AU)/)2 -
Ay

Proposi¢ao 19 (Proposigio 3.1 em [14]). Se M é uma variedade parabélica e completa,

entao
. 1
lim — =0.
j=+oo V5
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Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos tomar Qg = B(o,1) e Q; = B(o,j),

j > 1. Seja h e LQH(ALJ) = {h S LQ(AL)') : Ah = 0} onde Al,j = B] - Bl. Entao para

qualquer ¢ € C§°, tem-se

0 = ’ho,h

J aAl,,-

_ | div(Z*hVh)

uAl,j

— | (@naivvn) + (v(en), vh)

uAl’j

— [ @)+ evn v

uAl’)‘

_ (2hCV T+ °Vh, Vh)

‘JAlyj

_ | (CIVh[ +2¢h(V(, Vh)).

uAl,j

Dai
J c?|vn|2:—J SV, V). (2.9)
Al,j

Al

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

J Z2IVhE = QJ he(VE, Vh) (2.9)
Al Al
< QJ he(Vh, VO)| (2.10)
Al
< 2<J CQIVhF)H(J h2|vc|2). (2.11)
Al Al
Logo
J c2|Vh|2<4J 2V, (2.12)
A1R AR

Agora considere a regiao {% < w, 1} C A, ;. Seja
"9 19

1
P = d (aBl, {5 < (,UL%}) .

Assumindo que M é parabolica temos que a familia de funcées {w, ; } converge uniforme-
2

mente para zero sobre subconjuntos compactos de M \ By. Portanto

lim p = +oo0.
)—+00
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Observe que existe uma funcao ¢; € C(Ay;) tal que ¢ =1 sobre {% < w, %} e

11
VG < c<j—2 + ?)’ (2.13)

onde ¢ é uma constante independente de j. Entao segue-se que

1 1
4c(3+—2>J L B (2.14)
) p Al AL

{I<w 5}
2 1’%

Usando os Lema [2] e Lema [3] temos

uli

2

o)) ol

Pelo Lema {4] concluimos que

1 1 1 1
16¢ D) + - = —. (2.15)
) P l’ll J Vj

Donde segue-se o resultado. O]

2.2 Autovalores Biharmonicos

Nesta secao discutiremos que problemas de autovalores envolvendo condig¢oes do pro-
blema de Neumann (1.14)) sob outras restri¢oes, conforme Palmer apresenta em [I4]. Dada

M uma variedade Riemanniana completa, sejam (O € M um subdominio relativamente
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compacto com fronteira suave, e P > 0 uma funcao suave em M. Considere o seguinte

problema

AU —APu=0 em Q,
(Clamped Plate) (2.16) |proclamy

u=0u=0 em 0Q.

Denotando por A{(P, Q) o primeiro autovalor do problema acima, podemos definir

A(P,M) = inf A(P,Q). (2.17)

QOeM

Como primeiro resultado mostraremos a relacao entre os conceitos de parabolicidade

e o primeiro autovalor A; (P, M).

Teorema 4 (Teorema 1.1 em [14]). Se M € uma variedade Riemanniana parabdlica, aberta
e completa, entao A (P, M) = 0.

Demonstragao. O primeiro autovalor A (P, Q) associado ao problema (2.16]) é caracteri-

j (Af)?
A = inf Q9 0

cirte) J Pt
Q

Sejam as v, g solugdes de (2.1)), onde A; g = Bg\B;. Defina a fungio u sobre B por

zado por

219

1 se x € By,
u(x) =
1 — Vi r S5 X S ALR-

Entao u € Wg’Q(BR) e seu Laplaciano é dado por

0 se xe€ By,
Au(x) =

_Avl,R se X € Al,R-

Assim

L\LR(Au)2 = JBR\BI(Au)2 = LR(Au)2 —J (Au)? = JBR(Au)2' (2.19)

B1

Tomando f =u em (2.18]) obtemos
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N

N
I

Dai

[ 1
A1 (Bg) P<—

. 2.20
JB, V1,R ( )

Entdo como M & parabdlica, a Proposi(;éonos diz que limg_, o0 7=

= 0, donde segue-se
que

A (P,M) =0.

]

Sejam M uma variedade Riemanniana completa e O C M um subdominio relativa-
mente compacto com fronteira imersa e suave. O problema de autovalor de buckling é

definido por
Au+BAu=0 em Q,

(2.21)

onde u é uma funcao suave em Q e n é o campo normal exterior. Seja [3; o primeiro

u=0u=0 em 09Q,
autovalor de bucking caracterizado por

j (Aw)?
B1(Q) = inf “H——. (2.22)
O(QJJ Vu?
Q

Vamos agora definir uma generalizacao do autovalor de buckling denotada por o. Seja
0Q) = vy, U...Uvyn a decomposicao de 0Q) em componentes disjuntas. Denotemos por

w; as solucoes de
A*w; =0 em Q,

Oqywi =0 em 0Q), (2.23) |egsolug?

Wi = 61,)' em 'Yj,
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com dij =1sei=j,ed; =0sei#]j. Seja W =span{wy,...,wy} 0 espago gerado

pelas funcoes wy. Definimos entao

|, awp
o =0(Q)= inf =2 (2.24)
CSO(Q)@WJ |vu‘2
o)

onde CP(Q) & W representa a soma direta do conjunto C3°(Q) das fungoes suaves de
suporte compacto em Q com o conjunto W das solugoes de (2.23)). Pode-se mostrar por

métodos diretos que o infimo em (2.24)) é atingido em uma fungiao u € C*(Q) satisfazendo

Au+oAu=0 em Q,
ooau=0 em 0Q, (2.25)
u=c¢; em j,
onde j =1,...,n e as ¢; sdo constantes.
Proposigao 20 (Proposi¢ao 4.1 em [I4]). Seja Q € Q' € M. Assuma que 90Q' € coneza
e que Q = Q' — (D, U...UDy) onde cada Dj € um subdominio com fronteira conexa.

Entao
o (Q) = B1(Q7) = A (Q). (2.26)

Demonstragao. Sejau € CP(Q)EW. A menos de uma translacao de u, podemos assumir
queuw = 0em 0Q)'. Paracadaj=1,...,n denotemos por ¢; = ufop, os valores constantes

de u nas componentes conexas 0Dj. Definimos

, u se xe€Q,
u'(x) := B
¢; se x€Dj.
Seja u, € C®(Q) ® W uma sequéncia que converge para w em W?2(Q). Considere a
seguinte sequéncia

U, se x € Q,

Up, (x) = _
¢; se xe€Dj.
Uma conta simples nos mostra que
i [uf — W wezan = T [t = wlhwesa) =0
Entao u’ € W22 e portanto
| @ | aw?
B.(Q) < 7 = =22 (2.27)

j VP J|Vu|2
Q7 Q
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Tomando o infimo obtemos

J (A
B(Q) < _inf L——=x(Q)
CMQ@WJ V2
Q

Agora vamos mostrar a segunda desigualdade. Seja u’ uma autofungao correspondente a
B1 e definamos h := Au’ + B,u’. Entao h é claramente harménica em Q. De fato, como

0 = A% 4+ o Au/| > |A*u’ + B1Au’| = |Ah|. Por causa do valor de u’ em 0Q) e como
—u'Au’ =By (u)? —u'h,

pOdemOS escrever
—J u'Au’ J hu’

P e E— do (2.28)
j (W) J (W)’
Q Q

Seja {&n} C C§° uma sequéncia convergindo para u’ em Wg’Q. Entao multiplicando

:Bl_

h:= Au’ 4+ 11 por h e integrando tem-se

r

(h? — B,u’h) :J hAu' = lim J hAE,, =0, (2.29)
Q

Jo o) n—+oo

pois

r

hAE, = J £.Ah +J (hd &, — £,0,h) = 0.
Q [JO}

Jo
Entao por (2.29))
0 < J h? = (31J hu'. (2.30)
o o}
Como 7 > 0 temos que a integral de hu’ é ndo-negativa, segue-se de (2.28)) e (2.30) que
A < B O

Teorema 5 (Teorema 4.1 em [14]). Seja (M2, 0M) uma superficie compacta com fronteira

suave. Denotemos a curvatura gaussiana por K, e por oy o primeiro autovalor do problema

de Dirichlet
Au—Ku+ou=0 em M,

u=0 em OM.

FEntao 08] = 0.
Demonstracao. Seja w uma funcao satisfazendo

AW+ o Aw =0 em Q,
oow=0 em 0Q),

wW =y em i,

eq2.19
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onde os ¢; sdo constantes. Pela formula de Lichnerowicz (veja equagao (3.22) em [I])
temos

1
§A|Vw|2 = |[VVW[ 4+ K(Vw, Vw) + (Vw, VAW).

Expandindo o lado esquerdo da equacao acima obtemos
IVWIAIVW] 4 [VIVWI? = [VVW 4+ K(Vw, Vw) + (Vw, VAW).
Combinando a tultima expressao com a desigualdade de Kato
IVIVW < [VVw],
temos
IVWIAIVW| — K|IVW? = [VVW — [V[VW||? + (Vw, VAW) > (Vw, VAW).

Note que [Vw| = 0 em 0M, e que portanto

_J (VAW, Vw) = n (AW)Q—J div(AwVw)
M IM M
_ (AW)Q—J (AWTwW, V)
IM oM
= (Aw)?.
Im

Tomando u = |[Vw| como funcao teste na caracterizacao variacional de o; temos
o | 1vw < | (VWA - KITwE)
M M

< - J (Vw, VAw)
M

— | awp
M
= qu Vw2
M
Isto finaliza a prova. O

O seguinte teorema servira de base para a demonstracao do Teorema [7 A demons-

tragao descrita abaixo pode ser encontrada no Capitulo 7, Proposi¢ao 7.10 em [I6].

Teorema 6 (Teorema 4.3 em [I4]). Seja M uma variedade Riemanniana completa aberta

com pelo menos dois fins nao-parabolicos disjuntos. Denote um desses fins por €. Seja
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P € M e defina fr por
Afk =0 em BR(p),

fr =1 em 0Bgr(p)NE&, (2.31)
fr=0 em O0Bgr(p)\E&:.
Entao existe uma sequéncia Ry — +oo tal que fg, converge uniformemente em subconjun-

tos compactos de M para uma funcao harmoénica positiva, nao constante e com energia

de Dirichlet finita.

Demonstracao. Denotemos por €4 e EA o0s fins parabodlicos e nao-parabdlicos de M com
respeito ao compacto D, respectivamente. Para cada 1 sejam fg, as solugoes do problema
(2.31). Pelo principio do maximo 0 < fg, < 1, e pelo principio de Harnack, a menos
de subsequéncia, temos que fgr, converge localmente uniformemente para uma funcao
harmonica f em M, satisfazendo 0 < f < 1. Para cada A, seja hp uma fungao harmoénica
em & construida na Proposigao 7.3 em [16]. Pela construgao e pelo principio do méximo,
para A # 1, fr, < ha em 5. Logo 0 < f < hy, tal que 0 < ignAff < iglth =0, e pelo
Lema 7.8 em [I6] f tem integral de Dirichlet finita em €. Analogamente, visto que
1 —fgr, < hy em &;, concluimos que supf = 1, e portanto f tem integral de Dirichlet
em &;. Finalmente, se f é harmonica egllimitada, pelo Lema 7.9 em [16] esta fun¢ao tem

integral de Dirichlet finita em cada fim parabdlico €,. Podemos entao concluir que f tem

integral de Dirichlet finita em M, como querfamos prova. ]

Exemplo 8. Seja H o disco de Poincaré equipado com a métrica de curvatura constante
—1. Claramente H tem exatamente um fim nao-parabdlico. E bem sabido que A\ (M) = 1
Se QO @ M, entao podemos sempre encontrar um dominio Q' como na Proposicao [20,

Portanto o; (M) > %.

O Exemplo acima nos mostra que a suposicao sobre o ntiumero de fins nao-parabélicos
no Teorema[7]abaixo nao poder se melhorada sem suposicoes adicionais sobre a geometria.
Recordamos que uma variedade M é aberta se ela é nao-compacta e sem bordo.

Se M é uma variedade Riemanniana aberta e completa. Entao podemos definir

0(1(M) = inf Oél(Q)

Qem

Teorema 7 (Teorema 4.2 em [14]). Se M ¢ uma variedade Riemanniana aberta e com-

pleta, com pelo menos dois fins nao-parabdlicos. Entao o (M) = 0.
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Demonstra¢ao. Denotemos um dos fins nao-parabélicos por €;. Selecionando p € M,

denote por Bg = B(p, R). Seja vg a solugao do problema

A’vg =0 em By,
0,Vgr =0 sobre 0Bg,
VR = 1 em aBR N 81,

192 =0 em aBR—El.

2
0BrNE
J (Avg)? = ||AvR2 = sup £ . (2.32)
Br L} (Br) J h?
Br

Analogo ao Lema [4] mostremos inicialmente que

eql_thme¢

De fato, a segunda identidade de Green (1.2))) nos da

2 . 2
o o) = (e
0BrNE, JOBg

2
= ( h- aVUR +J (URAh—hAUR)>
JoaBy Br

(o < (o))

2
(D
2Bents SJ (Avg)>.
J h2 BR
Br

A equagao (2.32)) segue-se tomando o supremo sobre L?,(Bg). Também como na prova da

Dai

Proposicao [19, vale a seguinte desigualdade

J IV < 4J R2IVeE,
Br

Br

para todas as fungoes h € L%, (Bg) e todas fungoes ¢ € C°(Bg). Tomando { como uma

funcao cut-off com ¢ = 1 sobre Br e |V < 2—@, onde ¢ é uma constante que independe
2

de R, obtemos

|, <] e <a| wwe <] ow
B§ BR BR R BR
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2 2
§ o b am
dBrNE: ¢ \JoBrné:
<

Desse modo

~ 2 b
J h? R J |Vh/?
Br B

R
Vi

2
.
[ (o &y e )
Br

R% 12 (By) J IVh?
B

ou seja,

(2.33) |eq2_thme

]

Observemos agora que para R > 1, e Qg = (Bg \ Br) N &, para qualquer h € L% (Bg)

S

vale

o=| an=§ an=¢ antd o
Qx 0% dBrNEL 0B NEs

Logo

2 2
oLh| = jg o,h| . 2.34) |eq3_thme
(o) = (80 ) o) [

Considere um compacto K C M tal que p € K e KN &y # (). Observe que
L} (Br) C L{((Bx \K) N &),

pois Bx N €; C Bg. Com isso, por (2.33) e (2.34) podemos escrever

2
OB NE, e 1

sup =5y &

C
< R R2
L ((Bg\K)NEL) IVh|? He

,[(B?l;\K)ﬁSl

onde %1 ¢ a capacidade harmonica de (B R \ K) com respeito a variedade com bordo &;.
Hr

2
Como por hipotese existem dois fins nao-parabolicos, o Teorema [ nos garante a existéncia
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de fungoes fg, tais que
Afg =0 em Bg(p),
fr=1 em 0Bgr(p)NE&y,
fr=0 em O0Bgr(p)\E&:.
Assim, pelo principio de Dirichlet
[T
Bg, B,

Logo para todoi € N

J (Avg,)? J (Avg,)?
HAURiH% _ JBgy Bg;

Vor 2 S
DL
Br.

Brg;

C 1 1
(R_) . | (2.36)
i “J Vi
Br,

o (M)

(2.35)

Notemos que a sequéncia {——1 ¢ decrescente em i e pelas propriedades de funcoes
pbl
Ry

2
harmoénicas tem-se

J IVfRiI2—>J \%ik
Bg, Bg,

Portanto

]

Em [I5] Payne mostrou que para um dominio convexo no plano vale a seguinte desi-

gualdade envolvendo os autovalores de buckling e de clamped plate

B1 < 4A:. (2.37)
Em [I4] Palmer estendeu as ideias de Payne e provou o seguinte

Teorema 8 (Teorema 6.1 em [14]). Seja Q C M um subdominio relativamente compacto
com bordo imerso suave e limitado na variedade Riemanniana M. Suponha que 0Q)
tenha curvatura média H nao positiva com respeito ao normal apontando para fora e que

a curvatura de Ricci de M satisfaz
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Entao
B1(Q) < TA(Q) + 3a’.
Demonstracao. Seja uw uma autofuncao de Ay, isto ¢, Au = —A;u. Como
A? = 2uAu + 2|Vul? = 2(|Vulf — A u?), (2.38)
tem-se

(Au?)? = (2(|Vul? —Au?)? =4(|Vul* + ?\%u4 — 2 u?Vu?)

= 4(Vu/* + A2 + 2uju*Au).

Dai, desde que
IVu?? = [2uVul? = 4u?|Vul?,

tem-se

J (Au?)? J 4N A2 4 |Vul* + 2uAu|Vu?)ds
B1(Q) = inf £ 2

CBO(Q)J V2
Q

Observemos inicialmente que valem as seguintes igualdades:

<

J M| Vul2dz
Q

div(u® - vVu) = wAu+ (Vud, vu)
= u (—Au) + (Vu?, Vu)
= (Vu?,Vu) —Au' (2.39)
Vu? = uvu® + u'Vu = u2uVu + u*Vu = 3u’V. (2.40)

(Vu?, Vu) = (3u*Vu, Vu) = 3u?|Vul. (2.41)

Como u € C*(Q), utilizando (2.39), (2.40)), (2.41) temos

div(W’vu)ds = J (Vu?, Vu) — A ut)ds

0 = §> u3<Vu,n>ds:J
20 o

Q

= J (3u*Vu, Vu)dZ—Alj
o

u4dZ:3J uQIVuPdZ—MJ uwtdx.
Q Q Q

Donde obtemos

3J u2|Vu|2d>::7\1J wrdr.
Q Q



Capitulo 2. Capacidade e Autovalores Biharmonicos

46

Com estas observagoes podemos estimar

?\%J u4+J |Vu!4+2J uAu|Vul?
1) I} o

Bi <
J u?|Vul?
Q
A%J u? J Vul* J uAu|Vuf?
Q 4 Jo 4 odo

J u?|Vul? J uw?|Vu?
Q o)

J V!
Jo

J u?|Vu?
Q

J u?|Vul?
Io)

J uw?|vu/?
0

= 37\1 + - 2}\1

J u?|vul?
Q
Vul*

= 3\ + 22— 2\
J u?|Vul?
Q

J V!
Q

- }\1+ .
J u?|vul?
o)

Dai

J V!
O AL+ 6.

B <A+
J u?|Vul?
Q

Utilizando propriedades do divergente obtemos

diviu- [Vul’vVu) = u-div(|Vul’Vu) + (Vu, [Vu?vu)

= u-div(|Vul*Vu) + |[Vul*.
Como u € C3°(Q), tem-se

J div(u - [Vul*Vu) :jg uVulvVu,n) = 0.
Q 20

<J |Vu|4> = (J u-div(quIZVu)> .
o o)

Logo

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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Com isso temos que

i) -

r

2
u- div(IVu|2Vu)>
o)

r

2
u(|Vul2PAu + (V|Vuf?, Vu)))
o

r

(AuVu, uVu) + (VIVul, uVu>)>

r

2
(uVu, VIVu/? + AuVu))
Q

r

2
(uVu, VIVu/? — AluVu>>
Q

<

(
(
(.
(
(
(

uQIVuF) (J IVIVu/? — 7\1uVu12>.
o) o)

Substituindo na defini¢ao de 0 vale

J Vult \ 2
J w?|Vu?

Q

(JO u?\VuF) <L VITu - Aluwr?>

< 3
(J VuQWuP)
Q
J IVIVul? — A uvuf?
— Jo
J u?|vu/?
O
J (IVIVUPP + Au?|Vul? — 2 (uVu, VIVu?))
< Q

J uw?|[Vul?
Q

J VIVupPP
= 22—+ A -2\
J u?|vu/?
Q

J (uVu, VIVuf)
0

(2.45)
J w?|Vul?
Q
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Por outro lado, como
div(|Vuf? - vu?) = [Vul* - div(Vu?) + (VIVul?, Vu?) = [VulfAu? + (VIVul?, Vu?),
temos que

div(|Vu/* - Vu?) =
I J

00

(IVulvu?, n) :J 2uvu|Vul*,n) = 0.
20
Assim
J (VIVul?, Vu?) :—J [Vu[?Au®. (2.46)
0 0

Expandindo o numerador do altimo termo de (2.45) e usando (2.46)) e (2.38]), obtemos

que

1
J (uvu, VIvu?) = —J <Vu2,V|Vul2>=——J IVul?Au?
Q 2 Q Q

= —J (IVult — A u?|vul?).
o

Introduzindo este resultado na estimativa de 62 e substituindo em (2.42)) obtemos

j VIVuRP J IVl — A Vu?)
0 < =2 + 27 =2 - + A
v J IV
J V|Vl J V!
_ e +27\1<Q——7\1>+7\§
J u?|vu/? J u?|vu/?
Q QO
J V|Vl
= f + 2710 — 272 + A2
u?|vul?
Q
J V|Vl
= 2 1IN0 A =T +2A,0 AL
u?|vul?
Q

Isto é

0% < T+ 200 — A% (2.47)
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Vu

Tomemos um
vl

Assuma que u > 0 em ), com normal apontando para fora n =

referencial ortonormal {e{, es,...,en_1} em 0Q. Observemos inicialmente que

n—l1
Au = tr(Hess(u(ej, ¢;)) Z Ve Vu, ei) + (V,Vu,m) =0.

i=1

Entao

VUl =2(V, Vi, Vu) = —2|Vu|(V,Vu,n) =2[Vu|(V. Vu, e;)
= —2|[Vuf(V.n,ei) = 2nH|Vuf,
onde n = dim M. Por outro lado

IVuPa, | Vul = [Vul(VIVuP,m) = ([VulPVIVul’, ).

Dai
div([VuPv|ivuP) = [Vuldiv(V|Vu]?) + (VIVuf, V|Vu?)
= |[VuPAIVul? + |VIVul.
Substituindo Au = —A;u na féormula Lichnerowicz obtemos

1
5A|Vu|2 = |VVu + Ricpm (Vu, Vu) + (Vu, VAU)
= |[VVuf’ + Ricm(Vu, Vu) — A [Vul.
Usando que H < 0 sobre 0Q), segue que

0 > onH|Vu/! 23@ IVul?9,|Vuf® > ﬁ) (IVuPv|vVul®,n)
Jao 20 20

= div(|Vul*V|vu?) :J (IVuPAIVu? + |[V|Vu/*?)
Ja o)

= IV|Vul?? + J VU (IVVU? + Ricm (Vu, Vu) — A [Vul?)
JQO Q

= IV|Vul?? + J VU IVVul? + 2J (IVulPRicm (Vu, Vu) — A [Vulb).
o

Ja Q
Como

IVIVUPE = [V(Vu, VW) = 2(VVu, V) < 4VVUuP[Vul,
segue que

27\1J quy4—2J IVul*Ricm (Vu, Vu) > IVIVuI 212 4 J 2IVul2 Vvl
Q Q

[\3|03;§‘_ﬁ

1

> | v+ —J VIV
2o

> Jrvww.



Capitulo 2. Capacidade e Autovalores Biharmonicos 50

Com isso chegamos em

J VU
=<8 <

J uw?|Vu?
o)

J (A Vul* — [Vul*Ricpm (Vu, Vu))
Q

ol

J uw?|Vul?
o)

Sabendo que (2.47), e que Ricpm (Vu, Vu) > —3‘12';“'2, temos

V! [
4 J 2 2
J u?|Vul? J u?|Vul?
o) Q
Vul*
400 J |
< S el A0 A
J u?|[Vu?
o)
10A,0
= 031 + a?0 — A%
Entao
1
02 < MO g — A2

3
Observando que 1 < A1+ 0, e que u > 0 em Q implica que 8 > 0 e temos também que

A1 > 0. Assim tem-se

g2 < 1A

+a’0=0<

Portanto




Capitulo 3

Uma Aplicacao Geométrica

Neste capitulo vamos discutir algumas aplicacoes geométricas sobre variedades de Kah-
ler. Para isto, faremos uso das formulas da primeira e segunda da variacao, bem como dos
conceitos de estrutura quase complexa e subvariedade lagrangiana, também apresentamos
as defini¢oes de estabilidade e minimalidade. Para maiores detalhes, sugerimos consulta

as seguintes referencias [2], [14], |11, [12], [17], [5], [4].

3.1 Subvariedades Lagrangianas Minimas Estaveis

Nesta secao apresentamos os conceitos de variedade simplética, variedade Hermitiana,
variedade Kéhler e variedade Einstein-Kéhler. Também discorremos sobre subvariedade
lagrangiana de Kahler, estabilidade Hamiltoniana e, ao final, apresentamos uma aplicaggao
geométrica. Para mais detalhes consulte [2], [1], [12].

Seja w uma 2-forma de Rham em uma variedade M, ou seja, para cada p € M, a
aplicacao wyp : TyM x T,M — R ¢ bilinear anti-simétrica e w,, varia suavemente em

funcdo de p. Diz-se que w,, é simplética (ndo degenerada), se:
wp(u,v) =0, v € T,M = u =0.

Por fim, uma forma w é dita fechada se satisfaz a equacao diferencial dw = 0, onde

d é o diferencial de Rham, i.e., diferencial exterior.

Definicao 32. A 2-forma w € simplética se w for fechada e w, € simplética para todo

p <M.
Se w é simplética , entdo dim T,M = dim M [2].

o1
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Definicao 33. Uma variedade simplética é um par (M, w), onde M ¢é uma variedade e

w € uma forma simplética.

Definicao 34. Uma estrutura quase complexa |, em uma variedade diferencidvel M, é
um endomorfismo de fibrados:

J: TM — TM

satisfazendo J? = —id. Neste caso, chamamos (M,]) de variedade quase compleza.

Uma variedade complexa M, de dimensao complexa n, é uma variedade diferenciavel
de dimensdo real 2n, munida de um atlas formado por cartas @4 : Uy — C™ ~ R2™,

satisfazendo a seguinte condigao: sempre que U, NUp # &, a mudanca de coordenadas
@p 0@y alUaNUp) — @p(UeNUp)
¢ uma funcao holomorfa de n varidveis complexas.

Definicao 35. Seja M uma variedade complera de dimensao complexa n e estrutura

quase-complexa J. Uma métrica Riemanniana (, ) em M é Hermitiana se
(X, JY) = (X, V), (3.1)
para todos X, Y € X(M).

Toda variedade complexa M pode ser munida de uma métrica Hermitiana, para mais

ver referéncia [1].

Definicao 36. Uma variedade Hermitiana, € uma variedade complexa munida de uma

métrica Hermitiana. Neste caso, a 2-forma em M definida por
w(X,Y) = (JX,Y) (3.2)
onde X, Y € X(M), € denominada a forma Kihler de M.
Com os conceitos apresentados, estamos em condicoes de definir variedade Kahler.

Definicao 37. Seja M uma variedade complexa com estrutura quase-complexa ], uma
métrica Kihler em M € uma métrica Hermitiana (, ) cuja forma Kdhler é fechada. Neste

caso, diz-se que (M, J, {,)) é uma variedade Kdhler.
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Seja M uma variedade Riemanniana e L uma subvariedade imersa de M. Ou seja,
estamos assumindo a existéncia de uma imersao suave t : L — M. Escreveremos (, )
para denota a métrica em M. Consideremos também a conexao de Levi-Cita, o tensor
curvatura e o tensor de Ricci de M dados por V, R e Ric, respectivamente, e denotaremos
os de L sem barra.

Consideremos uma deformacao {1} de L, ou seja uma familia de imersoes suaves que
satisfazem 1y = L e

:L—M, te(—¢,ce). (3.3)

Assumiremos que as deformacoes {1} tem suporte compacto. Para a deformacao {1},
o campo vetorial

Vi = (3.4)

EL‘U
é chamado o campo variacional de {t;}. Seja Ay (t) := Vol(i(L)), entdo a subvariedade

L de M é minima se definida como segue-se.

Definicao 38. Uma subvariedade L de uma variedade Riemanniana M € dita minima se

a primeira vartacao
d

t=0

Av(t) =0, (3.5)
para alguma deformacao de suporte compacto {11} de L.

Para investigar a minimalidade de subvariedades, apresentamos a seguir a férmula da

primeira variagao.

Teorema 9 (Teorema 2.1.2 em [I7]). Férmula da Primeira Varia¢ao para uma deforma-
¢ao {1} de suporte compacto em L, a primeira varia¢io Ay, (0) € dada por
L

onde H € o vetor curvatura média de L em M.
Demonstragao. A prova deste resultado pode encontrada na referéncia [17]. O]

Como consequéncia do Teorema [0, uma subvariedade L em uma variedade Riemanni-
ana ¢ minima se, e somente se o vetor curvatura média H é nulo [17].
Quando considerarmos a estabilidade de subvariedades, assumiremos que o campo

vetorial variacional é normal a L. Neste caso, a deformacéo {t;} é dita normal.
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Definicao 39. Uma subvariedade minima L de M diz-se estdvel se a sequnda variacao
d2

= — > :
av| Av(t) >0, (3.7)

t=0

Av(0)
para alguma deformacao normal {Li} de suporte compacto em L.
Para investigar a estabilidade das subvariedades, derivamos a segunda formula varia-
Gao.
Teorema 10 (Teorema 2.2.2 em [17]). Para um campo vetorial normal V de suporte com-

pacto em L, a sequnda variacao A3 (0) é dada por

A0 = | IFHVP + @), V)= AP+ V) —KH TV (39
L
onde R € definido por
R(V) =) Rei. Ve, (3.9)
i=1
{e1,...,en} € uma base ortonormal de TL e AV ¢é o operador forma na direcdo V.

O corolario abaixo segue como consequéncia imediata do Teorema

Corolario 3 (Corolario 2.2.3 em [I7]). Se L € uma subvariedade minima de uma variedade
Riemanniana M e V um campo vetorial normal em L com suporte compacto. Entao, a

formula da sequnda variacao é dada por
AG(0) = | IVEVE + ROV), V) — AV}, (310)
L

Lema 5 (Lema 4.1.6 em [I7]). Seja L uma subvariedade Lagrangiana minima de uma

variedade Kdihler M, entao temos
Ric(V, V) = Ric(JV,JV) + (R(V), V) + [|AY]], (3.11)
para um campo vetorial normal V alongo de L.

Seja (M?™, w) uma variedade simplética. Uma subvariedade f : L — M, dimensao
n, é dita lagrangiana se f*w = 0 [14]. Onde na tltima expressao estamos considerando o

pullback de w [§].

Definicao 40. i) Seja v : L — M uma subvariedade lagrangiana e V um campo de
vetores ao longo de L. A variacao gerada porV é chamada uma variacao lagrangiana

(ou resp. Hamiltoniana) se esta satisfaz que a 1-forma em L
C(Vow) (3.12)

é fechada (ou resp. erata).
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ii) Uma familia suave {1} de mergulhos de L em M € chamada deformacao lagrangiana

(ou resp. Hamiltoniana) se sua derivada for lagrangiana (ou resp. Hamiltoniana).

Dada uma estrutura quase complexa ] em M tal que g(X,Y) := w(X,]Y), é uma

métrica Riemanniana em M. Entao L é lagragiana se, e somente se,
™, =TLa& ] -TL (3.13)

como uma soma direta ortogonal|12].

O lema a seguir apresenta uma caracterizacao das variacoes normais hamiltonianas.

Lema 6 (Lema 2.3 em [12]). Uma varia¢do normal em L, gerada pelo campo V, é hamil-
toniana se, e somente se,

V=].Vf (3.14)
onde f é uma funcao em L e VT é o gradiente com respeito a métrica induzida.
Demonstragao. A demonstragdo desta afirmacao pode ser encontrada em [12]. O

Denotaremos por I'.(_LL) o espaco das se¢oes com suporte compacto do fibrado normal
de L, e por A{|L| a segunda variagao do volume de L na direcao & (conforme [12] e [14]).

Segundo [12] e [14], chamaremos L de Hamiltoniana estavel se, e somente se,

A{ILl =0, (3.15)
para toda & € T, (LL) da forma
E=TJ(Vu), ue C®(L). (3.16)

Além disso, chamaremos L de Hamiltoniana estavel fraca se, e somente se, [3.15] vale

para todas as & como em com u € CP(L). Com isto, temos a seguinte aplicagao.

Proposigao 21 (Proposicao 5.1 em [14]). Seja X uma variedade Kihler e L uma subva-
riedade lagrangiana minima de X. Suponha que para algum c > 0,Ricx > ¢ - ds%. Entdo

seque-se que.
(1) L é Hamiltoniana estdvel somente se a;(L) > c.

(1) L é Hamiltoniana estdvel fraca somente se 31(L) > c.
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(iii) Se X é Finstein-Kdihler com Ricx = ¢ - dsy,c > 0, entdo as condigoes que aparecem

em (i),(ii) sao necessdrias e suficiente.

Demonstracao. A formula da segunda variacao para subvariedade minima, mostra que se

u ¢ uma funcao suave tal que Vu tem suporte compacto entao
Af'VHILI = J (IVVul® + Ricy (Vu, Vu) — Riex (JVu, JVu)).
L

Usando que a funcao u tem suporte compacto, obtemos

1 1 1
J —AlVuf = —J div(V|Vuf?) = —J (VIVUuf,v) =0.
L 2 2 L 2 oL

Agora observe que

JL[(ALL)2 + (VAu, Vu)] = J

div(AuVu) = J (AuVu,v) = 0.
L

oL

Usando a igualdade obtida e integrando a formula de Lichnerowicz
1
5A|Vu|2 = |[VVUu? + Ricy (Vu, Vu) + (Vu, VAU),

obtém-se
J (IVVul? 4+ Ricy (Vu, Vu) — (Au)?) = 0. (3.17)
L

Como X é uma variedade Kéhler, ela possui uma métrica Riemanniana (, ) Hermitiana.

Dai,
Ricx (JVu, JVU) = ¢ - dsx(JVu, JVu) = ¢(JVu, JVu) = c(Vu, Vu) = c[Vul>.

Usando a igualdade [3.17] obtemos

Ao Il = J (IVVu + Ricy (Vu, Vu) —J Ricx(JVu, JVu))
L L
< J (Au)z—J c|Vul’.
L L

Mais ainda, vale a igualdade se X é Einsten-Kdhler. Como L é uma subvariedade

: .. - .
lagrangiana minima, entdo Ajg, > 0. Assim

c JL IVul? < L (Au)?.
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Donde concluimos que se Vu tem suporte compacto em qualquer dominio Q &€ L,

J [Vuf?
Q

Sendo u € CP(Q) & W qualquer, tem-se ¢ < o (L). De modo analogo, sendo u € C¥

entao

c

qualquer obtemos ¢ < ;(L).

Se Vu € C(Q), entao u deve se constante cj sobre cada componente conexa y;j da
fronteira. Entao

W= u— Lcjwj

é um elemento de Wg’z(Q) e pode ser aproximada por uma funcao com suporte compacto.
Por isto segue-se (i), (i), (iii). Utilizando [4] temos, de fato que para w € W3?(Q),
deveremos exibir uma sequencia w, em C(Q) tal que w, — w em W??(Q). Como
WZ2(Q) é o fecho de CP(Q) na norma de W?2(Q) e sabendo que u € CP(Q) implica
que u € Wo?(Q) entdo existe uma sequencia i, em CP(Q) tal que un, — wem W22(Q).
Assim definamos

Wn = Up — LCjWj.

Entao
lim [[w, —w|lwezz = lim ||lu, —ul|yez2 =0.
n—-+oo n—-+oo
Logo wn, — W em W?2(Q). Portanto w € Wy (Q). O

Por fim, apresentaremos mais uma aplicacao geométrica que é um caso particular da

seguinte conjectura em [14].

Conjectura. Seja f: £2 — X* uma subvariedade Lagrangiana minima, aberta e completa

em uma variedade Kihler com Ricx > ¢-dsy,c > 0. Entio L Nao é Hamiltoniana estdvel.

Teorema 11 (Teorema 5.1 em [14]). Seja X uma variedade de Kihler com Ricx > c-ds%,
para alguma constante ¢ > 0 e seja L uma subvariedade lagrangiana minima, aberta e
completa, com pelo menos dois fins nao-parabdlicos disjuntos. Entao L nao é Hamiltoniana

estdvel.

Demonstragao. Segue do Teorema [7] temos que o4 (L) = 0. Pelo item (i) da Proposigao

temos que L nao ¢ Hamiltoniana estavel, pois caso fosse obteriamos que

061“_) =c>0.
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O que é um absurdo. Com isto, concluimos a demonstracao. O

Exemplo 9. Em [7], Lawson construiu imersoes minimas F : Zg — S? de superficies
fechadas com género g. Denotando por Goy a Grassmanniana dos planos orientados em
R*, lembramos que a aplicacio de Gauss g : Ly — Ggy atribui a cada pontop € X, 0 2-
plano normal da imersao F no ponto p. Lawson refere-se a esta aplicacao como aplicagao
bipolar e mostra que g também define uma imersao minima que induz a mesma estrutura
conforme de F em L. Como observado em [13], esta aplicagao também define uma super-
ficie Lagrangiana na variedade de Kdihler-Einstein Goa. Para g > 1, selecionaremos uma
curva fechada y C X que gera um subgrupo ciclico nao trivial {y) de m(Z). Identificare-
mos 1 (Z) com o grupo das transformacgées de recobrimento do recobrimento universal b3
e considere a superficie de recobrimento L; = z/<y> A elevacio gy de g para X define
uma superficie Lagrangiana minima. Ademais, X1 com a estrutura conforme induzida a
partir de gy € conformemente equivalente ao anel {1 < |z| < R < 4o0}. Em particular,
isto significar que L, tem exatamente dois fins nao-parabolicos. Como Go 4 tem curvatura
de Ricci constante positiva, podemos concluir do Teorema que g1 nao € Hamiltoniana

estdvel.
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