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Resumo

O objetivo principal desta dissertacao é estabelecer a existéncia e unicidade de solugoes
fortes e o decaimento exponencial da energia do seguinte sistema termoelastico nao-linear

com coeficiente nao-local:
u’ (1) — M(x, t, [Vu(t)[))Au(t) + (a- V)0 =0 em Q
0'(t)+B-8+(a-V)u =0em Q
onde Q = Qx]0,T[, com T > 0 arbitrario e Q é um aberto limitado do R™.

Palavras Chaves: Existéncia e unicidade de Solucao fortes, sistema termoelastico nao-

linear com coefientes nao-local, decaimento da energia



Abstract

The main goals of this dissertation is to establish existence and uniqueness of strong
solutions and exponential decay of the energy of following nonlinear thermoelastic system

with nonlocal coefficients:
u’(t) — M(x, t,[Vu(t)))Au(t) + (a- V)0 =0 in Q
0'(t)+B-0+(a-V)u =0in Q
where Q = Qx]0, T[, with T > 0 is a arbitrary real number and Q is a open bounded of
R™.
Keyworks: FExistence and Uniqueness of the strong solutions, nonlinear thermoelastic

system with nonlocal coefficients, decay of the energy.
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Introducao

Este trabalho foi inspirado principalmente no artigo dos professores,Haraldo Clark, e
,Ronald Guardia [6] onde estudamos a existéncia e unidade de solugao para um Sistema
Termoelastico Acoplado, bem como o decaimento da Energia associado ao sistema.

Assim tomando Q C R™ um subconjunto limitado com fronteira suave I'. Em Chipotle-
Lover [13] foi investigada uma equagao parabdlica descrevendo a média da difusao, por
exemplo, da temperatura em todo o seu dominio. Mais precisamente, se 8 = 0(x,t) é a

temperatura relativa, a equagao:
0" — a(l(0))A0 =0 em Q (1)

¢ um modelo aproximado para tais problemas, em que a é uma funcao continua limitada
de R em R, | é um funcional linear continuo de L?(Q) em R que depende do coeficiente
de difusao nao local [, 0(t)dx.

O termo nao-local da equacgao (1) é obtido mediante a aplica¢ao da lei ndo-local de Fourier
, onde o fluxo de calor depende das medicoes de temperatura feitas nao localmente,
mas, em média, através do condutor Q). Assim, a lei material pode ser declarada como
7(7(, t) = —k(t)VO(x, t), onde a fungao k é dada por k(t) = k([ 8(t)dx), isto é, o fluxo
de calor depende da energia térmica total armazenada em Q.

Uma generalizacao direta do coeficiente de difusao nao-local da equagao (1) é o operador

B definido por
B(t)0(-,t) = — Z Bij(9(~,t),t)8§ixj9(-,t) com Byj : L'(Q) x [0, 00— R, (2)

ij=1
que sera usado ao longo deste trabalho. Este aperador B também foi considerado em

Fernandez-Cara [4].

Em Limaco [8] foi derivado um modelo para pequenas vibragoes transversais de uma

membrana elastica assumindo que a densidade do material nao é constante. Mais preci-

1



Sumario 2

samente, quando u = u(x,t) é a deformacao da membrana, um modelo aproximado para
este fenomeno fisico pode ser escrito para uma equacao dissipativa do tipo de membrana

com coeficientes varidveis como este.

u”—M(-,-,JIVu(t)I%)Au%—k(-,-)u’ =0em Q (3)
Q
onde M = M(x, t,A) = M(x,t) + My(x,t,A) e k = k(x, t) s@o fungoes reais definidas em
Q x [0,00) x [0,00) e O x [0, 00), respectivamente.

!/ .
Se o momento, ku for anulado temos um modelo de membrana conservativa

"

u —M(-,-,qu(t)@)m:o em Q, (4)
Q

considerando o efeito da temperatura em alguns fenémenos oscilatoérios origina-se o sistema

termoeldtisco acoplado, um acoplamento natural é através do operador (a - V) definido

por i a0y, sendo a = (aj,...,a,) € R™ constante.

i=1
Assim iremos investigar a existéncia e unicidade do seguinte problema:

W =M(- - [IVu(OR)Au+ (@ V)0 =0 em Q
Q

0 +BO+(a-V)u =0em Q
u=0=0em X
U(X, O) = UO(X),'LL/(X, O) =1 (X)v e(X7 O) = eO(X) em ()

onde as derivadas de (5) sdo no sentido das distribuigoes de Schwartz.
A existéncia de solugoes globais do problema (5) é estabelicida impondo algunas restrigoes
sobre as condigoes iniciais 1y, u; e 8y, onde supomos que uy € HA(Q) N H3(Q), uy,0y €

H}(Q) e defimos a seguinte constante real positiva

Ko = = |[Vwl* + V0> + Cof (IVel*) ||Aug|? (6)

N | —



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados necessarios, para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao dos conteudos abordados nos capitulos seguintes.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definicao 1.1.1. Seja E um espago vetorial normado. O dual topologico de E, ou sim-
plesmente dual de E, o qual representamos por E', é o conjunto de todos os funcionais

lineares continuos f: E — R.

Defini¢ao 1.1.2. (Convergéncia Fraca). Sejam E um espago de Banach e (xx)xen uma
sequéncia de E. Entao, xy converge fraco para x em E, notacdo xi. — X, se, e somente

se, (f,x) — (f,x), para todo f € E'.

Definig¢ao 1.1.3. (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espago de Banach e (fy)xen)
uma sequéncia de E'. Entdo, fi converge fraco estrela para f em ', notacdo fic — f, se,

e somente se, (fi,x) — (f,x), para todo x € E.

Observacao 1.1.1. Lembremos que as topologias fraca e fraca estrela, num espaco E, sao

representadas por o(E,E') e o(E', E), respectivamente.

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos
Seja E um espago normado. Em E podemos definir a aplicacao
J:E— B’ (J(x),f) = (f,x) para todos x € Ee f € E,

3



Capitulo 1. Notacgoes e Resultados 4

A qual é chamada de mergulho candnico de E em E".

Defini¢ao 1.1.4. (Espa¢o Reflexivo). Um espa¢o normado E € dito reflexivo quando o

"

mergulho canonico for sobrejetivo, isto €, J(E) = E .

Definicao 1.1.5. Um espaco normado £ que tem um subconjunto enumerdvel e denso

em E € dito separdvel.

Teorema 1.1.1. (Banach-Aloglu-Bourbaki) Para todo espago normado E, a bola
Bp ={f € E';||f] < 1)

¢ compacta da topologia fraca estrela.

Demonstracao. Vide [1], pag.66.
Lembremos que um espaco topologico X é metrizavel quando existir uma métrica em X

que define a topologia de X. Agora, podemos enuciar o seguinte:

Teorema 1.1.2. Seja E um espago de Banach. Entao, E é separdvel se, somente se, a

bola unitdria (Bg, o(E',E)) for metrizdvel.
Demonstracao. Vide [1], pag.74.

Corolario 1.1.1. Sejam E um espaco de Banach separavel e (fi)xer uma sequéncia
limitada do seu dual E'. Entdo existe wuma subsequéncia (fi;)jer de (fr)xer que converge

fraco estrela.
Demonstragao. Vide [1], pag.76.

Teorema 1.1.3. Em uma espago de Banach reflexivo, toda sequéncia limitada possui

subsequéncia fracamente convergente.

Demonstracao. Vide [1], pag.69.

1.2 Teoria das Distribuicao Escalares

1.2.1 Notacoes

Chamamos de multi-indice a qualquer n-upla &« = (&4, ..., &), onde &; € N, para cada
i=1,...,n. Escrevemos « € N*. A ordem de um multi-indice &, denotada por || é o
inteiro positivo

lot| = o1 + ... + oty
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O operador derivada parcial, de ordem «, o« € N™, denotado por D%, é definido por

olxly

D*u=
0%l ...o0x"

1.2.2 O espago CJ(Q)

Sejam O C R™ um subconjunto aberto do R™ e ¢ : QO — R uma fungao real continua.
O suporte de ¢, denotado por suppd, é o fecho do conjunto dos pontos x € Q) tal que

d(x) # 0. Representamos por

suppd =[x € O; p(x) Z0)

Defini¢ao 1.2.1. Denotamos por CF(Q) a classe de fungoes reais em Q, infinitamente

diferencidveis e cujo o suporte é compacto, isto ¢€,
b € C(Q) = ¢ € C®(Q) esuppd é compacto.

Definigao 1.2.2. Sejam QO C R™ aberto e (bx)xer uma sequéncia contida em C3(Q).

Dizemos que (dy)xer converge para ¢ em CP(Q) quando:

1. ¢ € CP(Q) e existe um compacto K C Q tal que suppd C K e suppdy C K, para todo
k € R,

2. D% — D*P, uniformente, para todo multi-indice o« € N™.

O espaco C3°(Q)), munido com a nogao de convergencia acima é denotado por D(Q).

1.2.3 A Derivada Distribucional

Definigao 1.2.3. Seja Q C R™ um aberto. Uma aplicacio T : D(Q) — R € uma

distribuicao, quando for linear e continua, ou seja,

1. T(op + Bd) = «T(P) + BT(P), para todos P, d € D(Q)

2. Se o — & em D(Q) entao T(Ppy) — T(d) em R.

O valor da distribuicao T em D(Q) sera reprsentado por (T, ).

O espaco das distribui¢oes em D(Q) também pode ser munido com uma nocao de

convergéncia, & qual, é dada a seguir através da seguinte definicao.
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Definigao 1.2.4. Considere o espago das distribucoes em D(Q). Dizemos que a sequéncia

(T)ker converge para T, nesse espago, quando a sucessio ((Ty,d))xer converge para

(T, d), para todo d € D(Q).

O espaco das distribui¢oes em D(Q), munido com a nogao de convergéncia acima, é

denotado por D'(Q).

Agora, iremos tratar de um conceito muito utilizado na teoria das Equacoes Diferen-
ciais Parciais (EDP), que é a derivada no sentido das distribui¢ées ou derivada sequndo

Sobolev-Schawartz.

Definicdo 1.2.5. Sejam Q C R™ wm aberto, T € D'(Q) e « € N™ um nulti-indice.
Definimos a derivada distribucional de ordem o de T como sendo a aplicagdo linear e

continua D*T : D(Q) — R, dada por
(DT, ) = (~=1)*YT, D),V € D(Q), Yo € N™.

Segue da defini¢ao acima, que cada distribuicao T possui derivadas de todas as ordens.

Notemos que a aplicacao

D*: D'(Q) — D(Q)
T —  D*T
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D'(Q) , ou seja, se Ty — T em

D'(Q) entdo D*Tx — DT em D' (Q).

1.3 Os Espacos LP(Q)

Definigao 1.3.1. Sejam Q C R™ um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < oo €
definido
LP(Q) ={f: Q — R; f mensurdvel e |fP € L'(Q)}

O espaco LP(Q) com 1 < p < oo é um espago de Banach equipado com a norma

1

| £l )= H If(x)!pdx}p.
Q
Definigao 1.3.2. Seja O C R™ um subconjunto aberto. Definimos:

L>(Q) ={f: Q — R;f menurdvel e 3C constante tal que |f(x)| < C}
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O espaco L°(Q) é um espaco de Banach equipado com a norma
| f |l (0)=inf{C; [f(x)| < C q.s em Q}.

Teorema 1.3.1. (Desigualdade de Hélder). Sejam as fungoes f € LP(Q),g € L9(Q) com

1 <p< oo eq o expoente conjugado de p; isto é % + ﬁ =1. Entao f.g € L'(Q) e

|, tfalax <11 1011 usco
Demonstragao. Vide [15], pag.8.

Teorema 1.3.2. Sejam (fy)xen uma sequéncia em LP e f € LP, tal que || fy — T ||L»— 0.

Entao existe uma subsequéncia (fy;)jen de (fi)xen € uma fungao h € LP tal que
(a) fi;(x) = f(x) ¢.5 em Q.
(b) Ifi,(x)] < h(x) para todo k e q.5s em Q

Demonstragao. Vide [1], pag.94.

Definicao 1.3.3. Diz-se que a funcao f: QO — R € localmente integravel em Q, quando

f € integravel a Lebesque em todo compacto K C Q. O espaco das funcdes localmente

1

loc(Q)- Em simbolos tem-se

integrdveis € denotado por L

f el (Q) < J [fldx < oo, para todo compacto K C Q.
K

Teorema 1.3.3. (Desigualdade de Young). Sejamp > 1 e q > 1 reais tais que %—l—% =1.

Dados a >0 e b > 0 entao vale

valendo a igualdade se aP = b9.

Demonstracao. Vide [5], pag.622.

loc

Lema 1.3.1. (Du Bois Raymond). Seja u € L} .(Q) e (Ty, @) = [u(x)@(x)dx para
Q

toda @ € D(Q). Entao T, =0 se, e somente se, w =0 quase sempre em Q.
Demonstracao. Vide [12], pag.8.

Observagao 1.3.1. Outro resultado interessante € que a derivada de uma fungdo L}, .(Q),

nao é em geral uma fungao de L}, .(Q).

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes conhecidas sob a denominacao de Espacos de Sobolev.
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1.4 Espacos de Sobolev

Definigao 1.4.1. Sejam uma aberto do R™, 1 <p < oo em € N. O Espaco de Sobolev
que denotamos por W™P(Q), € o espaco vetorial das funcoes em LP(Q) cujas derivadas
distribucionais de ordem o pertencem a LP(Q), para todo multi-indice & com |x| < m.

Simbolicamente escrevemos:
W™P(Q) ={uelP(Q);D*u e LP(Q) para todo « tal que || < m}.

O espago W™P(Q)) com 1 < p < oo é um espago de Banach equipado com a norma

<=

I lwmrion= (X |

loal<m 7€

ID*u(x)[P dx) ,

Também W™>(Q) é um espaco de Banch com norma

| wlwmee(q)= Z sup ess|D*u(x)|.

laxl<m
Quando p = 2, 0 espago W™P(Q) serd representado por H™(Q) que é um Espaco de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™(Q) sado dadas

por

(Wv)imo) = ) (D, D™V)12(q) e HuHHm(QF( > J ID"‘u(X)I2dx>2

|l <m loj<m 72

Agora vamos apresentar algumas desigualdades de Sobolev que serao uteis no desen-

volvimento do trabalho.

Coroldrio 1.4.1. Supanhamos que Q é um conjunto aberto de R™ e de classe C' com T
limitado, seja 1 < p < oo entao tem-se:
Se p<n, W'P(Q) < [P(Q), onde L =11
Se p=mn, W'P(Q) < 1L9(Q), para todo ( € [p,+o0);
Se p>mn, WHP(Q) < L*(Q).
e todas estas injecoes sao continuas. Além disso, se p > n tem-se que para todo

u € WHP(Q) wale:
i)~ ul)l < C | w fwir K~y qs x,y €Q

onde o« = 1—(n/p) e C dependa apenas do Q,p en. Em particular WP (Q) < C(Q).
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Demonstracao. Vide [1], pag.285.

Teorema 1.4.1. Supanhamos que Q € um conjunto aberto de R™ e de classe C* com T’
limitado, seja 1 < p < oo entao temos as sequintes injecoes compactas
Se p<n, WHP(Q) — L9(Q), para todo q € [1,p*) # = % -1
Se p=mn, WHP(Q) < L9(Q), para todo ¢ € [p,+c0);
Se p>n, W'P(Q) — C(Q).
Em particular veja [1] WP (Q) — LP(Q), com injecoes compacta para todo p e para

todo n.
Demonstragao. Vide [1], pag.285.

Definicao 1.4.2. Seja Q um subconjunto de R™, definimos

———W™P(Q

W) =D

Teorema 1.4.2. (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q é um subconjunto
aberto e limitado do R™ e 1 < p < co. Entao existe uma constante C (dependendo de Q
ep) tal que

| u|r)< C|l VU ||Lr(q), para todou € Wé’p(Q).

Demonstracao. Vide [1], pag.57.

1.4.1 Identidade de Gauss

Denotamos por D(Q) ao espaco formado pelas restricoes & Q das funcées f € D(R™).
Temos que se Q C R™ é um aberto, limitado cuja fronteira ' bem regular entdao D(Q) é

denso em H'(Q). Além disso, se f, g € D(Q) vale a identidade

0
(f )dx:J fgvidrl,
JQ 0x; J r J

onde v; = cos(xi, V), v representando a normal unitdria externa a I'. Portanto,

of 0
J gdx = —J 729 ax + J fgvidl',
Q o 0 r

aXi X1

para todo par f,g € D(Q). Por densidade, temos que a indentidade acima, denominada

identidade de Gauss, vale para todo para f,g € H(Q). Veja [12], por exemplo.
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1.5 Espacos LP(0, T: X)

Nessa secao, estendemos as nocoes de mensurabilidade e integrabilidade as fungoes

f:[0,T] — X, onde X é um espago de Banach e cuja norma é representada por || - ||x

Definicao 1.5.1.

1. Uma funcao s : [0, T] — X € chamada simples quando tem a forma

n

s(t) = Z Xe: (tug,

i=n
onde cada Ey é um conjunto Lebesgue mensurdvel de [0, T], Xg, € a fungdo caracteristica

de E; euw; € X, para cadai=1,...,n.

2. Uma funcao f : [0,T] — X € fortemente mensurdvel quando existe uma sequéncia de

fungoes simples sy : [0, T] — X tal que
sx(t) — f(t) em q.s de [0, T].

Definigao 1.5.2. Seja X um espa¢o de Banach. Denotemos por LP(0,T;X), com
1 < p < o0, o espaco vetorial das (classes de funcoes de f) fungoes f : (0,T) — X

fortemente mensurdveis, tais que hd aplicagcao t —|| f(t) ||[x€ LP(0,T).

O espago LP(0,T; X), com 1 < p < 0o é um espago de Banach com a norma

T =

-
I o= ( | 11700 I a)

0
O caso p = o0, temos que L*(0, T; X) é completo com a norma

IF e om)= sup ess || £(t) |[x .

Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L%(0,T; X) é um espaco de Hilbert

cujo produto interno é dado por

N
(f,9)r2001m:x) = J(f(t), g(t))xdt.
0

Onde (f(t), g(t))x é um produto interno em X.
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Observagao 1.5.1. Vemos que, quando X € reflexivo e separdvel e, 1 < p < oo, entdao
LP(0,T; X) € reflexivo e separdvel e além disso, seu dual topoldgico LP (0, T: X)" identifica-
se com o espago de Banach L9(0,T;X'), sendo q o conjugado de p, isto ¢, %—f— % =14
dualidade entre LP(0,T;X) e L9(0, T: X') € dada na forma integral

.
(f, 9 rao X )00 (0,1x) = J(f(t)’ g(t))x xdt,
0

onde (.,.)x' x representa a dualidade entre X e X'

O dual topoldgico de L'(0,T; X) identifica-se com L=(0, T; X').

A seguir, enuciamos importantes resultados concernentes aos espacos LP(0,T;X) e

foram essenciais para o desenvolvimento de nosso trablaho.

Proposigao 1.5.1. Sejam X e Y espagos de Banach e suponha X — Y. Sel < q<p < o0
entao

LP(0,T; X) <= L9(0, T;Y).
Demonstragao. Vide [10] .

Teorema 1.5.1. (Aubin-Lions). Sejam B, B, By espacos de Banach, By e By reflexivos,
a imersao de By em B é compacta, B imerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < o0 e W
0 espago

W ={uelP0,T;Bg);u €LP(0,T;B;)}
equipado da norma

I ffw=ll wllroo,miBo) + Il W [[rr (0,158,

Entao W é um espaco de Banach, e a imersao de W em LP°(0,T;B) € compacta.
Demonstracao. Vide [7] .

Observacgao 1.5.2. Uma consequéncia do teorema de Aubin-Lions: se (Un)nen € uma
sequéncia limitada em 12(0,T;Bg) e (W, )nen € uma sequéncia limitada em 12(0,T;By)
ent@o (Un)nen € limitada em W. Dai, seque-se que existe uma subsequéncia (Un, )xen de

(Un)nen tal que u,, — u forte em L2(0, T; B).

Proposicao 1.5.2. Sejam X e Y espagos de Banach tais que X é imerso, conlinua e

densamente, em Y. Suponha que f € L}(0,T:X) e f € L}(0,T:Y). entdo f € C°(0,T:Y).

Demonstracao. Vide [2] .
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1.5.1 Distribuicao Vetorial

Sejam f € LP(0, T; X), fixada arbitrariamente, e ¢ : D(0, T) — X a aplicacdo dada por

)
(T, ) = Jf(t)fb(t)dt, Vo € D(0,T).
0

Note, primeirante que a integral acima é um vetor de X. Observe também que T
é linear e continua. Com efeito a linearidade é imediata e, quanto a continuidade, seja

(bx)ken uma sequéncia em D(0, T) tal que ¢ — 0 quando k — co. Entao,

I {te, &) [Ix

H I f(t)d)kdtHX
TE£0) [x b (t)ldt

(ST 1) (57 19d2)°

N

N

sendo % + é = 1. Portanto,

| {te, &) [Ix<[| £ [ee om0 Il x [[Lao,m

Como ¢y — 0 uniformente, temos, que (ts,d)) — 0, quando k — oco. Concluimos
que T¢ € continua.
Dizemos que T¢ é uma distribuicao D(0,T), a valores no espaco vetorial X, definida

por uma funcao f € LP(0, T; X) e escrevemos:
¢ € L(D(0,T); X).

O espacos L(D(0,T); X) é denominado espaco vetorial de todas as distribuicoes em

D(0,T) tomando valores em X.

1.6 Existéncia e Prolongamento de Solucoes de EDQO’s

Seja D um subconjunto aberto de R™*! cujos os elementos sao denotados por (t,x), onde
teRexeR"esejaf: D — R™ uma fungao nao necessariamente continua. Associado
a funcao f e & um ponto (tg,xg) € D temos o Problema de Valor Inicial (PVI), também

chamando de Problema de Cauchy,

x = f(t,x) (L1)

x(to) = %o
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Defini¢ao 1.6.1. Uma solugao, no sentido, do Problema de Cauchy (1.1) é uma fun¢ao

b(t) absolutamente continua, tal que, para algum nimero real p > 0, tenhamos
e (t,d(t)) € D para todo t € [tg— B, to + B,
e d(to) = xo,
o &'(t) =f(t,d(t)) quase sempre em [tg — B, to + B

Defini¢ao 1.6.2. Dizemos que uma funcao f : D C R — R™" satisfaz as condigoes

de Caratheodory quando:
e f(t,x) é mensurdvel em t, para cada x fixado;
e f(t,x) € continua em x, para cada t fixado;

e para cada compacto K C D eziste uma funcao my(t), integravel, tal que,
| £(t,%) [[rn< muc(t), V(t,x) € D
Considere o retangulo R = {(t,x) € R""L: |t —t5| < a e [x —xg| < b} com a,b > 0.

Teorema 1.6.1. (Teorema de Carathéodory). Seja f:R — R™ satisfazendo as condig¢oes
de Carathéodory em R. Entdo, o problema (1.1) admite um solugdo $(t) sobre algum

intervalo [t — to] < PB.

Demonstragao. Vide [14], pag.156.

Uma consequéncia imediata do Teorema de Carathéodory é o seguinte resultado:

Corolario 1.6.1. Sejam D C R™*! gberto e f : D — R"™ satisfazendo as condicoes de

Carathéodory. Entao, o problema (1.1) tem solugdo, para todo (tg,x¢) € D.

Sejam ¢(t) uma solucdo de x' = f(t,x) sobre um intervalo I C R e J tal que I C J.
Dizemos que ¢ (t) tem prolongamento até ] quando existir umas aplicagao ¢ : ] — R™ tal
que @ é solucdo de x" = f(t,x) e @ = ®. Um resultado muito importante para o nosso
trabalho e que é consequéncia do Teorema 2, enunciado na pag. 159 de [14] é a seguinte

proposicao.

Proposigao 1.6.1. Sejam D = [0, T] x B, sendo T um nimero real positivo, B = {x €
R™ x| < bcomb >0} ef:D — R"™ satisfazendo as condicoes de Cathéodory. Além
disso, considere (t) uma solucao de

x = f(tx);

X(t)) = xo, Ixol <D.
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Suponha que em qualquer intervalo 1 onde &(t) estiver definida, se tenha d(t) < M, para
todo t € I, M independente de I e M < b. Entdo ¢ tem um prolongamento até [0, T].

Demonstragao. Vide [14], pag.164.

1.7 Funcoes Préprias e Decomposicao Espectral

Teorema 1.7.1. Suponha Q um subonjunto aberto e limitado do R™. Entao,

1. Existe uma sequéncia de nimeros reais (Ax)xen satisfazendo:

0< Al <A< A3

Ax — 00 quando k — oo.

2. Eziste uma base ortonormal (ey)xen de L2(Q) tais que ey, € H{(Q) e, além disso

—Aek = 7\kek

ex. = 0emT

para todo k € N. Onde ' = 0Q) fronteira de Q)
Dizemos que 0s niimeros (Ay)xen sdo autovalores de —A, com a condicdao de Dirichlet,ey, =
0 em T e que as funcoes ey sao as autofungoes associados aos autovalores. Se, além disso,

I de classe C? entdo temos que ex € H%(Q), para k € N.

Demonstracao. Vide [5], pag.335.

1.8 Desigualde de Gronwall

e Forma integral Sejam C > 0, f: (s, T) — R wma funcdo integrdvel, com f(t) > 0

quase sempre em (s, T) e g:[s, T] = R uma funcao continua e nao negativa,tal que

t

g(t) < C +J f(£)g(£)dE, Yt € [s,T)

S

Entao

Demonstracao. Vide [2], pag.55.
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e Forma diferencial Seja n(.) um funcdo ndao negativa e absolutamente continua em
[0, T]

o Se n satisfaz, para quase todo t € [0, T], a desigualdade diferencial

!

n (1) <¥(t) + e(t)n(t),

onde P (t) e n(t) sdo fungoes nao negativas e integraveis em [0, T], entao

t

n(t) < elo@ls)ds [n(O) +J ll)(s)ds]

0
para todo 0 <t < T.
o Em particular, se < ¢n em [0, T] e n(0) = 0, temos
n=0em [0,T].

Demonstracao. Vide [5], pag.624.



Capitulo 2

Existencia e Unicidade

Neste capitulo mostramos a existéncia e unicadade de solugoes solucoes fortes para o sis-

tema termoeldstico nao-linear com coeficientes nao-local

"

u' (1) — M(x, t, [Vu(t)})Au(t) + (a- V)0 =0 em Q (2.1)
0'(t)+B-0+(a-V)u =0em Q (2.2)

Submetido as condigoes iniciais de fronteira

u(x,0) = up(x),u (x,0) = uy(x),0(x,0) = 0y(x) em Q (2.3)
u=0=0em X (2.4)

onde Q é um suconjunto aberto do R™ com fronteira suave e limitada. Denota-se Q =
QO x]0,T[. Para obter a existéncia e unicidade de solugoes globais do problema misto

(3.1)-(3.4) consideras-se as seguintes hipéteses adicionais sobre M, B:

M € CI(Q x [0,00) x [0,00)), 0 <my< Mx,t,A) < Cof(A)
M(X7ta }\) = Ml(X,t) + MQ(X7t77\);

(2.5)
oM < p <0,[0:Malr < Cig(A),[0M|r < Coh(A)
f,g,h € C([0,00) x [0,00)) sdo estritamente decrescente;
Bij : L'(Q) x [0, co[— R tais que :
IBij(w, t) — Bij(z, s)lr < L(Iw —zl12(0) + [t — s|r) 2.6
2.6

para todo (w,s), (z,s) € L2(Q) x [0, Tl,
Y Bij(z,t)&:& = Bolélz ;V(z,t) € L' x (0, T); VE € R™.

i7j:1

16
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2.1 Existéncia de Solucoes Fortes

Mostra-se aqui a existéncia de solugoes fortes para o sistema (3.1)-(3.4).

Definig¢ao 2.1.1. Um par de funcoes {u, 0} definidas em Q x [0,00) com valores reais €

solugdo forte do sistema (3.1)-(3.4), desde que

u e L2 (0,00, H{(Q) NH2(Q)),u’ € L2 (0, 00; H(Q)),

loc loc

0 € 122.(0,00; H)(Q)) N L3, (0, 00; H2(Q)),

loc loc

u e l® (0,00;12(Q)),0 €12 (0,00;12(Q)),

loc loc

e as fungoes {u, 0} satisfazem o sistema (3.1)-(5.4) quase sempre.

Teorema 2.1.1. Suponha uy € H{(Q) NH?(Q), uy,00 € HY(Q) e

2CnpK 2CqoK
Q O) %-}l( [ORA0)
my my

)KO] < —g (2.7)

Cs gl

onde Cg € uma constante real positiva definada em (2.22). Entao existe solugao forte do
sistema (3.1)-(3.4) com as hipdteses (3.5) e (3.6). Além disso, se 1 é uma func¢do real
continua estritamente decrescente definida em [0, 00[ e existe uma constante real positiva
Cy tal que

IVM(x,t,A)lr < C4l(A), (2.8)

entdo a solucdo € unica.

Demosntragao: A demonstragao do Teorema 2.7. é baseada nos métodos de Lions-
Faedo-Galerkin e de compacidade, a qual é organizada nas seguintes secoes:
3.1.1 Solucgoes do problema aproximado;
3.1.2 Estimativas ”a priori "das solucoes aproximadas;
3.1.3 Passagem ao limite das solucoes aproximadas
3.1.4 Verificacao dos dados iniciais;

3.1.5 Unicidade de solucoes.

2.1.1 Solugoes do Problema Aproximado

Usaremos aqui o método de Faedo-Galerkin-Lions, no qual tomamos uma base de auto-

funcoes (wj)jen solugao do problema espectral:

(Vwj, Vw) = Aj(wj, w), Vw € Hy(Q), V) = 1,2, ..
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Fixado m € N, considere o espaco Wy, = [wy, Wy, ..., W] e u,, € W,,. Entao podemos

escrever:

Uy = Z gjm(t)wj (X)7 em - Z hjm(t)wj (X)
j=1 j=1

Como estamos em W, = [Wy, Wa, ..., W] podemos considerar v, w como uma das funcoes
da base, wy € H}(Q) assim temos o seguinte problema aproximado.
(u (1),v) — (M(., t, [Vuml?,v) + ((a- V)0m(t),v) =0
(00, (1), W) + (B(£)Brm, w) + (@ V)i (t), W) =0
Um (%, 0) = upm (x) = up em HJ(Q) N H*(Q) . (2.9)
Om(x,0) = Bgm(x) = 0y em H}(Q)
0) =wm(x) — u em H}(Q)NH*Q)

/
Un, (%,

Derivando as fungoes aproximadas temos

Reescrevendo as equcoes acima

(2 G000 M00) = MUY g (63 (X)P) 3 gy (1) (x), 01 (X))
j=1 j= j=1
5 hym(®)((a- ¥))wy (), wilx)) = 0
j=1
5 R (00w (0, wi(x)) + 2 B(URj (0w (x), i) + 3 gym(D)((a - ¥y (x), wi(x)) =0
\ j=1 j=1 j=1

para l =1,2,3,...,n podemos escrever na forma matricial
10 ..0 ] g1 (t) (Aw,wy) .. (AW, wy)

Jom (1) (Awi,wa) . (AW, wo)

MV I, gjm (W (X))

gmm(t) (AWl,Wm) .. (AWm,Wm)
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(a.VIwg,wy) . ((a.V)wg,w) him(t)
((a.VIwi,we) o ((a.V)wm, ws) ham (t)

4 =0
((a.V)wl,wm) .. ((a.V)wm,wm) hmm(t)
10 0 hy,, (1) 10 0 him(t)
0 1 0 h,,. (1) LBy 0 1 0 hom (t)
0 0 1 h . (t) 00 ..1 R (1)
(a.VIwi,wi) . ((a.V)wy,wy) Iim(t)

N ((a.VIwi,we) o ((a.V)wim, ws) om (t) 0
((a.VIw,wi) o (@ V)W, W) Irmm (1)

ainda podemos escrever o sistema acima da seguinte maneira:
A= (W17W1)7 F= ((G.V)Wj,W[), E= (AWj,W[),Y - (glm(t)a D) gmm(t))ta
X = (hlm(t)v 7hmm(t))ta D(Y) = M('7t7 Z IQ Ylvw]dx')

j=1

observe que a matriz A é invertivel pois det A # 0 assim temos que:

AY' —D(Y)EY4+FX =0
AX +B(AH)AX+FY =0

multiplicando pela matriz inversa A~! teremos

Y'=A"'D(Y)EY — A 'FX
X = —-A"'B(t)AX — A'FY’

X(t)
Fazendo Z(t) = | Y(t) entao:
Y'(t)
X'(t) —A'B(t)AX — ATFY’ —AFY’
ZH= Y@M |= Y'(t) = v |+
Y’ (t) AT'D(Y)EY — A 'FX A—1FX
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—A'B(t)AP(Z) 0 —A"F 0 X(t) —A"'B(t)APy(Z)
0 = 0 0 I Y(t) + 0
ATID(Py(Z))EPy(2) —A~1F 0 0 Y'(t) ATID(Py(Z))EPy(2)

tomando que:

0 —AF 0 _A!B(t)AP,(Z)
“A'F 0 0 A—1D(P,(Z))EP,(Z)

assim o sistema € equivalente a:

onde F(Z,t) = Fi(Z,t) + Fo(Z,1) e F: R®™ x R — R®™ ¢ as funcoes P; : R®™ — R sao
funcoes projecoes. A seguir mostra-se que o sistema acima esta nas condi¢oes do Teorema,

de Caracthéodory. De fato, seja U =] x [0, T] onde | ={Z € R*™;|Z| < ky}

1° F(z,t) é mensurdvel para cada t fixo. De fato, sendo F;(Z,t) uma funcao que in-
depende de t é mensuravel para cada t fixo. Como B(t) é um funcional linear continuo,
B(t) € L'Y(Q) x (0,00] entdao a funcao Fo(Z,t) é mensuravel em t, assim resulta que

F:R3>™ x R — R®>™ é mensurdvel em t para cada Z fixado

2° F(z,t) é uma funcao continua em Z para cada t fixo. De fato como as projecoes
P, P, sao continuas e pela continuidade de D obtempos que D o Py entao Fo(Z,t) é uma
funcao continua, temos diretamente que F;(Z,t) é também uma funcao continua em Z,

para cada t fixo.

3° F(z,t) exite uma funcao integravel m(t) de tal modo que [F(z,t)| < m(t), onde(Z,t) €
U, de fato, temos :

[F(z, )] < [F1(Z, )] + [Fo(Z, ).

Como Z pertence ao compacto K entao existe uma constante tal que

IF(Z, 1) < ko
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e pela continuidade das fungoes Pq, Py, D o P; no compacto K existem constantes reais tais
que

[Fo(Z,1)] < k1B(t) + ko.

Concluimos que o problema de Cauchy satisfaz as condigoes de Caracthéodory. Assim as
funcoes gjm (), hjm(t),j = 1,2, ..., m existem e satisfazem o problema aproximado, sendo

gjm(t), hjm(t) absolutamente continuas em [0, t;,[ com ty, < T.

2.1.2 Estimativas ”a priori”’das Solugoes Aproximadas
[ (W (1)) = (Mt 7 w2 v) + ((0.57)0,(8),9) =0
(07,(), W) + (B(£)0m, W) + ((a.7)u, (t),w) =0
m(%,0) = Uom (x) = o em Hj(Q) N H*(Q) : (2.10)
Om(x,0) = Bgm(x) = 0y em H}(Q)
0

u, (x%,0) = W (x) = w em HH(Q)NH2(Q)

e

\

Na secao anterior, mostramos a existéncia de fungoes {un, (t), 01, (t)} solu¢oes do problema
aproximado 2.10 em [0, t,,,). Este intervalo serd estendido ao intervalo [0, T], onde T é ar-

britario, gracas as estimativas I.

Observacao 2.1.1. No cdlculo dessas estimativas por questao de simplifcacdo dos cdlculos

fazemos wn =u e 0,, =0

Estimativas I. Tomando v = —Au’(t) e w = —AB(t) no problema aproximado, te-

mos:

o%(Vu', vu') =2(Vu',vu') = 2J vu'vu'dx = 2(—J uAu) =20, —Au)
Q

Q
1 d 2 _ " I
= §E|VLL| =(u,—Au) (2.11)
-i(ve, Vo) =2(Ve', Vo) = QJ Vo 'Vodx = 2(—J 0'A0) =2(8",—A0)
1 ,
= —£|ve|2 = (0',—A0) (2.12)

2dt
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o(B(t) - O(t), —AB(t)) = (— Yy Bij(e(t),t)aiixje(t),—AG(t)> —

ij=1
J Z Bi;(0 07,,0(t) > 92 6(t)dx = J > By (0(t), )27, 0(t)V - (VO)dx
o b=l k=1 o hi=l
aplicando o teorema do divergente e integrando por partes, bem com a hipotese sobre os

funcional B(t),:

J Z By (0(t), 1)2 ., 8(t)VOdx =
1]k 1
3 By(ert. 00k, t)ve)aQ—JijZ_IBij(e(t) 262 Vet

[ 3 By(00,122,,, 00022, 00 = (3~ B, (6(0),12%,,,001).2%,.,0) > BOLWIf:,
o bi=1 i,j=1

= (B(1) - 0(1), ~A0()) > Bl0[t),s (213)
o & (ML LITUUPIAWE) = S ML ITUUP) AWM IVu(0P) < Au()R
dt ] R) — dt g . R g dt R

= 2 (Mu () + My, & [DU(OP I + M £ [Va(0)) S au(t) =
0 My (x, t)|AU(t) R+ My, .1, [Vu(t) ) Au(t)2+20AMa(., .t, IVu(t)?)|Au(t) R (Vu', Vu)
M Vu(OP) S Aol

Multiplicando por % e integrando em Q. observando que 0,M = 0, M temos que:

% J 4 (M(., t, IVu(t)lz)IAu(t)l@ dx =+ J 0 M (x, t)|Au(t) [z dx

dt 2
Q Q
% J M (., .t, [Vu(t) ) Aw(t) 2 dx + % J 20\ M (., .t, [Vu(t) ) Au(t) 2 (Vi , Vi) dx+
Q Q
1JM(. £ IVa()P) - Au() dx.
2Q Y dt R

= %El;M t IVu(t)?) Au(t)Rdx = %é%(l\/{(.,t, [Vu(t)?)|Au(t) 2 dx
—%gf)a M (x, t)|Au(t)Fdx — %gj;atM2('7 4, [Vu(t)?)|Au(t)[f dx— (2.14)

| [AMa (., 4 [Tut) ) Au(t) x| (T, V).
Q
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Somando as equagoes do sistema aproximado obtemos:

(W' (1), =AU (1)) + (8'(1), —A8(1)) — (M(., t,| 7 ul), —Au'(t)) + (B(t)6, —AB(t))
+((@.7)0(t), —Au' (1) + ((a.v)u'(t), ~A8(t) = 0

Usando as estimativas (2.11) - (2.14) acima obtemos:

1d_ . ., 14d , 1(d ) ) _1J )
= 5 gt VW O+ IVOP | LMt IVuloP)Autfdx— |3V x, Diau(tRdx
Q Q
1

-5 J My (., .1, [Vu(t)P)|Au(t)[Fdx — H 0AMs(., .1, |Vu(t)|2)|Au(t)|§dx} (Vu', Vu)
Q Q

—(B(t)8, —A8(t)) = 0.

Aqui, temos o cancelamento do termos ((a-V)0(t), —Au'(t))+((a-V)u'(t), —A8(t)) = 0.

Pois aplicando o teorema do divergente temos que:
((a-V)u'(t),A0(t)) = J(a VU (£)AB(t)dx = J > aidyu (1)Ad(t)dx
Q Q

= J a;u (t) i 0., AB(t)dx = —
I} i=1

Oe—
2
>
e
=

M3
Q
x
D
=
o
x
|

0 e—
>
e
a
4
D
=
&

I

Assim temos que:
14 [IVu'(t)P +IVO()? + [ M(., t, [Vu(t)P)|Au(t)[zdx | —
Q
[ [ axMa(., ., |Vu(t)|2)|Au(t)|ﬂgdx] (Vi, Vu) =
O (2.15)
[ oM (x, t)|Au(t)Zdx + (B(t) - 6(t), AB)
Q
< SlAu(t)? — Bole(t)!ié
isso implica que:

s [Ivu’(t)l2 +IVO(t)? + [ M(,,t, |Vu(t)|2)|Au(t)|]§dx] + BolO(t) 2% — 2|Au(t)]?
O

<3 [ AMa (x4 VU AU B + [ [ Mol 4, [Vub)P)Au(b) R dx| (Vu', T
Q Q
(2.16)
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Agora usando as hipoteses sobre 0{My, 9xM temos [0:Ms|r < C1g(A), [0AM|r < Coh(A)

assim podemos majorar o ultimo termo da desigualdade acima:

‘% J M (x, t, IVu(t)?)|Au(t) R dx + { J AMy(. t, |Vu(t)|2)|Au(t)|]§dx}(Vu’, Vu)‘
Q Q

1
§J (x, t, |Vu(t )12)) dx|Au(t )dex+J ‘aAM2 t[Vu(t) ( AWt dx V[V
Q Q
1 1
5 J Cig(A)|Au(t)[Edx + 3 J Coh(A)|Au(t !Rdx!Vu ||Vl
Q Q

Cig(A)
2

substituindo na desigualdade (2.16) temos que:

< IAu(HF{ =T + CRIVY [V}

=

N | —

I OF VO [ MOt VP ()R] + Bo (0, — Slau(t)P
Q

< ’AU(tNZ{ Clg(|vu(t)|2)

< 5 + CQh(qu(t)y2)|Vu’HVu|}.

As inequagOes acimas sao o ponto chave para obtermos estimativas das solucoes

aproximada {u, 8} e como consequéncia a restricao aos dados iniciais, defina:

C

V() = S g(IVu(t)) + Coh(IVu(t)) ViV (217)
K(t) == %[!Vu( )|2+!V9(t)!2+JM(.,t, |Vu(t)12)1Au(t)y§dx] (2.18)
Q
Yo = —g (2.19)
assim temos:
K'(t) + Bole(t)ﬁ% + (yo —v(1)|Au(t)? <0 (2.20)

usando a desigualdade de Poincaré |z < Cq|Vz? e |[Vz]? < Cq|Az[?, juntamente com a

hipotese que M(., t,|Vu(t)[?) > my > 0 é facil ver que:
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2K(t) = [Vu'(t)” +Ve(t)l” + J M(., t, IVu(t)P)lAu(t)frdx > [Vu'(t)?

Q

= |Vu' (t)]* < 2K(t)

Agora observe que:

K() = 517w (O + 5IVO(OR + 5 [ (.t IVu(tP iau(t)Rdx
Q

1 / 1 1
> 5IVu ()1 + §|Ve(t)l2§molAu(t)l2

1
= §m0]Au(t)|2.

2
Logo—K(t) > |Au(t)].
L)
Usando a desigualdade Poincaré obtemos:

2Cqo
Mo

IVu(t)P < ColAu(t)? < —2K(b), (2.21)

como g e h sao fungoes positivas decrescentes obtemos que:

Ci4(2Ca 2Co Co
0 < v(t) < Sg(2EaK (1)) + Coh( . K(1)V/K(D,/S2 /K 22
< SHg(RaK (1)) + 20 2 h(3ReK (1)K (1)
fazendo max{%, 2C, %} = C3 temos que :
Y1) < & o2k 1) + 2 2Kw)K()] (223)
0 myo

Agora usando a hipotese que M(x,t,A) < Cof(A) obtemos:

() = 5 {190 (OF + VO[O + | MLt IVu(t)P)au(o)f ax}
Q

<

N | —

(VWP + V80P + | Cof(TuttP)autvkax)
Q

= %{'V“’W +IVO() + Cof(|Vu(t)|2)|Au(t)|2}
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Fazendo t = 0 temos que :

K(0) < S {90 + 1V8(0)7 + Co(ITu(0)P)au(0)P ).

Para a existéncia global de solugoes é estabelecido restricoes sobre a norma ug, wy, 0

onde 1y € H}(Q) N H?(Q) definindo uma constante real positiva,

Ko = 3 [V (OF + 17010} + Cot(IVu(0)P) ] |Au(0)

levando em conta esta constante positiva temos que

K(0) < Ko.

Sendo g, h estritamente decrescente temos que:

2C 2C
¥(0) < Cs|g(=-2K(0)) + h(Z=2K(0)K(0)]
my my
2C 2C
< C3[9( QK0)+h( QKO)KO]
my my
Da hipotese do Teorema 1.2, obtemos:
2C 2C —
gl QKO) + h( QKO)KO < —°
my my 2

= 0 <v(0) <o,

apartir da desigualdade acima formulamos o seguinte lema:

Lema 2.1.1. A func¢ao y € limitada na semireta positiva t > 0 , isto €

0 <y(t) <7vo,Vt > 0.

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Prova 1. Argumentando por contradigdo. De fato, suponha que y(s) > Yo para algum

s > 0. Da desigualdade 0 < y(0) < yo e da continuidade da func¢do y implica que

0 <v(t) <vyo no intervalo 0 < t < tg.

O conjunto {t > 0;y(t) = vo} € nao-vazio pelo teorema do valor intermedidrio e, como

€ a 1magem inversa de um ponto, temos que € também fechado e limitado na semirreta

positiva. Portanto,tem minimo t*.

Se existe 0 < T < t* entdo y(T) # vo temos duas possibilidades
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0 <v(T) <o
y(T) > vo
Sunponha que y(T) > Yo, assim da continuidade da funcao y e do teorema valor
intermedidario, existe sy com tg < s1 < T < t* e tal que y(s1) = Yo. Mas isso € uma
contradicdo , pois t*, consequetemente, a continuidade da funcdo y garante que
Y(t) < yo com 0 < t < t* ey(t) = vo. Da desigualdade (2.20) obtemos que K'(t) <
0 Vt, € [0,t*). De fato temos que (Yo —y(t)) serd positivo, logo

!/ /

K'(t) < K (t) + Bol6(t) QH(zQ) + (yo —Y()IA(B)F <0.
Seja € >0, € € R, tal que 0 < t* —e < t*. Integrando K'(t) <0, de 0 a t* — €, temos:

t*—e t*—e
J K'(t)dt < J dt = K(t* —e) < K(0) < Ko.
0 0
Agora, fazendo t =t* — € em (2.23) temos:

2Ca

VvV CQh<2CQ
v/ My my

Kt —e)) +2C,
m
Usando que K(t* —€) < K(0) < Kq e que g, h sdo estritamente descrescente, temos

Y(t"—e€) < %9( K(t*—e))K(t*—e).

0

. 2C 2C
VIt — ) < Gy g(T-2Ko) + h(T-2Ko)Ko .
myo My
Quando € — 0 usando a hipotese que yo = =2 temos que yY(t*) < Yo, 0 que é uma

contradi¢ao.l]

Logo da desigualdade (2.20) temos:

K'(t) + BolO ()l + (vo— Y(DIAM)® < 0= K'(t) + BolO(t)ffp, <0Vt >0,

Integrando a desigualdade acima temos que

t
JK/(S) + BylO(s) %%Q)ds < 0 ou
0
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t
K(t) — K(0) + By J |e(s)|ﬁfo)dt ou
0

t

K(t) + BOJIG(S)Ia%Q)ds <K(0) <Ky Vt=0.
0

Com a hipotese que M(x, t,A) > my vamos obter as seguintes estimativas

(um) Wmitada em L*(0,00; H}(Q) N H2(Q))
(u,,) limitada em L*(0,00; H{(Q))

(2.27)
(0m) limitada em L*(0,00; H(Q)) N L3(0, 00; H*(Q))

De fato,
o(uy,) limitada em L*(0,00; H{(Q) N H2(Q)).

pois (un(t)) € HJ(Q) N H2(Q) usando a desigualdade de Poincaré temos que

t
< CalVun < 382K (1) < 252 (K(0 +Bo [0(s)i2 ds) < 22Ks
0

2
H(Q

logo sup lum|? < Qi—élKo isso implica que (u,,) Umitada em L*®(0, c0; H}(Q)NH2(Q))
e(u, ) limitada em L*®(0,00; H}(Q))
De fato, u,,, € H}(Q), e da desigualdade de Poincaré obtemos:

t
U ? < CalVu,,[? < 2-eK(t) < 2C—Q(K(t) + By [10(s)? )ds) < 2K
0

mo H%Q

Logo sup [u, [> < 2CoKy ,isso implica que (u,,) limitada em L*®(0, 00; H(Q)).

¢(0,,) limitada em L*(0,00; H}(Q)) N L%(0, 00; H2(Q))
De fato como 0., (t) € H}(Q) podemos usar a desigualdade de Poincaré da segunite

forma
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20m (V] < 290, (0] < 2(IVW(OF + [VO(UP + [ M(,t,[Tu(t)P)Au(t)Edx) <
Q

t
2K(t) < Q(K(t) +Bo [10(s) i%mds) < 2K,
0

Logosup |0, (t)] < Kp ,isso implica que (0,,) limitada em L*(0, c0; H{(Q)).

t
Veja também da desigualdade K(t) 4 By [[0(s)[}. ds < K(0) < Kq temos que
0 ()

(Q

t t
J|e(s) 2 st < K(t) + Bojye(s)m%mds < Ky
0 0

Isso implica que (0,,) limitada em L2(0, co; H2(Q))

Estimaticas 11

Fazendov=1u"ew = 0" em (2.10), obtemos:

" " " "

[ (W (1), 1") — (Mt VP u’) + ((a- ¥)8um (1), 1) =0

(2.28)

i i

(01, (1),0) + (B(t)0m, 0') + ((a- V)u,,(t),8') =0

\

De (2.28) e usando a hipotese (2.5) obtemos as seguintes estimativas

ofu’ (1) — (M, t,[Vum/*, 1) + ((a- V)Bm(t),u") =0

(M(.,t,[VuP),u’) — ((a- V)8(t),u")
(M, t, [Vul), w’) = ((a.¥)8(t),u)]
(M., t, [VuP), w') + [(a- V)8(t),u")]

n

Cof(MIAullw’[ +] 3~ 05,6, u'|

i=1

< Cof(A)lAu/u"| + nmax |a][ V6|

()2

NN

N

e(0'(1),0") + (B(1)0,0") + ((a- V)u'(t),0') =0
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0'(1) = |—(B(1)8,8)) — ((a- V)u'(¢),0)
< I(B1)8,0) +((a- V)u'(t),)
< I(B(1)0,0) +| z’zaxiu/,ew
< (B9, + nmaxlaVil]e’

da estimativa anterior de (2.21) e como f é estritamente decrescente e continua obte-

mos;

"

(u,,) é limitada L*(0,00;L*(Q).)

Agora vejamos que existe uma constante real Cq 1 := C(Q,T) tal que

(B(1)-8(1),8)| < Corle(the(a)

De fato de (2.6),

By (8(x, ), t) — By;(0,0)| < L(B(L) + [the)

Dai
By (8(x, 1), )| — [B45(0,0)| < |By (8(0x, 1),1) = Bys(0,0)| < L(B(L)| + [the)
ou
By (6. t),t)\ < LUB()| + fthe) + [By; (0,0)]
Observe que B(t) - 0(t) = —ZBU ,1)02 ,0(t) com By LY % [0,00[— R
(B(t)-e(t),e’(tn\ - ‘({B(t) 8(1)0(t)dx|
_ ‘J‘i B (0(x, 1), 192, 0(1)0 (1) dx|
Q;.)zl
< 2 [[By(00x,1),1)9%,,0(1)0'(1)]dx
ij=1
< 3 {T08(0)1+ 1) + [Bs 0,0) } 102,,,0(1)9' (D).

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré obtemos:

(B(6)-0(1),0'(1)| < Y {L(Calo(t)]+[t]) + By (0,0) {lO(t)helo (1)) (2.20)

ij=1

da estimativa (2.27) mostra que uma constante real Cq 1 := C(Q,T) tal que
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>~ {L(Calo(V)] + [th) + [By; (0,0} < Cor
ij=1

Combinando os resultados obtidos acima, temos que:

0'(t)] < Carl8(t)e +nmax fa [V

Logo (0..) ¢é limitada em [2(0,T;L%(Q))

m)

2.1.3 Passagem ao Limite no Problema Aproximado

Das imersoes: H}(Q) N H?(Q) — H{(Q) — [*Q) temos que (W,,) é limitada em
L=(0, T; H{(Q) N H2(Q)) e que u.,, é limitada em L®((0, T; H}(Q)). Sendo Q um aberto
limitado do R™, usamos fato que 1 < q < p < oo implica que LP(Q) C L9(Q) assim

temos:

(Um) 6 limitada em L2(0, T;HL(Q) N H2(Q))

(u,,) ¢élimitada em L2(0, T;H}(Q)).
Do Teorema de compacidade de Aubin-Lions resulta que (u,,) possui uma subsequéncia

que converge forte em L?(0, T; H{(Q)

u, —u em [*(0,T;Hy(Q)) e q.s em Qx]0, T[

Sendo (0,,) limitada em L2(0,T;H}(Q)) e que (0,,) é limitada em L2(0,T;L?(Q))
considerando que H}(Q) < H}(Q) < L*(Q) do Teorema Aubin-Lions temos que existe

(0,) em L2(0, T; L3(Q)) tal que:

0, — 0 em L*(0,T;L*)(Q)) e q.s em Qx]0,T|

e Analise da convergéncia do termo M(., ., [Vu,(t)[?)

Queremos mostrar que a diferenga abaixo tende a zero

.
J <M(., t, [Vu, ()P A, (t) — M(., 1, !Vu(t)|2)Au(t),v(t)> dt.
0
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Somando e subtraindo o termo M(., t,|[Vu(t)[*)Au,(t) teremos que:

T T
[ (M(., t, [V, (8)2) Aug () —M(., t, |Vu(t)|2)Au(t),v(t)> dt = | (M(., t, [V (6)2) Au, (1) —
0 0

M(. 1, !Vu(t)P)Auu(t),v> dt+} (M(., t, [Vu(t)]2) At (1) —M(., t, IVu(t)P)Au(t),v(t)> dt =
0

T

J (MO 90 0B -MC  IVu(OP) | Ay, v) ave] (ML Vult)?) | Auy (O -Au(t)],v) du
[O)ara toda v € L2(0, T; L?)(Q)) :

Das limitagoes de (2.27) onde (u,,) é limitada em L>=(0, T; H}) N H(Q)) temos que
(Au,) é limitada em L*=(0, T; H{(Q)) e da imersao H}(Q) < L*(Q) temos que (Au,,) é
limitada em L2(0, T; L*(Q)), que é reflexivo e uniformente convexo, logo existe (Au,) em

L2(Q) tal que

Au, — Au em L[*(0,T;L*(Q)).

Da desigualdade de Poincaré, temos:

Vu, — Vul® < CqlAu, — Aul?

T T
Dal JIVuH — Vuldt < JCQ|AuH — Aul’dt - 0 quando p — oo. (2.30)
0 0
Da hipotese (2.5), [0AM|r| < Coh(A), podemos escrever:
|V, (1)]2 |V ()2
M IVu OB =ML TP =] [ M N < [ G,
R IV (t)2 V()2

(Como h € C!([0,00);[0,00)), entao para qualquer compacto [[Vu(t)?, |[Vu,(t)]
existe uma constante que majora, ou seja existe C € R tal que h(A) < C portanto

teremos que )

|vuu(t)‘2
<C J A = CIVuL (P — [Vu(t)P) < CIVuu(t) — Vu(t)?).
[Vu(t)]?

Assim temos que

IM(, t, [V (8)P) = M, £, [Vu(t)P) . S ClVu(t) - Vu(t)P)
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Assim,

‘M(.,t,!Vuu(t)l) M(.,t, [Vu(t) ‘IAuHH\)]dt

o= -

([M(., t, [V, (1)) — M(.,t, |Vu(t)|2)]AuH,v

C(IVu,(t) — Vu(t)?)|Au,lvldt

o= -

<
T T %

< Clugli=orazion f!Vuu(t)—Vu(t)IQdQ (Jivpat)”.
0 0

Da hipotese (2.5) e da convergéncia feita acima ,(2.30) obtemos que

T T
[ (MOt 90 (0B =M IV(OP) | A, v) dt < Cldwdisorazian (19wt~
0 0

Vu(t)lzdt> (flledt> — 0 quando p — oco.

Pela hipotese (2.5), temos que [M(.,.,A)] < Cof(A) e como f € C'([0,00); 1[0, 00))
entdo para qualquer compacto existe uma constante C € R tal que f(A) < C. Por-
tanto, M(.,t,|Vu(t)?) pertence a L*(Q x (0,T)). Dai, M(.,t,|Vu(t)]?) pertence a
L2(0,T;L%(Q)), ganhando assim que:

IM(., t, [Vu(t) Pz or2an Mizor2)

(M( 4 19u(®)P) [Auy(0) — Au(t)],v) dt‘ <

o= -

[Auu( ) — Au(t)] dt - 0 quando p — oo

0;4-4

Concluimos das duas convergéncia feitas acima que :

}( Db [V, (0)2) Au, (1) — M(.,t,IVu(t)lz)Au(t),v(t)>dt%O quando - 0o
W e 12(0,T: [2(Q)).

e Analise da convergéncia do termo BO,;: vamos prova que:

n
(B : Gu,w) dt — [ (B : 6,w> dt quando p— oo, Yw € L?(0, T;H}(Q)).
0

ol e b

Observe que w € H{(Q)) assim, podemos usar o teorema da divergéncia de Gauss,

obtendo
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T T T n
f(B-GH—B-G,w)dt ) (BGH—BG>wdxd — [ X By(0,(t), )dxn, 0w —
0 00 00Q1ij=1
n T n n
> Bii(0(1),t)0x,x,0wdxdt = [ [ 3~ Bij(0,(t),1)05,0,0,w— 3 By;(6(t),1)0,,00,,wdxdt
i,j=1 00Q1ij=1 i,j=1
n T
= > J [{By(6,(t),1)05,0,05,w — By;(6(t), )04, 0}0,, wdxdt.
i,j=10 Q

Somando e subtraindo o termo Bi;(0(t),t)0x,0,,0,,w teremos que

i(B.eu—B.e w> :"I(fz(Beu_Be>Wdth:

P (J;{Bﬁ(eu(t), t)0x,0,.0x,w — By;(6(t), 1)04, 010, wdxdt =

i,j=1

o= -

2

i,j=1

+B4;5(0(t),1)05,0, — By;(0(t), )0y, 0}0, wdxdt =
J{Bij(8,.(t), )05, 0, — By5(8(t), )04, 0,05, wdxdt+
Q

n
)=

o=

J{By;(0,.(1), )05, 0,0, W — By;(0(t),1)04,0,,
o)

>

ij=1

S—
o= -

l7

Note que, 0, € L=(0, T; Hj(Q) e w € L*(0, T; H{(Q). Assim usando a desigualdade

[ (05,0, — 0,,0}B;(6(t), 1), wdxdt
100

de Holder ao termo adicionado temos que:

S [ [(Buy(0,(1),)3,,0, — By ((1), 1)0,,0,)0, wdxdt )
0Q

1
n T
< Z J‘ f |Bl) (eu(t)> t)axiep - Bl)(e(t)a t)’R|axieu|R|aij’Rdth
00

Agora usando a hipotese (2.6) sobre o funcional B temos que:

n T n T
> [ L8, —6li2()|0x, 0,05 Wlrdxdt < 3 [LI0,—Bli2(q) J 19x,0, 0y Wlrdxdt <
1,j=10 Q i,j=10 Q
T T n T
S L0, —0liz(0)dt Y j|axleu||a wldxdt < [n?110,—0li20)dt 3 [ 1040, 1dx,wldt <
1,j=10 i,j=10 0 i,j=10

L0, — Oliz 0,12 (0)) Wiz 0,113 (0)) 1O u e (0,512 (@)

Da convergéncia 0, — 0 em L*(0, T; L*(Q) = L*(Q) temos a seguinte convergéncia

n T
> [ J{By(8u(t), t) — By;(6(t),1)}05, 005, wdxdt — 0 quando p — oo.
00

i,j=1
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Voltando ao termo B;; temos que:

By (8(1), )l < (CalVO(L)] + [t ) + By (0,0,

e, como 0 € L*(0, T; Hj(Q) ew € L?(0, T; H}(Q)) entao temos que By; € L*(0, T; L*(Q))
pois H{(Q) < L2(Q), assim

By;(8(t), 1)0,w € L*(0, T; L*(Q)).
Por outro lado da, estimativa (2.22), (0,,) é limitada em L*(0, T; H}(Q) garante que
(VO,,) é limitada em L2(0, T; L2(Q)) que é reflexivo e uniformente convexo e assim existe
uma subsequéncia VO, — V0 em L*(0, T; L*(Q)), resultando na convergéncia do termo

>

ivjzl

{0x,0,. — 0+,01By;(6(t),t)0,wdxdt — 0 quando p — oo

o=+

portanto B-0, — B - 0.

Concluimos da passagem ao limite e da convergéncia dos termos lineares que

[ <u” — M(x, t,[Vu(t)2)Au(t) + (a - V)B,v) dt = 0;

0
T

i (e/ +B(t)- 0+ (a- V)u/(t),w> dt = 0.
0

Vv e 120, T; L2(Q)) e Vw € L*®(0, T; H} (Q).
Além disso, as expressoes acima sao validas Vwv,w € D(Q x (0,T)) assim sendo
u' —M(x, t, [Vu(t))Au(t) + (a- V)0 e 8 +B(t) -0 + (a- V)u'(t) pertence a L2(Q) isso

implica que

u’ — M(x, t, [Vu(t))Au(t) + (a- V)8 =0 q.tp Qx]0,T|
0 +B(t)-0+(a-V)u(t)=0 q.tp Qx]0,T[
vT > 0.

2.1.4 Verificagao dos Dados Iniciais

Nesta secado mostraremos que par o {u, 0} de solucoes satisfaz as condigoes iniciais do

problema (2.1)- (2.2). De fato verificamos que:
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e u(0) =y

Sendo u € L*®(0, T; H{(Q) N H%(Q)) e u e L=(0,T; H}(Q)) pela proposi¢ao 1.5.2
temos que w € C°(0,T;H}(Q)) assim, faz sentindo calcular w(0). Além disso, como

Uy — u fraco estrela em L°(0, T; H{(Q) N H?(Q)) temos:

T T
J <um(t),w >y o(t)dt — J <u(t),w >y @(t)dt
0 0

Yw e V' Vo € L1(0,T).

Tomando, em particular, w € [3(Q), a dualidade < un(t),w >y ¢ dada por

(U (t),w), desse modo

Analogamente (u ) é limidata em L=(0, T; H}(Q)) logo wm — u fraco estrela em

m)

L*(0,T; H3(Q)) o que nos garante que

(o (

O

.
t), w)e(t)dt — J t)dt
0
C!

com @(0) =1e @(T) =0, Yw € L2(Q),Ve € CH0,T). Somando as convergéncias acima

teremos que

T T
| S0 wotnar > [, wort)at
0 0
Portanto,
[ (0),w) = ((0), w), v € 17(Q)
isto é,

Um(0) = u(0), em € L3Q)
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Como por hipotese w, (0) = 1w em L*®(0, T; HY(Q)), pela unicidade do limite fraco con-

cluimos que u(0) = uy.
[ J 6(0) = 90

Como 0 € L=(0, T; H{(Q)) e 8" € L*=(0,T;L*(Q)) obtemos da proposicao 1.5.2 que
0 € CY%0,T;H}(Q)) assim faz sentindo calcular 6(0). Além disso, como 6,, — 0 fraco

estrela em L*(0, T; H}(Q)) entao:

T T
J <Om(t),w >y o(t)dt — J <0(t),w >y @(t)dt
0 0

Yw e V' Vo € 110, T).

Tomando, em particular, w € L2(Q), a dualidade < 0.,(t),w >y v ¢ dada por

(0 (t), w) desse modo

com @(0)=1e @(T) =

Analogamente, (0. ) é limidata em L*®(0,T;L2(Q)) logo 8,, — 0 fraco estrela em

m

L*(0,T; H3(Q)) o que nos garante que

T / T
l(em(t) t)dt — l dt
0, C!

com @(0) =1e @(T) =0, Vw € L2(Q),Ve € C(0,T). Somando as convergéncias acima

teremos que

(Om(t), we(t))dt — | (8(t), we(t))dt.

Se—m o
&~

o

Portanto,

(Om(0), W) — (8(0),w),¥w € L*(Q)
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isto é,

0.(0) = 0(0), em L3(Q).

Como por hipotese 0,,(0) — 0y em L>=(0, T; H}(Q)) pela unicidade do limite fraco con-
cluimos que 6(0) = 0,.

o u(0) =1y

Sendo u” € L=(0, T; H{(Q)) e u” € L*®(0, T; L2(Q)) temos pela proposicao 1.5.2 temos
que u' € C°(0,T;L?(Q)). Assim faz sentindo calcular u'(0). Além disso como u,, — u’

fraco estrela em L®(0, T; H}(Q)) e u, — u” fraco estrela em L*(0, T; L2(Q)) resulta:

j_|
—

(W (0, we(t)dt — | (W' (1), w)e(t)dt

0 0

com @(0) =1e @(T) =0, Vw € L2(Q),Ve € C(0,T). Somando as convergéncias acima

obtemos que:

Portanto,

isto é,

u. (0) = u'(0), em L3(Q)

Como por hipotese u;n(()) — uy em L*(0, T; H(Q)), temos pela unicidade do limite

fraco que u'(0) = u;.
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2.1.5 Unicidade de Solucoes

Mostraremos a unicidade de solugoes usando o Método da Energia. Suponha que existam

duas solucoes {u, 0} e {11, @} do sistema, (2.1) e (2.2) entao:

u’ (t) = M(-, -, [Vu(t)H)Au + (a - V)O(t) = 0;
O0(t)+B-VO+ (a-V)u =0; (2.31)
u=0=0 em ZX;
\ u(x,0) = uo(x),u'(x,O) =1uy(x),0(x,0) = 0p(x).
@' (t) = M(-, -, IVR(H)P)AT + (a - V)B(t) = 0;
0 (t)+B-Y9+(a-V) = 0; 232
U=0=0 em ZX;
U(x,0) = up(x), 0 (x,0) =1y (x),0(x,0) = 0y(x).

\
Subtraindo os sistemas acima temos que as funcoes ¢ = u—1 e P = 0 —0 sao solugoes

do problema de valor inicial e fronteira:

;

(&(0) = M( , [TuO)P)Aw + M(, [V P)AT + (a- V) (), p(t) ) =0;
<1|)/(t) +B-VO—B-VO+ (a-V)q)’,a(t)) —0;
¢=19v=0 em Z;
\ d=19=0em X, d(x,0)=0,¢(x,0) =0,(x,0) =0 em Q.

(2.33)

A seguir faremos algumas estimativs para o sistema acima:
e somando e subtraindo M(-, -, |[Vu(t)[*) Al em (2.33) temos que:

(¢”(t)—M(-, L IVU(t)P)Au+M(-, -, [Vu(t)P)AT—M(, -, [Vu(t) 2)AU+M(-, -, V(1) ]?) AT+
(a: VIb(t),p(t)) =0

(6" ®-M(, - [Vult )|2)Au+M(-,-,|Vu(t)|2)Aa+(a-V)w(t),p(t))—([M(-,-,rw(t)m—
M(-, -, IV(t) ]Aup =0 ou

(&' O-MC, -, VUt P)AWHMC, - [VU(OR)ATH @ V)P (L), p(1)) = (IM(, - [Tult)P)-
M-, [VE(UPAT, p(t)).
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e Somando e subtraindo o termo ) By;(0(t), t)axié\(t) em (2.33) temos que
ij=1

(W(t)+B-VO— 5 By(B(t), )ox8(t) + 3 By(6(t), 1)ox,8(t)

i,j=1 i,j=1

~B-VO+(a- V)¢, &) =

(W' (6), £00) + (B V0 — 3 Bys(0(t), )ax8(1), (1)) + ( L By(B(t), 1)0x,8(t) -

i,j=1

B. V0, a(t)) + <(a V), E(t)) — 0 ou

(3 Buy(0lt). 00,0000 206)) = — 3 (By(8(1),112,,0.0,, (1)
i,j=1 i,j=1

(3 Bus@ 000 8111, E0) = — 3 (Bus(@0),112,,8. 0., (1))

i,j=1 i,j=1

logo,
(W), £(0) + 3 (By(0(1), 10,0, &(1)) + (a- V)& £(1)) =
i,j=1
— 3 (1By(0(6), 1) — By (8(1), 110, 8(1), 0y, E(1)).

i,j=1
Assim o sistema (2.33) é equivalente a:

p

(6(1) = MC, -, [Vu(tP)Au+ M, [Tu(t)P)AT + a - V(L) p(t)) =
M-, [Vu(t)?) = M(, -, [ VE(E) AT, p(t) )

n

(
(W'(0,£(0) + 3 (By(0(1), 0,0 (1)) + (a- V)& £(1)) =
i,j=1 (234)

— 3 (1By(0(6),1) — By (8(1), 1110, 8(1), 0y, E(1))

i,j=1
d=19v=0 em X
d=1=0 em Z,d(x,0)=0,¢'(x,0) =0,P(x,0) =0 em Q
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Somando as expressdes do sistema (2.34), fazendo p(t) = ¢'(t) e &(t) = 1P em se-

guinda somando as equagcoes e observando que pelo teorema da divergéncia que ((a .
V)ll)(t),d),(t)) + ((a . V)d)’(t),lb(t)) = 0 e da hipotese (2.6) que By;(0(t),t)0x,0x, =
Bo|V[§n, obtemos:

L9 (OF + AP = (ML 6 IVuOP)AG(), ¢'(1)) + Bol VP <

(4,0 + (") = (MO, L ITuOP)IAG, &' (1) + 3 (Byj(8(1), 119,05, ) =

i,j=1

(ML IVU(t)2) = M-, VG 2)AT, (1))
= 3 ((By(00t), 1) — By (B(1), )0 B(1), 34, (1))
)

1,j=1

(2.35)

Analizemos os termos da expressao acima. Temos que:

~(MEEIVUOPIAG(D, (1)) = [ M6 [Vu(tPIAG ) (1)dx =
[ V(M4 Tt (6)) Vdx =
Q
[ VM( £, [VU(OP)$ (0T dx + [ M(-t,[Vu(tP) V' (1) Vdx =
Q

Q
J VMLt IVu(t)P)d (D) Vddx + [ M(- t, [Vu(t)?) 3 & [V(t)Fdx
Q Q

do tultimo termo desta igualdade temos que:

I MGt IVu(P)3 &I VO Pdx = 55 | MOt Vu(t)P) Ve (t)Pdx

O Q
— 3 JOM(, 1 VUt PIVO(D)Pdx — § [ OAM(- t, [Vu(t)P) [V (t)Pdx(Vu', Vu).
Q Q

Portanto,

—(M(-,t, IVu(t)IQ)Ad>(t)7d>'(t)) = 32t S M IVU(t)P) Vo (t)Pdx
Q
— 5 JAM(, 1, IVut)P) IV (t)Pdx — § [ AM(-, t, [Vu(t) ) IVd(t)Pdx(Vu', Vu)
Q Q
+ [ VM(-, t,IVu(t)?)d' Vddx.
Q

Substituindo o termo acima em (2.35), obtemos:

sacld (O + 33 (0P + 550 [ Mt [Vu(OP)IVo(1)Pdx
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— 5 [OME, t, IVu(t)P)IVO(t)Pdx — § [ AM(-, t, [Vu(t)P) [V (t)Pdx(Vu', Vu)
Q Q

+ VMt [Vt P)o Todx+Bol TP < (ML, [Fu(t)P)=M(, -, VRO PIAT, ¢ (6)) -
Q

S ((By(0(), 1) — By (B(1), 1)2,,0(), 3 (1))

ivjzl

Usando as hipoteses (2.5) e (2.8) podemos limitar a expressao acima. De fato, existe

uma constante C tal que

3] [ oMLt IVu(OPIVh(0PA| <} [10MEIVO (R < [ CroNIVa(t)idx

como g € C([0,00); [0, 00)) entdo, em compactos de [0, 0o) existe C tal que

IJ"Clg )IV(H)[Zdx < CIV(t)2.

Logo
5| [ oMt vuiPvemPe| < cvemr

Q

assim temos que:

5 J Mt IVut)P)IV () Pdx(Vu', Vu) ’ f|a)\M|RHV¢( XV IVul < [ C:h(A)IV(t

Q Q
Como |Vu| < 2CQK e [Vu'| < K, usando para h(A) o mesmo argumento feito para

g(A) obtemos que existe C tal que

5 [ ME LIV OPITe 0P Tw)| < CTeP

Q

(D) Vx| < [ VMLt [V(t)P)[zld |z Vepladx
Q
IC41 ) [V lzdx.

Como 1 é uma funcao real continua e decrescente definida no intervalo [0, 00) temos

que para qualquer compacto de [0, co) existe C € R tal que:

[ TME Pu0R)8 Toax| < | o Voldx < | o' lIVolkdx,

Q Q Q
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e usando a desigualdade de Young, temos:

"12 2
[ omeivume vea, < ¢ [ 2R+ TR e = cio'p +ven®

Q Q

O primeiro termo do lado direito pode ser limitado usando a hipotese (2.5) e um argumento

similiar feito anteriormente

(M, IVu()P) = M-, IVE(OPIAT, &' (1) |
< [ ME S IVU(OP) = M, IVR0P)| AT (Dlx.
Q

Observe que

R \Vu(tJI |Vu(t)\
IM(, - [Vu(t)P) =M VG0 P) )R—) M- NdA|_ < [OAM(:, -, ) zdA
i(t)[2 u(t)l2
Vu(t)l?
< [ Ch(A)dA < C(IVu(t)? — V(b)) < ClVu(t) — Vu(t)]?
[VAL(t)[2
Dai, IM(-, -, [Vu(t)]?)—=M(-, -, [VT(t) J"C!Vu t)—VU(t) 2|Atl|$ (t)[rdx. Usando

a desigualdade de Holder obtemos que

IM(-, -, IVu(t)?) = M(-, -, VTP e < CIVu(t)* — [V(t) flAuhRM) trdx <
ClVu(t) — VU(t)[*|Atl¢ (1)
Como [Vu(t)? < ColAu(t))? < Qn(i—OQKO entao existe uma constante C tal que

(M IV(OP) = M IVROPIAG, ¢ (1)) < Clo'(8)] < Clo (1)l + V(1))

e Como 0 € L>(0, T; H(Q)) pela hipotese (2.5) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz
|- ({BU 8(t), 1) — By (8(1), )2, 8(1), 0 )| <
i,j=1 R
= 5 (et — 8B, o) | <
i,j=1 R

L’ (1)][VOlie() [ V| < CRp (1) + B2V (t)[?

Substituindo as limitacoes acimas obtemos que:



Capitulo 2. Existéncia e Unicidade 44

S {10/ (OF + (R + [ MO 4 IVWOPIVO(DRdx ] + BV <
CU4'(OF + (O + [V(t)P)

Fazendo E(t) = | (t)[2+ W (t)]? e aplicando a desigualdade de Gronwall com E(0) = 0

temos que as funcgoes ¢ e P sao nulas, mostrando assim a unicidade.



Capitulo 3

Decaimento da Energia

Neste capitulo estudaremos o decaimento da energia do sistema termoeldstico (2.1) - (2.2),

onde definimos energia das solugoes fortes por:

(1) = 5 {W (0P + B0 + | MOt Va0 Vultax)
Q

Aqui usamos o mesmo método analogo encontrada em kormonil e zuazua.

3.1 Estabilidade

O seguinte teorema garante que a energia E(t) decal exponencialmente a zero.

Teorema 3.1.1. Seja {u, 0} um para de solugies fortes do sistema (2.1) - (2.2). Entao

a energia satisfaz
4t
E(t) < 3CQK(O)exp{ — ?t} para todo t > 0 (3.1)

onde a constante K(0) é o valor de K(t) e aplicado em t =0, onde

. By Yo

0 = {5’ P }§ 2

< T = min 2 IC,C. (3.2)
gl Yo/4

0<d< =, , : 3.3

min {3 2Cs Cof (2CaKo/mo) + (] a |2 n2)/(480)} (3-3)
Yo ja esta definido em 2.19, e
1
Cs =sup {f((P); [0l (010013 (Q)) < C} eCe=Ca+ o (3.4)
0

45
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Prova 2. A prova da desigualdade (2.20) permite escrevemos w e 0 em vez de Wy e de

0. sem modificacoes. assim a fungao

K(t) = 5 {170/ (0F + IVO(OP + | MLt IVu(P)A0E ax}
Q
satisfas (2.20) ou seja
K'(6) + BolO (), + (vo —¥(0)IAuP < 0. 35

usando fato que |Vz|* < |z|2H?),‘v’z € H} N H?(Q) ganhamos que By|VO|* < ]30|9|2H%2 dai:

K'(t) + BolVO(1)* + (vo — y(t))[Awf <0
18so implica que:

/

K (t) < —=Bo/VO(t)]” — (vo —v(1))lAul.

Logo da desigualdade acima temos que 3.5 :
& IV P HTOWP ] ML & Va0 A Edx) < ~BoVO[—(yo—y(1)Auf
Agora introduzindo a fun¢do o(t) = (u'(t), Au(t)) e limitando por cima temos que

o)l =10 (8), Au(t))le < Ju'llAu] < 554 1555 < SpIvu' 4 T = @IvuP +

2m0

RoK(t) = QI P [H{IVWOPHTOPH Mt [ubP A dx}| = SV 0P+

o V(O + [ VOIOP + 700 [ MUVt OF ) Aulsdx — (S + 25 ) IV (0P +

VO(UP + 5 [ MOt IVut)P)dudx < 3(S2 + 55 ) {ITw/ ©F + V(v +
Q

2TTL()

[ M(,t, IVu(t)?) Aulpdx < (CQ + 2m0)K(t)
Q

Assim temos que:
C 1
o[Vl < (2 + 5 )K(®) (3.6)

2 2my
Fazendo Cg = (CTQ + ﬁ) como no teorema, temos que |o(t)|g < CsK(t). Tomando

& >0, temos que —dCgK(t) < do(t) < dCeK(t)
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Usando a desigualdade acima e tomando Kg(t) := K(t) + 60(t) com 0 < & < 2#

obtemos que

Ks(t) < K(t)—l—ﬁCGK(t) = K(t)+%K(t) = %K(t). Analogamente fazendo —ﬁ <=6
teremos que %K(t) < KsK(t)
Portanto, Vt >0 e 0 < 8 < 2C , teremos que 1K( 1) < Ks(t) < %K(t)

Vamos mostra que

K(t) < 3K(0)exp{(—3)t), ¥t > 0

De fato, como o (t) = (u" (1), A(t)) + (u'(t), Au' (1)) e {u, 0} wm par de funcées que

satisfaz o problema aproximado em Q, entao:

u =Mt |IV)HAu+ (a- V)0 =
(W (8), Au(t) = (M(, t, IVu(OR)Au(), Au(b)) — ((a- V)8(t), Au(v)).

Usando as Formula de Green temos que [wAu'dx = [u'du'dS — [Vu' - V'dx =
Q S Q
—|Vu'P?

Dai, temos que

o (t) = (M(.,t,|V(t)})Au, Au) — ((a- V)8, Au) — [Vu'[%.

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss juntamente com a hipotese M (., t,|V (t)?) <

Cof(IV(1)I?), obtemos:
o(M(,, t,[V(t))Au, Au) < (Cof(IV(1)P)Au, Au) < Cof(IV(1)P) (Au, Au) < Cof(IV (1)) Auf?

max{a;}(VO(t), Au(t))

—((a-V)8,Au) = (a155 + ... + ang, Au) < n
nlellelOl < B[ (1) + Ll Au(t)?

<1 all IVe(t)llAu(t)] = v2Bo|Ve(t “”ayﬂ

assim temos a sequinte a desigualdade

2 Jla?n?

o (1) < Cof(Vu(t)P)|Au(t)]® + BolVO(t)|* + i, |Au(t)]® — [Vu(t)P.
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Da definicao de Ks temos que Ké(t) =K'(t) + 60’ (t) portanto temos que
K5(t) < —BolVO(L)? — (vo — v(t)IAUP + 5Cof(Vu(t)P)|Au(t)]? + §Bo|VO(t)]* +
s Uelr | Au(t)? — 8 Vu(t) 2. ou

K (1) < —8/Vu(t)—Bo(1—8)[VOP — ((vo—v(t) —8Cof(|Vu(t)?) — s L2 )| Au (1)

Da desigualdade (2.9) temos uma constante yo > 0 , tal que 0 < y(t) < B,Vt > 0
isso implica que Yo —y(t) > B, da estimativa I, obtemos um par de funcoes {u,0} tal
que K(t) em (2.18) satistfaz K(t) < ko para t > 0, também, temos que |V (t)]* < ZC%—I:O,

como f € estritamente decrescente isso implica que

CakKp

fIVu(t)P) < f(2 ), ¥t = 0.
my
Assim a desigualdade se transforma:
/ CoK 2n?
Ky(t) < —8IVau(t)2 — Bo(1 — )70 — (X2 — 5Cof(2525) — sl Iy
2 my 4BO
Escolhendo & com definido em 3.3, ou seja ,
11 Yo/4
O<6<mln{—, , — }
2 2C6 (COf(QCﬁl]:O) + ” 4|}‘320 2)
Assim, observe que
CoK | al®n? /4 CoK |la]®n?
BlC(255,%) + Ty ) < (Cof(2cg§0)+la£§2)<C0f(2 mo )+ >< T

portanto,

K 2 42
Y0 5 g2y aln

4 my 480 )

usando também o fato que & < % obtemos

I i B
Ks(8) < =8IV (1) = Z2IVO() — Dlau(t)

2
Como 0 < M(x,t,|Vu(t)?) < Cof(|Vu(t)]?) temos, —1 < —%. Como

u e L2 (0,00, H (Q)) usando a constante Cs definida por

loc
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Cs = sup{f(e); |(P|L<;gc(o,oo;H(1)(Q)) < C}
com isso 0 < Cof(|Vu(t)?) < CoCs de onde tiramamos que —m < —cc-
Portantos temos que

M(x, t,|Vu(t)?) o ~ Mixt, Vu(t)]?)
Cof(IVu(t)]?) CoCs

1< —

Fazendo T = min{5, & } e usando a majoracdo acima em K, s(t) temos que

’2’4CC

K5 () < =8|V (1)2 — Be|vo(t)[? — Yo MOUIVlUE) Ay ()
~2t{ (VU + V0P + [ M(, [V (t)PlAulzdx) }.
Q

Logo K:,—)(t) < —21K(t). Com esta desigualdade obtemos:

/ 4
K1) < —5Ks (1),

Resolvendo a desigualdade diferencial: K:S(t) + Z§L'CK5(‘5) < 0. Multiplicando pelo fator

integrante exp{(%)t} teremos que

expl( 5 IOKL (1) + T expl(5)0Ks(8) < 0

3
ou,
exp{( )t}Ks() <0.
Dai,
[ [exptirsisto)] as <o
0
ou,
eXP{( T)tKs (1) < Ko (0)
Logo

Ks(t) < Ke(0)exp((— 5 )t} ¥t > 0
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Voltando as desigualdades %K(t) < Ks(t) < Ké(O)exp{(—%T)t} e sendo Ks(0) < %K(t)
temos K(t) < 3K(O)exp{(—4§)t}. Usando a desigualdade de Poincaré teremos que
E(t) = L{iw (0P + 8(OF + [ M(, &, IVu(tP) Vu(t) dx |
Q
< H{CalVW (VP + CalVOVE + [ M(x, . [Vu(t)?) Aufdx |

Q

< CaK(t)
< 3CaK(0)exp{(—5)t}

assim, fica provado o teorema, pois E(t) < 3CQK(O)exp{(—4§)t}.
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