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“A persisténcia € o menor caminho do
éxito”.

Charles Chaplin.



Resumo

Neste trabalho apresentamos o método de Douglas Rachford para solucionar problemas
de encontrar zero da soma de operadores monotonos maximais em espaco de Hilbert real.
Através da ideia do método de Douglas Rachford apresentamos o método de iteragao
ciclica e Versao Média de Douglas Rachford para solucionar problemas de viabilidade
convexa. Em todos os métodos apresentados mostramos a boa definicao e provamos a

convergeéncia fraca para uma solucao dos propostos problemas.

Palavras-chave: Método de Douglas-Rachford; Convergéncia Fraca; Iteragoes Ciclicas
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Abstract

In this work we present the Douglas-Rachford method to solve problems of finding zero of
sum of maximal monotonous operators in a real Hilbert space. Through the idea of the
Douglas-Rachford method we present the cyclic iteration method and Medium Version
of Douglas-Rachford to solve convex viability problems. In all the presented methods we
show the well definition and we prove the weak convergence for a solution of the proposed
problems.

Key-words: Method Douglas-Rachford; Weak Convergence; Cyclic Iterations
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Capitulo 1

Introducao

Sejam A,B : H = H operadores mondtonos maximais. O problema de achar zero da

soma de operadores se resume a:
Encontrar z € H tal que 0 € (A + B)(z). (1.1)

Esse problema possui varias aplicagoes importantes: na teoria de lubrificagao, no problema
de filtragao, no problema de obstdculo, etc (ver [11]). O método de Douglas-Rachford é
aplicado frequentemente na resolugao do problema citado acima (ver [21]).

O problema (1.1) para um caso especifico de A e B é equivalente ao problema de
viabilidade convexa (demonstrado a seguir no Capitulo 3) para dois conjuntos que se

resume a:
Encontrar ¢ € 3 tal que ¢ € C; N Co, (1.2)

onde Cq, Cy C H sao conjuntos convexos e fechados com intersecao nao vazia. Em geral,
dado N conjuntos fechados e convexos com interse¢ao nao vazia, o problema de viabilidade
convexa dos N conjuntos consiste em encontrar um ponto na intersecao dos N conjuntos.
O problema de viabilidade convexa é de importancia central em diversas dreas da Ma-
tematica e Engenharia. Existem diversos métodos proposto para encontrar uma solugao
deste problema, e a maioria deles envolve naturalmente método de projegao e suas vari-
antes em relagao aos conjuntos subjacentes. Alguns métodos de projecao bem conhecidos
incluem o método de Von Neumann (ver [31] e [24]), de Douglas-Rachford (ver [12] e [2])
e de Dykstras (ver [13] e [3]). Contudo, o algoritmo de divisao Douglas-Rachford é um
método classico de otimizacao que possui um bom desempenho em problema de viabi-

lidade convexa. A maioria dos algoritmos de projecao podem ser estendidos de varias
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Capitulo 1. Introducao 2

maneiras naturais para o problema de viabilidade convexa para N conjuntos sem modi-
ficacao significativa. Uma excecao é o método de Douglas-Rachford, para qual, apenas a
teoria dos problemas de viabilidade de dois conjuntos foi muito bem investigado. Entre-
tanto para a aplicagao envolvendo N conjuntos pode ser adaptado através de composicoes
ciclicas [7].

Esse trabalho, tem como objetivo aplicar o método de iteragoes ciclicas de Douglas-
Rachford para solucionar problemas de viabilidade convexa para N conjuntos. Além disso,
apresentaremos uma reformulacao para o problema de viabilidade convexa e a Versao
Média de Douglas-Rachford. A dissertagao esta organizado da seguinte forma: Capitulo
1: Apresentaremos definicoes e resultados preliminares. Capitulo 2: Apresentamos e estu-
damos a convergéncia do algoritmo de Douglas-Rachford para a soma de dois operadores
mondtonos maximais. Capitulo 3: Introduzimos o método de iteracao ciclica e Versao

M¢édia de Douglas-Rachford, e mostaremos a anélise de convergéncia de ambos.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados de operadores mondétonos
maximais, indispensaveis para os nossos estudos [21].
Ao longo deste trabalho H é um espago real de Hilbert com norma ||.|| induzido pelo

produto interno (.,.).

2.1 Operadores Mondétonos

Apresentaremos defini¢oes e resultados sobre operadores em J.

Definicao 2.1. Uma aplicagao T : H = H € um operador ponto-conjunto que associa a

cada x € H a um conjunto (possivelmente vazio) T(x) contido em H.

Quando T(x) for apenas um ponto, ou seja, T um operador ponto-ponto, denotaremos

T:H — H e quando nao houver confusao, serd denotado T(x) = Tx.

Definicao 2.2. Considere um operador T : H = H. Define-se:

Dominio de T:

e D(T)={x € 3| T(x) # 0}

Grifico de T:

e G(T)={(x,y) e K x K|y eT(x)}
Imagem de T

o ImT ={y € H |y € T(x) para algum x € H}

3



Capitulo 2. Nogoes Preliminares 4

Dizemos que T tem dominio completo se D(T) = H.

Definicao 2.3. Sejam Ty, Ty : H = H operadores quaisquer e ¢ um numero real. Defina-

mos:
Ti(x) +cTa(x) ={y+cz|y e Ti(x), z € To(x)}.
Definicao 2.4. Um operador T: H = H € mondtono se:
(x'"—x,y'—y) =0 Yy € T(x),y' € T(x').
T ¢ dito mazximal se para todo T' mondtono tal que T(x) C T'(x),Vx, entao T =T'.

Dois exemplos bem conhecidos de operadores maximamente mondétonos sao dados a

seguir.

Exemplo 2.1. (i) Seja f:H — RU{4o00} uma fun¢do convexa semicontinua inferior-

mente. O operador subdiferencial of : H = H definido por
of(x) :={y e H: f(z) = f(x) + (y,z—x) Vz € H}
¢ um operador mondtono mazximal (Ver [5], [Teorema 20.40]).

(ii) Seja C um subconjunto nao vazio, fechado e convero de H. O cone normal para C,

que € o operador Nc : H — H definido por

— ®7 ‘)z ¢ C7
Nc(x) = . ) (2.1)
{deH:(d,x—%x) <0VxeC}, xeC,

¢ um operador mondtono mazimal (Ver [5], [Exemplo 20.41]).

Proposicao 2.1. Sejam Ty, Ty : H = H operadores mondtonos maximais. Suponha que

D(Ty) N Int(D(Ty)) # 0. Entdo Ty + Ty € mondtono mazimal.
Demonstragao. Ver [16] O

A notagao Int(C) representa o interior topoldgico de um conjunto C.
O seguinte Teorema, originalmente devido a Minty (ver [17], [18]), fornece uma carac-

terizacao crucial dos operadores mondétonos maximais.
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Teorema 2.1. Um operador mondtono T em JH é maximal se, e somente se a imagem

do operador 1+ AT € todo o espaco de Hilbert, ou seja, Im(I+AT) = H, para cada A > 0.

Para provas alternativas do Teorema 2.1, ou Teoremas relacionados mais fortes, con-
sulte as referéncias [20, 22, 27, 32].
Dado A um operador e A > 0, JA = (I + AA)~! é chamado de resolvente de A. A

seguir apresentaremos duas defini¢oes restritas a um subconjunto K C H nao vazio.

Definicao 2.5. Seja K um subconjunto nao vazio de H. Um operador T : K = H ¢é dito

nao erpansivo se, Vx,y € K :
y' —yll < |x' —x|| Yy € Tx,Vy’ € Tx'.

Note que operadores nao expansivos sao necessariamente valor tinico, ou seja, ponto-

ponto.

Definigao 2.6. Seja K C H um subconjunto nao vazio de H. Um operador T: K — H €

dito ser firmemente nao expansivo se, Vx,y € K
ITx = TylI* < [ —ylI* = 1 (x —y) = (Tx = Ty)||*.
(Note que firmemente nao expansivo = ndao expansivo).

Observe que se T é um operador firmemente nao expansivo, entao

ITx —=Ty|* < [x —yl> = [(x —y) = (Tx = Ty)||?
=[x —yl* = {(x —y) = (Tx = Ty), (x —y) — (Tx — Ty))
=[x —ylI’ = IIx —ylI> = ITx — Ty|]> + 2(x —y, Tx — Ty).
Dali,
2HTx—TyH2 < 2(x—y, Tx —Ty).

Portanto, T ¢é firmemente nao expansivo se Vx,y € K
(Tx =Ty, x —y) > |[Tx — Ty|”

Teorema 2.2. Seja A um escalar positivo. Um operador T em H € mondtono se, e
somente se, |} € firmemente ndao expansivo. Além disso, T é mondtono mazimal se, e

somente se, |} é firmemente nao expansivo e D(J}) = K.
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Demonstracao. Usando as defini¢oes basicas de operadores temos que:
yeTx <= xe}x+MNy).
Portanto,

T é monétono <= (X' —x,y' —y)=>0VyeT(x),y € T(x')

—

(

— xX'—xAy ' —My)>20VyeTx,y €Tx
(X' =% Ay —Ay) + [Ix" —x[* > X —x|*Vy e Tx,y" € Tx'
(

= +AY) — (x +Ay),x" —x) =[x —x|*Vy € Tx,y' € T

<= (I+AT)™' =]} é firmemente ndo expansivo.

Claramente, T é maximal se, e somente se, AT for maximal. Entao, pelo Teorema 2.1,
T ¢ maximal se, e somente se, Im(I+AT) = H. Isso ¢ verdade se, e somente se, (I+AT) ™!

tem dominio igual a H, estabelecendo assim a segunda afirmacao. O]
Definicao 2.7. Seja {x*} C H, dizemos que

1. Uma sequéncia {x*} C H converge fortemente para x € H (x* — x) se, e somente

se, lim ||x* —x| =0.
n—oo

2. Uma sequéncia {x*} C H converge fracamente para x € H (x* — x) se, e somente

se, lim (x* —x,w) =0,vw € 3.
n—00

Definigao 2.8. As sequéncias {y*} em H é Fejér convergente a um conjunto nao vazio

UcXH se

Iy —ufl < Jy* —ull, vk > 0,Vu € U
Decorrente das defini¢oes acima, disporemos o seguinte resultado.

Proposigao 2.2. Se {y*} ¢ Fejér convergente para U # 0, entdo {y*} € limitada. Além
disso, se todo ponto de acumulagdo fraca de {y*} pertence a U, entio y* converge fraca-

mente para um ponto de U.

Demonstracao. Da definicao de Fejér convergente segue que

el = Il < Jy* =l < " =l < < Hy° =)

(2.2)
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Logo, para todo k € N
il < [ly” —ull + flu]l-

Portanto, {y*} ¢ limitada. Seja y,x € U pontos de acumulacio fraco de {y*}. Entao
existern {y™i}, {yY} C {y*}, tal que, y™ — y e y¥ — x. Dai, [y* —yl| e [y* — x| sdo
sequéncias convergentes, pois sao nao crescentes e limitadas, decorrente da definicao de

Fejér convergente. Observe que,

20y*,x —y) = [ly* —ylI* =y = xI* + [IxII* — y]I*.

Desse modo, (y*,x —y) converge também, digamos que (y*, x —y) — 1 € R. Passando o
limite ao longo de {y™} e ao longo de {yb} segue que 1 = (y,x —y) = (x,x —y). Entao,

[x —y||*> =0, ou seja, x =y. Logo, y* converge fracamente para um ponto de U. ]

Definicao 2.9. Seja T : H = H wum operador. Dizemos que T € fracamente fechado
se x™ € D(T) com x™ — x € H, tal que exista y™ € T(x™) com y™ — y € H, entdo
x €D(T) ey e T(x).

Lema 2.1.1. Seja {y*},{x*} € H e T um operador mondtono mazimal tais que y* — y

e x® = x com y* € T(x¥), entioy € T(x).
Demonstragao. Ver [5], Proposigao 20.38 ]

Definicao 2.10. Seja T : H = H um operador. Dizemos que x € H € ponto fizo de T,

sex € T(x).

Denotemos o conjunto de pontos fixos de T por FixT = {x : x € T(x)} e T"x =

T(T(T---T(x))).

n—fatores

Proposigao 2.3. Seja T : H — H ndo expansivo de K para K. Se FIXT # () e Vx €

K, T x —T" — 0, com n — oo, entio T"x — X € K,onde X = TX.

Demonstracao. Definamos a sequéncia x° = x e x™ ™! = Tx™. Observe que x™ = T"x.

Além disso, sendo & um ponto fixo de T e do fato de T ser nao expansivo segue que,

™ = &l = T = TE] < X" — &
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Portanto (x™)nen é Féjer convergente com relacdo ao conjunto dos pontos fixos de T.
Seja X um ponto de acumulagao fraco de (x™)neny € X™ — X. Desse modo, segue que

x™e — Tx™ — 0. Além disso,

[x™ —Tx||? = |[x™ —X +X — Tx||?

= [|x™ —x[|* + [|x — Tx||* + 2(x™ — X, X — TX).
Entao,

I — |12 = [ — Tx]? — [x™ — || — 2(x™ — %X — Tx)
= [|x™ — Tx™ + Tx™ — Tx||> — [|[x™ — %[> — 2(x™ — X, X — Tx)
= [|x™ — Tx™ |7 4 [|Tx™ — TX||* 4 2(x™ — Tx™, Tx™ — TX)
— ™ —%||* — 2(x™ — X, X — TX).
Como |[|x™ —X|| > || Tx™ — TX||, temos
% — Tx||? < [Ix™ — Tx™||> + ||x™ —X||* + 2(x™ — Tx™, Tx™ — Tx)
— X —x||* — 2(x™ —%x,X — TX)
= [|x™ — Tx™[|2 + 2(x™ — Tx™, Tx™ — Tx) — 2(x™ — X, X — TX) — 0,
pois x™ —X — 0 e x™ — Tx™ — 0. Logo X = TX, ou seja, X é ponto fixo de T.
Portanto, como (x™)nen é Féjer convergente com relacao aos pontos fixos de T e seus

pontos de acumulacao fraco pertence ao mesmo, segue que x™ — X.

[]

Definicao 2.11. Seja T : H — H. Dizemos que T € assintoticamente regular se T™x —

T x — 0, em norma, para todo x € K.

Uma condicao suficiente para operadores firmemente nao expansivo sejam assintotica-

mente regular é o seguinte.

Lema 2.1.2. Seja T : H — H firmemente nao expansivo com FixT # (0. Entao T é

assintoticamente reqular.

Demonstracao. Sendo FixT # (), entao existe z € H tal que Tz = z. Dali, construimos a

sequéncia x* = x € H,x* = T*x. Como T é firmemente nao expansivo segue que,

I =z = ([T X — z]| = | T(T*) — Tz|| < [T —zl| = |x* —z]|.
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Logo a sequéncia x* é Fejér convergente com relagio ao FixT. Desse modo, ||x* — z| —

¢ € R, pois a sequéncia ||x* — z|| é monétona e limitada. Dai, usando o fato de T ser

firmemente nao expansivo,
TR x — TRx||? = [|Tx* — x5]|?
= || Tx* —x* +z —z]?
= ||Tx* —x* +z—Tz|?
= [|(T = Dx* — (T = Dz|f?
< X = zf* = || Tx* = Tz|f?
= [Ix* =zl =[x —z||* = 0.

Logo (TFt1x —T*x) — 0.



Capitulo 3

Algoritmo de decomposicao para

operadores monotonos maximais

As notagoes, resultados e as motivagoes deste capitulos foram retiradas de [21]. Sejam
A,B : H = H operadores mondtonos maximais, tal que A 4+ B seja mondétono maximal.

Considere o seguinte problema: Achar u € H tal que 0 € (A 4+ B)(u), ou seja,
Jue H,ae A(u),beB(u);a+b=0. (3.1)

Denotaremos o conjunto solucao de (3.1) por 8. Esse problema inclui, casos especiais:
programagcao convexa, desigualdade varicional e o problema de viabilidade convexa.

Em 1956, Douglas e Rachford [12] propuseram o seguinte algoritmo:
u™ = (I+AB) '[(I4+AA) (I —AB) + ABJu" (3.2)

para resolver o problema (3.1), no caso em que A e B sdo ponto-ponto. Em 1979, Lions
e Mercier[21] propuseram um novo algoritmo da seguinte maneira:

Alg. de Lions e Mercier

Passo 1. Dado u® € D(B), escolhemos b? € B(u’) e definimos v* = u® +Ab® com A > 0, de

tal maneira que u® = J3V°.

Passo 2. Definimos por recorrencia a sequéncia v para n > 1 satisfazendo a seguinde

equacao,

V= TR0 — DVt + (T— T v (3:3)

10
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Observe que pelo Teorema de Minty (ver Teorema 2.1) o Algoritmo (3.3) estd bem de-
finido, e se A ou B forem iguais a zero, sao equivalentes ao algoritmo ponto proximal
de Rockafellar [28]. Além disso, no caso de A e B forem ponto-ponto o Alg. de Lions
e Mercier é equivalente Algoritmo de Douglas-Rachford (3.2). De fato, supondo que é

u™ = JAv™ para n, mostremos que é valido para n + 1. Assim,

u™ = (I4+AB) '[(I4+AA)(I—AB) + ABJu™
& u™ = J3JA(I—AB) + ABJJpv"
& u™ = TJ3[JA (21 — (1+ AB)) + (I + AB) — I]Jjv"
s u™t = RN — I+ AB)J3) + (I+AB)J§ — Jphv*
S u™ FABUM = JA (2] — DVt 4 (I—J3 v =yt

o un+1 — I?éanrl.

A seguir estudaremos o Alg. de Lions e Mercier pelo fato de ser mais geral, pela facilidade
na analise de convérgencia e pela sua aplicagao em problemas de viabilidade convexa, o
qual faremos no préximo capitulo.

Agora veremos a convergencia para o Alg. Lions e Mercier.

Precisamos primeiro de alguns resultados.

Lema 3.0.1. Sejam Ty e Ty dois operadores firmemente nao expansivo de K para K, entdao

S=Ti(2T, — 1) + I — Ty, € fimimente nao expansivo. Mais precisamente,
(Sx =Sy, x —y) = [[Sx = Sy|I* + (Tox — Toy, (I - To)x — (I - Ta)y). (3.4)
Demonstragao. Veja que,

1Sx — Sy = (2T, — Dx + (I - To)x — T, (2T, — Dy — (I — Ty)y,
T2T, —Dx+ (I-To)x— T (2T, — Dy — (I — T)y)
= |T(2T — Dx = T (2T, — Dy||> + [|(I - T)x — (I - TL)y||?
+ 2T (2T, — Dx — T1 (2T, — Dy, (I — To)x — (I — To)y).
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Como T; é firmemente nao expansivo,

1Sx — Sy|I* < (Ty(2T, — Dx — T1(2T, — Dy, (2T, — Dx — (2T, — Dy)

+ (I =T)x — (I- Tyl
+2(Ty (2T, — Dx — T (2T, — Dy, (I — To)x — (I — To)y)

= (2T — Dx — T (2T — Dy, x —y) + (I = T)x — (I - TL)y|?

= (2T, — Dx — T, (2T, — Dy, x — y)
+{(I=T)x—(I-T)y,x —Tox —y + Toy)

= (2T — Dx - T 2T, — Dy, x —y) + (I - To)x — (I — Ta)y,x —y)
+{1—-T)x — (I -Ty, Ty — Tox)

= (2T = Dx+x—Tox) = (12T, = Dy +y — Toy), x — y)
—((I=To)x — (I-Tly, Tox — Toy)

= (Sx—Sy,x —y) — (I— Tu)x — (I— To)y, Tox — Toy).

O que prova (3.4).

Aplicaremos o Lema 3.0.1 a
G(A) =JA(2Jz =D +1-J3, (3.5)

e notemos que o Algoritmo pode ser escrito

Usaremos a seguinte notacao
v=u+Ab, w=u+ Aq,
onde u, a e b satisfazem (3.1). Observe que,

2u—v=2u—u—Ab
=u—ADb
=w—Aa—Ab

=w—Ala+Db) =w.
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Proposicao 3.1. O operador G(A) definido em (3.5) € firmemente ndo expansivo e sa-

tisfaz
(G)x =GNy, x —y) = [GA)x = GAy[I* + (1 = J5)x — (1= T3y, Jx — J5y).
(3.6)

Entao, assumindo 8 # 0, temos

vt = v* ondev* = G(A)VT, (3.7)
u™ € limitada eu™ —u™ — 0

Demonstragdo. Pelo Teorema de Minty (Teorema 2.1) segue que JA e J§ sdo firmemente

nao expansivo. Do Lema 3.0.1 segue (3.6). Seja u = J3v, onde u € §. Dessa forma,

G =JA(2]3 —Dv+v—Jgv
=JA@2J3v—Vv)+v—u
=JA2u—v)+v—u

A

=Jaw)+v—u

=ut+v—u=v
Portanto G(A) possui ponto fixo. Como foi provado que G(A) é firmemente nao expansivo,
entao pela Lema 2.1.2 segue que v**! —v™ — 0, e pela Proposicao 2.3 v* — v* onde v*

¢é ponto fixo de G(A).

Observe que do fato de J3 ser firmemente nio expansivo, temos que,
| LA P &
< <I7§vn+1 _ I%vn7vn+l _vn>
L e [
<y =V =0
Entao, u™! —u™ — 0.
Seja u* = J3v*, entao
[u™ — || = [TV — J5v7|
< vt =7

Como toda sequéncia fracamente convergente é limitada segue que {u™} é limitada. [
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Teorema 3.1. Sob a suposicio que 8 # 0, a sequéncia {V*} gerada pelo Alg. de Lions e

Mercier, converge fracamente para v € 3, com n — oo tal que u* = Jyv* € § .

Demonstracao. Pela Proposicao 3.1 segue que v — v* tal que v* € FixG(A). Definamos

u* = Jav*. Dali,

ou seja,
ut = JA(2uF —v*).
Como u* = J3v*, escolhemos t € B(u*) tal que v = u* + At. Dai,
ut =Jh(2uF —ut —At)
= u* = Jh(u —At)

= u'— At € u" + AA(u)

= —te Au).
Portanto 0 € (A 4+ B)(u*), ou seja, u* € 8. O
Do Teorema acima temos o seguinte resultado.

Corolario 3.1. Assuma que |} € fracamente fechado, entdo sob a suposicdo que 8 # 0 ,

u™ converge fracamente para uma solugdo u* = Jpv* € 8.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, v* — v* onde u* = Jiv* € 8. Como a sequéncia u™ é

. . ~ . / . P ’
limitada, para toda subsequéncia u™ convergindo fracamente para t € H, dai

—_— . / . !
U= lim u™ = lim Jv™ =Jpv* =u"
n’—oo n’—oo

Portanto, a sequéncia u™ converge para u* O]



Capitulo 4

Douglas-Rachford e o problema de

Viabilidade Convexa

As notagoes, resultados e as motivagoes deste capitulos foram retiradas de [7]. Aqui,
mostraremos a relagao entre achar um zero da soma de operadores e o de resolver o

problema de viabilidade convexa. Como vimos,

Problema 4.1. Sejam T, e Ty operadores em H mondtonos mazimais, o problema de

encontrar zero da soma de operadores monotonos maximais se resume em:

Encontrar z € H tal que 0 € (T; + T5)(z). (4.1)

Por outro lado,

Problema 4.2. Sejam C; e Cy conjuntos convezos, fechados e ndao vazio, o problema da

wiabilidade convexa para dois conjuntos convexos se resume em:

Encontrar ¢ € H tal que: ¢ € C; N Cy (4.2)

Vamos mostrar a equivaléncia entre os problemas (4.1) e (4.2) para casos especificos
de Ty e T,. Consideremos o cone normal dos conjuntos C; e Cq, isto é, T; = N¢, para

i=1,2. Pelo Exemplo 2.1 item (ii) T; é mondtono maximal. Dai basta mostrar que se
x€Ci<=Ti(x) #0 < 0 € Ti(x). (4.3)

Entao,

15
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X resolve (4.2) <= 0 € (T, + Tu)(X). (4.4)

De fato, se x é solugao de (4.2), entdo x € C; N Cy = X € Cy, X € Cy, dai por
(4.3) temos que 0 € Ty(x) e 0 € To(x), Notemos que x € C; N Ca = D(N¢,) N D(Ng,) =
D(T; + T), que nos resulta:

0e (Tl +T2)()_()

Agora, a volta. Se x é tal que 0 € (T; + Ty)(x), logo x € D(T;) e x € D(Ty), dai
Ti(X) # 0 e To(X) # 0 novamente por (4.3) temos que X € C; e X € Cy, logo X é solugao

de (4.2). O que nos da a equivaléncia entre o problema (4.1) e (4.2) como querfamos.

Consideremos o problema de viabilidade convexa de N conjuntos :

N
Encontrar x € ﬂ Ci # () onde C; C I sao fechados e convexos. (4.5)

i=1
O problema de viabilidade convexa é fundamental em muitas areas de aplicacao, como
recuperacao de imagem, planejamento de tratamento por radioterapia, cristalografia, entre

outras areas.

Definicao 4.1. Dado um conjunto C C H e um ponto x € H, a melhor aprorimacgao

para x de C € um ponto p € C tal que,
p x|l = dlx.C) = inf [[x ]| (4.6)

Se para cada x € H eziste um ponto p, entao C € dito proximal. Além disso, sep é sempre
unico € dito de Chebyshev. No ltimo caso, a projecao para C € o operador Pc : H — C
que associa cada X para o unico ponto mais proximo e escrevemos Pc(x) =p. A reflexdo

sobre C € o operador Rc : H — H definido por Rc := 2P¢c — L.
Proposicao 4.1. Seja C C H ndo vazio, fechado e convero. Entao:

1. C é Chesbyshev
2. (Caracterizagao de projecao)

Pe(x)=pepeCe{(x—p,c—p) <0, VceC.
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3. (Caracterizagdao de reflexao)

1 1
Re(x) :r<:>§(r+x) €eCe{x—1,c—1) < §HX—THZ, Ve e C.

4. (Formula de transla¢do) Paray € H, Py ic(x) =y + Pclx —y).

5. (Formula da dilatag¢ao) Para 0 # N € R, Pyc(x) = APc (%)

6. Se C é um subespaco entao Pc € linear.

7. Se C é um subespaco afim entao Pc € afim.

Demonstracao. 1. Devemos mostrar que para todo x € J existe um unico p € C, tal
que

Ip—x|l = d(x,C) = inf |y —x|| = d

De fato, da definicao de infimo podemos tomar uma sequéncia (x™),en C C, tal que

para todo n € N,
" 1
d<|Ix"—x|| < d—I—E. (4.7)
Pela lei do paralelograma segue que,

20 x™ —x||? + 2||x™ —x||? = [|[x™ —x +x" —x|]* + [|x™ —x —x™ +x|?
= [|(x™ 4 x™) — 2x||* + [|x™ — x™||°.

) x™ 4 x™ _ .
Como C é convexo segue que — € C. Da igualdade acima temos,

™ =™ = 2fx™ = x|1* + 2[x™ —x||* = [[(x™ +x™) — 2x|?

x™ 4+ x™
— o™ — x? + 2x™ — x| —4H (L) x

2
1\? 1\?
<2(d+—) +2(d+—> — 442
m n

Fazendo n, m — oo segue que,

2

1\° 1\°
||xm—x“||2<2(d+n—1> +2(d+;) —4d* — 2d* +2d* —44d* =0.

Logo x™ é uma sequéncia de Cauchy. Como toda sequéncia de Cauchy em H

converge e do fato de C ser fechado segue que x™ — p € C. Dai por (4.7),

1
d < |x™—x|| <d+;—>d.



Capitulo 4. Douglas-Rachford e o problema de Viabilidade Convexa 18

Logo, d(x,C) =[x —pll.
Agora resta provar a unicidade. Seja q € C, tal que ||[x — q|| = d, dai
4d% = 2d% + 2d? = 2||x — p||* + 2||x — q||?
=[x—p+x—dql*+[p—ql*

= [2x—(p + @)II* + [Ip — qll*

_ptq

2
=4 —q|%.
w204y —al

Do fato de C ser convexo temos,

2
lp —ql? :4d2—4Hx—¥H <4d* —4d* = 0.
Logo p = q.

2. (=) Seja p = Pc(x), por 1, p € C. Além disso, como C é convexo e p € C
segue que para qualquer ¢ € C,(1 — a)p + ac € C, onde « € (0,1). Do fato de

Ix —p|l < |Ix — ((1 —o)p + ac)|| segue que,
0= [Ix—pl* =[x = ((1—o)p + )|
=x—plP—lx—=p+p—((1—o)p+ c)|?

=[x =pI* = lIx=plI* = Ip = (1 — 0)p + ac) |* = 2{x = p,p — (1 — &}p + &xc))
= —o|lp —c[* — 2a(x —p,p —c).

Dividindo ambos os lados da desigualde por 2« e fazendo o« — 0 temos,
—(x=p,p—¢)<0=(x—p,c—p)<0,vVceC.

(<) Suponhamos que p € Ce (x —p,c—p) < 0Vc € C. Entao,

0= (x—p,c—p)

=%(<x—p,c—p>+<x—Pyc—P>)
:%((x—p,c—x—l—x—p)-l-<X—C+C—P,C—P>)
:%(Hx—p||2+(x—p7c—x>+(x—c,c—p>+||c—P||2)

1

= 5Ux =PI+ x=p—c+p,c=x) +[c—p[*)
1

= (=PI + llc = pII* = lle = x||*)

1
2 5 (Ix=pl* = lle = I
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Logo ||x —p|| < |[c —x]|| Yc € C. Entao p ¢é a projegao de x em C.

T+ X
2

3. Se Rc(x) = 1, entdo 2Pc(x) —x = 1, ou seja, = Pc(x) € C. Além disso, pelo

item 2,

(x =Pc(x),c —Pc(x)) <0

T+ X T+ X
S (X — c— <0
< 2 ’ 2 >

1 20 —1 —
N <§(x—r),¥> <0

1
@Z—L<x—r,(20—2r)+r—x) <0
1 , 1
@—ZHx—rH —|—§<X—T’,C—T> <0

s x—1c—1) < =|x =1

1
2
para todo c € C.

4. Observe que para todo r € y+ C temos que existe ¢ € C, tal que r =y +c. Assim,

[y +Pclx—y) —x| =[[Pc(x —y) — (x —y)
<Jle—(x =y

= lle+y—=x[| ={r—x|
para todo r € y + C. Logo, Py, cx =y + Pc(x —y).

5. Observe que para todo r € AC existe ¢ € C, tal que r = Ac. Assim,

e () = <7 (=)
= re—x|
= r—x|

para todo T € AC. Logo, Prc(x) = APc (%)

6. Devemos mostrar que Pc(x + Ay) = Pc(x) + APc(y). Denominamos Pc(x) =p e
Pc(y) = g. Assim pelo item 2 basta mostrar que ((x+Ay)—(p+Aq),c—(p+Aq)) <0
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para todo ¢ € C. Assim,

(x+Ay) = (p+Aq),c—(p+Aq)) ={(x—p)+Aly —q),c— (p+Aq))
- <X—p,(c—7\q)—p>

c—p
+<7\(U—Q):7\(T— )>
=<X—p,(c—7\q)—p>+7\2<y—q,¥—q>

c—p
A

Como C é um subespago segue que,c —Aq € C e € C. Portanto, pelo item 2,

(x—=p,(c—=Aq)—p) <0

c—p
_q —" <0.

((x +Ay) — (p +Aq),c — (p +Aq)) < 0.

Logo,

7. Como C é um subespaco afim, entaio C = y+ Fondey € H e F C H é um
subespago. Dai, pelo item 4, Pc(x) = Pyir(x) = Pr(x —y) +y. Pelo item 6,

sabemos que Pg(x —y) é linear, logo temos que P¢ é afim.

4.1 Operador de Douglas-Rachford

Dados C;,Cy; C H conjuntos convexos, fechados e nao-vazios definimos o Operador
Douglas-Rachford Te, ¢, : H — I por

I+ Re,Re,

TC1,C2 = 5
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Pela defincao de R¢, e R¢, temos que,

Te o= 1 RQCQRCI
_ I4+(2Pc, —)(2Pc, — 1)
I+ 2PC2(2P2Cl — 1) — (2Pc, — 1)
_ 142Pc, (2P, —21) —2P¢, +1
_ 2P, (2P, — 1)2— 2Pc, + 21
2

= PC2(2PC1 - I) - PC1 + L

Note que Tc, ¢, e Te, ¢, geralmente sao distintos. Se C; ¢ um conjunto afim temos
que Tc, ¢, = L. De fato, visto pela demonstracao do item 7 da Proposicao 4.1 temos que,

Pc,x = Pr(x —y) +y, onde Pr(x —y) ¢é linear, y € H e F é um subespago. Assim,

Te,.c;x =P, (2P, x —x) +x — P, x
=Pr(2Pr(x —y)+2y —x—y) +y +x—Pe(x —y) —y
= 2Pp(Pr(x —y)) + Pe(y —x) + x — Pr(x —y)
=2Pr(x —y) = Pr(x —y) + x = Pr(x —y)

=X.
Portanto, concluimos que T¢, ¢, =1 onde C; é um subespago afim.

Proposicao 4.2. Sejam Cy,Cy C H fechados, convexos e nao-vazios. Entao, Pc, €

firmemente nao expansivo, Re, € nao expansivo e Tc, c, € firmemente nao erpansivo.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que P¢, é firmemente nao expansivo. Como

foi visto anteriormente, basta mostrar que
<X —-Y, PC1X - PC1y> 2 ||PC1X - Pc1y ”27
para quaisquer x e y.De fato, pelo item 2 da Proposicao 4.1 ,

<X — PC1X, Pcly — PC1X> < 0

<y - PClyv PClx - PClH) < 0.
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Somando ambas desigualdades segue que,

0= <X - Pclx —y+ PCly7 PC1y - PC1X>
= <X —y+ PCly - PC1X7 PC1U - PC1X>

= +<X —-Y, Pcly - PC1X> + ||PC1y - PC1X||2'
Dessa forma,
<U - X, PCly - PC1X> > ||Pcly - PC1X”2'

Agora iremos mostrar que Ra é nao expansivo, mas antes observe que para todo « € R,
lloox + (1 — y||* + a1 — o) x —yl|* = af|x[|* + (1 — o) Jy||*. (4.8)
De fato,

loox + (1 — ey ||* + au(l — o) [[x — y||* = lx(x —y) + y||* + (1 — o) [[x — y|*
= o[lx —ylI* + [ly[|* + 2e(x — y,y)
+ (1 — o)[x —ylf?
= [lyll* + a(x —y,2y) + o{x —y,x —y)
= [lyl* + a(x —y,x +y)
= [[yll* + o lx[* = ey [I* + a(x, y) — ey, x)

= o[x]|* + (1 — o) [JylI*
Desse modo, veja que,

HRC1X_ RC11JH2 = ”2PC1X_X_ 2PC11J +yH2

= [[2(Pc,x — Pe,y) + (1 = 2)(x —y)|*
Assim, por (4.8) e fazendo & = 2,

[Rc,x — Re,yll? = 2[|[Pe,x — Pey|? + 2[|(Pe,x —x) — (Pe,y —y) |12 — [[x —yf
= [[Rc,x — ReylI” = [Ix —ylI* = 2(||Pc,x — Pcyy||* + || (Pe, — Dx — (Pe, — Dyl

= I —yl*.
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Como Pc, ¢é firmemente nao expansivo segue que,

IPc,x —Pe,yll* + [[(Pe, — Dx — (Pe, — Dyl* < [lx —y|”
= [[Pe,x =P, yl* + [|(Pe, = Dx = (Pe, = Dyl* = lx —ylI* <0
= [Reyx —Re,yl* =[x —y[* <0

= [IReyx = Reyyl < [x =y

Logo R¢, é nao expansivo.

Por fim, vamos mostrar que T¢, ¢, ¢ firmemente nao expansivo. Observe que,

2Te,.cy — 1 =2(Pc,(2Pc, — 1) —Pc, + 1) — 1
= 2P¢,(2Pc, — 1) — 2P¢, + 21 — 1
= 2Pc,(2P¢, — 1) — 2P¢, + 1
— 2Pc,(2Pc, — 1) — (2P, — 1)

= (2PC2 - I)(QPC1 - I)

Como R¢, = 2P¢, — I e R¢, = 2P¢, — I sao nao expansivos segue que 2T¢, ¢, — I ¢ nao

expansivo, entao

H(QTCLCz - I)X - (2TC1,C2 - I)y“2 < HX _UHQ

= [[(2T¢,,cox — 2Tc, cy) — (x —Y) I < Ix —y|?
= ||2(TC1,C2X_ TC17C2U)”2 + ||X_y||2 - 4<TC17C2X'_TC17C2‘97X_U> < ||X_y||2
= 4(Te, cox — Teyc¥, x —Y) = 4T, cox — Tep ooyl

2
= <TC1,C2X - TC17C21J? X = y> > HTC1,C2X - TC17C2UH :
Logo Tc¢, ¢, é firmemente nao expansivo. ]

A classe de mapeamentos nao expansivos é fechada sob combinacGes convexas, com-
posicoes, etc. A classe de mapeamentos firmimente nao expansivos é, contudo, nao tao
bem comportada. Por exemplo, até a composicao de duas projecoes em subespago nao

precisa ser firmemente ndo expansivo.(Veja [4], exemplo 4.2.5).

Lema 4.1.1. Seja C C H nao vazio, fechado e convexo, entao Pc € o operador resolvente

de Nc.
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Demonstracao. Queremos mostrar que I%\[C = Pc. Seja x € C tal que x = ]_%\fc(x), dai

x = (N¢ + I)71(x) ou ainda

x = N¢(X)+Xx= N¢c(X) =x—X
Pela definigao do operador cone normal (Exemplo 2.1) temos que:
(x—%xy—%x)<0; YyecC
e pelo Proposicao 4.1 item 2 temos que X = Pc(x) como queriamos. ]

Teorema 4.1. Sejam Cy,Cy C H fechados e converos com interse¢ao nao vazia. Para

todo xg € H, a sequéncia T& c,Xo converge fracamente para um ponto X, tal que Pc,x €

Ci N Cs.

Demonstra¢ao. Como vimos no Capitulo 3 o Alg. de Lions e Mercier, converge para uma

solugao. Tomando A = N¢, e B =N¢, temos que A e B sao monétonos maximdis. [

O Teorema 4.1 fornece um algoritmo iterativo para resolver problemas de viabilidade
convexa de 2 conjuntos. Para aplicacoes envolvendo N > 2 conjuntos resolveremos de duas
maneiras: A primeira é ultilizando o método de iteragoes ciclicas de Douglas-Rachford,
através de operadores firmementes nao expansivos. A segunda forma é uma formulagao

equivalente de 2 conjuntos colocada no produto de espaco HN.

4.2 Composicao de Operadores
Sejam T, Ty operadores denotaremos a composicao por:
Ti o T) = TlT]

A composicao de operadores firmemente nao expansivos é sempre nao expansiva. Con-
tudo, operadores nao expansivos nao precisam ser assintoticamente regular. Por exemplo,
a reflexao em relagao a um ponto, claramente nao é; nem a maioria das rotagoes. A seguir,

uma condicao suficiente para operadores assintoticamente regular.

Lema 4.2.1. Seja T; : H — H firmemente nao expansivo, para cada i € {1,2,...,1}, €

defina T:=T,...ToT;. Se FIxT # 0 entao T € assintoticamente reqular.
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Demonstracao. Definamos a sequéncia x* = x € H e x™" = T,... T)x™. Para mostrar
que T é assintoticamente regular devemos mostrar que x™ — x™ "1 — 0. De fato, seja
y € FixT, entao Ty =y. Assim,
" —yl? = [T = Ty|?
= HTr(Trfl R Tlxn) — Tr(Trfl R le)”2
g ”TT—l N Tlxn — ly_1... le”2 — H(I — TT‘)(TT—l c. Tl)Xn
— (=TT Ty,
pois T, é firmemente nao expansivo. Seguindo o raciocinio e usando que T; é firmemente
nao expansivo para cada i segue que,
™ =y <™ =yl = [[(1=T)x™ = (I =Tyl — (- T) Tix"™ — (I = To) Tyy||?
— .. ||(I — Trfl)Tr,Q . Tlx“ — (I — TT,I)TT,Q .. T1y||2
— || T1X (I Tr)Trfl...leHQ.
Portanto, x™ é Féjer convergente com relacao ao FixT, o que implica que |[x™ —y]| é
convergente. Da mesma desigualdade concluimos que,
(I — Tl)Xn — (I — Tl)y —0
(I — TQ)Tlxn — (I — TQ)le — 0

(4.9)
I-T )T ... TIXx"—(I-T, )T, 2... iy = 0
(I—T)Tr g TxX" — (I=T)T, ... Tiy — 0.
Assim, somando as equagoes de (4.9)
x"—y—Tx"+Ty —0
= x"—=Tx" =0,
ou seja, x™ —x"t — 0. O

O Lema a seguir caracteriza pontos fixos de certas composicoes de operadores firme-

mente nao expansivo.

Lema 4.2.2. Seja T; : H —> H, firmemente nao expanswo para cada i € {1,2,...,7}, €

defina T:=T, ... TyT;. Se ﬂ FixT; # 0 entdo FixT = ﬂ FixT,.

i=1 i=1
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Demonstracao. Mostaremos por inducao.
(i) Parar=2.
Seja x € FixT; N FixTy, entao TiTox = Tix = x, portanto x € FixT, ou seja,
FixT; N FixTy, C FixT. Agora seja x € FixT e y € FixT; N FixTy, consideremos 3
casos
(a) Se Tox € FixTy, entdo Tox = Ty Tox = x. Dessa forma, x € FixT; N FixTs.
(b) Se x € FixTs, entao Tyx = Ty Tox = x. Assim, x € FixTy N FixTs.
(c¢) Se Tox ¢ FixT; e x ¢ FixT,. Como Ty e T, sdo firmemente nao expansivo,
Ix —ylI* = [T Tox — T Toy||?
< Tox = Toy* — (T = T) Tox — (I - T) Ty ||?
< =yl = [(T=To)x — (I = To)yl* — [|(T = Tu) Tox — (I — T1) Toy|®

Como x ¢ FixTy,

[(I=To)x = (I=To)y| =[x = Tox = (y = Toy)|
=[x —Tox— (y —y)||
= ||Jx — Tox|| # 0.
Entao,
e —yll* < fIx =yl

o que é um absurdo. Logo o terceiro caso nao pode acontecer. Assim,
FixT; N FixT, = FixT.

(ii) Suponhamos que T > 2 e que seja vélido para r = n, entdo para r =n + 1 é vélido.
De fato, seja Ry =T, ... T; e Ry =T, ;1. Pelo item i temos que,
FiXTnJrl . T1 = FiXRQRl
= FixRy N FixR;
= FiXTTH_l N FiXTn N Tl'

Assim, por hipétese de indugao

n+1

FixTusr ... Ty = () FixT.
i=1
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Logo FixT = ) FixT;. 0

i=1

Veja o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Seja T : H — H linear, nao expansivo e assintoticamente reqular. Entao,
para todo x° € K,
T™x? = PrixtXo

n+tl — Tx™ Por hipotese T ¢é linear, entao

Demonstracao. Definamos a sequéncia x° e x
TO=T(x—x)=Tx—Tx =0,

ou seja, 0 € FixT. Além disso, pelo fato de T ser nao expansivo,

) = e — 0] = [[Tx™ — To]

< [Pe™ = 0ff = [Ix™]l-
Dessa forma, existe 1 > 0, tal que ||x™|| — L. Agora seja m € N, entao para cadan € N
e = T T ()] € . (110)
Pela lei do paralelograma,

[ A T = x| = 2T A X )

= [ X = 20X A ) = [T = X (4.11)
Observe que,
||Xn+m _ Xn“ — ||Xn+m _ Xn+m—1 + Xn+m—1 - Xn—|—m—2 o+ x11—0—1 - XnH
< ||Xn+m _Xn+m71|| + ||Xn+m71 _ Xn+m72|| 4+ ||Xn+1 _ Xn”'

Como T ¢ assintoticamente regular, implica que [[x"*™ —x™|| — 0, quando n — oo.
Entretanto, por (4.10), (4.11) e usando o fato que ||x™|| — 1, segue que [[x™*™+x"|| — 21

para suficientemente grande. De (4.11)
™™ =X E = 20 A ) = T X 2017+ 1) — 417 = 0.

Portanto, (x™)neny ¢ uma sequéncia de Cauchy e assim x™ — x € H. Além disso,
X" — x, entao

x = lim x™™ = lim Tx" = Tx,
n—oo n—oo
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ou seja, x € FixT. Resta mostrar que x = Pri X", mas antes vamos mostrar que
peEPxepeCeVy,ze C{y—2z,x—p)=0] (4.12)

onde C é um subespaco afim e fechado. De fato, seja y,z € C. Como C é um subespaco,

2Pcx —y € C e pela Proposigao 4.1 item 2
(y —Pcx,x — Pcx) < 0.
Pelo 0 mesmo argumento,
—(y — Pex,x — Pex) = (—y + Pex, x — Pex)
= ((2Pcx —y) — Pex,x — Pex) <0

, ou seja, (y —Pex,x —Pex) > 0. Logo, (y — Pcx,x — Pcx) = 0. Da mesma forma para

z obtemos (z — Pex,x — Pex) = 0. Assim,
(y—Pcx,x —Pcx) — (z—Pcx,x —Pcx) =0
= (y—2z,x —Pcx) =0.

Para finalizar iremos mostrar que limn o PrixtX™ = Prix7x’. De fato, denominaremos
de V = FixT. Fixemos n € N > 1 e yo = aPyx’ + (1 — a)Pyx™. Como T é linear

segue Y, € V. Da defini¢ao de y, segue que
ox(Pyx? — Pyx™) =y — Pyvx™.
Assim,
o [[Pyx™ — Pyx”||* = [[Pyx™ — yu*

< X" = Pux™ [ 4 [Pvx™ =y

= [x™ = Pyx™[[* + [Pyx™ — yu[* + 2(x™ — Pyx™, Pyx™ — ya),
pois (x™ — Pyx™, Pyx™ —y4) = 0, devido a (4.12). Desse modo,

o [[Pyax™ — Pyx|[? < [[x™ — Pyx™ + Pyx™ — yqf?
= X" —yall*.
Observe que, para todo y € V segue que |[x" ! —y|| < ||x™ —y]||. Portanto,
o?[[Pyx™ — Pyx’|* < X" = yal
= |IX° = Pyx" + Pyx? — yo?

= [[x" = Pvx"[|* + [[Pvx” — yu*
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pois, (x" —Pyx? Pyx" —y4) = 0, por (4.12). Novamente pela defini¢ao de y4, concluimos

que

Yo — Pvx? = aPyx’ + (1 — o) Pyx™ — Pyx"

= (1 — o) (Pyx™ — Pyx?).
Dali,

o?[[Pyx™ — Pyx®[* < [[x” — Pyx?[|* + (1 — a)?[[Pyx™ — Pyx’|®

= (o> —(1— oc)2)||PVxn — P\/X0||2 < ||x0 — P\/X0||2

= (20 — 1)[|Pyx™ — PyxX°||2 < [|x" — Pyx?|?
1

- 0||2
200 — 1 '

= ||va“—va0||2 < ||xO—va

Fazendo o — 00, segue que Pyx™ = Pyx". Logo,

x = lim Pyx™ = Pyx’
n—oo

o que conclui a prova. [

Corolario 4.1. Seja T; : H — H firmemente nao expansivo, para cada i € {1,2,...,1},

com nFixTi # () e defina T := T....T,. Entao, para todo x° € H,T™xy converge

i=1
N

fracamente para um elemento de FixT = ﬂ FixT;. Além disso, se T é linear, entao T™x"
i=1
converge, fort t PrixTx’
ge, fortemente, para Prix1X".

Demonstracao. Como T é uma composicao de operadores nao expansivo, segue que T é

.

nao expansivo. Pelo Lema 4.2.2 temos que FixT = ﬂ FixT; # (. Dali, pelo Lema 4.2.1
i=1

T é assintoticamente regular. Dessa forma pela Proposicao 2.3, para todo x° € 3, T™x°

converge fracamente para um elemento de FixT. Além disso, se T for linear, pelo Teorema

4.2 Tx? converge fortemente para Prixrx°. O

Notemos que a verificacao de muitos resultados desta secao podem ser simplificado

para o casos especiais que exigimos.

4.3 TIteracoes Ciclicas de Douglas-Rachford.

Agora estamos prontos para apresentar nosso primeiro algoritmo de projecao, o método

ciclico de iteracao de Douglas-Rachford. Seja Cq,Cq,...,Cn € H e defina Tic, ¢, ..yt
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H — H por,

T[C1 Cy...Cn] = TCN7C1TCN71,CN .- ‘TC27C3TC17C2

_ (1+Rc,Re, I+RcyRey [+ Re,Re, [+ R¢,Re,
- 2 2 o 2 2 '

Dado xg € H, o método de iteragoes ciclicas de Douglas-Rachford definido repetidamente

por:

n+1 __ n
X - T[C1 Cy...CNIX -

Observacao 4.1. No caso de dois conjuntos, o operador ciclico de Douglas-Rachford

torna-se

I+ Re,Re,\ /1+Re,Re,
T[Cl Col — TC27C1TC17C2 = ( 2Cl C2) < 2C2 = > :

Isto €, nao coincide com o classico esquema de Douglas-Rachford.

Onde nao hd ambiguidades tomamos os indices médulo N e abreviamos Te, ¢; por
Tij e Tic, ¢y .. cng POT To - Em particular, Toq := Ty, Tnoner = T, Co = Cn e
Cny1:=C.

Lembramos da seguinte caracterizacao de operadores de Douglas-Rachford.
Lema 4.3.1. Sejam Ci,Cy C H convexos e fechados com intersecao nao vazia. Entao,
Pc,FixTe, c, = C; N Ca.
Demonstracao. Seja x € C; N Cy entao

TCl,CQX = PC2 (2PC1X — X) +x — PC1X
=Pc,(2x —x) +x —x

= Pc,(x) =x.

Assim, C; N Cy C P¢,FixTe, ¢,. Por outro lado, seja y € Pc, FixTe, c,, entao existe

x € FixTe, ¢, tal que y € Pc,x. Observe quey € C;. Do fato de x € FixT¢, ¢, segue que,

x = Tc, c,X = X =P, (2Pc,x —x) +x — Pc, x

=Pc,(2y —x) +x —y.

Assim, y = P¢,(2y—x), ouseja, y € Co. Portando,y € C;NCy, implicando P¢, FixTe, ¢, C
C1 N CQ. LOgO7 PClFiXTCth = C1 N C2. ]
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Agora estamos prontos para apresentar nosso principal resultado em relagao a con-

vergencia do método de iteragoes ciclicas de Douglas-Rachford.

Teorema 4.3. Seja C1,Csy,...,Cn C H conjuntos convexos e fechados com intersecao

- . 0 P n

nao vazia. Para todo x° € H a sequéncia T}, ;X0 converge fracamente para um ponto
N

x tal que Pc,x = Pc;x, para todos os indices 1,j. Além disso, Pc,x € ﬂ Cy, para cada

i=1
indice j.

Demonstragcao. Da Proposicao 4.2, T; i1 ¢ fimimente nao expansivo, para cada i. Veja
N

que, se X € ﬂ Cy, entao

i=1

I+ Rc,,,Re,

i+1

T

= PC1+1 (QPC.1 — I)X +X— PC-IX

Ti,i+1x =

= PCH1(2PCiX_X) +X—X

=Pc,,, (2x —x)
=Pc...x=x

i+1

N N
, ou seja, ﬂ FixTi it 2 ﬂ C; # (0. Dai, pelo Corolério 4.1 Th, . N]xo converge fraca-

i=1 i=1

N
mente para um ponto x € FixTpo  n) = ﬂ FixTiiy1. Pelo Lema 4.3.1 Pc,x € Ci N Ciyy,

i=1
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o que implica Pc,x € Ci4q, para cada i. Assim,

N
1
5 Z IPece=Peyxl = (0) + 5 3_(IPaxl = 2(Peox,Peyx) + IPe P
N N
- <X7 Z(Pciflx - PCiX) - Z(Pciflx - PCiX)>
i=2 i=2
N N
[Pe,x]l” = IPey x| :
+ 2 - ;(Pcix7 PC171X> + Z ||PC1X||

N N
=(x, Z(PCHX — Pcix)> + <x, Z(PCR‘ — PCHX)>

i=2
N

ZPCXPC X
i=2

N N N
={X Z(PC171X - PC1X)> - Z<PC1X7 PCi71X> + Z HPCiXHQ

i=2 i=2

i=2
N N N
= (X, Z(PCFlX — PCiX)> — Z<PC1X’ PCi,1X> + Z HPCiXHZ
i=2 i=2 i=2
1 N
+ 5 Z(x —Pc, %, Pc,x —Pc, 1 X)
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N

Observe que, pelo fato de x € ﬂ FixTi_i4,

i=2

[+ R¢.Re,
x=Ti1ix = %(x)

. X+ (2PC-1 — I)(2PC171 — I)X

B 2

x4+ 2Pc,(2Pc, ,x —x) —2Pc,_ x +x

= 5 _
Dai,

2x = 2x + 2P, (2P¢c, ,x —x) —2P¢, . x = P, x = P (2Pc, ,x —x).

Assim,

(x —Pc_,x,Pc,x —Pc,_,x) = (Pc,_,x — (2P¢c,_,x —x),Pc,x — Pc,_,X)

= (Pc,(2Pc, ,x —x) — (2P¢, ,x —X),Pc,x —Pc, ,x) =0
por (4.12) e utilizando o fato de P¢, ,x,Pc,x € Ci. Além disso,

1
§<x —Pex,Pe,x —Pc, ,x) = (x —Pe,x, Pe,x + Pe,  x —2Pc, X)

PCiX + PCFlX

= (x — Pc,x, 5

— PC171X> =0.

pelo mesmo argumento acima e usando o fato de C; ser convexo. Portanto,

N N N N
1
5 Z HPCiX - PC171XH2 = <X7 Z(PCiAX - PCiX)> - Z<Pcix, PCi71X> + Z ”PC1X||2
i=2 i=2 i=2 i=2
N N
=(x,) (Pc_,x— Pcix)> — Z(Pcix, Pc, . Xx)
i=2 i=2
N
+ Z<PC X, Pc.x)
i=2
N N
= Z(x, Pc, ,x—Pcx) + Z(Pcix, Pc,x —Pc, %)
i=2 i=2

(x —=Pc,x,Pc,_ ,x—Pc.x) <0

I
Mz

2

H.
I

pela Proposicao 4.1 item 2. Logo, Pc,x = P¢, ,x, para cada i, o que conclui a prova. [

Novamente, pela Proposicao 2.3, uma Versao mais geral do Teorema 4.3 pode ser

extraida.
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Teorema 4.4. Seja C1,Csy,...,Cn C H conjuntos convexos e fechados com intersecao
nao vazia. Seja T; : H — H, para cada j, e defina T := Tn ... ToTi. Suponha as trés

sequintes propriedades.

1. T=TN ... LTy, € ndo expansivo e assintoticamente reqular.

N
2. FixT = (| FixT; # 0.

j=1

3. Pc,FixTy C Gy, para cada j.

Entao, para todo x° € H, a sequéncia T™X" converge fracamente para um ponto x, tal que
N

Pc.x = Pc,x para cada i,j. Além disso, Pe,x € ﬂ Ci, para cada j.

i=1
Demonstracao. Como por hipétese T é nao expansivo, assintoticamente regular e FixT # ()
segue da Proposicao 2.3 que T™x" converge fracamente para um ponto x € FixT. O

restante da prova é o mesmo do Teorema 4.3. O

Agora investigamos a iteracao ciclica de Douglas-Rachford na secao especial, mas o
caso em que o ponto inicial esta em um dos conjuntos alvos, mas especialmente o primeiro

conjunto de destino.

Corolario 4.2. Seja C1,Cy,...,Cn C H conjuntos convexos e fechados com intersecao

nao vazia. Sey € Cyi entao Tii1y = Pc,,y. Em particular, se x? € Ci, a trajetoria

i+1
ciclica de Douglas-Rachaford coincide com o método da proje¢dao alternada de Von Neu-

mannmn.

Demonstragao. Para todo y € H segue que

Yy + RC1+1RCiy
2

<~ 2PCi+1y —y= RC1+1 Rciy

Ti,i+1y = PCi+1y And PC‘LHy =

<~ RCi+1y = RCi+1RCiy'

Observe que se y € Cy, entao Re,y =2Pcy—y =2y —y =vy. Logo T1i41y = Pc, V.

Em particular, se x° € C;, entdo pelo o que mostramos acima,
0 0 0
T[l 2. NJX = TN,l R T273T172X = PC1PCN ce PC2X € Cl

e segue o resultado. O]
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Figura 4.1: Figura retirada de [7] mostrando uma trajetéria ciclica de Douglas-Rachford
diferente do método da projecao alternada de von Neumann. Cada ponto verde representa

uma iteracao de 2 conjuntos de Douglas -Rachford.

Agora segue um exemplo envolvendo subespagos.

Exemplo 4.1. Se x° ¢ C; entdao a nova trajetoria ciclica de Douglas-Rachford ndo coin-
cide com o método de projecao alternada de Von Neumann. Daremos um exemplo envol-

vendo dois subespagos fechados com codimensdo 1 (veja Figura 4.1). Defina
Ci={xeH:(a,x) =0} Cy={xeH: (az,x) =0}

onde a,ay € H tal que (a1, as) # 0. FEscalando, se necessdrio, podemos assumir que

|lai|| = [|az]| = 1. Entdo,
Pex=x—(a;,x)a;  Pc,x =x — (ag, x)as.
De fato, sendoi=1,2

(ai, x — (ai, x)ai) = (ai, x) — (ai, (ai, x)aq)

= (ai,x) — [laill*(ai, x).
Assim, {(ai,x—(ai,x)a;) =0, ou seja, x —(ai, x)a; € Ci. Além disso, sejay € Cy, entdo

(x —(x—(ai,x)ai),y — (x — (a,x)ai)) = ({(ai, x)ai, y —x + (ai, x)ai)

= (ay, %) ((ay, y) — (ai, x) + (ai, x)[laq] %

Desse modo, (x — (x — (ai,x)ai),y — (x — (ai, x)a;)) = 0. Portanto, pela Proposi¢io 4.1

item 2, Pc,x =x — (ai, x)ai, onde i =1,2.
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Observe que,
Ti2x = Pc,(2Pc,x —x) +x — Pc,x
= 2Pc,x —x — (a9, 2Pc,x —x)as — P, x + x
= Pe,x + (ag, x)as — 2(as, Pc,x)ay
=x— (x,a1)a; + (x, az)as — 2(az,x — (a, x)a;)as
=x— (x,a1)a; + (x, ax)as — 2(x, ax)as + 2(x, a;)(as, as)as
=x—(x,a1)a; — (x, ax)as + 2(x, a;)(as, as)as.
De forma similar,
Toax =x— (x, a1)a; — (x, az)as + 2(x, az)(a;, az)a;.

Sabendo que, Rlz:1 =1, temos que

Tr ) =TenThE

1
= é(TFl,Fg + Re,Re, Tr 1)

1 R, + Ri, Re,Ry,
e ()

1 Rr, Rr, + Re, RE,RE,RE,
BEAGEE 2

1 Rp, R, +1 1
=3 <TF1,F2 + T) = E(TFLFQ + Tr,r, ),

onde F1,Fy sdo afins e fechados. Assim,

2(ay, T o)) = (a1, Tig) + (a1, o)
= (a1, %) — (@i, x)[|ar[* = (a2, %) (a1, az) + 2(ar, x){ai, az)*
+ (a1, %) — (ar, 9)[lar[|* = (a2, x) (a1, az) + 2(az, x){ar, az) [l as*.
Desse modo, 2{ay, T o)) = 2(ay,x){ai, as)?, ou seja, {(ay, Tya) = (ai,x){as, as)?. De
forma similar, {as, Ty o)) = (as, x){(ay, az)?. Portanto, se (ai,x) # 0, para cada i =1,2,
entio (ai, Tpoy) # 0, para cada i. Em particular se xg ¢ Cy U Cq, entdo nenhuma das

iteragoes ciclicas de Douglas-Rachford reside em Cy ou Cs.

4.4 Reformulacao Produto

Agora veremos nova reformulacao para o problema de viabilidade convexa, que pode ser

colocado no produto de espago. Consideremos a formulagao produto de (4.5). Defina dois
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subconjuntos de HN :
C:=C; xCyx...xCn, D={(x,%x,...,x) € HN :x € K}, (4.13)

que sao fechados e convexos (de fato, D é um subespaco). Considere o problema de

viabilidade convexa de 2 conjuntos
Encontrar x € CND C KN, (4.14)

Entao (4.5) é equivalente a (4.14) no sentido que

N
xEﬂCiﬁ(x,x,...,x)eCﬂD.

i=1

Além disso, as projecoes e, portanto as reflexoes, sao facilmente calculadas

Pcx = Pe,xg X PeyXg X ..o X Pexn,

1 o 1 o 1 o
PDX:<N;X)'>X(N;Xj>x...x<ﬁéx)‘>.

Seja x? € D e defina x™ := Tjp ¢)x™*. Entao, pelo Corolario 4.2

1 & 1 & 1 &
T " =PpPcx"=[ — Pc., — Pc......,— Pc. | .
D Cc1X pDFcX (N ; CNN ; Ci» N ; Cl>

Isto é, se comegarmos em D, como é razoavel, o método ciclico de Douglas-Rachford
coincide com a de projecoes médias.

No geral,

Tocx=TepTp,cx
= (2PpPc —Pp +1—Pc)Tpcx
= 2PpPcTp,cx —Pplpcx+ Tp cx — PcTp cx
= 2PpPcTp cx —PeTp,ex — Po(PcRpx + x — Ppx) + PcRpx +x — Ppx

=X+ 2PD PcTD7Cx — PcTD7Cx — PD PcRDX — PDX + PDX + PcRDX — PDX

=X— PDX + 2PD PcTD7Cx — PcTD7Cx + PcRDX — PD PcRDX (415)
Se x = (x1,Xa,...,XN), entao a i-ésima coordenada de (4.15) pode ser expressa como,
1 2 o
(To c1X)i =% — N D x5+ N > Pe,(To,ex)j — Pe,(To,ex)
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onde

1w 2
(TD,CX)j = Xj — N ZXk -+ ch <N ZXk —Xj> ,
k=1 k=1

que ¢é a férmula consideravelmente mais complexa.

Teorema 4.5. (Média de Douglas-Rachford) Seja Cq,Cs,...,Cn C H conjuntos fechados

e convexos com intersecdo ndo vazia. Para todo x° € H a sequéncia definida por

1 N
n-+1 . n
X = <_N ; 1 11,1+1> X

converge fracamente para um ponto x tal que Pc,x = Pc;x para cada indice i,j. Além
N

disso, Pc,x € ﬂ Cy, para cada indice j.

i=1

Demonstragio. Considere C,D C HN como em (4.13) e defina T := Pp(Tio x To3 X

. X Tnoin). Pela Proposicao 4.2, Pp é firmemente nao expansivo. Novamente pela
Proposicao 4.2, T ;41 € firmiente nao expansivo em H, para cada i =1,...,N. Portanto,
(TraxTozx...xTn_1n) ¢ firmemente nao expansivo em HN. Além disso, seja x* € CND
entao x* = (X,X,...,x), onde X € Ci, para todo 1 =1,2,...,N. Entao, como ja foi visto
anteriormente, T; ;11X = X. Assim, x* € Fix(Ti2 x To3 x ... X Ty—1,n) N D, ou seja,
Fix(TioxTozx...x Ty_1.n)ND D CND # 0. Defina a sequéncia X° € HN e X™ 1 = TX™.
Dai, pelo Corolario 4.1, X™ — X € FixT = Fix(Ty2 X To3 x ... x Ty—1,n) N D. Sabendo

que TX™ € D, para cada n, escrevemos X™ = (x™,x",...,x") com cada x™ € H. Entao,
XN
Xn+1 _ (-I—XTL+1)i _ (N Z Ti,i+1> Xn’
i=1
independente do i. Similarmente, sendo X € FixPp = D, escrevemos X = (x,X,...,Xx) €

HN com cada x € H. Sendo X € Fix(Tya x Tz X ... X Tn_1.n), entdo x € FixT; 141,
para cada i. Portanto, pelo Lema 4.3.1, P¢.x € Ci;1. O mesmo céalculo do Teorema 4.3

completa a prova. O



Comnsideracoes Finais

Neste trabalho, inicialmente estudamos o algoritmo de Douglas-Rachford para resolver
problemas de soma de operadores monétonos maximais, além disso foi estudado a boa
definicao do algoritmo e convergéncia fraca para a solucao do mesmo. Em seguida, apre-
sentamos a equivaléncia do problema de viabilidade convexa de dois conjuntos com o
problema citado acima para o caso que os operadores sejam os Cone Normais com relagao
a cada conjunto. Também apresentamos o método de iteracao ciclica de Douglas-Rachford
provando em cada caso convergéncia fraca para um ponto cujas projecoes em cada um
dos conjuntos ¢ solucao do problema de viabilidade convexa e apresentamos um exemplo
de facil apresentacao do metodo citado. Por fim, apresentamos uma nova reformulacao
para o problema de viabilidade convexa, que pode ser colocado no produto de espaco e
apresentamos a Versao Média de Douglas-Rachford, provando a convergéncia fraca para
um ponto cujas projecoes em cada um dos conjuntos ¢ solucao do problema de viabilidade

convexa.
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