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Resumo

Neste trabalho estudaremos o problema critico para o operador k-Hessiano definido num
dominio QO C R™ limitado com fronteira suave. Estabeleceremos resultados de existéncia
e nao-existéncia de solugoes para a equacao k-Hessiana envolvendo o expoente critico de-
terminado por K. Tso em 1990. Além disso, estudaremos o problema de Brezis-Nirenberg
associado a equacao k-Hessiano quando Q) ¢ a bola unitdria centrada na origem 0 € R™.
Em particular, provaremos existéncia de solugoes radialmente simétricas para o problema
critico na presenca de um termo de perturbacao de menor ordem. Por fim, apresentaremos

um estudo sobre o comportamento assintético das solugoes obtidas.



Abstract

In this work, we investigate the critical problem for the k-Hessiano operator on a bounded
smooth domain QO C R™. We establish existence and nonexistence results for the k-
Hessian equation involving the critical exponent determined by K. Tso in 1990. Moreover,
we will study the Brezis-Nirenberg problem associated to the k-Hessian equation when
Q) is the unit ball centered at the origin 0 € R™. In particular, we show the existence
of radially symmetric solution for the critical problem in the presence of a lower-order

perturbation terms. Finally, we analyze the asymptotic behavior of the obtained solutions.

vi
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Introducao

Seja Q um dominio suave e limitado em R™. Para uma funcao u € C%(Q), o operador

k-Hessiano, denotado por Sx(D?u), é definido por
Sk(DZU) = [DQ(u)}kxk (1)

onde k € {1,...,n}, D*u denota a matriz Hessiana de u e [A], ,, representa a soma de
todos os sub-determinantes principais k x k da matriz A. Alternativamente,
Si(Dw) =0rM) = D> Ay Ay
<ok

¢ a k-ésima funcao simétrica elementar de autovalores A = (A1, ..., A,,) da matriz Hessiana
D2(u).

Se k = 1, o operador k-Hessiano coincide com o Laplaciano e, quando k = n, temos
o operador de Monge-Ampere. Para 2 < k < n, o k-Hessiano pode ser considerado
como uma familia de operadores nao-lineares conectando o Laplaciano ao operador de
Monge-Ampere.

Como observado em [19], o operador k-Hessiano possui a forma divergente. De fato,

k-Hessiano satisfaz as identidades
1 . 1 .
SkD™W) = = 3 wysi = Y o (ujskl [u]) 2)
onde Ui = Uy, Uy = Uy, x; €
ij Y 2
SUIu) = 5— (Sk(D*w). (3)
Uij
A segunda indentidade segue do fato de que os coeficientes SE satisfazem,
> 3iSPul =0, Vj. (4)

Embora o k-Hessiano tenha a forma divergente, para k = 2,...,n, este nao ¢ eliptico

em todo o espaco C2(Q). Para superar essa dificuldade, L. Caffarelli, L. Nirenberg e J.

1



Sumario 2

Spruck [4] sugeriram considerar o k-Hessiano restrito a classe das fun¢oes admissiveis. A

saber, dizemos que u € C*(Q) é k-admissivel se
S;(D*w)>0,j=1,...,k

Denotaremos por @f(Q) o conjunto das fungoes admissiveis u tais que w5 = 0. Como
observado em K. Tso [19], dada u € ®F(Q) vale

0S(D%u
Mvivj >0, Vv,lv[>0 (5)
aTij

o que traduz a elipticidade de S, (D?u).
Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes radiais para uma equacao en-

volvendo o operador k-Hessiano definido num dominio QO C R™ limitado, suave. Mais

especificamente, a equacao
Silul =f(x,u) em Q,
(6)
u=>0 em 0Q)
a qual é denominada equagao k-Hessiana com condicao de Dirichlet homogénea.

A existéncia de solugao para uma equacao do tipo (6) depende fortemente do cres-
cimento da fungao f. Considerando f(s) = sP,s > 0, o expoente critico do operador
Laplaciano, isto é, 1-Hessiano é dado por p* = (n+2)/(n —2). Em outros termos, nesse
caso, a equacao (6) admite solucdo positiva para todo 1 < p < p*, mas para p = p* a
solubilidade ¢é perdida devido a famosa identidade de Pokhozhaev [15]. No célebre ar-
tigo de Brezis e Nirenberg [3] foi investigado o fenomeno da criticalidade na presenca de
um termo de ordem menor. O mesmo problema para outros operadores elipticos foram
discutidos por diversos autores, incluindo Guedda e Veron [14] e Egnnel [10] (operador
p-Laplaciano), Edmunds et al. [9] (operador biharménico), Pucci e Serrin [17] (operador
poliharmonico), e Chou e Geng [6] (operador Laplaciando com peso). Nesse trabalho,
seguindo os trabalhos de K.S. Chou, Di Geng, S. S. Yan [7], estudaremos o problema de
Brezis e Nirenberg para o operador k-Hessiano, k > 1.

Iniciaremos estudando o expoente critico para a equagao k-Hesssiana. Para isso, con-
forme feito em Tso [19], consideraremos a equagao (6) com f(u) = (—u)P, e investigaremos
condicoes em p para a existéncia e nao-existéncia de solugoes negativas. Em particular,
sob a condicao 1 < k < n/2, veremos que o expoente critico é dado por

(m+2)k

Vi =T



Sumario 3

De fato, veremos que nesse caso a equagao (6) admite solu¢ao negativa para p < y(k)
mas nao tem solugao se p = y(k).
Finalmente, como feito em K.S. Chou, Di Geng, S. S. Yan [7], estudaremos o problema

de Brezis e Nirenberg para a equagao k-Hessiana. Isto ¢, tomando
flw) = (—u)"™ + A(—w*

e veremos condigoes sobre A,k e n para a existéncia e nao-existéncia de solugoes radiais
negativas quando Q é a bola unitdria B;(0) em R™. Finalizaremos com um estudo do

comportamento assintético das solugoes obtidas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos enunciar resultados que serao usados no decorrer deste trabalho,

cujas demonstragoes estarao devidamente referenciadas.

1.1 Resultados de Teoria da Medida e Integracao

Comecaremos com algumas definicoes.

Definigao 1 (o-dlgebra). Uma o-dlgebra no conjunto X é uma familia £ de subconjuntos

de X que satisfaz as sequintes propriedades:
(a) 0,X € L;
(b) Se A€ X, entio A =X—A€ZL;

(c) Se An € X para todo n € N, entdo U A, €.

n=1

Neste caso, o par (X, L) € chamado de espag¢o mensurdvel. Cada elemento da o-dlgebra

¢ chamado de conjunto mensurdvel.

Quando (X, T) é um espaco topolégico, a o-dlgebra X(t) é chamada de o-dlgebra de
Borel de X, denotada por B = B(X) e seus elementos sao chamados de conjuntos de Borel

ou borelianos.

Definicao 2 (Fungoes Mensuraveis). Seja (X, X) um espaco mensurdvel. Uma fun¢do
f: (X,Z) — R ¢ mensurdvel se f~'(A) € L para todo boreliano A € B(R). O
conjunto formado por tais funcgoes serd denotado por M(X, X). Consideraremos ainda o

subconjunto M* (X, Z) :={f € M(X, L) : f(x) = 0 para todo x € X}.

4



Capitulo 1. Nocoes Preliminares )

Definigao 3 (Medida). Uma medida no espago mensurdvel (X,LZ) é uma fung¢ao u :

L — [0,00] que satisfaz as sequintes condigoes:
(a) u(0) =0;

(b) Se (An)_, € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de X, entdo

[ <U An) = Z H(An)

n=1
A medida n € dita finita se W(X) < oo, e € dita o-finita se existirem conjuntos

(An)X_, em X tais que X = U An e WAL) < oo para todo n. O terno (X, Z,u) é
n=1
chamado espaco de medida.

Definigcao 4. Seja (X, X, 1) um espaco de medida.

1. A integral da funcdio simples @ € M1 (X, L), cuja representacao candnica é @ =

Zj";i ajXa;, em relagao a medida p € definida por
Jx edp = i ajp(A;).
j=i
2. A integral de uma funcao f € M™ (X, L) em relacdo a medida W € definida por
JX fdp = sup {JX edu:@ e MT(X,X) € simples e 0 < @ < f} .
3. Para f € MT(X,X) e A € L, define-se
J fdu:J fxadp.
A X

Defini¢ao 5. (a) Dada uma fungio f : X — R, as fungoes ¥ f~ : X — [0, 00) sdo

definidas por

f*(x) = max{f(x), 0} 2 f~(x) = —min{f(x), 0}.

(b) Seja (X, X, 1) um espago de medida. Uma fungio f € M(X,Z) é dita Lebesgue-

integrdvel (ou integrdvel) se [, fTdu < oo e [, f~du < co. Neste caso definimos

J fdMZJ f+du—J fdu.
X X X

O conjunto de todas as fungoes integrdaveis f: X — R € denotado por L(X, X, ).
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Os resultado enunciados abaixo poderao ser encontrados em Folland [12].

o0

Teorema 1 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (o)X, uma sequéncia em

MT (X, Z) tal que 0 < f1(x) < fa(x) < ... para todo x € X.

1. Se f,.(x) — f(x) para todo x € X entao f € MT(X,X) ¢ J

fdu = lim J fndp.
X n—oo

X

2. Sefn — fu-¢qs. efe M (X, LX), entdo J

fdu = lim J fadu.
X n—oo X

Lema 1 (de Fatou). Se (f,)%_; € uma sequéncia em M™ (X, L), entdo
J lim inf f,,dpu < lim ian fndu.
X n—oo n—oo X

Teorema 2 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Suponha (X, M, u) e (Y,N,v)

espacos de medida o-finitos, 1 <p < oo e f uma fungcao mensurdvel em X x Y. Entao,

P 1/p 1/p
U(Jf(x,mdv(y}) du(X)} < ij(x,ywdu(x)] dviy).

1.2 Resultados de Analise Funcional

1.2.1 Espacos de Banach

Seja E um espacgo vetorial real.

Definicao 6. Uma aplicacdo ||.]| : E — [0, 00) € chamada de norma se:
i. |lul] > 0 para todo uw € E e, |[u|| =0 se, e somente se, w=0;

it. JAul| = [Alllul], para todo w € E e A € R;

i, |lw+ vl < ||l + v, para todo u,v € E.

Assumiremos que E é um espaco vetorial normado, ou seja, um espago vetorial munido

de uma norma.

Definigao 7. Diremos que uma sequéncia (u,,) C E converge para u € E se
lim |[Ju, —u|| =0.
n—oo

Neste caso, dizemos que W € o limite da sequéncia W, e escrevemos W = lim uw, ou
n—oo

simplesmente U, — W.
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Definiremos agora espaco de Banach. Para isto, precisamos definir um tipo especial

de sequencia.

Definigao 8. i. Uma sequéncia (un) C E € dita de Cauchy, se satisfaz a sequinte

propriedade: dado € > 0, existe ng > 0 tal que

e —wll < €, sek,1>mny.

1. B € dito um espago completo se toda sequéncia de Cauchy em E converge, ou seja, se

(un) € uma sequéncia de Cauchy em E, entdo existe w € E tal que u,, — u.

i1i. Quando E for um espacgo vetorial, normado e completo, diremos que E € um espaco

de Banach.

Exemplo 1. Sejam (X, Z, 1) um espago de medida e 1 < p < 0o. O conjuntos de todas

as funcoes mensurdveis f de X em R tais que

1
P
il = (j Iﬂpdu) < oo,
X

¢ denotado L, (X, Z, 1) e, com essa norma, L, € um espaco de Banach. (vide Botelho, et

al. [1] pdag 10)

Teorema 3 (Desigualdade de Holder). Suponha 1 <p <ooep '+q'=1 Sefeg

s@o fungoes mensurdveis em X, com f € LP e g € L9. Entdo, fg € L' e vale

Ifgll < lIfllpligllq-

Demonstragao. Vide Botelho, et al. [1] pag 08. ]

1.2.2 Convergéncia Fraca

Definicao 9. Seja E um espaco vetorial normado. O dual topoldgico de E, ou simples-
mente dual de E, o qual representamos por E', € o conjunto de todos os funcionais lineares

continuos f: E — R.

Definigao 10. (Topologia e Convergéncia Fraca). A topologia fraca no espago normado
E, denotada por o(E,E’), € a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos @ € E’.
Quando uma sequéncia (xn)_, em E converge para um x € E na topologia fraca dizemos

que (xn)_, converge fracamente para X e escrevemos X — U.
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Proposicao 1. Seja E um espaco normado.
(a) Se xn — x em E, entao a sequéncia (||xn||)_, € limitada e [|x|| < liminf ||x,||.
(b) Sexn =x emE e @, — @ emE’, entio @n(xn) — @(x) em R.

Demonstracao. Faremos a demonstracao de (b). O item (a) pode ser encontrado em
Botelho, et al. [1] pdg. 145. Dado ¢ > 0, das convergéncias @, — @ e @(xn) — @(x)

existe um numero ng tal que
lon — @l <e e |p(xn) — @(x)| < € para todo n > ny.

Pelo item (a) existe C > 0 tal que ||[xn|| < C para todo n. Portanto,

lon(xn) —@(X)[ = {@n — @) (xn) — @(xn —x)|
< lon — @ll [xnll + @ (xn) — @ (x|
< Ce+ce¢

para todo n > ng. Isso prova que @ (xn) — @(x). H

1.2.3 Espacos Separaveis e Reflexivos

Definicao 11. Um espago normado E que contém um subconjunto enumerdvel e denso

em E € dito separdvel.

Para todo espago normado E, podemos considerar seu dual E’, que é um espaco de
Banach. Podemos entao considerar o dual de E’, o qual chamaremos de bidual de E e

denotaremos por E” ou seja, E” = (E’)’.

Proposicao 2. Para todo espagco normado E, o operador

Je:E—E" Je(x) (@) = @(x)

para todos x € E e @ € B, € uma isometria linear, chamada de mergulho candénico

de E em E".
Demonstragao. A prova deste fato encontra-se em Botelho, et al. [1] pag. 89. O

Definigao 12. Um espago normado E € dito reflexivo se Jg(E) = E”.
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Teorema 4 (Kakutani). Seja E um espaco de Banach. Entao E € reflexivo se, e somente
se,

Be ={x € B [IxI| < 1}
¢ compacto na topologia fraca o(E,E’).
Demonstragao. Vide Brezis (2], pag. 67. ]

Teorema 5. Em um espaco de Banach reflexivo, toda sequéncia limitada possui sub-

sequéncia fracamente convergente.

Demonstragao. Vide Brezis [2], pag. 69. ]

1.3 Resultados de Calculo Variacional

Nesta secao estaremos interessados em estabelecer alguns resultados a respeito do seguinte
problema minimizante: dados um funcional ¢ : E — R definido num espaco reflexivo E
e um subconjunto C C E fechado e convexo, onde ¢ ¢ limitado inferiormente, queremos

encontrar uy € C tal que

P(ug) = iréf:‘p(“)'

Definicao 13. Um funcional @ : X — R definido num espaco topologico X € dito

semicontinuo inferiormente, (s.c.i) se @ '(a,00) é aberto em X para qualquer a € R.

Proposicao 3. Seja X um espaco topolégico compacto e @ : X — R um funcional
semicontinuo inferiormente. Entdo @ € limitado inferiormente e existe um ug € X tal
que

¢(w) =inf .

Demonstragdo. Claramente temos X = U%_; @ '(—m,00). Como, por hipétese, cada

conjunto @ '(—n, c0) é aberto e X é compacto, segue que

para algum ng € N. Assim, @(u) > —ng para todo u € X, de modo que ¢ é limitado
inferiormente. Agora seja ¢ = infx @ > —oo e suponha, por contradi¢ao, que @(u) > c

para todo u € X. Entao

> 1
X= U (p_l(C+T—L,oo)

n=1
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1
e, novamente pela compacidade de X, @(u) > c+ X para algum k € N e para todo u € X.

1
Desse modo, ¢ > ¢ + o que é um absurdo. Logo o infimo ¢ ¢é atingido. O

Definicao 14. Um funcional @ : E — R definido num espago normado E € dito s.c.i
fracamente se € s.c.i considerando E com sua topologia fraca, em outras palavras, @(u) <

liminf @(w,) sempre que u, converge fracamente para .

O resultado abaixo representa uma sintese do chamado “método direto do cdlculo das

variagoes”.

Teorema 6. Seja E um espaco reflexivo e suponha que um funcional @ : E — R €
(i) s.c.i fracamente;
(ii) coercivo (isto €, @(u) — +o00 quando ||| — o0).

Entao @ ¢é limitado inferiormente e existe ug € E tal que

¢(uw) = inf .

Demonstracao. Pela hipétese de coercividade (ii), podemos escolher R > 0 tal que @(u) >
¢@(0) para todo u € E com |[u|| > R. Dai, pelo Teorema de Kakutani, como a bola fechada
de raio R e centro na origem, Bg(0), é compacta na topologia fraca e, por (i), ¢ : Bg(0) —
R é s.c.i na topologia fraca, da Proposicao acima segue que existe ug € Bg(0) tal que

@ (ug) = infg,(0) @. Logo, pela escolha de R, ¢(uy) = infg . H



Capitulo 2

O expoente critico do operador

k-Hessiano

Neste capitulo discutiremos alguns resultados obtidos em K.Tso [19] sobre o expoente

critico do operador k-Hessiano.

2.1 Nao-existéncia

Nessa secao investigaremos a nao-existéncia de solucoes negativas para a equagao

Sk(D*u) =f(u) em Q,
(2.1)
u=>0 em 0Q),
onde QO é um dominio limitado e suave em R™ e f : (—o0,0] — [0,00) continua. Em
particular, estamos interessados no caso em que f(u) = (—u)P.
O principal ingrediente serd uma idendidade devido a Puccin e Serrin [16] a qual
passaremos a apresentar.
Considere o Lagrangiano L = L(D?*u,Du,u,x) = L(ry,pi,2, %), definido em R™ x
R™ x R x Q, onde Ty = 151 e () é um aberto suave em R™. A equacao de Euler-Lagrange

associada ao Lagrangiano é dada por

) o ? Y 2 2 _
ijzl ox:0%; L. (D*u, Du,u,x) — ; (Lp, (D*u, Du,u, x))xi + L, (D*u, Du,u,x) =0.

(2.2)

Com essa notagao vale a identidade de Puccin-Serrin:

11
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Proposicao 4 (Puccin-Serrin). Seja u € C*(Q) wma solugao de (2.2) com L,, = 0 e

a € C?2(Q) uma funcao escalar. Entao,

g xiL + xa—u+au oL, Jri xa—u+au L
aXi ' ! aXl an X5 ! aXl i

=nL+x;Ly, —aul, — (a +2)

T"l]' .

aXian
Esta identidade pode ser usada para determinar o expoente critico associado ao ope-
rador Sy (D?*u). Com este fim, apresentaremos uma identidade do tipo Pokhozhaev [15]

para o operador k-Hessiano, k > 1.

Teorema 7. Seja QO um dominio suave, estrelado com respeito a origem. Assuma que
f:(—00,0] — [0,00) seja suave, com f(s) >0 para s <0 e f(0) = 0. Entao toda solugdao
de (2.1) ndo trivial em C'(Q) N C*Q) satisfaz

1 .
J (x.v) [Duf* SY (D*u) vivyds = J
20

n—2k
1 . (nF(u) — uf(tt)) dx, (2.4)

onde v € a normal unitdria externa a 0Q e F(u) = fgt f(s)ds.

Demonstragao. De acordo com Tso [19], as solugoes do problema (2.1) correspondem aos
pontos criticos do funcional

Ik[u]:—LJ uSy (D*u) dx+J F(u)dx, (2.5)
+1Jo e}

onde F(u) = [ f(s)ds. Escolhendo

—ZSk(Tij ) n — 2k
— F
= 1 + (Z), com a = 1

na identidade (2.3), o teorema da divergéncia nos fornece

_kL—H JaQ (Xt 1y SY (D*u)] vids = JQ (nF(u) L 2kuf(u)) dx, (2.6)

o que pode ser reescrito como

1 y
J (x.v) [Duf* SY (D*u) vivyds = J
00

n — 2k
1 R (nF(u) i uf(u)) dx. (2.7)

Como consequéncia do resultado acima, podemos determinar o expoente critico para
a equagao k- Hessiana (2.1). A saber, para 1 < k < n/2, o expoente critico é dado por

k(n+ 2)

(k) = 9k (2.8)

De fato, temos o seguinte resultado:
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Corolario 1. Seja Q um dominio suave, estrelado com respeito a origem tal que (x.v) > 0
para todo x € 0Q), ondev € a normal unitdria em 0Q). Entao, para f(u) = (—u)P, equacao

(2.1) ndo tem solugdo negativa u € CH(Q) N CHQ) quando p = vy(k), com 1 <k < n/2.

Demonstracio. De fato, suponha que exista u € C'(Q) N C*(Q) solucdo de (2.1). To-

(—u)P+!
mando f(u) = (—u)? temos F(u) = —————. Assim,
p+1
n —2k n—2k n
F(u) — flu) = — —u)P.
nFw) = 57 (k+1 p—l—l)( w

Assim, substituindo a expressdo obtida acima em (2.4) temos,

1 9 i n—2k n
—_ v)|D Y (D? vids = — —u)Pdx. 2.
k+1LQ(XV)| ul* SY (D*u) vivds Ll(k-i—l p+1>( u)Pdx (2.9)

Como observado por K.Tso [19], o principio do maximo garante que qualquer solugao

negativa u < 0 da equagao (2.1) é necessariamente k-admissivel. Logo, Sy (D?*u) é eliptico,
e teremos SY (D?u) viv; > 0. Como, por hipdtese, (x.v) > 0 para todo x € dQ), segue que
o lado esquerdo de (2.9) é negativo. Por outro lado, se vale

n—2k_ n 0
k+1 p+1~ "7

segue que o lado direito de tal identidade é nao-negativo o que leva a uma contradicao.
n+2)k

Assim, (2.1) nao terd solugao quando y(k) = o

Por fim, observamos que no caso em que Q = B é uma bola centrada na origem

0 € R™, a condicao (x.v) > 0, x € 0B é satisfeita.

2.2 Solucoes Radialmente Simétricas

Nesta secao investigaremos a existéncia de solucoes negativas radialmente simétricas para

a equagao

Sk(D*u) = f(x,u) em B,
(2.10)
u=>0 em 0B,

onde B denota a bola unitédria centrada em 0 € R™ e f: B x (—o0,0] — [0, 00) é continua,
radialmente simétrica na primeira variavel e tem crescimento subcritico, isto é, |[f(x, u)| <

Clul?,p < v(p). Em particular, podemos escrever f(x,z) = g(r,z), r = [x|, onde

g € C([0,1] x (—00,0]),g >0 em [0,1) x [0, —00). (2.11)
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Uma vez que estamos procurando solugoes radialmente simétricas, vamos inicialmente
escrever o operador k-Hessiano, ou a equagao (2.10), na forma radial. Suponha que
u(x) = y(r) é uma solugao radialmente simétrica da equagao (2.10). Afirmamos que y
satisfaz a equacao radial

y/ k—1 y/ k
Crit (T) y’+Cpt (7) =g(r,y) 219

|
onde C4 = P

N (—C])'(]" com p =  inteiros positivos. Equivalentemente, podemos escrever
P—q)q!

S (k1) = glry)

n ’ (2.13)
y(1) =0, y'(0) = 0.

Para provar (2.12), vamos seguir uma estratégia devido a G. Dai [8]. Seja u(x) = y(r)

uma solugao radialmente simétrica de (2.10) e denote

y”(r) 0 0 0
/
o Yo 0
T !/
T
/
T
Observe que no ponto xo = (1,0,...,0) temos A = D?u. Para qualquer x € R™, existe

uma matriz rotacional B tal que Bx = xg. Como y(|Bx|) = y(r), temos D?*u = B2A.

Agora, como AT = A,B~! =BT e D?u = (D*u)7, segue que
D?u =B?A = B !D>’u=BA = B"(D*u)T =A'B" = A = B }(D?u)B,

e entdo as matrizes A e D?u possuem os mesmos autovalores. Consequentemente,

/ k—1 / k
o) = ot (L) yrrer (L)

2.3 Espacos WKt e Wkl

Nessa secao, seguindo [7, 19], iremos introduzir o espago do tipo Sobolev adequado para

o estudo variacional do problema (2.13).
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Seja E = {y € C*0,1] : y(1) = 0}. Denote por W**! o conjunto E equipado com a

1 BT
lyllwin = (j rnk|y'|k+1dr) |
0

Similarmente, W**! é o conjunto de todas as funcoes suaves com suporte compacto em

1
[e%) k+1
iyl = ( J r“k|y'|k+1dr) |

0

seguinte norma

[0, +00) com a norma

Com essas notagoes, temos os seguintes resultados:

Proposicao 5. Sejay € W<L. Entdo, existe C > 0 tal que

y(k)+1

k+1

™ Ky ’Ik“dr] . (2.14)

o0

J' rn71|y|y(k)+1dr < C U'
0 0

Demonstracdo. Seja B € (k/(k+1),(n—k)/(k+1)). Entdo, para y € W**! temos

0 ) () v(k)+1
J T‘n71|y|y(k)+1dr < T,Tlfl (J ’ylldt> dr
0 JO T
oo 00 v(k)+1
= ™! (J t_BtBIy'Idt) dr
JO T
- oo e iyt
B(k+1)
< T.Tl*l |:J tﬁ(k+1]|y/|k+l dt:| |:J t7 K dt:| dT,
JO T T

onde a ultima desigualdade foi obtida através da Desigualdade de Holder. Integrando,

k(y(k)+1) a k(y(k)+1)

o Bkt (k+1) )  Blk+1) (k+1)
t7 % dt = | lim t7 % dt

T a——+0o00 r
k k(\(/(k)tl)
. _ B(k+1) _ B(k+1) k+1
R (e e g

a—>+ook—(5(k—|— 1)

Como k/(k+1) < B, temos que 1 < B(k+ 1)/k e entao

kal_ﬁ[k]jl)
lim ———— = 0.
a“too Blk+1)

Dai,

k(y(k)+1) k(y(kK)+1)

© Bl (+1) k 0 (1 Bl ) Kyl
t k dt = m T k k+1 .
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Assim,
00 k(w[/ék);)rl) o
+
J T.nflyyp/(k J rn_l"'(l_ﬁ(kkﬂ))k(yliﬂﬂ]
0 B (k + 1 0
y(k)+1
Y (et 1)y /[t A
X J t Y1 X<t <ooy (B, 1) dE
0

k(y(k)+1)

—xrT 00
(B (k1) 7R+
([5 k+1) ) {L v
y(k)+1

q y(k)+1 yg<1<)+11 .
TL 1 (1 6“1 1))(k( k(+k)1 1)) kt1 T
X |:J0 X{r<t<oo}(t7 )dt

onde a ultima estimativa foi obtida pela desigualdade de Minkowski para integrais. Note

que
k+1

o0

B(k+1) ) ( k(y(k)+1)) Yk)+1 Y(k)+1
n—1+(1——7— || —57— K+1

|JL T ( ) (R )X{r<t<oo}(t7r)dt

k+1
rrt (K)+1
B(k+1) ) [ k(y(k)+1) Y
_ Jrn—u(l— SN )dt}
0

— - k+1

gt (1B (ki) YR+

- Bk+1) ) (k(v(k)+1)
(1 BU) (Kb |

k+1
v(k)+1

1 k=B (k+1)
B(k+1) k(y(k)+1)
no (1 Bl (Kfgrn)

Segue-se
y(k)+1

k+1 K1
o0 o Blkt1) Y ( kiy(k)+1)y Y(KI+1 y(I+1
{J (B Dy /et U ot (B O (4 ) a

0 0

y(k)+1
k+1

1 |
Bk+1)Y (k(v(k)+1)
no (1 B (KO

Joo t[S (k+1) |y /|k+1tn—k—(3 (k+1) dt:|
0

v(k)+1
k+1

k+1 Uw
n(k+1) + (k—=pk+1))(v(k) +1) Lo

tn7k|y /|k+1 dt:|

Logo,

v(k)+1

o] oo k+1
[Frmrersiar e [[Tmomyrad] T
0 0

onde
K(y(k)+1)

C— k+1 ( k ) k+1)
T nk+ 1D+ (k=Bk+1)(yk)+1) \B(k+1)—k
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Proposigao 6. Assuma 1 < k < n/2 e seja y(k) o expoente critico para o operador

k-Hessiano. Entao, a imersao
WK s LP([0,1], v 1dr)

¢ continua para todo 1 < p < y(k). Além disso, no caso estrito p < y(k), a imersao é

compacta.
Demonstra¢ao. Se p =vy(k), a Proposi¢ao 5 garante a imersao
WHH s Y ([0, 1], 7 dr)

é continua para 1 < p < y(k). Entao, é suficiente provar compacidade no caso estrito
p < v(k). Seja M C WX um conjunto limitado. Digamos [|x|jwx1 < K, Vx € M.

Para x € M, temos

T+t
(r+ 1) — x(1)] < J B s~/ (s)] ds

T

Y

1 k

T+t X k+1 r+t Kkl k+1
n— n—
J gkIT (k+1J|X/(S)|k+1 ds) (J §T KA Kk ds) )
T

T

Como
([ a)” = () [ -]
. n—2k ’
segue que
Tt S AN s n] B
ciran-xil< (| e as) ()T [ - ]
Tk
<nf2k)k K[ ]
Entao,

1 K = 1
J X (t +t) — x(r))FPdr < (n > KJ Hy (r)dr,
0

2k—n 2k—n - k(1+p)

onde He(r) =" 1[r g (r4t)7% | &,

Se p < y(k) entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada

1 1
lim J H¢(r)dr = lim J R (r+1t) Qkin]k(kff) dr

t—0t 0 t—0* 0
1 2k 2k k(1+p)
. — 2K—m —n
:J 11%1+Tn s —(r4+t) % ] =1 dr
0 t—

=0.
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Logo,

1
J ™ x(t +t) —x(v)]FPdr — 0,
0

uniformemente em x € E quando t — 07, o que mostra que o conjunto E é relativamente

compacto em LPTL([0, 1], v™1dr). O

A seguir, através de um exemplo, veremos que a imersao W*+1 «— LY(0+1([0, 1], v~ 1dr)
nao é compacta. Tome a funcao ¢ € C*I[0,1] satisfazendo 0 < ¢ < 1, suppd C
0,3, =1em [0,1] e |d]* =B >0.

2

Definimos,
bi(r) = 2105 ) g (2ir), i=1,2.... (2.15)
Entao,
o1
chi”kH — rnfk’d)i/‘kJrldT.
Jo
o1
= | R CET) 2yt ar
JO
o1
= | ™ NP2 )2 2
JO

Fazendo a mudanca de varidvel u = 2'r, temos
K AN K+1oi(n—k
ol = [ (3)" e
0

1
— J un—k|¢/(u)|k+ldu
0

=||$[“** =B.

Mas,

—n
(k)+1 —_mn_
chler - d)iHX(k)-’-l,n—l 2 T’l — 27 Yk)+T ’

Em outras palavras, o conjunto {¢$;} no é relativamente compacto em LY®+1([0, 1], v~ 1dr).



Capitulo 3

Problema de Brezis-Nirenberg para

a equacao k-Hessiana

Neste capitulo discutiremos alguns resultados obtidos por Chou, Geng e Yan [7] sobre
o problema de Brezis e Nirenberg para a equacao k-Hessiana definida em um dominio

simétrico.

3.1 Resultados Preliminares

Considere o seguinte problema

Sk (D%u) = (—u)Y™ £ A(—uw)* em B,
u <0, em B, (3.1)

u =20, em 0B,

onde B é a bola unitaria centrada na origem 0 € R™, n > 3.
Estamos interessados em solugoes radialmente simétricas u(x) = y(r),r = [x|. Como
vimos no Capitulo 2, na forma radial a equacao (3.1) equivale a
S
n
y<o0 em [0,1] (3.2)

(T‘n_k(y/)k)/ _ Tn—l[(_y)y(k) + }\(_y)k] em [0, 1]

Denote
k+1

S—inf { Iy e wro)],

k+1
||y||y(k)+1,n71

19
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onde |[ylly(x)+1n_1 é a norma de y em LY®*L([0, 1], 7™ 1dr). Notemos que a razio
Iyl
w
k
”yHyszl)—i—l,n—l
é invariante por dilatacao e desse modo, obtemos
J T.nfk|y/’k+1dr
S = inf - 0 G Y€ W\{0} (3.3)
(J Tn1|y|Y(k)+1dT> ik
0
Veja que se existe yo € W*L, yo <0, tal que
J 1,nfllyo|Y(k)+1dr =1 e S — J T,nfk|y6’k+1dr' (34)
0 0
Entao, yo resolve
(rnfk(y/)k)/ _ Srnfl(_y)y(k) em [0’ 1]
y <0 em [0, 1] (3.5)

y(0) = Cy, y'(0) =0.

Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 7. A melhor constante e fungoes extremais no problema minimizante (3.3)

sao dados respectivamente por

2k
n n n
S:n(n—%)“ "(5) " (5)
k or <(k+1)n> ’
2k
—C
yo(T) - (}\—I—TQ)%’

onde A >0 e

(n—2k)/(k+1)n
A (n—2Kk)/2k (k+1)

= o)’

Demonstragao. Vide Chou et al [7].
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3.2 Resultados de Existéncia

Considere os seguintes funcionais,

1 v(k)+1

ck t
F(u) = —“J R ldr — A U T gy ,
n Jo 0

e
1
H(u) :J L uk L dr.
0
Note que
ck
Fu = (Fu)e = =2 | oty ar
n Jo
1 kil _p o
—A% (J r“1]u|y(k)+ldr> v J T,rrl|u'|v(k)71u'dr
0 0
' C]ﬁ n—ki,, /1k+1,, 7\/ k+1 —(v(k)=k) n—1, jv(k)—1
= . —?(T ) — AWHUHY(MHJEJ lul u| dr,
e
1
H, = J Ly tudr.
0
Assim, quando consideramos o problema minimizante
Aa = inf {J(u) : u € W*T\{0}}, (3.6)
onde
Flu)
= k),A) = —=
Ju) = Jlu,y(k), A) Hw)
Ck 1 1 YFKJE}LI
_nJ T,nfk|uy|k+1dr —A {J r“lluly(k)ﬂdr}
n
= 1 : . 3T)
J Tn71|u’k+1dr
0
temos que qualquer minimizante satisfaz a equagao de Euler-Lagrange
Ck _ k+1 - _ _
_?n (T.n k|u/|k 1u/)’ A <y(k) - 1||u||183+]1<’n1) — 1|u|y(k) 1LL
=M uf e (3.8)
no sentido fraco. Entao se u é normalizado tal que (y(k) + 1) Hu”iggjﬁnq =(k+1)A,

entao u soluciona (3.2) com A = Ax. A regularidade de uma solugao de (3.2) é dada pelo

seguinte resultado.



Capitulo 3. Problema de Brezis-Nirenberg para a equacgao k-Hessiana 22

Lema 2. Qualquer solucdo fraca nao positiva de (3.8) em W' € na realidade negativa

e C2[0,1]. Consequentemente, w(x) = y(|x|) soluciona (3.1) no sentido cldssico em B.

Demonstragao. Seja y uma solugao fraca de (3.8). Entao y satisfaz
Ch

n

1 1
J rn—k|y/|k—1y’<p'drzj AR Ay edr, Ve e WL (3.9)
0 0

Fixe r € (0,1). Escolha ¢ tal que
lem (0,71)
©=<1r+06(1l—s)em (r,r+0)
0 em[r+5,1).

Tomando ¢ como uma funcao teste em (3.9) temos

1 T
J Ay AlyFYydr :J Ay Ay ydt
0 0

T+0
‘I‘J tnfl(A’yP/(k)*l + }\’y|k71)y[T + 6(1 - S)]dt-

T

Fazendo 6 — 0, obtemos

k T
Sy ety = e A 4 A Far
0

Dai, a conclusao do lema ¢é facilmente deduzida se y for limitada. No que segue, vamos

mostrar que y é limitada. Para q > 1, defina

t9,t € [0,N)
g(t) =
linear,t > N
G(u) =J |g’(t)|k+1dt. (3.10)
0

Entao, temos as seguintes estimativas

uk+1G/(u) — uk+1’g/(t)’k+1 — uk+1qk+1’uqfl|k+l

klkluqurl k+1k1 k+1
_ + + _ +1(,,qk+
=u — = — u
S b e d
< qk+1|uq|k+1 — quIg(u)!kH.
Ainda
u w
G(u):J |qtq—1|k+1dt:J qk+1|t|(q—1)(k+1)dt
0 0
_ gt wla=D (k+1)+1 gr+iula=n ey

(q—Dk+1D+1 (q—D(k+1)+1

< ullqu = = G (w).
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Logo,
G (u) < g*Hg(u) Tt e Gu) < G/ (w). (3.11)

Seja @ =N*"'G(—y) uma funcao teste satisfazendo (3.9), onde 1 é suave e nao-negativa.

Entao,
1 1 d k+1
—L T Yy e dr = —L Ty Y | (e nn G (—y) =t () ]
1 d k+1
= L Ry ey ! 79V

1
_ J Ky Ly (4 1<l G (—y)
0

k+1 1

~(k+ 1)J Ky Pl G (—y).
0

e usando as estimativas (3.11)

1 1
—J ™Myl < —CJ ™A=y T Ay Iy T (—y) G (—y)
0 0

1

< _quﬂj LA (=y)Y % 4 Ay (ng(—y))<!
0
1

< =Cqtt | Py Dy gy

De modo semelhante, temos

1
™ My MG (—y) < (k+ 1) J ™y *n*m|(—y) " (—y)* TG (—y)
0

k+1 Coak (Y] - n y 1o kL
< (k+1)q o = ™ m'g(—y)l

1

e+ |

0

1

g (k+ 1)qk+1J rn—km/g(_y”k—l—l.
0

k+1

1
< qu+1 |:l[ Tnfk’n/g(_y)|k+1
0

1
+J (YR D (ng(—y))< . (3.12)
0



Capitulo 3. Problema de Brezis-Nirenberg para a equacgao k-Hessiana 24

Agora, pela Proposicao 6

1 sl d k+1
lj Tn_llT]g(—y)P/(k)_HdT < T.n—k ang(_y)

0 Jo
rl d k+1
< | ™ Fngl—y) +n7n9(—y)
JO
rl Kt 1 1 d k+1
< | ™ mg(—y)l +J ™ m—ng(—y) ,
Jo 0 dt

e segue de (3.12) que,

k+1

1 v(k)+1
U r“_1|ng(—y)!ﬂk)+1dr] < qu+1 U

0

1

1
T.n—k |ﬂ/9(—y)|k+1+J T“_l(ng(—y))kﬂ
0

+ r“(—y)v(k]kmg(—ynkﬂ e

Note que, pela desigualde de Holder,

1

J () K (g ()< < U

0 0

Agora, para cada t € [0, 1], existe um & = 8(t) > 0, tal que

t+5 YOFT
qu—l—l |;[ T.'rL—l(_y)y(k)—|—1:| <

t—5

DN | —

Tome n € CP[t — 6, t+ 8] tal que

oo

d d
0<n<L,n=1 em [t_ﬁ’t_l—i]’ 'l <

Entao, fazendo N — oo e de (3.13) temos

k+1
5 t+6

t+5 ST t+5
[ e T coqe | ki e |yt

t—o t—9o t—o

k+1
ST t+6

< qu—b—lJ 5 T‘n—kml|k—0—1(_H)Q(k+1)
ti

t+0
[y

t—05

t+6 VR gkt [t
R B R i

t—5 t—5
C k+1 pt+d el omed
— i+1 T.n—k— TS (_y)q(k+1)‘
o t—5
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Novamente pela desigualdade de Holder, obtemos

s T CqlHt [ ., 3
U rn—l(n(—y)q)“”ﬂ < S U (rs(—y)q(k“))ﬂ

t—5 t—8
t+6 i e
XU rln=k= )(sl)} (3.14)
t—5
Tomando
n v(k)+1
s € ,
n—k+1 k+1
temos
s>——jé—cﬁﬂn—k+1y>n:wﬁb40+s>n:whb40—n+1>1—s
n—k+1

—k)— 1 —1
= sin—k)—n+ >—1= n—k—n S > —1.
s—1 S s—1

Assim, por (3.14)

1 SO 1 s
(J rnl(_y)q(v(k)ﬂ)) < Cgktt U rnl(—y)q(k“)s] : (3.15)
0 0
Seja qo = Tli?l_’)_sl Entdo, como Y(kk—l'l"l > s, segue que o > 1. Ainday € ]_Y(k)+1([07 1],7"dr)

implica y € L9+ ([0, 1], v"—1dr), pois

(Jl 1 (v(K)+1) T
)T
0

Usando (3.15), temos

(Jl ' (v(k)+1) 7T
.
0

s
v(k)+1

o=

N

0

. 1 TR
— (qu+1)y(k)+1 (J Tn—l(_y)y(k)—i—l)

0

R 1
(qu+1) YR+1 (J T,nl(_y)qo(k+1)s>

= (qu—i—l) Y(k)+1 ||1J ||Ly(k]+1 ([0,1],rn1dr)

Por outro lado, temos

||y||q(y(k)+1),n71 = ( T

k+1 1

1 G O+T) q(k+1)
= (J rn—lp_y)qhdk%+n> )
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Novamente utilizando (3.15) segue

11

2 (s q(k+1)
lyllgy (o) 1)me1 < (CgTt) e (J Tﬂl(_y)q(kJrl)s)

0

1
= (CQ) a ”y“s(k—l—l)q,n—l'

Como s < ngll entdao s(k+1)q < q(y(k) + 1). Assim, temos

|17)\

A
Yllgeyo+1)m—1 < IYll5a1) 4l

s(k+1)q (k+1)
onde A = A 0TD = ot 7 < 1. Assim,

A
|| ”?\ 1 ||y|| (k+1)gn—1

|| laty)+1)n—1

Entao

qy(k)+1)n—1

1
||y| e ot YIS (s 1) gn
< (Cq)aﬂ Ylls (k1) g,n—1

<C

Logo, y ¢é limitada.

]

Para tratar com o problema minimizante (3.6), introduziremos o problema com expo-

ente nao-critico p, com k < p < y(k):
iy = wlp, A) = inf{J, (w) : u € WEI\{0)),

onde

Jp(w) =J(u;p,A)

Ck 1 1 p+1
n J T'n_k|u/|k+1dT —A |:J T.1’1—1|1L|p+1 dT:|
n Jo 0

k+1

- 1
J Tn71|u|k+1dr
0

(3.16)

(3.17)
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Se y € WHI\{0}, e p; > pa, entao

k1 k+1
1 p1+1 rel p1+1
U r“‘llulplﬂdr} = r“_llulpﬁllulpl_mdr}
0 JO

k+1
rl =

p1+l
T.TL*1|.LL|‘PQ+1 dr

k+1

P2+l
P tar .

WV

LJO
- ol

WV

LJo
Dali,
Jpo(Y) =2 Tp () 2 Jy oo (u) =J(y).

Entao, p, ¢ decrescente em p. Mais ainda, p +— W, € semicontinua superiormente. Dai,
Hp — Aa, quando p — y(k)". (3.18)

Qualquer minimizador do operador J,(u) satisfaz a equacao de Euler-Lagrange

Ck . k+1 ne _ n— _
h ( k|yp|k ' p) _A(m” P||p+1n 1)T 1|Up|p lyp = AAT 1|yp’k lyp'

Assim, p, é obtida por algum y, € W**! com y,, < 0 tal que

p+1

k—|—1|| P||p+1n 1 A' (319)

Claramente, {y,} ¢ limitada em W**!  entao existe uma subsequéncia, que também de-

notaremos por {y,} tal que, pela Proposigao 6

Yp — Y fracamente em W**+!

yp ~y  fracamente em LYUTH([0, 1], v dr) (3.20)
Yp >y fortemente em L*([0,1],r""dr)

Yp 7Y q.t.p,

onde y € W* ! e t <y(k). Assim,

A < J(Yp; Y(K),A) < J(yp; P, A) = 1p (3.21)

e por (3.18) vimos que J(yp;v(k),A) = Jp(yp) = Aa quando p — y(k)~, isto é, {y,} é

também uma sequéncia minimizante de (3.7).

Proposicao 8. Se Apy s > —oo para algum & > 0, entdo Ax € atingido por algum

yp c Wk+1.
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Demonstragao. Pelos argumentos acima sabemos que {y,,} (passando a uma subsequéncia,
se necessario) é também uma sequéncia minimizante de Aa. Seja ya =y como em (3.20).

Temos que provar que
yp, —y fortemente em LY™*I([0, 1], 7" 1dr). (3.22)

Para este fim, por (3.19) e pela Equagao de Euler-Lagrange acima temos

ck !

S ) o = [ A Ml e,
0 0

para toda @ € WX+l Agora, integrando por partes a integral do lado esquerdo da

expressao acima obtemos,

Ca [ (e Ch [ e
_?L( Ky/ [ p) o =—=" {( Ky! [ty ’ J Ky Myl o
Ck

_ - n n—k kl
_nJOT ’yp’ p

Desse modo, y,, satisfaz

C]:L 1 B 1 B B B
2| kg erdr = | Ay M) ypedr, (329

para toda ¢ € Wk+1,
Seja @ = G(—yp) uma funcao teste, onde G é definida em (3.10). Temos

Ck 1 d k+1 1
0|k g(—y,) :J ™A=y yp Gl—yp)
= L 39(vp ) Yp)" Yp Yp
1
+J AN (Y)Y Gy,
0
e por (3.11)
Ck 1 d k+1 1
?nJ ™ g 9(yp) <J T A(—yp)P T (—up) (—up) G (—yp )+
0 0

1
+J ™A (=Yp) T (=Yp) (—Yp) G (—yp)

e, novamente por (3.11)

CTE. ! n—k d
XLf ag(—yp)
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Pela desigualdade de Holder

k+1 p—k

1 L
J r“l(—yp)(pk)ﬁ%} '
k+1

1 p+1 [l =
J r“lg(—yp)p“} U r“l(—yp)pﬂl

0 0

1

1 1] Pt
J T A=y g (—yp) T < U r“g(—yp)“‘*”%} {

0 0
< [
k+1 —k
< Hg(_yp)Hpil,n—1||yp||g+1,n—1'

Portanto, como ||1J|p|lgjr]f’nf1 < 00, temos que

ck
n 1”n—k
n

k+1

< qk+1 (A||9(—Up)| Eii,n—l + u(p, A)HQ(_yp)Hlﬁﬂ,n—l) :
(3.24)

d
ag(—yp)

0

Por outro lado, como Aa s > oo entdo, da defini¢ao de J, (1) temos que

k rl
Cn ,rn—k
n

k+1

d
—9(—Yp)

a4 ~ ) [[ gy

0

0
1

> u(p,A+6)j gy )<
0

Combinando esta desigualdade com (3.24), obtemos

(A+8—=Aq")lg(—yp)llsiin = (A +8)g(—yp)llyitn — AqI  g(—yp)llgTins
< (1P, A) = (P, A+ ) lg(—yp)lT e (3:25)

Tomando q € (1, Vi‘i?) tal que

1
5+A—Aqk“:6+(1—qk“)A>§5>0,

a estimativa (3.25) se torna, para p proximo de y(k),

(l»l(p7 A)qk+1 - I‘l(pv A + 6))
Hg(—yp)HEﬁ,n_l < (A+5—Aq-t) Hg(_yP)H]‘zﬁv“—l
2
< 5[7\}\ + 1]qk+1|9(_9p)utﬁ7n—1
2 (k) + 1\ "
<2pa+1 (VkT) lg(—yp)lEt .

Tomando N — oo, temos

! p+1
||9(_yp)| ;iim—l = |:J rn—l(_yp)q(p+l):|

0
)q

q(k+1)
1 . (p41) q(p+1)
J n (_yp)q P
= |y, Ik
= 1lYp (p+1)gn—1

0
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e, por outro lado
1
L T
0
1
:J Tn—l(_yp)q(k—b—l)
0

_ (k+1)q
= ”Up”(kﬂ)q,nq-

Desse modo,

(k+1) k+1 .
HypH(erl)g C”yp” q n—1 < C/7
em particular,
(k+1)
lypll ey (51 < € (3.26)
Por interpolacao, para qualquer ¢ > 0
”ypH k)+1)gn—1 X 5HypH(y(k)+1)(9;;1)yn_1 + CsHUPHt,nfl

onde t pode ser escolhido tal que t < y(k) + 1. Por (3.20) e (3.26) obtemos (3.22). O

Vamos definir

A* = sup{A;Ax > —oo},

}\* - )\A*-
Entao, temos 0 < A* < 0o e A* < A;. Pela Proposicao 8, temos:
Proposicao 9. Eziste um minimizador de (3.6) para cada N\ satisfazendo N* < A < Ay

Teorema 8. Seja Q = B{(0) ¢

1

ck !
A :inf{?“‘[ TRyt iy e o, 10, y(1) = O,J

Tn—1|y|k+1 — 1} )
0 0

(i) Sen = 2k(k+ 1), existe uma solu¢do radial de (3.1) para A € (0,A1).

(i1) Se 2k < n < 2k(k + 1), existe uma solugdo radial de (3.1) para todo A € (A*, A1),
para algum A* < A\;—CEkn2*=1/nG onde S € a melhor constante de Sobolev definida

na Proposicao 6.

Demonstra¢ao. Da Proposi¢ao 9 existe um minimizante de (3.6) para cada A satisfa-

zendo A* < A < A;. Pelo Lema 2, o minimizador y é negativo e soluciona 3.2 no sentido
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classico depois de ser normalizado como em (3.19). Entao o que temos que fazer é calcular
A* e determinar A* para n > 2k(2k 4+ 1) ou estimar A* para 2k < n < 2k(2k 4+ 1), como

faremos abaixo.
Proposicao 10. Segue que
Ck
(i) A* = (T“) S, para todo n > 2Kk;
(i) Semn > 2k(2k + 1), entdo A* =0;
(iii) Sen < 2k(2k + 1), entdo A* < A, — n(Zk—m)/nCkg,
Demonstracao. Primeiramente, de (2.14) e (3.3) temos

J T'n_k|y,|k+1d1‘ Ck
0 1S < A" (3.27)

=
oo y}%il n
|:J T‘n—1|y|y(k)—0—1 dT:|

0

S<

No que segue, provaremos a desigualdade reversa.
Considere

W =we(r) = @(T)uc(r), (3.28)

onde u, (1) = (& +12)Zk"1)/2k o @ é uma funcdo suave. Vamos estimar a razao J(w) =
J(we(r),v(k), A) definido em (3.7) quando ¢ — 0. Consideremos 2 casos separadamente.

O caso n>2k(2k+1). Seja @ € C2[0,1], ¢(1) = ¢@’(0) =0, = 1 em uma vizinhanca
de 0, e @’ < 0. Segue

0 [ el
elly(k)+1n—-1 — Jo (5 + TQ)[(“*Qk)/Qk}(y(k)+1)
R e ((p(r)Y(k)—b—l _ 1) . 1 _— d
) Jo (e 2y sy T o (€4 12)[(n=2K)/2k] (v () +1) T
(oo -1
N J (E+T2)[(n—2k)/2k](y(k)+1)dT+ 0O(1)
(oo -

= y(k)+1)dr+0(1).

n—2k),/2k
Jo [e(1 + 2B
k+1 — 2k
Como y(k) +1= Tﬁ———;k)’ temos que n o (v(k) +1) = 5 + 5. Dai,
1 (o] T.‘rL—l
w [y = J dr+ O(1
H Hy(k)Jrl,nfl 8(%+%) 0 (1+ﬁ)(%+ﬁ) ( )

2 1 ~
Fazendo s = *-, temos v = (s¢)2 e ds = 2fdr. Entao,
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Agora, pelo Desenvolvimento de Newton, temos

1 /
/k+1 _ n—k @'(r) 2k —n @(r)
HWaHkH,n—k = Jo T (¢ + 12)(n—2k)/2k +r ( 2k (€ + 12)n/2k

k+1

k+1

dr

not o'() V[ (Z=n) o ]
:J ch—H { €+r2)(n—2k)/2k} [r( 9% ) (€+T2)n/2k1 dr

(€+Y2) n(k+1))/2k—j

k+1 p1 +1 / 0
— C%—'—l (Qk__n) J -l @(m) " (@ (r)/)%dr—}—O(l)

k+1 k+1—j p1 k+1—j / j
2k — ) j
= E Ck+1 ( Tl) Jo TRkt o(r) le’(r)) dr

2k 0 (e + r2)(n(k+1)
(=T e
- 2k or (€+r2)(n(k+1 )/2k T+

2k —n\ <t ol
:< ok > L (e + r2)(n(k+1)) /2de—|—O( ).

Fazendo a mudanca de varidvel s = 12, temos

9k — k+1 p1 1/2 d
TV e n (s ) S Lo
ellk+1mn ok o (€ 4 s)(n0kr1))/2k (251/2)

1/2k—n\*"  aien [ sz 1
:5( % > £k J (1+s/£) D) /des—i—O()

Fazendo outra mudanca de variavel, u = s/¢

2k —n A ntern) [1 (ug)%_l
k+1 _nik+l)
||Wé||kil,n—k ( oK ) I3 2K JO (1+u)(n(k+1) /2k£du+ O( )

2
1/2k—n\*" . L ui-
(E) e [ o
1
2

n—2k\*1 uz !
— ( ) I3 QkL (1+u) D) /2kdu+0()

2k

Logo, concluimos que

n n
il = (P2 e ") (5 +o(1)
k+1n—k — 9 2k r (k—|—1)n .

2k
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Se 2k(k + 1) < n, entao

rl k+1
”W ||k+1 _ T.nfl (P(T) + dT
flkln=l ) (€ + 12)l(n—2K)/2K](k+1)

rl T.n—l ((p(T)k+1 1) i+ J~1 T.'rL—l d
- T
0 (5 + r2) [(n—2k)/2k](k+1) 0 (8 + r2) [(n—2k)/2k](k+1)
(OO T.nfl

=y (e 1 r2)ln—2k /20 ) dr+O(1)

[O0 Tn—l

= dr+ O(1)

} [(n—2k)/2k](k+1)

1 JOO T‘nfl
= dr + O(1).
— 2 _
(1 + T?)[(n 2k)/2k](k+1)

Fazendo s =1%/¢

1 o0 (se)z(m1) eds
k+1 _
||W€||k+1,n—1 - 8%72k(k;1<n7n Jo (1 + S)[(nf2k)/2k}(k+1) 2(35)% +0(1)
s 00 Lin—1)
£2 S2
N 9¢ F— gl Jo (1+ s)%jk(kz*kl)*" ds+O(1)
Assim,
n n—2k(k+1
") ()
kil _ 2k(k;rk17n) O(1
Wellgiiny =€ - (k+ 1)(n—2K) + O(1).
2k
Se 2k(k + 1) = n, entao
ri k+1
k+1 _ —1 @(r)
”Wer-)—l,n—l - Jo ™ (£+r2) oK) /2K ( k+1)dT

rl k

n—1 ( )
= —d
LT e

rl .rnfl ((p(r)k+1 _ 1) 4 1 Tnfl q
Jo (€ + r2)k(k+1) T+ L (& 4 12)k(k+1) T
rl T1171

— ) —(s ey =y dr + O(1).

J

Fazendo u = 12

1 1(n—-1)
uz du
Iwelliti oy = J
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Entao,

1 n—2
k-1 T
HWEHk+ ,M—

2
Jo (£+r2)k(kﬂ)dr +O(1)

rl 2k (k+1)—2

T 2
Jo (£_|_1.2)k(k+1)dT +O(1)

1 2 k(k+1) 2
T dr
) <£+r2> r_2+o(1)
( t

NI~ NI~ N~ N~ N
<
()

Fazendo s = ¢ + tk(k+1)
1 e+1 1
wellEt e = 5 J L

1
= —(Inle + 1| —1Inlel) + O(1)

1
I £+

‘+0(1)

N~ N~ N

In €|

1
1+ E‘ +0(1).
Portanto, concluimos que
k+1 1
Iwell5 oy = 5 Inlel +O(1).

Entao, quando 2k(k + 1) < n, temos

Cx k+1 k+1
Tw,) = T”WéHkil,nfk - A”We”y?rk)ﬂ,nq
5 el
n—2k
n n n n "
k+1 MN—=)r{— MN=)r{=—
n 2 2k . (k+1)n 2 r (k+1)n
B 2k 2k
N n n—2k(k+1)
JENIE : (5) r ( 2k )
. (k+1)(n—2k)
2k
Evidenciando ¢ e 7 )_n, temos
KEfk 4 O (ETHZ;QHU)
Jiwe) = (3.29)

C n 0 <€n—21;](<k+1])
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onde C >0e

n—2k
n

oz @B ()
2 2k r ((k—l— 1)n) r ((k+ 1)n)
2k 2k

Se A > CkS/n, entdo quando ¢ — 0T, J(w,) — —oo, pois K < 0 e, logo

Ck
A < —1S.
n

Quando 2k(k + 1) =mn, (3.29) se torna

_[CES—nA] Ce?™ ™ 4+ 0(1)
Jiwe) = el + O : (3.30)

K
Similarmente, concluimos que A* < —=8.
n

O caso 2k < n < 2k(k + 1). Precisamos de uma funcao ¢ mais refinada do que a do

caso anterior. Tome

p=1—1P (3.31)

onde 3 serda determinado posteriormente. Temos,

rl

k41
kel _ | one1 @(r) "

Wellkiing = I, T (& + 12)((n—2K) /2KI (k1) dr
rl rn—l (p(-r)k+1
— Jo T2 /KD (1 4 ¢ /r2)[n—2K)/2K] (1) dr

rl

_ r(k+2k27n)/k(p(r)k+1dr+0(1)
Jo
rl

— | pler2ri-—m)/k (1— TB)kJrl dr + o(1).
Jo

Fazendo 1P =1,

! 2 k+1 1 5 tk(1=B)/Bk
J 1‘(k+2k -—n)/k (1 _T,B) dT+ 0(1) :J t(k+2k 7n)/[5k(1 _t)k+1 dT"" 0(1)
0 0 B
1
= lj t((Qk(k+1J—n)/f3k)—1(1_t)k+1dr+o(1)
B Jo
1
— lJ t((2k(k+l]fn)/ﬁk)fl(1_t)k+271dr+0(1)
B Jo
dai,
2k(k+1) —
T ((E—k)“) M (k +2)
well§il oy = 3 TICESIEE (3.32)
Mk+2+—=—
( R )
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Agora
1
wellf ., = P ot Q(r)ro! dr
eletln=1 = | (& + 12)l(n—2k)/2k](y (k)+1)
_ rl T.n—l (p(r)y(k)Jrl &
_“0 (€+r2)n(k+1)/2k
rl Tnfl & 1 Tnfl[(p(r)y(k)Jrl . 1] 4
_“0 (£+r2) (k+1)/2k T+ 0 (£+T2)n(k+1)/2k T
= J1 + J2(v(k) +1).
Como
00 T.n—l 1 T.'rl.—l 00 1.n—l
L (e + r2)n k+1)/2kdr - L (e + r2)n(+D) /2kdr+J1 (¢ +r2)n(k+1)/2kdr’
segue que
00 T.n—l oo rn—l
Ji = Jo (e +r2)nlr/2x dr — Jy (e + r2)nikn/2x dr
o0 - 1 (oo T.nfl 1
Jo (e +r2)nlkt1)/2k dr — | (kD2 (1 4 g /r2)n(k+1)/2k dr
[ ot [~ ik
— _ —1-n
=, crem kH)/der I, T dr + o(1).

Fazendo a mudanca u = 12 na primeira integral e calculando a segunda integral do lado

direito da ultima igualdade acima, obtemos

Jl — ¢ /2 J'Oo un/2t
o (T4+u)m

L (5) T ()
r ((k + 1)n)
2k

Se B > n/k, Jo(y(k) + 1) tende para uma integral convergente quando ¢ — 0, isto é,

k
T kdu—;+o(1)

k
= — —+o(1).
n

rl n—1 (k)+1 _
[ e(n)Y 1]
J2(Y(k) + 1) - Jo (£ +r2)n(k+1)/2k dr
(1 -t @(r)y+ 1
- o TFD/K (1 4 g /r2)nl k+1)/2kdr
~1
= R =BT 1] dr 4 o(1).
Jo
Se B =n/k, temos
1. n—1 (k)+1 _
e ()Y 1]
(k) +1) = | T ar

rﬁ) y(k)+1 _ ]_]
(k+1)/2k

dr.

Jl ™1 —
0 (e +1r2)n
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Note que
(1 _ rB)Y(k)+1 1= _(,Y(k) + 1)rn/k + O(I)Tzn/k
e, portanto
1 n—17_ n/k 2n/k
= (y(k) + D)+ O(1)r
Ry () + 1) =J € e dr
1 n(k+1/k)—
J dr
(¢ _|_ r2)n(k+1)/2k
n(k+1/2k)—1/2
Fazendo t = 12 e depois aplicando s = & + t™(k+1)/2k ghtemos
k)+1
oy +1) = = YD 4 oy,
Se B < n/k, entao por binémio de Newton
1 1‘“71[(1 _ T‘B) vk)+1 __ 1]
Ja(v(k) +1) :L P
v + D+ O]
- 0 (s—l—r2) n(k+1)/2k T.
Usando a mudanca t = 12, temos
(‘Y(k) + 1) 1 t([5+n)/2 1 1 t6+n/2—1
Joly(k)+1) =— 5 Ny /2kdr+O( ) e T gne /der

e entdo, fazendo s = t/¢

1 tB+m/2-1

K L (Btn)/2—1
Jaly(i) 4 1) =~ VEPE b | D o) |
Logo,
() ()
Ja(y) 1) = = Y E D /2 : Ty, o
(5")
onde
O(1), se p >n/2k
I'=4¢ O(lne), se p =n/k

O(eP™/%) se B <n/2k
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k+1
v(k)+1

Portanto, como = n%%? temos que

“WEH];?FI K+ln—1 — = (J1 + J2(v(k) + 1))(“_2k)/TL
*n/2kr <g> r (%)
r ((k—l— 1)n>

2k
M@
r ((k+ 1)n>

2k
n—2k F(g) F(%)

n (k+1)n
()

1 !
7k+1 _ n—k ® (2k —n) ®
welliinx = JO T (e 1 12)n—2K/2K +r K (e + r2)n/2K

k+1 ; .
B n kic (P/ ) r(Qk_n) @ k+1 ]dr
- k+1 £_|_T2)n—2k/2k k (£_|_T-2)n/2k

k+1 k+1—j ; _;
Z C Tl 2k o rn+17)' (_(P,)](Pk+1 ) dr
= k+1 0 (e +r2)n(k+1)/2kﬂ'

=To+ 1+ + Ty

n—2k/n

= |¢ +J2(v(k) +1)

n—2k
n

n—2k

+ Jay(k) + 1O (P57,

Agora, para w’ temos,

k+1

dr

Calculando as integrais acima, temos

n—2k\ ! . Plas
Io—i—h:( - ) Lrn T k+1)/2de+

n—2k N —@'
+ (k+ 1)( K ) Lr (€+r2)n(k+1)/2k—1dr'

Uma vez que (—@*™1) = —(k+ 1)@’k e

™ ! enr™—! — 2k ol
((£+T2)n(k+1)/2k1) - (¢ + r2)n(kt1)/2k < k ) (¢ + r2)n(k+1)/2k
integrando por partes, obtemos

1 N (k+ 1)(pl(pk 4 — 1 (pk+1 n—1
OT (£+T2) (k+1)/2k—1 T=é&n 0 (£+r2) (k+1)/2k—1

n— 2k (pk+1rn+1
- ( k ) Jo (e +T2)n(k+1)/2k—1dr‘

dr
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Assim,

dr

n— 2k> k Jl (pk+1rn—1

IO + Il = &N ( K (E I T2)n(k+1)/2k—1

0
onde, como vimos anteriormente,

1 (pk_HT'n_l
J (€ + r2)n(k+1)/2k—1

dr = ]1+12(k+1)

0

e7
( r<[3—|—n)r(n—[5k)
(k+1) (sxen 2 2k /
_TE(Bk )/2k - ((k+ 1)n) +O(1)I', se p <n/2k
Ja(k+1) = 2k

k4D ) el +0(1), se p=n/k

1
J r R — PR 1] dr 4 0(1), se B > n/2k

\ JO

Se tivermos 3 > n/2k — 1, entao para cada Ij,j > 2 e ¢ — 0, temos

. N A .
L=CL,, (n - ) B L rPitien/l (] pB) T ar 4 o(1).

Pela mudanca de varidvel # = t, temos

: Cok\ YTt .
I) = CLJFI (n - ) B]_l JO tB]+?3‘l<<771(1 —t)k_)+2_1dT+ 0(1)

e, consequentemente

' oK\
I =C, (T) gt

F(j+ 2‘1;“) M(k+2—3)

2k —n
M k42
<++k6)

(3.33)

Agora, substituindo os resultados acima obtidos, temos

Ck 7 1k+1 k+1
TnHWer—O—l,n—k - A||W5||V(k)+1,n71 =

1_ 2k

HEILIC 1 I -

ok (M (X
Cn (n k2k> r<%k>+ S)ﬂ() —A r((kn et
(%) ()

n n

n—2k\" n—2k F<§>F<i>

(") ke -a (") () Ja(y(K) 1) e
2k

—CR(Ig+ T + -+ Iipy) + O(eP 7200, (3.34)

+ | Ck

n
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Denotando o segundo termo do lado direito da igualdade acima por I, do célculo de

Ja(y(k) +1) e Jo(k + 1), temos que se B <n/ke A = (CX/n)S entao

1= Ck n—2k\" (k+1) (Bkn)/2kr(6;n>r<ngkﬁk) o1
= “( K ) € r((k+1)n> +00)
2k

ate

_n
2k

—_Ck

(n-2)’ "G)G) | TG ()

n\ Tk (k+ 1)n (k+ 1)n x
(M=) ()
r([3+n)r<n—[3k>
_(‘Y(k)+1) (Bk—m)/2 2 2k / /
x| = g(Br—m)/2k - CES +O(MI'| +0(1)1
(*5")
=0(e)I’

Assim, prosseguindo como anteriormente, temos

O(e)l’, se B<n/keA=(CK/n)S

O(e), sep=n/keA=(Ck/n)S

O(elnle]), se p <n/ke A # (Ck/m)S
(e*757), se p=n/k e A #(C/n)S

—l
I

o

\

Observe que ||1/v£||]]§jj,n_l = C + o(1) por (3.32), e concluimos que se A > (CX/n)S,
J(we,v(k),A) = —oo quando ¢ — 0, o que implica Ax < (Ck/n)S. Assim provamos (i)
em ambos 0s casos.

Agora, em geral, temos Ax > 0, se 2k(k+1) < n, por (3.29). Por (3.30) temos Ax < 0.
Entao, Ax = 0.

Se 2k(k+1) > n, seja w = Y,z a autofungao correspondente ao primeiro autovalor do
operador k-Hessiano, com as propriedades y; > 0 e y; < 0. Entao, pela desigualdade de
Holder,

cx cx
— Itk — SHyﬂlk+1 )+ 1n—1
Ax < I(ybY(k’)aA*) = k+1
Iyl

< }\1 - Ck Sn(Zkfn)/n
n

e entao segue (iii). H
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3.3 Resultados de nao-existéncia

Nesta se¢ao vamos estudar a ndo-existéncia da solugao de (3.1). Primeiro vamos estabele-
cer a nao-existencia para A < 0. Depois, teremos um resultado similar para A > A;. E por

ultimo, vamos discutir dimensoes criticas através de uma identidade do tipo Pokhozaev.
Proposicao 11. A equagio (3.1) nao tem solug¢ao para A < 0.
Demonstracao. Seja

f(y) = (—y)*™ + A(—y)* para y € (—o0,0],

e
Y (_y)v(k]+1 }\(_y)k+1
Fly) =| f(r)dt=— — :
W) L () v(k)+1 k+1
Entao para A < 0 temos
n —2k 2k
Fly) — =——A(—y) >0
nFY) = 57 f) = =M ) 0
Logo, pela Teorema 7 do Capitulo 2, segue o resultado. O

Ainda sobre nao-existéncia temos o resultado.
Proposicao 12. Se (3.2) admite uma solugdo para algum A > 0, entdo A < A;.

Demonstra¢ao. Suponha que y, seja uma solugao de (3.2) correspondente a A, a saber

Ck
WD = P A, <oem 0D,

ya(0) =ya(1) =0.
Denote

D={weW":w >0w<0}.

Veja que D é um cone convexo fechado. Com efeito, se w € W' e t > 0, temos
tw > 0etw <0, ie tw e D eentao D é um cone. Mais ainda, se wi,wy € D, entao
para « € [0, 1], temos oaow| + (1 —)w) > 0 e aw; + (1 — &x)wy < 0 e segue que D ¢
convexo. Da continuidade de w e w’ segue que dada qualquer sequéncia convergente {w;}
em D tem seu limite em D. Logo D é fechado.

Agora, para 1 > j > k — 1, consideremos o seguinte problema minimizante:

En kg (i
L = 1y (?\) = inf nJ‘(l] rnfl(y?\)kfj (.q))jJrl RUNS D \{O} . (336)
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1

Como o funcional y J ™ (Y ) (') tem semicontinuidade superior fraca, visto
0
que se P, — P temos pelo Lema de Fatou que

1 1
lim hminfj ™R (Y)W ) >J R (y) T lim inf (P, )+
n——+o0o 0 0

1
> | e

0

1

dai o problema (3.36) ¢ atingido por \; € D com J ™y (W)Y = 1. Agora Py,
0

soluciona
Ck . . . .
T“(r“*k(yﬁ)k’] (W) = ™ H—=ya) (=) (3.37)

Multiplicando (3.37) por (—ya) e integrando de 0 a 1, temos
1

' CE n—k, /\Yk—j AVAY n—1 k—j j
J—(r (y}) J(w]-)l)(—ym:ujjor ()< () (—yn).

o N

Integrando por partes o lado esquerdo da igualdade acima, temos

L ck ) . L ck ) .
| S ) ) == | SR ) i)

Ck 1 . )

= 2| s )

Dai,

Ck 1 ) .
n j Pk (e ()

> o . (3.38)
| ot ey

Pela defini¢ao de p;_;, temos que py > pj—;. Entao

M1 = Wjoo = -0 = Ha > Wy (3.39)

Por outro lado, pela definicao de A;, sabemos que existe uma ¢ € D tal que

Ck

(R () = A () (3.40)

Multiplicando (3.40) por (—ya) e integrando de 0 a 1, temos

_]T(L Jl T“_k(tb’)ky;\
T Jo . (3.41)
J () (—yn)

0

}\1:
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Vamos mostrar que A < py. Entdo, por (3.39) e (3.41) concluimos que A < A;. Agora,
multiplicando (3.35) por (—;) e integrando em [0,1], temos
Cx

n

1 1
J (P (ya) ) (=) :J ™ (—ya) Y™+ A —ya) ¥ (=),
0 0

e integrando por partes o primeiro lado da igualdade acima, obtemos

C—ﬁr ™  (ys) g :J

n Jo 0

1 1

r“l(—yx)”k)(—wl)ﬂj My (=) (342)
0
Similarmente, multiplicando (3.37), para j = 1, por (—yx) e integrando em [0,1], temos

Ck

n

1 1
J R R = L P (Cya) (). (3.43)

0

De (3.42) e (3.43), deduzimos que

j 1 ()Y () = (1 —A)J Ly ) (),
0 0
logo,

A< . (3.44)

]

Antes de voltarmos ao caso 2k < n < 2k(k + 1), deduziremos uma uma identidade

do tipo Pohozaev. Multiplicando (3.2) por —oy, onde ¢ € C'[0,1] e integrando em [0,1],

temos
Ck 1 1 1
_n {J Tn—k(y/)k+1G+J Tn_ky(y/)k+16/} :J T,n—lo_[(_y)v(k)ﬂ +}\(_y)k+1]
n (o 0 0
e entao,
1 1 n 1
l[ Tnk(y/)k+1o_+J T,nfky(y/)kJrlo_/ — FJ' rnflo_[(_y)y(k)+1_*_}\(_y)kJrl]. (345)
0 0 n JO

Agora, multiplicando (3.2) por &y’, onde & € C'[0, 1], e integrando em [0,1] temos

1 1 !
J (R ey = ) ey | _J ™ Y &y

0 0

— E(l)y/(l)kJrl _J T‘nfk(y/)k(ay// + E/y/)

1 1
— E,(l)y/(l)k_H o [J T.n—k(y/)k+1a/_’_J‘ rn—k(y/)ky//£:|
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Por outro lado

1 1 a0 v(k)+1 a0\ k+1

0

1 B B (_y)y(k)Jrl (_y)k+1
— o n—2 n—1g/
—Lun 12 4 r a][y(m_1 +Ak+1]
Assim,
k ! 1t
my/(l)kﬂi(l) . JO T k( )k+1E, R k+ : J ( n—ka)/(y/)k—o—l
_n ' n—2 n—lgs (_U)Y(k)ﬂ (_U)kH
—C—EJO[(n—l)r E+r E]{y(k)—kl +A o 1 (3.46)

Combinando (3.45) com (3.46) temos do lado esquerdo da igualdade,

Kok _Jl n—k(, Nk+lgs | VT J nk & k+1
gy D) = | sy e |

1 1nfk//kl
forr e |

_ 1
"(1)%+1E(1) +J PR (y )R {0._'_ 2+]1<%_ kilazl +J Ry (y )<l
0

1
™y o+ J Ty (y) e
0

1

1

_ k
“k+1Y

No lado direito da igualdade obtemos

1
l o n—2 n—1g/ (_y)y(k)Jrl (_U)k+1
CKJ[(n DrE a]{v(k)-kl A
n Jgr [(—y) Y01 £ A(—y)*+Y
_n k)+1 n—1 ¢& & ]
ChLT {”v(k)ﬂr*v(k)ﬂ‘F
l n—1 k+1 n—1§& &'
+ JOT ) {G+k+1r+k+1]

Entao, segue que

Kook _Jl n—k(__ k41 s Jl n—k(, /yk+1 n—-k& ko,
e T B O R R
1 /
_ l n—1;_ . \v(k)+1 n—1 § & :|
& e [G+ﬂw+&r+vW%H»+ (8:47)

n ! n—1§& &’
_}\ n—1/ - yk+1 e )
o Lr (=y) [“+k+1r+k+1]

Proposicao 13. Seja 2k < n < 2k(k + 1). Entao (3.2) ndo tem solugao se

X k
A< (2k(k+1) —n)% (klﬂ) .
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45
Demonstragao. Seja y =y uma solucao de (3.2). Escolha
n—2k 2k(k+1)—m 4 k-1
- _ =r— 4
K+ 1 kr1 o eEEToT (3:48)

em (3.37). Usando o fato de que

;o 2Kk(k+1)—n] L,

o =— 1 r2k.
o /

L F S (LS
k+1r k+1 k+1 k+1

Lon-lEe, & ikt -2,
vik)+1r  y(k)+1 n(k+1) ’
k , n-k&

it Ty !

e o fato de &(1) = 0, o lado esquedo de (3.47) vem

1

1 —
kLHyl(l)k+1£(1) —J T‘n_k(—y)(y’)kJrlo-’_'_J Tn_k(y’)k+1 {O‘—i— n—k¢ k £

0 0 kK+1r k+1
1 2k[2k(k + 1) — n] 2k[2k(k +1) —n] [

_ n—k(__ Nk 2k _

_LT vl K+ 1 r K+ 1 J

N —y) ()
0

e no lado direito

1 /
2 ety for IELEL Y]
CkJT (=y) {G+y(k)+lr+y(k)+1

1 . I
+%7\J o (—y) e [G+n &, & ]

0 k+1r k+1
~n 2kin(k + 1) — 2K] Jl
Ck  n(k+1)

Tn+2k—1(_y)y(k)+1
0

n_ ] 2k 2k(k+2)
—A _ 2k n—1,__ k+1‘
e L [k+1 P }’" (=v)
Dai,
2k[2k(k + 1) —n] Jl N ak . mo2kin(k+1) —2k] Jl n—1f (k)4
1 a (—y)ly")* = CE ikt 1) ) (—y)

n_ (' 2k 2k(k+2)
A . 2k | om0kt
T ox L [k+1 kr1 | }T =v)

(3.49)
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Portanto,
2k no_ [t i1 2k[2k(k 4+ 1) —n] t ke "k
K+1CK LT =T Jor Y
le[n(k—F 1) —2k] Jl n+2k—1(_y)v(k)+1+
n 2k(k+2) (' -
e }\ n+2k—1 _ k+1
Ck kt1 Lr )
2k[2k(k + 1) — n] Jl n—k—1 Ik
> 1 T (—y)y")*™
Note que
ko k+1\"
ey = (T) (Y)Y~
Logo,

2k n 7\J1 Myt Ak ) Jl prkl ] (y /) ) (3.50)

k+1ck )" g K+ 1 (v
Por outro lado, a desigualdade de Hardy nos diz que, se tivermos p > 1,1 > 1 e F(x)

X

definida por J f(t) dt, entao

0
00 _p P poo
J x "FPdx < (—> J x~ " (xf)Pdx.

0 Ir — 1] 0

0

Dai, tomando f = (y**/%)" p=ke —r=n—1, temos

1\ K
(=)
para toda y € W*T1. Assim, (3.50) se torna

LAJI“H(— <t > Bk 1) ) (e k@)kr”‘ll I
S kb P

k rl
J T,nfl |y|k+1

1

1
/
J el r(y(kﬂ/k)) ) >J el |y|k+1

0 0

> [2k(k+1) —n] (—)
o que implica

k
?\>C—’E(2k(k+1)—n) (L> .
n 1

=
_|_

3.4 Comportamento Assintético de Solucoes para di-
mencoes nao-criticas

Nesta secao vamos supor 2k(k+1) < n, e discutir o comportamento assintético de solugoes

de (3.2) quando A — 0. Para isto, introduziremos alguns resultados preliminares. Para
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qualquer solucao negativa y, de (3.2) correspondendo a A € (0,A;), tem-se

max (—ya(r)) = —yx(0)

rel0.1]
eys > 0em (0,1].
Denote

Tnfl rnfl
rn—k(y/)k+1 o (y (_y)y(k)—H A (_y)k—i—l) )

Ck
F N = n
(v y') n( (k) +1 k+1

k+1)

Se y é uma solucao negativa de (3.2), entao F satisfaz

A =Sy e Ry = [y Ay
dr n Y
e entao,
d
aFy/ =Fy. (3.51)

Agora, de (3.51), temos

d d d
F /F Y F F/ o
dr (r (ay Y IFy’) dr (vF) dr(ay y) dr

=F+rF +ry'Fy +y'Fy +ry"Fy — ay'Fy — ayFy —y'Fy

(m/Fy’)

_ry//Fy/ _m/Fy
=F+1F —ayFy — (a+1)Fy.

Com isso, temos a seguinte identidade do tipo Pucci-Serrin na forma radial:

d
E(rF—(ay +ry)Fy') =F+rF. —ayFy, — (a+ 1)Fy, (3.52)

onde a é uma constante.
Comegaremos com uma importante propriedade da solugao y de (3.2), que nos da

um limite superior para [ya|.

Lema 3. Seja yn uma solugdo negativa de (3.2), para A € (0,A1). Entao

2(k+1) —2k

[(—yx(0))~ 2% + C(A)r? "% (3.53)

==

—ya(r) < (—ya(0))~

onde )
k 1+ A(—ya(0))kylk*

C) = n —2k Ck
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Demonstracao. Primeiramente, afirmamos que
(r 1 (—ya) w=Eyy) =0 em (0,1). (3.54)

De fato, temos que

2(n—k)

(T —ya) mEyy) = () {lexyi +

n _
— " 1(y7’\)2—y>\y§\’}. (3.55)

Vamos analisar o fator entre colchetes do lado direito da igualdade (3.55), o qual esta
n—2k
k+1

relacionado com (3.52). Tomemos a = em (3.52), e calculemos ambos os lados da

igualdade (3.52). Para isto, note que

T (AN IS WA ) §
n k+17* v(k)+1 k+1 ’
Ck n—k n—1 n—1
Fr _ n n—k(, /\k+1 n—1, v(k)+1 A n—1, k+1 ) .
— ayFy = ar™ ! (—ya) "™ + aAr™ T (—ya)s
. l _ Ch n—k  /\k+1
(a+1y'Fy =—(a+ 1)?T (ya)“" .
Entao,
F+ F F ( +1)F _C}; Tlfk( /)k+l ]‘ _I_n_k' ( +1)
Thr = AYaty, ¢ yi_nr Ya k+1 k+1 ¢
1 n—1
_i_rnfl . v(k)+1 (_ o + Cl)
(A vyik)+1 vy(k)+1
A n—1
n—1¢_ k+1 [ _}\ }\ )
LAY ( kr1 “kx1l a>
n—2k n
Como a = = , temos

k+1  y(k)+1

1 n—1 n-2k

_ _ n—1¢__ k+1
KTl k+1+k+1]T (=un)
2k

= 1?\1‘“71(—9)\)]‘“. (3.56)

F—i—rFT—ayFy—(a—l—l)Fy,:)\{

Do mesmo modo,

F— (ay + ry’)Fy = F — ayFy —ry'Fy

:C_‘]rcl Tn_—m(y/)kJrl_L(_y )y(k)+1_7\ L (_y )k+1
n k+1 * yk)+1= 7 k+1 “*
k
_a_nrnfk(y;\)kyx_?nrnkarl(y;\)kJrl.
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Uma vez que Yy, é solugao de (3.2) temos que

’ k pn—k+1 - n Ck e 1 )
F_ F ’ - - ~noon— - e
TF—(ay + 1y’ )Fy = T k+1(U) y(k)-i—l(n(T (Y ) ) —Ar (y)\))
—A T (_y )k+1_ac_ﬁrnfk(y/)ky __ﬁrn7k+1(y/)k+1
k+1 A n A A n A
1 1
— AT k+1 [ n >+
T ( k+1  y(k)+1
1T<1 pn—k+1 o 1 N
?{kJrl 179 W(T (ya)")r(—y)
—ar™™ k(y&)ky;\ —r“_k“(y;\)kﬂ]
Portanto, segue-se
2k
F— "Fu' = —— =~ Ar ey
F—(ay + 1y )Ry’ = —a AT ()
Chk(n—2k) [ n
T onk+D | T 19§9A+ 2k(w) +ylyil . (3.57)

Por (3.57), o fator nos colchetes de (3.55) tem sinal contrario ao de ¢ definido por

$(r) =1F— (ay + 1y )Fy + M“m(—yx)““.

Mas, $(0) =0 e por (3.56) e (3.55) temos

do 2k 4 Kl 2k

—F = Ar™ _ =+ T (AT (— k+1y/

ar k+1T (—ya) +n(k+1)(r( ya) )
_ 2k — k+1 2k n—1 k+1 PAS n k.. 7
=M (—ya) +K+1M (—ya) 7\n1‘ (—ya)“yx

2k
= —7\—f (—ya)*ys <0

o que conclui (3.54).
Integrando (3.2) em [0, ] temos

k
/ n 1 T
Ckrm g

T
Dali,
ya  n 1 ("
lim (—) = C—Tklll_r%ﬁj T (Y)Y + A(—ya)<ldt.

Aplicando a regra L’Hospital no lado direito da igualdade acima, temos

7\ K n—1p(__ (k) . k
(Y [(—ya (™)™ + A(—ya(r))"]
11~1—I>r(1] (TA> Ck 1l—>0 : nrn—1 :

n [(—ya (1)) + A(—ya ()]
w0
1

< (=ya(0)) 1+ A=y (0))4],
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isto é,
Ya 1 (k) k x
lim 5% = | G (w07 4 Ay (009
m

Lema 4. Para uma solug¢do negativa y, de (3.2), temos

—ya(0) — +o0 quando A— 0",

Demonstra¢ao. Argumentaremos por contradigao. Suponha que {yx(r)} seja limitada em

L>[0, 1], para A € (0,A;). Entao, integrando (3.2) em (0, 1), temos

ck T
Tnfnfk(yﬁ\)k = J ™ (—ya) Y™+ A(—ya) Mt
0
Assim,
n r 1/k
e e (GRS YEWERY
n 0

e entao,

0

T 1/k
[yal < Crim/k { J !tl“ldt]
g CTl_n/an/k
< Cr,

onde C é uma constante que independe de A.

(3.58)

Assumiremos entao que y, converge uniformemente para alguma fungao g(t) em [0, 1].

Novamente por (3.58), concluimos também que ™ *(y4)* converge uniformemente. As-

sim y(t) satisfaz a seguinte equagao
Kk
Cx

T[Y“_k(yﬁ\)k]' = (=g em (0,1)

y'(0) =y(1) =0.

Por outro lado, segue da Proposigao 6 e de (3.2) que

1 1
J (=) YT Ay )R = J C—E

O T ™ (ya) 1 (—ya)

1
S

|

WV

Jl 1 (k)+1 Yoo
Ty )Y :
0

Isso mostra que y # 0. Isto é, existe solucao de (3.2) para A = 0, contrariando a nao-

existéncia obtido no Capitulo 2.

O
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Seja
n—2k

yi(t) = 1 yalmat), (3.59)

onde

k+1

tr = (—ya(0)) n2e.

Entao y3(0) = —1,0 > yi(t) > —1 e, do Lema 3 temos que

2(k+1) n—2k

< (=YA(0)TFI(=ya(0)) 72 + CA) (uat)?] 2

Dai, colocando p3 em evidencia dentro dos colchetes e usando o fato de que A € (0,A),

temos que
yi(t) < (14 Ct?)Eemn)/2k (3.60)
onde C nao depende de A. Além disso, sendo y, uma solucao de (3.2), segue

CK ink - Nk (ne2K)/ (k1) K
ﬁ[t“‘ ((yx)") ]’=?“[t“‘ ((1y yalmat)))l’

k
_ —2k)/(k+1 kC _
= O () ()

E, para 0 <t < W, ', temos por (3.2),

CTkL n— / / n—
n'[(mt) “aat) ) = ()™ I(=ya(iat))’ ™ + A(—ya ()]
~ (m+2)k ~ (n—2K)k
= ey )Y Ay T ()Y

(n+2)k

= TR AR (uR)

Logo,

C]:L n— * -n,  n— n— * *
Rt () = ey T =y )Y ™) 4 A (—y )]

n—2k (n+2)k

= ) A Y.
Assim, yj; satisfaz

Ck
—HE () = T R AR (YR em (0,07
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Uma vez que y3 € limitada em L*, argumentando da mesma forma que no Lema 4,

concluimos que yj converge uniformemente para y em C[0,R] para algum R > 0 ey

satisfaz
Cx k k 1 (k)
R ((G))R) =t (—yR)Y em (0, +o00
[ ((5)') (—v3) (0, +o) o0
y'(0) =y(0) = —L.
Pela Proposigao 7, sabemos que
U =—(1+at?) "2, (3.62)
onde
k 1k
*= n— Qk( )
Por conveniéncia, tomemos
T I
0 0
Assim, fazendo a mudanca de varidvel s = at? temos
00 tnfl ocfn/2 00 n/271
P1 Jo (1 + oct2)(nt2)k/2 2 L (1 + s)(n+2)k/2
B ocfn/2 I <§) I (1)
27 (5+1)
5 +
n
a2l (3)
2 ny <E>
2
B o(fn/Q
n
e
00 tnfl 711/2 n/2 1
P2 :Jo (1 + ot2)(n—2K)/2 J (1+s)n— 2k)/2dJE
2T ( )T (k)
— 2k
(%)
2
Logo,
(an/2
P1 = n
n
o2l (5) (k) (3.63)

P2 =5 r(n—Qk) ‘
2

A seguir, vamos provar o seguinte resultado.



Capitulo 3. Problema de Brezis-Nirenberg para a equacgao k-Hessiana 53

Teorema 9. Pra qualquer & < 1 positivo,

k
n — 2k

1-n/2k
(—y(0))*ya(r) = — ( ) (CR)n-20/ (&) p2-n/k _q)

em CY[8,1] quando A — 0.

1/k

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos provar que (—yx(0))'/“ya(r) converge para al-

guma funcao v. Entao, vamos analisar que equacao v satisfaz. Note que

Ck ck
7“[T“‘k((—yx(O))”ky&(T))k]' (—yal0))—* [ (i (1))

::uzfn—2kbqk+n n— 1“ ‘UA) )+'A0_UA)kl C164)

Para 6 > 0, integrando (3.64) em [r, 1], € (5, 1), temos

k k
B ya(0) 4 — Ky (0)) Ry (1)

1

— Hx(ngk)/(k+1)J tnfl[(_y}\)y(k) —|—7\(—y}\)k]dt (365)

T

Integrando (3.64) em [0, 1], temos também

ck ) Cn Lo
a0 Myl =y 2’”““”[ 7 (—ya)" ™ + A—ya)dt. (3.60)
0

Por (3.60), temos que o lado esquerdo de (3.65) e (3.66) sao limitadas por p; + ps. Segue
de (3.65) que (—yxa(0))**y4(r) é limitado em CI[5,1] e entdo

(—ya(0)*ya(r) — v em C'[5, 1], (3.67)

para alguma v € C1[5,1].

Por outro lado, pelo Lema 3 e pela mudanga de varidvel t = u,s, temos

uﬁ”k”“‘*”f Ty Mt = | R (g () ds
0 JO
iy (n+2)k/ (k1) n 1 v(K)
~, HA (—yalpas))¥'ds
ruyt
= | s g () s
upougl N
[ s s — | ey
JO 0
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Ainda

1 u;l

tnfl[(_yx)kdt _ (—y}\(O)) J u;(ank)k/(k+1)tnfl(_y;)kdt
0

—(n—2k)/(k+1)
9% " J

0

Th

— (_y}\(0))k+1—(k+1]n/(n—2k) J (—y;)kdt
0

< pa(—ya(0)) 2/ —
quando A — 07. Portanto, em vista o Lema 3, temos

—(n—2k)/(k+1)

1
L J P (—ya)Y ) Ay Hbdr — (0)pr, (3.68)

para qualquer ¢ € C*[0, 1], $(1) = 0. Combinando (3.64), (3.67) e (3.68), inferimos que

v satisfaz

Ck 1
S| g = (o),
n Jo

para toda ¢ € C*[0, 1], d(1) = 0. Tomando

K np; 1/k
2—n/k
v(r) =5 —— (—CQ [ /e —1] (3.69)

fica provado o teorema. O]

Teorema 10. (i) Sen > 2k(k + 1), entao

k+1
kel n—2k(it1) 2 n k 3 F(Wm—QkQ
A = (G ( ) k1)
F(E)F(T)

quando A — 0.

(i1) Sen =2k(k+ 1), entao

vl

n—2k z
nk+1)n

n k
Mogl-ya(0)] - e (25

quando A — 0.

Demonstragao. (i) Tomando 0 = —1 e & =1 em (3.47) temos
1 Ck
AJ T =y A = R (Y (1)< (3.70)
0 2n
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Com efeito, temos &(1) =1,&" =1 e 0/ = 0. Com isso, substituindo em (3.47) segue

1
k+1 n—k/, /\k+1 n—k K
-1 —
k+f“() +Lﬁ (un) { TET k+11
1
_n n—1 v(k)+1 |: n—1 1 :|
=— — -1+ +
CﬁJ; - vyk)+1  y(k)+1
n_ n—1 1
—A n—1 k+1 |
T Jor . [ +k+1+k+1]
Uma vez que
Ck
=) (—ya) = 1 ) A ) )

integrando por partes o primeiro membro em [0, 1], obtemos

1 1
| e {—1 + 1= Qk] =& | e {—1 + = 2k]

0 k+1 Ck k+1
! — 2k
A n—1(_, )k+ | g n '
* CKJ (=va) { L]

Segue entao que

L /(1)k+1_lJ1 n—l( )v(k)+1 {_1 M ] n—Zk]

K+ 19 B nk+ 1) T k+1
n n 2k
A— nfl . k+1 1 - 1] — — e
+‘C§J (=ua) { +k+1+ k+1+k+J
2k n

— _AJ T,nfl(_y )k+1
k+1Ck" ), A

e portanto, segue (3.70).
Agora, multiplicando (3.70) por u;(n_zk)/k = (—ya(0))k+D/% temos

1 k
—(n— n— CTL
' Qk)/kxj T ) ¥ = (ya (0)) TR [y (1))
0

ou equivalentemente

—1 k

K C
s —(n—2k) /ku?\ Thy n+2k)\J tn_l(—y)\(u)\t))k+ldt _n
0

S (—ua (0] <yh (1)

e por fim,

A C
A /kj £ (y3) Tt = Ry 0) A (1
0
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Por outro lado, por (3.66) temos

k
C 1/k. 7/

SRy ORI = Ly (0)¥u3 ) U " (—yp) Mat

Logo,

1 k 1/k
C(n— 1k C kil
1" 2’””‘AL Ty ) — S — (—“) it (3T
Portanto, concluimos que

o 1k ck\ Tk -
7\117\(“ 2k)/k_>§n_2k ( nn) p§k+1)/kp 1

(i) Seja n = 2k(k + 1). Assim, de (3.70), temos
-1

Ha Ck
?\J ) A AL = S H(ua (0) () (3.72)

0

onde
Ha
A= J tn_l[(—y;\(t))k_'_l o (—g(t))k_'_l]dt.
Se provarmos que
Al =0(1) quando A — 07 (3.73)

entao

-1

Ha k Ck —1/k
}\JO tnfl(_l‘—J)kJrldt — — (Tn) pngrl)/k 4+ 0(1)

Pela regra de L'Hospital e pela definicao de gy

1 T 1\ okl
hm —_1J tﬂ*l(_g)k+1dt — hm (HA ) (_1 y)
A—0 In Ha ™ Jo A—0 1/[1)\
"
(n—2%k)(k+1)/2k

= lim
A0 (1 + “HXQ)
1

_ ,—m/2 7
=& lim 2) (n—2k) (k+1)/2k

-n/2

= X
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Entao

Anpyt — o2

1/
k Cx Y ok 1I/k
n—2k \ n 1 ’

Resta provar (3.73). Pelas equagoes que yj(t) e U satisfazem, temos

t s 1/k
y(t) ZCJ {sk‘“J T“—l(—U)WdT] ds
0 0

Entao
rt S
[ —yi(t)] < CAV*3 {sk‘“J T“‘l(—yi)de} ds
s 1/k
< C7\1/ku§\ gl-m/k U 1 (_(1 4 aT2)(n2k)/2k)k} ds
s 1/k
< CAl/kHi 5172(k+1) U TQk(k+1)1T2k2:| ds

< CAl/kug\ Sl*2(k+1)s2ds

< CAl/kug\t272k.

Isso prova o resultado. O
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