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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar alguns resultados de rigidez e classi-
ficacao para hipersuperficies translacionais e hipersuperficies translacionais generalizadas,

com curvatura média ou curvatura de Gauss - Kronecker constante, no espago Euclidiano.

Palavras-chave: Hipersuperficie translacional. Hipersuperficie translacional generali-

zado. Curvatura média. Curvatura de Gauss - Kronecker.



Abstract

The main objective of this work is to demonstrate some results of rigidity and classi-
fication for translational hypersurfaces and generalized translational hypersurfaces, with

average curvature or constant Gauss - Kronecker curvature, in the Euclidean space.

Key-words: Translational hypersurface. Generalized translational hypersurface. Mean

curvature. Gauss - Kronecker curvature.
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Introducao

O interesse em estudar superficies minimas remota ao século XVIII, com as obras seminais
de Euler, Lagrange e Meusnier. Eles também deram os primeiros exemplos nao triviais
de tais superficies, além dos planos: os catendides (as tnicas superficies minimas de
revolugao) e os helicoides (as tnicas superficies minimas reguladas).

Outra importante familia de exemplos, as superficies de Scherk, apareceu pela primeira
vez em um artigo publicado por Scherk em 1835. No mesmo artigo, ele caracterizou essa
familia como as unicas superficies minimas (além dos planos) da forma z = f(x) + g(y)
para f e g fungoes suaves de uma tunica variavel. Estas superficies sao chamadas de
superficies de Scherk e sao dados por

1

z=—log
a

cos ay

b

COS ax

onde a é uma constante nao nula.
As superficies de Scherk podem ser expressas como a soma de duas curvas planas, a
saber, a(x) = (x,0,f(x)) e B(y) = (0,y,9g(y)). Outra superficie minima que pode ser

escrita como a soma de duas curvas, que ja era conhecida por Lie, é o helicoide
P(u,v) = (cosv - cosu,cosv -senu, u)

que se obtém como a soma de uma hélice circular « consigo mesma. De fato, considere a

71 t —t 4
hélice a(s) = L(coss.sens. s). a mudanca de coordenadas u = S5 oy = =8 44
2 ) ) ) Q 2 2

a(s) + a(t) =P (u,v).

Em geral, uma superficie M? C R? ¢ chamada de superficie translacional se puder ser

expressa em uma forma paramétrica como

b(u,v) = au) + B(v),

onde x: I CR — R3 B:] C R — R3sdo duas curvas regulares com o’(s) x B’(t) # 0.
Um caso particular das superficies translacionais sao os gréficos translacionais. No espaco

Euclidiano R?, uma superficie M? é chamada de Grafico Translacional se for dada



como imagem de uma imersao ¥ : U C R? — R3 da forma

Y(x,y) = (x,y,z(x,y)),

onde z(x,y) = f(x) + g(y) para f e g fungdes suaves de uma tnica variavel, isto é, ¥ é
obtida como uma translacao euclidiana da curva suave, x(x) = (x,0, f(x)), pontualmente
ao longo da curva f3(y) = (0,y, g(y)).

Mais recentemente, vérios autores tém demonstrado interesse em estudar gréaficos
translacionais. Por exemplo, Liu [8] obteve uma classificagao para os graficos transla-
cionais com curvatura média constante nao nula ou Curvatura Gaussiana constante no

espaco Euclidiano de dimensao 3.

Teorema 0.1 (Liu,1999). Seja M2 C R® um grdfico translacional com curvatura Gaus-

stana constante K¢. Entao My € congruente a um cilindro, assim K¢ = 0.

Teorema 0.2 (Liu,1999). Seja M2 C R? um grdfico translacional com curvatura média

constante Hy # 0. Entao My € congruente a superficie dada pelo grifico de

V1 2
f(x,y) = —%\/1—4H%x2+ ay ,a € R.

Apresentaremos as demonstracoes destes resultados na Secao 2.2.

O conceito de gréfico translacional em R? foi generalizado por Dillen, Verstraelen e
Zafindratafa [3| para o espago R™"!. A saber, dizemos que uma hipersuperficie M™ do
espaco Euclidiano R™*! ¢ um Grafico Translacional se for o grafico de uma funcao dada
por F(xq...,xn) = f1(x1) + -+ 4+ fu(xn), onde (xq,...,Xn) sdo coordenadas cartesianas
e cada f; é uma fungdo suave de uma variavel real. Em [3], os autores obtiveram uma
classificagao dos graficos translacionais minimos no espaco Euclidiano de dimensao n + 1.
Em [2], Chen, Sun e Tang classificaram as graficos translacionais com curvatura média
constante nao nula, e Seo em [11] classificou os graficos translacionais com curvatura de
Gauss-Kronecker constante em R™"!. Estes resultados generalizam os teoremas do Liu,
e também apresentaremos suas demonstragoes.

Agora, seja M™ C R™"! uma hipersuperficie orientada e Ay, . . ., A,, sdo suas curvaturas
principais. Para cada r = 1,...,n podemos considerar problemas similares, associados
ao T-ésimo polindémio simétrico elementar S,, dado por S, = Z1<ii —cign Aiy e A
Em particular, S; é a curvatura média, S, é a curvatura escalar e S,, é a curvatura de
Gauss-Kronecker.

Lima, Santos e Sousa [6] apresentaram uma descri¢ao completa de todos os gréficos
translacionais com curvatura escalar constante no espaco Euclidiano (n+ 1)-dimensional.
Lima et al. [5] obtiveram uma classificagdo completa dos graficos translacionais com

r-curvatura S, constante no espaco Euclidiano R™*!, onde 3 <1 < n — 1.



Recentemente, Moruz e Munteanu [9] definiram uma nova classe de graficos translaci-

onais em R*, como o grafico de uma funcao da forma

f(x,y,2z) = g(x) + h(y,z).

No mesmo trabalho, os autores obtiveram uma classificacao completa dos graficos
translacionais minimos. Ressaltamos que os gréaficos translacionais, segundo a defini¢ao
de Moruz e Munteanu, também tém curvatura de Gauss-Kronecker nula.

Este novo conceito foi generalizado para dimensoes mais altas por Munteanu, Palmas e
Hernandez [10], que denominaram de Graficos Translacionais Generalizados(GTG).
Eles estudaram os GTG minimos. Em particular, obtiveram uma expressao para a cur-
vatura média de um GTG que apresentamos nesta dissertacao.

Seguindo essa linha, Aydin [1| porpos o seguinte

Problema. Classificar os GTG de curvatura de Gauss-Kronecker constante e os GTG

de curvatura média constante em R™, sem impor restrigcoes ou restrigoes nao naturais.
Em [7], os autores responderam a questao proposta por Aydin. A saber,

Teorema 0.3 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Sejam ¢ : U CRP — Rep: VCRYI — R
fungoes diferencidveis. Considere o grifico translacional generalizado My em RPTITL
definido pela fungao f: U x V — R dada por f (u,v) = ¢(u) +(v). Se a curvatura de

Gauss-Kronecker K¢ de My € constante, entao K¢ = 0.

Teorema 0.4 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Seja f uma funcgdao diferencidvel como no
teorema anterior. Se o grdfico translacional generalizado My C RPTIFL tem curvatura

média constante Hy # 0, entdo K¢ = 0.

Finalmente, demonstraremos tais resultados na Segao 2.3.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar elementos da teoria de variedades diferenciaveies e de hi-
persuperficies no espaco Euclidiano, que serao necessarios para os célculos das curvaturas

média e de Gauss-Kronecker.

1.1 Elementos da Teoria de Variedades Diferenciaveis

Seja M um espago topoldgico. Dizemos que M é uma variedade topoldgica de dimensao

n ou n-variedade topologica se satisfaz as seguintes propriedades:

e M é um Espagco Hausdorff: para todo par de pontos distintos p,q € M, existem
subconjuntos abertos disjuntos e U,V C M taisquepe Ue qe V.

e M possui uma base enumerdvel: existe uma base enumeravel para a topologia de

M.

e M é localmente Euclidiano: cada ponto de M tem uma vizinhanca que é homeomorfa

a um subconjunto aberto de R™.

Uma carta coordenada em M é um par (U, @), onde U é um subconjunto aberto de M
e@:U— U ¢ um homeomorfismo de U sobre um subconjunto aberto U= e(U) Cc R™
Seja M uma n-variedade topologica. Se (U, @) e (V,1{) sdo duas cartas tais que
UNYV # @, a aplicagdio composta Ppo @1 : @ (UNV) — P (UNYV) é chamada a
aplicagao de transicao de @ para . Duas cartas (U, @), (V,1) sdo ditas ser suavemente

compativeis seou UNV = @ ouPpo @ !

é um difeomorfismo. Definimos um atlas para
M como uma colecao de cartas cujo os dominios cobrem M. Um atlas A é chamado um
atlas diferencidvel se quaisquer duas cartas em A sao suavemente compativeis.

Um atlas é chamado mazimal se nao esta contido propriamente em nenhum outro
atlas diferencidvel. Se M é uma variedade topologica, uma estrutura diferencidvel em M

¢ um atlas maximal diferenciavel. Uma variedade diferencidvel € um par (M, .A), onde M



¢ uma variedade topologica e A é uma estrutura diferenciavel. Se M é uma n-variedade
diferenciavel, qualquer carta (U, @) contida em um atlas diferenciavel maximal é chamada

uma carta diferencidvel.

Proposicao 1.1. Seja M uma variedade topologica. Todo atlas diferencidavel A para M
estd contido em um unico atlas diferencidvel maximal chamado a estrutura diferencidvel

determinada por A .
Demonstragao. Ver |4], proposi¢ao 1.17. ]

Exemplo 1.1 (Graficos de Fungoes Diferenciaveis). Se U C R™ ¢ um subconjunto
aberto e f: U — R* € uma funcao diferencidvel, o grdfico de f, T(f) = {(x,y) € R™ x R*:
x € U ey = f(x)}, € uma n-variedade topoldgica. Seja m; : R™ x R* — R™ a projecdo
sobre o primeiro fator. O atlas formado por uma unica carta {(T(f), @)}, @ : T(f) = U

(restri¢ao de vy a T'(f)) determina a estrutura diferencidvel em T(f).

Exemplo 1.2 (Subvariedades Abertas). Seja M™ é uma variedade diferencidvel e

U C M um subconjunto aberto. Considere o atlas definido em U por
Au ={cartas diferencidveis (V, @) para M;V C U}.

Todo ponto p € U estd contido no dominio de alguma carta (W, @) para M. Se V =
UnNW, entao (V,@lv) € uma carta em Ay cujo dominio contém p. Além disso, o atlas

¢ diferencidvel.

Exemplo 1.3 (Conjuntos de Nivel). Suponha U C R™ um subconjunto aberto e seja
® : U — R uma funcio diferencidvel. Para qualquer ¢ € R, o conjunto ®(c) €
chamado um conjunto de nivel de ®. Escolha c € R tal que M = ®~1(c) # 0, suponha

que V ®(a) € nao nulo em cada ponto a € ®~(c), entdo existe i € {1,...,n} tal que

9D
aXi

¢ localmente um grifico de uma fungao & : Uy C R — R. Seque do Exemplo 1.1

(a) # 0 e pelo Teorema da Fungao Implicita existe uma vizinhan¢a a € Vo C M que

que o conjunto A = {(T'(&4), @a)} constitui um atlas para M e determina uma estrutura

diferencidvel em M.

Suponha M uma n-variedade diferenciavel e f : M — R¥, k > 1, uma funcio qualquer.
Dizemos que f é uma funcao diferencidvel se para todo ponto p € M, existe uma carta
diferenciavel (U, @) para M cujo dominio contém p e tal que a funcao composta fo @ *
é diferenciavel no conjunto aberto U= e 1(U) CR™

Sejam M e N variedades diferenciaveis e F: M — N uma funcao qualquer. Dizemos
que F é uma aplicagao diferencidvel se para todo ponto p € M existem cartas diferencidveis
(U, @) contendo p e (V,V) contendo F(p) talque F(U) C V e a aplicagdo composta

PoFoP ! é diferenciavel de ¢(U) para (V).



M —

i ‘ ¥(V)
YoFop™! ko

Figura 1.1: Representacao coordenada de F.

Um difeomorfismo de M para N é uma aplicagao F bijetiva diferenciavel que tem
inversa diferencidvel. Dizemos que M e N sao difeomorfas se existe um difeomorfismo

entre elas.

Exemplo 1.4. Se M é uma variedade diferencidvel e (U, @) € uma carta coordenada em
M, entao @ : U — @(U) C R™ é um difeomorfismo.

Uma aplicagao linear v: C*® (M) — R é chamada uma derivacdo em p se satisfaz
v(fg) = f(pJvg + g(p)vf, Vf,gc C*(M).

O conjunto de todas as deriva¢oes de C*°(M) em p, denotado por T,M, é um espaco
vetorial chamado espaco tangente a M em p. Um elemento de T,M é chamado um vetor
tangente em p.

O Fibrado Tangente de M, denotado por TM, é a uniao disjunta dos espagos tangentes
em todos os pontos de M:

™=]]T,M
peM

Escrevemos um elemento desta unido disjunta como um par ordenado (p,v), com
p € Mev e T,M. Prova-se que o fibrado tangente de uma variedade diferencidvel M™ é
uma varidedade diferencidvel 2n-dimensional. No caso particular que M = R™, mostra-se

que TR™ & isomorfo a R?™.

Exemplo 1.5. A aplicagao D, (a) : C® (R"™) — R definida por

Dy(a)f = Dyf(a) = &

m f(a+ tv)

0

€ uma derivacao.

Se v =) viei, em termos da base canonica, entao D, (a)f pode ser escrita como

D, (a)f = Zviaa—i(a).

6



Proposicao 1.2. Denotemos por Rl € o espago dos vetores de R™ que tem origem no

ponto a. A aplica¢io vq — Dy (a) € um isomorfismo de R} em T,R™.
Corolario 1.1. Para qualquer a € R™, as n derivagoes

0

ox!

0
|

0 of
-| = —
ox'|, oxt

definidas por (a)

a

formam uma base para ToR™. Seque que ToR™ tem dimensao n.

Se M e N sao variedades diferencidveis e F : M — N é uma fungao diferenciavel,

para cada p € M é possivel definir a aplicacao
dF, : To,M — Te(p)N,

chamada diferencial de F emp. A saber, dadov € T,M define-se dF,(v) como a derivacao

em F(p) que age em f € C*(N) pela regra
dF, (v)f =v(foF).

Proposigao 1.3 (Dimengao do Espago Tangente). Se M™ € uma variedade diferencidvel,

entao para cada p € M, o espago tangente T,M € um espago vetorial de dimensao n.
Demonstragao. Ver |4], proposi¢ao 3.10. ]

Sejam M uma variedade diferenciavel e (U, ¢) uma carta diferenciavel. Pelo Exemplo
1.4, @ é em particular um difeomorfismo sobre @(U). Logo dg, : T,M — T, )R™

¢ um isomorfismo. Pelo Coroléario 1.1, as derivagoes ) formam uma

o] el
WLp(p)’“"W‘cp(

_ —1 d
P d@™ o) (axi
formam uma base para T,M. No caso especial em R™, os vetores

el
oxt

) destes vetores
e (p)
d

oxt

base de Ty, (p)R™. Portanto as preimagens

b sdo literalmente

os operadores derivada parcial.

Se M é uma variedade, definimos uma curva em M como uma aplicagao continua
v :J] — M, onde | C R é um intervalo aberto. Agora seja M uma variedade diferenciavel.
Dado uma curva diferenciavel em ty € J, definimos o vetor velocidade de y em ty denotado

por Y'(tg), como o vetor

Y'(to) = dy (i

dt

to

) € Tyt M-

Proposicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. Todo v € T,M € a

velocidade de alguma curva diferencidvel em M.

Sejam M e N variedades diferenciaveis. Dado uma aplicagao diferenciavel F: M — N

e um ponto p € M, definimos o posto de f em p como o posto da aplicacao linear

7



dFp, : T,M — Te)N, que € o posto da matriz jacobiana de F. Se F tem o mesmo posto v
em todo ponto, dizemos que tem posto constante e escrevemos postoF = r.

Como o posto de uma aplicacao linear nunca é maior que a dimensao do dominio ou
contradominio, obtemos que posto(F) < min{dim M, dim N}. Quando ocorre a igualdade
dizemos que F tem posto mdzimo em p, e se F tem posto méximo em todo ponto dizemos
que F tem posto mdximo.

As aplicacoes de posto constante mais importantes sao as de posto maximo. Uma
aplicacao F : M — N é uma submersao diferencidvel se a diferencial é sobrejetiva em
cada ponto (ou equivalentemente posto(F) = dim M). Uma aplicagdo F: M — N é uma
imersdo diferencidvel se a aplicagdo dFy, : T,M — Tg;)N & injetiva em cada ponto (ou

equivalentemente posto(F) = dim N).

Exemplo 1.6. Sey:] — M ¢é uma curva diferencidvel em uma variedade diferencidvel

M, entao y € uma imersao se, e somente se, Y (t) #0 para todo t € J.

Um mergulho diferencidvel de M em N é uma imersao diferenciavel que também é
um mergulho topolédgico, isto é, um homeomorfismo sobre F(M) C N na topologia de
subespago. Uma subvariedade mergulhada de M é um subconjunto S € M que é uma
variedade com a topologia de subespaco, provida com uma estrutura diferenciavel na qual
a aplicagao inclusao 1 : S < M é um mergulho diferencidvel. Se S é uma subvariedade
mergulhada de M, a diferenca dim M —dim S é chamada a codimensao de S em M. Uma

hipersuperficie mergulhada é uma subvariedade mergulhada de codimensao 1.

Proposigao 1.5. Sejam M, N wvariedades diferencidveis, U C M™ aberto e f: U — N™
diferencidvel. Considere T'(f) C M x N. Entao I'(f) € uma subvariedade mergulhada de

dimensao m de M x N.

Demonstracao. Defina a aplicagao y¢: U —> M x N por

ve(x) = (x, f(x)).

E claro que v¢ ¢ uma aplicacio diferenciavel cuja imagem ¢é T'(f). Como a projecao s :
MxN — M satisfaz Ty oy = x para todo x € U, a composicao d (7tm) (. ¢(x))0d(vr)x €
a identidade em T, M para cada x € U. Portanto, d(y¢) é injetiva, logo y¢ é uma imersao
diferenciavel. Além disso y¢ ¢ um homeomorfismo sobre a imagem porque mm|r(f) € uma

inversa continua. Portanto, I'(f) é uma subvariedade mergulhada difeomorfa a U. O

Se ® : M — N ¢é uma aplicagao diferenciavel, um ponto p € M ¢ dito ser um ponto
reqular de ® se d®, : T,M — Tg ;)N & sobrejetiva, e um ponto critico de @ caso
contrario. Um ponto ¢ € N ¢ dito ser valor reqular de ® se todo ponto do conjunto de

nivel ®~!(c) ¢ um ponto regular, e valor critico caso contrario.



Uma subvariedade imersa de M é um subconjunto S € M provido com uma topolo-
gia com respeito a qual é uma variedade topologica, e uma estrutura diferenciavel com
respeito a qual a aplicagao inclusao 1: S < M é uma imersao diferenciavel. Toda subva-
riedade mergulhada é uma subvariedade imersa. Uma hipersuperficie diferencidvel é uma

subvariedade imersa de codimensao 1.

Proposicao 1.6 (Imagens de Imersoes como Subvariedades). Suponha que M e
N sao variedades diferencidveis e F: M — N uma tmersao diferencidavel injetiva. Seja
S = F(M). Entao S tem uma tnica topologia e estrutura diferencidvel tal que € uma

subvariedade diferencidvel de N.
Demonstragao. Ver [4], proposi¢ao 5.18. ]

Suponha S € M uma subvariedade imersa de dimensao k. Uma parametrizacao local
de S é uma aplicacao continua X : U — M cujo dominio é um subsonjuto aberto U C R¥,
cuja imagem é um subconjunto aberto de S e que considerando como uma aplicagao em S,
é um homeomorfismo sobre a imagem. E chamado uma parametrizacéo local diferencidvel
se é um difeomorfismo sobre sua imagem. Se a imagem de X é toda S, é chamada uma

parametrizacao global.

Exemplo 1.7 (Parametrizagoes de Graficos). Suponha U C R™ um subconjunto
aberto e f: U — R* uma aplicacio diferencidvel. A aplicacio v¢: U — R™ x R* dada

por ve(u) = (u, f(u)) € uma parametrizacao global diferencidvel de T'(f).

Pela proposicao 1.5, y¢ é uma imersao.
Um campo de vetores diferencidvel € uma aplicacao diferenciavel X : M — TM tal que
X(p) = X, € T,M para cada p € M. Para qualquer carta diferenciavel (U, ¢) podemos

escrever X, em termos da base coordenada de vetores:

0
aXi

n
Xp =) Xi(p) .
i=1 P
Isto define n funcoes X' : U — R, chamadas as funcdes componentes de X na carta

dada. Na proposicao abaixo apresentamos um critério para a diferencidbilidade de um

campo de vetores em funcao de suas fungoes componentes.

Proposigao 1.7 (Critério de Diferenciabilidade para Campos de Vetores ). Seja M uma
variedade diferencidvel e X : M — TM um campo de vetores. Se (U, @) € qualquer carta
coordenada diferencidvel em M, entao a restricao de X a U € diferencidvel se, e somente

se, as fungoes componentes com respeito a esta carta sao diferencidveis.



1.2 Elementos da Teoria de Hipersuperficies no Espaco

Euclidiano

A partir de agora todas as variedades consideradas serao subconjuntos do espaco Eucli-
diano R™ "1,
Associado a cada funcao diferenciavel f: U C R — R temos um campo de vetores

diferenciavel chamado o gradiente Vf de f, definido por

Vi(p) = (aa—i(p),...,%(po .

Vimos no Exemplo 1.3 que os conjuntos de nivel de funcoes f : U C R™ — R sao
hipersuperficies de R™*!. O campo gradiente de f desempenha um importante papel na
obtencao do espaco tangente a cada ponto de um conjunto de nivel, conforme enunciamos

no seguinte

Teorema 1.1. Seja U um conjunto aberto em R™! e seja f: U — R wma funcao
diferencidvel. Se ¢ € R € valor reqular de f e p € U € tal que ¢ = f(p), entdo o conjunto

de todos os vetores tangentes a f~1(c) em p € igual a [Vf]T.

Toda hipersuperficie do espaco Euclidiano R™*! ¢ localmente grafico de alguma funcao

&:UCR™— R. Além disso, podemos expressar graficos como conjuntos de nivel.

Exemplo 1.8. Seja f: U C R™ — R uma funcgao diferencidvel. Vimos que o grdfico de f
Ff) ={(x1, - xXn1) € R iy = fxg, 00 %))

¢ uma hipersuperficie em R, Agora observe que T'(f) = g~1(0), onde a fungdo g é

of __of 1

Xl A ) nunca

dada como g(X1, ..., Xn+1) = Xni1 — f(x1,...,xn) € Vg(p) = (—

se anula.

Se um campo de vetores em uma hipersuperficie M é tal que X(p) é tangente para
cada p € M, é chamado campo de vetores tangente em M. Se X(p) é ortogonal a M para
cada p € M, é chamado campo de vetores normal em M.

Um subconjunto M C R™*! ¢ dito ser conexo por caminhos se para cada par de pontos
P, q € M existe uma aplicagao continua « : [a,b] - M tal que a(a) =p e x(b) = g, ou

seja, « liga os pontos p e q.

Teorema 1.2. Seja M C R™"! uma hipersuperficie conexa. Entdo existe em M exata-
mente dois campos de vetores normais unitdrios Ny e No, tal que No(p) = —Ny(p) para
todo p € M.

A escolha de um campo de vetores normal unitario diferencidvel em uma hipersuper-

ficie M C R™*! é chamado uma orientag¢do. Uma hipersuperficie junto com a escolha de
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uma orientacao é chamada uma hipersuperficie orientada. A cada hipersuperficie orien-
tada M esta associada uma aplicagdo N : M — S™ tal que |N(p)| = 1 para todo p € M,

chamada a Aplicagao de Gauss. A imagem da aplicacao de Gauss
N(M) ={q € S*: q = N(p) para algum p € M},

é chamada a imagem esférica da hipersuperficie orientada M.

1.2.1 A Aplicacao de Weingarten

Considere o campo normal N definido sobre uma hipersuperficie M C R™*"!. Parap € M
ev € T,M, a derivada direcional de N ponto p na direcao de v, denotada por V,N(p), é
ortogonal a N(p). Com efeito,

0=V,(1) =V, (N-N)(p)=VyN(p)-N(p)+N(p)- VyN(p) =2- VyN(p) - N(p).

Com isto, a aplicacao linear L, : T,M — T,M dada por L,(v) = —V,N(p) fica
bem definida. A aplicacao L, ¢ denominada aplicacio de Weingarten de M em p, ou
Operador Shape de M em p. A seguir, apresentamos um resultado que mostra a matriz

que representa L, no caso que a hipersupeficie ¢ um conjunto de nivel.

Proposicao 1.8. Seja M = f!(c) uma hipersuperficie em R™*!, orientada por %.
Suponha que existe p € M tal que g:—% =eni1, onde{ey,...,en,eni1} € base candnica
de R™1. Entdo a matriz de L, com relagio a base {ey,...,en} C T,M ¢
1 0%
T . 1.1
( IV f] 9x;0%; (p)) (1)
Demonstracao. Considere N = (N, ..., N, N 1) = vy donde obtemos g(p) =0,
1
of of
o, —(p)=0e (p) = [Vf(p)|. Para obtermos a matriz de L, usaremos que
axn aXnJrl
Lp(ei) - (veiNh s 7V61NTU VGiNTL-l-l) (p)v
e vamos calcular V¢ Nj(p) parai=1,...,n. Temos,
i
oN; 0 %5
e Ni(p) =—- = k
VeN;(p) o, (p) o <|Vﬂ> (p)
1 0%f of 0 1
— _|_ R JR—
V£(p)] ax:0x; ) ox; Pax: (IVfI) (P
1 0%f
= : (p).
IVE(p)| 0xi0x;
Da igualdade obtida concluimos o resultado. O]
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No teorema a seguir apresentamos uma importante propriedade do operador de Wein-

garten.

Teorema 1.3. A aplicacio de Weingarten L, € auto-adjunta, isto €,
L,(v) - w=v-L,(w)

para quaisquer v,w € T,M.

Demonstracdo. Seja M™ C R™! uma hipersupeficie. E sabido que localmente podemos
expressar M como conjunto de nivel. Assim, dado um ponto q € M existe uma vizinhanga

q € Uy C M e uma fungdo f: U C R™ — R tal que Uq = f~*(c) para algum valor

regular ¢ € R. Desta forma, o campo normal sobre Uy C M é N = V—:l. Entao, para

|
todo p € Uq vale

L,(v)-w=—=V,N(p)-w

Vf
=—V, (W) (p)-w
1 1
=— {V\, <W) Vf(p) + va(vﬂ (p)| -w

1 1
_ v, (W) (PIV(p) - — T (p) - w.

Desde que Vf(p) - w =0, o primeiro termo se anula. Portanto

1
Lp(v) w0 = — G Val(V)(p)

1 of of
= Vo—,...,V, -W
T Vi)l ( o, axnﬂ) v

1 n+1 n+1
IVf(p (Z axlaxl Z axlaxnﬂ ) W

n—+1

_ VoW,
IVf | Z axlax) e
onde v=(vi,...,Vni1) e w = (wq,...,Wn,1). O mesmo célculo trocando w e v mostra
que
n+1l n+1 an
p(W) IVf )l Z Z axlaxJ Wivs

Desde que afjaij (p) = aszafxi (p), concluimos que L, (v) -w = L,(w) - v.

]

Por L, ser uma aplicacao linear auto-adjunta, existe uma base ortonormal de auto-

vetores para T,M. Seja v € T,M tal que [v|| = 1. O namero k(v) = L,(v) -v ¢
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chamado curvatura normal de M em p na dire¢ao de v. Os autovalores ki(p), ..., kn(p)
da aplicacao de Weingarten L, : T,M — T,M sao chamados curvaturas principais de M
em P, e os autovetores unitarios sao chamados dire¢oes principais

Associado a transformagao linear auto-adjunta L, : T,M — T,M, estd uma fungao
Ly : T,M — R definida por

A funcao £, é a forma quadrdtica associada com L,. A forma quadrética associada com
a aplicacao de Weingarten L, em um ponto p de uma hipersupeficie orientada M C R+
é chamada segunda forma fundamental de M em p. A primeira forma fundamental de M
em p ¢ a forma quadrética F, associada com a aplicacao identidade em T, M. Portanto

Fp(v) =v-v =7, para todov € T,M.

1.2.2 Curvatura de Hipersuperficies

O determinante K(p) = det L, é chamado a Curvatura de Gauss-Kronecker de M em p.

A curvatura média de M em p é definida como H(p) = %tr(l_p).

Teorema 1.4. Seja M uma hipersuperficie orientada em R™ ep € M. Seja X qualquer

campo normal nao-nulo em M tal que N = % e{vi,...,vn} uma base qualquer em T,M.
Entao
det A
K = (1) 1.2
P =Y K det B 12)
Vle V1
onde A = : e B= : , € cada vetor representa uma linha da matriz.
Vv, X Vn
X(p) X(p)

Demonstracao. Desde que X = [X| - N,

VoX\ [ Vo (XIN(p) + (IX(p)) Vo, N
Vo X | | Vo (XDN() + (X(p)) Vs, N
X(p) X(p)IN(p)

(n+1)x (n+1)

Denotaremos por l; = V,, (IX|)N(p) + (IX(p)|)Vy,N a i-ésima linha da matriz acima,
Vo, (X))

ondei =1...,n, el = [X(p)IN(p). Trocando cada linha 1; por l; — WlnH
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obtemos uma nova matriz que possui o mesmo determinante. Dai,

|X(p)|v\)1N vle
det(A) = det : = [X(p)I™ det '
X(p)IVy, N V,. N
IX(p)IN(p) IX(p)IN(p)
Lp (Vl)
= (=1)"X(p)[™ det
p(Vn
X(p)
Note que
Lp (Vl) 0 Vi
: _ [L,]T
Lp(vn) Vn
X(p) 0 - 0 1/ \X(p)
onde [L,] ¢ a matriz de L, com respeito a base {vy,...,v,}de T,Me [L,]T sua transposta.
Portanto,
L, (V1) Vi
det | | =det[L,] det
Ly (vn) Vn
X(p) X(p)
Dai concluimos que,
Vi1

det A =(—1)™|X(p)|™ det[Ly] det

X(p)
(—1)™X(p)I™ det[L,] det B
(—=D)™X(p)"K(p) det B.

Isto completa a demonstracao.
O

Exemplo 1.9. Seja f: U C R™ — R uma funcao diferencidvel. A curvatura de Gauss-
Kronecker K¢, do grifico de f denotado por T'(f), é dada pela formula

K, — det (Hess f) (13)

(1+|V2) T
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onde a orientag¢io N € escolhida tal que N(p) - (0,...,0,1) > 0, para todo p € U.

Demonstra¢ao. Defina g : U x R — R por g(x1, ..., Xn, Xn+1) = Xnt1 — (X1, ..., Xn)-
Temos T'(f) = g~*(0), Vg = (_aa_;’ . .,—aa—);, 1) e N=Vg/|Vgl.
Seja {vi = (1,0,...,0, 2-(p)), -+ ,vn = (0,..., 1, 3x=(p))} uma base de T,M. Veja
que
\V4 (Vg) _ 02f _ o%f 0
V1 dx10Xx1 0x10Xn
det =det a2¢ a2¢
V"n(vg) T xn0x1 T 0xn0%Xn 0
_of _of
v9 0x1 Oxn (n+1)x(n+1)

=(—1)" det Hess .

Prova-se por inducao que

0 0 aan
Vi of
: 0 1 0 xg
det ' =det : :
Vn
0 0 1 ;’T‘;
V9 _af et . _23f
0xq 0Xo OXxn
oo\
:1 - V 2.
¥ z(a) Vgl

Pelo Teorema 1.4, obtemos que a expressao da curvatura de Gauss-Kronecker do grafico
de f é

(—1)™ det Hess f
VgnVgl?
det Hess f

n+2 9
2

(1+[V£2)

K =(—1)"

como queriamos.

Vamos agora a uma expressao da curvatura média H de uma hipersuperficie.

Proposig¢ao 1.9. Seja M™ uma hipersuperficie orientada por N em R™".  Entdo a
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curvatura média de M € dada por

div N
H(p) = — .
(p) -

Demonstracao. A prova segue diretamente do seguinte fato:
divN =tr{v = V,N} =tr (-L,).

]

Exemplo 1.10. A curvatura média H¢ do grdfico de f: U C R™ — R, denotado por T'(f),
é

1 Vf
Hi=—div| — | . 1.4
T («/1+|Vfl> (1.4)
Demonstrag¢ao. Defina g : U x R — R por g(x1,...,Xns1) = Xni1 — f(X1,...,Xn)-
. o _ Vg _ 1 i of _
Assim T'(f) = g=1(0). Temos que N = IVS_\ = o Lo Tk 1), Ag = —Af

e Vg = (—Vf,1).

Vamos usar a propriedade do divergente div(hX) = hdiv Vf + (Vh, Vf), aplicado a
1

h = ———== e X = V. Para isto, veja que
\/1+|VE|2 ’

] ( 1 > (A e )
Ve (14 |VfR)?
(—Hessf - V£, 0)

(1+IVf2):

Por um lado, temos

n Vg(p)l

1 i 1

n _\/1+|Vf|2 v/ 1+ VT2

1 [ —Af <(—Hessf-Vf,0) >
= + 3 ) (_Vf7 1)

n| 1+ I[VIP (1+|Vf2)2

1
n

Af < Hessf - Vf >
R 5, V).
(1+|V17?) (14 |Vf2)?2
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Agora observe que

— Hessf - VT

Lo \Vai 1 [ divve +< vf>
— AV e———] —— 3 s
n VIHIVIE) n | 1T+IVFP (1+|VF2)?

+ |VF]?) Af — (Hess f - V£, VF)
n(1+|Vf2)?

l Af _<Hessf~Vf Vf>
n|VIHIVEE \ (14 |vep)?
(1

Com isto concluimos a demonstragao.

]

Corolario 1.2 (da demonstragao). A curvatura média do grdfico de f: U C R™ — R
€ dada por

1+ |Vf]?) Af — (Hessf - Vf, Vf
n(1+|Vf]?)2
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Capitulo 2
Graficos Translacionais

Este capitulo ficou divido em trés se¢oes. Primeiro iremos definir os graficos translacio-
nais (generalizados) no espago Euclidiano e obter expressoes para as curvaturas média e
de Gauss-Kronecker destas hipersuperficies. As demonstragoes dos principais resultados
serao apresentadas em outras duas secoes, uma com os teoremas de Liu em R? e outra

com resultados no espaco Euclidiano de dimensao qualquer.

2.1 Curvatura de graficos translacionais

Abaixo apresentamos as defini¢oes de graficos translacionais e graficos translacionais ge-

neralizados.

Definigao 2.1. Sejam fi : J; C R — R uma fungao diferencidvel de uma varidvel, J; um
intervalo aberto, para i =1,...,n, e considere a funcao f:J; x --- X J, — R definida
por f(xi,...,xn) =f1(x1)+ -+ F(xn). Uma hipersuperficie M™ no espago Euclidiano

R n > 2, ¢ um Grdfico Translacional se ¢ dada como imagem de uma imersao
) +1 . _
Y:UCR™ — R :W(xq,...,xn) = (X1, .o, Xn, T (X1, .-, %Xn))

onde U=1T; X -+ X Jn.

Definicao 2.2. Sejam ¢ : U C RP — R e : V C RY — R funcoes diferencidveis
ef:UxV — R definida por f(u,v) = d(u) +p(v). Uma hipersuperficic MP+9 no
espaco Fuclidiano RPT971 ¢ um Grdfico Translacional Generalizado se é dada como

mmagem de uma 1mersao
Y:UxVcCRPHE 5 RPHITL Yy v) = (u,v, f(u,v)).

Usaremos as notagoes W = (X1,...,Xp) €V = (Y1,...,Yq), € Mg, My, e Mt para

denotar os grdficos de ¢, e f, respectivamente.
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No proximo teorema obtemos uma expressao para a curvatura média de graficos trans-

lacionais.

Teorema 2.1. Sejam f; : J; C R — R uma funcao diferencidvel de uma varidvel, J; um
intervalo aberto, ondei=1,....,n, ef:]J; x -+ X ] — R definida por f (xq1,...,%xn) =
filx1) + -+ fulxn). A curvatura média He de My € dada por

Y (I Xy ()2
n(1+ |Vi2)?

He = (2.1)

Demonstracio. E facil verificar que Vf = (f},...,f.), Hessf = diag(f/,--- ,f") e Af =

> i, f7. Aplicamos a matriz hessiana de f no gradiente da f obtemos

Hessf - VI =(fif},... . fi.f0).

Agora, fazendo o produto interno do vetor obtido com o gradiente da f temos

(Hessf - VF,Vf) = > ({)*f].
i=1
Substituindo esses elementos na expressao da curvatura média do grafico da f (em

(1.5)) concluimos que

(1+ ZJTLZI(]C;)Q) i Y = i (R
n(1+|VfP)?

T (L X () £ — T3 (R
n (14 |V2)2

Sy (T4 25, ()2 — (£)2) £

n (14 [Vi2)?
S (L X (F)?) 7
n(l+|VfP)?

f:

como queriamos. [

Teorema 2.2. Sejam f; : J; C R — R uma funcao diferencidvel de uma varidvel, J; um
intervalo aberto, ondei=1,....,n, ef:]J; x--- X Jo — R definida por f (x1,...,xn) =
filxy) + -+ fulxn). A curvatura de Gauss-Kronecker K¢ de My € dada por

.
(1+IVFP) =
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Demonstragao. Note que Hess f = diag(fY,...,flr). Segue do Exemplo 1.9 que

_ det (diag(f7,..., )
(1+ V)" F
flll -

n+2 °
) 2

(1+[VAFP

Ky

O

Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernandez [10] obtiveram uma expressao para a curvatura

Média de um grafico translacional generalizado. A saber

Teorema 2.3 (Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernandez, 2016). Sejam ¢ : U C RP — R
e :V C RY — R fungoes diferencidveis e f : U x V — R definida por f(u,v) =
o (uw) +¥(v). Entdao a curvatura média He de My € dada por

_ PWeHe + qWiHy + [VUPAD + [VOIPAY
(p+a)W¢

onde Wy = \/1+ Vo2 + [V, Wy, = /14 VP e Wy, = /1+ VL.

Demonstragao. Pelo Corolario 1.2 temos as segiuntes expressoes para as curvaturas média

dos graficos de ¢ e P,

H;

, (2.3)

pHeW) = Wi AP — (Hess b - Vb, V) e qHyu Wy, = WL AP — (Hess P - Vi, V),

respectivamente. Agora veja que Vf = (V, Vi), [V? = [V >+ V2 e Af = Ap+A.

Além disso,
H 0
Hess f = ess ¢ .
0 Hess

Aplicando Hessf a Vf obtemos

(Hess ) 0

0 Hesstl)> (V, Vip) = (Hess pV, Hess pVp) .

Agora fazemos o produto interno do vetor acima com Vf temos

(Hessf - Vf, Vf) =((Hess ¢ - Vi, Hessp - V), (Vd, Vb))
=(Hess ¢ - Vo, V) + (Hessp - Vb, V).
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Novamente aplicando o Corolario 1.2 concluimos que

(1+ VP + IVYP) (Ad + Ap) — (Hess b - Vi, V) — (Hess P - Vb, V)
n(1+[VOR + Vi)
_WiAd) + IVPAG + Wi AP + [VOPAY — (Hess ¢ - Vb, V) — (Hessp - Vi, Vip)

(P+q) (1+ VP + V)
_ Wi A — (Hess oV, V) + WHAY — (Hess pVh, VIp) +[VHPAG +[VHPAY

(P+a) (1 +|VOP + V)2
_pHd,W;’; + qHL W3, + [VUPAD + [VOHPAY

(p+q) (14 VP + [VhP):

He =

]

Uma expressao para a curvatura de Gauss-Kronecker de um gréfico translacional ge-

neralizado foi obtida em [7]. A saber

Teorema 2.4 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Sejam ¢ : U CRP — R ep: V C RI —
R. Defina f: U x V C RPTIT 5 R por f(u,v) = ¢p(u) +(v). Entdo a curvatura de
Gauss-Kronecker K¢ de My € dada por

p+2 q+2
- Wp+q+2 ’
f

K (2.4)

onde K¢ e Ky, sao as curvaturas de Gauss-Kronecker dos grdficos de ¢ e respectiva-

mente.

Demonstragao. Pelo Exemplo 1.9, temos Kq,de)+2 = det Hess ¢ e Kll)Wl?)+2 = det Hess .

Desde que a hessiana de f é dada por

Hess f — Hess ¢ 0 |
0 Hessy

obtemos que det Hessf = det (Hess ¢) det (Hess). Novamente aplicando o resultado

obtido no Exemplo 1.9 temos

det Hess f
“wpree

det (Hess ¢) det (Hess V)
- WE-’-Q—O—Q
2 2
KWKy Wit
= 2
W}9+q+

Ky
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2.2 Resultados no R?

Nesta secao apresentaremos os resultados de Liu para graficos translacionais em R3.

Teorema 2.5 (Liu, 1999). Seja My um grdfico translacional com curvatura de Gauss
constante K¢ no espago Euclidiano de dimensao 3. Entao My é congruente a um cilindro,

asstm K = 0.

Demonstracao. Considere My dada pelo grafico da funcao f : I x ] — R definida por
f(x,y) = g(x) + h(y), onde g : I — R e h: ] — R sao fungoes diferenciaveis, I e |
sao intervalos abertos. Por (2.2) a curvatura de Gauss de My, para n = 2, é dada pela

expressao
9" (x)h"(y)
(1+g'(x)2+h(y)?)?

Por hipotese Ky é constante. Derivando K¢ com relacao a y temos

Kf:

9" ()" (y) (1 + [VF*)* — 49" (x)h'(y) (h"(y))*(1 + [V1]*)

0=
(1+|VAf?)4 ’

logo
0= g" (N (y) (1 + [VF*)? —4g” (x)R (y) (W (y))*(1 + [V ).

Dividindo a equacao por 1+ |[Vf]? e colocando g”(x) em evidéncia obtemos
0=g"(x) [W"(y)(1 + V") —4h'(y) (" (y))?] . (2.5)
Suponha g”(x) # 0. Entao temos
R (y) (1 +[VF[?) = 40/ (y) (h" (y))*. (2.6)

Da nossa suposigao g’(x) é ndo constante, em particular g’(x) # 0. Vamos mostrar que

h"”'(y) = 0. Derivamos a equagao (2.6) com relagao a x obtem-se

hm(y)Qg/(X)g”(X) -0

Portanto h"’(y) = 0. Voltando para a equacao (2.6) temos

h (y)(h"(y))* =0.

Se fosse h" # 0 teriamos h’/ ndo constante, em particular h’ # 0, um absurdo. Portanto
h” = 0. Integrando temos h(y) = ay+b,a,b € R,a # 0. Considere ¥ : U =1x ] — R3

22



dada por ¥(x,y) = (x,y, f(x,y)) uma parametrizagao de My, entao

Y(x,y) =(x,y,9(x) + ay + b)
=(x,0,9(x) +b) +y(0,1,a),

que é um cilindro. Por outro lado, supondo g”(x) = 0, g temos que g é linear, assim,

concluimos em qualquer caso que My é um cilindro e portanto K¢ = 0. ]

Teorema 2.6 (Liu, 1999). Seja M¢ um grifico translacional com curvatura média cons-
tante Hy # 0 no espago Euclidiano de dimensao 3. Entao My é congruente a superficie

dada pelo grdfico de

vV1+a?
f(x,y) :_Q—Hf

1—4Hx?>+ay ,a € R.

Demonstracao. Considere My dada pelo gréafico da fungao f : I x ] — R definida por
f(x,y) =g(x) +h(y),onde g: I — R e h:] — R sao fungdes diferenciéveis, I e | sao

intervalos abertos. Por (2.1) a curvatura média de My, para n = 2, é dada pela expressao

g”(x)(1+ (W (y))?) +h(
2(1 + |VT?)

e

)L+ (g'00%)

He = (2.7)

[NV

Derivando H¢ com relacao a x temos

0 :[g//l(l + (hl)2) + Qh//g/g//)] (1 + |Vf|2)%

2(1+|VA£]?)3
Cg"(1+ (h)?) +h"(1+ (g'(x)*)]3(1 + V[2)2g'g”
2(1+ |VA£]2)3 ’
Reorganizando os termos temos
O _ [g”/(l 4 (h/)2) + 2}1”9/9”)] B [g//(l + (h/)Q) —|—h”(1 + (9/)2))] 3(1 + |Vf|2)%g/g//
2(1 + |Vf]2)3 2(1 + |VF2)2 (1 + |VFP)2 '

Substituindo a expressao da curvatura média na segunda parcela da tdltima equacao

obtemos
3Hf(1 + |Vf|2)%g/g// _ [g/”(l + (h/)Q) + Qh//g/g//)] (2 8)
(1+|V2)2 2(1+|VH2)? ' '
Multiplicamos a igualdade (2.8) por 2(1 + IVf]2)2 temos
6Hf(1 + |Vf|2)%g/g// _ [g///(l + (h/)2) + 2h//g/g//)] . (29)
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Agora derivamos esta ultima igualdade com relagao a y

6Hf(1 + IVﬂQ)i%g/g”h/h// — [glll2h/h// + 2h///g/g//] )
Dai concluimos que
6Hfg/g//h/h// —9 [g”/h/h// + h///g/g//] (1 + ’VﬂQ)% (2.10)

Vamos mostrar que g” = 0 ou h” = 0. Entao vamos supor g” # 0 e h” # 0. Logo f' e
g’ sdo nao constantes, em particular f' £ 0 e g’ # 0. Portanto g’¢g”h’h” # 0. Dividimos
a equagao (2.10) por g’g"h'h”. Temos

9/// h/// 1
st = (204 ) (4w (2.11)
1
Veja que o depende apenas de y. Derivando a equagao com relacao a x temos
g/// / 1 g/// h/// 1

Multiplicando (2.12) por 1 + |[Vf]* temos

g/// / 53 g/// h/// -
2 = 1
0= (g/g//) (1+|Vf| )2+<g’g//+h’h”) (1—|—|Vf| )299 .

Substituindo a equagao (2.11) na ultima equagao temos

" !
0= (gg ) (1+|VfP)? + 3Hg'g”. (2.13)

! !
9
! A1

Veja que g'g” depende apenas de x e H¢ é constante. Derivando a ultima igualdade

com relacao a y temos

g/// / L
0 :( / ) 3(1+ V) zh'n".
g9
" /

Por hipotese h'h” # 0. Logo (ﬁ) = 0. Voltando para a equagao (2.13) temos
3H¢g'g” = 0, um absurdo, pois g'g” # 0. Donde concluimos que g” = 0 ou h" = 0.
Consideremos h” = 0 e vamos supor sem perda de generalidade que h(y) = ay, a # 0,
pois o caso a = 0 segue de imediato. Substituindo h na expressao da curvatura média

temos
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_ g'N+a)
"1+ (g () F @)

E portanto temos a seguinte equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

2H;(1 4 (g'(x))* + @) = g"(x)(1 + a?). (2.14)

Defina g(x) por

_\/l—i—a2

Vo T 1 —aHe.
2H, £

g(x) =

Vamos mostrar que g é solugao de (2.14). O lado esquerdo da igualdade (2.14) por ser

escrito como

3
2 2
__x
/1 —4H?x?

3

4H2X2 2

=2H; ((14+a®) (1+—1—
(e (141 555)

1+a2 \?
=2H¢ | ———— | .
f (1 —4H%x2)

2He(1+ (g'(x))2 4+ a?)? =2H, [ 1+ a®+ <\/1 + a22H;

Por outro lado,

B \/1 —I—(l22Hf 1

g"(x)(1+ a®) (1+ a?).
(1—4H%x?)

3
2

Como queriamos, My é o gréafico da funcao desejada. O Teorema fica demonstrado. [

Uma consequéncia desse teorema é que a curvatura de Gauss-Kronecker é nula. De

fato, considere

V14 a?

2—]_11: 1—4H%X2+Cly)

W(Xay) = (X7y7_

uma parametrizacao de M¢. Veja que

V1i+a? g -
W(Xay) :(X707_2—]_lf 1_4fo )+U(0717a)7

que é um cilindro, logo K¢ = 0.

2.3 Resultados no Espaco Euclidiano

Nesta segao abordaremos os resultados para graficos translacionais (generalizados) no

espac¢o Euclidiano.
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Teorema 2.7 (Chen, Sun e Tang, 2003). Seja My um grifico translacional no espago
Fuclidiano R™ com curvatura média Hy # 0 constante. Entdio My € o grifico da

sequinte fungao

\/_
Tle

(X1, X2, ..oy Xn) = [1— (MHpxg +¢1)2)2 + agxo + -+ - 4+ anXn -+ Ca,

ondec=1+3 " ,a? ecy, co €R.

Demonstragao. Considere My C R™! como grafico da funcao f : U — R definida por
f(x1, ..., xn) =f1(x1)+---+fa(xn), onde f; : J; — R é suave e J; é um intervalo aberto,
parai=1,...,n. Por (2.2) a express@o da curvatura média de um grafico translacional

é dada pela expressao

- T (U D ()
p )
n(1+|Vf]?)?
Derivamos H¢ com relagao a x;. Temos

3
2

[(fl)’” (1 T R (f;)2> FY L (2F, f")} (1+ |[VF2)
n(1+ VR
(ZL (1 T R (f;)2> f’{) 3(1 4 |VF2)2 £,
B n(1+|vip)? ‘

0=

Reorganizaremos a segunda parcela do lado direito para aparecer a expressao da cur-

vatura média, ou seja,

(8" (14 oy (7)) + 2RFD L1, )

0= 3
n(1+|Vf2)?
(0 (1 Ty (1)) 1) 3.1+ V) £
n(1+|VFf2)? (1 +|VF2)? '

Substituindo a expressao da curvatura média na tltima equacao obtemos

sy |0 (14 g (1)) + @A) T2, 1)
(1 +IVf?) n(1+|Vifp2)? |

Multiplicando a equacao por n (1 + |Vf[?) concluimos que

(1) (14 g (5)7) + 2607) 0, 7]

3nHf ) = T
(1+|VA£]?)2
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Derivamos agora a tultima equacao com relagao a xs, € usando que o lado esquerdo da

equacao nao depende de x5, obtemos
2 [ ffy + 17 85) (1 + | VHP)?
(1+1[VA~]?)
Uﬁﬂ(1+2@iﬁﬂﬁf)+zgﬁﬂ@ﬁﬂﬂtbuvmr%gg
(14 |VfP?) '

0=

Substituindo a pentltima igualdade no numerador da segunda parcela, na ultima equa-

¢ao, segue que

2 [f'fyty + 1785 (14 [VH2) — 3nfyfHfyfY

0=
(1+|V1?)

Dai concluimos que
1
ST H AL EY = 2 (158 + £ 1715] (1+ |V H)*. (2.15)

Vamos mostrar que f; ou fy é linear, ou seja, f{ = 0 ou f§ = 0. Suponha que f{ # 0
e fi # 0, em particular, f] # 0 e f;, # 0. Dai f{f]’ # 0 e f4f) # 0, e podemos dividir a
equagao (2.15) por | f{/f5f obtendo

oL "

3nH¢ =2 14 [VA£]F)2. 2.16

e =2 | + g (11910 210
11!

Veja que f’zf“ depende apenas de x,. Derivamos (2.16) com relagdo a x; temos
2l
f/lu / ! f/lll f/2// oy — 1L
0=2 1+ |Vf*)2 +2 14 |VAf7) 2], 2.17
(7) () e[ g armm e e

Multiplicamos (2.17) por 1+ |Vf[*> obtem-se

111 111
fi f5

f/I// / 3 1
0=2 14+ |VfP?)2 +2 1+ |VF?)2 1.
() Qoo 2 [ g v i

Substituindo (2.16) na igualdade obtida temos

£ ! 3
0=2 <f1f> (L4 [VT*)2 + 3nH, £ . (2.18)
171

1"

/
Vamos mostrar que ( . > = 0. Derivando (2.18) com relacdo a xy obtemos

—1_
T £I7
flfl

Y N
2 ¢ ¢l
0=6 (f’lf’l’) (1+|VA?)? fyfy.
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Por hipotese f3f) # 0, logo (%)l = 0. Voltando para (2.18), temos 3nHf;f] =0,
um absurdo, ja que o lado esquerdo da igualdade é diferente de zero. A contradi¢ao veio
em supormos que f;" # 0 e fJ # 0, entdo vamos admitir sem perda de generalidade que
f" # 0 e f/ = 0. Ressaltamos que o procedimento acima pode ser para a variavel x; e
qualquer outra variavel x;, ao invés de x,, donde concluimos que f; = 0 para qualquer
i=2,...,n. Ou seja, fi(xi) = a;x; + b; para i =2,...,n. Substituindo na expressao da

curvatura média obtemos a seguinte equacao diferencial ordinéria de segunda ordem

o

nH, (1 + (F(x1))? + Z(am) = (1 +y a?) 7 (x1). (2.19)
i=2

i=2

c
Tomemos a funcao fi(x;) = _n_\{—l_f[l —(MHpx 4+ ce)r ,e=1+Y",alec €

R. Vamos mostrar que f; assim definida é solucao da equacao diferencial ordinéaria.
Substituindo no lado esquerdo (L.) da EDO, temos

w

L. =nHy (c + <\/E(anx1 +c¢1) [1— (nHexq +¢1)?]

-

N—
N}
N——
[N

Seguindo, obtemos

3 3
c(mHex; +¢1)? 2 c 2
Le =nH =nH .
T (C+ 1—(anX1—|—C1)2 T 1_(anX1+C1)2

Agora observe que o lado direito (L4) da EDO pode ser escrito como

3
1 2
Ld = Cfll/(Xl) :C\/Ean — an (1 HC 2> .
(1_(anX1+C1)2) —(TL fX1+C1)

[N

Como queriamos, donde concluimos que My ¢é grafico da fungao

c
f(x1,X2,...,Xn) = _n%[l — (MHexy + ¢1)?]
f

N

+a2x2+---—|—anxn+c2,

ondec=1+)1,a2ci€Reco=by+ - +by.
[l

Como consequéncia, a hipersuperficie obtida tem curvatura de Gauss-Kronecker nula.

De fato, tomemos a parametrizagao

c
WYXy, ..., Xn) = (xq, ... ,xn,—n%[l — (nH¢xq + 01)2]% + AoXg + -+ AnXpn + Co),
f
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que pode ser reescrita da seguinte forma

c
Y(xq,...,xn) =(x1,0,...,0, ——\/_ [1— (nHexq + ¢1)
Tle

+ (07X27"'7Xnax2a2+"'+Xnan)

D=

+C2)

que é um cilindro. Portanto K¢ = 0.

Teorema 2.8 (Seo, 2013). Seja My um grdfico translacional com curvatura de Gauss-
Kronecker constante K¢ em R, Entdo Ms é congruente a um cilindro, e portanto
Kf =0.

Demonstracao. Considere que My seja grafico da fungao f: U =J; x --- x J,, — R

definida por f(xy,...,xn) = fi(x1) + -+ + f(xn) onde f; : J; — R é uma funcao
diferenciavel e J; é um intervalo aberto, para i = 1,...,n. Por (2.2) a curvatura de

Gauss-Kronecker de M¢ é dada pela expressao

£
Kf - L nn+2 .
(1+|V~]2) 2

Por hipotese K¢ é constante. Derivando a expressao de K¢ com relagao a x{, temos

)“T”

— (4 2) (1+ V) E

Y (14 [V
(1+ V)™

0

Y

logo
0 _ 1:///]c// . f// (1 + |Vf|2)nT+2 - f” . f// (TL + 2) (1 + |vf|2)% f/ f//
— 1 72 n 1 n 1'1-

Dividindo a equacéo por (1 + IVfIQ)% temos
0=f"fy - frn (L+|[VIP) — - fin (n+2) 1 f].
Colocando f} - - - f em evidéncia concluimos que
0= f" [f’{’ (14 IVH2) — (n+2) , (£)?].
Vamos supor ff) --- I £ 0, entao

7 (1 + V) = (n+2) f; (f])°. (2.20)

Da nossa suposigao, f; # 0 para i =2,...,n. Vamos mostrar que f{’ = 0. Derivando

a equagao anterior com relagao a xo, temos f{'f5f) = 0. Portanto /" = 0. Dai f] ¢
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constante. Voltando para (2.20) temos
(n+2) (f)* =0.

Portanto f{ = 0, assim fi(x;) = ax; + b, onde a, b € R. Considere ¥ : U — R™*!

uma parametrizacao de Mg, definida por

\y(xl"-xn) :(Xla"'axnaf(xla-'-7Xn))

=(x1, . X, fi(x) + -+ fa(xn)) .
Substituindo f; temos

Wx1,X2, ... Xn) = (X1,X2, ..., Xn, aX1 + b 4+ fo(x2) + -+ - + i (xn))
:(07X2)"'7Xn7b+f2(x2) ++fn(xn)) +X1 (1707 707 (1),

que é um cilindro. Por outro lado, supondo ff ---f = 0 existe i € {2,3...,n} tal que
f = 0. Logo fi(xi) = ax; +b, a,b € R. Como no caso anterior concluimos que My é
um cilindro e portanto, K¢ = 0.

]

Antes de darmos continuidade, e apresentarmos as demonstragoes dos teoremas que
classificam os graficos translacionais generalizados, vamos enunciar um resultado provado

em [10], que sera utilizado nas demonstragoes.

Lema 2.1 (Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernandez, 2016). Seja f uma funcdao eikonal em

um dominio de R™ tal que o Laplaciano é constante. Entao f € uma funcao afim.

Definig¢ao 2.3. Uma funcao f: U C R™ — R € dita eikonal quando |Vf| = A, onde A €

constante.

A seguir apresentamos um resultado sobre hipersuperfiicies translacionais generaliza-

das que sao grafios de funcoes expressas como soma de duas fungoes ¢, eikonais.

Teorema 2.9 (Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernandez, 2016). Sejam ¢ : U C RP — R
e :V C RY — R fungoes eikonais. Considere o grdfico translacional generalizado
M C RPHI+L definido pela fungdo f: U xV — R tal que f(u,v) = d(u) +P(v). Se a

curvatura média He € constante, entao Mg € um hiperplano e portanto minima.

Demonstrac¢ao. Suponha que |Vo| = A e [VI| = u sdo constantes. Agora veja que
V= (V, V), logo V> = |V|? + [V = A2 + u? e f é eikonal. Também temos

div Vf

(p+ g)vVI+AZ+p?
Af

PraViT T

Hf =
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Como Hy é constante segue que Af também é constante. Pelo Lema 2.1 temos que f é

uma func¢ao afim. Logo M; é um hiperplano e portanto uma hipersupeficie minima. [

No que segue demonstraremos mais dois resultados sobre gréaficos translacionais gene-

ralizados.

Teorema 2.10 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Sejam ¢ : U CRP — R el :V C RY —
R fungoes diferencidveis. Considere o grdfico translacional generalizado Mg em RPT4+1
definido pela funcao f: U x V — R dada por f (u,v) = ¢(u) +P(v). Se a curvatura de

Gauss-Kronecker K¢ € constante, entao K¢ = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.4 temos

pr2 q+2
o _ Ko (1+IVOP) % Ky (1+ bP)
f — ptqr2

(1+ VP + V)2

Desde que K¢ é constante, derivando parcialmente temos

25" q+2
0= 0 (K,) 0 (( K¢(1+|V¢|) )Kw(l_l_th)Q

f) = 2
aXi aXi pt+q+2

L+ VO + V) 2

para i = 1,...,n. Supondo por contradicao que K¢ # 0, temos Ky # 0 e Ky, # 0,

implicando que

2 ( Ko (1+VOPR) )_0 Vi
v —= | =0, VvVi=1,...,n
XA (T+IVOR+([VYPR)
Portanto, para cada i =1,...,n, temos
J p+2 p+q+2
2 (K¢ (1+IVoP) )(1+|vq>|2+|v¢|2) -

p+2 p+q
Ko (L+IVOP) 2 (p+q+2) (1+IVOP +IVIP) 2 — (IVoP). (2.21)

aXi

)LCL

Dividimos (2.21) por (1 + [Vé[* + [V |2 . Temos

0 p+2
2 (ch (1+IVPR) = )(1+|v¢|2+|v¢|2) -
Xi
2\ 737 9 2
Ko (L+IVHP) 2 (p+q+2) . (IVoP). (2.22)
Se a%i (Vo) = 0, Vi = 1,...,n, segue que ¢ ¢é eikonal, isto é, possui norma do
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gradiente constante. Caso contrario, existe uma vizinhaca Uy e 1 € {1,...n} tal que

d
o (IVoI?) (x) #0, ¥x € U,.

Desta maneira, obtemos de (2.22) que =2 <K¢ (1+ |Vcl)|2)p7+2> # 0 Vx € Up. Agora

aXi
tomando a derivada de (2.22) com relacdo a yj, paraj =1,...,q, temos

p+2

d 2
(Ko (1+190P) >6_y] (V9F) =0 = 5 (IV9F) =0, %,

aXi

Portanto concluimos que uma das fungoes ¢ ou P é eikonal. Assumimos sem perda
de generalidade que a funcao ¢ é eikonal. Neste caso |[V$[> = ¢, assim /1 + V|2
¢ constante e /1 +[V$[2+ [V[2 ndo depende das varidveis xi,...,%,. Derivando a

expressao de Ky temos

+2 2
0 0 (K (1+IVOP)T Ky (1+VOP)*
0= d (Kf) = a_ prq+2
i X (14 1V + Vi)
b2 Ky (14 VPR
=5 (Ko) (L+IVP) = — e (2.23)
e (1+ VP + V)2
Donde concluimos que % (Ke) =0, Vi =1,...,p, logo K¢ é constante. Com isto
temos o seguinte sistema:
26 )2
> (%) =1veP =i
iz )
det (Hessd) =Ky (1 +|VD?) 2 =beR
Tomamos a derivada com relagao a x;, na primeira equacgao, temos
— 2p 9% .
2 =0vj=1,...,q.
i1 aXi anXi J ’ 4
Isso é o mesmo que Hess (V) = 0. Se tivermos V$ = 0, entao g—i = aa;fi =

0 donde podemos afirmar que Hess¢p = 0. Dai, det Hess¢ = 0 implicando Ky = 0,
donde K¢ = 0 contradizendo nossa suposi¢ao. Desta forma, existe x tal que Vi (x) # 0.
Entao det Hess d(x) = 0, pois se det Hess d(x) # 0 entao Hess d(x) seria invertivel e
terfamos Vd(x) = (Hess ¢ (x)oHess d(x))(VPp(x)) = 0. Desde que det Hessp = b € R,
segue que det Hessd = 0. Dai concluimos que Ky = 0, contradizendo nossa suposicao.
Concluindo a prova do Teorema.

m

Teorema 2.11 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Seja f uma fungao diferencidvel como no
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Teorema anterior. Se o grifico translacional generalizado My C RPTIFL tem curvatura

média constante He # 0, entdo K¢ = 0.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que uma das fungoes ¢ ou P é eikonal. Para isto,

suponha por contradicao que ambas nao sao eikonais. Entao, existem pontos xo € U e

Yo € V tal que

0 0
o (V0PI (o) # 0 € S0P (o) #0

paraalgumi=1,...,pej=1,...,q. Por continuidade, existem vizinhancas Uy de xq e

Vi de yo tais que

d , d ,
axi(IVd)I )(x) #0 e Ej(lvll)l )(y) #0

para todo x € Uy ey € V. Pela expressao de H¢ no caso de grafico translacional

generalizado, segue que
(p + QWiH: = pWiH, + qWiHy + [VHIPAD + [VPI*A. (2.24)

Derivando (2.24) parcialmente com relacdo a x; e y; respectivamente, temos

62 2

WIH,) =
oy, (P AWH) =505

” (IVYPAD + [VoHPAD)

92 ) 92
= A
3%, (IV[FAD) + o,

=5, (APl - (IW)I) (!VdJI) (AY).
Xi y]

(pWiHge + qWi Hy ) +

(IVoPAY)
Yj

Por outro lado,

2 2

SHy) = H
%0V, ((p+ a)WPH¢) =(p + q) %0,

~(p+ @Hes o (wf)iuvw)

(W5

(!Vd>! )

—(p+ QHE L (VP2

2 0y;
3H
AW, dx

2Wf
~(vel )aiuw ]

=(p+ q)H¢-

Concluimos que na vizinhanga Uy x V; € valido que

S (IVd)I ) (IVll)! ) = ( )5 (IVII)I )+

(1D+q)Hf4Wf o,

(IVd)I) (AY).
0y;
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Consequentemente, dividindo a tltima igualdade por —(IV(I)I ) (IVlbl ) temos

3 He o= (Ad) 5y (A)
= ; . . 2.25
1PV = 2 wer) T 2 (ven (22

Agora derivaremos (2.25) com relagdo a x; e yj. Para isto, note que a derivada de

segunda ordem lado direito de (2.25) seré igual a zero ja que cada termo é independente.

Assim,
3 0 11 0
DR (ay]< )) 10+ (g (7))
3 1
Lo+ @M (—5) 3 (V0P ( )
3 1 a 3
:1(p+q)Hf(—§)a—(r o) (e (V90
9 Hg 0
~15(P+ ) g (V)3 (V).

Um absurdo, pois Hy # 0 e supomos que as fungoes ¢ e 1 nao sao eikonais. Portanto,
podemos assumir sem perda de generalidade que a funcao ¢ é eikonal. Desta forma |V |?

é constante e tem-se %UVCI)F) =0, parai=1,...,p. Da igualdade

02 0 0 0
WiH¢) = AD)— %) —(A
gy (P + AWPH) = S (AG) S (V) + 5 - (Vo) 2 (o)
segue que
% (AG)= (V) =0, V(L,j)
aXi a ) ! 7] :

Se —(Ad)) =0, para cadai=1,...,p, entao temos que Ad ¢é constante e pelo Lema
2.1 segue que ¢ ¢ uma funcao afim. Dai, Hess¢ =0 e K¢, = % = 0. Da expressao
de Kf,

+2 +2
Ko (1+IVOP) ™ Ky (1+1P) ™
Kf = prqt
(1+IVOP+I[VYP) =
concluimos que Ky = 0.
Por outro lado, se —(|V1])|2) =0parai=1,...,p isso implica que |V|? é constante,

isto é, 1V é eikonal. Neste caso, Wy, é constante e também Wy, e W sao constantes. Logo

Hy = — L div (2.26)

<v¢> _ Ldiv(Vy) Ay
q

Wy q Wy  qWy

Inserindo a expressao obtida para H,, na expressao da curvatura média para grafico

translacional generalizado temos
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CPWEH, + WA A + [VOPAD + VA
B (p +q)W}

CpWEHg +IVUPAG + (W, + V) AY
B (p +q)W} '

H

Derivando esta tltima igualdade com relacao a y; obtemos

0 2 2 _
a_yj((w“’ +IVOF)AP) =0

= (W3 +IVP) 0 (A) = 0

)

0
= —(Ap)=0,9Y=1,...,q.
0y;
Portanto o laplaciano Al é constante. Pelo Lema 2.1, segue que 1\ é uma fungao
afim. Entao, Hessp =0 e Ky, = % = 0 implicando que Ky = 0. Em qualquer caso
concluimos que K¢ = 0. O teorema fica demonstrado.

]
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