UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUf
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

MESTRADO EM MATEMATICA

Superficies Estaveis com Curvatura Média Constante

e Bordo Livre na Bola Euclidiana

Erisvaldo Véras Vieira

Teresina - 2021



Erisvaldo Véras Vieira

Dissertacao de Mestrado:

Superficies Estaveis com Curvatura Média Constante e Bordo

Livre na Bola Euclidiana

Dissertacdo submetida a Coordenacdo do Pro-
grama de Pds-Graduacdo em Matematica, da
Universidade Federal do Piaui, como requisito
parcial para obtencdo do grau de Mestre em

Matematica.

Orientador:

Prof. Dr. Leandro de Freitas Pessoa

Teresina - 2021



MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Superficies Fstdveis com Curvatura Média Constante e Bordo Livre na Bola
Fuclidiana

Erisvaldo Véras Vieira

Esta Dissertacdo foi submetida como parte dos requisitos necessarios a obtencdo
do grau de Mestre em Matematica, outorgado pela Universidade Federal do Piaui.

A citacao de qualquer trecho deste trabalho é permitida, desde que seja feita em
conformidade com as normas da ética cientifica.

Dissertacao aprovada em 25 de Fevereiro de 2021.

Banca Examinadora:

Leandto &2 Frwitan Paraoa

Prof. Dr. Leandro de Freitas‘Pessoa - Orientador

Rasnale e @emx \
Prof. Dr. Barnabé Pessoa Lima - UFPI

:Eloﬂdofpa% Nunes

Prof. Dr. Ivaldo Paz Nunes - UFMA

Crcons Tranlon Voytnte 03
Prof. Dr. Cicero Tiarlos Nogueira Cruz - UFAL




FICHA CATALOGRAFICA
Universidade Federal do Piaui
Biblioteca Setorial de Ciéncias da Natureza — CCN
Servico de Processamento Técnico

V658s

Vieira, Erisvaldo Véras.

Superficies estaveis com curvatura média constante e bordo
livre na bola euclidiana / Erisvaldo Véras Vieira — 2021.

56 f.: il

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do Piaui,
Centro de Ciéncias da Natureza, Programa de Pos-Graduagao em
Matematica, Teresina, 2021.

“Orientador: Prof. Dr. Leandro de Freitas Pessoa. ™

I. Geometria Diferencial. 2. Curvatura Média. 3.
Estabilidade. 4. Superficie — Bordo Livre. 1. Pessoa, Leandro de
Freitas. II. Titulo.

CDD 516.36

Bibliotecaria (0): Caryne Maria da Silva Gomes — CRB3/1461




Dedico esse trabalho a toda minha familia, em especial
ao meu pai Edvaldo Alves Vieira, minha mae Rosa Ma-
ria Veras Vieira, minha irm3 Rosivalda Veras Vieira e
para minhas tias Edileusa Veras Vieira(in memoriam) e

Manuela Maria dos Santos(tia Dadinha)(in memoriam).



Agradecimentos

Agradeco Primeiramente a Deus por ter chegado até aqui, ja que sem ele na minha vida nada

disso seria possivell Deus é mais!

Agradeco a toda minha familia, em especial minha mae Rosa Maria, meu pai Edvaldo, minha
irma Rosivalda e meu cunhado Rivaldo por todo o apoio dado até entao nessa caminhada que

parece ser facil mas ndo é. Sem todos eles eu n3o estaria aqui agora!

Agradeco ao meu orientador e amigo Leandro de Freitas Pessoa por ter me ajudado tanto até
aqui. As vezes sou uma pessoa um pouco complicada e mesmo assim ele nao desistiu de mim,

sempre com paciéncia, e por isso sou muito grato. Obrigado pelos conselhos e ensinamentos.

Um agradecimento especial aos professores Barnabé Pessoa Lima, Jodo Xavier da Cruz Neto
e Jurandir de Oliveira Lopes, que desde o inicio da minha trajetéria na UFPl me ajudaram
bastante. Na graduacdo fui orientado pelo professor Xavier e Pelo professor Jurandir que
sempre estiveram a disposicdo para ajudar quando eu precisa-se. O professor Barnabé sempre
esteve a disposicao para que eu podesse tirar ddvidas e além disso deixava eu estudar em sua
sala(Me deixava com uma chave), sem falar do cafézinho expresso que sempre tinhamos a

disposicao em sua sala para dar aquela relaxada. Sou muito grato a vocés.

Agradeco a todos os meus professores que tive até o ensino médio, em especial ao Professor
Antdnio Cardoso do Amaral, pessoa que sempre esteve presente na minha vida e que tenho um
carinho muito grande, ao professor Aniceto Freitas por sempre me incentivar a ir mais longe
e me dar conselhos que sigo até entdo, ao professor Raimundo que também esteve sempre
presente nessa trajetdria e a Diretora e professora Aurilene pelas conversas e por sempre me

incentivar a estudar.

Agradeco aos professores do departamento de matematica da UFPI, em especial aos pro-

fessores Paulo Alexandre, Halyson Baltazar, Rondinelle Marcolino, José Francisco, Gleison

i



il

Nascimento, Vitaliano Amaral, Mykael,Franciane, Jodo Carlos, Newton Luis, Anténio Wilson,
Liane Feitosa, Kelton Bezerra e Jefferson Leite que tiveram grande contribuicio na minha

formacdo académica. Obrigado a todos.

Agradeco aos professores Cicero Tiarlos Nogueira Cruz e Ivaldo Paz Nunes por terem aceito o
convite e participarem da banca examinadora e por todas sugestdes para o melhoramento da

minha dissertacdo.

Agradeco ao meu amigo e irm3o por consideragdo Jodo Vinicius(Baile de Favela), uma pessoa
muito importante na minha vida e que me ajudou bastante até aqui. Sou muito grato pela
nossa amizade, pelo nosso convivio! Agradeco também a toda sua familia por todo o apoio
que recebi durante esses 5 anos de convivio, em especial a sua mae Valda Maria e sua irma

Geovana. Obrigado a todos, de corac3o!

Um agradecimento especial a minha turma do terceiro ano do ensino médio, formada por
pessoas do meu agrado, meus amigos, que caminharam comigo desde o quinto ano do ensino

fundamental.

Agradeco também aos meus amigos de CDA que conviveram comigo em Teresina e que vi-
ram de perto todos os acontecimentos na minha vida durante esse processo de formacao.
Em especial ao Jean Carlos, José Marcio, Antonio Wesley, Francimar, Sandoel, Rodrigo de
Brito, Leonardo Amaral, Daniele Brandao, Janekely, Eugénio, Dieme, Junior Amaral, Denil-
son,Antdnio(Toin), Francisco Feitosa(Neto), Juracir, Angélica, Rodolfo fontenele, Marilene

Magalhaes, Francilene Magalh3es, Maria de Fatima e Eulilia.

Agradeco a todos os amigos que conheci na minha trajetdria até aqui na UFPl. Em espe-
cial ao José Edilson, Raynara, Ruan Diego, Hotdvio Fonseca, Kevin Margal, Emilia Amorim,
Juliano Nascimento, Anténio Nilson, Marcos Carvalho, Jilio José, Danrley, André, Alexia,
Osvaldo, George Lucas, Lucas Bandeira, Melquisedeque, Ousadia, Raylan, Pedro Paulo, Pedro
Rodrigues, Raimundo Bruno, Christopher, Severino, Idalina, Jaciane, Leonardo Silva, Nielson,
Edimilson Lopes, Igor, Thiago Mayson, Douglas Rafael, Michell Dhouglas, Sillas Augusto, Ra-
quel Lemos, Paulo Sérgio, Jonatas Arrais, Suerlan, Bruno Vasconcelos, Atécio Alves, Jefferson

de Brito, Jodo Santos, Alexandre Bezerra, Rafael Emanuel, Dario, Danilo e Adeilson Rios.

Agradeco (a CAPES, ao CNPq e ao Instituto Tim em parceria com a OBMEP) pelo apoio

financeiro.



v

“O impossivel existe até que alguém duvide

dele e prove o contrario.” .

Albert Einstein.



Resumo

A. Ros e E. Vergasta estudaram em [9] resultados de rigidez para superficies compactas
imersas com curvatura média constante (CMC) e fronteira livre em uma bola fechada B de
R3. Em particular, os autores mostraram que se £ é uma superficie compacta, orientavel e
estavel, imersa CMC com bordo livre em uma bola fechada B de R?, entdo a fronteira de
tal superficie é mergulhada e as Unicas possibilidades sao que ela seja um disco totalmente
geodésico, uma calota esférica, ou uma superficie que tem género 1 com no maximo duas
componentes de fronteira. No presente trabalho discutimos sobre o melhoramento provado
por . Nunes em [5] onde o autor demonstrou que tais superficies devem ter género 0. Tal
resultado é obtido como consequéncia de um resultado geral para dominios convexos de R?
sob condi¢cdo de pingamento da segunda forma fundamental do bordo, o qual é obtido através
da aplicacdo de um lema de estabilidade e uma modificacdo do argumento de balanceamento
do tipo Hersch.

Palavras-Chaves: Superficies com bordo livre, Curvatura média constante, Estabilidade.



Abstract

In [9] A. Ros and E. Vergasta studied rigidity results for compact surfaces immersed with
constant mean curvature (CMC) and free boundary in a closed ball B of R3. In particular,
the authors showed that if £ is a compact, orientable and stable CMC surface immersed with
free boundary in a closed ball B of R?, then the the boundary of such a surface is embedded
and the only possibilities are that it is a totally geodesic disc, a spherical cap, or a surface
that has genus 1 with at most two boundary components. In the present work we discuss
the improvement proved by I. Nunes in [5] where the author showed that such surfaces must
have genus 0. This result is given as a consequence of a general result for convex domains
of R? under a pinching condition on the second fundamental form of the boundary, which is
obtained through the application of a stability lemma and a modified Hersch type balancing
argument.

Keywords: Surfaces with free boundary, Constant mean curvature, Stability.
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Introducao

Um problema variacional bem interessante na geometria diferencial, esta relacionado ao
problema isoperamétrico. Tal problema consiste em encontrar os pontos criticos do funcional
area para variacoes que preservam volume, levando em conta todas a hipersuperficies compac-
tas X C M, com 0X C OM, onde M ¢é uma variedade Riemanniana compacta com bordo nao
vazio. As superficies que sdo solucdes para esse problema sdo as chamadas superficies CMC
com bordo livre, ou seja, que tem curvatura média constante e intersecta 0M ortogonalmente.

Ros e Vergasta estudaram em [9] hipersuperficies CMC estdveis imersas com bordo livre
em dominios convexos compactos de R™"!. Um problema a se pensar seria responder se
as unicas superficies CMC estaveis imersas com bordo livre na bola B sdo as totalmente
umbilicas. Eles deram uma resposta parcial para as superficies imersas na bola unitéria de R?,

dada pelo teorema abaixo.

Teorema 0.1 (A. Ros e E. Vergasta [9]). Seja B C R™™! uma bola fechada. Se £ C B ¢é
uma superficie CMC estavel compacta orientdvel com bordo livre, entdo 0X é mergulhada

e as unicas possibilidades sdao:

(1) £ € um disco totalmente geodésico.
(il) X € uma calota esférica.

(iil) Z tem género 1, com no mdzimo duas componentes de fronteira.

O resultado acima é uma resposta parcial porque o problema sobre existéncia ou n3o de
superficies CMC estaveis de género 1 ainda n3o tinha sido resolvido. Ivaldo Nunes [5] aparece
nesse contexto melhorando o teorema (0.1) olhando para o seu terceiro item, onde afirma e
prova que tal possibilidade nao ocorre. Em seu artigo ele mostra que o género de X é zero.

Olhando para o teorema 0.1 e para o melhoramento envolvendo o género de Z, lvaldo

Nunes [5] enuncia e demonstra o seguinte corolario:



Sumario 2

Corolario 0.1. Os discos totalmente umbilicos sao as unicas superficies CMC' compactas

orientdveis imersas estdveis com bordo livre em B C R3.

O corolario acima é tido como o resultado analogo ao teorema de Barbosa e do Carmo

[12] para superficies CMC estaveis fechadas imersas no espaco euclidiano, enunciado abaixo.

Teorema 0.2. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao m, compacta, ori-
entdvel com fronteira vazia e x : M — R™ uma imersao com curvatura média constante

nao nula. Entdo x é estdvel se, e somente se, x(M) € a esfera S™ C R™1.

Ivaldo se utiliza do teorema acima como principal motivacao para os resultados obtidos em
seu artigo [5], e que serdo apresentados no presente trabalho.

G. Wang e C. Xia em [13] provam um resultado bem mais geral levando em conta hi-
persuperficies capilares estdveis em bolas geodésicas do espaco euclidiano. Esse resultado de

classificacdo diz o seguinte:

Teorema 0.3 (G. Wang e C. Xia, 2019). Seja x : M™ ™! — B C R™"! uma hipersuperficie
capilar estavel imersa na bola euclidiana unitdria com curvatura média constante H >
0, onde OM intersecta 0B com um angulo constante ® € (0,7). Entao x € uma bola

totalmente geodésica ou uma tampa esférica.

Uma questdo a se perguntar seria se o coroldrio 0.1 é valido no caso em que consideramos
B C S™! ou B C H™"'. Souam [18] mostrou que isso é verdade no caso em que ¥ tem
género zero e n = 2.

No presente trabalho, consideramos B a bola fechada de R?, ¢ : £ — B C R? uma
imersdo onde ¢(intZ) C int(B) e $(0X) C 0B e a variacdo @ : & x (—e, e) — B C R?,
onde @(intX) C int(B) e ®((0X)0B, onde ® preserva volume. Quando a Variacdo @
satisfaz essas inclusGes, dizemos que a variacdo dada é admissivel.

Em um primeiro momento, no Capitulo 1, apresentamos algumas no¢des que sao importan-
tes para o desenvolvimento desta dissertacdo. Definimos superficies com bordo e superficies
com bordo livre, damos algumas nog¢des e resultados referentes aos campos gradiente, di-
vergente e laplaciano de uma funcao definida em uma variedade Riemanniana, falamos de
imersdo e segunda forma fundamental, variacdes de area e volume, além de dissertar um
pouco a respeito do teorema de Gauss-Bonnet.

Em um segundo momento, no Capitulo 2, para melhorarmos teorema feito por A. Ros e E.

Vergasta [9] enunciaremos e demonstraremos o lema de estabilidade feito pelo préprio Ivaldo



Nunes [5], mostraremos que, considerando uma condi¢do de pingamento para a fronteira de um
dominio conexo compacto suave Q C R3, se & C Q) é uma superficie CMC estavel compacta
orientavel imersa com bordo livre, entao tem género zero e a fronteira tem no maximo duas
componentes conexas, além de um corolario que classifica as superficies CMC compactas

estaveis imersas com bordo livre na bola fechada unitaria de R3.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, notacdes e resultados que serdo utili-
zados nos capitulos seguintes. Nao demonstraremos todos os resultados, mas deixaremos as
devidas referéncias. Para a leitura do texto espera-se que o leitor tenha algumas nogdes de

geometria diferencial. Os conceitos aqui prescritos podem ser encontrados em [2], [3], [6], [7]

e [8].

1.1 Superficies suaves com bordo

Considere o conjunto H? C R?, dado por

H? ={(x1,%2) € R? : x5 > 0}.

Lembremos que o interior e a fronteira de H? s3o dados, respectivamente, por
Int(H?) = {(x1,%2) € R? : x5 > 0}

OH? = {(x1,%2) € R? : xo = 0}.

Seja M? uma variedade topolégica bidimensional. Uma carta coordenada para M? é um
par (U, @) onde U é um subconjunto aberto de M? e ¢ : U — ¢(U) é um homeomorfismo

de U em um subconjunto aberto de R? ou de H?.

Definicao 1.1. Uma variedade topoldgica M? com bordo é um espaco topolégico, Haus-
dorff, com base enumerdvel e localmente Euclidiano em que todo ponto p € M? tem uma

vizinhanca homeomorfa ou a um subconjunto aberto de R? ou a um subconjunto aberto de

H?.
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Exemplo 1.1. O préprio H? é um exemplo de variedade topolégica com com bordo que
dimensao dois. Basta considerar a carta coordenada como sendo a aplicacao identidade.

Ser Hausdorff e ter base enumerdvel sio propriedades herdadas de R?.

Seja U um subconjunto aberto de H?. Uma aplicacdo F: U C H? — R¥ é suave, se para
todo ponto x € U existir um subconjunto aberto U C R? contendo x e uma aplicagdo suave

F:U— R* onde F| =F.
u

Definicao 1.2. Uma estrutura suave para M? é um conjunto de cartas cujos dominios

cobrem M? e as aplicacdes de transicio sio suaves no sentido dado acima.

De posse das definicoes dadas acima, podemos definir agora o que seria uma superficie

suave sem bordo.

Definicao 1.3. Uma superficie suave M? com bordo, é um par (M2 A) em que M? ¢

uma variedade topoldgica com bordo e A € uma estrutura suave para M?2.
Exemplo 1.2. A bola fechada unitdria B> C R? é um exemplo de superficie com bordo.
Existem também as superficies suaves sem bordo, que sdo definidas abaixo.

Definicao 1.4. Dizemos que M? € uma superficie suave sem bordo quando as imagens

das cartas que formam a estrutura suave estio contidas no interior de H?2.
Exemplo 1.3. Um exzemplo claro é a bola aberta unitdria de R2.

Exemplo 1.4. Considere a relagao de equivaléncia R em R3—{0}, onde xRy se, e somente
se, existe A € R tal que x = Ay. O conjunto quociente RP* = (R3*—{0})/R € uma superficie

suave sem bordo.
Considere M? uma superficie suave com ou sem bordo.

Definicao 1.5. Dizemos que M2 é uma superficie compacta quando toda cobertura por

meio de abertos possuir uma subcobertura finita.

Exemplo 1.5. Considere a relagdo de equivaléncia R em C3—{0}, onde xRy se, e somente
se, existe A € R tal quex = Ay. O conjunto quociente CP* = (C3—{0})/R € uma superficie

suave compacta.

Para o decorrer dos resultados, a nocao de orientacio de uma superficie suave se faz

necessaria.
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Definicao 1.6. Uma superficie suave M € orientdvel se for possivel cobri-la com uma
familia de vizinhangas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € M pertence a duas
wizinhangas dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem Jacobiano positivo em p.
A escolha de uma tal familia € chamada uma orientagao de M, e M, neste caso, diz-se

orientada. Se uma tal escolha nao € possivel, a superficie € nao orientdvel.

Exemplo 1.6. Uma superficie que € um grdfico de uma funcdao diferencidvel € uma su-
perficie orientdvel. De fato, todas as superficies que podem ser cobertas por uma unica

vizinhanga coordenada sao, trivialmente, orientdveis.

Proposicao 1.1. Uma superficie M C R3 € orientdvel se, e somente se, existe um campo

diferencidvel N : M — R3 de vetores normais a M.
Demonstragao. Veja [3] pag. 124. O

Para mais detalhes a respeito de superficies suaves com bordo, consulte [7]. L&, as de-
finicoes sao dadas no caso n-dimensional, mas para o que nos convém adaptamos para o caso
2-dimensional.

Agora fixaremos nossa atencdo na parte de imersoes e segunda forma fundamental, onde
abordaremos a teoria em cima das superficies sem bordo.

. —3 . . . =3 e .
Sejam M? e M’ variedades diferencidveis e f : M? — M~ uma aplicacio diferencidvel.

Definicao 1.7. Dizemos que f é uma imersao quando df, : T,M? — Tf(p)mg € injetiva

para todo p € T,M.

Definicao 1.8. Dizemos que f é um mergulho suave quando,

(i) f € uma imersao suave.

(ii) f: M2 — f(M?) € um homeomorfismo, onde a topologia de f(M™) € a topologia de

subespaco.

Teorema 1.1. Seja f: M? — f(M3) uma aplicacio suave. Entdo f é uma imersao se, e

somente se, € um merqulho local.

Demonstracao. Veja [7] pag. 87. O
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Considere f satisfazendo a Definigdo 1.5. Entado, f é localmente um mergulho, e assim,
para todo p € M existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(UL) C M é uma subvariedade
de M. Assim, existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo @ : U ¢ M — V C R¥,
onde @ aplica f(U) N U difeomorficamente em @ (f(U) N'U). Agora, considere a identificacdo
U~ f(U) ev = df,(v), onde v e T,M e df,(v) € Tf(p)m. Com tais identificacdes,
podemos estender campos definidos em f(U) 3 campos definidos em U.

Assim, para todo p € M, o produto interno de Tpm decompse Tpm na seguinte soma

direta

TM=T,Ma (T,M)*.

A conexdo Riemanniana de M serd denotada por V. Se X e Y sdo campos locais em M,

e X, Y suas respectivas extensées em M, definimos a conexao em M como sendo

VxY = (V)"
Teorema 1.2. Se X,Y € X(U), a aplicacio B : X(U) x X(U) — X(W)* dada por
B(X,Y) = VgY — VxY.
¢ bilinear e simétrica.
Demonstracao. Veja [2] pag. 140. a
Sejap € M en e (T,M)*+. A aplicagdo H,, : T,M x T,M — R dada por
Hy(x,y) = (B(x,y),n), x,y € T,M,

é também uma forma bilinear e simétrica, j&d que B o é. Desta forma, H,, fica associada a

uma aplicacdo linear auto-adjunta S, : T, M — T, M, onde

<S1'I(X)Jy> = Hﬂ(xvy) = <B(X7y)>n>7 Xy S TPM

Proposigao 1.2. Sejap € M, x € ToM en € (T,M)*. Seja N uma extensao local de n

normal a M. Entao

Demonstragao. Veja [2] pag. 142. O]

.~ . . . o , =3 .
Definicao 1.9. Quando a codimensdo da imersdo € 1, isto é, f: M? — M", dizemos que

f € uma hipersuperficie.
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Considere p € M en € (T,M)*,Inl = 1. Como S, é simétrica, existe uma base
ortonormal de autovetores {e;,e,} de T, M com autovalores A, Ay, ou seja, Sy (ei) = Ajeq, i =
1,2. Se M e M sdo ambas orientdveis e estdo orientadas, entdo o vetor 1 fica univocamente
determinado se exigirmos que sendo {ej,e;} uma base na orientagdo de M, {ej,eon} seja
uma base na orientacdo em M. Neste caso, denominamos os e; como sendo as direcdes

principais e os A; = k; como sendo as curvaturas principais de f.

Definicao 1.10. Definimos a curvatura média e a curvatura de Gauss-Kronecker de f

em p, respectivamente por
1
H == 5(}\1 +7\2), K - )\1 . 7\2.
Dizemos que a imers3o tem curvatura média constante quando H for constante.

Definicao 1.11. Definimos o vetor curvatura média de f como sendo
ﬁ 1
— Sr(Syn (1.1)
onde Sy, € o Operador de Weingarten.

Quando M = R? podemos dar uma interpretacio diferente para Sy. Inicialmente, con-
sidere N uma extens3o local de 1 unitaria e local a M. Seja S? a esfera unitaria de R3 e
defina a aplicacdo normal de Gauss, g : M3 — S?, transladando a origem do campo N para a
origem de R? e fazendo g(p) = ponto final do transladado de N(q). Como TqM e Ty(¢)S?
sao paralelos, podemos identifica-los, e vemos que

dgq(x) = L (Noc(t)o = VN = (T,N)T = =5, (x)

onde ¢ : (—e, e) — M é uma curva com ¢(0)=q e c'(0)=x, e onde usamos que (N, N) =1
para garantir que V,N = (V,N)T. Dai, segue que —S,, € a derivada da aplicagao normal de

Gauss.

Definicao 1.12. A aplicacao definida em T,M por

I (x) = (S, (x),x) = (B(x,x),m) = —(dgq(x), %),

é chamada a segunda forma fundamental de M em p.
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Em [8] a segunda forma fundamental é definida como

g (x,y) = —(dgq(x),y),

onde x,y € T,M.
Seja x : M — R? uma imersio de M em R3 e N a aplicacdo normal de Gauss. Na

referéncia acima a férmula de Gauss é dada como segue:

Definicao 1.13. Definimos a formula de Gauss por
VYY = VxY — 1L, (X, Y)N,
onde X,Y € X(M), V° e V sdo as conexdes riemannianas de R® e de M respectivamente.

E importante notar que, considerando a base ortonormal de auto-vetores

Bij =Bl(ei,e;) = (B(ei, ), 1
= (Sy(ei), e)M
= kiéijn.

onde teremos

B> = ByBy

= (ki8Y1)(ki8Ym)

= i k%
i=1

= [I4* =tr(Sy(Sn)"Y).

Proposicao 1.3. Seja f: M? — R? uma imersao. Se N € um campo normal unitdrio a
M e {e1,es} um referencial ortonormal local, entao

2
P =BPF=-> (N,VeVN).

i=1
Além disso, se {e1,ea} € um referencial geodésico no ponto p € M e H € constante,

teremos )

Z <ek,veiveiN> = O,

i=1

para todo n € {1,2}.
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Demonstracdo. Considere a aplicacdo Sy (h) = =V N e observe que
Suley) = Z aijey,
)
sendo ai; = —(V¢,N, e;). Daf, como nossa base é ortonormal

lol? = Z aii =) (Ve,N,e))(VeN,e). (1.2)
i

Note que (N, e;) = 0paratodoi=1,--- ,n. Assim obtemos que (ve].N, ei) = —(N, Vg ei).

Veja que SN é autoadjunta, donde temos
2

ol = D (VeN,e))”.

ij=1

Por outro lado,

™
<I
n

._.
I
_
o

)=

n
=1
2

Z (VeN,e5))” = llo]>.

<i (Ve N, g) e],ek>)

j, k=1

Além disso, derivando a igualdade (V. N, N) = 0 tem-se que

0=ei(Ve,N,N) = (Ve Ve, N, N) + (Ve N, Ve N,

1

isto é,
2 2
_Z<velvelN7N> = Z(velN7velN>
i=1 i=1
Portanto
2 2 2
”O—Hz — Z <velN7 €]>2 - Z<veiNavelN> — _Z<velvelNy N>7
i,j=1 i=1 i=1

e segue o primeiro resultado.

Agora, sabendo que

ganhamos
nH = Z(Veiei, N)
i=1

Utilizando este fato e usando que H é constante concluimos que

2
Z(veivei]\h ek) — O, \V/k = 1, 2.

i=1
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Definicao 1.14. Seja QO C M? um dominio suave compacto contido na superficie M?2.

Dizemos que Q € convexo, se 112 (x,x) > 0 para todo vetor tangente a fronteira de Q.

Exemplo 1.7. Considere B a bola fechada de R3. Claramente temos 0B = S? e I14(v,v) =
1 > 0 para todo v € T,M, onde V| = 1.Veja [3, p.169]. Tomando v com norma diferente

A%

L teremos

AVRY 1
L[ —, — | =—II ~1.
p(M’IV!) Pt

de 1 e considerando

Seque que

I, (v,v) = v > 0.

Portanto B é um dominio convexo.

Definicao 1.15. Uma imersio f : M? — M ¢ geodésica em p € M se para todo
n € (T,M)* a segunda forma fundamental 11, € identicamente nula em p. A imersao f

¢ totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

Definigao 1.16. Uma imersdo isométrica f : M? — M’ ¢ umbilica em P € M se para

n € (T,M)*+ — {0} existir A € R tal que
Sqp=A-ldr,m.
A imersao f é totalmente umbilica quando for umbilica para todo p € M.
Observe que M? é umbilica em p € M quando ki(p) = kz(p) = 0.
Exemplo 1.8. A inclusdo f:S? — S? é uma imersio umbilica

Proposicao 1.4. As calotas esféricas e os discos totalmente geodésicos sao superficies

totalmente umbilicas.

Demonstracao. Considere a esfera unitéria
S?={(x,y,z) e R®*: x> +y? + 22 =1}. (1.3)
Se «(t) = (x(t),y(t),z(t)) é uma curva parametrizada em S?, entdo

2xx’ 4+ 2yy’ + 2zz" =0, (1.4)
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0 que mostra que o vetor (x,y,z) é normal a esfera no ponto (x,y,z). Desta forma,
considere N(x,y,z) = (—x, —y, —z) um campo de vetores normal unitario como sendo a

orientacao em S?. Considere entdao N(t) restrita a a(t)

N(t) = (—x(t), —y(t), —z(t)). (1.5)

Segue que

dN(x'(1),y'(1),2'(1)) = N'(t) = (—x'(t), =y’ (t), =2z'(1)); (1.6)

isto é, dN;,(v) = —v para todo p € S? e para todo v € T,S*. Como
de(el) = —€y, de(e2) = —€y,

entao k; = ky = —1. Portanto, todos os pontos de S? sao umbilicos, e em particular os
pontos de uma calota esférica.

Note agora que se  é um disco totalmente geodésico, entao I, (v) = —(dN,(v),v) =0
para todo p € £ e para todov € T,X. Logo, ¢é direto que dN,(v) =0 para todov € T, X,
e assim

de(el) =0=0- €1, de(eg) =0- €9,

o que nos dar k; = ko = 0, onde fica provado que os discos totalmente geodésicos sao

totalmente umbilicos. O

Proposicao 1.5. Se todos os pontos de uma superficie conexa M? C R? sao umbilicos,

entdo M? estd contida em um plano ou em uma esfera.
Demonstragao. Veja [3] pag 173. O
Agora definiremos o que € uma aplicacdo conforme.

Definicao 1.17. Sejam M e M duas superficies suaves. Um difeomorfismo @ : M — M

¢ chamado uma aplicagao conforme se para todo p € M e quaisquer vy, vy € T,M temos
<d(Pp(V1); d@p("l))cp(p) = 7\2<V1,V2>p7
onde A* € uma funcao diferencidvel em M que nunca se anula.

Exemplo 1.9. Toda imersao isométrica € um exemplo de aplicacdo conforme, onde con-

sideramos N> = 1.
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1.2 Gaus-Bonnet

Nesta secdo apresentaremos o teorema de Gaus-Bonnet, que é provavelmente o teorema
mais profundo na geometria diferencial das superficies. Nao daremos detalhes a respeito de
sua demonstracdo, pois focaremos apenas em aplicad-lo. Desta forma, traremos basicamente
seu enunciado e algumas defini¢cGes importantes.

Para enunciar tal teorema precisamos de algumas nocoes e definicGes importantes.

Definicao 1.18. Seja w um campo diferencidvel e unitdrio de vetores ao longo de uma
curva parametrizada « : 1T — S sobre uma superficie orientada S. Como w(t), t € I, €

um campo de vetores unitario, (dw/dt)(t) € normal a w(t), e portanto

Dw
T A (NAw(t)).

O nimero real N = A(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da derivada

covariante de w em t.

Definicao 1.19. Seja C uma curva reqular orientada contida em uma superficie orientada
S, e seja «(s) uma parametrizacao de C, em uma vizinhancga de p € S, pelo comprimento
de arco s. O wvalor algébrico [Da’(s)/ds] = kg da derivada covariante de x(s) € chamado

curvatura geodésica de C em p.

Vamos dar agora a nocao de angulo externo levando em conta uma curva em uma superficie
M?

Seja o : [0,1] — M? uma aplicacdo continua de um intervalo fechado [0, 1] sobre uma
superficie suave M?2. Dizemos que & é uma curva parametrizada simples, fechada e regular

por partes se:
(1) «(0) = «(1).
(2) t # ts, 1,1ty € [0,1], |mp||ca O((tl) §£ (X(tg).

(3) Existe uma partigdo

O=t)<ti<..<t=1,

de [0, 1] tal que « é diferencidvel e regular em cada [ti, ti; 1], 1 =0, ..., k.

Intuitivamente, isto significa que « é uma curva fechada sem auto-intersecdes, que deixa

de ter uma reta tangente be definida apenas em um ndmero finito de pontos.
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Os pontos «(t;i), i = 1,...,k, sdo chamados vertices de « e os tracos o([t;, tiy1]) scao
chamados arcos regulares de «.
Pela condicdo de regularidade, para cada vértice «(t;) existe o limite a esquerda, i.é.,para
t <ty
lim ’(t) = &’(t; +0) # 0.

t—t;

Suponha agora que M? estd orientada e seja |0;], 0 < |0;] < 71, a menor determinacio do
angulo de o/(t; —0) e &’(t; +0). Se 0; # 7, damos a 0; o sinal do determinante {o/(t; —0),
o’(ti +0), N}. Isto significa que se o vértice (ti) ndo é uma "cispide”, o sinal de 0; é dado
pela orientacdo de M2. O angulo com sinal 0;, —7t < 0i < 71, é chamado 4ngulo externo no
vértice o(ty).

No caso em que o vértice é uma cuspide, isto é, |0;] = 7t o sinal é escolhido do seguinte
modo. Usando uma parametrizacdo, o problema fica reduzido ao caso no qual « esta contido
em R?, com «(t;) =0, e o’ (t; —0) estd na parte negativa do eixo Ox (logo ' (t;+0) esta na
parte positiva). Para € > 0 suficiente pequeno, o traco de « restrito a (t; — €,t;) é o gréfico
de uma funcdo f: (0,—€’) — R e o traco de « restrito a (t;,t; + €) é o grafico da funcdo
g:(0,—€”) — R. Como « ndo tem auto-interse¢des, ou f(x) > g(x) ou f(x) < g(x), para
todo x em que ambas f e g estdo definidas. No primeiro caso, defina 8; = 7t e no segundo,
defina 0(1) = —.

Considere M? uma superficie suave. Dizemos que uma regido conexa R C M? é regular se
R é compacta e sua fronteira OR é uma unido finita de curvas regulares por partes fechadas(e
simples) que n3o se intersectam.

Uma triangularizagcdo de uma regido regular R C M é uma familia finita T de tridngulos

T;,1=1,...,m, onde
(@ UL =R
(b) Se Ti(T; # 0 para i #j, entdo T; N T; é uma aresta comum de T; e Tj ou um vértice
comum de T; e Tj.
Proposicao 1.6. Toda regiao reqular de uma superficie reqular admite uma triangulagao.
Demonstracao. Veja [1] pdg. 105. O

Definigao 1.20. Considere M uma superficie e R uma regiao de M. A caracteristica de

FEuler Poincaré da triangulacao € dada por

X(R)=F—E+V,
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onde F € o numero de faces, E € o numero de arestas e V € o numero de vértices.

Sendo M uma superficie Compacta com bordo, onde o nimero de componentes conexas

da fronteira é dada por 1, a caracteristica de Euler Poincaré de M é dada por
x(M)=2—-2g—r.

Teorema 1.3. Considere M uma variedade Riemanianna compacta orientdvel, e sejam
Cy ...,C as curvas fechadas, simples e regqulares por partes que formam a fronteira 0M
de M . Suponha que cada Cy € orientada positivamente e sejam 05, ..., 0, o conjunto de

angulos externos das curvas Cq,...,Cy. Entao,

n

>

i—1 v Ci

P
kg(s) ds+J KdM—FZGl=2-7I-x(M),

M 1=1

onde s denota o comprimento de arco de Ci, e a integral sobre C;i significa a soma das

integrais em todos os arcos requlares de Cj.
Demonstracao. [3] pag 328. O

Corolario 1.1. Considere M uma variedade Riemanianna compacta orientdvel.Suponha

que OM € suave e que a mesma estd orientada positivamente. Entdo,

J kg(s) ds+J KdM =2 7 -x(M),
oM M
onde s denota o comprimento de arco de OM.

Demonstracao. Basta notar que 0M é suave, e portanto a soma dos angulos externos é

nula, e portanto segue diretamente. O]

1.3 Gradiente, Divergente e Laplaciano

I[remos definir as nogdes de gradiente e Laplaciano de uma funcdo, a férmula de Green e

alguns outros resultados relacionados.

Definicao 1.21. O gradiente de uma funcao diferencidvel f: M? — R € o campo VT,
definido por
<Vf(p)7v> = dfp (V)v

para todo v € T,M.
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Proposicao 1.7. Se f,g: M? — R sdo fungoes diferencidveis, entdo
(a) V(f+g)=Vf+Vg.
(b) V(fg) =g -Vf+f-Vg.
Demonstracao. Considere X € X(M) portanto temos
(V(f+h),X) = X(f+h)
= X(f) + X(h)
= (V£,X)+(Vh,X)
= (Vf+Vh,X).
Agora provaremos o segundo item. Ora,
(V(fh),X) = X(fh)
= fX(h) + hX(f)
= (fVh,X) + (hVf,X)
= (fVh+hVf,X).
Isto conclui a prova da proposicao. O

Definigao 1.22. Seja X um campo vetorial em M?. A divergéncia de X € a fungdo suave

X:M? = R dada por

divX =tr{v — (V. . X)(p)},
onde v € T,M e tr € o trago do operador dado entre chaves.

Proposicao 1.8. Sejam X,Y campos vetoriais suaves sobre M? e f: M? — R uma funcao

suave. Entao,
(a) div(X+Y) = divX + divY.
(b) div(fX) = fdivX + (Vf, X).
Demonstracao. A prova do primeiro item segue do seguinte calculo
divi(X+Y) = tr{Z > Vz(X+Y)}
= tr{Z — (VzX+V2Y)}
= tr{Z > VzX}+tr{Z - V2Y}

= divX 4+ divy.
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Agora tratamos do segundo item. Sendo {e;} um referéncial, teremos
div(fX) = (Ve X e)

= (ei(f)X+ Ve X, e)

= (ei(f)X,er) + (fVe X, €1)

= (ei(fle,, X) + (Ve X, €1)

= (Vf,X) +f-divX.

O

Teorema 1.4 (Divergéncia). Seja M3 uma variedade Riemanniana compacta orientdvel,

e X € x(ﬂ) Se M™! tem bordo M = M2, munida com a orientacao e a métrica

induzida pela inclusdo i: M? — M3, e v denota o normal unitdrio exterior a M3 ao longo

de M2, entdo

J~ divX dM = J (X,v) dM.
M M

Demonstracao. Esse teorema é uma consequéncia imediata do Teorema de Stokes para

variedades. A demonstragao do Teorema de Stokes pode ser encontrada em [7]. [

Definicao 1.23. Seja f : M? — R uma funcdo suave. O Laplaciano de f é a funcado
Af: M? = R dada por
Af = div(VT).

Proposigao 1.9. Seja f : M? — R uma fungdo suave em M?, e {ey, ey, €3} um referencial

geodésico em p € M2. Entao,
2
Af = ei(e(f)).
j=1
Demonstracao. Note que Af = div(Vf), onde Vf = Zle ei(f)ei e que Ve, ey = 0. Assim
Af = div(Vr)

= ) feslesl) — (Verer, V)
= ) feiles(f) = (Veer)f

= Zei(ei(f)-
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Teorema 1.5 (Primeira identidade de Green). Seja M3 uma variedade Riemanniana
compacta orientavel, e X € x(ﬁ). Se M3 tem bordo M. = M2, munida com a orientacdo
e a metrica induzida pela inclusdo i: M? — M. Se f,g: M3 — R sdo funcgoes suaves, e
v denota o normal unitdrio exterior a M3 ao longo de M2, entdo

L (Vf,Vg) dM+JM fAg dM :J 99 am.
M

M M ov
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema da divergéncia e da definicao de divergente

considerando o seguinte campo X = f - Vg. O

1.4 Variacoes de area e volume

Nessa secdo, falaremos da primeira e segunda variacoes de drea e da variacdao de volume.
Por simplicidade, faremos as férmulas de variacdo para o caso em que a imers3o tem contra-

dominio R3.

Definicao 1.24. Uma variacio de uma imersio X : M — R3® ¢ uma aplicagdao dife-
rencidvel X : M x (—e,e) — R? tal que, Vt € (—e€,€), Xy : M — R?® dada por
Xi(p) = X(p,t) € uma imersao para todo t. Além disso, para t = 0,Xy = X. Dado

P €M, o campo de vetores variacional da variagao Xy € definido por:

oX

&(p) = a(p,t)-

Suponha M uma superficie compacta e considere a drea A(t) de M, induzida pela imersdo
Xt:
M

Desta forma, podemos enunciar a primeira variacdo de drea como segue:

Teorema 1.6 (Primeira Variagao de Area). A funcao A € diferencidavel em t =0, e vale

A0 = 2| HngamM-[ e

M oM
onde v € o vetor conormal interno de M ao longo de OM e H ¢é a curvatura média da

mmersao.
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Demonstragao. Considere o referencial geodésico {ej,e2} em torno de um ponto p € M
e sejam Eq, E5 campos vetoriais ao longo da variacao X que estendem e; e e; em uma

vizinhanca de p, respectivamente. Entao,

[N

dAc = (I(dXe)p(e)Pl(dXe)p(e2)* — ((dXi)p(er), (Xi)p(e2))?)

= E(p,t)G(p,t) — F(p,t)2,

onde E, F e G sao os coeficientes das primeira forma fundamental da imersao X;. Uma
vez que M é compacta, o teorema da dependéncia do parametro e o fato de que E(p,0) =

|E1(p70)|2 =1, E(pao) = |E2(P>O)’2 =1le <E1(p70)7 EQ(p70)> = 0 nos da que

L[ d -
A'(0) = JM | VER G0~ Fp 7aM

1J E'(p,0)G(p,0) + E(p,0)G(p, 0) — 2F(p, 0)F'(p, 0)

dM

1

- 5jM(E'no,OJ+G'mo,ondz\4.

Denote por El e Eg dois campos de vetores ao longo de X estendendo E; e E;. Para o

primeiro coeficiente E teremos que

E(p. 1) = {(dXu)p (Ea(p, 1), (aX0)p (E1)(p, 1)) = (Ea(p, 1), Ex(p. 1))

Desta forma,

d
S (EP.)

D D .
= <E(E1(p,0)),E1(p,O)> 2 <E(E1(p70)), (dxt)p(el)>

Sendo [-,-] o colchete de Lie na variedade produto M x (—e, €), temos que

Entao,
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onde V° ¢ a conexao de Levi-Civita para R?*. Em t = 0, nés obtemos

0 oX

0 F. —
Ve B = Ve o3¢

Agora a féormula de Gauss em [8] nos da que

Ve, E1 = Ve, E1 + Bler, e)N,

onde V é a conecao induzida de M, 3 é a segunda forma fundamental de X e N é uma
orientacao em M, no caso dada pela aplicacao normal de Gauss.

Decompondo & na forma &' + &+ onde temos a parte normal e a parte tangente, entao

<Vﬁl(p,0)%(p,0),(dxp)(e1)> (Ve E (X))

ot
= e (& dX(E))) — (&(p), VY Ey)
— e (£, dX(E1)) + ey (E5, dX(Ey)) —
(&(p), Ve, E1) — (E(p), Ble1, e1)N)
= e (£, dX(Ey)) — (E7, Ve, Ey) —
B(er,e) (&, N)
= (Veboer) = Blen,e) (EN)

onde & € x(M) e pr(ép) = Eg.

Assim, teremos

E'(p,0) =2 (Ve,E e1) —2- Bler,e) (& N).
Analogamente obtemos

G'(p.0) =2 (Ve er) — 2.B(ez, ) (E,N).

Logo

E'(p,0) + G'(p,0) =2 - div(§) — 4H(E, N).

Desta forma, usando o teorema da divergéncia obtemos

A'(0) = JMdiv(é)—2H(E,N>dM

RS

onde v é o vetor conormal unitario de M ao longo da fronteira. O
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Quando o conormal aponta para fora temos a seguinte expressao:

A’(O):—QJ H(N,E>dM+J (v, &)ds.

M oM

Agora, para todo t € (—¢, €) definimos o volume " delimitado” pela imersdo X; como sendo

vt =1 JM<xt, N(1))dM,,

onde N : M x (—e€, e) — R3 é uma aplicacio diferencidvel que define uma orientacio sobre

Xt.

Teorema 1.7 (Primeira Variacao de Volume). A funcdo V € diferencidvel emt =0, onde
teremos
V'(0) :J (N, &)dM,
M
onde & € o campo variacional.

Demonstracao. Veja [8]. O

Teorema 1.8. Seja ¢ : M — R™ uma imersao de uma superficie compacta M e
f e C®(M) satisfazendo
J f dM = 0.
M

Entao existe uma variacao ® que preserva volume, onde o campo variacional € dado por

&="TN.

Demonstracao. Considere ¢ : M — R™! tal imersao e @ : M x (—e,€)? — R*! 4
variacao dada por
@(p,t,s) = d(p) + (tf(p) +sg(p))N(p),

onde g € C*(M) satisfaz
J g dM # 0.
M

Desta forma,

V(t,s) = —_— (O, N)dMy
Im

- — tf N, N)dM; ¢
n‘i‘luM((b_{_( +Sg) ) > t,

= “M(<¢,N> + ((tf + sg)N,N))dM, ¢

- N ..
— “M(<d>, )+ tf+sg) dM,

(1.7)
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Calculando as derivadas parciais com respeito a t e s, obtemos

oV 1

0
—(t,s) = ——] (JMf dM, s +JM((¢,N> +tf +sg)— th,s)

ot

ov 1 0
—(t,8) = —— dM N) + tf — dM .
as( ,S) Nl (JMQ t,s+JM(<¢a )+ +59)as t,s)
Agora, ao aplicarmos em t = s = ( teremos:
ov ov 1
¢ (bs) =0, s (t,s) = —n+1JM9 dM 0.

Assim, como V ¢é de classe C*, k > 1, teremos pelo teorema da funcao implicita, dado
em [11], que existe I x | vizinhanca de (0,0) e uma funcdo @ : I — J, também de classe
Ck, onde @ ¢ o grafico de V, com ¢(0) = 0. Dai, V(t, ¢(t)) = c, onde consideramos
V(0,0) =c.

Desta forma, considere a variacao dada por

O(p,t, @) = d(p) + tf(pIN(p) + @(t)g(p)N(p)

Claramente tal variacao preserva volume. Note agora que

, ov ov
Vi(t, 0(t)) = a_t'l 2s (t).
Em t = 0 iremos ter
, ov ov ,
0=V'(t, o(t)) = 53¢ (014 5-(0).07(0)
t=0 §
, 1
~ P07 gam
Segue que @’(0) = 0.
Logo,
g /
&(p) = 5, D:(p) = N+ ¢'(0)fN
t t=0
= fN,
donde segue o resultado. O

Considere a imersdo d : M — B C R""l e @ : M x (—e, €) — R™"! uma variacdo

para tal imersdo, onde ¢(intM) C intB , $(0M) C 0B e B é um conjunto convexo de

Rn+1
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Definicao 1.25. Dizemos que a variacio ® € admissivel quando @ (intM) C intB e

@ (0M) C 0B, para todo t € (—e, €).

Definigao 1.26. Dizemos que a imersao ¢ € estaciondria se A'(0) = 0 para toda variagao

admissivel O que preserva volume.

Teorema 1.9. Considere ¢ : M — B C R™ wma imersio com curvatura média

constante H e uma variacao admissivel de ¢ que preserva volume. Entao,

of
A" (0) :J fAF — |AJ2 2 dM—J f—II°B (N, N)f2 dl,
M

om OV

onde N ¢ normal a M e Vv € normal a fronteira apontando para fora.

Demonstragao. [8] O

1.5 Superficies CMC com bordo livre

Seja QO C R3 e considere S C Q uma superficie compacta com 9S # 0, onde 0S C 9Q).

Definicao 1.27. Dizemos que S é uma superficie CMC com bordo livre quando a curva-

tura média H é constante e S intersecta 0Q) ortogonalmente.

Exemplo 1.10. O catendide critico pode ser definido analiticamente como a imagem da

aplicacdao conforme @ : (t,0) € [—tg, to] x St
— agcosh(t)cos(0)e; + agcosh(t)sen(0)e, + apte; € R?

onde {e1, ey, e3} é uma base ortonormal de R3.

A constante ty € a unica solugdo positiva da equacao tsenh(t) = cosh(t), enquanto
que ag = (tocosh(ty)) .

Estas constantes sao escolhidas de tal maneira que a aplicacdo @ € conforme e a sua
imagem € um pedago de um catenodide em B, encontrando 0B ortogonalmente, e cujo eixo
de simetria ¢ a reta gerada pelo vetor es.

Veja abaizo uma ilustracao que representa bem o catendide critico imerso na bola

B C R3.
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Figura 1.1: Catendide

Exemplo 1.11. O disco equatorial plano, onde o mesmo € dado pela intersecao da bola

fechada de R® com um hiperplano passando pela origem.

Figura 1.2: Disco equatorial

Exemplo 1.12. As calotas esféricas.

Figura 1.3: Calota esférica

Teorema 1.10. Considere ¢ : M? — B C R® wma imersdo, onde ¢(intM) C intB,

$(OM) C 0B e B € a bola fechada de R®. ¢ € estaciondria para toda variacao normal se,
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e somente se, & tem curvatura média constante e bordo livre.

Demonstracao. Note que

A'(0) = —JM 2. H(N, &) dM + LM<V, £) ds

V/(0) = JM(N, £)dM.

Usando os multiplicadores de Lagrange, temos que existe A € R tal que
A’(0) =A.V'(0).
Dai, teremos

—JMQ-H<N,£) dM+J (v, &) ds:A.J (N, &)dM.

oM M
E assim
J (A -+ 2H)(N, &) dM:J (v &) ds.
M oM
oo , . .
Note agora que, se p € 0M entao &(p) = alt:g é um vetor tangente a fronteira, pois

@, : (—€,e) = 0B. Como v é normal a fronteira entdo teremos (v, &) = 0. Se tomarmos

& = (A +2H)N, obteremos

J A+2H)(N, A+ 2H)N) dAM =0 = J (A +2H)*dM = 0.
M M

Como (A +2H)? > 0 e a integral acima ¢ nula, entao obrigatoriamente deveremos ter

A
A+2H)? =0 = A+2H=0 = H:—E.

Segue que a imersao tem curvatura média constante e bordo livre. Reciprocamente,
suponha que @ (M) encontra 0B ortogonalmente. Assim, é direto que (v, &) = 0.

Desta forma, como V/(0) = 0, pois a variacao preserva volume, e H é constante teremos

A'(0) = —JMQH(N,F_) dM+LM(v, &) ds

_ —QHJ (N, £) dM
M

— 9H-V'(0)

= —2H.0

= 0.

Portanto, segue o resultado. O
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1.6 Estabilidade

Definicao 1.28. A imersio ¢ € estavel se A”(0) > 0 para toda variagdo normal ad-

missivel @ que preserva volume.

Seja F = {f € H'(M) : [,, fdM = 0}, onde H'(M) denota o espaco de Sobolev com

respeito a M. Levando em conta a variacido @ dada por (1.7), temos a seguinte definic3o.

Definicao 1.29. A forma indice Q de & € uma forma bilinear simétrica que toma valores

em HY(f) e € definida como

Q(f, f) :J V2 — |A|* dM—J I1°B(N, N)f2 dl.
M oM

Proposicao 1.10. Seja ¢ uma imersao estaciondria.Entao ¢ € estdvel se, e somente se,

I(f,f) > 0 para toda f € F.

Demonstragao. Seja ¢ : M — B C R? uma imersao e @ uma variacao admissivel que

preserva volume. Desta forma, a formula da primeira variacao de area nos da que:

A"(0) = —J fAf + |A]*f? AM + J fE —II°B(N,N)f2dl >0
M om OV
A primeira formula de Green nos da que
of
(Vf,Vg) dM + fAg dM = —qg dl.
M M om OV

Assim, teremos

d
—J fAg dM :J (Vf,Vg) dM—J It a.
M M om OV

Trocando g por f e substituindo na expressao para a segunda derivada no zero, obte-

remos

[ of

A”(0) = |Vf? dM—J —f dl—J IA[*f* dM
JMm om OV M

[ of

+ f— dl—J 1198 (N, N)f2 dl.

Jom OV oM

= V> — |A]f2 dM—J II1°B(N, N)f2 dl
M oM

J

— Q. >0.
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Reciprocamente, suponha Q(f,f) > 0 para toda f € F. Como [,,f dM = 0, entdo

existe uma variacao normal @ de ¢, admissivel preservando volume, onde

A"(0) = Q(f,f) > 0.



Capitulo 2

Melhorando o Teorema de Ros e

Vergasta

Ros e Vergasta estudaram hipersuperficies CMC estdveis imersas com bordo livre em
dominios convexos compactos M™*! de R™"!. Uma questdo muito natural, que ainda esta
em aberto, no caso de M™*! ser uma bola fechada B C R™"! é perguntar se as dnicas
hipersuperficies CMC estdveis compactas orientaveis imersas com bordo livre em B C R™*!
sdo as totalmente umbilicas. Para n = 2, Ros e Vergasta em [9] deram uma resposta parcial, e
neste capitulo, o nosso principal objetivo € apresentar o que Ivaldo Nunes [5] fez para melhorar

tal resultado.

Teorema 2.1 (A.Ros e E.Vergasta, [9]). Seja B C R? uma bola fechada. Se £ C B é uma
superficie CMC estdvel compacta orientavel com bordo livre, entao 0L € mergulhada e as

unicas possibilidades sao:
(1) X € um disco totalmente geodésico.
(il) £ € uma calota esférica.

(iil) Z tem género 1, com no mdzimo duas componentes de fronteira.

Demonstragao. Veja que II(N;N) = 1 e o Lema 2, em [9], afirma que k, = 1 em 0M.

Neste caso, a estimativa dada pela equagao 10 ([9], pdg. 26), pode ser melhorada para

1
4n(4—29+2[%} —r) > 4H?’A +3L > 3 (H?A +1L). (2.1)

28
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Pela Proposicao 3, em [9], temos que H?A + L > 27, 0 que nos d4

1
471(4—294—2[%] —r> > 6.

Organizando os termos temos que

1
8+4{%} _4g—2r> 3.

De maneira andloga ao que foi feito no Teorema Teorema 5, em [9], faremos uma andlise
quando género g for par, e quando for impar.

1
Primeiro caso: Se g for par entao 2 {%} = ¢g. Dal

3<8+2g—4g—2r

<5 >2(g+71).

Aqui, se g=0entao r =1 ou 2 se g = 2, temos que 1 = 0.

1
Segundo caso: Se g for impar entao 2 {%} =g+ 1. Assim

3<8+2g+2—4g—2r

ST7T>2(g+71).

Nesse caso, g s6 pode ser igual a 1, e assim v =1 ou 2.

Portanto temos que g =0 ou 1 e r =1 ou 2. Agora para eliminar algumas possibili-
dades iremos supor que 0M nao é mergulhada e chegaremos em uma contradigao.

Ainda pela Proposicao 3, em [9], temos que H?A + L > 47, e usando 2.1, ganhamos

que
1
471(4—29+2 [%] —r) > 3 (4m),

0 que é equivalente a

1
4—2g+2[%] —r>3.

Novamente, analisaremos o caso em que g é par e o caso em que ¢ é impar.

1
Primeiro caso: Se g for par entao 2 {%} = ¢g. Dal

3<4—-2g+g—r

<1l>g+r.

Isso nos mostra que g =0 e v = 0, o que nao pode acontecer, ja que 0M é nao vazia.
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1
Segundo caso: Se g for impar entao 2 {%} =g+ 1. Dai

3<4—-29+g+1—r

S2>g+rT.

Assim temos que g =1 e v =0 o que nao pode acontecer, pois a 0M ¢é nao vazia.

Devemos provar que os discos totalmente geodésicos e calotas esféricas sao as Unicas
superficies estaveis estacionarias com género g = 0. Seja pg € M um ponto onde a funcao
|b(p)| atinge seu minimo. Perceba que u # 0 faz com que 0 € ¢(M). Definamos em M
a funcao

Blp) = (¢(p) AN(p),No),

onde Ny = N(pg) e /A denota o produto vetorial em R*. Note que

B(po) = (d(po) A N(po), Ng) = 0. (2.2)

Além disso
VwB(po) = W AN(po) + d(po) A ViwN(po), N(po)) =0,vw € T,M,

pois ¢ (po) # 0 implica que d(pg) é paralelo a N(pg). Logo

VB (po) = 0. (2.3)
Pelo Lema 1, em [9], temos que (3 satisfaz

AB + llol*B =0, sep € M,

d (2.4)
6_5 =3, sep € OM.

Logo, como P é a solucao de uma equacao eliptica em M, obtemos que $71(0) é um
conjunto nodal.

Afirmacao: 3 =0 em M.

De fato, caso contrdrio o conjunto de nivel B~1(0) é um gréafico cujos vértices sao os
pontos criticos de f(ver, por exemplo, Anné ([14]) ou cheng([15]). Seja m o nimero de
componentes conexa M; de M — 371(0). Usando o Teorema de Gauss-Bonnet para cada

componente conexa M; de M — 71(0), temos

J‘M KdA = 2mx (M) —J

kgds — ) 0y,
j

oM
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onde 05 denotam os angulos externos de cada componente da 0M;. Somando as equacoes

acima para todos os i, obtemos

J KdA = 2nix(l\/li) —iJ kgds —iZeij.
M i=1 i=1 Y OMy i=1 j
Assim,
JM KdA+Lngds :27t;x(Mi) —iZJeij (2.5)

Como OM ¢ suave nao temos angulos externos, a tltima equacao nos dé

J KdA+J kqds = 27y (M). (2.6)
M oM

Nesse caso, comparando 2.5 e 2.6 e sabendo que x(M) =2 — 2g — 1, obtemos que
m
2m(2—2g—1)=2m ) x(Mi)—) 6. (2.7)
i=1 i
Devemos agora obter uma estimativa para a ultima soma. De 2.2, ha pelo menos duas
linhas nodais de 3 se cruzando em py e formando um sistema equiangular em py (ver
[14] ou [15]). Portanto, Z 0i; € pelo menos 27 que a soma dos angulos que possuem
Po & OM como vértice. PlOJr outro lado, em cada componente conexa I,k =1,---  r.de
0M, escolhendo uma parametrizacao de comprimento de arco orientada positivamente vy
temos ¢ AN = —y,.. Lembrando que estamos usando que M é de fronteira livre. Assim,

pelo Teorema Fundamental do Calculo

Jrk Bds = _Jrk {(vy'k,NO) = 0,

pois Yk € uma curva fechada e segue que 3 tem pelo menos dois zeros em cada componente

conexa I.. Cada ponto de 371(0) Ny; contribui com pelo menos 7t para a soma de E 0y
i?j

na ultima equacao. Levando em consideracao todos estes valores e o anterior obtido em

Po obtemos a estimativa

Z 915 2 27'[(1 -l-T)
i

Comparando isso com a equacao 2.7, temos o seguinte

m m
2 (2—2g—1) =2m ) x(Mi)—) 65 <2m) x(Mi)—2m(1+7)
i=1 i i=1

donde temos,

2-2g—-1< ) x(Mj)—1-r,

m
i=1
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Assim,
> x(My) >3-—2g.
i=1

Note que cada componente conexa M; é homeomorfa a um disco, pela caracteristica de
Euler x(M;) = 1 para cada i. Se assumirmos que M tem género g = 0, segue-se que
M — B71(0) tem pelo menos trés componentes conexas. Sejam M; e My duas destas

componentes conexas. Assim, sejam 31, 32 : M — R definidas por

B(p), sepeM B(p), sep € M,
Bi(p) = e B2(p) =
0, sepeM—-—M, 0, sepeM—M,

Tendo em mente que II(N, N) = 1 e usando o Teorema da Divergéncia na forma do indice

para a funcao 31, temos que

1By, Br) =j (V1. VB1) — ol?B2) dA—j B2ds

M oM

=J ((VB, V1) — lo1B1B) dA—J BuBds
M M

:_J (61A5+||G||2515)dA+J ([512—[5—61[3) @
. oM v

_ op
——| Biapriorpyans | B () as

pois 1 se anula em M — M. De 2.4 tem-se que

0

I(B1,B1) =0.

De maneira similar, mostra-se que I(f2, 2) = 0. Mais ainda, como (3 e 2 se anulam
em conjuntos complementares, obtemos que I(f31, f2) = 0.

Supondo sem perda de generalidade que IM BodA # 0. Seja B = B1 + aPs, onde
Jpm BrdA

B _fM B2dA’

E assim, pelo que analisamos anteriormente temos que

I(B,B) = 1(B1, B1) + 2al(B1, B2) + a’I(B2, B2) = 0.
Sendo ¢ estacionério estével, e do Lema ?? segue que BN é um campo de Jacobi e assim
AR +||0]’B = constante. (2.8)

Como P desaparece fora de M; U My e 2.8 é uma equacdo eliptica, o Teorema da

Continuacdo tinica (ver [17]) nos da f = 0 em M. Isso implica que B = 0. Assim,

0= (d(p) AN(p),Ng) = —(b(p) /A No, N(p)).
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Portanto, o vetor W(p) = ¢(p) ANy € ToM, ¥p € M. Considerando o campo de vetores
V em R? dado por V(x) = x/ANy. V é um campo de Killing, pois é gerado a partir de um
grupo a um parametro de isometrias de R?, sendo elas as rotacdes. Ao longo de (M) a
restricao de V coincide com W, entao M é uma superficie de rotagao ao redor do eixo Ny
com ponto fixo py, e entao M deve ser homeomorfa a um disco. A conclusao segue de um

Teorema de Nitsche ([16]). O

Para melhorar o teorema acima, lvaldo Nunes [5] mostrou que o item (iii) n3o ocorre.
Mais ainda, mostrou que o género é zero.
Antes de fazermos isso, provaremos um lema técnico envolvendo a equacdo de Jacobi, que

ajudard nessa demonstragao.

Lema 2.1. Seja X : M2 — R3 uma imersio com curvatura média constante H e v um
vetor unitdrio fivo em R®. Entao a funcio f = (v,N) satisfaz a equacio de Jacobi, ou
seja,

Af + |APPf = 0.

Demonstragio. Sejap € M? e {ey, e} um referéncial geodésico em p, ou seja, Ve ej(p) =

0,V 1i,j =1,2. Desta forma teremos
2
At = Y el (v,N))(p)
j=1

= Z e;((Ve,v,N) + (v, V¢, N))

j=1

2
= Z ej(<v, VejN>)
j=1

2
= ) (Vev,VeN) 4 (v, Ve Ve N)
j=1
2
- Z<V7v65v9jN>
j=1
2
— <v,ZVejVejN>.
j=1

Agora, note que como {ej, €3, N} é uma base ortonormal para R?, entao

v=(v,e1)e; + (v,ez)es + (v, N)N.
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Logo,

2 2
<v,ZVejVejN> = <(v, erye; + (v, e2>eg+<v,N>N,ZVejVejN>
j=1

j=1
2 2
= <V, 61>Z<elavejvejN>+ <V, e2> <enavejvejN>+
j j=1
2

(v,N) > (N, V¢V N).

j=1

Como H ¢ constante, usando a proposi¢ao 1.3 obtemos

2

2
> (v, VeVeN) = (wN)Y (N, V.V N)
j=1

j=1

= _<V7N>|A|2
= —fIA]%.
Portanto,
Af+IAPE = —fIA2 4 |APf
= 0.

]

Proposigao 2.1 (Lema de estabilidade, [5]). Seja Q C R? um dominio convezo compacto.
Se L C Q ¢é uma superficie CMC estavel compacta orientdvel imersa com bordo livre
entao,

QV(f, f) = j VA — JAR2da > 0,
>

para toda f tal que f =0 em 0X.

Demonstragao. Considere {ey, €3, e3} uma base ortonormal de R? e defina u;(x) = (e;, N(x))

onde x € X, Vi =1,2,3. Pelo Lema dado anteriormente teremos
Lui = 0,

Vi=1,2,3, onde L = Ay + |A[* é 0 operador de Jacobi de X.
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Considere

Q(f,

f) = J IV* — |Ay [*f*dvoly —J 199 (N, N)f2dl.
> 2y

Substituindo u; obteremos

Q(ui’ui)zj 'V“i|2—|Az|2u?dvolz—J P2 (N, N)u?dL.
>

20

Agora somando em 1, parai=1,2,3

3

3
Qui, us) :J > IVwil’ = |Ag Puidvoly —J > IP?(N, NJuidl.

i1 2 j=1

Usando que Au; + |A*u; = 0, teremos

0= J wAu; + |Au? dvoly.
>

Desta forma, usando a férmula de Green, iremos obter

ou;
0= —J [Vw* dvoly + J u; Y J Ay [Puidvoly .
s oy OV s
Ja que
9 aui
wVu; dvoly = —| [Vuyl” dvoly + uq dl.
s > oy OV
Assim,
2 2.2 oy
IVuil|® dvoly — | |As["uidvoly = u; dl.
p s oy OV

Somando em 1 e em ambos os lados

chegaremos em

i oy
Ja Z (s ov

> j=1

3
—J > IP9(N,N)uidl,
0%

—WII(N,N))dl = J
2

(|Vuy? dvols — IAZIQuf)dvolZ —

3
=1

J WAI(N, N))dl
oy
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3
Logo, usando que Zj:l u? =1, temos

3 3
iy W4 == IIN N dl
jZlQ(u w) Lz; —W2TI(N,N))
R
I aQ
= 3,y Z Jaz;H (N, N)uZdl

r

0
= 5 a_(Z ?)dL—LZHaQ (N,N) DY (uf

j=1
.
= —| IP?(N,N)D (uf)dl
Jo Y j=1

N | —

= — I1°2(N,N) < 0.
Joy

Como essa soma é negativa, vai existir i € {1,2,3} satisfazendo
Qui, uy) <0.

Considere 1 satisfazendo a desigualdade acima. Como ) _ é estavel, f s Wi dvols # 0,
pois se [ pm Wi dvoly =0, entdo pela estabilidade de )

3

Q(ui,ui):J D IVwl’ —|Ag Puidvoly — J Znaﬂ (N,N)uzdl > 0.
> j=1 0 j=1

_ u; dvol
Suponha entao fzf dvoly # 0 e considere a funcao f = c.f onde ¢ = J}ZZ]“TIZZ'

Assim, perceba que

f—uw =cf—uy,

e desta forma,

J f—u; dvoly = C.J f dvols —J u; dvols
s s s

Com isso,
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Vamos agora mostrar que Q(f,u;) = 0. De fato,

Qf,w) = Qlc.f,w)
= ¢.Q(f,w)
= c.(J ViVu; — IAZIqui dvoly
>

—J 129 (N, N)fu,; dl).
oy

Usando a formula de Green

E)ui

Q(f,w) = c.(—JZ(Aui)f dvolZ-I—J (

)f dl—J |Asx[*fu; dvoly
oy ov

)3
—J I1°2(N, N)fu; dl).
oy

Organizando e colocando f em evidéncia chegamos na seguinte expressao

Q(f,u;) = c.(— JZ(Aui)f+ IAZIqui dvoly

+ J (e 0N N fus dl)

= c.(— JZ f.((Auy) + IAZIQui) dvoly

ouy
+ J (S 00 (N N g d)
9y a\)

= 0

= Q(uiy f))
onde acima usamos que f se anula na fronteira e que Lu; = 0. Assim,
0 < c?Q(f, f) + Q(wi, wi) < ?Q(f, f) = Q(f,f) > 0.

Portanto, teremos

QUf, f) = J VP _ APfda > 0.
>
]

O teorema acima mostra que Q°(f, f) > 0 para toda f que se anula na fronteira,independente
de a mesma possuir média nula ou n3o.
A proposigdo abaixo, dada em [10] como um corolario, e o teoremas 2.2 serdo usados na

demonstracdo da primeira parte do teorema (2.3).
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Proposigao 2.2 (Corolério 5.8, [10]). Seja QO C R™ um dominio convezo tal que a sequnda

forma fundamental da Q) satisfaz a condicdo 1192 < k. Entao

1
2n<—J H2dM+k-L.
4 Im

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, @ (M) € uma calota esférica ou um disco

unitario totalmente geodésico.

Teorema 2.2 (Teorema 7.2,[4]). Seja M uma superficie Riemanniana compacta com
bordo de género g e com r componentes conexas de bordo. Entao, existe um aplica¢ao

conforme £ : M — D? com grau menor do que ou igual a g+ 7.

O resultado abaixo nos dar um argumento de balanceamento que nos permite usar as

funcoes coordenadas de um difeomorfismo conforme como funcdes teste.

Proposicao 2.3. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta, G o grupo de dife-

omorfismos conformes de S™, e seja @ uma imersao de M em S™ C R""'. Existe f € G

tal que P =fo @ = (P, ..., Pn) satisfazendo
| weam=o
M
Vi=1,...,n, onde G denota o grupo de difeomorfismos conformes de S™.

Demonstracao. Veja [19] pag 274. ou [20] Teorema 7.6 pag. 240. O]

De posse do Lema de estabilidade, das Proposi¢cdes 2.2 e 2.3, podemos ir direto para a

prova do teorema 2.3.
Teorema 2.3. Seja Q C R3 um dominio convezo compacto suave. Suponha que a sequnda

forma fundamental 1129 de Q) satisfaca a condicdo de picamento

k.h < I1°9 < = k.h,

[\ V]

para alguma constante k > 0, onde h denota a métrica induzida em 0Q. Se L C Q
¢ uma superficte CMC estdvel compacta orientdvel imersa com bordo livre, entao tem

género zero e a fronteira tem no maximo duas componentes conexas.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.2 existe uma aplicacao conforme 1\ : £ — D? C R? de grau
médximo g + v, onde D? é o disco fechado unitdrio. Suponha P = (P, P2, P3) : £ — S%,

j& que D? é conformemente equivalente & S2. Além disso, a energia de Dirichlet ¢ tal que
JZ V|2 dvoly <4m(g+7). (2.9)
Usando um difeomorfismo conforme de S2, podemos tomar
J P dvoly =0,
>

Vi=1,2.

Pela estabilidade da imersao teremos que I(i,Pi) = 0, Vi = 1,2 Assim,

| v = AgPuzavoly — | 1eemN NjwaLz o
> ChN

i =1, 2. Desta forma, somando em i obteremos

|| RN NI+ 03 dt | IAZPOBE +98) dvoly < |19+ [Dibaavoly
°x > > (2.10)

Note agora que P3| =0, pois P(0X) = dS%. Pela Proposigao 2.1, teremos

ox

Jz Vs — [As PP3dvoly >0 = Jz Ay [Ppidvols < Jz IVslPdvoly.  (2.11)

Somando (2.2) e (2.3) membro a membro, obteremos que
JZ V1P + [Vl + [VipsPdvoly > LZ [0 (N, N) (42 + 2 + $2) dl
+ | AZPO 00 avoly
Portanto, como a imagem da 1 cai na esfera, teremos {? + {3 + 2 = 1, onde
jz VP = JX V2 + [Vl + [Vibgldvoly

> J I1°2(N,N) dl+J Ay [ dvoly.
oy T

Como |Ay[* = H? — 2K,
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| Iw0R = [ IR 19+ P avols
> >

\%

I1°¢(N,N) dl+J H? — K dvoly
Joy >

= I1°¢(N,N) dl+J
Jo Y >

H? dvoly — 2J K dvoly . (2.12)
s

Por Gauss Bonnet

J kg dl +J K dvoly + Y 0 = 2.mx(Z).
oy pa

Segue que, como Y 01 =0, ja que a fronteira nao tem angulos externos, entao

—QJ K dvoly = (—2).2.mt.x(Z) + QJ kg dl. (2.13)
> 0)

Substituindo (2.5) em (2.4) iremos obter

szw > JaZIIaQ(N,N) dl+J H? dvolZ—QJ K dvoly

)N )
= J I1°2(N, N) dl+J H? dvoly —4.7t.x(Z) +2J kq dl.
oy > oy

Em virtude de (2.1)

J I1°2(N,N) dl+J
oy

H? dvoly —4.mx(Z) + QJ kg dl < 4.mt(g+7).
>

oy

Agora, pelo fato de que x(X) =2 —2g —r,

J I1°2(N,N) dl—i—J
oy

H? dvoly + QJ kg dl < 4.7m.(2 —g).
>

0y

Note ainda que
kg = (v, mxy) = (v, -N) =11 (y',y) > Kh(y',v) = k.1 =k,

onde n é normal a fronteira, restrita a y e y : I — 0X é orientada positivamente e
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parametrizada pelo comprimento de arco. Agora, substituindo em (2.78), obteremos

H? dvoly + 2J kg dl

4m(2—qg) > J I1°(N,N) dl+J
oy oy

r

>J de+J H2dvolz+2j k dl
0% T 0%

= 3.kJ 1 dl+J H? dvoly
oy T
= 3.k.L(aZ)+J H? dvoly
T
1 ) 1 ) 3
= - | Hdvoly +2.({~| H" dvoly + -.k.L(0X) ).
2 )y 1)y 2

Pelo fato de que I11°©? < = k.h, teremos pela proposicdo 2.2 que

[\ V]

1 3
—J H? dvoly + = .k.L(3L) > 2.7, (2.14)
4y 2

onde a igualdade ocorre se, e somente se ¢(X) é uma calota esférica ou um disco totalmente
geodésico. Assim, nao teriamos mais o que fazer.

Se, porém nao ocorrer a igualdade, teriamos

1
—J' H? dvoly + §.k.L(6Z) > 2.7
15 2

e assim,
[ ., 1 ., 3
4m(2—g) > = | H®dvoly +2.(—| H?dvoly + -.k.L(3X)
2 |y 4y 2

1
> —J H? dvoly + 4.1
2)y
> 4o
Segue que g < 1 e portanto g = 0.
Mostremos agora que X tem no maximo duas componentes conexas. De fato, se
considerarmos @ = (@1, @2, @3) : L — S? a aplicacao conforme que é restricao de

@ = (@1, 92, ¢@3) : L — S?, onde L é compacta e é obtida colando um disco em cada

componente conexa de 0X. Ird existir também um difeomorfismo ¢ : S? — S? onde

J (@ o); dvoly =0,
N
vi=1,2,3.

Assim, podemos considerar ¢ satisfazendo

J @i dvoly = 0.
>
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Teremos também que

1
J IVol|* dvoly < 87 (1 + {&}> .
5 2

Assim, pela estabilidade da imersao teremos que I(@i, @i) > 0, Vi = 1,2, 3. Assim

J Vil —|As Pidvoly — J I1°?(N, N)idl > 0,
> oy

i=1,2,3.

Dai, somando em i obteremos

J P2 (N, N) (@] + @3 + 93) dI+J Ax P07 + @3+ @3) dvoly < J Vel dvoly.
oy 2 >

Segue que
J Vol dvoly > I°?(N,N) dl+ | |Ag[* dvoly
Z daz uZ
= I°*(N,N) dl+ | H? dvoly —2J Kdvoly
Joy Jr )
= II°?(N,N) dl+ | H? dvoly —4.tx(Z)
Joy Jy
+ 2J ky dl.
oy
E assim

J I1°2(N,N) dl+J
oy

H? dvolz+2J kg dl < J IVol|*dvoly
pa PN

20
+ 4.mx(X)

Usando x(X) =2 —2g—1, g =0 e a expresao abaixo

1
J IVol|* dvoly < 87 (1 + {&}> .
5 2

Teremos,

J 1172 (N, N) dl+J
oy

H? dvolz-l—QJ kg dl < J Vel dvoly
> >

93
4.mtx(X)

(+[22)

4m(2—2g—7)

+ AN+

8+ 8 — 4nr

167t — 47tr.
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Obteremos assim

1
16t —4nr > — J

2)y
Desta forma, pela expressao dada em (2.6)

1 3
H? dvoly + 2. (ZJ H* dvoly + §.k.L(aZ)> .
pu

16m—4nr >4n — 4n(d—71) > 41l — 4—1>1 = r< 3.

Portanto, segue o resultado. O]

Agora podemos enunciar o resultado que melhora o teorema dado por Ros e Vergasta.

Teorema 2.4 (Teorema 1.2, [5]). Seja B C R*® uma bola fechada. Se £ C B € uma
superficie CMC estavel compacta orientdvel imersa com bordo livre, entdo tem género

ZEro.

Demonstragao. Note a priori que 11°B(v,v) =1 para todo p € S? e todo v € T,S?, onde
vl = 1. Veja [3], pdg. 169. Desta forma, tomando % < k < 1, a condicao de pigcamento
para a segunda forma fundamental na fronteira é satisfeita para vetores com norma 1.

Sabendo disso, mostremos para todo vetor v € T,S?. De fato, note que ﬁ tem norma 1.

k.h <1, 1) <11°° (1, 1) <3kn (1, 1)
V™ vl ™ vl 2 ™ vl
T

1 1 1
—k.h < —II°?v,v) < —
vVl < Rl v) <

E desta forma obtemos

Assim,

k.h(v,v)

DN W

3
k.h(v,v) < II°?(v,v) < E.k.h(v,v).
Portanto a condicao de pingamento é satisfeita, e o resultado é obtido como esperado. [

Como coroldrio do teorema acima temos o seguinte resultado, que serve como classificacao
para para as superficies CMC compactas estdveis imersas com bordo livre na bola fechada
unitaria de R3.

Corolario 2.1. Os discos totalmente umbilicos sao as unicas superficies CMC compactas

orientdveis imersas estdveis com bordo livre em B C R3.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4 as calotas esféricas e os discos totalmente geodésicos
sao superficies totalmente umbilicas. Em virtude da proposi¢ao 1.5 concluimos que os
discos totalmente umbilicos sao as tunicas superficies CMC compactas orientaveis imersas

estaveis com bordo livre em B C R3. O
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