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fessores Paulo Alexandre, Halyson Baltazar, Rondinelle Marcolino, José Francisco, Gleison
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“O imposśıvel existe até que alguém duvide

dele e prove o contrário.”.

Albert Einstein.



Resumo

A. Ros e E. Vergasta estudaram em [9] resultados de rigidez para superf́ıcies compactas

imersas com curvatura média constante (CMC) e fronteira livre em uma bola fechada B de

R3. Em particular, os autores mostraram que se Σ é uma superf́ıcie compacta, orientável e

estável, imersa CMC com bordo livre em uma bola fechada B de R3, então a fronteira de

tal superf́ıcie é mergulhada e as únicas possibilidades são que ela seja um disco totalmente

geodésico, uma calota esférica, ou uma superf́ıcie que tem gênero 1 com no máximo duas

componentes de fronteira. No presente trabalho discutimos sobre o melhoramento provado

por I. Nunes em [5] onde o autor demonstrou que tais superf́ıcies devem ter gênero 0. Tal

resultado é obtido como consequência de um resultado geral para doḿınios convexos de R3

sob condição de pinçamento da segunda forma fundamental do bordo, o qual é obtido através

da aplicação de um lema de estabilidade e uma modificação do argumento de balanceamento

do tipo Hersch.

Palavras-Chaves: Superf́ıcies com bordo livre, Curvatura média constante, Estabilidade.
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Abstract

In [9] A. Ros and E. Vergasta studied rigidity results for compact surfaces immersed with

constant mean curvature (CMC) and free boundary in a closed ball B of R3. In particular,

the authors showed that if Σ is a compact, orientable and stable CMC surface immersed with

free boundary in a closed ball B of R3, then the the boundary of such a surface is embedded

and the only possibilities are that it is a totally geodesic disc, a spherical cap, or a surface

that has genus 1 with at most two boundary components. In the present work we discuss

the improvement proved by I. Nunes in [5] where the author showed that such surfaces must

have genus 0. This result is given as a consequence of a general result for convex domains

of R3 under a pinching condition on the second fundamental form of the boundary, which is

obtained through the application of a stability lemma and a modified Hersch type balancing

argument.

Keywords: Surfaces with free boundary, Constant mean curvature, Stability.
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Introdução

Um problema variacional bem interessante na geometria diferencial, está relacionado ao

problema isoperamétrico. Tal problema consiste em encontrar os pontos cŕıticos do funcional

área para variações que preservam volume, levando em conta todas a hipersuperf́ıcies compac-

tas Σ ⊂M, com ∂Σ ⊂ ∂M, onde M é uma variedade Riemanniana compacta com bordo não

vazio. As superf́ıcies que são soluções para esse problema são as chamadas superf́ıcies CMC

com bordo livre, ou seja, que tem curvatura média constante e intersecta ∂M ortogonalmente.

Ros e Vergasta estudaram em [9] hipersuperf́ıcies CMC estáveis imersas com bordo livre

em doḿınios convexos compactos de Rn+1. Um problema a se pensar seria responder se

as únicas superf́ıcies CMC estáveis imersas com bordo livre na bola B são as totalmente

umb́ılicas. Eles deram uma resposta parcial para as superf́ıcies imersas na bola unitária de R3,

dada pelo teorema abaixo.

Teorema 0.1 (A. Ros e E. Vergasta [9]). Seja B ⊂ Rn+1 uma bola fechada. Se Σ ⊂ B é

uma superf́ıcie CMC estável compacta orientável com bordo livre, então ∂Σ é mergulhada

e as únicas possibilidades são:

(i) Σ é um disco totalmente geodésico.

(ii) Σ é uma calota esférica.

(iii) Σ tem gênero 1, com no máximo duas componentes de fronteira.

O resultado acima é uma resposta parcial porque o problema sobre existência ou não de

superf́ıcies CMC estáveis de gênero 1 ainda não tinha sido resolvido. Ivaldo Nunes [5] aparece

nesse contexto melhorando o teorema (0.1) olhando para o seu terceiro item, onde afirma e

prova que tal possibilidade não ocorre. Em seu artigo ele mostra que o gênero de Σ é zero.

Olhando para o teorema 0.1 e para o melhoramento envolvendo o gênero de Σ, Ivaldo

Nunes [5] enuncia e demonstra o seguinte corolário:

1



Sumário 2

Corolário 0.1. Os discos totalmente umb́ılicos são as únicas superf́ıcies CMC compactas

orientáveis imersas estáveis com bordo livre em B ⊂ R3.

O corolário acima é tido como o resultado análogo ao teorema de Barbosa e do Carmo

[12] para superf́ıcies CMC estáveis fechadas imersas no espaço euclidiano, enunciado abaixo.

Teorema 0.2. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensão n, compacta, ori-

entável com fronteira vazia e x : M → Rn uma imersão com curvatura média constante

não nula. Então x é estável se, e somente se, x(M) é a esfera Sn ⊂ Rn+1.

Ivaldo se utiliza do teorema acima como principal motivação para os resultados obtidos em

seu artigo [5], e que serão apresentados no presente trabalho.

G. Wang e C. Xia em [13] provam um resultado bem mais geral levando em conta hi-

persuperf́ıcies capilares estáveis em bolas geodésicas do espaço euclidiano. Esse resultado de

classificação diz o seguinte:

Teorema 0.3 (G. Wang e C. Xia, 2019). Seja x : Mn+1 → B ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie

capilar estável imersa na bola euclidiana unitária com curvatura média constante H >

0, onde ∂M intersecta ∂B com um ângulo constante θ ∈ (0,π). Então x é uma bola

totalmente geodésica ou uma tampa esférica.

Uma questão a se perguntar seria se o corolário 0.1 é valido no caso em que consideramos

B ⊂ Sn+1 ou B ⊂ Hn+1. Souam [18] mostrou que isso é verdade no caso em que Σ tem

gênero zero e n = 2.

No presente trabalho, consideramos B a bola fechada de R3, φ : Σ → B ⊂ R3 uma

imersão onde φ(intΣ) ⊂ int(B) e φ(∂Σ) ⊂ ∂B e a variação Φ : Σ × (−ε, ε) → B ⊂ R3,

onde Φt(intΣ) ⊂ int(B) e Φt(∂Σ)∂B, onde Φ preserva volume. Quando a Variação Φ

satisfaz essas inclusões, dizemos que a variação dada é admisśıvel.

Em um primeiro momento, no Caṕıtulo 1, apresentamos algumas noções que são importan-

tes para o desenvolvimento desta dissertação. Definimos superf́ıcies com bordo e superf́ıcies

com bordo livre, damos algumas noções e resultados referentes aos campos gradiente, di-

vergente e laplaciano de uma função definida em uma variedade Riemanniana, falamos de

imersão e segunda forma fundamental, variações de área e volume, além de dissertar um

pouco a respeito do teorema de Gauss-Bonnet.

Em um segundo momento, no Caṕıtulo 2, para melhorarmos teorema feito por A. Ros e E.

Vergasta [9] enunciaremos e demonstraremos o lema de estabilidade feito pelo próprio Ivaldo



Nunes [5], mostraremos que, considerando uma condição de pinçamento para a fronteira de um

doḿınio conexo compacto suave Ω ⊂ R3, se Σ ⊂ Ω é uma superf́ıcie CMC estável compacta

orientável imersa com bordo livre, então tem gênero zero e a fronteira tem no máximo duas

componentes conexas, além de um corolário que classifica as superf́ıcies CMC compactas

estáveis imersas com bordo livre na bola fechada unitária de R3.

3



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições, notações e resultados que serão utili-

zados nos caṕıtulos seguintes. Não demonstraremos todos os resultados, mas deixaremos as

devidas referências. Para a leitura do texto espera-se que o leitor tenha algumas noções de

geometria diferencial. Os conceitos aqui prescritos podem ser encontrados em [2], [3], [6], [7]

e [8].

1.1 Superf́ıcies suaves com bordo

Considere o conjunto H2 ⊂ R2, dado por

H2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 > 0}.

Lembremos que o interior e a fronteira de H2 são dados, respectivamente, por

Int(H2) = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 > 0}

∂H2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = 0}.

Seja M2 uma variedade topológica bidimensional. Uma carta coordenada para M2 é um

par (U,ϕ) onde U é um subconjunto aberto de M2 e ϕ : U→ ϕ(U) é um homeomorfismo

de U em um subconjunto aberto de R2 ou de H2.

Definição 1.1. Uma variedade topológica M2 com bordo é um espaço topológico, Haus-

dorff, com base enumerável e localmente Euclidiano em que todo ponto p ∈M2 tem uma

vizinhança homeomorfa ou a um subconjunto aberto de R2 ou a um subconjunto aberto de

H2.

4



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 5

Exemplo 1.1. O próprio H2 é um exemplo de variedade topológica com com bordo que

dimensão dois. Basta considerar a carta coordenada como sendo a aplicação identidade.

Ser Hausdorff e ter base enumerável são propriedades herdadas de R2.

Seja U um subconjunto aberto de H2. Uma aplicação F : U ⊂ H2 → Rk é suave, se para

todo ponto x ∈ U existir um subconjunto aberto U ⊂ R2 contendo x e uma aplicação suave

F : U→ Rk, onde F

∣∣∣∣
U

= F.

Definição 1.2. Uma estrutura suave para M2 é um conjunto de cartas cujos domı́nios

cobrem M2 e as aplicações de transição são suaves no sentido dado acima.

De posse das definições dadas acima, podemos definir agora o que seria uma superf́ıcie

suave sem bordo.

Definição 1.3. Uma superf́ıcie suave M2 com bordo, é um par (M2,A) em que M2 é

uma variedade topológica com bordo e A é uma estrutura suave para M2.

Exemplo 1.2. A bola fechada unitária B2 ⊂ R2 é um exemplo de superf́ıcie com bordo.

Existem também as superf́ıcies suaves sem bordo, que são definidas abaixo.

Definição 1.4. Dizemos que M2 é uma superf́ıcie suave sem bordo quando as imagens

das cartas que formam a estrutura suave estão contidas no interior de H2.

Exemplo 1.3. Um exemplo claro é a bola aberta unitária de R2.

Exemplo 1.4. Considere a relação de equivalência R em R3−{0}, onde xRy se, e somente

se, existe λ ∈ R tal que x = λ·y. O conjunto quociente RP2 = (R3−{0})/R é uma superf́ıcie

suave sem bordo.

Considere M2 uma superf́ıcie suave com ou sem bordo.

Definição 1.5. Dizemos que M2 é uma superf́ıcie compacta quando toda cobertura por

meio de abertos possuir uma subcobertura finita.

Exemplo 1.5. Considere a relação de equivalência R em C3−{0}, onde xRy se, e somente

se, existe λ ∈ R tal que x = λ·y. O conjunto quociente CP2 = (C3−{0})/R é uma superf́ıcie

suave compacta.

Para o decorrer dos resultados, a noção de orientação de uma superf́ıcie suave se faz

necessária.
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Definição 1.6. Uma superf́ıcie suave M é orientável se for posśıvel cobŕı-la com uma

famı́lia de vizinhanças coordenadas, de tal modo que se um ponto p ∈M pertence a duas

vizinhanças dessa famı́lia, então a mudança de coordenadas tem Jacobiano positivo em p.

A escolha de uma tal famı́lia é chamada uma orientação de M, e M, neste caso, diz-se

orientada. Se uma tal escolha não é posśıvel, a superf́ıcie é não orientável.

Exemplo 1.6. Uma superf́ıcie que é um gráfico de uma função diferenciável é uma su-

perf́ıcie orientável. De fato, todas as superf́ıcies que podem ser cobertas por uma única

vizinhança coordenada são, trivialmente, orientáveis.

Proposição 1.1. Uma superf́ıcie M ⊂ R3 é orientável se, e somente se, existe um campo

diferenciável N :M→ R3 de vetores normais a M.

Demonstração. Veja [3] pág. 124.

Para mais detalhes a respeito de superf́ıcies suaves com bordo, consulte [7]. Lá, as de-

finições são dadas no caso n-dimensional, mas para o que nos convém adaptamos para o caso

2-dimensional.

Agora fixaremos nossa atenção na parte de imersões e segunda forma fundamental, onde

abordaremos a teoria em cima das superf́ıcies sem bordo.

Sejam M2 e M
3

variedades diferenciáveis e f :M2 →M
3

uma aplicação diferenciável.

Definição 1.7. Dizemos que f é uma imersão quando dfp : TpM
2 → Tf(p)M

3
é injetiva

para todo p ∈ TpM.

Definição 1.8. Dizemos que f é um mergulho suave quando,

(i) f é uma imersão suave.

(ii) f : M2 → f(M2) é um homeomorfismo, onde a topologia de f(Mn) é a topologia de

subespaço.

Teorema 1.1. Seja f :M2 → f(M3) uma aplicação suave. Então f é uma imersão se, e

somente se, é um mergulho local.

Demonstração. Veja [7] pág. 87.
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Considere f satisfazendo a Definição 1.5. Então, f é localmente um mergulho, e assim,

para todo p ∈M existe uma vizinhança U ⊂M de p tal que f(U) ⊂M é uma subvariedade

de M. Assim, existem uma vizinhança U de f(p) e um difeomorfismo ϕ : U ⊂M→ V ⊂ Rk,

onde ϕ aplica f(U)∩U difeomorficamente em ϕ(f(U)∩U). Agora, considere a identificação

U ≈ f(U) e v ≈ dfp(v), onde v ∈ TpM e dfp(v) ∈ Tf(p)M. Com tais identificações,

podemos estender campos definidos em f(U) à campos definidos em U.

Assim, para todo p ∈ M, o produto interno de TpM decompõe TpM na seguinte soma

direta

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥.

A conexão Riemanniana de M será denotada por ∇. Se X e Y são campos locais em M,

e X, Y suas respectivas extensões em M, definimos a conexão em M como sendo

∇XY = (∇XY)T .

Teorema 1.2. Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)× X(U)→ X(U)⊥ dada por

B(X, Y) = ∇XY −∇XY.

é bilinear e simétrica.

Demonstração. Veja [2] pág. 140.

Seja p ∈M e η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM× TpM→ R dada por

Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉, x,y ∈ TpM,

é também uma forma bilinear e simétrica, já que B o é. Desta forma, Hη fica associada a

uma aplicação linear auto-adjunta Sη : TpM→ TpM, onde

〈Sη(x),y〉 = Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉, x,y ∈ TpM.

Proposição 1.2. Seja p ∈M, x ∈ TPM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de η

normal a M. Então

Sη(x) = −(∇xN)T .

Demonstração. Veja [2] pág. 142.

Definição 1.9. Quando a codimensão da imersão é 1, isto é, f :M2 →M
3
, dizemos que

f é uma hipersuperf́ıcie.
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Considere p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como Sη é simétrica, existe uma base

ortonormal de autovetores {e1,e2} de TpM com autovalores λ1, λ2, ou seja, Sη(ei) = λiei, i =

1, 2. Se M e M são ambas orientáveis e estão orientadas, então o vetor η fica univocamente

determinado se exigirmos que sendo {e1,e2} uma base na orientação de M, {e1,e2,η} seja

uma base na orientação em M. Neste caso, denominamos os ei como sendo as direções

principais e os λi = ki como sendo as curvaturas principais de f.

Definição 1.10. Definimos a curvatura média e a curvatura de Gauss-Kronecker de f

em p, respectivamente por

H =
1

2
(λ1 + λ2), K = λ1 · λ2.

Dizemos que a imersão tem curvatura média constante quando H for constante.

Definição 1.11. Definimos o vetor curvatura média de f como sendo

−→
H =

1

2
tr(Sη)η (1.1)

onde Sη é o Operador de Weingarten.

Quando M = R3 podemos dar uma interpretação diferente para Sη. Inicialmente, con-

sidere N uma extensão local de η unitaria e local a M. Seja S2 a esfera unitária de R3 e

defina a aplicação normal de Gauss, g :M3 → S2, transladando a origem do campo N para a

origem de R3 e fazendo g(p) = ponto final do transladado de N(q). Como TqM e Tg(q)S2

são paralelos, podemos identificá-los, e vemos que

dgq(x) =
d

dt
(N ◦ c(t))t=0 = ∇xN = (∇xN)T = −Sη(x),

onde c : (−ε, ε) →M é uma curva com c(0)=q e c’(0)=x, e onde usamos que 〈N,N〉 = 1

para garantir que ∇xN = (∇xN)T . Dáı, segue que −Sη é a derivada da aplicação normal de

Gauss.

Definição 1.12. A aplicação definida em TpM por

IIq(x) = 〈Sη(x), x〉 = 〈B(x, x),η〉 = −〈dgq(x), x〉,

é chamada a segunda forma fundamental de M em p.
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Em [8] a segunda forma fundamental é definida como

IIq(x,y) = −〈dgq(x),y〉,

onde x,y ∈ TpM.

Seja x : M → R3 uma imersão de M em R3 e N a aplicação normal de Gauss. Na

referência acima a fórmula de Gauss é dada como segue:

Definição 1.13. Definimos a fórmula de Gauss por

∇0
XY = ∇XY − IIp(X, Y)N,

onde X, Y ∈ X(M), ∇0 e ∇ são as conexões riemannianas de R3 e de M respectivamente.

É importante notar que, considerando a base ortonormal de auto-vetores

Bij = B(ei, ej) = 〈B(ei, ej),η〉η

= 〈Sη(ei), ej〉η

= kiδ
ijη.

onde teremos

|B|2 = BijBij

= (kiδ
ijη)(kiδ

ijη)

=

n∑
i=1

k2i

= |IIq|
2 = tr(Sη(Sη)

t).

Proposição 1.3. Seja f :M2 → R3 uma imersão. Se N é um campo normal unitário à

M e {e1,e2} um referencial ortonormal local, então

|IIq|
2 = |B|2 = −

2∑
i=1

〈
N,∇ei∇eiN

〉
.

Além disso, se {e1,e2} é um referencial geodésico no ponto p ∈ M e H é constante,

teremos
2∑
i=1

〈
ek,∇ei∇eiN

〉
= 0,

para todo n ∈ {1,2}.
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Demonstração. Considere a aplicação SN(h) = −∇hN e observe que

S
N
(ei) =

∑
i,j

aijej,

sendo aij = −〈∇eiN, ej〉. Dáı, como nossa base é ortonormal

||σ||2 =
∑
i,j

aii =
∑
i,j

〈∇eiN, ej〉〈∇ejN, ei〉. (1.2)

Note que 〈N, ei〉 = 0 para todo i = 1, · · · ,n. Assim obtemos que 〈∇ejN, ei〉 = −〈N,∇ejei〉.

Veja que SN é autoadjunta, donde temos

||σ||2 =

2∑
i,j=1

〈∇eiN, ej〉2.

Por outro lado,

2∑
i=1

〈∇eiN,∇eiN〉 =
n∑
i=1

(
2∑

j,k=1

〈∇eiN, ej〉〈ej, ek〉

)

=

2∑
i,j=1

(
〈∇eiN, ej〉

)2
= ||σ||2.

Além disso, derivando a igualdade 〈∇eiN,N〉 = 0 tem-se que

0 = ei〈∇eiN,N〉 = 〈∇ei∇eiN,N〉+ 〈∇eiN,∇eiN〉,

isto é,

−

2∑
i=1

〈∇ei∇eiN,N〉 =
2∑
i=1

〈∇eiN,∇eiN〉.

Portanto

||σ||2 =

2∑
i,j=1

〈∇eiN, ej〉2 =
2∑
i=1

〈∇eiN,∇eiN〉 = −

2∑
i=1

〈∇ei∇eiN,N〉,

e segue o primeiro resultado.

Agora, sabendo que

nH = tr(SN) =
∑
i

aii,

ganhamos

nH =

n∑
i=1

〈∇eiei,N〉.

Utilizando este fato e usando que H é constante conclúımos que

2∑
i=1

〈∇ei∇eiN, ek〉 = 0, ∀k = 1, 2.
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Definição 1.14. Seja Ω ⊂ M2 um domı́nio suave compacto contido na superf́ıcie M2.

Dizemos que Ω é convexo, se II∂Ω(x, x) > 0 para todo vetor tangente a fronteira de Ω.

Exemplo 1.7. Considere B a bola fechada de R3. Claramente temos ∂B = S2 e IIq(v, v) =

1 > 0 para todo v ∈ TpM, onde |v| = 1.Veja [3, p.169]. Tomando v com norma diferente

de 1 e considerando v
|v|

, teremos

IIp

(
v

|v|
,
v

|v|

)
=

1

|v|2
IIp(v, v) = 1.

Segue que

IIp(v, v) = |v|2 > 0.

Portanto B é um domı́nio convexo.

Definição 1.15. Uma imersão f : M2 → M
3

é geodésica em p ∈ M se para todo

η ∈ (TpM)⊥ a segunda forma fundamental IIη é identicamente nula em p. A imersão f

é totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p ∈M.

Definição 1.16. Uma imersão isométrica f : M2 → M
3

é umb́ılica em p ∈ M se para

η ∈ (TpM)⊥ − {0} existir λ ∈ R tal que

Sη = λ · IdTpM.

A imersão f é totalmente umb́ılica quando for umb́ılica para todo p ∈M.

Observe que M2 é umb́ılica em p ∈M quando k1(p) = k2(p) = 0.

Exemplo 1.8. A inclusão f : S2 → S3 é uma imersão umb́ılica

Proposição 1.4. As calotas esféricas e os discos totalmente geodésicos são superf́ıcies

totalmente umb́ılicas.

Demonstração. Considere a esfera unitária

S2 = {(x,y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}. (1.3)

Se α(t) = (x(t),y(t), z(t)) é uma curva parametrizada em S2, então

2xx ′ + 2yy ′ + 2zz ′ = 0, (1.4)
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o que mostra que o vetor (x,y, z) é normal a esfera no ponto (x,y, z). Desta forma,

considere N(x,y, z) = (−x,−y,−z) um campo de vetores normal unitário como sendo a

orientação em S2. Considere então N(t) restrita a α(t)

N(t) = (−x(t),−y(t),−z(t)). (1.5)

Segue que

dN(x ′(t),y ′(t), z ′(t)) = N ′(t) = (−x ′(t),−y ′(t),−z ′(t)); (1.6)

isto é, dNp(v) = −v para todo p ∈ S2 e para todo v ∈ TpS2. Como

dNp(e1) = −e1, dNp(e2) = −e2,

então k1 = k2 = −1. Portanto, todos os pontos de S2 são umb́ılicos, e em particular os

pontos de uma calota esférica.

Note agora que se Σ é um disco totalmente geodésico, então IIp(v) = −〈dNp(v), v〉 = 0

para todo p ∈ Σ e para todo v ∈ TpΣ. Logo, é direto que dNp(v) = 0 para todo v ∈ TpΣ,

e assim

dNp(e1) = 0 = 0 · e1, dNp(e2) = 0 · e2,

o que nos dar k1 = k2 = 0, onde fica provado que os discos totalmente geodésicos são

totalmente umb́ılicos.

Proposição 1.5. Se todos os pontos de uma superf́ıcie conexa M2 ⊂ R3 são umb́ılicos,

então M2 está contida em um plano ou em uma esfera.

Demonstração. Veja [3] pág 173.

Agora definiremos o que é uma aplicação conforme.

Definição 1.17. Sejam M e M duas superf́ıcies suaves. Um difeomorfismo ϕ :M→M

é chamado uma aplicação conforme se para todo p ∈M e quaisquer v1, v2 ∈ TpM temos

〈dϕp(v1),dϕp(v1)〉ϕ(p) = λ
2〈v1, v2〉p,

onde λ2 é uma função diferenciável em M que nunca se anula.

Exemplo 1.9. Toda imersão isométrica é um exemplo de aplicação conforme, onde con-

sideramos λ2 = 1.
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1.2 Gaus-Bonnet

Nesta seção apresentaremos o teorema de Gaus-Bonnet, que é provavelmente o teorema

mais profundo na geometria diferencial das superf́ıcies. Não daremos detalhes a respeito de

sua demonstração, pois focaremos apenas em aplicá-lo. Desta forma, traremos basicamente

seu enunciado e algumas definições importantes.

Para enunciar tal teorema precisamos de algumas noções e definições importantes.

Definição 1.18. Seja w um campo diferenciável e unitário de vetores ao longo de uma

curva parametrizada α : I → S sobre uma superf́ıcie orientada S. Como w(t), t ∈ I, é

um campo de vetores unitário, (dw/dt)(t) é normal a w(t), e portanto

Dw

dt
= λ · (N∧w(t)).

O número real λ = λ(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da derivada

covariante de w em t.

Definição 1.19. Seja C uma curva regular orientada contida em uma superf́ıcie orientada

S, e seja α(s) uma parametrização de C, em uma vizinhança de p ∈ S, pelo comprimento

de arco s. O valor algébrico [Dα ′(s)/ds] = kg da derivada covariante de α(s) é chamado

curvatura geodésica de C em p.

Vamos dar agora a noção de ângulo externo levando em conta uma curva em uma superf́ıcie

M2.

Seja α : [0, l] → M2 uma aplicação cont́ınua de um intervalo fechado [0, l] sobre uma

superf́ıcie suave M2. Dizemos que α é uma curva parametrizada simples, fechada e regular

por partes se:

(1) α(0) = α(l).

(2) t1 6= t2, t1, t2 ∈ [0, l], implica α(t1) 6= α(t2).

(3) Existe uma partição

0 = t0 < t1 < ... < tk = l,

de [0, l] tal que α é diferenciável e regular em cada [ti, ti+1], i = 0, ...,k.

Intuitivamente, isto significa que α é uma curva fechada sem auto-interseções, que deixa

de ter uma reta tangente be definida apenas em um número finito de pontos.
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Os pontos α(ti), i = 1, ...,k, são chamados vert́ıces de α e os traços α([ti, ti+1]) sçao

chamados arcos regulares de α.

Pela condição de regularidade, para cada vértice α(ti) existe o limite à esquerda, i.é.,para

t < ti,

lim
t→ti

α ′(t) = α ′(ti + 0) 6= 0.

Suponha agora que M2 está orientada e seja |θi|, 0 < |θi| 6 π, a menor determinação do

ângulo de α ′(ti−0) e α ′(ti+0). Se θi 6= π, damos a θi o sinal do determinante {α ′(ti−0),

α ′(ti+0), N}. Isto significa que se o vértice α(ti) não é uma ”cúspide”, o sinal de θi é dado

pela orientação de M2. O angulo com sinal θi, −π < θi < π, é chamado ângulo externo no

vértice α(ti).

No caso em que o vértice é uma cúspide, isto é, |θi| = π o sinal é escolhido do seguinte

modo. Usando uma parametrização, o problema fica reduzido ao caso no qual α está contido

em R2, com α(ti) = 0, e α ′(ti−0) está na parte negativa do eixo Ox (logo α ′(ti+0) está na

parte positiva). Para ε > 0 suficiente pequeno, o traço de α restrito a (ti − ε, ti) é o gráfico

de uma função f : (0,−ε ′) → R e o traço de α restrito a (ti, ti + ε) é o gráfico da função

g : (0,−ε”) → R. Como α não tem auto-interseções, ou f(x) > g(x) ou f(x) < g(x), para

todo x em que ambas f e g estão definidas. No primeiro caso, defina θi = π e no segundo,

defina θ(i) = −π.

Considere M2 uma superf́ıcie suave. Dizemos que uma região conexa R ⊂M2 é regular se

R é compacta e sua fronteira ∂R é uma união finita de curvas regulares por partes fechadas(e

simples) que não se intersectam.

Uma triangularização de uma região regular R ⊂ M é uma faḿılia finita T de triângulos

Ti, i = 1, ...,n, onde

(a)
⋃n
i=1 Ti = R.

(b) Se Ti
⋂
Tj 6= 0 para i 6= j, então Ti ∩ Tj é uma aresta comum de Ti e Tj ou um vértice

comum de Ti e Tj.

Proposição 1.6. Toda região regular de uma superf́ıcie regular admite uma triangulação.

Demonstração. Veja [1] pág. 105.

Definição 1.20. Considere M uma superf́ıcie e R uma região de M. A caracteŕıstica de

Euler Poincaré da triangulação é dada por

χ(R) = F− E+ V ,



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 15

onde F é o número de faces, E é o número de arestas e V é o numero de vértices.

Sendo M uma superf́ıcie Compacta com bordo, onde o número de componentes conexas

da fronteira é dada por r, a caracteŕıstica de Euler Poincaré de M é dada por

χ(M) = 2 − 2g− r.

Teorema 1.3. Considere M uma variedade Riemanianna compacta orientável, e sejam

C1 ...,Cn as curvas fechadas, simples e regulares por partes que formam a fronteira ∂M

de M . Suponha que cada C1 é orientada positivamente e sejam θi, ..., θp o conjunto de

ângulos externos das curvas C1,...,Cn. Então,

n∑
i=1

∫
Ci

kg(s) ds+

∫
M

K dM+

p∑
l=1

θl = 2 · π · χ(M),

onde s denota o comprimento de arco de Ci, e a integral sobre Ci significa a soma das

integrais em todos os arcos regulares de Ci.

Demonstração. [3] pág 328.

Corolário 1.1. Considere M uma variedade Riemanianna compacta orientável.Suponha

que ∂M é suave e que a mesma está orientada positivamente.Então,∫
∂M

kg(s) ds+

∫
M

K dM = 2 · π · χ(M),

onde s denota o comprimento de arco de ∂M.

Demonstração. Basta notar que ∂M é suave, e portanto a soma dos ângulos externos é

nula, e portanto segue diretamente.

1.3 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Iremos definir as noções de gradiente e Laplaciano de uma função, a fórmula de Green e

alguns outros resultados relacionados.

Definição 1.21. O gradiente de uma função diferenciável f : M2 → R é o campo ∇f,

definido por

〈∇f(p), v〉 = dfp(v),

para todo v ∈ TpM.
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Proposição 1.7. Se f,g :M2 −→ R são funções diferenciáveis, então

(a) ∇(f+ g) = ∇f+∇g.

(b) ∇(fg) = g · ∇f+ f · ∇g.

Demonstração. Considere X ∈ X(M) portanto temos〈
∇(f+ h),X

〉
= X(f+ h)

= X(f) + X(h)

=
〈
∇f,X

〉
+
〈
∇h,X

〉
=

〈
∇f+∇h,X

〉
.

Agora provaremos o segundo item. Ora,〈
∇(fh),X

〉
= X(fh)

= fX(h) + hX(f)

=
〈
f∇h,X

〉
+
〈
h∇f,X

〉
=

〈
f∇h+ h∇f,X

〉
.

Isto conclui a prova da proposição.

Definição 1.22. Seja X um campo vetorial em M2. A divergência de X é a função suave

X :M2 → R dada por

divX = tr{v 7→ (∇vX)(p)},

onde v ∈ TpM e tr é o traço do operador dado entre chaves.

Proposição 1.8. Sejam X,Y campos vetoriais suaves sobre M2 e f :M2 → R uma função

suave. Então,

(a) div(X+ Y) = divX+ divY.

(b) div(fX) = fdivX+ 〈∇f,X〉.

Demonstração. A prova do primeiro item segue do seguinte cálculo

div(X+ Y) = tr{Z→ ∇Z(X+ Y)}

= tr{Z→ (∇ZX+∇ZY)}

= tr{Z→ ∇ZX}+ tr{Z→ ∇ZY}

= divX+ divY.
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Agora tratamos do segundo item. Sendo {ei} um referêncial, teremos

div(fX) =
〈
∇eifX, ei

〉
=

〈
ei(f)X+ f∇eiX, ei

〉
=

〈
ei(f)X, ei

〉
+
〈
f∇eiX, ei

〉
=

〈
ei(f)ei,X

〉
+ f
〈
∇eiX, ei

〉
=

〈
∇f,X

〉
+ f · divX.

Teorema 1.4 (Divergência). Seja M̃3 uma variedade Riemanniana compacta orientável,

e X ∈ χ(M̃). Se M̃n+1 tem bordo ∂M̃ = M2, munida com a orientação e a métrica

induzida pela inclusão i :M2 → M̃3, e v denota o normal unitário exterior à M̃3 ao longo

de M2, então

∫
M̃

divX dM̃ =

∫
M

〈X, v〉 dM.

Demonstração. Esse teorema é uma consequência imediata do Teorema de Stokes para

variedades. A demonstração do Teorema de Stokes pode ser encontrada em [7].

Definição 1.23. Seja f : M2 → R uma função suave. O Laplaciano de f é a função

∆f :M2 → R dada por

∆f = div(∇f).

Proposição 1.9. Seja f :M2 → R uma função suave em M2, e {e1, e2, e3} um referencial

geodésico em p ∈M2. Então,

∆f =

2∑
j=1

ei(ej(f)).

Demonstração. Note que ∆f = div(∇f), onde ∇f =
∑2
i=1 ei(f)ei e que ∇eiei = 0. Assim

∆f = div(∇f)

=

2∑
i=1

{ei(ei(f)) − 〈∇eiei,∇f〉}

=

2∑
i=1

{ei(ei(f)) − (∇eiei)f

=

2∑
i=1

ei(ei(f).
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Teorema 1.5 (Primeira identidade de Green). Seja M̃3 uma variedade Riemanniana

compacta orientável, e X ∈ χ(M̃). Se M̃3 tem bordo ∂M̃ =M2, munida com a orientação

e a metrica induzida pela inclusão i :M2 → M̃3. Se f,g : M̃3 → R são funções suaves, e

v denota o normal unitário exterior a M̃3 ao longo de M2, então

∫
M̃

〈∇f,∇g〉 dM+

∫
M̃

f∆g dM̃ =

∫
M

f
∂g

∂v
dM.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema da divergência e da definição de divergente

considerando o seguinte campo X = f · ∇g.

1.4 Variações de área e volume

Nessa seção, falaremos da primeira e segunda variações de área e da variação de volume.

Por simplicidade, faremos as fórmulas de variação para o caso em que a imersão tem contra-

doḿınio R3.

Definição 1.24. Uma variação de uma imersão X : M → R3 é uma aplicação dife-

renciável X : M × (−ε, ε) → R3 tal que, ∀t ∈ (−ε, ε), Xt : M → R3 dada por

Xt(p) = X(p, t) é uma imersão para todo t. Além disso, para t = 0,X0 = X. Dado

p ∈M, o campo de vetores variacional da variação Xt é definido por:

ξ(p) =
∂X

∂t
(p, t).

Suponha M uma superf́ıcie compacta e considere a área A(t) de M, induzida pela imersão

Xt:

A(t) =

∫
M

dMt.

Desta forma, podemos enunciar a primeira variação de área como segue:

Teorema 1.6 (Primeira Variação de Área). A função A é diferenciável em t = 0, e vale

A ′(0) = −2

∫
M

H〈N, ξ〉dM−

∫
∂M

〈v, ξ〉ds,

onde v é o vetor conormal interno de M ao longo de ∂M e H é a curvatura média da

imersão.
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Demonstração. Considere o referencial geodésico {e1,e2} em torno de um ponto p ∈ M

e sejam E1, E2 campos vetoriais ao longo da variação X que estendem e1 e e2 em uma

vizinhança de p, respectivamente. Então,

dAt =
(
|(dXt)p(e1)|

2|(dXt)p(e2)|
2 − 〈(dXt)p(e1), (dXt)p(e2)〉2

) 1
2

=
√
E(p, t)G(p, t) − F(p, t)2,

onde E, F e G são os coeficientes das primeira forma fundamental da imersão Xt. Uma

vez que M é compacta, o teorema da dependência do parâmetro e o fato de que E(p, 0) =

|E1(p, 0)|2 = 1, E(p, 0) = |E2(p, 0)|2 = 1 e 〈E1(p, 0),E2(p, 0)〉 = 0 nos dá que

A ′(0) =

∫
M

d

dt

∣∣∣∣
t=0

√
E(p, t)G(p, t) − F(p, t)2dM

=
1

2

∫
M

E ′(p, 0)G(p, 0) + E(p, 0)G ′(p, 0) − 2F(p, 0)F ′(p, 0)

E(p, 0)G(p, 0) − F(p, 0)2
dM

=
1

2

∫
M

(E ′(p, 0) +G ′(p, 0))dM.

Denote por Ẽ1 e Ẽ2 dois campos de vetores ao longo de X estendendo E1 e E2. Para o

primeiro coeficiente E teremos que

E(p, t) = 〈(dXt)p(E1(p, t)), (dXt)p(E1)(p, t)〉 =
〈
Ẽ1(p, t), Ẽ2(p, t)

〉
.

Desta forma,

d

dt
(E(p, t))

∣∣∣∣
t=0

= 2.

〈
D

dt
(Ẽ1(p, 0)), Ẽ1(p, 0)

〉
= 2.

〈
D

dt
(Ẽ1(p, 0)), (dXt)p(e1)

〉
Sendo [·,·] o colchete de Lie na variedade produto M× (−ε, ε), temos que

[
(E1(p), 0)(0,

∂

∂t
)

]
= 0.

Então,

[
((dXt)p(E1(p), 0), (dXt)p(0,

∂

∂t
)

]
= 0

e

∇0
∂X
∂t (p,t)

(dXt)pE1(p) = ∇0
Ẽ1(p,t)

∂X

∂t
(p, t),
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onde ∇0 é a conexão de Levi-Civita para R3. Em t = 0, nós obtemos

∇0
ξ(p)Ẽ1 = ∇0

Ẽ1(p,0)

∂X

∂t
.

Agora a fórmula de Gauss em [8] nos dá que

∇0
e1
E1 = ∇e1E1 + β(e1, e1)N,

onde ∇ é a coneção induzida de M, β é a segunda forma fundamental de X e N é uma

orientação em M, no caso dada pela aplicação normal de Gauss.

Decompondo ξ na forma ξT +ξ⊥ onde temos a parte normal e a parte tangente, então〈
∇Ẽ1(p,0)

∂X

∂t
(p, 0), (dXp)(e1)

〉
= 〈∇e1ξ, (dXp)(e1)〉

= e1 〈ξ,dX(E1)〉−
〈
ξ(p),∇0

e1
E1
〉

= e1
〈
ξT ,dX(E1)

〉
+ e1

〈
ξ⊥,dX(E1)

〉
−

〈ξ(p),∇e1E1〉− 〈ξ(p),β(e1, e1)N〉

= e1
〈
ξT ,dX(E1)

〉
−
〈
ξT ,∇e1E1

〉
−

β(e1, e1) 〈ξ,N〉

=
〈
∇e1 ξ̃, e1

〉
− β(e1, e1) 〈ξ,N〉

onde ξ̃ ∈ x(M) e dXp(ξ̃p) = ξ
T
p.

Assim, teremos

E ′(p, 0) = 2.
〈
∇e1 ξ̃, e1

〉
− 2 · β(e1, e1) 〈ξ,N〉 .

Analogamente obtemos

G ′(p, 0) = 2.
〈
∇e2 ξ̃, e2

〉
− 2.β(e2, e2) 〈ξ,N〉 .

Logo

E ′(p, 0) +G ′(p, 0) = 2 · div(ξ̃) − 4H〈ξ,N〉.

Desta forma, usando o teorema da divergência obtemos

A ′(0) =

∫
M

div(ξ̃) − 2H〈ξ,N〉dM

= −

∫
∂M

〈
v, ξ̃
〉
ds− 2.

∫
M

H 〈N, ξ〉dM

onde v é o vetor conormal unitário de M ao longo da fronteira.
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Quando o conormal aponta para fora temos a seguinte expressão:

A ′(0) = −2

∫
M

H〈N, ξ〉dM+

∫
∂M

〈v, ξ〉ds.

Agora, para todo t ∈ (−ε, ε) definimos o volume ”delimitado”pela imersão Xt como sendo

V(t) =
1

3

∫
M

〈Xt,N(t)〉dMt,

onde N :M × (−ε, ε) → R3 é uma aplicação diferenciável que define uma orientação sobre

Xt.

Teorema 1.7 (Primeira Variação de Volume). A função V é diferenciável em t = 0, onde

teremos

V ′(0) =

∫
M

〈N, ξ〉dM,

onde ξ é o campo variacional.

Demonstração. Veja [8].

Teorema 1.8. Seja φ : M −→ Rn+1 uma imersão de uma superf́ıcie compacta M e

f ∈ C∞(M) satisfazendo ∫
M

f dM = 0.

Então existe uma variação Φ que preserva volume, onde o campo variacional é dado por

ξ = fN.

Demonstração. Considere φ : M −→ Rn+1 tal imersão e Φ : M × (−ε, ε)2 −→ Rn+1, a

variação dada por

Φ(p, t, s) = φ(p) + (tf(p) + sg(p))N(p),

onde g ∈ C∞(M) satisfaz ∫
M

g dM 6= 0.

Desta forma,

V(t, s) =
1

n+ 1

∫
M

〈Φ,N〉dMt,s

=
1

n+ 1

∫
M

〈φ+ (tf+ sg)N,N〉dMt,s

=
1

n+ 1

∫
M

(〈φ,N〉+ 〈(tf+ sg)N,N〉)dMt,s

=
1

n+ 1

∫
M

(〈φ,N〉+ tf+ sg) dMt,s.

(1.7)
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Calculando as derivadas parciais com respeito a t e s, obtemos

∂V

∂t
(t, s) =

1

n+ 1

(∫
M

f dMt,s +

∫
M

(〈φ,N〉+ tf+ sg) ∂
∂t
dMt,s

)
e

∂V

∂s
(t, s) =

1

n+ 1

(∫
M

g dMt,s +

∫
M

(〈φ,N〉+ tf+ sg) ∂
∂s
dMt,s

)
.

Agora, ao aplicarmos em t = s = 0 teremos:

∂V

∂t
(t, s) = 0,

∂V

∂s
(t, s) =

1

n+ 1

∫
M

g dM 6= 0.

Assim, como V é de classe Ck, k > 1, teremos pelo teorema da função impĺıcita, dado

em [11], que existe I × J vizinhança de (0, 0) e uma função ϕ : I → J, também de classe

Ck, onde ϕ é o gráfico de V, com ϕ(0) = 0. Dáı, V(t,ϕ(t)) = c, onde consideramos

V(0, 0) = c.

Desta forma, considere a variação dada por

Φ(p, t,ϕ) = φ(p) + tf(p)N(p) +ϕ(t)g(p)N(p)

Claramente tal variação preserva volume. Note agora que

V ′(t,ϕ(t)) =
∂V

∂t
.1 +

∂V

∂s
.ϕ ′(t).

Em t = 0 iremos ter

0 = V ′(t,ϕ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
∂V

∂t
(0).1 +

∂V

∂s
(0).ϕ ′(0)

= ϕ ′(0).
1

n+ 1

∫
M

g dM.

Segue que ϕ ′(0) = 0.

Logo,

ξ(p) =
∂

∂t
Φt(p)

∣∣∣∣
t=0

= fN+ϕ ′(0)fN

= fN,

donde segue o resultado.

Considere a imersão φ : M −→ B ⊂ Rn+1 e Φ : M × (−ε, ε) −→ Rn+1 uma variação

para tal imersão, onde φ(intM) ⊂ intB , φ(∂M) ⊂ ∂B e B é um conjunto convexo de

Rn+1.
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Definição 1.25. Dizemos que a variação Φ é admisśıvel quando Φt(intM) ⊂ intB e

Φt(∂M) ⊂ ∂B, para todo t ∈ (−ε, ε).

Definição 1.26. Dizemos que a imersão φ é estacionária se A ′(0) = 0 para toda variação

admisśıvel Φ que preserva volume.

Teorema 1.9. Considere φ : M −→ B ⊂ Rn+1 uma imersão com curvatura média

constante H e uma variação admisśıvel de φ que preserva volume. Então,

A ′′(0) =

∫
M

f∆f− |A|2f2 dM−

∫
∂M

f
∂f

∂v
II∂B(N,N)f2 dl,

onde N é normal a M e v é normal a fronteira apontando para fora.

Demonstração. [8]

1.5 Superf́ıcies CMC com bordo livre

Seja Ω ⊂ R3 e considere S ⊂ Ω uma superf́ıcie compacta com ∂S 6= 0, onde ∂S ⊂ ∂Ω.

Definição 1.27. Dizemos que S é uma superf́ıcie CMC com bordo livre quando a curva-

tura média H é constante e S intersecta ∂Ω ortogonalmente.

Exemplo 1.10. O catenóide cŕıtico pode ser definido analiticamente como a imagem da

aplicação conforme ϕ : (t, θ) ∈ [−t0, t0]× S1

7→ a0cosh(t)cos(θ)e1 + a0cosh(t)sen(θ)e2 + a0te3 ∈ R3

onde {e1, e2, e3} é uma base ortonormal de R3.

A constante t0 é a única solução positiva da equação tsenh(t) = cosh(t), enquanto

que a0 = (t0cosh(t0))
−1.

Estas constantes são escolhidas de tal maneira que a aplicação ϕ é conforme e a sua

imagem é um pedaço de um catenóide em B, encontrando ∂B ortogonalmente, e cujo eixo

de simetria é a reta gerada pelo vetor e3.

Veja abaixo uma ilustração que representa bem o catenóide cŕıtico imerso na bola

B ⊂ R3.
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A

Figura 1.1: Catenóide

Exemplo 1.11. O disco equatorial plano, onde o mesmo é dado pela interseção da bola

fechada de R3 com um hiperplano passando pela origem.

B

Figura 1.2: Disco equatorial

Exemplo 1.12. As calotas esféricas.

C

Figura 1.3: Calota esférica

Teorema 1.10. Considere φ : M2 −→ B ⊂ R3 uma imersão, onde φ(intM) ⊂ intB,

φ(∂M) ⊂ ∂B e B é a bola fechada de R3. φ é estacionária para toda variação normal se,
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e somente se, φ tem curvatura média constante e bordo livre.

Demonstração. Note que

A ′(0) = −

∫
M

2 ·H〈N, ξ〉 dM+

∫
∂M

〈v, ξ〉 ds

e

V ′(0) =

∫
M

〈N, ξ〉dM.

Usando os multiplicadores de Lagrange, temos que existe λ ∈ R tal que

A ′(0) = λ.V ′(0).

Dáı, teremos

−

∫
M

2 ·H〈N, ξ〉 dM+

∫
∂M

〈v, ξ〉 ds = λ.

∫
M

〈N, ξ〉dM.

E asśım ∫
M

(λ+ 2H)〈N, ξ〉 dM =

∫
∂M

〈v, ξ〉 ds.

Note agora que, se p ∈ ∂M entao ξ(p) =
∂Φ

∂t
|t=0 é um vetor tangente a fronteira, pois

Φp : (−ε, ε)→ ∂B. Como v é normal a fronteira então teremos 〈v, ξ〉 = 0. Se tomarmos

ξ = (λ+ 2H)N, obteremos∫
M

(λ+ 2H)〈N, (λ+ 2H)N〉 dM = 0 =⇒
∫
M

(λ+ 2H)2dM = 0.

Como (λ+ 2H)2 > 0 e a integral acima é nula, então obrigatoriamente deveremos ter

(λ+ 2H)2 = 0 =⇒ λ+ 2H = 0 =⇒ H = −
λ

2
.

Segue que a imersão tem curvatura média constante e bordo livre. Reciprocamente,

suponha que Φ(M) encontra ∂B ortogonalmente. Asśım, é direto que 〈v, ξ〉 = 0.

Desta forma, como V ′(0) = 0, pois a variação preserva volume, eH é constante teremos

A ′(0) = −

∫
M

2H〈N, ξ〉 dM+

∫
∂M

〈v, ξ〉 ds

= −2H

∫
M

〈N, ξ〉 dM

= −2H · V ′(0)

= −2H.0

= 0.

Portanto, segue o resultado.
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1.6 Estabilidade

Definição 1.28. A imersão φ é estável se A ′′(0) > 0 para toda variação normal ad-

misśıvel Φ que preserva volume.

Seja F = {f ∈ H1(M) :
∫
M
fdM = 0}, onde H1(M) denota o espaço de Sobolev com

respeito a M. Levando em conta a variação Φ dada por (1.7), temos a seguinte definição.

Definição 1.29. A forma ı́ndice Q de φ é uma forma bilinear simétrica que toma valores

em H1(f) e é definida como

Q(f, f) =

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2 dM−

∫
∂M

II∂B(N,N)f2 dl.

Proposição 1.10. Seja φ uma imersão estacionária.Então φ é estável se, e somente se,

I(f, f) > 0 para toda f ∈ F.

Demonstração. Seja φ : M −→ B ⊂ R3 uma imersão e Φ uma variação admisśıvel que

preserva volume. Desta forma, a fórmula da primeira variação de área nos dá que:

A ′′(0) = −

∫
M

f∆f+ |A|2f2 dM+

∫
∂M

f
∂f

∂v
− II∂B(N,N)f2 dl > 0

A primeira fórmula de Green nos dá que

∫
M

〈∇f,∇g〉 dM+

∫
M

f∆g dM =

∫
∂M

∂f

∂v
g dl.

Asśım, teremos

−

∫
M

f∆g dM =

∫
M

〈∇f,∇g〉 dM−

∫
∂M

∂g

∂v
f dl.

Trocando g por f e substituindo na expressão para a segunda derivada no zero, obte-

remos

A ′′(0) =

∫
M

|∇f|2 dM−

∫
∂M

∂f

∂v
f dl−

∫
M

|A|2f2 dM

+

∫
∂M

f
∂f

∂v
dl−

∫
∂M

II∂B(N,N)f2 dl.

=

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2 dM−

∫
∂M

II∂B(N,N)f2 dl

= Q(f, f) > 0.
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Reciprocamente, suponha Q(f, f) > 0 para toda f ∈ F. Como
∫
M
f dM = 0, então

existe uma variação normal Φ de φ, admisśıvel preservando volume, onde

A ′′(0) = Q(f, f) > 0.



Caṕıtulo 2

Melhorando o Teorema de Ros e

Vergasta

Ros e Vergasta estudaram hipersuperf́ıcies CMC estáveis imersas com bordo livre em

doḿınios convexos compactos Mn+1 de Rn+1. Uma questão muito natural, que ainda está

em aberto, no caso de Mn+1 ser uma bola fechada B ⊂ Rn+1 é perguntar se as únicas

hipersuperf́ıcies CMC estáveis compactas orientáveis imersas com bordo livre em B ⊂ Rn+1

são as totalmente umb́ılicas. Para n = 2, Ros e Vergasta em [9] deram uma resposta parcial, e

neste caṕıtulo, o nosso principal objetivo é apresentar o que Ivaldo Nunes [5] fez para melhorar

tal resultado.

Teorema 2.1 (A.Ros e E.Vergasta, [9]). Seja B ⊂ R3 uma bola fechada. Se Σ ⊂ B é uma

superf́ıcie CMC estável compacta orientável com bordo livre, então ∂Σ é mergulhada e as

únicas possibilidades são:

(i) Σ é um disco totalmente geodésico.

(ii) Σ é uma calota esférica.

(iii) Σ tem gênero 1, com no máximo duas componentes de fronteira.

Demonstração. Veja que II(N,N) = 1 e o Lema 2, em [9], afirma que kv = 1 em ∂M.

Neste caso, a estimativa dada pela equação 10 ([9], pág. 26), pode ser melhorada para

4π

(
4 − 2g+ 2

[
g+ 1

2

]
− r

)
> 4H2A+ 3L > 3

(
H2A+ L

)
. (2.1)

28
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Pela Proposição 3, em [9], temos que H2A+ L > 2π, o que nos dá

4π

(
4 − 2g+ 2

[
g+ 1

2

]
− r

)
> 6π.

Organizando os termos temos que

8 + 4

[
g+ 1

2

]
− 4g− 2r > 3.

De maneira análoga ao que foi feito no Teorema Teorema 5, em [9], faremos uma análise

quando gênero g for par, e quando for ı́mpar.

Primeiro caso: Se g for par então 2

[
g+ 1

2

]
= g. Dáı

3 < 8 + 2g− 4g− 2r

⇔5 > 2 (g+ r) .

Aqui, se g = 0 então r = 1 ou 2 se g = 2, temos que r = 0.

Segundo caso: Se g for ı́mpar então 2

[
g+ 1

2

]
= g+ 1. Assim

3 < 8 + 2g+ 2 − 4g− 2r

⇔7 > 2 (g+ r) .

Nesse caso, g só pode ser igual a 1, e assim r = 1 ou 2.

Portanto temos que g = 0 ou 1 e r = 1 ou 2. Agora para eliminar algumas possibili-

dades iremos supor que ∂M não é mergulhada e chegaremos em uma contradição.

Ainda pela Proposição 3, em [9], temos que H2A + L > 4π, e usando 2.1, ganhamos

que

4π

(
4 − 2g+ 2

[
g+ 1

2

]
− r

)
> 3 (4π) ,

o que é equivalente a

4 − 2g+ 2

[
g+ 1

2

]
− r > 3.

Novamente, analisaremos o caso em que g é par e o caso em que g é ı́mpar.

Primeiro caso: Se g for par então 2

[
g+ 1

2

]
= g. Dáı

3 < 4 − 2g+ g− r

⇔1 > g+ r.

Isso nos mostra que g = 0 e r = 0, o que não pode acontecer, já que ∂M é não vazia.



Caṕıtulo 2. Melhorando o Teorema de Ros e Vergasta 30

Segundo caso: Se g for ı́mpar então 2

[
g+ 1

2

]
= g+ 1. Dáı

3 < 4 − 2g+ g+ 1 − r

⇔2 > g+ r.

Assim temos que g = 1 e r = 0 o que não pode acontecer, pois a ∂M é não vazia.

Devemos provar que os discos totalmente geodésicos e calotas esféricas são as únicas

superf́ıcies estáveis estacionárias com gênero g = 0. Seja p0 ∈M um ponto onde a função

|φ(p)| atinge seu mı́nimo. Perceba que u 6≡ 0 faz com que 0 6∈ φ(M). Definamos em M

a função

β(p) = 〈φ(p)∧N(p),N0〉,

onde N0 = N(p0) e ∧ denota o produto vetorial em R3. Note que

β(p0) = 〈φ(p0)∧N(p0),N0〉 = 0. (2.2)

Além disso

∇wβ(p0) = 〈w∧N(p0) + φ(p0)∧∇wN(p0),N(p0)〉 = 0,∀w ∈ TpM,

pois φ(p0) 6= 0 implica que φ(p0) é paralelo a N(p0). Logo

∇β(p0) = 0. (2.3)

Pelo Lema 1, em [9], temos que β satisfaz ∆β+ ||σ||2β = 0, sep ∈M,
∂β

∂v
= β, sep ∈ ∂M.

(2.4)

Logo, como β é a solução de uma equação eĺıptica em M, obtemos que β−1(0) é um

conjunto nodal.

Afirmação: β = 0 em M.

De fato, caso contrário o conjunto de ńıvel β−1(0) é um gráfico cujos vértices são os

pontos cŕıticos de β(ver, por exemplo, Anné ([14]) ou cheng([15]). Seja m o número de

componentes conexa Mi de M− β−1(0). Usando o Teorema de Gauss-Bonnet para cada

componente conexa Mi de M− β−1(0), temos∫
Mi

KdA = 2πχ(Mi) −

∫
∂Mi

kgds−
∑
j

θij,
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onde θij denotam os ângulos externos de cada componente da ∂Mi. Somando as equações

acima para todos os i, obtemos∫
M

KdA = 2π

m∑
i=1

χ(Mi) −

m∑
i=1

∫
∂Mi

kgds−

m∑
i=1

∑
j

θij.

Assim, ∫
M

KdA+

∫
∂M

kgds = 2π

m∑
i=1

χ(Mi) −
∑
i,j

θij (2.5)

Como ∂M é suave não temos ângulos externos, a última equação nos dá∫
M

KdA+

∫
∂M

kgds = 2πχ(M). (2.6)

Nesse caso, comparando 2.5 e 2.6 e sabendo que χ(M) = 2 − 2g− r, obtemos que

2π (2 − 2g− r) = 2π

m∑
i=1

χ(Mi) −
∑
i,j

θij. (2.7)

Devemos agora obter uma estimativa para a última soma. De 2.2, há pelo menos duas

linhas nodais de β se cruzando em p0 e formando um sistema equiangular em p0 (ver

[14] ou [15]). Portanto,
∑
i,j

θij é pelo menos 2π que a soma dos ângulos que possuem

p0 6∈ ∂M como vértice. Por outro lado, em cada componente conexa Γk,k = 1, · · · , r,de

∂M, escolhendo uma parametrização de comprimento de arco orientada positivamente γk

temos φ∧N = −γ ′
k. Lembrando que estamos usando que M é de fronteira livre. Assim,

pelo Teorema Fundamental do Cálculo∫
Γk

βds = −

∫
Γk

〈γ ′k,N0〉 = 0,

pois γk é uma curva fechada e segue que β tem pelo menos dois zeros em cada componente

conexa Γk. Cada ponto de β−1(0)∩γi contribui com pelo menos π para a soma de
∑
i,j

θij

na última equação. Levando em consideração todos estes valores e o anterior obtido em

p0 obtemos a estimativa ∑
i,j

θij > 2π(1 + r).

Comparando isso com a equação 2.7, temos o seguinte

2π (2 − 2g− r) = 2π

m∑
i=1

χ(Mi) −
∑
i,j

θij 6 2π

m∑
i=1

χ(Mi) − 2π (1 + r)

donde temos,

2 − 2g− r 6
m∑
i=1

χ(Mi) − 1 − r,
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Assim,
m∑
i=1

χ(Mi) > 3 − 2g.

Note que cada componente conexa Mi é homeomorfa a um disco, pela caracteŕıstica de

Euler χ(Mi) = 1 para cada i. Se assumirmos que M tem gênero g = 0, segue-se que

M − β−1(0) tem pelo menos três componentes conexas. Sejam M1 e M2 duas destas

componentes conexas. Assim, sejam β1,β2 :M→ R definidas por

β1(p) =

 β(p), se p ∈M1

0, se p ∈M−M1

e β2(p) =

 β(p), se p ∈M2

0, se p ∈M−M2

Tendo em mente que II(N,N) = 1 e usando o Teorema da Divergência na forma do ı́ndice

para a função β1, temos que

I(β1,β1) =

∫
M

(
〈∇β1,∇β1〉− ||σ||2β2

1

)
dA−

∫
∂M

β2
1ds

=

∫
M

(
〈∇β,∇β1〉− ||σ||2β1β

)
dA−

∫
∂M

β1βds

= −

∫
M

(
β1∆β+ ||σ||2β1β

)
dA+

∫
∂M

(
β1
∂β

∂v
− β1β

)
ds

= −

∫
M

β1

(
∆β+ ||σ||2β

)
dA+

∫
∂M

β1

(
∂β

∂v
− β

)
ds,

pois β1 se anula em M−M1. De 2.4 tem-se que

I(β1,β1) = 0.

De maneira similar, mostra-se que I(β2,β2) = 0. Mais ainda, como β1 e β2 se anulam

em conjuntos complementares, obtemos que I(β1,β2) = 0.

Supondo sem perda de generalidade que
∫
M
β2dA 6= 0. Seja β = β1 + aβ2, onde

a = −

∫
M
β1dA∫

M
β2dA

. E assim, pelo que analisamos anteriormente temos que

I(β,β) = I(β1,β1) + 2aI(β1,β2) + a
2I(β2,β2) = 0.

Sendo φ estacionário estável, e do Lema ?? segue que βN é um campo de Jacobi e assim

∆β+ ||σ||2β = constante. (2.8)

Como β desaparece fora de M1 ∪M2 e 2.8 é uma equação eĺıptica, o Teorema da

Continuação única (ver [17]) nos dá β ≡ 0 em M. Isso implica que β ≡ 0. Assim,

0 = 〈φ(p)∧N(p),N0〉 = −〈φ(p)∧N0,N(p)〉.
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Portanto, o vetor W(p) = φ(p)∧N0 ∈ TpM, ∀p ∈M. Considerando o campo de vetores

V em R3 dado por V(x) = x∧N0. V é um campo de Killing, pois é gerado a partir de um

grupo a um parâmetro de isometrias de R3, sendo elas as rotações. Ao longo de φ(M) a

restrição de V coincide com W, então M é uma superf́ıcie de rotação ao redor do eixo N0

com ponto fixo p0, e então M deve ser homeomorfa a um disco. A conclusão segue de um

Teorema de Nitsche ([16]).

Para melhorar o teorema acima, Ivaldo Nunes [5] mostrou que o item (iii) não ocorre.

Mais ainda, mostrou que o gênero é zero.

Antes de fazermos isso, provaremos um lema técnico envolvendo a equação de Jacobi, que

ajudará nessa demonstração.

Lema 2.1. Seja X : M2 → R3 uma imersão com curvatura média constante H e v um

vetor unitário fixo em R3. Então a função f = 〈v,N〉 satisfaz a equação de Jacobi, ou

seja,

∆f+ |A|2f = 0.

Demonstração. Seja p ∈M2 e {e1, e2} um referêncial geodésico em p, ou seja, ∇eiej(p) =

0, ∀ i, j = 1, 2. Desta forma teremos

∆f =

2∑
j=1

ej(ej 〈v,N〉)(p)

=

2∑
j=1

ej(
〈
∇ejv,N

〉
+
〈
v,∇ejN

〉
)

=

2∑
j=1

ej(
〈
v,∇ejN

〉
)

=

2∑
j=1

〈
∇ejv,∇ejN

〉
+
〈
v,∇ej∇ejN

〉
=

2∑
j=1

〈
v,∇ej∇ejN

〉
=

〈
v,

2∑
j=1

∇ej∇ejN

〉
.

Agora, note que como {e1, e2,N} é uma base ortonormal para R3, então

v = 〈v, e1〉e1 + 〈v, e2〉e2 + 〈v,N〉N.
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Logo,

〈
v,

2∑
j=1

∇ej∇ejN

〉
=

〈
〈v, e1〉e1 + 〈v, e2〉e2 + 〈v,N〉N,

2∑
j=1

∇ej∇ejN

〉

= 〈v, e1〉
2∑
j=1

〈
e1,∇ej∇ejN

〉
+ 〈v, e2〉

2∑
j=1

〈
en,∇ej∇ejN

〉
+

〈v,N〉
2∑
j=1

〈
N,∇ej∇ejN

〉
.

Como H é constante, usando a proposição 1.3 obtemos

2∑
j=1

〈
v,∇ej∇ejN

〉
= 〈v,N〉

2∑
j=1

〈
N,∇ej∇ejN

〉
= −〈v,N〉|A|2

= −f|A|2.

Portanto,

∆f+ |A|2f = −f|A|2 + |A|2f

= 0.

Proposição 2.1 (Lema de estabilidade, [5]). Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio convexo compacto.

Se Σ ⊂ Ω é uma superf́ıcie CMC estável compacta orientável imersa com bordo livre

então,

Q0(f, f) =

∫
∑ |∇f|2 − |A|2f2da > 0,

para toda f tal que f = 0 em ∂Σ.

Demonstração. Considere {e1, e2, e3} uma base ortonormal de R3 e defina ui(x) = 〈ei,N(x)〉

onde x ∈ Σ, ∀i = 1, 2, 3. Pelo Lema dado anteriormente teremos

Lui = 0,

∀i = 1, 2, 3, onde L = ∆∑ + |A|2 é o operador de Jacobi de Σ.
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Considere

Q(f, f) =

∫
∑ |∇f|2 − |A∑|2f2dvol∑ −

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)f2dl.

Substituindo ui obteremos

Q(ui,ui) =

∫
∑ |∇ui|2 − |A∑|2u2

idvol
∑ −

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)u2

idl.

Agora somando em i, para i = 1, 2, 3

Q(ui,ui) =

∫
∑

3∑
j=1

|∇ui|2 − |A∑|2u2
idvol

∑ −

∫
∂
∑

3∑
j=1

II∂Ω(N,N)u2
idl.

Usando que ∆ui + |A|2ui = 0, teremos

0 =

∫
∑ ui∆ui + |A|2u2

i dvol
∑.

Desta forma, usando a fórmula de Green, iremos obter

0 = −

∫
∑ |∇ui|2 dvol∑ +

∫
∂
∑ ui∂ui∂v dl+

∫
∑ |A∑|2u2

idvol
∑.

Já que ∫
∑ ui∇ui dvol∑ = −

∫
∑ |∇ui|2 dvol∑ +

∫
∂
∑ ui∂ui∂v dl.

Assim, ∫
∑ |∇ui|2 dvol∑ −

∫
∑ |A∑|2u2

idvol
∑ =

∫
∂
∑ ui∂ui∂v dl.

Somando em i e em ambos os lados

−

∫
∂
∑

3∑
j=1

II∂Ω(N,N)u2
idl,

chegaremos em

∫
∂
∑

3∑
j=1

(ui
∂ui

∂v
− u2

iII(N,N))dl =

∫
∑

3∑
j=1

(|∇ui|2 dvol∑ − |A∑|2u2
i)dvol

∑ −∫
∂
∑ u2

iII(N,N))dl



Caṕıtulo 2. Melhorando o Teorema de Ros e Vergasta 36

Logo, usando que
∑3
j=1 u

2
i = 1, temos

3∑
j=1

Q(ui,ui) =

∫
∂
∑

3∑
j=1

(ui
∂ui

∂v
− u2

iII(N,N))dl

=
1

2

∫
∂
∑

3∑
j=1

∂u2
i

∂v
dl−

∫
∂
∑

3∑
j=1

II∂Ω(N,N)u2
idl

=
1

2

∫
∂
∑ ∂

∂v
(

3∑
j=1

u2
i)dl−

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)

3∑
j=1

(u2
i)dl

= −

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)

3∑
j=1

(u2
i)dl

= −

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) < 0.

Como essa soma é negativa, vai existir i ∈ {1,2,3} satisfazendo

Q(ui,ui) < 0.

Considere i satisfazendo a desigualdade acima. Como
∑

é estável,
∫∑ ui dvol∑ 6= 0,

pois se
∫
M
ui dvol

∑ = 0, então pela estabilidade de
∑

Q(ui,ui) =

∫
∑

3∑
j=1

|∇ui|2 − |A∑|2u2
idvol

∑ −

∫
∂
∑

3∑
j=1

II∂Ω(N,N)u2
idl > 0.

Suponha então
∫∑ f dvol∑ 6= 0 e considere a função f = c.f onde c =

∫∑ ui dvol∑∫∑ f dvol∑ .

Assim, perceba que

f− ui = c.f− ui,

e desta forma, ∫
Σ

f− ui dvolΣ = c.

∫
Σ

f dvolΣ −

∫
Σ

ui dvolΣ

= 0.

Com isso,

0 6 Q(f− ui, f− ui)

6 Q(f, f) − 2Q(f,ui) +Q(fi,ui)

= c2Q(f, f) − 2Q(f,ui) +Q(ui,ui).
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Vamos agora mostrar que Q(f,ui) = 0. De fato,

Q(f,ui) = Q(c.f,ui)

= c.Q(f,ui)

= c.(

∫
∑∇f.∇ui − |A∑|2fui dvol

∑
−

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)fui dl).

Usando a formula de Green

Q(f,ui) = c.(−

∫
∑(∆ui)f dvol∑ +

∫
∂
∑(
∂ui

∂v
)f dl−

∫
∑ |A∑|2fui dvol

∑
−

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)fui dl).

Organizando e colocando f em evidência chegamos na seguinte expressão

Q(f,ui) = c.(−

∫
∑(∆ui)f+ |A∑|2fui dvol

∑
+

∫
∂
∑(
∂ui

∂v
)f− II∂Ω(N,N)fui dl)

= c.(−

∫
∑ f.((∆ui) + |A∑|2ui) dvol∑

+

∫
∂
∑(
∂ui

∂v
)f− II∂Ω(N,N)fui dl)

= 0

= Q(ui, f),

onde acima usamos que f se anula na fronteira e que Lui = 0. Assim,

0 6 c2Q(f, f) +Q(ui,ui) 6 c
2Q(f, f) =⇒ Q(f, f) > 0.

Portanto, teremos

Q(f, f) =

∫
∑ |∇f|2 − |A|2f2da > 0.

O teorema acima mostra queQ0(f, f) > 0 para toda f que se anula na fronteira,independente

de a mesma possuir média nula ou não.

A proposição abaixo, dada em [10] como um corolário, e o teoremas 2.2 serão usados na

demonstração da primeira parte do teorema (2.3).
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Proposição 2.2 (Corolário 5.8, [10]). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio convexo tal que a segunda

forma fundamental da ∂Ω satisfaz a condição II∂Ω 6 k. Então

2π 6
1

4

∫
M

H2 dM+ k · L.

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, ϕ(M) é uma calota esférica ou um disco

unitário totalmente geodésico.

Teorema 2.2 (Teorema 7.2,[4]). Seja M uma superf́ıcie Riemanniana compacta com

bordo de gênero g e com r componentes conexas de bordo. Então, existe um aplicação

conforme f :M→ D2 com grau menor do que ou igual a g+ r.

O resultado abaixo nos dar um argumento de balanceamento que nos permite usar as

funções coordenadas de um difeomorfismo conforme como funções teste.

Proposição 2.3. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta, G o grupo de dife-

omorfismos conformes de Sn, e seja ϕ uma imersão de M em Sn ⊂ Rn+1. Existe f ∈ G

tal que ψ = f ◦ϕ = (ψ1, ...,ψn) satisfazendo∫
M

ψi dM = 0,

∀i = 1, ...,n, onde G denota o grupo de difeomorfismos conformes de Sn.

Demonstração. Veja [19] pág 274. ou [20] Teorema 7.6 pág. 240.

De posse do Lema de estabilidade, das Proposições 2.2 e 2.3, podemos ir direto para a

prova do teorema 2.3.

Teorema 2.3. Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio convexo compacto suave. Suponha que a segunda

forma fundamental II∂Ω de ∂Ω satisfaça a condição de piçamento

k.h 6 II∂Ω 6
3

2
.k.h,

para alguma constante k > 0, onde h denota a métrica induzida em ∂Ω. Se Σ ⊂ Ω

é uma superf́ıcie CMC estável compacta orientável imersa com bordo livre, então tem

gênero zero e a fronteira tem no máximo duas componentes conexas.
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Demonstração. Pelo Teorema 2.2 existe uma aplicação conforme ψ : Σ→ D2 ⊂ R2 de grau

máximo g + r, onde D2 é o disco fechado unitário. Suponha ψ = (ψ1,ψ2,ψ3) : Σ → S2
+,

já que D2 é conformemente equivalente à S2
+. Além disso, a energia de Dirichlet é tal que∫

∑ |∇ψ|2 dvol∑ 6 4π(g+ r). (2.9)

Usando um difeomorfismo conforme de S2
+, podemos tomar∫

∑ψi dvol∑ = 0,

∀i = 1, 2.

Pela estabilidade da imersão teremos que I(ψi,ψi) > 0, ∀i = 1, 2 Asśım,∫
∑ |∇ψi|2 − |A∑|2ψ2

idvol
∑ −

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)ψ2

idl > 0,

i = 1, 2. Desta forma, somando em i obteremos∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)(ψ2

1 +ψ
2
2) dl+

∫
∑ |A∑|2(ψ2

1 +ψ
2
2) dvol

∑ 6
∫
∑ |∇ψ1|

2 + |∇ψ2|
2dvol∑

(2.10)

Note agora que ψ3

∣∣∣∣
∂Σ

= 0, pois ψ(∂Σ) = ∂S2
+. Pela Proposição 2.1, teremos

∫
∑ |∇ψ3|

2 − |A∑|2ψ2
3dvol

∑ > 0 =⇒
∫
∑ |A∑|2ψ2

3dvol
∑ 6

∫
∑ |∇ψ3|

2dvol∑. (2.11)

Somando (2.2) e (2.3) membro a membro, obteremos que∫
∑ |∇ψ1|

2 + |∇ψ2|
2 + |∇ψ3|

2dvol∑ >
∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)(ψ2

1 +ψ
2
2 +ψ

2
3) dl

+

∫
∑ |A∑|2(ψ2

1 +ψ
2
2 +ψ

2
3) dvol

∑.

Portanto, como a imagem da ψ cai na esfera, teremos ψ2
1 +ψ

2
2 +ψ

2
3 = 1, onde∫

∑ |∇ψ|2 =

∫
∑ |∇ψ1|

2 + |∇ψ2|
2 + |∇ψ3|

2dvol∑
>

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑ |A∑|2 dvol∑.

Como |A∑|2 = H2 − 2K,
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∫
∑ |∇ψ|2 =

∫
∑ |∇ψ1|

2 + |∇ψ2|
2 + |∇ψ3|

2dvol∑
>

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 − K dvol∑

=

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ − 2

∫
∑ K dvol∑. (2.12)

Por Gauss Bonnet ∫
∂
∑ kg dl+

∫
∑ K dvol∑ +

∑
θl = 2.π.χ(Σ).

Segue que, como
∑
θl = 0, já que a fronteira não tem ângulos externos, então

−2

∫
∑ K dvol∑ = (−2).2.π.χ(Σ) + 2

∫
∂
∑ kg dl. (2.13)

Substituindo (2.5) em (2.4) iremos obter∫
∑ |∇ψ|2 >

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ − 2

∫
∑ K dvol∑

=

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ − 4.π.χ(Σ) + 2

∫
∂
∑ kg dl.

Em virtude de (2.1)∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ − 4.π.χ(Σ) + 2

∫
∂
∑ kg dl 6 4.π(g+ r).

Agora, pelo fato de que χ(Σ) = 2 − 2g− r,∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ + 2

∫
∂
∑ kg dl 6 4.π.(2 − g).

Note ainda que

kg = 〈γ”,ηxγ ′〉 = 〈γ”,−N〉 = II∂B(γ ′,γ ′) > K.h(γ ′,γ ′) = k.1 = k,

onde η é normal a fronteira, restrita a γ e γ : I → ∂Σ é orientada positivamente e
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parametrizada pelo comprimento de arco. Agora, substituindo em (2.78), obteremos

4.π.(2 − g) >
∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ + 2

∫
∂
∑ kg dl

>
∫
∂
∑ k dl+

∫
∑H2 dvol∑ + 2

∫
∂
∑ k dl

= 3.k

∫
∂
∑ 1 dl+

∫
∑H2 dvol∑

= 3.k.L(∂Σ) +

∫
∑H2 dvol∑

=
1

2

∫
∑H2 dvol∑ + 2.

(
1

4

∫
∑H2 dvol∑ +

3

2
.k.L(∂Σ)

)
.

Pelo fato de que II∂Ω 6
3

2
.k.h, teremos pela proposição 2.2 que

1

4

∫
∑H2 dvol∑ +

3

2
.k.L(∂Σ) > 2.π, (2.14)

onde a igualdade ocorre se, e somente se φ(Σ) é uma calota esférica ou um disco totalmente

geodésico. Asśım, não teriamos mais o que fazer.

Se, porém não ocorrer a igualdade, teriamos

1

4

∫
∑H2 dvol∑ +

3

2
.k.L(∂Σ) > 2.π

e assim,

4.π.(2 − g) >
1

2

∫
∑H2 dvol∑ + 2.

(
1

4

∫
∑H2 dvol∑ +

3

2
.k.L(∂Σ)

)
>

1

2

∫
∑H2 dvol∑ + 4.π

> 4.π.

Segue que g < 1 e portanto g = 0.

Mostremos agora que Σ tem no máximo duas componentes conexas. De fato, se

considerarmos ϕ = (ϕ1,ϕ2,ϕ3) : Σ → S2 a aplicação conforme que é restrição de

ϕ = (ϕ1,ϕ2,ϕ3) : Σ → S2, onde Σ é compacta e é obtida colando um disco em cada

componente conexa de ∂Σ. Irá existir também um difeomorfismo ϕ : S2 → S2 onde∫
∑(ϕ ◦ψ)i dvol∑ = 0,

∀i = 1, 2, 3.

Assim, podemos considerar ϕ satisfazendo∫
∑ϕi dvol∑ = 0.
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Teremos também que∫
∑ |∇ϕ|2 dvol∑ 6 8π

(
1 +

[
g+ 1

2

])
.

Asśım, pela estabilidade da imersão teremos que I(ϕi,ϕi) > 0, ∀i = 1, 2, 3. Assim∫
∑ |∇ϕi|2 − |A∑|2ϕ2

idvol
∑ −

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)ϕ2

idl > 0,

i = 1, 2, 3.

Dáı, somando em i obteremos∫
∂
∑ II∂Ω(N,N)(ϕ2

1 +ϕ
2
2 +ϕ

3
2) dl+

∫
∑ |A∑|2(ϕ2

1 +ϕ
2
2 +ϕ

3
2) dvol

∑ 6
∫
∑ |∇ϕ|2dvol∑.

Segue que∫
∑ |∇ϕ|2dvol∑ >

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑ |A∑|2 dvol∑

=

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ − 2

∫
∑ Kdvol∑

=

∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ − 4.π.χ(Σ)

+ 2

∫
∂
∑ kg dl.

E assim ∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ + 2

∫
∂
∑ kg dl 6

∫
∑ |∇ϕ|2dvol∑

+ 4.π.χ(Σ)

Usando χ(Σ) = 2 − 2g− r, g = 0 e a expresão abaixo∫
∑ |∇ϕ|2 dvol∑ 6 8π

(
1 +

[
g+ 1

2

])
.

Teremos,∫
∂
∑ II∂Ω(N,N) dl+

∫
∑H2 dvol∑ + 2

∫
∂
∑ kg dl 6

∫
∑ |∇ϕ|2dvol∑

+ 4.π.χ(Σ)

6 8π

(
1 +

[
g+ 1

2

])
+ 4.π(2 − 2g− r)

= 8π+ 8π− 4πr

= 16π− 4πr.
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Obteremos assim

16π− 4πr >
1

2

∫
∑H2 dvol∑ + 2.

(
1

4

∫
∑H2 dvol∑ +

3

2
.k.L(∂Σ)

)
.

Desta forma, pela expressão dada em (2.6)

16π− 4πr > 4π =⇒ 4π(4 − r) > 4π.1 =⇒ 4 − r > 1 =⇒ r < 3.

Portanto, segue o resultado.

Agora podemos enunciar o resultado que melhora o teorema dado por Ros e Vergasta.

Teorema 2.4 (Teorema 1.2, [5]). Seja B ⊂ R3 uma bola fechada. Se Σ ⊂ B é uma

superf́ıcie CMC estável compacta orientável imersa com bordo livre, então tem gênero

zero.

Demonstração. Note a priori que II∂B(v, v) = 1 para todo p ∈ S2 e todo v ∈ TpS2, onde

|v| = 1. Veja [3], pág. 169. Desta forma, tomando 2
3
6 k 6 1, a condição de piçamento

para a segunda forma fundamental na fronteira é satisfeita para vetores com norma 1.

Sabendo disso, mostremos para todo vetor v ∈ TpS2. De fato, note que v
|v|

tem norma 1.

Asśım,

k.h

(
v

|v|
,
v

|v|

)
6 II∂Ω

(
v

|v|
,
v

|v|

)
6

3

2
.k.h

(
v

|v|
,
v

|v|

)
m

1

|v|2
k.h(v, v) 6

1

|v|2
II∂Ω(v, v) 6

1

|v|2
3

2
.k.h(v, v)

E desta forma obtemos

k.h(v, v) 6 II∂Ω(v, v) 6
3

2
.k.h(v, v).

Portanto a condição de pinçamento é satisfeita, e o resultado é obtido como esperado.

Como corolário do teorema acima temos o seguinte resultado, que serve como classificação

para para as superf́ıcies CMC compactas estáveis imersas com bordo livre na bola fechada

unitária de R3.

Corolário 2.1. Os discos totalmente umb́ılicos são as únicas superf́ıcies CMC compactas

orientáveis imersas estáveis com bordo livre em B ⊂ R3.

Demonstração. Pela Proposição 1.4 as calotas esféricas e os discos totalmente geodésicos

são superf́ıcies totalmente umb́ılicas. Em virtude da proposição 1.5 conclúımos que os

discos totalmente umb́ılicos são as únicas superf́ıcies CMC compactas orientáveis imersas

estáveis com bordo livre em B ⊂ R3.
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ractérisation des courbes séparantes. Comment. Math. Helv. 81 (2006), no. 4, 945-964.

[5] Nunes, I.P. On stable constant mean curvature surfaces with free boundary. Math. Z.

(2017) 287, 473–479.

[6] Lee, J.M., Introduction to topological manifolds, Graduate Texts in Mathematics, 202,

Springer-Verlag, New York, 2000.

[7] Lee, J.: Introduction to Smooth Manifolds, Second edition, Springer, New York, 2013.

[8] Lopez, R. Constant mean curvature surfaces with boundary. Tsukuba J. Math. 23 (1999),

no. 1, 27–36.

[9] Ros, A. e Vergasta, E. Stability for hypersurfaces of constant mean curvature with free

boundary. Geom. Dedicata 56, 19-33 (1995).

[10] A. Volkmann, A monotonicity formula for free boundary surfaces with respect to the unit

ball, Comm. Anal. Geom. 24 (2016), no. 1, 195-221.

[11] Lima, Elon Lages. Curso de análise vol.2/ Elon Lages Lima. 11.ed. Rio de Janeiro: IMPA,

2014.

[12] Stability of hypersurfaces with constant mean curvature: Barbosa, J.L., do Carmo, M.

Math. Z. 185, 339-353 (1984).

44



Referências Bibliográficas 45
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