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Resumo

Nesta dissertacao, estudaremos algumas nogoes da area de topologia algébrica, com
enfoque em homologia simplicial. Apresentaremos alguns resultados de fundamental im-
portancia da area de algebra homolégica, calcularemos os grupos de homologia de algumas
pseudovariedades e como aplicacao da teoria estudada provaremos alguns teoremas clés-
sicos, como por exemplo o teorema de invariancia da dimensao dos espagos euclidianos

por homeomorfismos e o Teorema dos Pontos Fixos de Lefschetz.

Palavras-Chave: Homologia simplicial; Invariancia da dimensao; Teorema dos Pon-

tos Fixos de Lefschetz.
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Abstract

In this dissertation, we will study some notions in the area of algebraic topology, focu-
sing on simplicial homology. We will present some results of fundamental importance in
the area of Homological algebra, we will calculate the homology groups of some pseudo-
manifolds and as applications of the theory studied we will prove some classical theorems,
such as the invariance Theorem of the dimension of Euclidean spaces by homeomorphisms

and the Lefschetz Fixed Point Theorem.

Keywords: Simplicial homology; Dimension invariance; Lefschetz Fixed Point The-

orem
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Introducao

A Topologia Algébrica é um ramo bastante interessante da Matematica, que esté na
interseccao da Algebra com a Geometria, e possui aplicacoes em diversas reas da Matema-
tica, tais como Geometria Diferencial, Teoria dos N6s e também na Mateméatica Aplicada
como, por exemplo, na Computacao Grafica. A Topologia Algébrica tem como objetivo
geral determinar a natureza dos espagos topolégicos por meio de propriedades que vao
desde a invaridncia até homeomorfismos. Para tanto, a Topologia Algébrica descreve a
estrutura de um espago topologico por associacao com um sistema algébrico, normalmente
um grupo ou uma sequéncia de grupos. Desse modo, a Topologia Algébrica consiste em
resolver problemas topolégicos através de métodos puramente algébricos. Neste contexto,

a teoria de homologia apresenta papel bastante importante.

A homologia é um tema importante na Topologia Algébrica, pois fornece um método
de associar a cada espago topolégico uma categoria de grupos, chamados de grupo de ho-
mologia desse espaco. De modo que espagos homeomorfos possuem grupos de homologia
isomorfos. Esse trabalho tem por objetivo abordar com detalhamento algumas ferramen-
tas da teoria de homologia e apresentar algumas aplicagoes desta, proporcionando uma

visao ampla da importancia dessa teoria.

No capitulo 1, relatamos alguns resultados de fundamental importancia da area de
algebra homolégica que sao essenciais para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.
Destacamos as defini¢oes e conceitos basicos sobre simplexos e grupo de homologia. Neste

capitulo usamos as referéncias [2], [4], [3], [7], [8] e [10].

No capitulo 2, apresentamos o calculo dos grupos de homologia de algumas pseudo-

variedades, como por exemplo a Faixa de Mobius e o Plano Projetivo. Neste capitulo



Lista de Figuras 4

usamos a referéncia [2].

No capitulo 3, apresentamos o conceito de aplicacoes homotopicas e caracterizamos os
grupos de homologia como invariantes topolégicos. Neste capitulo usamos as referéncias

[1], 21, [5], [6] e [9].

No capitulo 4, como aplicagoes da teoria de homologia desenvolvida nos capitulos an-
teriores, apresentamos o teorema de invariancia da dimensao dos espacos euclidianos por

homeomorfismos e o Teorema dos Pontos Fixos de Lefschetz. Neste capitulo usamos as

referéncias [2], [4] e [6].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo 1 apresentamos alguns resultados basicos, bem como alguns exemplos
classicos de homologia simplicial que faremos uso no desenvolvimento dos capitulos poste-
riores. Destacamos as defini¢oes e conceitos basicos sobre simplexos e grupo de homologia

simplicial. Nesse capitulo usamos as referéncias [2], [4], [3], [7], [8] e [10].

1.1 Nogoes de simplexos.

Definigao 1: Um conjunto A = {ag, aj, ..., ax} C R™ é dito geometricamente in-

dependente se nenhum hiperplano de dimensao k — 1 contém A.

Um conjunto A ={ag, ay, ..., ax} é geometricamente independente, quando nao possui
quaisquer 3 pontos colineares, pois se fosse por exemplo {ag, a;, as} colineares, teriamos
{ap, ay, as, as} coplanares, logo {ag, a;, as, as, as} estariam contidos em um hiperplano de
dimensao 3, entao indutivamente teriamos que {ag, a, ..., ai} estariam contidos em um
hiperplano de dimensao k — 1, o que seria uma contradi¢ao com a definicao de conjunto

geometricamente independente.

Definigao 2: Seja A = {ag, aj, ..., ax} um conjunto geometricamente independente

em R™.
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O simplexo geométrico k-dimensional ou k-simplexo gerado por A, denotado
por o, é o conjunto dos pontos x € R™ para os quais existem niimeros reais nao negativos

Ao, A1, ..., Ak, tais que

k k
x:Z?\iai, com Z?‘i = 1.
i=0 i=0

Observagao 2: Os numeros Ag, Ay, ..., Ax sao chamados coordenadas baricéntricas
e os pontos ag, di, ..., ax sao chamados os vértices de o*. Além disso um k-simplexo é o

menor convexo que contendo A.

O k-simplexo geométrico aberto gerado por A é o conjunto de todos os x € o*

tais que as coordenadas baricéntricas sao positivas.

(i) Um 0O-simplexo, é um ponto, pois sendo A = {qy}, temos que x € 0° = x = Agay,

onde Ag = 1 = x = qy.

(i) Um 1-simplexo ¢ um segmento de reta, pois sendo A = {ay, a1}, temos que x € o*,

entao X = Agag + A1ay, onde A; + Ag = 1, logo x pertence ao segmento de reta aya;.

(iii) Um 2-simplexo, é um triangulo. De fato, seja A ={ay, a1, as} entao

2
o ={x € RMx =Agag + A1a; +Aas, com A;=>0,Vi=0,1,2 e Z)\izl}.
i=0

Tomando x € o2, existem Ag,A;,Ay € R, com A; > 0, para todo i = 0,1,2 e ainda

Ao+A+A =1 Logo,se7\1+)\2#06denotandot=a1( 3 )+az< e )

A1+A2 A1+A2
X = }\0(10 + ?\1(11 + }\202

Al Ao
= Agqg+ (A1 +A +
0Go + (A 2) {(11 (7\1+7\2) ag <)\1+?\2)]
= Aoap + (A + Ag)t,

como (?\1)::7\2) + (7\1}::)7\2) = 1, temos que t € a;a,. Visto que Ag + A1 + Ay = 1, temos

que x € apt, assim, x pertence ao triangulo A (aga;as).

Agora se A + Ay = 0, entao como A; > 0 para todo i =0, 1,2 temos que Ay = Ay =0

entdo X = ap €A (apa;az). Reciprocamente, se y €A (agajas), temos que existem
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Ay a

Figura 1.1: Simplexo de dimensao 2
h € @yaz, Mg, A € [0,1], com A\g + A = 1, tal que
Yy = }\0 ap + Ah.

Como h € ajaz, temos que existem A[, A, € [0,1] tal que h = A{a; + Ajas, com
AL+ A =1, logo
Yy = )\an + 7\7\{a1 + )\)\éag,

onde

Ao+ AN +AN, = Ag+AA] +A))
- )\0+}\

= 1.
Portanto fazendo AA] = Ay e AN} = Aq, temos que
Yy =Aoap +A1a; + Azay,

com Ag + A1 + Ay = 1, logo y € o%. Portanto 0% =A (apa;ay).
(iv) Um 3-simplexo é um tetraedro. De fato, dado o seguinte 3-simplexo,

3 3
0‘3={X€Rn|X=ZAiai, com A;>0,vi=0,1,2,3 e Z}‘izl}‘

i-0 i-0
Dai, se x € 03, entao existem Ag,A1,A2,A3 € R, com A; > 0, para todo 1 = 0,1,2,3,

Ao+ A1+ A+ A3 =1, tal que,
X = )\an + )\1(11 + }\2(12 + 7\3(13.

Se A1 + Ay + A3 =0, entdao Ay = Ay = A3 =0, pois A; > 0, para todo i = 1,2, 3. Logo,
X = Qg e entdo x pertence ao tetraedro de vértices ag, a;, az, as. Se A7 + Ay + A3 # 0,

entao considerando

- AL+ A+ Ag 2 A+ As+ A3 s AL+ As + A3 '
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temos que

A A2 A3 ))
x = Ao+ MAA4N) (@ [ — 2+ ([ — 2 )y [ — 22—
0% + (A1 + A, 3)< 1(7\1—1—7\24-7\3) 2<7\1+7\2+7\3) 3(7\1+7\2+7\3

= Ao(lo -+ ()\1 -+ 7\2 + }\3)t,

A A A )
onde <7\1+7\—;+)\3> + (?\1+>\—§+?\3> + (7\1+>\—2+>\3>’ logo t €A (ajazaz) que é uma face do te-

traedro com vértices em ag, a;, as, ag. Como temos, Ag +A; + A2 + A3 = 1, entao x € qpt,

logo x pertence ao tetraedro.
Reciprocamente, se y pertence ao tetraedro de vértices ap, ai, as, as, temos que exis-
tem g €A (ayazaz), v,s € [0,1], tal quer+s=1e
Yy = sag + 1g.
Como g €A (ajazas), temos que existem hy, hy, hs € [0,1], tais que hy + hy +hg=1e
g =hia; + haas + hzas
Logo, y = sap + rhya; + rhyas + rhias, onde s, thy,thy,thy > 0 e

s+rh;+r1hy+1thy = s+ r(h; +hy+ hs)
= s+h

= 1.

Portanto, y € 0°. Logo, 03 ¢ o tetraedo com vértices em ag, a;, ay, as.

(v) Além disso, vemos que um 1-simplexo aberto é um segmento de reta sem as suas
extremidades. O 2-simplexo aberto é o interior do tridngulo, ou seja, o tridngulos sem as
suas arestas. O 3-simplexo aberto é o interior do tetraedro, ou seja, é o tetraedro sem

suas faces.

Figura 1.2: Exemplos de simplexos
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Definicao 3: Um simplexo o* é uma face de um simplexo o™, k < n, se cada vér-
tice de o® é também vértice de o™. As faces o* distintas de o™ sdo chamadas de faces
proprias.

Seja o* o simplexo de vértices ag, aj, ..., A, escrevemos 0% = (aga; - - - ay).

Exemplo 1: Com a notacgao acima, temos que as faces do 2-simplexo 02 = (aga;as)
Sa0:
<a0>7 <a1>7 ((12), <a0a1>7 <a0a2>7 <a1a2>1 ((10(11(12>

Definicao 4: Dois simplexos 0™ e o™ sao propriamente ligados se c™ N o™ é vazia

ouse 0™ N o™ é uma face de o™ e de o™.

Exemplo 2: Veja que as figuras (a) e (b) sdo exemplos de simplexos propriamente

AT

(b)

ligados;

Figura 1.3: Simplexos proprieamente ligados

Porém, as figuras (c) e (d) sao exemplos de simplexos que nao sao propriamente ligados;

L

Figura 1.4: Simplexos nao propriamente ligados

Agora vamos definir um dos principais objetos da teoria de homologia simplicial, os

complexos simpliciais.
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Definicao 5: Um complexo simplicial em R™ é uma familia finita nao necessaria-
mente conexa K de simplexos que sao propriamente ligados e cada face de um elemento

de K é também elemento de K.
A dimensao de K é o maior inteiro positivo r tal que K tem um r-simplexo. A reuniao
de todos os elementos de K com a topologia induzida de R™, denotada por |K|, é chamada

de, o poliedro associado a K.

Faremos um exemplo bastante ilustrativo para por em prética as defini¢oes que vimos,

onde dado um complexo iremos tentar identificar os simplexos.

Exemplo 3: Seja K o seguinte complexo simplicial;

Qg

Figura 1.5: Exemplo de complexo

A seguir identificaremos os simplexos e as suas dimensoes que formam o complexo K

dado acima:

e Nove 0-simplexos:

(ao), (a1), (a2), (as), (as), (as), (as), {(ar), {(as), (ao).

e Quatorze 1-simplexos:
(apay), (apas), (agas), (apar), (apas), (aas), (ayas), (a;as), (asas), (asas), (asaq),

<(15(16>, (a7a8), <C17C19>.

e Seis 2-simplexos:

<a0a1a2>7 (‘10(1203>a <a00103>, <C11C12(13>7 <a4a5a6>7 <(10(1708>o
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Um 3-simplexo:

(apajazas).

Definigao 6: Seja X um espago topologico. Se existir um complexo simplicial K cujo
poliedro associado |K| é homeomorfo a X, dizemos que X é triangulével e K é uma trian-

gulacao de X.

Um subconjunto S C R? é uma superficie topolégica se para cada p € S existir
uma vizinhanga V de p em R® e um homeomorfismo @ : U — VNS de um aberto U de

R2 sobre VNS C R3.

Definicao 6.1 Uma triangulagao de uma superficie topoldgica compacta S é um

complexo simplicial bidimensional K, tal que o seu poliedro associado |K| é homeomorfo

aS.

Exemplo 4: Seja a esfera unitaria S = {(x,y,z) € R¥| x> +y?+2z?> = 1}. Daf
tome um conjunto A = {ag, a;, as, az} C S que é geometricamente independente tal que
03 = (apa;azaz) é um tetraedro contido na bola fechada BI[(0,0,0),1], e que o ponto
(0,0,0) pertence ao simplexo aberto 02, ou seja, (0,0, 0) pertence ao 6> com excessao das

faces proprias. Agora considere o seguinte complexo simplicial;

K = {(ap), (a1), (az), (as), (aoai), (apaz), (apas), (aias), (aias), {(azas),

(aoa1a2>7 <a0a2a3>7 <(11(12€13>, (Cl0(11(13>}

Queremos mostrar que |[K| & homeomorfo a S2.
Considere agora a seguinte fungao;

fiKl—§% f(x)=—,
x|
onde |- | é a norma euclidiana, ou seja, f toma pontos em |K| e leva eles ao seu multiplo
por escalar positivo que esta na esfera unitéria. Veja que f estd bem definida pois x # 0,
é continua, visto que é o quociente de funcao continuas e injetora, pois dados dois pontos
X z Ix|z

= entao temos que x = —=, logo x é multiplo positivo de z, ou seja,

X,z € |K| com =0 B

X =Z.



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 12

dy

i3

i1 da

Figura 1.6: Homeomorfismo da esfera com o tetraedro

Agora considere y € S§?, dai tomando a semirreta que passa comeca em (0,0, 0) e passa
por y temos que essa semirreta intersecta |K| em um tnico ponto x, logo, como f leva
os ponto de |K| em seus respectivos miiltiplos positivos contidos na esfera unitaria, temos

que f(x) =vy. Portanto f é uma fungdo continua e bijetora.

Por fim, dado F C |K| um subconjunto fechado em [K|, como |K| é compacto temos que
F ¢ compacto logo pela continuidade de f temos f(F) C S? é um compacto, como S™ é
Hausdorff, temos que f(F) é um fechado em S?. Logo f é uma aplicacao fechada, portanto

f ¢ homecomorfismo.

Definicao 7: O fecho de um k-simplexo o*, denotado por 6%, é o complexo simplicial

constituido de o* e todas as suas faces.

Exemplo 5: Seja 0 = (aga;azasz). Entao o fecho de o é dado por;

¢ = {{ao), (a1), (az), (as), (agas), {(aoas), (apas), (a1a2), (aras), (azas),

(apaiaz), (apaias), (apazas), (a;azas), (apaazas)}.
Definicao 8: Se K é um complexo simplicial de dimensao n e r < n, entao o r-

esqueleto de K é o complexo simplicial K(*) constituido de todos os simplexos de K de

dimensao menor ou igual que T.

Exemplo 6: Dado o complexo simplicial K do Exemplo 4, entdo o 1-esqueleto K! de

K é o,
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KW = {{ao), (a1), (a2), (as), (apar), (aoas), {(aoas), (a1as2), (a1as), (azas)}.

Note que, em uma triangulagao, cada aresta é aresta de exatamente dois triangulos.
Vejamos se K é uma triangulacao de uma superficie S e ab é uma aresta de |K|, tal que ab
é aresta de apenas um triangulo, tomemos x um ponto no interior desta aresta e V uma

vizinhanca deste ponto x, tal que, V esté contido no tnico triangulo o qual ab é aresta.

Como [K| & homeomorfo a S, temos que V é homeomorfa a um aberto de S, que por
sua vez é homeomorfo a uma bola aberta do R?, ou seja, V é homeomorfa a uma bola
aberta de R?. Porém, veja que 0V N ab C V, entdo V ndo é um aberto do plano que
contém o 2-simplexo o qual ab é aresta, logo, V ndo pode ser homeomorfo a uma bola

aberta de R?. O que é uma contradicao.

Por outro lado, suponha que ab é aresta de trés tridngulos, Ty, To, Ts em [K|. Assim,
tomando um ponto x no interior de ab, temos que para toda vizinhanca aberta V de x,
tem-se que V contém pontos do interior de cada triangulo Ty, To, T3. Ou seja, para uma
vizinhanga suficientemente pequena, V C T; N T, N T3 que definem trés planos diferentes,
logo V nao pode ser homeomorfa a uma bola aberta de R2. Isto é um absurdo.

Portanto, ab é aresta de exatamente dois triangulos.

Figura 1.7: Homeomorfismos dos simplexos com o espago euclidiano

Definicao 9: Dado um p-simplexo o de vértices ag, ay,...,a,, p = 1, podemos
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dar-lhe uma orientagao simplesmente escolhendo uma ordem «"para seus vértices, como

por exemplo ap < a; < --- < a, significa a ordem que os vértices vao aparecer of =

(apa; - --ap).

Depois de ordenar os vértices de um p-simplexo, teremos duas classes de equivaléncia

de permutagoes da ordem escolhida, elas determinam as duas orientagoes possiveis

e (Classe das permutagoes pares que é constituido pelos simplexos positivamente or-

denados, denotado por 40P ou apenas oP.

e (lasse das permutagoes impares é constituido pelos simplexos negativamente orde-

nados, denotamos por —oP.

Um complexo simplicial K com vértices ag, ay, ..., a, ¢ dito orientavel quando damos
uma ordem «"para o seus vértices de tal forma que todos os simplexos estao orientados
positivamente ou negativamente. Veja que um 0-simplexo 0 = (ag) é sempre orientado.

Exemplo 7: Seja 0! = (apa;). Tomando-se a orientagao ay < a;, temos que;
+Gl = <Cl0C11>;

—o! = {a;ap).

Exemplo 8: Seja 0% = (apa;as) um 2-simplexo com a orienta¢ao ap < a; < ap. Dali,

usando as permutacoes associadas a 02 temos as seguintes trés permutacoes pares;

01 2 01 2 01 2 )
=0 1O 2) =(1 2)(0 2) =0 1%
120 2 01 01 2

e as seguintes trés permutacoes sao impares;

01 2 01 2 01 2
0 1 1 2
1 0 2 0 21 210
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Portanto,

+0% = (apa;az) = (a1a2a0) = (a200a);
—0* = <C11C1002> = <a0a2a1> = <azala0).

Definigao 10: Seja K um complexo simplicial com orientacao fixada. A cada par
(oP*! oP), de simplexos de K associamos um ntimeros [0P !, oP], chamado ntimero de

incidéncia, definido por

(i) Se oP nao é uma face de o1, entdao [oP !, oP] = 0;

(ii) Se oP & uma face de P!, consideremos +0P = (apa; --- a,) e seja v o vértice de

oP ! que nao esta em oP.
e Se +oP*! = (vaga, - - - ap), entdo [oP T, oP] = 1;
o Se +oP*! =—(vaga; - ay), entao [oP T, 0P = —1.

Exemplo 9: Considere 0! = (aga;) com orientagao ay < a;. Dai, sendo 0¥ = (q,) e

09 = (a;), temos;
e [0!,0)] = —1, pois +0! = +{apa;) = —(a;ao);
e [0}, 09] =1, pois +0! = +{apay).
Exemplo 10: Considere agora 0 = (apa;ay) com a orienta¢ao ap < a; < az. Assim
+0? = (apa;as) = {azapa;) = (a;azap)

—0’ = <a1a0a2> = <a2a1a0> = <a0a2a1),

Logo, se colocarmos

=<aoaz>7 (Tgl), <C11(12>>

N =

o) = (apa;), o©

temos que,

[0*,0]l=1, [0 030 =—1, [0° 03 =1
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Teorema 1: Sejam K um complexo simplicial orientado, oP um p-simplexo orientado

fixado de L e 0P 2 uma (p — 2)-face de oP. Entao,

Z [oP, 0P o, 0P 2] =0.
oP-leK
Prova: Seja +0P % = (apa; ---a,_2) o (p — 2)-simplexo orientado positivamente e

v,u os vértices de oP que nao estdao em oP 2.
Agora suponha que +0P = (uvaga;---a, o). Dai, temos que os tnicos (p — 1)-
simplexos de K, tal que [P, 0P 1] #£ 0 e [0P 1, 0P 2] # 0, sao0 os seguintes;
—1 —1
of " =(uap---ap 9), 05 =(vag---a, 2),

visto que sao os tnicos que sao faces de oP e tem oP 2 como face. Vamos analisar os

casos determinados pelas orientagoes;

—1 —1
+of;  =(uag---ap_2) ou +o0h, =—(ua---a, o)
—1 —1
+ob =({vap---ap2) ou +o0f =—(vag: - ap 2)
Logo
1 1 1 1
[oP,of, 1=-1 , [oP,0f, 1=1 , [oP,0b, 1=1 , [oP,08, 1=-1
1 1 1 p 1
[G’fl ,O-‘P 2] =1 ) [0-{)2 70-13 2] =—1 ) [0-51 ’O-‘P 2] =1 ) [052 aGp 2] =—1
Entao,
1t p—1 _p_ 1 pe1
[Gpa O41)1 ][0—11)1 ) Gp 2] =—1 ) [Gpa O—‘i)2 ][0—})2 ) Gp 2] =-—1
At p—1 _p_ 1 pe1 p
[o?, 051 ][042)1 , 0P =1 . [oP, 552 ][052 ,oF =1
Portanto,
2
_ _ _ 1 1 _
Z [oP, 0P H[oP L 0P 2 = Z [o7, o}y 1o}y o7 7]
prleK i7j:1

e assim encerramos a demonstragao.
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Agora iremos definir as cadeias de simplexos que sdao aplicagoes importantes para a
contrucao da teoria pois sao os elementos que formam o espaco que dara origem ao grupo

de homologia.

%p

Defini¢ao 11: Sejam K um complexo simplicial orientado e {o?}., a familia dos p-

simplexos de K, onde &, denota o nimero de p-simplexos. Uma cadeia p-dimensional

(ou uma p-cadeia) é uma fungao
[0
cp {0t} — Z,

tal que ¢, (—o0t) = —cp(+07).

Uma 0-cadeia é uma fungao
co: {0 — simplexos} — Z.

Observagao 2: Denotaremos por C,(K) o conjunto de todas as p-cadeias. O con-
junto C,(K) com a operacao de adi¢do de fungdes é um grupo abeliano, chamado grupo

das p-cadeias.
Prova: Em C,(K) nés definimos a seguinte operacao de soma

@ : Cp(K) x Cp(K) — Cp(K)

(cp,bp) = cp O by,
onde (¢, ® by) (o) =cp(0f) 4+ by(07), onde + ¢ a soma usual em Z.
(i) Dados ¢y, by, dy, € C,,(K), temos
((cp®by)®dy)(0f) = (cp ®by)(o}) +dp(o?)

= (cp(0?) +by(ot)) +d,(?).
Usando a associatividade da soma em Z temos,

((cp ®bp) @ dp)(o?) = cp(of) + (bp(o?) +dp(0l))
= c¢p(of)+ (bp @ dyp)(0})

- (Cp D (bp S dp))(o—?)-
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(ii) Tomando e, : {oV}¥, — Z, tal que c,(0F) = 0, para todo i = 0, ..., &ty temos

que dado ¢, € C,,(K) vale

(ep®cp)(0—f) = ep(o—f)‘i_cp((ﬁ))
= 0+cp(ol)

= CP(O-‘{)L

onde na terceira igualdade usamos a propriedade do elemento neutro da adi¢ao em Z.

Por outro lado,

(Cp S ep)(o—f) = Cp(GE’) =+ ep(o—?)

onde na terceira igualdade usamos a propriedade do elemento neutro da adi¢ao em Z.

Portanto, (¢, @ e,) = (ep @ cp) = ¢pp. Logo, e, é o elemento neutro de Cp, (K).
(iii) Seja ¢, € Cp(K), tomemos b, € C,(K) tal que b,(0o7) = —c,(0F). Veja que,
dado of € K temos
b,(—0f) =—cp(—0t) e by(+o?)=—cy(+07).
Logo,

b,(—of) = —cp(—0f)
= —(~cy(+o?))
- _b‘p(+o—f)7

entdo b, € C,(K). Além disso, dado of € K, temos

(b, ®cp)(of) = by(ol) +cp(of)

= (—cp(0})) +cp(o})
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assim como

(Cp @bp)(g?) = Cp(df)‘f—bp(of)

Portanto, (¢, © by) = (by, ® cp) = €. Assim, by, é o elemento inverso de ¢, o qual
denota-se por —cp.

(iv) Dados ¢y, by, € Cp(K) e oF € K, temos que
(cp @ bp)(o7) =cplo}) +by(o}),
e como (Z,+) é grupo comutativo,
(cp Dbp)(0F) = cplof)+by(oh)
= by(o}) +cp(o?)
= (bp @ cp)(o}).

Logo, ¢, ® b, = b, ® ¢, para todos cp, by, € Cp(K). Assim, temos de fato que
(Cp(K), @) é um grupo abeliano.

g

Definicao 12: Uma p-cadeia, c,, ¢ elementar quando existe um p-simplexos
oP € K, tal que ¢, (1) = 0 para todo p-simplexo T, € K diferente de oy,.

Neste caso denotamos ¢, por go®, onde g = cp,(+0P).

Observagao 3: Veja que, dado uma p-cadeia d,, € Cp,(K)
dp : {o?}F) — Z,
podemos tomar as p-cadeias elementares
cpj {0t} — Z,

tais que cpj(0?) =0, para todo i #j, e cpj(—i-cf}’) = dp(O‘}’). Entao temos que, para cada

of € K vale

Xp
Z cpi(ox) = cprloy)
j=0

= dp(GE)a
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logo
Xp
dy = § Cpj

i=0
Xp

_ &P

= z 9;0;,
5=0

com gj = Cpj(+0}) para toda p-cadeia d;, € Cp,(K).

Definicao 13: Se goP é uma p-cadeia elementar com p > 1, o bordo de goP, denotado

por d(goP), é definido por:

XKp—1

3(g0") = Y [0, 07 lga? ",

i=o
onde go? ' =c(, 1); é a (p — 1)-cadeia elementar com g = c(,_1)i(+07 ') = cp(+0P).

O operador bordo 0 : C,,(K) — C,_;(K) & definido por

O(p Oép
0 (Z gm‘f) = Z d(go?).
i—0 i=0
Por Cy(K) ser o conjunto das 0-cadeias que é o de dimensao mais baixa, definimos o

operador bordo de Cy(K) como o homomorfismo identicamente nulo.

Exemplo 11: Considere o seguinte complexo K com orientagao a < b <c < d

d c

Figura 1.8: Exemplo de operador bordo em um complexo

Tomando uma 2-cadeia genérica temos z = go(acd) + g;(abc). Logo,

d(z) = ([acd), (ac)lgo{ac) + [(acd), (ad)lgo{ad) + [{acd), (cd)]go(cd))
+ ([{abc), (ab)lgi(ab) + [{abe), {ac)lgi{ac) + [(abe), (be)lgs (be))
= go{ac) — go{ad) + go{cd) + g1{ab) — gi{ac) + gi(bc)

(9o — g1)(ac) — go(ad) + go(cd) + gi(ab) + g1 (bc)
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Teorema 2: Se K é um complexo orientado e p > 2, entao

d Cp(K) 3 Cpa(K) 3 Cpoa(K) 2

¢ uma sequéncia semi-exata, isto é, 9% = 0.

Prova: Seja ¢, € C,(K) uma p-cadeia. Dai, temos que
Xp
Cp = Z gio?,
i=0
onde g;o? sdo as p-cadeias elementares. Entao,
Xp
d(cp) = 0 <Z gm{’)
i=0
Xp
= Za(giﬁf)
i—0

= > (St ot ).

i=0 \ j=0

Aplicando o operador bordo novamente

0*(cp) = 0(d(cp))

Xp Xp—1
—1 1
= > [o?. 0P "3(gio? ))
i=0 \ j=0
ocp 06p71 Cxp*?
1 1 2 2
- 3 (S (Lo vt )
i=0 \ j=0 k=0
cxp ocp,1 cxp,z
_ p P L[sP1 P2 p—2
- Z(Z[ngi llof ", oy "lgioy ))
i=0 \j=0 \ k=0
Xp Xp—2 Xp—1
—1 1 2 2
_ Z(Z[G‘&G}” Jo? o 1> gio )
i=0 k=0 j=0
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&p  [Qp_2 [Xp_1
2c,) = ( ( [c?,cf—lncf—%ci—ﬂ) g>

assim,

o que conclui a demonstragao.

1.2 Nocgoes de grupo de homologia

Iniciamos esta se¢ao com algumas defini¢oes e observagoes importantes, usamos com

maior énfase nessa subsecao as referéncias [2] e [6].

Definigao 14: Sejam K um complexo simplicial orientado e p > 0. Um p-ciclo de

K, é uma p-cadeia z,, tal que 0(z,) = 0.

Definicao 15: Sejam K um complexo simplicial orientado e p > 0. Dizemos que b,

¢ um p-bordo se existir uma (p + 1)-cadeia cp1 € Cpy1(K), tal que 9(cpy1) = by

Denotamos por Z,(K) o conjunto dos p-ciclos de K. Observe que Z,,(K) é o niicleo do

homomorfismo bordo
0: Cp(K) — Cp1(K),
e Co(K) = Zy(K), pois 9(Cy(K)) = 0. O conjunto dos p-bordos, denotado por B, (K), é
constituido pela imagem de
0: Cpi1(K) — Cp(K).
Se K tem dimensao n, entao nao hé cadeias de dimensao maior que 1, logo C,,(K) = 0,

para todo p > n, e assim B, (K) = 0.

Observagao 4: Se K é um complexo orientado de dimensao n, entao B, (K) C Z,(K),

O<psn
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Prova: De fato, se p =n temos que B,,(K) =0, logo B,,(K) C Z,(K).

Se0 <p<n—1eb, € B,(K), existe uma (p + 1)-cadeia cp1 € Cp1(K), tal que

0(cp+1) = by. Dai, segue pelo Teorema 2 que

o(bp) = 9(d(cpi1))
= aQ(Cp+1)

= 0.
Logo, b, € Z,(K) e entao B, (K) C Z,(K).
O

Definicao 16: Sejam K um complexo simplicial orientado e p > 0. Dai, dados
Wy, zp € Z,(K), dizemos que wy, e z,, sao ditas p-cadeias homélogas se w, — z,, €

B, (K).

A seguir iremos mostrar que a relacao definida acima é uma relagao de equivaléncia,

a qual serd muito importante para nossa teoria.
Observagao 5: A relagao da defini¢ao 16 é uma relacao de equivaléncia.

Prova: (i) Dado z, € Z,(K) tome um cy,2 € Cp42(K) qualquer, dai
d(cpr2) € Cpya(K) = 8(0(cpy2)) =0=2, —z,.

Ou seja, z, — z, € B,(K), logo z,, ¢ homologo a z,,.

(ii) Sejam z,, wy, € Z,,(K), tais que wy, —z,, € B,,(K). Dai, existe uma (p + 1)-cadeia
Cpi1 tal que d(cpi1) =Wy — z,,. Sendo assim, podemos escrever

Xp+1

_ E p+1
C‘p+1 - 910-1 )
i=0

onde giG‘fH ¢ uma (p+1)-cadeia elementar. Entao tomando as (p+1)-cadeias (—gi)G‘fH

elementares,
Xp+1

—Cpt1 = Z (—gi)ow+,

i=0
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tem-se,

i=0
Xp+1

= ) d(—gio?"
i=0

= pZH <Zp [GfH? G}’](ﬁ%ﬂ’f)

i=0 \j=0

Xp+1 Xp
_ p+1 .p p
= — E E [0}, 071gi0]
i=0

i=0

d(—cpi1) = 0 (Z(—gi)c?l)

Xp+1

= — ) 0(gio?")
i=0

= _a(Cerl)
= —(wp —2zp)
= Zp— Wp,

pois (—gi)o? ™ ¢ a inversa aditiva de gio? "', e assim z, —w,, € B, (K).

(ili) Sejam z,,Wp,x, € Z,(K), tais que z, é homologo a w, e wy, é homoblogo a x,,,
ou seja, z, —wp, € B,(K) e w, —x,, € B,(K). Entao existem ¢y, 1, dpy1 € Cpi1(K), tais
que

O(Cpr1) =zp —wp € 0(dpi1) =Wy — Xy,
Dai, temos
oepsrtdpa) = Blcpia) +0(dp)

= (zp —=wp) + (Wp — %)

= zp + (=wp +wp) + (—xp)

= Zpteép—Xp

= Zp — Xp,
logo, z, —xp € B, (K) entao z, é¢ homologo a x,,.

O

A classe de equivaléncia de z, € Z,(K), chamada de classe de homologia de z,, ¢ o

conjunto

zp, +Bp(K) = {w, € Z,(K)| w, —z, € B,(K)},
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também denotado por [z,].

Além disso, se considerarmos H, (K) = Z,,(K)/B,(K), temos que H,(K) é grupo. De

fato, considerando a operagao de adigao
+ : Hp (K) x Hy (K) — Hy, (K)

(lepl, [dp]) = lep + dypl.

Vejamos primeiro que esta operagao estd bem definida. Seja ¢, ~ ¢} e dp ~ d;,, dai

[ep] + [dp] = [cp + dy] e [eh] + [d4] = [c), + d)]. Assim,
ep +dpl =[ch +d)] & (cp+dy)—(c)+d) € By(K)
<~ (Cp - C]/;)) =+ (dp - d]lg) € Bp(K)a

Mas como ¢, ~ ¢, e dpp ~ dy,, existem f}, 11, gp 1 € Cpi1(K), tais que 8(fp 1) =cp—cyy e

a(9p+1) = dp - d]lg = a(fp+1 + 9p+1) = a(fp+1) + a9]9+1)
= (Cp - C{;) + (dp - d{;)

Ou seja, (cp —c,) + (dp —dj,) € By(K). Logo, [cp, +dp] = [c), + d}] e a operagio
+ estd bem definida em H,, (K). Agora vamos provar que H, (K) com a operacao definida,

acima é de fato um grupo. Vejamos, dados [d,], [c,], [bp] € Hy (K) temos que

([dp] + [cp]) + [0p] = [dp +cpl + [by]
= [(dp +cp) + byl
= [dp + (cp +byp)]
= [dp] +[cp + by

- [dp] + ([C‘p] + [b‘p])7
isto é possivel pois Z,(K) é subgrupo. Seja e, € Z,(K) o elemento neutro, logo

[Cp] + [ep] = [Cp + ep]
- [C‘p]
== [ep + Cp]

= lepl +lcpl.
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Além disso, sendo ¢, € Z,,(K) temos que ¢y, + (—¢p) = €p. Logo,

[ep] +[=cp) = [lcp) + (—cp)]

Por fim, dados ¢, d, € Z,,(K) temos que ¢, +d,, = dy, + ¢y, pois Z,,(K) é subgrupo
do grupo abeliano C,(K). Logo,

epl 4 1dy] = lcp+dy]
= [dp +cpl
= [dp] + [cpl.
Entao, H, (K) é grupo abeliano.

U

Definigao 17: Sejam K um complexo simplicial orientado e p > 0. Definimos o

grupo de homologia p-dimensional de K como o grupo quociente

Observagao 6: Suponhamos que K tenha v p-simplexos. Entao C,,(K) é isomorfo a

7@ - DL, isto é, C,(K) é um grupo abeliano livre com r geradores.
—_—

r—coépias

Prova: Considere a seguinte aplicagao

@:Co(K)—ZD---DZ

r—coépias
(P(Cp) = (907 g1, 791’*1)7

onde ¢, = Z’;é gio?. Dai, dados ¢y, dp, € Cp(K) escritos como segue

r—1 r—1
_ P _ P
Cp = E gio; e dp= E fio7,
i=0 i=0

temos, para cada o € K, que

(cp+dp)(of) =cp(ol) +dp(o?).
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Logo, ¢y, +d, = ZI;é(gi + fi)o? . Assim,

o(cp +dp) = (go+fo, 91+, ,gr1+ 1)
= (907' T ag‘r—l) + (f()a' T afr—l)

= (P(Cp) + (p(dp)-

Portanto ¢ é homomorfismo.

Além disso, se dp,cp € Cp(K) sao da forma

r—1 r—1
_ P _ P
Cp = E gio; e dp= E fior,
i=0 i=0

se supormos @(cp,) = @(d,) entdo g; = fi, para todo i = 0,...,7 — 1. Logo, ¢, = d,.

Veja ainda que, dado (xg, X1, ,%y_1) € Z D --- O Z tomamos as p-cadeias elementares
—_—

r—vezes

cpi {0V — Z,

onde cpi(+07) =x; e cpi(0]) =0, para todo o} # o} . Considerando

)
r—1
— P
Cp = E Xi03,
i=0

temos @(cp) = (%0, %1, -+ ,Xr—1), logo @ ¢é bijegao e assim um ¢é isomorfismo.
O

Agora iremos mostrar que o conjunto dos p-ciclos e dos p-bordos sao subgrupos do

conjunto de todas as p-cadeias e assim concluiremos que eles sao livres e abelianos.

Observagao 7: Z,(K) e B,(K) sao subgrupos de C,(K), logo também sao livres e

abelianos.

De fato, dado ¢, by, € Z,(K) temos que 9(c,,) = 9(by,) = 0, donde obtemos
d(cp, +bpy) =0(cyp) +9(by) =0.

Sendo assim, by, + ¢, € Z,(K).



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 28

Seja ¢, € Z,(K) da forma ¢, = S 12 gioP, entdo —Cp = > I o(—gi)o?. Donde
concluimos que 9(—c,) = —0(cp) = 0. Por fim, sendo e, a p-cadeia que é o elemento

neutro de C,(K), ou seja, e, = 0. Dai,

dey) = ) 9(0-0?)
i=0

T Xp—1
- Z (Z o7, GJP_l]O : Uip1>
i—0 \ j—0

= 0,

pois (0 - G]P_l)((fi_l) =0, para todo j,k =0,---, o,,_1. Portanto, Z,,(K) & subgrupo.

Agora se ¢y, by, € B, (K), existem dp, t, € Cp,11(K) tais que 9(d,,) = cp, e 9(tp) = by.

Logo,

o(d, +1t,) = 0(dp) +9(ty)

= Cp + by.

Ou seja, ¢, + b, € B,(K). Veja também que, se ¢, € B,(K) entao existe by 1 €
Cp+1(K) tal que d(bp41) = ¢p. Logo, —bpi1 € Cpia(K) e 0(—bpiq) = —cpyy. Por
fim, tomando e,y € Cp41(K) temos que d(ep11) = e,. Portanto, B, (K) é subgrupo de
C, (K).

Assim, H, (K) = Z,,(K)/B,(K) é um grupo abeliano, pois é quociente de grupos abelianos.

Exemplo 12: Seja K o fecho do 2-simplexo 02 = (apajas), com orientagao induzida

por ap < a; < QAs.

Veja que os O-simplexos sao (ap), (a;), (as), os 1-simplexos sao (agay), (apas), (aas),

e o0 unico 2-simplexo ¢ o (apa;as). Agora vamos calcular os grupos de homologia de K.

(i) Para dimensao zero, temos que, 0(Co(K)) = 0, logo Zo(K) = Cy(K). Além disso,

dado ¢; € C;(K) temos que

c1 = go{apay) + gi{apas) + g=(aas),
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onde g, g1, g2 € Z. Entao

d(c1) = 09(go({apai)) +0(gi(agas)) + 9(gz(aias))
[(aoaz), (a)lgi(ar) + [(aoaz), (az)lgi(az))

(

({aoas), {ag)lgo{ao) + [{agar), (ai)lgo(ar) + [{aoai), (az)lgo(az))
)+
) + [{aras), {(ai)lga(ar) + [(a1as), (asz)lga(az))

(
+  (agaz), (ao)lg:i(ao
+ ([{araz), (ag)lg2(ag

= (—go(ao) + go{ai)) + (—gi{ao) + gi(az)) + (—g2(ai) + ga{az))
= (=90 —9g1)(ao) + (go — g2){a1) + (g1 + g2)(az),

é uma 0-cadeia by = ro({ag) + r1{(a;) + r2{az) com

To = —G0— 1
T = Ggo— 02
To = g1+ 02
Dai,
—T1—Ty = —go+9g2—91— Qo
= —go— 902
= —Ty.
Logo,

by = (—r1—12){ag) +11{a;) + r2(az)
= 1i({a1) — (ao)) + r2((asz) — (ao))
Entao By(K) ~ Z @ Z. Veja que, se ¢y € Co(K) = Zy(K), temos que
co = go(ao) + g1(a1) + ga(az),
onde go, g1, g2 € Z. Assim,
Co(K) =Zy(K) 2 Z S Z D L.
Agora dado ¢y € Zy(K), tem-se
Co = go{ao) + g1 (ar) + gz(az),
com go, g1, g2 € Z. Além disso, dado d; € C1(K), temos

0(dy) =r1({ar) — (ao)) + r2({az) — (ao)),
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T1,To € Z. Mas note que,

a(T1<a0a1>) = [<C10C11>7 <ao>]T1<a0> + [(a0a1>7 <a1>]rl<a1>
= —Ti{ag) +ri{ay)

= mi({a1) — <C10>)7

e que,
d(r2{aoar)) = [aoaz), (ao)lr2(ao) + [{aoaz), (az)Ir2(az)
= —1y(ap) + r2{az)
= 12({az) — (ao)).
Assim

d(d;) = mi({a1) — (ao)) +T2({az) — (ao))

= 0(ri{apas) +12{apaz)),
ou seja, a classe de equivaléncia de cg sao os elementos da forma

co—0(d1) = go(ao) + gi{ai) + ga{as) — T1({a1) — (ag)) — m2((az) — (ao))

= (go+ 11+ 72){ag) + (g1 —71)(ai) + (g2 — 12)(as).

Tomando 11 = g; e T3 = go, temos que

co — 0(dy) = (go + g1 + g2)(ao) = co — (go + g1 + g2){ao) = 9(d,),

Isto é, todo O-cadeia é homoéloga a um mulitplo inteiro de {ap), logo Ho(K) ~ Z.

(ii) Para dimensao 1, temos que se ¢; € C;(K) entao

c1 = go{apay) + gi{apas) + g=(a;as),

com go, g1, g2 € Z. Logo, C1(K) ~Z & Z & Z. Dai, para ¢y € Z;(K), vale

o(c1) = 9(go(aoar)) + 0(gi({agaz)) + 9(gz(aiaz))
= [{aoai), (ag)lgo{ao) + [(asar), (a1)lgo{ai) + [(aoai), (az)lgo{az)
+ [agaz), (ag)lgi{ao) + [aoaz), (a1)lgi{ai) + [(agaz), (az)lg1{az)
+ [araz), (ag)lgz{ao) + [(araz), (ar)lga({ar) + [(araz), (az)lg2(az)
= (—9o{ao) + go(a1)) + (—9g1(ao) + g1(az)) + (—g2{a1) + g2(az))
)+

(—g0 —g1){(ao) + (go — g2)(a
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Logo 0(cy) = 0 se, e somente se, go = —g1, go = ga2 € go = —¢g;. Ou seja, gy = g =
—(j, assim
d(c1) =0< ¢ = go({apar) — (apaz) + (aias)).
Portanto, os elementos de Z;(K) sdo os miltiplos inteiros de (aga;) — (agas) + (ajas),
donde conclui-se que, Z;(K) ~ Z. Veja que, se ¢y € Cy(K), temos que ca = go{apa;as).

Dai,

d(ca) = 0(gofapaiay))
= [(apajas), (apai)lgo{apas)
+ Kapaias), (apaz)lgo{apas)
+ Kapaias), (a;az)lgo{a;az)
= go{aoar) — go(apaz) + go(aiay)

go({apas) — (apasz) + (a;as)).

Deste modo, B;(K) é constituido dos multiplos inteiros de (apa;) — (apaz) + (a;as),
ou seja, B1(K) =~ Z e entao B;(K) = Z(K). Dai, para todo ¢; € C;(K) temos que
c1 — 0 =rc; € B;(K), onde 0 = e;. Logo, todo 1-ciclo é homélogo a 1-cadeia nula, entao

(iii) Para dimensao 2, se co € C2(K) entdo ¢ = go(apajas), para algum gq € Z, logo
Ca(K) = Z. Se cy € Z5(K), entao
6(02) =0= a(go(aoalag)) = O,
logo,

0 = a(90<C10C11C12>)

[(apaias), (apai)lgo(apas) + [(apajas), (apaz)lgo{apas)

+ [<C10C11C12>7 <a1a2>]go(a1a2)

go{aoa) — go{apaz) + go{aias)

go((apar) — (apasz) + (aias)).

Assim, gg = 0 e o tnico 2-ciclo é a 2-cadeia nula, Z,(K) = {0}, logo, Z5(K) ~ 0. Como
K nao possui n-simplexos, para n > 3, temos Bs(K) ~ 0. Por fim, como Z(K) ~ 0 temos

Hy(K) = 0.
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g

Veremos a seguir a defini¢ao de n-variedade topoldgica e alguns exemplos para ilustrar

essa definicao, mais detalhes e exemplos sobre n-variedades podem ser vistas em [8].

Definicao 18: Dizemos que um espaco topoldgico de Hausdorff é uma n-variedade
topologica se, para cada ponto, existe um aberto que o contém e que é homeomorfo a

uma bola aberta do R™.

Exemplo 13: Por um Toro entendemos o espaco quociente T? = I%I, onde I =[0,1] e
"

« "é arelagao de equivaléncia definida por (0,y) -« (1,y),(x,0) v (x,1) e (x,y) « (x,y)

para (x,y) € Int(I x I). O Toro bidimensional T? é uma 2-variedade.

Exemplo 14: Por uma garrafa de Klein entenderemos o espago quociente KB =
I onde I =[0,1] e " «~ " & definida por (x,0) « (x, 1), (0,y) « (1,1—y) e (x,y) « (x,y)

para (x,y) € Int(I x I). Uma garrafa de Klein KB é uma 2-variedade.

(b) Garrafa de Klein

Figura 1.9: Toro e Garrafa de Klein

S2
x(—x)?

Exemplo 15: Por um plano projetivo entenderemos o espaco quociente P? =

onde S? é a esfera unitaria contida em R3. Um plano projetivo P? é uma 2-variedade.

Um superficie ¢ um 2-variedade compacta e conexa. As superficies mais conhecidas
sao a esfera S%, o toro T?, a garrafa de Klein KB, o plano projetivo P2, além daquelas

obtidas destas por somas conexas.
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Definicao 19: Uma n-pseudovariedade é um espago homeomorfo a um complexo

K com as seguintes propriedades:

1 Cada simplexo de K é uma face de algum n-simplexo de K.
2 Cada (n — 1)-simplexo é face de exatamente e n-simplexos de K.

3 Dado um par of* e 0f de n-simplexos de K, existe uma sequéncia de n-simplexos
comecando em o' e terminando em o} tal que quaisquer dois termos consecutivos

dessa sequéncia tem uma (n — 1) face em comum.

Para n = 2, a definicao 19 é equivalente a uma triangulagao de uma superficie.

Vejamos a seguir alguns exemplos de superficies que voltarao a ser estudadas no capi-

tulo 2. Para mais exemplos indicamos as referéncias [3] e [8].

Exemplo 16: Uma (existem outras) triangulacdo para o toro esta feita abaixo. Esta

é uma trinagulagao composta por 9 vértices.

a b c a
e : - e
d 7 s d

Figura 1.10: Triangulagao do Toro

Exemplo 17: Por uma faixa de Moebius entenderemos o espago quociente FM =
W’ onde I = [0,1] e cada ponto (x,y) € (0,1) x [0,1] é identificado somente
com (x,y).

A seguinte triangulacao para a faixa de Mobius nao é uma 2-pseudovariedade.

Isto ocorre pois existem 1-simplexos que sao faces de apenas um tnico 2-simplexo, a

exemplo do (cd) que s6 é face do (cdf). Logo a triangulagao acima nao satisfaz a condigao
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Figura 1.11: Faixa de Mo6ebius

Figura 1.12: Triangulacao da Faixa de Moebius

(2) da definicao 19, de n-pseudovariedade.

Definicao 20: Seja K uma n-pseudovariedade. Para cada (n—1)-simplexo o™ ! € K,
consideremos o' e 03 os dois n-simplexos de K que tem o™ ! como face. Uma orienta-
gao para K com a propriedade [oT', 0™ 1] = —[o}}, 0™ !] para cada (n—1)-simplexo o™ !
de K é chamada uma orientagao coerente de K. Uma n-pseudovariedade é orientavel

se a ela pode ser associada uma orientacao coerente. Caso contrario, ela é nao orientavel.

A seguir apresentamos alguns exemplos nos quais estabelecemos se o toro, a faixa de

Moebuis e o plano projetivo sao orientaveis.

Exemplo 18: Seja T? o toro e abaixo a sua triangulacao com nove vértices com ori-

entacao induzida pora<b<c<d<e<f<g<h<i

Em todas as 1-face temos coeréncia na orientacao. Como por exemplo, considere a

1-face (de). Note que +(dei) e +(edg) sdo as orientagoes positivas dos 2-simplexos que
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a b c a

[e<ls<z]c=]

Lo B h(

L= =T C |,
Ko J&

GC“ C C

a b c a

Figura 1.13: Triangulagao do Toro com orientagao

tem (de) como 1-face. Dai, [+(dei), (de)] =1 e [+(edg), (de)] = —1. Portanto, o toro &

orientavel.

Exemplo 19: Seja a triangulagao da faixa de Moebius dada abaixo

b i d a

Figura 1.14: Triangulacao da Faixa de Moebius

Se tentarmos dar uma orientagao coerente entao teremos

[(abc), (ac)] = —[{acf), (ac)], [(cdf),(fd)] = —[(fde), (fd)],
[(aed), (ea)] = —[(abe), (ea)].
Logo, as orientagoes dos 2-simplexos tem que ser as seguintes, ou todas opostas,

+(abc), +(acf), +(fcd), +(fde), +(eda), +(eab). Ou seja,

b C d a

C
C

C
C

C
C

Figura 1.15: Triangulagao da Faixa de Moebius com orientagao
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Porém [+(abc), (ab)] =1 e [4(eab), (ab)] = 1, donde concluimos que esta triangu-

lacao nao é orientavel. Se escolhermos uma outra triangulacao

a

a

Figura 1.16: Outra triangulacao da Faixa de Mo6ebius

temos que ter a orientacao

b

C
C

C
O

C
P

a

Figura 1.17: Outra triangulagao da Faixa de Mdebius com orientagao

onde [+(abc), (ab)] = [+(abd), (ab)] = 1, ou entao,

C
C

C
C

C
G

f

Figura 1.18: Outra triangulagao da Faixa de Moebius com outra orientagao

onde [+(edf), (df)] = [+(dfb), (df)] = 1. Portanto a faixa de M&ebius nao é orientavel,

pois nao temos uma triangulacao na qual possa ser associada uma orientagao coerente.

Um fato interessante sobre a faixa de Mdebius exemplo que trataremos abaixo é que

quando usamos uma operac¢ao chamada de soma conexa, temos que a soma conexa de duas
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faixas de Moebius nos da uma garrafa de Klein. Nao falaremos disso nessa dissertacao,

mas isto pode ser conferido na referéncia [2].

Exemplo 20: Consideremos o plano projetivo P? com a seguinte triangulacao:

Figura 1.19: Triangulagao do plano projetivo

Para conseguirmos uma orientagao coerente, devemos ter

f b a
S s
(/. N G

o C” o

[
o \/ ¢
a b f

Figura 1.20: Triangulagao do plano projetivo com orientagao

para que os nimeros de incidéncia nas arestas internas se anulem. Ou entao podemos ter

também a seguinte orientagao

No caso 1, temos que [+(afd), (af)] = [+(eaf), (af)] = 1. Logo essa orientagao nao é

coerente.

No caso 2, temos [+(fad), (af)] = [+(fae), (af)] = —1, implicando que essa orienta-

cao também nao & coerente, e assim temos que P? nao é orientéavel.
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f b a
e | =
G /A G
i s G
e
Es N G
{1 E, f

Figura 1.21: Triangulagao do plano projetivo com outra orientagao

Para encerrar este capitulo iremos provar um resultado que nos da condi¢oes para
determinar o grupo de homologia de grau n de uma n-pseudovariedade. Tal resultado ira
nos poupar do trabalho de fazer os célculos para o grupo de homologia de grau n o que

algumas vezes pode ser muito trabalhoso.
Proposig¢ao 1: Se K é uma n-pseudovariedade orientavel entao H,, (K) ~ Z.

Prova: Se K é orientavel, entao associamos a K uma orientagao coerente. Sejam o7,

1=0,..., &, 0s n-simplexos de K e «,,_1 + 1 a quantidade de (n — 1)-simplexos de K.

Dai, para cada i = 0,..., «, denotamos os (n — 1)-simplexos da seguinte forma, G{lj’l,

onde j = 0,...,xn_1, tal que se 03" é um n-simplexo de K e j # i implica of" N oj* # 0,

n—

entao escolhemos 03 L=ol'n oj*. Para os demais (n — 1)-simplexos que nao sao faces

de of', escolha qualquer outro indice em {0, ..., ¢y 1}. Veja que, se of N o} # () entao

n—1 _ n n

oy = o0y Noj

_ n n

= oj'Nnoy

_ n—1
o3}

Além disso, (o7, G{‘i_l] = (0 para todo 1 = 0,...,x,, € como a orientagao é coerente
temos [0}, o7 '] = —[o7", 0]} ']. Seja agora z uma n-cadeia, logo existem gi, 1 =0, ..., &y,

inteiros tais que
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Entao,
Xpn Xn—1
a(z) = [o7,
i=0 j=0
oxn 1—1
i=1 j=0

Dai, trocando i por j no segundo somatério duplo e como [o]', &
Xn
i=1
o i—1

n n
> ) [}, 0}
i=1 j=0

0(z)

—1]gi0_n

i—1

X Xn—1

o giof+)_ ) lot ol g

i=0 j=i+1

Xn Xn—1

Tgiof i) Y [of

j=0i=j+1

Xn  Xn—1

=2 ) ot

j=0 i=j+1

A igualdade ocorre pois para os (n—1)-simplexos o}

"1gi07

Z

n—1]

1 =0 temos

(f‘f;’l]gjcr{1 (1.1)

que nao sao faces de o}', temos

que oy ! ndo é face de oft, logo
[Gn Gn—l] _ [Gn Gn—l] . 0 = [O_n O_n—l] _O_n 1 _ _[Gn Gn—l] Gn—l
i 0 1 =10y, 01 1= 1504 19i0y = k> Oki 190y
_ n n—1 . .
= [0} n
Agora, se escrevermos a; j [G1 ; 055 ], temos a seguinte matriz
Qoo Qo1 Ap2 Qoo Qoo g
aio (¢551 a2 A1 Ao q
Q2o Aoy a22 (e, A2 q
aocnO aOCnl aCXn2 aCXnCXn a“n“n 1
onde os termos
an i—1 Xn Kn-—1
n n—1 n n—1
2D ool e Y Y ol of ]
i=1 j=0 j=0 i=j+1

representam a soma dos elementos abaixo da diagonal formada pelos termos a;; pois

[oT, G{‘j_l] = 0 para 1 > «, visto que os indices dos n-simplexos variam de 0 & &, ou
seja,
xn 1—1 X Kn—1
D D lotoi =) ) lofof)
i=1 j=0 j=0 i=j+1
entao pela igualdade (1.1) e o argumento acima
o i—1 o Kn—1
1 —1
oz) = ) ) lof = ot g}
i=1j=0 j=0 i=j+1
1
= ZZ[G{‘,G“ (9i —gj)ofy "

i=1 j<i
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Além disso, note que na soma anterior para cada (n — 1)-simplexo, ot ', j < 1, ele
b bl 1) bl )

s6 aparece em uma Unica parcela na qual o nimero de incidéncia [o]", 0{;’1] ¢ nao nulo,

n—1

i [of o™ 1] ndo estdo no somatoério.

pois ele s6 é face de dois n-simplexos e os [O‘}l, ) o

Assim, z é um n-ciclo se, e somente se, 0(z) = 0 se, e somente se, g; — g; = 0, para todo
1,j =0,...,an. Logo, gi = g; = g, se, e somente se, z=¢g > ", ol
Portanto, Z,,(K) =~ Z. Como a dimensao n é a dimensao de K, tem-se B, (K) ~ 0,

pois nao existem (n + 1)-simplexos em K. Dai, como H,,(K) = Z,,(K)/B,(K), tem-se que

H, (K) ~ 7Z.



Capitulo 2

Calculo de alguns grupos de homologia

Neste capitulo, apresentamos o calculo dos grupos de homologia de alguns exemplos
como a Faixa de Mobius e o Plano Projetivo. Nesse capitulo usamos principalmente a

referéncia [2].

Exemplo 21: Seja a faixa de Méebius FM,

d e f a

cC
C|L/C <

Figura 2.1: Triangulacao da Faixa de Mo6ebius

com orientagao induzida por a <b <c < d < e < f. Como (FM) nao é orientavel, ndo
podemos usar a proposicao 1 para determinar Hy(FM), entao vamos calcular Hy(FM)
diretamente. Como nao ha 3-simplexos em FM, temos que Bo(FM) = 0. Agora vamos

calcular Zy(FM). Se z € Co(FM), existem gq, 91, 92, 93, 94, g5 € Z, tais que
z = go({ade) + g;{abe) + go(bef) + g3(bcf) + gs{acf) + gs(acd).

Entao z é 2-ciclo se, e somente se, 0(z) = 0, onde

41
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0(z) = go((ad) + (de) — (ae)) + g:({ab) + (be) — (ae)) + g2({be) + (ef) — (bf))
+ g3({be) + (cf) — (b)) + ga((ac) + (cf) — {af)) + gs({ac) + {(cd) — (ad))
= (g0 — gs5)(ad) + go{de) + (—go — g1){(ae) + gi(ab) + (g1 + g2)(be) + gz(ef)
+ (=92 — g3)(bf) + gs(bc) + (g5 + ga)(cf) + (ga + g5)(ac) — ga(af) + gs(cd).

Deste modo 9(z) = 0 se, e somente se, gg = g1 = g2 = g3 = g4 = g5 = 0. Portanto
0(z) = 0 < z =0. Logo Zy(FM) = 0, como Hy(FM) = Z5(FM)/B3(FM) tem-se

Hy(FM) = 0. Agora considere uma 1-cadeia,

z = (¢ol{ad)+ g;(ab) + g2{ae) + gs(de) + g4(be) + gs(bc) + gs(bf) + gr(ef) + gs{cf)
+ golcd) + gio{ac) + g1 {af).

Dai,
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c)(9s — gs — go + gio) + (d)(go — g3 + go) + (€)(g2 + g3 + g1 — g7)
)

(
(
(f)(g6 + 97 + gs + g11).

- -

Para z € C{(FM) ser 1-ciclo temos que ter d(z) = 0. Logo,

90 — 91 — 92 — g — 9gu = 0
g — 94+ — g5 — g = 0

g5 — gs — 9o + g = 0

Jo — g3 + g = 0

g2 + g3 + 94« — ¢gr = 0

9 + g7 + 95 + gu = 0.
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Assim,

Jo
g1
92
95
9o

Desta forma,

= 93 — 9o
= 9+ — 97
= =93 — 94
= g8 Tt 9o
= —97 — Gs

9o — Yo — 9u
g7
910
gi1-

z = (93—ga)(ad) + (94 — g7 + go — g0 — gu1){ab) + (—gs — g4 + g7){ae) + gsz(de)

+ o+ + 0+ o+

gio(ac) + gu(af)

gs((ad) — (ae) + (de)) + ga({ab) — (ae) + (be))
g7(—(ab) — (bf) + (ef) + (ae)) + gs(({bc) — (bf) + (cf))
go({bc) —(ad) + (cd) + (ab)) + g1o(—{ab) — (bc) + (ac))
g11(—(ab) — (bf) 4 (af))
0(gs(ade)) + 0(g4(abe)) + 0(gs(bcf)) — g7(—(ab) — (bf) + (ef) + (ae) + (af)
— (af)) + go({ab) + (bc) + (cd) — (ad))

ga(be) + (gs + go — gio)(bc) + (—g7 — gs — g11)(bf) + gz (ef) + gs{cf) + go(cd)

= 0(gs(ade) + g4(abe) + gs(bcf) — gio{abc) — gq1(abf) — g7(abf) + gr(aef))
+ go({ab) + (bc) + (cd) — (ad)).

Considerando a 1-cadeia k = (ab) + (bc) + (cd) — (ad), temos que

k) =

(b) = (@) +{¢) = (b) +(d) = {¢) = (d) +(a)

0,

sendo assim k € Z;(FM). Além disso, dado z € Z;(FM) vale

z— gok = 0(gs(ade) + g4(abe) + gr(aef) — g;(abf) + gs(bcf) — gio(abe) — g11(abf)).

Ou seja, todo 1-ciclo em Z;(FM) é homélogo a um multiplo de k. Assim, H;(FM) =

{lgkll g€ Z}~7Z.

Agora vamos tratar do Ho(FM). Sejaz € Cy(FM), entao existem 1o, 71, T2, 13,74, T5 € Z

tais que

z=rg(a) + r1(b) + ra(c) + r3(d) + r4(e) + r5(f).
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Como para todo z € Co(FM) tem-se 0(z) = 0, entao Zo(FM) = Co(FM). Agora seja
w € C(FM), segue que

w = go<ad) + 91<ab) + 92((16) + 93<d€> + g4<be> + 95(bc> + 96<bf> + 97<€f> + 98<Cf>

+ go(cd) + gio{ac) + g1 (af).

Onde,

d(w) = go({d) —(a)) + g1 ({b) — {a)) + g=({e) — (a)) + g3({e) — (d)) + gu({e) — (b))
+ g5({c) = (b)) + go((f) — (b)) + g7({f) — {e)) + gs({f) — {c)) + go({d) — (c))
+ guo((c) — (@) + g ({f) — (a))
= (@)(—=90— 91— 92— g1o — gu1) + (b)(g1 — ga — g5 — g6) + (¢} (g5 — gs — 9o
+ g10) +(d)(go — g3+ go) + (€)(9g2 + g3 + 91 — g7) + () (g + 97 + gs + 911)

= T0<(1> —+ T1<b> + T‘2<C> + 1”3<d> + T4<e> + T5<f>’

e isto implica em

To = —90 — 91 — 92 — Juwo — 9Ju
T = 91 — 91 — 95 — Ge
T2 = ¢g5 — g8 — g9 + Jio
T8 = Go — 93 t Qo
T{ = g2 + g3 + g1+ — 97
™ = 96 + 97 + g5 + 9gu
Assim 1y = —1; —T9 — T3 — T4 — T35, € entao

d(w) =r1((b) — (a)) + m2({c) — (a)) + r3((d) — (a)) + T4({e) — (a)) + r5({f) — (a)).
Dado z € Zy(FM) temos que z = yo({a)+vy1(b) +v2(c) +v3(d) +vas(e) +v5(f). Logo,

z—0(w) = Tro{a) +11(b) +12(c) + 13(d) + T4(€) + 15(f) — 11 ((b) — (a))
— 1a({c) = (a)) —r3({d) — (a)) —ma({e) — (a)) —75((f) — {(a))
= (ro+T11+12+135+14+75)(a).

Com isto concluimos que z— (1o + 11 + T2 + 13+ 74+ 75)(a) = 0(w), ou seja, todo z €

Zy(FM) é homologo a um multiplo inteiro de (a). Entao Ho(FM) ={[g(a)llg € Z} ~ Z.
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Exemplo 22: Considere a esfera unitaria S C R? com a triangulacao K da figura

abaixo e com a orienta¢ao induzida por a < b <c < d,

i b

Figura 2.2: Triangulacao da esfera

Calculemos Hy(K). Veja que By(K) = 0, pois ndo ha 3-simplexos em K. Agora seja
z € Cy(K), entao existem go, g1, g2, g3 € Z, tais que

z = go(abc) + g1 (abd) + g2(acd) + gs(bcd).

a(z) = gol({ab) + (bc) —(ac)) + g1((ab) + (bd) — (ad)) + g2({ac) + (cd) — (ad))
+ g3((be) + (cd) — (bd))
= (ab)(go + g1) + (bc)(go + g3) + (ac)(g2 — go) + (bd)(g1 — g5)
+ (ad)(—g1 — g2) + (ad)(g2 + g3).

Entao para z € Zy(K), temos que ter 0(z) = 0. Logo

,

go + g1 =0
go + g3 =0
g2 — go = 0
g — g3 = 0
91 — g2 = 0
g2 + g3 = 0

isso implica que gp = —g; = —g3 = ga. Assim, z = go((abc) — (abd) + (acd) — (bcd)) e
entao Zy(K) ~ Z. Como By (K) = 0, temos que Hy(K) ~ Z.
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Agora calculemos H;(K). Seja z € C1(K), entao existem gg, g1, g2, g3, g4, g5 € Z tais
que z = 90<ab> + 91<(1C> + 92<ad) + 93<bC> + 94<bd> + 95<Cd>. Donde,

0(z) go((b) — (a)) + g1({c) — (a)) + g2((d) — (@) + gs((c) — (b)) + ga((d) — (b))
+ g5((d) —(c))

= (a)(—9go — g1 — g2) + (b)(go — g3 — gua) + (c)(g1 + g3 — g5) + (d) (g2 + g4 + g5).

Para que z € Z;(K), temos que ter 0(z) = 0. Logo,

;

—go — 91 — Q2 =
9o — 93 — G4 =
g + g3 — g5 =

gs + g4 = Qo
95 — 93 = 1
—95 — G914 = Qa2

o o o O
I

g T+ 93 — g5 =
Com isto concluimos que
z = (9gs+ ga){ab) + (—gs + gs)(ac) + (—9gs — g5)(ad) + gs(bc) + g4 (bd) + g5{cd)

= g3({ab) — (ac) +(bc)) + ga((ab) — (ad) + (bd)) + gs((ac) — {ad) + (cd))
= 0(gs(abc) + gs4{abd) + gs(acd))

Asssim, todo 1-ciclo é 1-bordo implicando que Z;(K) C B;(K) = Z;(K) = B;(K).
Por fim, calculemos Hy(K). Para todo z € Cy(K), temos 0(z) = 0 e entao Co(K) =

Zy(X). Se z € Zy(K), temos z = tg(a) +11(b) +1o(c) +13(d), 10, T1, T2, T3 € Z. Seja agora
w € Cy(K), entdo w = go(ab) + g1 (ac) + g2(ad) + gs(bc) + gs4(bd) + gs(cd). Dai

d(w) = (a)(—go—g1—gz2) +(b)(go — 93— ga) + (c)(g1 + g5 — g5) + (d)(g2 + g1 + gs)
= ro{a) + r1(b) + r2{c) + r3(d),

e segue que

—Jo — 91 — 92 = To
Jo — 93 — Q4 = T
g1 + g3 — g5 = T

go + g4 + g5 = T3
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que implica que rg = —11 — 19 — 3. Entao,

o(w) = (=11 —ry—T13)(a) +11(b) +m2(c) +13(d)
= 11((b) —(a)) +12({c) — (a)) + T3({d) — (a))

Portanto,

z=0(w) = mo{a) +11(b) +15(c) +13(d) —11((b) — (a)) —T2((c) — (a)) —713((d) — (a))

= (TO +T1 +T2 +T3)<(1>.

A ultima igualdade implica que z — (1o + 17— 1419 +13)(a) = d(W), entdo z € Zy(K)
¢ homologo a um multiplo inteiro de (a). Portanto, Ho(K) ={[g(a)llg € Z} ~ Z.

Para finalizar este capitulo iremos fazer o célculo dos grupos de homologia do ultimo

exemplo, o Plano Projetivo

Exemplo 23: Seja P? o plano projetivo, representado pelo diagrama abaixo

f b a

Figura 2.3: Triangulacao do plano projetivo

com orientacao induzida por a < b < ¢ < d < e < f. Calculemos o Hy(P?). Como P2

nao tem 3-simplexos, temos que By(P?) ~ 0. Seja z € C(P?), logo

z = go{abc) + gi(abd) + g2(ace) + gs(adf) + g4(aef) + gs(bef) + gs(bde) + g;(bcf)
+ gs(cde) + go(cdf).
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Para que z € Z,(P?), devemos ter 0(z) = 0. Agora observe que

d(z) = gol(ab) + (bc) —(ac)) + g1 ((ab) + (bd) — (ad)) + g2({ac) + (ce) — (ae))
+ gs((ad) + (df) — (af)) + ga((ae) + (ef) — (af)) + gs((be) + (ef) — (bf))
+ go((bd) + (de) — (be)) + gr((be) + (cf) — (bf)) + gs((cd) + (dc) — (ce))
+ gol(cd) + (df) — (cf))

(ab)(go + g1) + (bc)(go + g7) + (ac)(—go + g2) + (bd)(g1 + ge)
(ad)(—g1 + g3) + (ce)(g2 — gs) + (ae)(—gz + ga) + (df) (g5 + go)
(af)(—gs — g4) + (ef) (g1 + g5) + (be) (g5 — go) + (bf)(—9g5 — g7)
(de)(ge + gs) + (cf)(g7 — go) + (cd)(gs + go)-

+ o+ o+

Como, 0(z) = 0 se, e somente se,

;

g + g1 =0 (I (
—gs — g+ = 0 (IX)
g + gr = 0 (II)
g4 + g5 = 0 (X)
—go + g2 = 0 (III)
g5 — g¢ = 0 (XI)
g + g = 0 (IV)
e { —g5 — g = 0 (XI)
—g1 + g3 = 0 (V)
gs + gs = 0 (XIII)
g2 — g8 = 0 (VI)
gr — Qo = 0 (XIV)
—g2 + g4 = 0 (VII)
gs + go = 0 (XV)
gs + g9 = 0 (VIID) >
De (I1I), (VII), (X) e (XII) temos go = g2 = g4 = —gs = g7. Mas por (II)

go = —grentdo gr = 0 e go = g2 = g1 = g5 = g7 = 0. Dai de (I), (IV), (V),
(VI) e (VIII) g1 = 0, g3 = 0, g6 = 0, gs = 0 e go = 0. Dai concluimos que
O:gozgl:92293:94295296297298299. ASSim,ZEZQ(PQ)eeH-

tao z = 0. Portanto Hy(P?) = §2EE2 —0.

Calculemos o Hg(P?). Sabemos que Cy(P?) = Zo(P?). Além disso, dado w € C;(P?)

temos que

w = gp(ab) + gi{ac) + g2(ad) + gs{ae) + g4(af) + gs(bc) + g¢(bd) + g7 (be) + gs(bf)

+ 99<Cd> + 910<C€> + 911<Cf> + 912<d€> + 913<df> + 914<€f>.
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Logo,
dw) = go((b) —{a)) + g1((c) —(a)) + g2((d) — (@)) + gs((e) — (a)) + ga({f) — (a))
+ g5((c) = (b)) + gs({d) — (b)) + g7((e) — (b)) + gs((f) — (b)) + go((d) — (c))
+ guol(e) = () + gu((f) — {c)) + gr2((e) — (d)) + gu3({f) — (d)) + gua({F) — (e))
= (a)(=90— 91— 92— 93 — 94) + (b)(go — 95 — g6 — 97 — gs)
+ (c)(91+ g5 — g9 — 910 — gu1) + (d)(9g2 + g6 + 9o — 912 — 913)
+ (e)(gs + 97+ g0+ 912 — gua) + (F)(9a + gs + 911 + G153 + g4
= ro(a) + r1(b) + ra2{c) + r3(d) + r4{€) + 5(f).
Entao,
(—90—91— 92 — 93 — 94 = To
9o — 95 — 96 — 97 — 98 = T
g1 + 95 — 9o — G — Gu = T2
g2 + 96 + 9o — G2 — Gz = T3
g5 + 97 + G0 + g2 — Gu = T4
L 9+ T 95 + 9gu + 913 + Ju = T
ASSim Ty = —T, — Ty — T3 — T4 — T5, 0 que implica

ow) = (—r;1—ra—r3—14—15)(a) +11(b) + ro(c) + r3(d) + r4(e) + r5(f)
= 11((b) — (@) + r2((c) — (@) + 13({d) — (@)) +Ta((e) — (a)) + 15((f) — (a)).

Dai, dado z = op{a) + o1 (b) + aa{c) + az(d) + as{e) + o5 (f) tome w € C;(P?) tal que

ow) = a((b) — (a)) + x2({c) — (@) + a3 ((d) — (@) + cts((€) — (@) + ox5((f) — {a)).

z—0(w) = xo(a)+ x1(b) + aa(c) + asz(d) + oule) + o5 (f) — o ((b) — (a))
— o({c) —(a)) — az({d) — (a)) — os({e) — (a)) — ot5({f) — (a))
= (060+061+062+063+CX4+OC5)<61>,

e isso implica que z — (ot + ot + o + 3 + &g + 0t5) (@) = d(w). Assim, todo z € Zy(P?)
¢ homologo a um multiplo inteiro de {(a). Portanto, Ho(P?) = {[g(a)llg € Z} ~ Z.



Capitulo 3

O grupo de homologia como invariante

topoloégico

Neste capitulo, apresentamos o conceito de aplicacoes homotopicas e caracterizamos
os grupos de homologia como invariantes topologicos. A teoria de homotopia nao sera
trabalhada nessa dissertagcao. Para mais elementos sobre a teoria de homotopia consultar

a referéncia [5]. Nesse capitulo usamos as referéncias [1], [2], [5], [6] e [9].

Definicao 21: Sejam K e L complexos simpliciais e {d)p}%o:() uma sequéncia de
homomorfismos

dp 1 Cp(K) = Go(L), p=>1,

tais que o diagrama

¢

C,(K) = Cp(L)
Eﬂl d
Cp—J(K] Gt - Cp—l(“

Figura 3.1: Diagrama da sequéncia de homomorfismos

comuta, isto é, d o ¢, = P10 0. A sequéncia {P, p—o € chamada uma aplicagao de

cadeias

50
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s Byic ) By e i) Lo oty e

d-l'r- | (I-:'r- 1 ':t-"r' 2

LI i o R
Sl ol | 8 [ELE ol | d, Co.alL) hps

Figura 3.2: Diagrama com uma sequéncia longa entre cadeias

Se p é maior que as dimensoes de K e L, entao ¢, é¢ o homomorfismo nulo. Se denotar-
mos C(K) = (C,(K),09) e C(L) = (C,(L),d) como os conjuntos dos grupos de p-cadeias
de K e L respectivamente, podemos olhar uma aplicacao de cadeias como uma aplicagao
e temos assim a defini¢ao de morfismo como sendo uma aplicagao entre esses grupos, que

denotaremos por @ : C(K) — C(L).

Teorema 3: Uma aplicagao de cadeias {¢},}57_; de um complexo K em um complexo

L induz homomorfismos (¢ ). : Hy (K) — H, (L), para cada p > 0.

Prova: Vamos primeiro provar que ¢(B,(K)) C B, (L), para todo p > 0. Para isto,

considere b, € B, (K), entao existe ¢, 1 € Cp1(K) tal que by, = 9(cp41). Logo

dp(bp) = d(0(cpi1))
= 0hpr1(cpi1),
onde ¢pyi1(cps1) € Cppi(L). Donde obtemos que ¢p(by) € um elemento de B, (L), ou
seja, (B, (K)) C B, (L). Veja também que, se p =0 e zy € Cy(K) temos que 9(zy) = 0,
ou seja, zg € Zy(K) e entao Cy(K) = Zy(K). Da mesma forma Cy(L) = Zy(L), logo temos
$(Zo(K)) C Zo(L).
Sep>=1lez, € Z,(K), temos que 9(z,) =0 e entao

ad)p(zp) - d)p—l(az'p)
= d)p—l(o)
= 0,
pois ¢p,_1 é homomorfismo. Logo ¢p(z,) € Z,(L) e ¢p(Z,(K)) C Z,(L), para todo

p = 0. Assim, definimos
((bp)* . Hp(K) — Hp“—)

(d)p)*(Zp + Bp(K)) = d)p(z”p) + Bp(L)
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Veja que, dados [z,], [wp,] € Hp (K) vale

(dp)i(zp +Bp(K)) + (dp)(wp + Bp(K)) = (dp(zp) + Bp(L)) + (dp(wp) + By (L))
= (dp(zp) + dp(wp)) + (Bp(L) + By (L))
= ¢plzp +wp) +By(L)
= (bp)a((zp +wp) + By (L))

Além disso, se [z,,] = [wp] € Hp(K) temos que
(dp)i(zp + Bp(K)) = bplzp) +By(L) e

(dp)e(wp + By (K)) = dp(wp) + By (L)

Entao, (d)p)*([zp]) - ((b‘p)*([wp]) = d)p(zp _Wp) € Bp(I—)a pois Zp —Wp € Bp(K) €
$p (Bp(K)) C By (L). Portanto, (¢p)i([zp]) = (dp).([wp]). Assim, concluimos que (bp ).

estd bem definido e é um homomorfismo.
O

Definicao 22: Uma aplicagao simplicial de um complexo K em um complexo L é
uma funcao ¢, do conjunto dos vértices de K para o conjunto dos vértices de L, satisfa-
zendo a seguinte condicao: se oP (vovy - - - v;,) € um simplexo de K, entdo os vértices d(v;),
0 < i < p, sdo vértices de um simplexo L(observe que os vértices ¢(vi) nao precisam
ser distintos). Se os vértices ¢p(vi), 0 < 1 < p, forem todos distintos, entdao o p-simplexo
(bvo)d(vi) - d(vp)) = P(oP) é chamado a imagem de oP. Se d(vi) = d(vj), para

algum 1 # j, dizemos que ¢ colapsa oP.

Definicao 23: Sejam ¢ uma aplicagao simplicial de K em L e p > 0. Se goP é uma

p-cadeia elementar, definimos

0, se ¢ colapsa oP
(j)p(gcrp):
gd(oP), se ¢ nao colapsa oP

A funcao ¢, estende-se por linearidade a um homomorfismo,

¢p 1 Cp(K) — C, (L)

b (Z 9101’) = dplgio?).
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C h

Figura 3.3: Mais alguns complexos

Exemplo 24: Sejam K e o 2-esqueleto de um 3-simplexo (abcd) e L o fecho de um
2-simplexo (efh) com orientagoes a < b < ¢ < d e e < f < h, respectivamente.
Seja ¢ : K — L definida por:
$la) = &(d) = e
$(b) = f
dlc) = h
As aplicacoes de cadeias ¢, sao dadas por:
(1) dolgo(a) + gi(b) + g2(c) + g3(d)) = go(Pola)) + gi{Po(b)) + ga2(do(c))
+ g3{do(d))
= 9go{e) + gi(f) + ga(h) + gs(e)
= (9o +gs)(e) + gi(f) + g2(h).

(i) d1(go(ab) + gi{ac) + g2(ad) + gs(be) 4 ga(bd) + gs(cd)) =
= go(P1(a)1(b)) + gi(Pi(a)di(c))
+ g2{d1(a)Pi(d)) + gs(d1(b)di(c))
+ g1(P1(b)d1(d)) + gs{Pi1(c)Pi1(d))
= go(ef) + gi(eh) + ga(ee) + g3(fh) + gu(fe)
+ gs(he)

(go — ga)(ef) + (g1 — gs)(eh) + gz(fh).

(iil)  d2(go(abe) + gi(acd) + go(abd) + gs(bcd)) =
go(P2(a)da(b)da(c)) + gi(da(a)da(c)da(d))
+  ga(Pa(a)da(b)da(d)) + gs(da(b)da(c)d2(d))
(

go(efh) + g1 (ehe) + go(efe) + g;(fhe)

(go + g3)(efh).
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Agora iremos provar um resultado que diz como obter uma aplicacao de cadeias a

partir de uma aplicagao simplicial dada.

Teorema 4: Se ¢ : K — L é uma aplicacao simplicial, entao a sequéncia {de}%o:o é

uma aplicacao de cadeias.

Prova: Sejam goP uma p-cadeia elementar qualquer com p > 1 e 0P = +(vgvy - - - vp).
Se ¢ nao colapsa oP, entdao se considerarmos 6% o (p — 1)-simplexo obtido pela elimi-
nacdo do vértice v; temos 67 = (Vo --Vi_1ViViy1---Vp). Considere também ¢(oP) =
(d(vo) - d(vp)) a imagem de oP, denotado por ¢(o)P. Note que,

$(07) = ¢(0)F = (d(vo) - (Vi) P (Vi) p(Vis1) -+ - b(vp))

é a (p —1)-face de ¢(0)P, no qual se eleminou o i-ésimo vértice. Dai,

0d,(go”) = 9d(gd(a?))

i=0

)
= &, (Zw.amay)

i=0

= ¢p(0go®).

P
= &y (Z(—Uigﬁ{D)

Se ¢ colapsa oP, entao existem vy e vj, k # j, tais que ¢(vk) = $(v;). Consideremos

os p — 1l-simplexos
G£:<V0v1--.‘\)k---'\)j---'\)p> e 0" :<V0v1---‘\)k..-‘\)j.--‘\)p>’

com k < j,entao
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%)

—

(DX b vo)d(vi) -+ p(vic) - -~ b(v) b (v 2) (Vi 1) - - b(vp))

(=1 Hpvo) b (vi) - b)) d(Viey1) - - vy 2) b (v 1) b(vi1) - b))
(=17 (o))

Veja também que, para i # k e i # j temos ¢(0F) = 0, pois ¢(v;), d(vi) € 6F. Logo

entao

$p-1(0(go?))

P
> (—D'gd(at) =0,

0,14 ik

D (=D'dpa(g8?) + (1Y (6T + (—1) g (aY)
1=0,i#j,i#k
0+ g((—=1Vd(6])) + (=1)*(=1) " '(3])

g((=1)(57) + (1) (37))
0.

Por outro lado, como ¢ colapsa oP, temos que 0¢,(goP) = 9(0) = 0. Assim,

$p-1(0(goP)) = b, (goP). Portanto {¢p},}57, ¢ uma aplicagao de cadeias.

g

Agora vamos introduzir um novo conceito que nos permitira constuir a partir de um

complexo simplical dado varios outros complexos simpliciais. Seja o™ = (vy---Vv,) um
J 0

n-simplexo simplicial. O baricentro de o™ é o ponto

O baricentro de um 0-simplexo (v) é o proprio v, o do 1-simplexos (vovy) é

G — (\)0+V1+"'+Vn)
n+1 '

Vo+vi
2

é seu ponto médio e o de um 2-simplexo é o seu centro de massa.

que
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Definicao 24: A primeira subdivisao baricéntrica K’ de um complexo simpli-
cial K é o complexo simplicial formado pelos vértices {o]o € K} e pelos simplexos 09 =
(0001 ---0q), onde 0yp C 07 C 0y C --- C 04. Ou seja, cada o; é uma face de 044
onde o0; é simplexo de K com i € {0,..., q}. Sucessivamente, podemos definir a r-ésima

subdivisdo baricéntrica de K denotada por K™, para v > 1.

Para ilustrar a definicao de subdivisao baricéntrica acima vamos ver um exemplo para

nos dar a ideia intuitiva do que acontece quando obtemos uma subdivisao baricéntrica.

Exemplo 25:

Figura 3.4: Subdivis@o baricéntrica

Observagao 8: Veja que, se K’ é uma subdivisao baricéntrica de K entao |K| C |K’|.

Prova: De fato, se x € |K| entao x € o, para algum simplexo o € K. Dai, tomando
0 = (Vo --Vp) de menor dimensao tal que x € 0, temos x = Agvg + - - - A, v, onde Ay > 0,
para todo i =0, ..., p. Suponha sem perda de generalidade que Ag > Ay = Ay = -+ > A,,.

Dai, tomando o; = (vovy - -+ Vi), 1 =0, ..., p, temos que

Ao —A1)0o + 2(A —A2)01 +3(A2 —A3)02 + - +P(Ap—1 —Ap)Op1 + (p+ 1A, 0p =

+ T
= (AO—Al)voJrz(Al—)\z)w+3(7\2—?\3)%+Vz)+-~+
(V0+"'+Vp_1) (V0+"'+Vp)
Ap 1A 1A
+ P( p—1 p) p +(p+ ) P P+1

= (Ao —=A1)vo+ (A1 —A)(vo +Vv1) + (A2 — A3) (Vo + Vi + Vo) +--- +
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Vo(Ao'f‘)\l—A2+}\2—A3+"'+7\p,1—Ap+Ap)

\)1(7\1—}\2+7\2—?\3+"'+7\p_1—)\p +)\p)

+ o+

VoAg = Ag+ -+ A1 —Ap F A+ FVvp 1 (Ap 1+ Ay —Ay) +VpA,

VoAg +ViAL +VaAo + - - Vv A1 +VpA,

X.
Além disso,

?\0—7\1+2(7\1—7\2)+3(7\2—7\3)++p(7\p,1—7\p)+(p+1)7\p = }\0+>\1++?\p
=1

Portanto, x € (007 ---0p) = x € [K'[.
U

A seguir iremos dar a definicao de aplicagoes homotdpicas, nao desenvolvemos a teo-
ria de homotopia nessa dissertacao mas para mais detalhes dessa belissima teoria olhe a

referéncia [5]

Definigao 25: Sejam X,Y dois espagos topologicos. Duas aplicagoes continuas f, g :
X — Y dizem-se homotodpicas quando existe uma aplicagao continua H: X x I — Y,
tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X. A aplicacdo H chama-se

homotopia entre f e g. Escreve-se H : f ~ g ou apenas f ~ g.

Exemplo 26: Seja X um espago topologico e Y um espaco vetorial normado. Dai,
dadas quaisquer aplicagoes continuas g,f : X — Y, temos que g e f sao homotopicas,
pois como Y é convexo entao dado quaisquer dois pontos a,b € Y, temos que o segmento

de reta ab C Y. Dai, defina a seguinte funcao
H: XxI—Y

H(x,t) = (1 —t)f(x) + tg(x).

Veja que H é continua, pois f e g sao continuas. Além disso, H(x,0) = f(x) e

H(x, 1) = g(x), implicando que H é homotopia entre f e g.
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Figura 3.5: Homotopia entre fungoes

Definigao 26: Seja o™ um n-simplexo simplicial, o simplexo aberto O(o™) asso-
ciado ao o™ consiste de todos os pontos do simplexo o™, no qual possuem coordenadas

baricéntricas nao nulas, ou seja, sendo o™ = (apa; - - - a,) temos
n
ot ={x= E Aiag € o™ Ay >0, Vi=0,..,n}k
i=0

Definicao 27: Se v é um vértice de um complexo simplicial K, entao a estrela de
v, ¢é a familia de todos os simplexos de K no qual v é um vértice. Entao st(v) é um

subconjunto de K, sendo st(v) a notagao para a estrela de v.

Definigao 28: Dado v um vértice de um complexo simplicial K. A estrela aberta
de v, ost(v), é a unido de todos os simplexos abertos O(o) de K para o qual v é um

vértice de 0. Note que, ost(v) é um subconjunto aberto do poliedro [K].

Observe que o simplexo aberto de um O-simplexo, 6° = (a) é o proprio vértice. O sim-
plexo aberto de um 1-simplexo o' = (aga;) é o segmento de reta aberto, sem os vértices.
O simplexo aberto de um 2-simplexo 02 = (apa;ay) é o tridngulo "aberto", ou interior

do triangulo de vértices ag, ay, as.

Exemplo 27: Dado o seguinte complexo simplicial K abaixo, vamos determinar st(a)

e ost(ay).

Veja que St(a1) = {<a1>, <(10(11>, <C11(12>, <(11C13>, <(11C14>, <(10(11(13>, <a10203>}. A estrela

aberta de a;, ost(a;), é o conjunto formado pela unido de {a;}, os segmentos abertos
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aj

ay

Figura 3.6: Exemplo complexo simplicial

apa;, a;dz, a;daz, a;a, e os interiores dos triangulos Aaga;as, Aajaszas.

Note que ost(a;) nao é interior de st(a;), visto que {a;} € ost(a;). Além disso, a
estrela de um vértice é um conjunto de simplexos de K e a estrela aberta de um vértice é

a uniao de certos conjuntos de pontos no poliedro |K|.

Definigao 29: Sejam |K| e |L| poliedros com triangulagoes K e L respectivamente e
f : |K| — |L| uma aplicacao continua. Entao K é estrela relacionada a L relativa a f

quando para cada vértice p € K existir um vértice q de L tal que
f(ost(p)) C ost(q).

Defini¢ao 30: Sejam K e L complexos simpliciais e f : [K| — |L| uma aplicacao con-
tinua. Uma aplica¢ao simplicial g : [K| — |L| chama-se uma aproximagao simplicial

de f quando é homotodpica a f e para todo vértice a € K, tem-se f(ost(a)) C ost(p(a)).

Exemplo 28: Seja L o fecho do p-simplexo oP = (ag- - ap) e seja K um complexo
simplicial qualquer. Entao qualquer aplicacao continua f : |K| — |L| tem como uma
aproximacgao simplicial a aplicagao constante, g : |K| — |L|, no qual colapsa todo o |K|
no vértice ag. Isto é, g(x) = ap, para todo x € |K|. Para verificar isto, basta tomar a
seguinte funcao

H:[K| xT— L]

H(x,t) = (1 —t)f(x) + tay.
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Como f é continua, H é continua e além disso, H(x,0) = f(x), H(x,1) = ag. Logo H

¢ homotopia entre f e g.

Figura 3.7: Homotopia entre uma aplicagao f e uma constante

Provaremos uma série de resultados com objetivo de obter as ferramentas necessarias

na demonstragao do Teorema da aproximagao simplicial.

Lema 1: Seja K um complexo simplicial e vy, v1, ..., v, vértices de K, entao vg, vy, ..., Vi

sao vértices de um mesmo simplexo o de K se, e somente se,
m
ﬂ ost(vi) # 0.
i=0

Prova: Se vy, vy, ...,V sao vértices de um mesmo simplexo o de K, entao O(c) C

ost(vy), para todo i = 0,..., m. Logo, (i, ost(vi) # 0.

Reciprocamente, suponha que (", 0st(vi) # 0. Como ost(v;) é a uniao de todos os
simplexos abertos no qual v; é vértice, e além disso, a intersec¢ao de simplexos é ainda
um simplexo, temos que existe o de K tal que O(o) C N™jost(vi). Mas se isto ocorre,

entao cada v; é vértice de o.
O

Definigao 31: Sejam |K| e |L| poliedros com triangulagoes K e L respectivamente e
seja @ uma aplicagao simplicial que leva os vértices de K nos vértices de L. Entao noés
podemos estender a aplicacao @ a uma aplicacao ¢ : |K| — |L| da seguinte forma: dado

x € |K| existe um simplexo 0" = (ag---a,) em K, tal que x € 0" e x = Y_|_ Ay, onde



Capitulo 3. O grupo de homologia como invariante topoldgico 61

Ai sdo as coordenadas baricéntricas de x. Dai definimos a extensao como
T
P(x) = E Aio(ai).
i=0

Defini¢ao 32: Seja K um complexo simplicial e 0 = (aaga; - - - a,) um simplexo de K.
Se T=(ag---a,) ¢ a face de 0 oposta ao vértice a, entdo escrevemos 0 = a *T. Dizemos
que K é um cone de vértice a quando, para todo simplexo T € K, que nao tem a como
vértice, 0 = a * T é um simplexo de K. A reuniao L dos simplexos de K dos quais a nao
é vértice é um subpoliedro e tem-se K = U;cra * T. Logo podemos denotar K =axL e

dizer que L é a base do cone K com vértice a.

Definigao 33: Dado um cone K de vértice a. Definimos para cada p > 1 a aplicagao
ax : C,(K) — C,,11(K) pondo-se para cada simplexo orientado 0 = (ap--- ap) € C,K,
a* o0 = (aqap---a,). Assim dado uma p-cadeia ¢, = ) g;0; onde g;0; sao as p-cadeias
elementares de K, temos a x ¢, = > giax* 0.

Dado um cone K de vértice a. Se 0 € C,,(K) entao a* o = 0 quando a é um vértice de o.

Definigao 34: Seja um complexo simplicial K, definiremos a aplicacao Sd : C(K) —
C(K’), por inducao. Se a € |K| é um vértice, pomos Sd(a) = a. Supondo defi-
nido Sd : C, 1(K) — C,_1(K’), pomos a imagem de cada p-simplexo em K como
Sd(0) = by *Sd(00), onde by é o baricentro de o e bx ¢é a aplicacao da Definicao 33. Se
cp =) gi0; é uma p-cadeia em C,(K) pomos Sd(c,) =) ¢iSd(oy).

Dado o morfismo Sd : C(K) — C(K’) entéo definimos Sd™ : C(K) — C(K™)) como

sendo o morfismo Sd interado m vezes.

ck) =3y ok =39y cxm =34 ... 54 ik
sa™

Figura 3.8: Composicao de aplicacoes Sd

Teorema 5: Dados |K| e |L| poliedros com triangulacdes K e L respectivamente e

f:|K| — |L| uma funcao continua tal que K é estrela relacionada a L relativa a f. Entao
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existe uma aproximagao simplicial g : |[K| — |L|.

Prova: Visto que K é estrela relacionada a L relativa a f, temos que para cada vértice

p de K existe um vértice q de L, tal que f(ost(p)) C ost(q). Defina g : K — L como
q=g(p).

Agora vamos provar que g é uma aplicagao simplicial. De fato, dados ay, ..., a,, vértices

de um simplexo o em K. De acordo com o Lema 1, temos que NI* jost(a;) # 0. Dai
0 # f(Ni-gost(ai)) =N flost(ai)) € N yost(g(ai)),

implicando que (i, ost(g(a;)) # 0 e novamente pelo Lema 1 temos que g(ao), ..., g(an)
sao vértices de um mesmo simplexo em L. Entao g é uma aplicagao simplicial, entao

tomemos a extensao g : |K| — |L| dada por

g(x) =g (Z 7\iai> = Z?\ig(ai)7
i-0 i-0

onde x € {(ag---an), e A, 1 =0,...,n 530 as coordenadas baricéntricas de x. Seja x € [K|
e 0 o simplexo em K que tem a menor dimensao e que contém x. Seja a um vértice
de 0. Observe que, se x nao é vértice de o entao x € ost(a) = f(x) € f(ost(a)) que
por sua vez f(ost(a)) C ost(g(a)). Logo, f(x) € ost(g(a)). Além disso, se x nao for
vértice de o, sendo g uma aplicacao simplicial temos que algum outro vértice de o pode
ter como imagem o g(a) e assim a coordenada baricéntrica de g(a) seria maior que a de
a. Ou entdo, se apenas a tem como imagem g(a) dentre os vértices de o, temos que a
coordenada baricéntrica de g(a) é igual a de a, logo a coordenada baricéntrica de g(a) é

maior ou igual a de a, e entao tem-se que g(x) € ost(g(a)).

Sejam ay, ..., a, vértices de o, entdo pelo pardgrafo anterior, g(x),f(x) € ost(g(ai)),
para cada i = 0,...,n. Logo, g(x),f(x) € NI jost(g(ai)) e entao (), ost(g(ai)) # 0.
Dai g(ag), ..., g(a,) s@o vértices de um mesmo simplexo T de L que contém f(x) e g(x).
Visto que cada simplexo é um conjunto convexo, entao o segmento de reta que liga f(x)
ao g(x) esta totalmente contido em T, logo estd totalmente contido em |L|. Portanto

podemos definir a seguinte aplicacao

H: K| xI— L]
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H(x,t) = (1 —t)f(x) + tg(x),

que é uma fungao continua, pois f e g sdo continuas e H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x).

Entao H é homotopia entre f e g. Portanto g é uma aproximacao simplicial de f.
g

Definigao 35: Se K é um complexo simplicial, a malha de K é o maximo dos diadme-

tros dos simplexos de K. Denotaremos a malha de K por malha(K).

Observagao 9: Veja que a malha da primeira subdivisao baricéntrica K’ de um com-
plexo K, é menor que a malha de K. Isto ocorre, pois o simplexos de K’ tem fecho contido
no fecho de algum simplexo de K. Além disso, considerando a norma euclidiana em R™, ou
seja, dado x = (xq,...,xn) € R™, ||x]| = \/m Entao podemos observar os seguintes

fatos:

(a) Se x e y sao pontos de um simplexo o, entdao existe um vértice v de o tal que

X —yll < llx =l

Ideia: Dados x,y € o0, existe um vértice v de o no qual ||y —v|| < ||x — V||, entao

vamos ter que este v é o vértice procurado.

Figura 3.9: Ideia da prova da Observacao 9

(b) O didmetro de um simplexo de dimensao positiva é o comprimento da maior 1-face
de o. Dai, a malha de um complexo K de dimensao positiva é o comprimento do maior

1-simplexo de K.

Teorema 6: Para qualquer complexo simplicial lim;_,o(malhaK®) = 0.
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Prova: Considere a primeira subdivisao baricéntrica K’ de K e seja (61) um 1-simplexo
de K’, onde ¢ e T sdo os baricentros de o e T, respectivamente, logo o é face de 1. Pela
P
definicao de baricentro temos T = # Y Vi, onde vy, vy, ...,V 530 0s vértices de T. Pela
i=0

observagao anterior, temos que existe vértice v de T, tal que || — T|| < ||T —V||. Entao,

lt—ol < [lt=vl

- I35 (Z) |

N

o
i~
—_
L=
=
|
=

N
3

o

=)
=
j=
z

Seja n a dimensao de K, entao p < n e

n
T L ‘
|t — 0] < — 1malha(K)

Como a malha(K’) é o maximo dos valores |6 — || onde (6T) ¢ um 1l-simplexo de K’,
temos que

matha(K') € ——malha(k).
n+1

Repetindo o processo obtemos a desigualdade abaixo para K¢

malha(K®)) < Lmalha(K(s_”)
n+1

S
n
< (—— ha(K).
(n+1) malha(K)

Fazendo s — oo temos que lim,_,omalha(K®)) =0.
O

A seguir faremos a demonstracao do Teorema da aproximacao simplicial que é um dos

principais desse capitulo, tal resultado diz que dado uma aplicagao continua entre dois
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poliedros quaisquer podemos obter uma aplica¢ao simplicial homotoépica & aplicagao dada

incialmente.

Teorema 7: (O teorema da aproximagao simplicial) Sejam [K]| e |L| poliedros
com K e L triangulagoes respectivas e f : |[K| — |L| uma func¢ao continua. Entdo, existe

uma subdivisao baricéntrica K™ de K e uma funcao continua g : |K| — [L| tal que
(a) g é uma aplicacao simplicial de K™ para L ;
(b) g é homotopica a f.

Prova: Seja A = {ost(v)| v é vértice de |L|} uma cobertura aberta de [L|. Como |L|
¢ compacto em R™, temos que |L| admite uma subcobertura finita de A com ntumero de
Lebesgue A > 0. Como |[K| € R™ é compacto temos que f : |K| — |L| é uma funcao

uniformemente continua, logo para este A > 0, existe 6 > 0, tal que para x,y € |K| e
[x =yl <8 =If(x) = fly)]| <A.

Pelo Teorema 6 temos que malha(K®)) — 0, quando s — 0, entdo existe € N, tal

que matha(K™) < £. Daf, dado v um vértice de K e x,y € ost(v), temos que

Ix =yl < [x—=v|[+]v—yl
< matha(K™) + matha(K™)
= 2malha(K™)

= 9.

Assim, ||f(x)—f(y)|| < A. Portanto, o diametro de f(ost(v)), para todo vértice v de K
¢ menor que A > 0. Entao existe algum elemento da cobertura A que contém f(ost(v)),
ou seja, existe algum vértice p de L, tal que f(ost(v)) C ost(p). Portanto K(") ¢ estrela
relacionada a L relativa a f. Pelo Teorema 5, temos que f tem uma aproximacgao simplicial

g : |[K| — |L|. Logo g é aplicagao simplicial e é homotépica a f.
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Pelo Teorema 7, temos que dada uma aplicacao continua entre poliedros f : |[K| — |L|,
é possivel encontrar uma r-divisao baricéntrica de K e uma aplicagao simplicial, g :
K — L, tal que h = go Sd" : [K| — |L| é homot6pica a f. Dai, pelo Teorema
4, temos que {hy}37 o € uma aplicagao de cadeias e pelo Teorema 3, cada h;, induz um

homomorfismo (hy, ), : Hy (K) — H,(L).

A sequéncia {(hy, ).}, ¢ chamda sequéncia de homomorfismos induzidos por f e serd

denotada por {(fp).}.

Lema 2: Sejam f : [K| — [L| e h : [L] — |[M| continuas. Entao [(h o f),]. =

(hp)* o (fp)*'

Prova: Dado wy, 4B, (K) um elemento de H,, (K), entao pelo Teorema da aproximacao
simplicial temos que existem aproximacoes simplicais f/ : K — Leh’ : L) — M
para f e h. Se tomarmos v = max{t, s} temos pela demonstracao do Teorema da aproxi-
macao simplicial que obtemos aproximacoes simpliciais f : KW' — Le h/: L") — M.
Logo pela observacao feita anteriormente temos que f" = ' o Sd" e h" = h'/ 0 Sd" sédo
aplicagoes homotopicas a f e h respectivamente que por sua vez geram as aplicagoes de

cadeias f", e h", para todo p > 0 e induzem os homomorfismos (f",), e (h",,),. Entao

[(hof)plilwp +Bp(K)) = [(h" o f")p](wp + By (K))
= (h"of")p(wp) + By(M)
= h'p (" (wp)) + Bp(M)
= (") (" (wp) + By (L))
= (hp ) ((f"p )i (wp + By (K)))
= (hp)s o (fp)s(wp + By (K)).

Donde concluimos que [(h o f),]. = (hp). o (fp)..

Lema 3: Seja id : [K| — [K| a fungdo identidade. Entao [(idk|)pls = id, k)

Prova: Dado wy, + B, (K) um elemento qualquer de H, (K). Entao,
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[(idlKl)p]*(Wp =+ Bp(K)) = (idIKl)p(Wp) + Bp(K)
= wy + B, (K)

= ide(K)(Wp + BP(K))
[l

Teorema 8: Se [K| e |L| sao homeomorfos, entao H,(K) e H, (L) sao isomorfos para

cada p.

Prova: Sejam f : |[K| — |L| um homeomorfismo e ! : |[L| — |K| o seu inverso.

Assim f e f~! sao continuas e
fof = idi,) € ((Adje)p)s = idp, (1)-
Portanto, pelo Lema 2, temos que
(fp)* o (f;_)l)* = ((fo f_l)p)*

= ((idj))p)-

— ide(L)v
e também
(f;l)*o(fp)* = ((f_lof)p)*

= ((idk])p)-

dm, (k)-

Com isto obtemos que (f,). : Hp(K) — Hy, (L) é isomorfismo, com inverso ((f1),). :

H, (L) — H, (K).
g

O teorema acima é um importante resultado da teoria de homologia simplicial pois ele
diz que o grupo de homologia é um invariante topologico. Em particular, usamos a con-
trapositiva do teorema 8 para mostrar que dois espagos nao sao homeomorfos, a exemplo

da aplicacao que faremos no préximo capitulo.
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Uma pergunta natural a se fazer é se vale a reciproca do teorema acima. A resposta é
negativa e serd mostrada com um contraexemplo. De fato, considere a faixa de Moebius
FM menos um disco aberto D, que denotaremos por A = FM\D. Sabemos que Hy(FM) ~
Z, Hi(FM) ~ Z e Hy(FM) ~ 0. Dada uma triangul¢ao para a FM podemos obter uma
triangulacao para A retirando um 2-simplexo aberto da triangulacao da faixa de Moebius.

Na triangulacao abaixo a regiao cinza representa a face que foi retirada.

d € F a

a b € d

Figura 3.10: Triangulagao da faixa de M6ebius menos um disco

Temos que a quantidade de vértices e arestas da triangulagao para A é o mesma para
FM, logo
Ho(A) =~ Ho(FM) e H;(A) =~ H{(FM)

Considere agora a orientacdo a <b <c < d < e < fedado z € Cy(A) temos
z = g;(ade) + g2(abe) + gs(bcf) + g4(acf) + gs(acd)
com g; € Z e aplicando o operador bordo obtemos
d(z) = gi((de) — (ae) + (ad)) + g2({be) — (ae) + {ab)) + gs({cf) — (bf) + (bc))
+  ga({cf) —{af) + {ac)) + gs({cd) — (ad) + {ac))
= (de)(g1) + (ae)(—g1 — g2) + (ad)(g1 — g5) + (be)(ga) + (ab)(gz)

+ (cf)(gs + g4) + (bf)(—gs) + (bc)(gs) + (af)(—g4) + (ac)(gs + g5) + (cd)(gs)

Para que 0(z) = 0 temos que ter g; = 0, para todo 1 <1 < 5. Assim Z3(A) ~ 0 que
implica em Hy(A) ~ 0, visto que By(A) ~ 0. Portanto Hy(A) ~ Hy(FM) e dai temos que

os grupos de homologia de A e FM sao isomorfos, mas A nao é homeomorfo a FM.



Capitulo 4

Aplicacoes da teoria de Homologia

No capitulo 4, como aplicagoes da teoria de homologia desenvolvida nos capitulos an-
teriores, apresentamos o teorema de invariancia da dimensao dos espagos euclidianos por
homeomorfismos e o Teorema dos Pontos Fixos de Lefschetz. Nesse capitulo usamos as

reféncias [2], [4] e [6].

Definicao 36: Uma compactificacao de Alexandrov de um espago topologico

X é uma aplicacao ¢@ : X — X*, tal que
(1) X* é um espago compacto de Hausdorff ;
(2) @ é um homeomorfismo de X sobre @(X) ;

(3) X* = @(X) U{w}, onde w ¢ ¢(X),
o ponto w tal que X* \ ¢@(X) = {w} chama-se o ponto no infinito da compactificacao

@ X — X"

Nem todo espaco topoldgico admite uma compactificacao de Alexandrov, para isso
acontecer o espaco X tem que ser Hausdorff e localmente compacto. A prova dessa obser-

vacao pode ser encontrada em [4].

Proposicao 2: Sejam ¢ : X — X* e P : Y — Y* compactificacoes de Alexandrov.

69
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Todo homeomorfismo h : X — Y estende-se a um homeomorfismo h* : X* — Y* que
transforma o ponto no infinito de X* no ponto no infinito de Y*. Ou seja h* : X* — Y*
tal que h* o @ =P oh e h*(w*) = z*, onde w* e z* sao os pontos no infinito de X* e Y*

respectivamente.

Prova: Temos que h*(w*) = z* e h* restrito a @(X) reduz-se ao homeomorfismo
h* =1{pohog !':@(X) — P(Y). Mostremos que (h*)"! é continua em z*. Para isto,
seja B uma vizinhanca aberta de z* em Y*. Entao Y* \ B é fechado em Y* e como Y* é
compacto Y*\ B é compacto em Y*, no qual Y*\B C P (Y). Dai, temos que Y*\B = h*(K),

onde K C @(X) é um compacto, visto que h*|¢@(X) ¢ homeomorfismo.

Como X* é Hausdorff, segue que K é fechado em X*. Logo A = X* \ K é um aberto

em X*, com w* € A, entao A é uma vizinhanca aberta de w*. Donde,

Y*\B = h*(K)

= h*(X"\ A)

= h*(X*)\ h*(A)

= Y"\ h*(A),
pois h* é uma bijecao. Portanto h*(A) = B, ou seja, (h*) " 1(B) = A. Como A é aberto
de X*, temos que (h*)"! é continua em z*. Portanto, (h*)~! :Y* — X* & continua.
Seja B C Y* fechado, como Y* é compacto, temos que B é compacto, logo (h*)~1(B) é
compacto. Agora, usando que X* é Hausdorff concluimos que (h*)~!(B) é fechado. Assim,

(h*)~! é uma aplicacao fechada e isso implica que h* é continua, logo h* ¢ homeomorfismo.
O

Para mais detalhes sobre compactificacoes e resultados de topologia geral como este

acima recomendamos as referéncias [4] e [9].

Lema 4: Dada K uma n-pseudovariedade. Se H,(K) nao é o grupo trivial entao K é

orientavel.

Prova: Como H; (K) # 0 considere o n-ciclo ndo nulo z = ) g;of'. Sendo K uma

n-pseudovariedade temos que cada par de n-simplexos pode ser ligado por uma sequéncia
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de n-simplexos e cada (n—1)-simplexo é uma face de exatamente dois n-simplexos. Segue

que qualquer dois coeficientes de z podem distinguir apenas no sinal, ou seja, g; = £gq,

se 0(z) =0.

Fazendo uma reordenagao dos vértices caso necessario, podemos obter g; = gg e assim

temos o n-ciclo
Zgoa{‘:go (Zl(ﬂ‘) .

Segue disto que )_1- 0l é um n-ciclo. Mas isso significa que cada (n — 1)-simplexo deve
ter um namero de incidéncia positivo com um n-simplexo o qual ele é face e um nimero

de incidéncia negativo com o outro n-simplexo. Portanto K ¢é orientéavel.

g

Em particular temos que S™ é orientavel. De fato como um (n + 1)-simplexo o™*!

é homeomorfo a bola de dimensao n + 1 temos que o complexo K formado pelo fecho
de 0™ menos a face o™ é uma n-pseudovariedade para S™. Considere uma n-cadeia

o n+1 n n __ ~ —~ Lo X
z=7) . giol de K onde o' = (apay --- @ - an41) com a; sendo o vértice retirado.

Como K é n-pseudovariedade temos que cada (n — 1)-simplexo é face de exatamente
dois n-simplexos e entao gy = +g; para todo 0 < i < n—+1, pois 0(z) = 0. Logo podemos

escrever gp = gi, a menos de uma reordenacao dos vértices. Dai

= 9210—111

e assim Z,,(K) # 0, pois basta tomar g # 0. Visto que B, (K) ~ 0 temos que H,,(K) # 0.

Portanto pelo Lema anterior S™ é orientavel, para todo n € N.

Faremos a seguir nossa primeira aplicacao da teoria de homologia, o Teorema da in-
variancia da dimensao por homeomorfismos, tal teorema nos diz que dado duas esferas
abertas em espacos euclidianos de dimensoes diferentes teremos que elas nao poderao
ser homeomorfas e o mesmo ocorrera para os proprios espacos euclidianos de dimensoes
diferentes. Podemos ainda concluir desse resultado que duas variedades topologicas de

dimensoes diferentes nao podem ser homeomorfas pois elas sao localmente homeomorfas
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a um espago euclidiano.

Teorema: (Teorema da invariancia da dimensao) Sejam m,n inteiros positivos.

Se m # n entao

(a) S™ e S™ nao sao homeomorfas.

(b) R™ e R™ nao sao homeomorfos

Prova: (a) Suponha que S™ e S™ sejam homeomorfas, entao considerando uma m-
pseudovariedade K relacionada a S™ e uma n-pseudovariedade L relacionada a S™, temos
que os poliedros |K| e |L| sao homeomorfos a S™ e a S™ respectivamente. Logo, temos que

IK| e |L| sdo homeomorfos, pois S™ é homeomorfa a S™.

Considere f : |K| — |L| um homeomorfismo, entao pelo Teorema 8, temos que os
grupos de homologia H,(K) e H, (L) s@o isomorfos para cada p. Como m # n, temos
que ou M < N ou m > Nn. Suponha m < n. Dali, visto que S™ ¢é orientavel temos pela
Proposi¢ao 1 que Hy (L) ~ Z. Por outro lado, como m < n, temos que K nao possui
n-simplexos, logo nao possui n-cadeias e assim Z,,(K) ~ 0, ou seja, H,,(K) ~ 0. Mas,

H, (K) é isomorfo a H,, (L), assim Z é isomorfo a 0. Mas isto é um absurdo.

Agora suponha m > n. Como S™ é orientavel, temos pela Proposicao 1, que H,,, (K) ~
Z. Por outro lado, como m > n, temos que L nao possui m-simplexos, logo nao possui
m-cadeias e assim Z,,(L) ~ 0, ou seja, H,,(L) ~ 0. Mas H,,(L) & isomorfo a H,,(K),

sendo assim teremos novamente 7 isomorfo a 0. Que gera uma contradigao.
Portanto nao se pode ter S™ homeomorfa a S™, com m # n.
(b) Suponhamos por absurdo que R™ e R™ sejam homeomorfos. Sabemos que R™ é

homeomorfo a S™\ {(0,...,0,1)} e que R™ é homeomorfo a S™\ {(0,...,0,1)}. Como S™ e

S™ sao espacos compactos e Hausdorff, podemos obter

2 _
fLR™ —y S™, ﬂx%z( 2x1 2m [ 1)

XP+1777 X2 +17 x]2+1
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2 2%Xn 21
g R —§", 9(x)=( X X M )

IXP4+1"7 x2P+17 x2+1

compactificagoes de Alexandrov, com
f(R™) U{(0,...,0,1)} =S™ e g(R™)U{(0,...,0,1)} =S™.

Como estamos supondo R™ homeomorfo a R™, temos pela Proposi¢ao 2 que S™ é

homeomorfa a S™, com m # n. Absurdo, pois o item (a) acima diz que isso nao é possivel.

Assim, temos que R™ nao pode ser homeomorfo a R™, com m # n. Portanto, con-

cluimos a demonstracao deste teorema.
U

A seguir apresentaremos alguns elementos necessarios para o entendimento e demon-
tragao do Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz. Aqui apresentaremos apenas as definigoes
e resultados extremamente necesséarios para o nosso objetivo, porém para ter mais detalhes
da construcao dessa parte da teoria de homologia simplicial indicamos olhar a referéncia
(6] onde ¢ falado de muito mais defini¢oes interessantes e resultados que aqui nao cou-
beram. Na proposi¢ao abaixo apresentamos uma importante propriedade satisfeita pela

aplicacao Sd.

Proposigao 3: Dado um complexo simplicial K temos que a aplicacao Sd : C(K) —

C(K’) & um morfismo.

Prova: Primeiro note que para todo 1 > 1 temos 0(a*c;) = ¢; — a* dc; onde ¢; uma

i-cadeia. De fato,

oaxc) = 0 a*zgjgg>
j

=0 a*ZgKQ%...aD)

j
= o(Saadk-a))

j
= Zgj (Z(_l)kH(aaé...a{...a{)_1_0;») :
j

k
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por outro lado,

ci—axoc; = Ci—a*a<Zng}>
j
= Zgjc}—a*Zng(—l)k@%...ai...aD
- ZQJGJ"'ZZ )" 'gi(aa) - al - al)

k 1 . - . .
_ ZQJ<Z +(aa6--'a{<"'a]i>+0'})~
Agora vamos provar por inducao a afirmacao da proposi¢ao. Admitindo indutivamente

que 0Sd(c;) = Sd(0c;) parai <p—1e como d(ax*ci) =cy— ax0c; temos

2(Sd(cy)) = a(ZgiSd((f?)>
= (Z gi - bor * Sd( aop))

= Zgi. bep * SA(do7))

_ Zgl (Sd(007) by * 05a(20}) )
= Zgi (Sd do?) —bcg*Sd(a(aaf)D
- Z gi (Sd(acr‘f) — b * sa(a%‘;))

= ) gi(Sd(do}))

= Sd (Z giacf}’)

)

= Sd(dc,).

Portanto, 0Sd(c;) = Sd(0c;) para todo i € N, logo Sd : C(K) — C(K’) é de fato um
morfismo.

g

A partir de agora até o final da prova do teorema do ponto fixo de Lefschetz iremos

considerar nossos complexos com coeficientes num corpo qualquer. Assim H,(K) é um



Capitulo 4. Aplicagoes da teoria de Homologia 75

espago vetorial, cuja dimensao B, = B, (K) é chamada o nimero de Betti de dimensao p

de K.

Dado um espago vetorial E de dimensao finita, e um subespago F invariante por uma
aplicacao f : E — E, podemos induzir uma aplicacdo linear f : E/F — E/F, definida por

f(x + F) = f(x) + F, x € E. Diz-se que f é obtida de f por passagem ao quociente.

Proposicao 4: Seja E, F, f e f como acima. Se F C E é um subespaco invariante por

f, consideramos a restricao f|[F : F — F e temos

tr.(f) = tr.(f[F) + tr.(f).

Onde tr. denota o trago da matriz da aplicacao em questao.

Prova: Considere que dim(E) = n e uma base {vq,..,v,,} de E, onde os m primeiros
vetores formam uma base para F. Dai, note que {vi,,1 + F,...,v, + F} forma uma base

para E/F. De fato, se (w+F) € E/F com w =) . A\;v; temos que

n m

w — Z }\ivi:Z}\iViEF
i=m+1 i=1

assim {Vvi 41 + F,...,vy, + F} gera E/F e como {vini1,...,vn} & L1, temos que {vi, 1 +

F,..,vn + F} & LI. Portanto é base. Agora note que as matrizes de f, f[F e f nas bases

escolhidas de E, F e E/F respectivamente sao
f=1[fivi)icijen, fIF=[Ffi(vj)licijem €

f=[fi(vi + lmiicijen = [Ffi(v;) + Flniicijen:

Logo,
tr.(f) =) fi(vi), t(fF) =) fi(v), (= ) fiv)
i1 i=1 i=m+1

Portanto, tr.(f) = tr.(f|F) + tr.(f).

Definigao 37: Sejam C(K) e C(L) complexos de cadeias dos complexos K e L, e

f,g : C(K) — C(L) morfismos entre elas. Uma homotopia algébrica entre f e g é
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Ca 1‘.1—]46} CP(L]

Figura 4.1: Diagrama de aplicagoes algébricamente homotopicas

uma sequéncia de homomorfismos D = Dy, : C,(K) — C,,14(L), tal que 0D, +D,, ;0 =

fp — gp, ou simplesmente 0D + D0 = f — g : C,(K) — C, (L), p > 0.

Se f,g : C(K) — C(L) sao morfismos algébricamente homotopicos, isto é, se existe
uma homotopia algébrica entre f e g, entao os homomorfismos induzidos por f e g nos
grupos de homologia coincidem, ou seja, tem-se f, = g, : H,(K) — H, (L), p > 0. Isto

é justamente o que diz a préoxima proposigao.

Proposigao 5: Sejam K e L dois complexos simpliciais. Se os morfismos f, g :
C(K) — C(L) sao algébricamente homotoépicos entao f, = g, : H,(K) — H,(L) para

todo p > 0.

Prova: Dado z € Z,(K), temos que 9(z) = 0. Logo para p > 0 temos

fp (Z) —9Op (Z) = a(Dp(Z)) - Dp—la(z)
— 3(D,(2)) € By(L).

Segue que f,(z) e gp(z) sao p-ciclos homoélogos, ou seja,
fpelzl = [fp(2)] = [gp(2)] = gpulzl.
Assim, f, = g..
O

Dado um complexo simplicial K, temos que o complexo K x [0, 1] pode ser escrito como

K x [0,1] = U o x [0,1],

oekK
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de modo que para decompor K x [0, 1] em simplexos, basta descrever para cada simplexo
o = (apa; ---a,) em K, quais os simplexos que decompodem o prisma ¢ x [0,1] como
poliedro.

Para cada vértice a; do simplexo o, ponhamos a; = (a;,0) e @; = (a;,1). Entdo

o x [0,1] = Ul (o~ - @ai -+ an)

e esta vai ser a decomposi¢ao de o x [0, 1] como reuniao dos simplexos (n+1)-dimensionais

<(1_o"'ai(1_i"'a:n>.

a; ag
Figura 4.2: Decomposi¢ao de um simplexo cartesiano com um intervalo

Defina as aplicacoes simpliciais o, 3 : K — K x [0,1] pondo para cada simplexo
o= 1{(ap---a,) em K, a(c) = (ay---a,) e B(o) = (@ ---an). Pelo Teorema 4 x e f3

induzem morfismos o, 3 : C(K) — C(K x [0, 1]).

O resultado abaixo sera de fundamental importancia para demonstrar o resultado que
diz que dadas duas aplica¢goes homotopicas definidas entre dois poliedros quaisquer tere-
mos que elas induzem o mesmo homomorfismo nos grupos de homologia dos poliedros.

Para mais detalhes dessas definicoes e resultados recomendamos ao leitor a referéncia [6].

Lema 5: Os morfismos «, 3 : C(K) — C(K x [0, 1]) sao algébricamente homot6picos.

Prova: Para cada p > 0, definamos o homomorfismo

D =D, : Cy(K) — Cpia(K x [0,1])

Dp(o) =) (1)@ @@ - ap),

M

|
)

1

onde 0 = (agy--- ap) é um p-simplexo orientado de K. Dai, note que para 0 = (ag--- ap)

temos que
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@D (@)
P _
+ ) (@ @@ @) — (@ T T - D)
= <;:0 @) — (G- @)
= B(o) —«(o)

g

Teorema 9: Sejam |K| e |L| poliedros. Aplicagdes continuas homotoépicas g, f : [K| —

IL| induzem homomorfismos iguais f, = g, : H, (K) — Hy, (L) nos grupos de homologia.

Prova: Seja H : |K| x [0,1] — |L| uma homotopia entre f e g, considerando as
aplicacoes simpliciais o, 3 : |K| — |K| x [0, 1], dadas por «(a;) = (a;,0) e B(a;) =
(ai, 1), para todo a; € |K|, temos que (H o «)(a;) = H(a;,0) = f(a;) e (Ho B)(a;) =
H(ai, 1) = g(ai). Pelo Lema 5, temos que os morfismos «, 3 : C(K) — C(K x [0, 1]) s@o
algébricamente homotopicos, logo pela Proposicao 5 temos que eles induzem os mesmos
homomorfismos

= B : Hp(K) — Hp (K x [0, 1]),
nos grupos de homologia, para todo p > 0. Assim, pelo Lema 2, temos
f. = (HOO()*:H*O(X*:H*OB*:(Hoﬁ)*:

Portanto, f, = g, : H,(K) — H, (L), para todo p > 0.

Definigao 38: Se dim(K) = n, o numero de Lefschetz de f é, por definicao
SuGI

Pelo Teorema 9, temos que o nimero de Lefschetz independe do homomorfismo indu-
zido nos grupos de homologia, ou seja, estd bem definido. A seguir provaremos o Lema
de Hopf o qual nos da uma igualdade entre o nimero de Lefschetz e um somatério que
depende apenas da aplicacao f dada, tal igualdade é de suma importancia para a demons-

tracao do Teorema do ponto fixo de Lefschetz.
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Lema de Hopf: 3 7 (—1)Ptr.(fp.) = 3 0 o(=1)Ptr.(f,).

p=0

Prova: Como H,(K) = Z,(K)/B,(K), temos que o homomofismo f,, é obtido de
fplZp : Z, — Z,, por passagem ao quociente, logo temos,
tr.(fplZy) = tr.(fp.) + tr.(fp By ),
visto que dado w € B,,, existe 0 € Cp,;; tal que 9(0) = w. Logo

fp (W) = 1,(00) = 0fp,.1(0),

onde f, 1(0) € Cpyq e entdo f(w) € B,. Assim B, ¢ invariante por f,. Da mesma

forma para w € Z,, vale 9(w) = 0. Com isto obtemos que
o(fp(w)) =f, 10(w) =1, 1(0) =0,

dai f,(w) € Z,,, Z, é invariante por f, e assim f, : C, — C, induz uma aplicacao

?p : Cp/Z, — C,/Z, por passagem ao quociente. Entao
tr.(fp) = tr.(f,lZ,) +tr.(f,). (4.1)

Veja que, dada a aplicagao bordo 9 : C, — C,_; temos que Z, ¢é o seu nicleo e
0(Cp) = By_1. Pelo teorema dos isomorfismos, temos que 0 : Cp/Z, — By 1 é um
isomorfismo onde d(w + Z,) = 9(w). Além disso, como f, 09 = 0 o f, temos que o

diagrama abaixo é comutativo:

':p i
C'p/z'rr > ('P/Z'I-"
] R
' 4 4
. ,|B
Bp 1 e 2 Bp 1

Figura 4.3: Diagrama do Lema de Hopf
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De fato,

(Qof,)w+2Z,) = d(fp(w)+2Z,)

= fp1(0(w))
= fp1lBp_1(0(w))
= fp—1|Bp—1(5(W+Zp))

= (fp 1By 100)(W+Z,).
Assim, tr.(go?p) =tr.(fp_1[Bp 1 00) = tr.(ﬂ,) =tr.(f,_1[Bp_1). De (4.1) segue que

tr.(f,) = tr.(fplZy) + tr.(fp)

= tr.(f,|Z,) + tr.(f, 1[By 1) (4.2)

Como B,, =0, pois dim(K) = n, considere tr.(f_{|B_;) = tr.(f,|B,,) =0e¢

n
Z ptT p71|B‘p71)

p=0

)P (£,B))

3 3
Hll\’l

= (—D)P[—tr.(fp|Bp)] + tr.(f_1[B_1)

3 S
Ll

= (=1)P[=tr.(fp|Bp)] + (—=1)™tr.[—(fn|By)]

)i
o

I
M=

(—1)P[—tr.(fp[By)]. (4.3)

)i
o

Portanto, de (4.2) e (4.3) temos que

n
Z 1)Ptr.(f =

p=0

(=D)Phtr.(fplZy) +tr.(fp_1[Bp_1)]

o
™M=
o

I
M=

(=D)P[tr.(fplZy) — tr.(fp[By)]

)i
=)

I
M=

(—1)Ptr.(fys).

e}
I
)

g

Por fim provaremos a nossa segunda e tultima aplicagao da teoria de homologia desen-

volvida dessa dissertacao
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Teorema do ponto fixo de Lefschetz: Seja f: |[K| — |K| uma aplicacao continua.

Se L(f) # 0 entao f admite pelo menos um ponto fixo.

Prova: Suponha por absurdo que f nao tem pontos fixos. Entao existe ¢ > 0 tal que
Ix — f(x)| > ¢, para todo x € K. Como a homologia de K independe da tridngulacao,

podemos supor que todos os seus simplexos tem diametro menor que §.

Pelo teorema da aproximacao simplicial, temos que existe uma subdivisao baricéntrica
KM de K e uma aproximacao simplicial ¢ : |[K(™| — [K|, onde ¢ : KM — K ¢é
aplicacao simplicial. Como ¢ ¢é aproximagcao simplicial de f temos que @(x) e f(x) estao

no mesmo simplexo de K, para todo x € K™ logo

x—o@x) = x—f(x)+f(x)— o]

z Ix = f(x)|=If(x) — @(x)|
¢

2

ol 0

Se o é um simplexo de K™ e x € o, o ponto @(x) ndo pertence ao o, ou seja,
@(0)No =0, para todo o € K(™). Pelo Teorema 4, temos que ¢ induz um morfismo que

denotaremos pela mesma notacao, ¢ : C(K™)) — C(K). Dai considere o morfismo

f: C(K) — C(K)
f=@oSd™

onde Sd™ : C(K) — C(K™)). Logo temos que para todo p € N f, = ¢, o Sd™ e
pelo Teorema 3 temos que o morfismo f induz uma sequéncia de homomorfismos f,, :
H,(K) — H,(K), para cada p > 0, que pelo Teorema 9 independe da aproximagao
simplicial. Dado w = go} € C,(K) temos que Sd™(w) € C,(K™), logo Sd™(w) =

> 19i0i", onde 57" € K™ e 577 C o] Assim,

fp(w) = Oy (Zgiap>
- Zgi@p(g_ip)-

Como ¢@(0) No = (), temos que @p(0]) N o} = 0 e entdo @p(ci") Not =0, ¥

i. Escrevendo f,(w) como combinagao linear das p-cadeias elementares, temos que o
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coeficiente de o7 vai ser zero, visto que @,(0i") Mo}y =0 e
fp (w) = Z gi(Pp(Fip)~
i

Para cada 0‘}’ € K, temos que fp(G}’) tem coeficiente zero multiplicando G}’ quando
escrito como combinacao linear das p-cadeias elementares. Portanto, os elementos da
diagonal da matriz [f,] sdo todos zero. Logo tr.(f,) =0, e pelo Lema de Hopf, L(f) = 0.

Absurdo! Entao, f tem ao menos um ponto fixo.
O

Como consequéncias do Teorema do ponto fixo de Lefschetz temos o Teorema do ponto

fixo de Brouwer e um resultado de Topologia Diferencial e Sistemas Dinamicos.

Corolario 1: Teorema do ponto fixo de Brouwer: Seja B a bola fechada de
centro na origem e raio 1 em R™"!. Toda aplicacao continua f : B — B possui pelo

menos um ponto fixo.

Comentario da prova: Como B é contratil temos que os grupos de homologia
H,(B) ~ 0 para todo 0 < p e como B é conexa Hy(B) ~ Z. Dai temos que as induzidas
(fp)« s@o aplicagoes nulas para todo 0 < p. Mas agora dado a induzida (fy), tomemos
um O-ciclo z = g(a) onde a é um vértice da (n + 1)-pseudovariedade relacionada a B e
entao (fy)«(z + Bo(B)) é um O-ciclo nao nulo em Hy(B). Portanto tr.(fp,) =0se 0 <pe

tr.(fo.) # 0. Assim L(f) #£ 0 e segue pelo Teorema de Lefschetz que f tem um ponto fixo.
O

A caracteristica de Euler do poliedro [K| ¢ a soma alternada x([K|) = > " (1) «,,

onde o, é o namero de simplexos de dimensao r e n é a dimensao de [K|.

Dai podemos observar que se K é a n-pseudovariedade associada ao poliedro [K]|, o
corpo dos coeficientes das cadeias de K for um corpo de caracteristica zero e a aplicagao
f : |[K| — [K]| for homotopica a identidade entdo o ntumero de Lefschetz de f é igual a

caracteristica de Euler do poliedro K|, ou seja, L(f) = x(|K|).
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Corolario 2: Se uma superficie compacta S tem caracteristica de Euler diferente de
zero entao todo campo continuo de vetores tangentes a S possui ao menos uma singulari-

dade.

Comentario da prova: Suponha por absurdo que temos um campo X de vetores
tangentes a S, o qual podemos supor diferenciavel, com X(p) # 0 para todo p € S.
Definimos entao uma aplicacao f : S — S sem pontos fixos, homotopica a identidade,
fixando um numero € > 0 suficientemente pequeno e pondo, para cada p € S, f(p)=

ponto obtido deslocando p ao longo da oérbita que se origina em p, por um tempo €.
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