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Massa de Hawking e rigidez de superf́ıcies mı́nimas

em variedades tridimensionais

Jean Carlos Sousa de Brito

Teresina - 2021



Jean Carlos Sousa de Brito

Dissertação de Mestrado:

Massa de Hawking e rigidez de superf́ıcies mı́nimas em

variedades tridimensionais

Dissertação submetida à Coordenação
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Orientador:

Prof. Dr. Rondinelle Marcolino Batista

Teresina - 2021
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CENTRO DE CIÊNCIAS DA NATUREZA
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um irmão e por todas as dúvidas tiradas!
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“O mundo não é um mar de rosas; é um

lugar sujo, um lugar cruel, que não quer

saber o quanto você é durão. Vai botar

você de joelhos e você vai ficar de joe-

lhos para sempre se você deixar. Você, eu,

ninguém vai bater tão forte como a vida,

mas não se trata de bater forte. Se trata

de quanto você aguenta apanhar e seguir

em frente, o quanto você é capaz de aguen-

tar e continuar tentando. É assim que se

consegue vencer.”

Sylvester Stallone.



Resumo

Nesta dissertação, estudamos a rigidez de esferas mı́nimas bidimensionais que maximizam

localmente a massa de Hawking em variedades Riemannianas tridimensionais com curva-

tura escalar limitada inferiormente por uma constante positiva. Assumindo estabilidade

estrita de tal superf́ıcie, provaremos que existe uma vizinhança da mesma no ambiente

isométrica a uma métrica de deSitter-Schwarzschild. Tal resultado foi obtido por D.

Máximo e I. Nunes no artigo Hawking mass and local rigidity of minimal two-spheres in

three-manifolds.

Palavras− chave : Massa de Hawking, métricas deSitter-Schwarzschild, Curvatura Média

Constante (CMC), estabilidade.
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Abstract

In this dissertation, we study the rigidity of two-dimensional minimal spheres that lo-

cally maximize the Hawking mass in three-dimensional Riemannian manifolds with a

positive lower bound on its scalar curvature. Assuming strict stability of such a surface,

we will prove that there is a neighborhood of it in the isometric to one of the deSitter-

Schwarzschild metric. This result was obtained by D. Máximo and I. Nunes in their article

Hawking mass and local rigidity of minimal two-spheres in three-manifolds.

Keywords : Hawking mass, deSitter-Schwarzschild metrics, Constant Mean Curvature

(CMC), stability
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Introdução

Nas últimas décadas, superf́ıcies mı́nimas estáveis provaram ser uma ferramenta muito

importante no estudo de variedades Riemannianas tridimensionais (M3,g) com curvatura

escalar limitada por baixo.

Foram Schoen e Yau em [20] que observaram pela primeira vez que a segunda fórmula

de variação de área fornece uma interação interessante entre a curvatura escalar de uma

variedade (M3,g) e a curvatura total de uma superf́ıcie mı́nima estável Σ ⊂M, que por

sua vez está relacionado à topologia de Σ. Como consequência, eles provaram que se

(M,g) tem curvatura escalar não negativa e Σ é dois lados e compacto, então ou Σ é uma

esferas bidimensional ou um toro plano totalmente geodésico.

Motivado pelo resultado acima, Cai e Galloway em [6] mostraram que se (M3,g) é uma

variedade com curvatura escalar não negativa e Σ é um toro mergulhado localmente mini-

mizante de área (que é uma condição mais forte que a estabilidade), então Σ é um plano

totalmente geodésico, e uma vizinhança de Σ em M é isométrico ao produto Riemanniano

(−ε, ε)×Σ. Recentemente Bray, Brendle e Neves em [3] obtiveram o mesmo resultado de

rigidez para o caso em que Σ é uma esfera topológica bidimensional, mergulhada e local-

mente minimizante de área em (M3,g) com curvatura escalar limitada inferiormente por

uma constante positiva. Posteriormente, I. Nunes em [17] obteve um resultado de rigidez

semelhante para o caso em que Σ é uma superf́ıcie de Riemann compacta de genero maior

que 1 e o ambiente possui curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante

negativa. Mais tarde Micallef e Moraru em [16], encontraram um argumento alternativo

que unificou os resultados acima. Além disso, um resultado de rigidez semelhante para

planos projetivos e minimizante de área foi obtido por Bray, Brendle, Eichmair e Neves

em [4].

Uma das mais importantes aplicações da relação entre a curvatura escalar de uma

variedade Riemanniana (M3,g) e a curvatura total de uma superf́ıcie mı́nima estável Σ ⊂

1



Sumário 2

M, foi obtida por Schoen e Yau em [21] na prova do celebrado teorema da massa positiva.

O teorema da massa positiva é um resultado fundamental que relaciona a geometria

Riemanniana e a teoria da relatividade geral. O teorema afirma que a massa ADM de

uma variedade Riemanniana completa assintoticamente plana (Mn,g) com 3 6 n 6 7

e curvatura escalar não negativa é sempre não negativa e é zero se, e somente se, M

é isométrico ao espaço euclidiano Rn. Mais tarde, Witten em [23] obteve uma prova

independente do teorema da massa positiva para dimensão arbitrária, usando métodos de

spin.

Outro resultado importante no contexto da teoria da relatividade geral que envolve

superf́ıcies mı́nimas e curvatura escalar é a desigualdade de Penrose provada por Huisken

e Ilmanen em [12], e de forma independente por Bray em [2]. Esta afirma que, se (M3,g)

é uma variedade Riemanniana completa assintoticamente plana com curvatura escalar

não negativa, e fronteira Σ = ∂M 6= ∅ sendo uma duas esfera mı́nima outer-most, então a

massa ADM de M é maior ou igual a massa de Hawking de Σ, com a igualdade ocorrendo

se, e somente se, M for isométrica a metade da métrica de Schwarzschild em R3\{0}. A

massa de Hawking de uma superf́ıcie compacta Σ ⊂ (M3,g), denotada por mH(Σ) é

definida como

mH(Σ) =

(
|Σ|

16π

) 1
2
(

1 −
1

16π

∫
Σ

H2dσ−
Λ

24π
|Σ|

)
,

onde H é a curvatura média de Σ e Λ = infMR, sendo R a curvatura escalar do ambiente.

A métrica de Schwarzschild em R3\{0} pode ser vista como uma métrica Riemanniana

completa, rotacionalmente simétrica em R × S2 com curvatura escalar constante igual a

zero, e o slice Σ0 = {0}×S2 é a esfera mı́nima outer-most. Cada métrica de Schwarzschild

é determinada pela massa de Hawking de Σ0. Essas métricas aparecem como slices tipo

espaço do espaço-tempo de Schwarzschild que é uma solução para a equação de Einstein

no vácuo com constante cosmológica nula.

Outra classe de métricas em R× S2 são as métricas de deSitter-Schwarzschild. Essas

são métricas periódicas completas, rotacionalmente simétricas em R× S2 com curvatura

escalar constante positiva, além disso Σ0 = {0} × S2 é uma esfera mı́nima estritamente

estável. Elas aparecem como fatias especiais do espaço-tempo deSitter-Schwarzschild,

que é uma solução para a equação de Einstein do vácuo com uma constante cosmológica

positiva. As métricas deSitter-Schwarzschild contituem uma famı́lia de métricas a um

parâmetro {ga}a∈(0,1) e, neste trabalho, escalamos cada ga para ter curvatura escalar
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igual a 2 (consulte a seção sobre essa métrica no caṕıtulo 2 para uma descrição mais

detalhada).

Nessa dissertação, provamos alguns resultados com relação as métricas de deSitter-

Schwarzschild ga em R× S2.

Começamos considerando a situação geral de uma superf́ıcie compacta de dois lados

Σ que é um ponto cŕıtico da massa de Hawking em uma variedade (M,g) com R > 2.

Escrevendo a equação de Euler-Lagrange da massa, provamos que sempre que a curvatura

média de Σ é não-negativa, deve ser mı́nima ou umb́ılica com R = 2 e curvatura de Gauss

constante ao longo de Σ.

Em particular, sempre que M for a variedade deSitter-Schwarzschild (R × S2,ga) a

afirmação acima diz que os pontos cŕıticos da massa de Hawking são superf́ıcies mı́nimas

ou slices {r}× S2.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados preliminares que darão

suporte as demonstrações no transcorrer desta dissertação. Para alguns resultados apre-

sentaremos provas e para outros indicaremos apenas as referências usadas, principalmente

para aqueles cujas provas são muito técnicas e fogem do escopo do trabalho.

1.1 Imersões isométricas

Iniciaremos esta seção definindo o que vem a ser uma imersão.

Definição 1.1. Seja Mn uma variedade diferenciável e (M
n+1

,g) uma variedade Rie-

manniana. Uma aplicação diferenciável ϕ : M → M é uma imersão se dϕp : TpM →

Tϕ(p)M é injetiva para todo p ∈M.

A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana

em M da seguinte forma: para quaisquer p ∈M e u, v ∈ TpM, define-se

〈u, v〉p = 〈dϕp(u),dϕp(v)〉ϕ(p).

Com isso, ϕ passa a ser uma imersão isométrica deM emM. Em particular, toda imersão

isométrica é uma imersão.

Para cada p ∈M, o produto interno de TpM induz uma decomposição de TpM como

soma direta ortogonal

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥,

4



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 5

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de (TpM) em (TpM). Se v ∈ TpM, p ∈ M,

podemos escrever

v = vT + vN, onde vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥.

Seja ∇ a conexão Riemanniana de M. Se X e Y são campos locais de vetores em M,

e X, Y são extensões locais a M, definimos uma conexão em M por

∇XY = (∇XY)T .

Verifica-se que esta é a conexão Riemanniana relativa à métrica induzida de M.

Afim de definir a segunda forma fundamental da imersão isométrica ϕ : M → M,

convém introduzir previamente a seguinte definição. Seja U ⊂M um aberto de M, se X,

Y são campos locais em U, a aplicação B : X(U)× X(U)→ X(U)⊥ dada por

B(X, Y) = (∇XY) −∇XY

está bem definida, ou seja, não depende das extensões de X, Y.

Proposição 1.1. A aplicação B : X(U)× X(U)→ X(U)⊥ é bilinear e simétrica.

Demonstração. A prova dessa proposição pode ser encontrada em [9].

Vamos agora definir a segunda forma fundamental. Seja p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. A

aplicação Hη : TpM× TpM→ R dada por

Hη(X, Y) = 〈B(X, Y),η〉,

é uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.2. A forma quadrática IIη : TpM→ R definida por

IIη(X) = Hη(X,X)

é chamada a segunda forma fundamental de ϕ em p segundo o vetor normal η.

Às vezes se utiliza também a expressão segunda forma fundamental para designar a

aplicação B.

Observe que à aplicação bilinear Hη fica associada uma aplicação linear auto-adjunta

Aη : TpM→ TpM dado por

〈AηX, Y〉 = Hη(X, Y) = 〈B(X, Y),η〉.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 6

A partir de

〈AηX, Y〉 = 〈B(X, Y),η〉 = 〈∇XY,η〉 = −〈∇Xη, Y〉 = 〈−(∇Xη)>, Y〉,

obtemos

AηX = −(∇Xη)>. (1.1)

Definição 1.3. Dado uma imersão ϕ :M→M, seja η um campo de vetores normais a

M, definimos o vetor curvatura média da imersão isométrica por

~H = tr(Aη)η,

pode-se provar que H independe da escolha do η. Dizemos que a imersão ϕ :M →M é

mı́nima, se ~H ≡ 0.

No caso de imersões isométrica ϕ : Mn → M
n+1

, a curvatura média é dada por

H = tr(Aη).

A proposição a seguir relaciona, para campos em M, as componentes tangencial e

normal do tensor curvatura de M com o tensor curvatura de M e a segunda forma fun-

damental da imersão isométrica.

As fórmulas presentes na proposição abaixo são conhecidas na literatura como as

equações de Gauss e Codazzi.

Proposição 1.2. Se ϕ :M→M é uma imersão isométrica e X, Y,Z ∈ X(M), então:

a) (Gauss) (R(X, Y)Z)> = R(X, Y)Z+AB(X,Z)Y −AB(X,Z)X.

b) (Codazzi) (R(X, Y)Z)⊥ = (∇⊥XB)(Y,Z) − (∇⊥YB)(X,Z)

Demonstração. Para uma prova veja [9].

Corolário 1.1. Se ϕ :M→M é uma imersão isométrica e W,X, Y,Z ∈ X(M), então

〈R(W,X)Y,Z〉 = 〈R(W,X)Y,Z〉+ 〈B(W, Y),B(X,Z)〉− 〈B(W,Z),B(X, Y)〉 (1.2)

Em particular, se X, Y ∈ X(M) são ortonormais, então

K(X, Y) = K(X, Y) + 〈B(X,X),B(Y, Y)〉− |B(X, Y)|2,

onde K e K denotam as curvaturas seccionais em M e M, respectivamente.

Aproveitaremos esta seção para trazer mais dois resultados de geometria Riemanniana

que serão muito úteis no decorrer da dissertação.
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Teorema 1.1 (Divergência). Sejam M uma variedade compacta orientável com bordo

∂M e X um campo de classe Ck. Então∫
M

div XdM =

∫
∂M

〈X,η〉dS,

onde η é um campo unitário normal à ∂M apontando para fora de M.

Demonstração. Esse teorema é uma consequência imediata do Teorema de Stokes para

variedades. Uma demonstração do Teorema de Stokes pode ser encontrada em [22].

Corolário 1.2 (1ª Fórmula de Green). Sejam u, v : U → R, funções de classe Ck no

aberto U. Seja M ⊂ U uma variedade orientável, compacta com bordo suave ∂M. Então,∫
M

(u∆v+ 〈grad(u),grad(v)〉)dM =

∫
∂M

u
∂v

∂η
dS.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema da divergência e da definição de divergência

de um campo, considerando o seguinte campo X = u.grad(v).

1.2 Fórmulas de variação da área

Nesta seção demonstraremos algumas fórmulas gerais para variações normais de hipersu-

perf́ıcies propriamente imersas em uma variedade Riemanniana (Mn,g). Dentre elas, as

fórmulas da primeira e sugunda variação da área.

Seja Σn−1 ⊂ Mn uma hipersuperf́ıcie compacta. Uma variação normal de Σ em M,

é uma famı́lia {Σt}, t ∈ (−ε, ε), onde Σt = {f(t, x); x ∈ Σ} com f : (−ε, ε) × Σ → M

uma aplicação suave, tal que f(0, x) = x para todo x ∈ Σ, ft = f(t, ·) : Σ → M é uma

imersão para todo t ∈ (−ε, ε) com
∂f

∂t
(0, x) = ϕNt, onde ϕ ∈ C∞(Σ). Dizemos que ϕ é

a velocidade normal da variação.

Estamos interessados em entender a evolução das quantidades área |Σt| e curvatura

média Ht de Σ(t) ao longo dessa variação normal, para isso, começaremos trazendo algu-

mas identidades, as quais faremos uso mais adiante.

Lema 1.1. Seja G(t) = (aij(t)), t ∈ I uma famı́lia suave de matrizes n× n, então

d

dt

∣∣∣
t=0
det(G(t)) = det(G(0))Tr(G ′(0)).

Demonstração. Para uma prova desse Lema veja [15].
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Lema 1.2. Dado uma métrica g, temos as seguintes identidades:

i) ∂tgij = g(∇∂i∂t,∂j) + g(∂i,∇∂j∂t);

ii) ∂tg
ij = −2gikgjlg(∇∂k∂t,∂l);

Demonstração. Para provar i) note primeiramente que gij = 〈∂i,∂j〉, assim derivando e

usando a compatibilidade da métrica, teremos

∂tgij = ∂t〈∂i,∂j〉 = 〈∇∂t∂i,∂j〉+ 〈∂i,∇∂t∂j〉.

Agora basta notar que ∇∂t∂i = ∇∂i∂t já que [∂t,∂i] = 0. Portanto,

∂tgij = 〈∇∂i∂t,∂j〉+ 〈∂i,∇∂j∂t〉.

Já para ii) começaremos observando que gikgkl = δ
i
l implica gkl∂tg

ik+gik∂tgkl = 0,

usando o primeiro item temos

gkl∂tg
ik = −gikg(∇∂k∂t,∂l) − gikg(∂k,∇∂l∂t).

Assim, multiplicando a igualdade acima por gjl e observando que feito isso, os dois termos

da direita são iguais, ganhamos

δjk∂tg
ik = −2gikgjlg(∇∂k∂t,∂l).

Logo

∂tg
ik = −2gikgjlg(∇∂k∂t,∂l).

Lema 1.3. Considerando a variação descrita acima, temos:

i) ∇∂iNt = −gklAil∂k;

ii) ∇∂tNt = −∇Σtϕt.

Onde A é a segunda forma fundamental com respeito a métrica g.

Demonstração. Primeiramente, observe que g(Nt,Nt) = 1, dáı pela compatibilidade da

métrica, temos que

g(∇∂iNt,Nt) = 0, (1.3)

ou seja, ∇∂iNt ∈ TΣt. Assim, dado uma base {∂k} de Σt, teremos

∇∂iNt = gklg(∇∂iNt,∂l)∂k = −gklAil∂k,
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provando assim o item i).

Um cálculo análogo, mostra que ∇∂tNt ∈ TΣt o que implica

∇∂iNt = gikg(∇∂tNt,∂k)∂i.

Notemos que, g(Nt,∂k) = 0 implica 〈∇∂tNt,∂k〉 = −〈Nt,∇∂t∂k〉 = −〈Nt,∇∂k∂t〉. De

posse disso e lembrando que ∂t = ϕtNt, podemos reescrever a equação acima da seguinte

forma

∇∂iNt = −gikg(Nt,∇∂k∂t)∂i

= −gikg(Nt,∇∂kϕtNt)∂i

= −gikϕtg(Nt,∇∂kNt)∂i − gik∂k(ϕt)g(Nt,Nt)∂i. (1.4)

Donde pela equação (1.3), teremos

∇∂iNt = −gik∂k(ϕt)∂i = −gikg(∇ϕt,∂k)∂i = −∇Σtϕt.

Agora, estamos aptos a provarmos a fórmula da primeira variação da área.

Proposição 1.3. Dada uma variação Σ(t) de Σ, a primeira variação da área é dada por

d

dt
|Σ(t)|

∣∣∣
t=0

= −

∫
Σ

Hϕdσ.

Demonstração. Seja {xi} um sistema de coordenadas local de Σt e dσt =
√
det[gij]dx1 ·

· · dxn o elemento de área de Σt. Assim, usando o Lema 1.1, temos que

∂t

√
det[gij] =

1

2

∂tdet[gij]√
det[gij]

=
1

2

(gij∂tgij)det[gij]√
det[gij]

.

Agora usando o item i) do Lema 1.2, teremos

∂t

√
det[gij] =

1

2
gij
[
g(∇∂i∂t,∂j) + g(∂i,∇∂j∂t)

]√
det[gij].

Como estamos somando em ij, os dois termos dentro do colchete são iguais, ou seja

∂t

√
det[gij] = gijg(∇∂i∂t,∂j)

√
det[gij]

= gijg(∇∂i(ϕtNt),∂j)
√
det[gij]

= gijϕtg(∇∂iNt,∂j)
√
det[gij] + g

ij∂i(ϕt)g(Nt,∂j)
√
det[gij]

= −gijAijϕt

√
det[gij]

= −Htϕt

√
det[gij].
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Provando assim a proposição.

Observação 1.1. Uma observação interessante é que Σ é mı́nima (H = 0) se, e somente

se,
d

dt

∣∣∣
t=0

|Σt| = 0 (ou seja, superf́ıcies minimas são pontos cŕıticos do funcional área).

Para provar essa afirmação faça ∫
Σ

Hϕdσ = 0

para todo ϕ ∈ C∞(Σ) e suponha que H(p) 6= 0 para algum p ∈ Σ. Podemos supor, sem

perda de generalidade que H(p) > 0 e pela continuidade existe uma vizinhança U de p tal

que H(U) > 0. Assim podemos tomar ϕ ≡ 1 em V ⊂ U e suppϕ  U. Portanto,

0 =

∫
Σ

Hϕdσ =

∫
U

Hϕdσ >
∫
V

Hdσ > 0.

Isso é um absurdo. Logo H ≡ 0. A outra implicação segue direto da Proposição 1.3.

Afim de calcularmos a segunda variação da área de Σt, vamos primeiro encontrar uma

fórmula para a derivada da curvatura média Ht.

Proposição 1.4. Seja Ht a curvatura média de Σt. Então

∂tHt = LΣtϕt,

onde LΣt = ∆Σt + Ric(Nt,Nt) + |A|2 é o operador de Jacobi de Σt.

Demonstração. Por definição, a curvatura média é dada pelo traço da segunda forma

fundamental, ou seja,

Ht = −gijg(∇∂iNt,∂j).

Assim, derivando a igualdade acima e usando o item ii) do Lema 1.2, teremos

∂tHt = −∂tg
ijg(∇∂iNt,∂j) − gij

[
g(∇∂t∇∂iNt,∂j) + g(∇∂iNt,∇∂t∂j)

]
= +2gikgjlg(∇∂k∂t,∂j)g(∇∂iNt,∂j) − gij

[
g(R(∂t,∂i)Nt,∂j)

+g(∇∂i∇∂tNt,∂j) + g(∇[∂t,∂i]Nt,∂j) + g(∇∂iNt,∇∂t∂j)
]
,

onde na última igualdade, usamos ∇∂t∇∂iNt = R(∂t,∂i)Nt +∇∂i∇∂tNt +∇[∂t,∂i]Nt.

Agora, pelo Lema 1.3 e do fato que [∂t,∂i] = 0, podemos reescrever a equação acima



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 11

como

∂tHt = +2gikg(∇∂k∂t,∇∂iNt) + gijg(R(∂i,∂t)Nt,∂j)

−gijg(∇∂i(−∇Σtϕt),∂j) − gijg(∇∂iNt,∇∂t∂j)

= gijg(∇∂iNt,∇∂j∂t) + Ric(∂t,Nt) + gijg(∇
Σt
∂i
∇Σtϕt,∂j)

= gijg(∇∂iNt,∇∂jNt)ϕt + gijg(∇∂iNt,Nt)∂j(ϕt) + Ric(Nt,Nt)ϕt + ∆ϕt

= gijg(∇∂iNt,∇∂jNt)ϕt + Ric(Nt,Nt)ϕt + ∆ϕt

Finalmente, uma vez que

|A|2 = gklgmnAkmAln = gklgmng(∇∂kNt,∂m)g(∇∂lNt,∂n),

e novamente pelo primeiro item do Lema 1.3, temos |A|2 = gklg(∇∂kNt,∇∂lNt). Por-

tanto, teremos

∂tHt = |A|2ϕt + Ric(Nt,Nt)ϕt + ∆ϕt = LΣtϕt

Usaremos agora as fórmulas acima para obtermos a fórmula da segunda variação da

área de Σt.

Proposição 1.5. Dada uma variação Σ(t) de Σ, a segunda variação da área é dada por

d2

dt2
|Σ(t)|

∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

[−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)]dσ,

onde X(x) =
∂f

∂t
(0, x).

Demonstração. A prova dessa proposição segue de um cálculo direto, ou seja, fazendo

d2

dt2
(dσt)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(−Htϕtdσt)

∣∣∣
t=0

,

teremos pelas proposições 1.3 e 1.4 que

d2

dt2
(dσt)

∣∣∣
t=0

=
(
−ϕLϕ+H2ϕ2 −H

d

dt
ϕ
∣∣∣
t=0

)
dσ.

Agora basta notar que, sendo X = ϕtNt, temos que

∇XX = ∇ϕtNtϕtNt = ϕ2
t∇NtNt +ϕtNt(ϕt)Nt,
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como Nt é normal unitário, ficamos apenas com

∇XX = ϕtNt(ϕt)Nt.

Assim, teremos

divΣ(∇XX) = ϕtNt(ϕt)divNt + 〈Nt,∇ΣϕtNt(ϕt)〉.

Como ∇ΣϕtNt(ϕt) é tangente a Σt e divNt = −Ht, então

divΣ(∇XX) = −Ht
d

dt
ϕt, (1.5)

o que finaliza a prova da proposição.

Ressaltamos que, se Σ é mı́nima, então

d2

dt2
|Σ(t)|

∣∣∣
t=0

= −

∫
Σ

ϕLϕdσ.

Veremos agora como a segunda variação da área de uma superf́ıcie mı́nima Σ está

relacionada com sua estabilidade.

1.2.1 Estabilidade

Agora iremos introduzir a noção de estabilidade para superf́ıcies mı́nimas.

Dada uma superf́ıcie Σ em uma variedade (M3,g), o operador de Jacobi de Σ, denotado

por LΣ ou apenas por L se não houver ambiguidade, é definido como

LΣ = ∆Σ + Ric(v, v) + |A|2,

onde v denota o campo vetorial normal unitário ao longo de Σ e A é a segunda forma

fundamental de Σ. Nossa convenção para o problema de autovalor é o seguinte: dizemos

que λ ∈ R é um autovalor de L se, e somente se, existe ϕ ∈ C∞(Σ) tal que Lϕ+ λϕ = 0.

O operador de Jacobi L pertence a uma classe de operadores que geralmente são

chamadas de operadores de Schrodinger, ou seja, operadores da forma ∆ + q, onde q é

uma função cont́ınua em Σ. É sabido que, o espectro de L

Spec(L) = {λ1 < λ2 < λ3 < · · ·},
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consiste em uma sequência crescente de autovalores λk com multiplicidades finitas mk de

modo que lim
k→∞ λk = +∞, onde λ1 = λ1(Σ) denota o primeiro autovalor de L. Além disso,

o primeiro autovalor é simples (m1 = 1) e satisfaz a seguinte caracterização min-max

λ1(L) = inf
ϕ∈C∞(Σ)

(
−
∫
Σ
ϕLϕdσ∫

Σ
ϕ2dσ

)
. (1.6)

Uma superf́ıcie mergulhada Σ é dita estável se, e somente se, λ1(Σ) > 0. Dizemos que

Σ é estritamente estável, quando λ1(Σ) > 0.

Da equação (1.6), temos que

λ1(L) 6

(
−
∫
Σ
ϕLϕdσ∫

Σ
ϕ2dσ

)
,

donde

λ1(L)

∫
Σ

ϕ2dσ 6 −

∫
Σ

ϕLϕdσ

= −

∫
Σ

ϕ∆Σϕdσ−

∫
Σ

(Ric(v, v) + |A|2)ϕ2dσ.

Assim, usando a 1° Fórmula de Green (1.2), obtemos

λ1(L)

∫
Σ

ϕ2dσ+

∫
Σ

(Ric(v, v) + |A|2)ϕ2dσ 6
∫
Σ

|∇ϕ|2dσ. (1.7)

A equação (1.7) é conhecida como desigualdade de estabilidade.

1.3 Massa de Hawking e suas fórmulas de variação

Nesta seção vamos definir o funcional massa de Hawking e calcular a sua primeira e

segunda variação.

A massa de Hawking é uma importante massa quasi local, sua importância reside no

fato que, a noção massa de Hawking foi fundamental na prova da desigualdade de Penrose,

para mais detalhes veja [2] e [12].

Seja (M,g) uma variedade tridimensional e Σ ⊂M uma superf́ıcie compacta de dois

lados (no nosso contexto, dois lados equivale a existência de um campo normal unitário

ao longo da superf́ıcie). A massa de Hawking de Σ é definida por

mH(Σ) =

(
|Σ|

16π

) 1
2
(

1 −
1

16π

∫
Σ

H2dσ−
Λ

24π
|Σ|

)
,

onde H é a curvatura média de Σ e Λ = infMR.
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Como Σ é dois lados, existe um campo normal unitário v ao longo de Σ. Seja Σ(t) ⊂M

uma variação normal suave de Σ, ou seja, Σ(t) = {f(t, x); x ∈ Σ}, onde f : (−ε, ε)×Σ→M

é uma função satisfazendo:

i) ft : Σ→M é imersão, para todo t ∈ (−ε, ε);

ii) f(0, x) = x para todo x ∈ Σ;

iii)
∂f

∂t
(0, x) = ϕ(x)v(x), para todo x ∈ Σ, onde ϕ ∈ C∞(Σ).

Agora estamos aptos a demonstrar as fórmulas de variação da massa de Hawking.

Proposição 1.6. A primeira variação da massa de Hawking é dada por

d

dt
mH(Σ(t))

∣∣∣
t=0

= −
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕ∆ΣHdσ+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Λ− R)Hϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

[
2KΣ −

8π

|Σ|
+

1

2|Σ|

∫
Σ

H2dσ− |A|2
]
Hϕdσ.

Demonstração. Derivando a massa de Hawking, ao longo da variação normal dada acima,

temos que

d

dt
mH(Σ(t)) =

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

(
1 −

1

16π

∫
Σ

H2
tdσt −

Λ

24π
|Σt|

)
d

dt
|Σt|

+

(
|Σt|

16π

) 1
2
(
−

1

16π

∫
Σ

(2Ht
d

dt
(Ht)dσt +H

2
t

d

dt
(dσt)) −

Λ

24π

d

dt
|Σt|

)
= −

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

(
1 −

1

16π

∫
Σ

H2
tdσt −

Λ

24π
|Σt|

) ∫
Σ

ϕtHtdσt

−
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(2Ht(∆Σϕt + Ric(v, v)ϕt + |A|2ϕt)dσt −H
2
tϕtHtdσt)

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

2Λ

3

∫
Σ

ϕtHtdσt

= −
2|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

Ht∆Σϕtdσt −
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

Ht(2Ric(v, v) + 2|A|2)ϕtdσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

H3
tϕtdσt +

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕtHtdσt

∫
Σ

H2
tdσt

+
1

2

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

Λ

∫
Σ

ϕtHtdσt −
1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σ

ϕtHtdσt

= −
2|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕt∆ΣHtdσt −
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

Ht(2Ric(v, v) + 2|A|2)ϕtdσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

H3
tϕtdσt +

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

1

2|Σt|

∫
Σ

ϕtHtdσt

∫
Σ

H2
tdσt

+
1

2

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

Λ

∫
Σ

ϕtHtdσt −
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

8π

|Σt|

∫
Σ

ϕtHtdσt, (1.8)
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onde usamos as seguintes identidades

d

dt
Ht = ∆Σϕt + Ric(vt, vt)ϕt + |At|

2ϕt

d

dt
(dσt) = −ϕtHtdσt∫

Σ

ϕt∆Htdσt =

∫
Σ

Ht∆ϕtdσt,

sendo que a última igualdade segue do corolário 1.2.

Agora pela equação de Gauss temos que

2Ric(vt, vt) + 2|A|2 = R− 2KΣt +H
2
t + |At|

2,

donde substituindo em (1.8) e organizando os termos, obtemos

d

dt
mH(Σ(t)) = −

2|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕt∆ΣHtdσt +
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Λ− R)Htϕtdσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

[
2KΣt −

8π

|Σt|
+

1

2|Σt|

∫
Σ

H2
tdσt − |At|

2

]
Htϕtdσt.

Agora calculemos a segunda variação da massa de Hawking para pontos cŕıticos da

primeira variação.

Proposição 1.7. Se Σ ⊂M é um ponto cŕıtico do funcional massa de Hawking, então

d2

dt2
mH(Σ(t))

∣∣∣
t=0

= −
3

4

mH(Σ)

|Σ|2

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ

−
mH(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

(ϕLϕ−H2ϕ2 + divΣ(∇XX))dσ

−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

HL ′(0)ϕdσ+
4|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

H2ϕLϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

[(
H2 +

2

3
Λ
)
(ϕLϕ−H2ϕ2 + divΣ(∇XX))

]
dσ

Demonstração. Vimos na proposição anterior que a primeira variação é dada por

d

dt
mH(Σ(t)) =

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σ

d

dt
(dσt)

(
1 −

1

16π

∫
Σ

(
H2
t +

2Λ

3

)
dσt

)
+

(
|Σt|

16π

) 1
2
(
−

1

16π

∫
Σ

2Ht
d

dt
(Ht)dσt −

1

16π

∫
Σ

(
H2
t +

2

3
Λ
) d
dt

(dσt)

)
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Derivando a expressão acima, temos que

d2

dt2
mH(Σ(t)) = −

1

4

|Σt|
− 3

2

(16π)
1
2

(∫
Σ

d

dt
(dσt)

)2
(

1 −
1

16π

∫
Σ

(
H2
t +

2Λ

3

)
dσt

)

+
1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σ

d2

dt2
(dσt)

(
1 −

1

16π

∫
Σ

(
H2
t +

2Λ

3

)
dσt

)

−
1

32π

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σ

d

dt
(dσt)

( ∫
Σ

2Ht
d

dt
(Ht)dσt

+

∫
Σ

(
H2
t +

2Λ

3

) d
dt

(dσt)

)

−
1

32π

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σ

d

dt
(dσt)

( ∫
Σ

2Ht
d

dt
(Ht)dσt

+

∫
Σ

(
H2
t +

2Λ

3

) d
dt

(dσt)

)

−
2

16π

(
|Σt|

16π

) 1
2

( ∫
Σ

( d
dt
Ht

)2
dσt +

∫
Σ

Ht
d2

dt2
(Ht)dσt

+2

∫
Σ

Ht
d

dt
(Ht)

d

dt
(dσt) +

1

2

∫
Σ

(
H2
t +

2Λ

3

) d2
dt2

(dσt)

)
.

Pelos resultados provados na Seção 1.2, podemos reescrever a igualdade acima como:

d2

dt2
mH(Σ(t))

∣∣∣
t=0

= −
mH(Σ)

4|Σ|2

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

−
mH(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

(
ϕLϕ−H2ϕ2

+divΣ(∇XX)
)
dσ+

|Σ|−
1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

Hϕdσ

( ∫
Σ

2HLϕdσ

−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
Hϕdσ

)
−

2

16π

(
|Σ|

16π

) 1
2

( ∫
Σ

(Lϕ)2dσ

+

∫
Σ

HL ′(0)ϕdσ−

∫
Σ

HLϕHϕdσ−

∫
Σ

HLϕHϕdσ

+
1

2

∫
Σ

(
H2
t +

2

3
Λ
)
(−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX))dσ

)
.

Como
d

dt

∣∣∣
t=0
mH(Σ) = 0, então

−
mH(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

Hϕdσ−
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

[ ∫
Σ

2HLϕdσ−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
Hϕdσ

]
= 0.

Dáı,

−
(16π

|Σ|

) 3
2mH(Σ)

2

∫
Σ

Hϕdσ =

∫
Σ

2HLϕdσ−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
Hϕdσ.
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Assim, da igualdade acima, teremos

d2

dt2
mH(Σ(t))

∣∣∣
t=0

= −
3

4

mH(Σ)

|Σ|2

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ

−
mH(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

(ϕLϕ−H2ϕ2 + divΣ(∇XX))dσ

−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

HL ′(0)ϕdσ+
4|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

H2ϕLϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

[(
H2 +

2

3
Λ
)
(ϕLϕ−H2ϕ2 + divΣ(∇XX))

]
dσ.

1.4 Métricas conformes

O objetivo dessa seção é apresentar algumas relações existentes com respeito a duas

métricas conformes. Tais relações serão de grande importância para provar alguns re-

sultodos do Caṕıtulo 2. As demonstrações serão omitidas, mas podem ser encontradas

em [7].

Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. Se µ : M → R é uma função suave e

positiva, então g = µg define outra métrica em M, dita conforme a g. A função µ é

denominada o fator de conformidade entre as métricas. Escreveremos µ = e2h, onde

h :M→ R é uma função suave, temos o seguintes resultados

Proposição 1.8. Se R e R denotam respectivamente as curvaturas escalares de M com

respeito as métricas g e g = e2hg, então

e2hR = R− 2(n− 1)∆h− (n− 1)(n− 2)|∇h|2.

Demonstração. Para uma prova, veja Proposição 1.8 de [19].

Proposição 1.9. Se Ric e Ric denotam respectivamente as curvaturas de Ricci de M

com respeito as métricas g e g = e2hg, então

Rij = Rij − (n− 2)(∇2h)ij + (n− 2)∇ih∇jh− (∆h+ (n− 2)|∇h|2)gij.

Demonstração. Para uma prova, veja Proposição 1.8 de [19].
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1.5 Produtos warped Riemanniano

Considere F uma variedade Riemanniana de dimensão n, orientada e conexa, I ⊂ R um

intervalo da reta e φ : I → R uma função suave positiva. Seja M = I × F a variedade

produto e sejam πI : M → I e πF : M → F as projeções canônicas de M sobre I e F.

Definimos em M a métrica Riemanniana 〈·, ·〉 por

〈U,V〉p = 〈(πI)∗U, (πI)∗V〉+ φ2(p)〈(πF)∗U, (πF)∗V〉,

para todo p ∈M e U,V ∈ TpM. A variedade Riemanniana a qual nos referimos é o par

(M, 〈·, ·〉) que será representada por

M = I×φ F

e será chamado de produto warped de I e F com função warping φ.

Um caso particular destas variedades é obtido considerando a função warping φ iden-

ticamente 1, as quais são conhecidas como variedades produtos (ou simplesmente como

produto simples).

Para o próximo resultado, observe que no produto warped M = I×φ F, dispomos das

projeções πI e πF, o que nos permite falar em campos básicos verticais, isto é, campos

verticais πF–relacionados a campos em F, de outra forma, se V ∈ X(M) for um campo

básico vertical, diremos também que V é o levantamento vertical de um campo em F. De

forma análoga se define campos horizontais.

Proposição 1.10. No produto warped M = I ×φ F, se p ∈ I, então a fibra {p} × F é

totalmente umb́ılica, com segunda forma fundamental dada por

AF(U,V) = −

(
〈U,V〉
φ

)
∇φ,

para quaisquer U e V verticais.

Demonstração. Para uma prova veja [7].

Proposição 1.11. No produto warped M = I×φ F, se X é levantamento horizontal e U

é levantamento vertical, então

∇XU = ∇UX =

(
Xφ

φ

)
U.

Demonstração. Para uma prova veja [7].
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Para finalizar esta seção, relembremos algumas propriedades do tensor de curvatura de

M, que podem serem encontradas em detalhes, no livro do O‘Neill (veja [18], proposição

7.42). Seja U,V ∈ X(M) e considere a decomposição

U = UF + 〈U,∂t〉∂t e V = VF + 〈V ,∂t〉∂t,

onde UF e VF representam as projeções sobre a fibra F. Então, o tensor de Riemann de

M, satisfaz:

i) R(UF,VF)∂t = 0;

ii) R(UF,∂t)VF = −〈UF,VF〉
φ ′′

φ
∂t = −(〈U,V〉− 〈U,∂t〉〈V ,∂t〉)

φ ′′

φ
∂t;

iii) R(UF,∂t)∂t =
φ ′′

φ
UF =

φ ′′

φ
(U− 〈U,∂t〉∂t);

iv) R(∂t,∂t) = 0.

Tais fórmulas serão importantes no cálculo da curvatura escalar da variedade de deSitter-

Schwarzschild.

1.6 Alguns resultados sobre Equações Diferenciais

Parciais

Nessa seção definiremos o conceito de operador eĺıptico de segunda ordem, bem como

definição de operador adjunto. Além disso, enunciaremos alguns resultados envolvendo

esse tipo de operador.

Dado Ω ⊂ Rn aberto, um operador diferencial linear de segunda ordem L em Ω é um

operador do tipo

L = aij
∂2

∂xi∂xj
+ bi

∂

∂xi
+ c,

onde aij,bi, c : Ω → R são funções cont́ınuas e limitadas, com aij = aji para todos

1 6 i, j 6 n. Para u ∈ C2(Ω), definiremos

Lu = aij
∂2u

∂xi∂xj
+ bi

∂u

∂xi
+ cu.

Um operador L como acima é eĺıptico em x ∈ Ω se a matriz (aij(x)) for positiva

definida; L é eĺıptico em Ω se o for em todo x ∈ Ω. Pelo Teorema Espectral, um
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operador L é eĺıptico em x ∈ Ω se, e somente se, os autovalores da matriz (aij(x)) forem

todos positivos. Ademais, se λ(x) e Λ(x) são respectivamente o menor e o maior de tais

autovalores, tem-se para ξ = (ξ1, · · ·, ξn) ∈ Rn que

λ(x)|ξ(x)|2 6 aij(x)ξi 6 Λ(x)|ξ(x)|
2.

L é dito estritamente eĺıptico se existir uma constante λ > 0 tal que λ(x) > λ, para todo

x ∈ Ω. Se
Λ

λ
for limitado em Ω, dizemos que L é uniformemente eĺıptico em Ω.

Agora estamos em condições de enunciar o Prinćıpio do máximo forte para operadores

eĺıpticos.

Teorema 1.2. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio (não necessariamente limitado). Seja L um

operador uniformemente eĺıptico, com c = 0 e Lu > 0(Lu 6 0). Se u atinge um

máximo(mı́nimo) no interior de Ω, então u é constante. Se c 6 0 e c/λ é limitado,

então u não pode atingir um máximo não negativo (mı́nimo não positivo), a menos que

u seja constante.

Demonstração. Para um prova veja [10].

Como consequência, temos o teorema seguinte.

Teorema 1.3. Seja Ω ⊂ R2 limitado. Suponha que L seja estritamente eĺıptico (sem

suposição de sinal em c). Se u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz Lu 6 0 em Ω e u > 0 em Ω,

então ou u(x) > 0 para todo x ∈ Ω, ou u ≡ 0.

Demonstração. Escrevendo c(x) = c+(x) + c−(x), onde c+(x) = max(u(x), 0) e c−(x) =

min(u(x), 0), temos que

(L− c+)u 6 −c+u 6 0,

pois Lu 6 0. Agora, basta aplicar o Teorema 1.2 para o operador L− c+.

O adjunto de um operador diferencial foi introduzido por Lagrange (a identidade

de lagrange para equações diferenciais ordinárias). Em R com o produto interno L2,

o adjunto de D =
d

dx
é encontrado simplesmente integrando por partes, ou seja, para

quaisquer ϕ,ψ ∈ C∞
c (isto é, funções C∞ com suporte compacto)

〈ϕ,Dψ〉 =
∫
ϕψ

′
dx = −

∫
ϕ ′ψdx = 〈−Dϕ,ψ〉.

Assim, o adjunto de
d

dx
é −

d

dx
.
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Sejam E e F fibrados de vetores Hermitianos suaves sobre M, se P : C∞(E) → C∞(F)
é um operador diferencial linear, então podemos usar o produto interno L2 para definir o

adjunto formal, P∗, pela regra usual

〈Pu, v〉F = 〈u,P∗v〉E,

para quaisquer seções suaves u ∈ C∞
c (E) e v ∈ C∞

c (F).

Agora, apresentaremos uma ferramenta fundamental na teoria de existência de soluções

de operadores eĺıpticos lineares, a saber, a Alternativa de Fredholm.

Teorema 1.4 (Alternativa de Fredholm). Seja P : C∞(E)→ C∞(F) um operador diferen-

cial eĺıptico de ordem k.

a) Então ambos kerP e kerP∗ tem dimensões finitas.

b) Se f ∈ H2,l(F), existe uma solução u ∈ H2,k+l(E) de Pu = f se, e somente se, f

for ortogonal a kerP∗ em L2(F); u será única se tivermos u ortogonal a kerP em

L2(E).

c) Se E = F, os autoespaços [= ker(P − λI)] são de dimensão finita.

d) Além disso, para 1 < p < ∞, se f ∈ Hp,l, Cl,α ou C∞, então a solução u está em

Hp,k+l, Ck+l,α ou C∞, respectivamente.

e) Para um operador eĺıptico escalar satisfazendo dim kerP = dim kerP∗. Então, a

existência de solução equivale a unicidade.

Demonstração. Para uma prova, veja seção 2.5 de [13].
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Resultados preliminares

O intuito deste trabalho é apresentar um resultado de rigidez para esferas bidimensionais

estritamente estável mergulhada em uma variedade tridimensional com curvatura limitada

inferiormente por uma constante positiva. Desta forma, neste caṕıtulo iremos apresentar

algumas propriedades relacionadas ao funcional massa de Hawking e estabilidade. Além

disso, estudaremos as principais propriedades das métricas de deSitter-Schwarzschild, tais

métricas são o modelo do resultado principal desta dissertação.

2.1 DeSitter-Schwarzshild

Nesta seção, começaremos definindo a variedade de deSitter-Schwarzschild e mostrando al-

gumas de suas principais propriedades. A métrica de deSitter-Schwarzschild com parâmetro

de massa 0 < m <
1

3
√

3
e curvatura escalar igual a 2, é dada por

(
1 −

r2

3
−

2m

r

)−1

dr2 + r2gS2 , (2.1)

definida em (r−, r+)× S2, onde (r−, r+) = {r > 0; 1 −
r2

3
−

2m

r
> 0}, sendo 0 < r− < r+

ráızes do polinômio 1 −
r2

3
− 2mr−1 = 0 e gS2 é a métrica canônica de S2 com curvatura

de Gauss constante igual a 1.

As métricas de deSitter-Schwarzschild em R× S2, são métricas periódicas, rotacional-

mente simétricas, completas em R × S2 e de curvatura escalar constante positiva. Além

disso, Σ0 = {0}×S2 é uma esfera mı́nima estritamente estável em R×S2 (estas afirmações

serão provadas mais adiante).

22
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Começaremos estendendo a métrica definida em (2.1) para R×S2. Considere a função

V :M→ R, dada por

V(r) =

(
1 −

2m

r
−
r2

3

) 1
2

, (2.2)

Para estender a métrica (2.1) vamos incluir os horizontes, ou seja, {r−}× S2 e {r+}× S2.

Para isso, considere

F(r) :=

∫ r
r−

(
1 −

2m

t
−
t2

3

)− 1
2

dt.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos que

dF

dr
=

(
1 −

2m

r
−
r2

3

)− 1
2

=
1

V(r)
> 0,

pelo Teorema da Função Inversa, existe uma função u : (0,a)→ (r−, r+) que é inversa de

F. Pela continuidade, podemos estender a função u da seguinte forma, u : [0,a]→ [r−, r+]

com u(0) = r− e u(a) = r+. Tomando s = F(r) temos que ds = F ′(r)dr implica

dr =
ds

F ′(r)
e ainda de s = F(r) temos que u(s) = r. Assim podemos reescrever a métrica

(2.1) como

g =

(
1 −

2m

r
−
r2

3

)−1

dr2 + r2gS2

=

(
1 −

2m

r
−
r2

3

)−1
1

(F ′(r))2
ds2 + u(s)2gS2 ,

donde teremos

g = ds2 + u(s)2gS2 , (2.3)

definida em [0,a]× S2.

Para estender a métrica (2.3) para R× S2, a idéia é definir

g = ds2 + v(s)gS2 ,

em R× S2, onde v : R→ (0,+∞) é uma função periódica com v|[0,a] ≡ u.

Primeiramente, definamos v em [0, 2a], da seguinte forma

v(s) :=

 u(s), se s ∈ [0,a]

ũ(s), se s ∈ [a, 2a]
,

onde ũ(s) = u(2a − s). Vamos provar que as k-ésimas derivadas laterais de v em a

coincidem, para todo k ∈ N. Para isso, note que

u ′(s) =

(
1 −

2m

u(s)
−
u(s)2

3

) 1
2

= V(u(s)) (2.4)

u ′′(s) =

(
m

u(s)2
−
u(s)

3

)
=: G(u(s)),
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onde G é uma função com valor real. Para as outras derivadas, podemos usar a fórmula

de Faà di Bruno

dk

dsk
G(u(s)) =

∑ k!

m1!m2! · · ·mk!
G(m)(u(s))

k∏
j=1

(
u(j)(s)

j!

)mj

, (2.5)

onde m = m1 + · · ·+mk, e a soma é feita sobre todas as partições de k, isto é, coleções

de inteiros não negativos satisfazendo a restrição

m1 + 2m2 + · · ·+ kmk = k,

pela regra da cadeia,
dk

dsk
ũ(a−) = (−1)k

dk

dsk
u(a+). Assim, para k par, temos que

dk

dsk
ũ(a−) =

dk

dsk
u(a+). Provemos por indução que

dk

dsk
u(a+) = 0 =

dk

dsk
ũ(a−), ∀ k ∈ {2p− 1,p ∈ N}. (2.6)

Para k = 1, obtemos u ′(a+) = v(r+) = 0 = −v(r+) = ũ
′(a−). Para k = 3, temos que

u ′′′(a+) = G ′(u(a+).u ′(a+) = 0 = G ′(ũ(a−)).ũ ′(a−) = ũ ′′′(a−).

Suponha que (2.6), seja válida para k = 1, 3, · · ·, 2p− 1. Por (2.5), temos

d2p+1

ds2p+1
u(a+) =

d2p−1

ds2p−1
[G(u(a+))]

= G2p−1(u(a+)).u(2p−1)(a+) +O(a+),

onde O(a+) é uma soma de termos, cada um dos quais é um produto de fatores, incluindo

uma derivada à direita de ordem k ∈ {1, 3, ..., 2p − 1} em a (isso é válido porque m1 +

2m2 + · · ·+ (2p− 1)m2p−1 = 2p− 1 implica que pelo menos um dos mi é ı́mpar e menor

ou igual a 2p − 1). Então, pela hipótese de indução,
d2p+1

ds2p+1
u(a+) = 0. Analogamente,

temos que
d2p+1

ds2p+1
ũ(a−) = 0. Assim, (2.6) é válido.

Finalmente, estendemos v periodicamente tomando v(s+2a) = v(s), para todo s ∈ R.

Assim, v : R→ R é uma função suave e positiva. Portanto,

g = ds2 + v2(s)gS2 ,

está definida em R× S2.

Definindo Mn = [na, (n+ 1)a]×S2;n ∈ Z. Pela definição de v e da métrica g, temos

que (Mn,g) é isométrica a (M0,g), para todo n ∈ Z.
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Agora provemos que a curvatura escalar do deSitter-Schwarzschild é constante igual

a 2.

Para provar esse fato, considere M0 = [r−, r+]× S2 com métrica

g =

(
1 −

r2

3
−

2m

r

)−1

dr2 + r2gS2 ,

onde 0 < r− < r+ são raizes de V(r) =

√
1 −

r2

3
−

2m

r
.

Agora, definindo g̃ = dr2 + φ2gS2 onde φ = rV(r) vemos que tal métrica é conforme

a métrica g, ou seja,

g =
1

V(r)2
g̃.

Afim de facilitar os cálculos, escreveremos e2u = V(r)−2, temos que 2u = −lnV(r)2, dáı

u = −ln
φ

r
, implicando que u = ln(r) − ln(φ).

Para o que segue, seja {ẽ1 = ∂r, ẽ2, ẽ3} um referencial ortonormal para (M0, g̃) com

{ẽ2, ẽ3} tangentes a esfera S2. Dáı, usando a equação de Gauss, temos que

RS2
ijkl = R̃

M
ijkl +AikAjl −AilAjk. (2.7)

Segue da Proposição 1.10, que A =
φ ′

φ
g̃. De posse disso, podemos reescrever (2.7), da

seguinte forma

RS2
ijkl = R̃

M
ijkl +

(
φ ′

φ

)2

(g̃ikg̃jl − g̃ilg̃jk)

Agora tomando o traço em jl, temos

RicS
2

g̃ = R̃Mik − R̃Mi1k1 +

(
φ ′

φ

)2

g̃ik

Agora, lembremos que S2 com a métrica canônica é uma variedade de Einstein, dáı segue

da Proposição 1.9 que RicS
2

g̃ =
1

φ2
g̃, donde ganhamos

R̃Mik = R̃Mi1k1 +

(
1 − φ ′2

φ2

)
g̃ik.

Por outro lado, pelo que vimos na seção 1.5, R̃M(ei,∂r)ek = −〈ei, ek〉
φ ′′

φ
∂r, dáı

R̃Mi1k1 = 〈R̃M(ei,∂r)ek,∂r〉 = −
φ ′′

φ
g̃ik. (2.8)

Afim de fazer uso mais adiante, podemos reescrever a equação (2.8) como

R̃icM(∂r,∂r) = −2
φ ′′

φ
. (2.9)
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Portanto,

R̃Mik =

[
−
φ ′′

φ
+

(
1 − φ ′2

φ2

)]
g̃ik. (2.10)

Para todo i,k ∈ {2, 3}. Logo, podemos tomar o traço em (2.10) e somar com (2.9) para

obtermos a curvatura escalar na métrica g̃, ou seja,

Rg̃ = R̃Mii − 2
φ ′′

φ

= 2

[
−
φ ′′

φ
+

(
1 − φ ′2

φ2

)]
− 2

φ ′′

φ

= 2

[
−2
φ ′′

φ
+

(
1 − φ ′2

φ2

)]
(2.11)

Agora, pela Proposição 1.8 , temos que

Rg = e−2u(Rg̃ − 4∆g̃u− 2|∇g̃u|2), (2.12)

onde

|∇g̃u|2 = |∇g̃(ln(r) − ln(φ(r))|2

=
∣∣∣1
r
∂r−

φ ′

φ
∂r
∣∣∣2

=

(
1

r2
+

(
φ ′

φ

)2

− 2
1

r

φ ′

φ

)
(2.13)

e

∆g̃u = ∆g̃(ln(r) − ln(φ(r))

= div(∇(ln(r) − ln(φ(r)))

= div

((
1

r
−
φ ′

φ

)
∂r

)
=

(
1

r
−
φ ′

φ

)
div(∂r) + g̃(∇(1

r
−
φ ′

φ
),∂r)

=

(
1

r
−
φ ′

φ

) 3∑
i=1

g̃(∇∂rei , ei) −
1

r2
−

(
φ ′′φ− φ ′2

φ2

)

=

(
1

r
−
φ ′

φ

) 3∑
i=2

g̃(
φ ′

φ
ei, ei) −

1

r2
−
φ ′′

φ
+

(
φ ′

φ

)2

= 2

(
1

r
−
φ ′

φ

)(
φ ′

φ

)
−

1

r2
−
φ ′′

φ
+

(
φ ′

φ

)2

= 2
φ ′

rφ
−

(
φ ′

φ

)2

−
1

r2
−
φ ′′

φ
, (2.14)
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onde na sexta igualdade usamos o fato que g̃(∇∂r∂r,∂r) = 0 e a Proposição 1.11. Agora,

podemos substituir (2.11), (2.13) e (2.14) em (2.12) para obtermos

Rg = e−2u2

[
− 2

φ ′′

φ
+

(
1 − φ ′2

φ2

)
− 4

φ ′

rφ
− 2

(
φ ′

φ

)2

−
2

r2
−

2φ ′′

φ
−
( 1

r2
+

(
φ ′

φ

)2

− 2
1

r

φ ′

φ

)]

= e−2u2

(
1

φ2
−

−1

r2
−

2φ ′

rφ

)
. (2.15)

Note que

e−2u =
φ2

r2
=

(
1 − 2mr−1 −

r2

3

)
,

ou seja,

Rg =
φ2

r2
2

(
1

φ2
−

−1

r2
−

2φ ′

rφ

)
=

2

r2

(
1 − (−1)

(
1 − 2mr−1 −

r2

3

)
−

2φφ ′

r

)
. (2.16)

Um cálculo direto, implica que

φφ ′

r
=

(
1 − 2mr−1 −

r2

3

)
+

(
mr−1 −

r2

3

)
.

Com isso, podemos reescrever a equação (2.16) da seguinte forma

Rg =
2

r2

(
1 −

(
1 − 2mr−1 −

r2

3

)
− 2

(
mr−1 −

r2

3

))
=

2

r2

(
3r2

3

)
= 2. (2.17)

Seja g = dr2 + u(r)2gS2 a métrica de deSitter-Schwarzschild. Agora mostraremos um

fato fundamental na prova do resultado principal desse trabalho, a saber, a função warped

u(r) satisfaz a seguinte equação diferencial ordinária

u ′′(r) =
1

2

(
1 − u ′(r)2

u(r)

)
−
u(r)

2
. (2.18)

Para ver isso, basta notar que pela equação (2.11), temos que

Rg = 2

[
−2
u ′′

u
+

(
1 − u ′2

u2

)]
,

por outro lado, a curvatura escalar Rg = 2, dáı

−2
u ′′

u
+

(
1 − u ′2

u2

)
= 1,
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ou seja,

u ′′ =
1

2

(
1 − u ′(r)2

u(r)

)
−
u(r)

2
.

Considerando apenas soluções positivas da equação (2.18) que são definidas para todo

r ∈ R, obtemos uma famı́lia a 1-parâmetro de métricas rotacionalmente simétricas ga =

dr2+ua(r)
2gS2 com curvatura escalar constante igual a 2, onde ua(r) satisfaz ua(0) = a =

min u e u ′a(0) = 0 com a ∈ (0, 1) (para ver isso, note que sendo 0 um ponto de mı́nimo

então u ′′(0) > 0). Estas métricas são precisamente as métricas de deSitter-Schwarzschild

definidas acima.

Observação 2.1. Note que, para a = 1, temos que por unicidade de solução de EDO,

u(r) ≡ 1 é a única solução de (2.18), ou seja, g = dr2 + gS2 é a métrica produto em

R× S2. Em suma, quando a→ 1, as métricas de deSitter-Schwarzschild convergem para

a métrica produto.

A proposição a seguir, nos trás um resultado fundamental para esse trabalho. Prova-

remos que o slice Σ0 é estritamente estável no deSitter-Schwarzschild.

Proposição 2.1. Σ0 = {0} × S2 ⊂ (R × S2,ga) é estritamente estável com área igual a

4πa2 para todo a ∈ (0, 1), mas na métrica produto padrão dr2 + gS2 em R× S2, ou seja,

no limite quando a→ 1, Σ0 é apenas estável e não estritamente.

Demonstração. Pela Proposição 1.10, temos que a segunda forma fundamental de Σ0 é

dada por

Aij = −
u ′a(0)

ua(0)
gij = 0,

ou seja, Σ0 é totalmente geodésico. Por outro lado, note que a métrica induzida em Σ0

é ua(0)
2gS2 = a2gS2 e portanto temos |Σ0| = 4πa2. Com isso, segue que o operador de

Jacobi de Σ0 é dado por

LΣ0
= ∆Σ0

+ Ric(v, v)

= ∆Σ0 +
R

2
− KΣ0

= ∆Σ0
+ 1 −

4π

|Σ0|

= ∆Σ0
+ 1 −

1

a2
,
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para todo a ∈ (0, 1). Note que, na terceira igualdade usamos o Teorema de Gauss Bonnet

e o fato de que KΣ0
é constante. Assim, temos que

−

∫
Σ0

ϕLϕdσ = −

∫
Σ0

ϕ∆Σ0
ϕdσ−

∫
Σ0

(
1 −

1

a2

)
ϕ2dσ

=

∫
Σ0

|∇ϕ|2dσ+

(
1

a2
− 1

) ∫
Σ0

ϕ2dσ,

para todo ϕ ∈ C∞(Σ), dáı

−

∫
Σ0
ϕLϕdσ∫

Σ0
ϕ2dσ

=

∫
Σ0

|∇ϕ|2dσ∫
Σ0
ϕ2dσ

+
1 − a2

a2

>
1 − a2

a2
> δ > 0.

Assim, temos que

λ1(L) = inf

(
−

∫
Σ0
ϕLϕdσ∫

Σ0
ϕ2dσ

)
> δ > 0,

e portanto Σ0 é estritamente estável. Por fim, note que no limite quando a→ 1, perdemos

a desigualdade estrita nas equações acima, ou seja, teremos somente

λ1(L) > 0,

configurando ser Σ0 apenas estável na variedade (R× S2,dr2 + gS2).

Nosso próximo resultado mostra que a massa de Hawking é constante ao longo dos

slices da variedade deSitter-Schwarzschild, mais precisamente temos a

Proposição 2.2. A massa de Hawking de Σr = {r}× S2 ⊂ (R× S2,ga) é constante para

todo r ∈ R.

Demonstração. Primeiramente, por definição, a massa de Hawking de Σr é dada por

mH(Σr) =

(
|Σr|

16π

) 1
2
(

1 −
1

16π

∫
Σr

(
H2
r +

4

3

)
dσ

)
,

onde Hr é a curvatura média de Σr, pela Proposição 1.10, temos que

Hr = (B(e1, e1) + B(e2, e2)) = −2
u ′a(r)

ua(r)
.

Note que a métrica induzida em Σr é dada por u2
a(r)gS2 , dáı |Σr| = 4πu2

a(r). Agora
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podemos reescrever a massa de Hawking em função de ua(r), ou seja,

mH(Σr) =

(
4πu2

a(r)

16π

) 1
2
(

1 −
1

16π

∫
Σr

(
4(u ′a(r))

2

u2
a(r)

+
4

3

)
dσ

)
=

ua(r)

2

(
1 −

1

4π

∫
Σr

(
(u ′a(r))

2

u2
a(r)

+
1

3

)
dσ

)
=

ua(r)

2

(
1 −

1

4π

(
(u ′a(r))

2

u2
a(r)

+
1

3

)
|Σr|

)
=

ua(r)

2

(
1 −

1

4π

(
(u ′a(r))

2

u2
a(r)

+
1

3

)
4πu2

a

)
=

ua(r)

2

(
1 − (u ′a(r))

2 −
u2
a(r)

3

)
. (2.19)

Assim, calculando a primeira variação de mH(Σr), temos que

d

dr
mH(Σr) =

u ′a(r)

2

(
1 − (u ′a(r))

2 −
u2
a(r)

3

)
+
ua(r)

2

(
− 2u ′a(r)u

′′
a(r) −

2ua(r)u
′
a(r)

3

)
=

u ′a(r)

2

(
1 − (u ′a(r))

2 − u2
a(r) − 2ua(r)u

′′
a(r)

)
=

u ′a(r)

2

(
1 − (u ′a(r))

2 − u2
a(r) − 2ua(r)

(1 − (u ′a(r))
2

2ua(r)
−
ua(r)

2

))
=

u ′a(r)

2

(
1 − (u ′a(r))

2 − u2
a(r) − 1 + (u ′a(r))

2 + u2
a(r)

)
= 0

Portanto, conclúımos que nos slices Σr do deSitter-Schwarzschild (R × S2,ga), a massa

de Hawking é constante para todo r ∈ R.

Note que mH(Σr) = m, onde m é o parâmetro de massa na expressão da métrica

de deSitter-Schwarzschild dada em (2.1). Para provar tal afirmação, basta isolar m na

equação (2.4), para obtermos

m =
ua(r)

2

(
1 − (u ′a(r))

2 −
u2
a(r)

3

)
= mH(Σr),

onde a última igualdade é dada em (2.19).

2.2 Resultados importantes

Esta seção será destinada a alguns resultados que envolvem a massa de Hawking e esta-

bilidade de esferas mı́nimas em variedades Riemannianas tridimensionais.



Caṕıtulo 2. Resultados preliminares 31

Começaremos apresentando uma caracterização dos pontos cŕıticos do funcional massa

de Hawking.

Proposição 2.3. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura

escalar R > 2. Se uma superf́ıcie compacta, dois lados Σ ⊂M com curvatura média não

negativa é um ponto cŕıtico do funcional massa de Hawking, então Σ é mı́nima ou Σ é

umb́ılica, R = 2 ao longo de Σ e Σ tem curvatura de Gauss constante.

Demonstração. Primeiramente, se Σ ⊂ M é um ponto cŕıtico do funcional massa de

Hawking, pela Proposição 1.6, temos que

|Σ|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

[
2KΣ −

8π

|Σ|
+ (2 − R) +

(
1

2|Σ|

∫
Σ

H2dσ− |A|2
)]
Hϕdσ

−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕ∆ΣHdσ = 0

Multiplicando a igualdade acima por
−(16π)

3
2

2|Σ|
1
2

, obtemos

∫
Σ

ϕ(∆ΣH+QH)dσ = 0, ∀ ϕ ∈ C∞(Σ),
onde

Q =

(
4π

|Σ|
− KΣ

)
+
R− 2

2
+

1

2|Σ|

∫
Σ

(
|A|2 −

1

2
H2

)
dσ.

Portanto,

∆ΣH+QH = 0 (2.20)

Assim, fazendo L = ∆Σ+Q, pelo Teorema 1.3 podemos concluir que, ou H ≡ 0 ou H > 0.

Se H ≡ 0 temos que Σ é mı́nima. Por outro lado, se H > 0, temos por (2.20), que

∆ΣH

H
+Q = 0. (2.21)

Pela 1° Fórmula de Green 1.2, fazendo u =
1

H
, v = H o que implica ∇u = −

∇H
H2

e

∇v = ∇H, temos que ∫
Σ

1

H
∆H+

∫
Σ

−
1

H2
〈∇H,∇H〉 = 0,

ou seja, ∫
Σ

1

H
∆H =

∫
Σ

|∇H|2

H2
> 0. (2.22)

Portanto, integrando (2.21) e usando (2.22), temos que

0 =

∫
Σ

|∇H|2

H2
dσ+

∫
Σ

Qdσ. (2.23)
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Afirmamos que,
∫
Σ
Qdσ > 0. Com efeito, como χ(Σ) 6 2 e por hipótese R > 2, então∫

Σ

Qdσ =

∫
Σ

(
4π

|Σ|
− KΣ

)
dσ+

1

2

∫
Σ

(R− 2)dσ+
1

4

(∫
Σ

2|A|2

|Σ|
dσ−

1

|Σ|

∫
Σ

H2dσ

)
= (4π− 2πχ(Σ)) +

1

2

∫
Σ

(R− 2)dσ+
1

2|Σ|

∫
Σ

(
|A|2 −

H2

2

)
dσ

>
1

2|Σ|

∫
Σ

(
|A|2 −

H2

2

)
dσ, (2.24)

onde na segunda igualdade usamos o Teorema de Gauss-Bonnet. Para o que falta, seja

Å = A−
H

2
I o operador segunda forma fundamental sem traço. Então,

0 6 |Å|2 = 〈A−
H

2
I,A−

H

2
I〉

= |A|2 −
2H

2
〈A, I〉+ H2

4
〈I, I〉

= |A|2 −H2 +
H2

2

= |A|2 −
H2

2
,

ou seja

|A|2 −
H2

2
> 0, (2.25)

a igualdade em (2.25) ocorre se, e somente se, Σ é umb́ılica. Com isso, concluimos a

afirmação, ou seja, ∫
Σ

Qdσ > 0. (2.26)

Portanto, (2.23) e (2.26) implica que
∫
Σ

|∇H|2

H2 dσ = 0, donde H é constante. Assim, segue

de (2.21) que Q ≡ 0, dáı segue de (2.24) que KΣ =
4π

|Σ|
e R = 2 ao longo de Σ. Além

disso, a igualdade ocorre na equação (2.25), implicando que Σ é umb́ılica. Isso conclui a

prova.

Como consequência imediata da proposição acima, temos

Corolário 2.1. Uma superf́ıcie compacta dois lados com curvatura média não negativa

na variedade deSitter-Schwarzschild (R × S2,ga) é um ponto cŕıtico do funcional massa

de Hawking se, e somente se, for mı́nima ou um slice {r}× S2.

Demonstração. Pela Proposição 2.3, temos que Σ é mı́nima, ou possui curvatura média

constante, neste caso segue do Corolário 1.2 em [5] que Σ é um slice.

Agora provaremos uma relação envolvendo a área de uma esfera mı́nima e o primeiro

autovalor do operador de Jacobi.
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Proposição 2.4. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura

escalar R > 2. Se Σ2 ⊂M é uma esfera topológica mı́nima estável, então

|Σ| 6
4π

λ1(L) + 1
. (2.27)

Demonstração. Pela desgualdade de estabilidade, temos que

λ1(L)

∫
Σ

ϕ2dσ+

∫
Σ

(Ric(υ,υ) + |A|2)ϕ2dσ 6
∫
Σ

|5Σ ϕ|2dσ,

para todo ϕ ∈ C∞(Σ), onde dσ denota o elemento de área de Σ e λ1(L) > 0. Escolhendo

ϕ = 1, obtemos

λ1(L)|Σ|+

∫
Σ

(Ric(υ,υ) + |A|2)dσ 6 0, (2.28)

onde |Σ| é a área de Σ. A equação de Gauss, implica que

Ric(υ,υ) =
R

2
− KΣ −

|A|2

2
, (2.29)

onde KΣ é a curvatura de Gauss de Σ. Substituindo (2.29) em (2.28), teremos

λ1(L)|Σ|+
1

2

∫
Σ

(R+ |A|2)dσ 6
∫
Σ

KΣdσ = 2πχ(Σ). (2.30)

Agora, usando que R > 2 e que |A|2 > 0 em (2.30), obtemos

λ1(L)|Σ|+ |Σ| 6 2πχ(Σ) = 4π,

ou seja,

|Σ| 6
4π

λ1(L) + 1
.

Como corolário da prova acima, temos que se a igualdade em (2.27) é atingida, então

obtemos uma rigidez infinitesimal sobre Σ.

Corolário 2.2. Se ocorre a igualdade na equação (2.27), então ao longo de Σ devemos ter

A = 0, R = 2, Ric(v, v) = −λ1(L), K =
4π

|Σ|
e Ker(L+ λ1(L)) são as funções constantes.

Demonstração. Primeiramente, note que na desigualdade (2.30) usamos os fatos que

|A|2 > 0 e R > 2, então para que a igualdade em (2.30) ocorra, devemos ter A = 0

e R = 2. Agora, segue de (1.6) que

−

∫
Σ

ϕ(L+ λ1(L))ϕdσ > 0. (2.31)
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Por outro lado, da igualdade em (2.28), temos que∫
Σ

(Ric(v, v) + λ1(L))dσ = 0

e portanto, fazendo ϕ = c (constante), obtemos a igualdade em (2.31), dessa forma o

primeiro autovalor do operador (L+ λ1(L)) é igual a zero, dáı temos (L+ λ1(L))c = 0, ou

seja, c ∈ Ker(L+ λ1(L)). De posse disso, veja que

(L+ λ1(L))c = (Ric(v, v) + λ1(L))c,

o que nos permite concluir que Ric(v, v) = −λ1(L), e da equação (2.29) juntamente com

a igualdade em (2.27) concluimos que KΣ =
4π

|Σ|
.

Para finalizar a prova, seja ϕ ∈ Ker((L + λ1(L)), dáı temos (L + λ1(L))ϕ = 0 o que

implica ϕ(L+ λ1(L))ϕ = 0 e portanto,
∫
Σ
|∇ϕ|2dσ = 0, donde ganhamos |∇ϕ|2 = 0, isto

é, ϕ é contante e assim provamos que o Ker(L+ λ1(L)) são as funções constantes.

Nossa próxima proposição fornece uma relação entre a estabilidade estrita e a massa de

Hawking. Mais precisamente, ela nos diz que, se a segunda variação da massa de Hawking

de uma esfera mı́nima estritamente estável Σ for não positiva para toda variação normal

Σ(t) de Σ, então temos a desigualdade reversa a (2.9). Portanto obtemos a igualdade em

(2.27) e as conclusões do Corolário 2.2 seguem neste caso.

Lembre-se que, por definição Σ é estritamente estável quando λ1(L) > 0.

Proposição 2.5. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com R > 2 e Σ2 ⊂ M uma

esfera topológica mı́nima. Se Σ2 é estritamente estável e maximiza localmente a massa de

Hawking, então

|Σ| >
4π

λ1(L) + 1
.

Demonstração. Como Σ maximiza localmente mH(Σ), então

d2

dt2

∣∣∣
t=0
mH(Σ(t)) 6 0,

dáı pela Proposição 1.7, temos que

−
mH(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

ϕLϕdσ+
4

3

|Σ|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕLϕdσ−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ 6 0. (2.32)

Note que

mH(Σ)

2|Σ|
=

(
|Σ|

16π

) 1
2
(

1 −
1

16π

∫
Σ
H2dσ−

2

24π
|Σ|

)
2|Σ|

=
1

2|Σ|
1
2 (16π)

1
2

−
2|Σ|

1
2

3(16π)
3
2

. (2.33)
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Substituindo 2.33 em 2.32, obtemos

−
1

2|Σ|
1
2 (16π)

1
2

∫
Σ

ϕLϕdσ+
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕLϕdσ−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ 6 0. (2.34)

Afim de simplificar nossa conta, multipliquemos (2.34) por |Σ|
1
2 (16π)

3
2 , dessa forma, tere-

mos

− 8π

∫
Σ

ϕLϕdσ+ 2|Σ|

∫
Σ

ϕLϕdσ− 2|Σ|

∫
Σ

(Lϕ)2dσ 6 0. (2.35)

Agora, se aplicarmos em (2.35) uma autofunção de λ1(L) satisfazendo
∫
Σ
ϕ2dσ = 1,

obtemos

0 > −8π

∫
Σ

−λ1(L)ϕ
2dσ+ 2|Σ|

∫
Σ

−λ1(L)ϕ
2dσ− 2|Σ|

∫
Σ

λ21ϕ
2dσ

= 8πλ1(L) − 2|Σ|λ1 − 2|Σ|λ21. (2.36)

Como por hipótese Σ é estritamente estável, ou seja, λ1(L) > 0, podemos dividir (2.36)

por λ1(L) e isolar |Σ|, obtendo assim,

|Σ| >
4π

(1 + λ1(L)
.



Caṕıtulo 3

Resultados principais

Neste caṕıtulo traremos o resultado principal deste trabalho, a saber, “Seja (M3,g)

uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R > 2. Se Σ2 ⊂ M é uma esfera

topológica mı́nima, mergulhada, estritamente estável que maximiza localmente o funcional

massa de Hawking, então a curvatura Gaussiana de Σ é constante e igual a
1

a2
para algum

a ∈ (0, 1), e existe uma vizinhança de Σ em (M,g) isométrica a métrica de deSitter-

Schwarzschild ((−ε, ε)× Σ,ga) para algum ε > 0”.

3.1 Folheação CMC

Nesta seção iremos apresentar um resultado fundamental para a prova do Teorema prin-

cipal.

Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana e considere uma superf́ıcie compacta dois

lados Σ ⊂M. Se Σ é uma superf́ıcie mı́nima estritamente estável, podemos sempre usar o

teorema da função impĺıcita para encontrar uma função suave ω : (−ε, ε)× Σ→ R com

ω(0, x) = 0, para todo x ∈ Σ, de modo que as superf́ıcies

Σ(t) = {expx(ω(t, x)v(x)); x ∈ Σ}, t ∈ (−ε, ε),

tem curvatura média constante, onde v é o campo vetorial normal unitário ao longo de Σ

e exp é a applicação exponencial de M.

Proposição 3.1. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R > 2.

Se Σ ⊂M é uma esfera topológica mı́nima mergulhada, estritamente estável tal que

|Σ| =
4π

λ1(L) + 1
, (3.1)

36
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então existe ε > 0 e uma função suave ω : (−ε, ε) × Σ → R satisfazendo as seguintes

condições

i) Para todo t ∈ (−ε, ε), Σ(t) = {expx(ω(t, x)υ(x); x ∈ Σ} é uma esfera topológica

mergulhada CMC;

ii) ω(0, x) = 0,
∂ω

∂t
(0, x) = 1 e

∫
Σ
(ω(t, ·) − t)dσ = 0.

Demonstração. Fixado α ∈ (0, 1), considere os espaços de Banach X := {u ∈ C2,α(Σ);∫
Σ
udσ = 0} Y := {u ∈ C0,α(Σ);

∫
Σ
udσ = 0}. Para cada u ∈ C∞(Σ), seja Σu :=

{expx(u(x)υ(x)); x ∈ Σ} sendo υ normal unitário de Σ. Escolhendo ε > 0, δ > 0 tal

que Σu+t é uma superf́ıcie compacta de classe C2,α para todo (t,u) ∈ (−ε, ε) × B(0, δ),

onde B(0, δ) = {u ∈ X; ‖u‖C2,α < δ}. Denote por HΣu+t a curvatura média de Σu+t.

Considere Ψ : (−ε, ε)× B(0, δ)→ Y definida por

Ψ(t,u) := HΣu+t −
1

|Σ|

∫
Σ

HΣu+tdσ.

Note que Ψ(0, 0) = HΣ0
−

1

|Σ|

∫
Σ
HΣ0

dσ = 0, pois Σ0 é mı́nima. Note ainda que pela

igualdade em (3.1) temos que Ric(υ,υ) = −λ1(L) e |A|2 = 0 (veja Corolário 1), donde

ganhamos que o operador de Jacobi de Σ é dado por L = ∆Σ−λ1(L). Assim, dado υ ∈ X,

temos

DΨ(0, 0) · υ =
d

ds

∣∣∣
s=0
Ψ(0, sv)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

(
Hsυ −

1

|Σ|

∫
Σ

Hsυdσ

)
=

d

ds

∣∣∣
s=0
Hsυ −

1

|Σ|

∫
Σ

(
d

ds
|s=0Hsυdσ

)
= Lυ−

(
1

|Σ|

∫
Σ

Lυdσ

)
= Lυ−

1

|Σ|

∫
Σ

∆Συdσ+
1

|Σ|

∫
Σ

λ1(L)υdσ

= Lυ+
λ1(L)

|Σ|

∫
Σ

υdσ,

onde na útima igualdade acima usamos o teorema da divergência. Como υ ∈ X, então

DΨ(0, 0) · υ = Lυ.

Afirmamos que o operador L : X → Y é um isomorfismo linear. Com efeito, Lu = 0

implica ∆Σu − λ1(L)u = 0, donde multiplicando a última igualdade por u e integrando,



Caṕıtulo 3. Resultados principais 38

ganhamos

0 > −

∫
Σ

|∇u|2dσ = λ1(L)

∫
Σ

u2dσ > 0,

ou seja, u ≡ 0 e kerL = 0. Por outro lado, vimos na Seção 1.6 que

〈Lu, v〉L2 = 〈u,L∗v〉L2 .

Assim, temos que

〈u,L∗v〉L2 =

∫
Σ

Lu · vdσ

=

∫
Σ

(∆u− λ1u)vdσ

=

∫
Σ

(v∆u− λ1uv)dσ

=

∫
Σ

(u∆v− λ1uv)dσ

=

∫
Σ

u(∆v− λ1v)dσ

= 〈u,Lv〉L2 .

Isso implica que L = L∗ o que nos permite concluir que kerL∗ = 0. Portanto, pelo Teorema

1.4, concluimos que para todo y ∈ Y a equação Lu = y tem uma única solução u ∈ X.

Isso conclui nossa afirmação.

Logo pelo teorema da função impĺıcita, existe 0 < ε1 < ε e u(t) := u(t, ·) ∈ B(0, δ),

onde u(0) = 0 e Ψ(t,u(t)) = 0 para todo t ∈ (−ε1, ε1).

Definindo ω : (−ε, ε) × Σ → R como ω(t, x) = u(t, x) + t; (t, x) ∈ (−ε1, ε1), temos

que

i) Σt := {expx(ω(t, x)v(x)); x ∈ Σ} é CMC;

ii) ω(0, x) = u(0, x) + 0 = 0;

iii)
∫
Σ
(ω(t, ·) − t)dσ =

∫
Σ
udσ = 0, pois u ∈ X.

O item iii) implica ∫
Σ

∂ω

∂t
(0, ·)dσ =

∫
Σ

1dσ = |Σ|. (3.2)

Agora de Ψ(t,u(t)) = 0, temos que

Hu(t)+t −
1

|Σ|

∫
Σ

Hu(t)+tdσ = 0,
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o que implica

Hω(t,·) =
1

|Σ|

∫
Σ

Hω(t,·)dσ ∀ t ∈ (−ε1, ε1),

donde diferenciando em t = 0 e usando (3.2) temos

L

(
∂ω

∂t
(0, ·)

)
=

1

|Σ|

∫
Σ

L

(
∂ω

∂t
(0, ·)

)
dσ

=
−λ1(L)

|Σ|

∫
Σ

(
∂ω

∂t
(0, ·)

)
dσ

= −λ1(L)

= L(1).

Logo pela injetividade de L, temos
∂ω

∂t
(0, ·) = 1 para Σ estritamente estável.

Estamos agora interessados nas propriedades da folheação CMC dada pela Proposição

3.1. Diremos que uma superf́ıcie Σ em uma variedade (M3,g) é fracamente estáveis, se∫
Σ

|∇Σϕ|2dσt −
∫
Σ

(Ric(υ,υ) + |A|2)ϕ2dσt > 0 (3.3)

para todo ϕ ∈ C∞(Σ), tal que
∫
Σ
ϕdσ = 0. Provaremos em seguidada, diminuindo

ε se necessário, que todas as superf́ıcies Σ(t) da folheação dada na Proposição 3.1 são

fracamente estáveis.

Lema 3.1. Sejam (M3,g), Σ e Σ(t) como na Proposição 3.1. Então existe 0 < δ < ε tal

que, se t ∈ (−δ, δ) e u ∈ C∞(Σ(t)) satisfazendo
∫
Σ(t) udσt = 0, então∫

Σ(t)

|∇Σ(t)u|2dσt −
∫
Σ(t)

(Ric(υ,υ) + |A|2)u2dσt > λ1(LΣ)
∫
Σ(t)

u2dσt,

onde υt é o campo vetorial normal unitário ao longo de Σ(t) com υ0 = υ.

Demonstração. Começamos notando que podemos escolher uma constante uniforme C > 0

de modo que a desigualdade de Poincaré∫
Σ(t)

|∇Σ(t)u|2dσt > C
∫
Σ(t)

u2dσt, (3.4)

é satisfeita para cada t ∈ (−ε, ε) e para qualquer função suave u : S2 → R tal que∫
Σ(t) udσt = 0. Além disso, segue do Corolário 2.2 que

Ric(υt,υt) + |AΣ(t)|
2 + λ1(LΣ) = 0, em t = 0.
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Assim, temos que

sup
Σ(t)

(Ric(vt, vt) + |AΣ(t)|
2 + λ1(LΣ(t)))→ 0,

quando t→ 0. Logo existe 0 < δ < ε, tal que para todo t ∈ (−δ, δ)

Ric(υ,υ) + |AΣ(t)|
2 + λ1(LΣ) 6 C,

como u2 > 0, temos que(
Ric(υ,υ) + |AΣ(t)|

2 + λ1(LΣ)
)
u2 6 Cu2. (3.5)

Integrando (3.5), teremos∫
Σ

(
Ric(υ,υ) + |AΣ(t)|

2 + λ1(LΣ)
)
u2dσ 6 C

∫
Σ(t)

u2dσ,

dáı usando a equação (3.4), temos que∫
Σ

(
Ric(υ,υ) + |AΣ(t)|

2 + λ1(LΣ)
)
u2dσ 6

∫
Σ(t)

|∇Σ(t)u|2dσt,

ou seja, ∫
Σ(t)

|∇Σ(t)u|2dσt −
∫
Σ

(
Ric(υ,υ) + |AΣ(t)|

2
)
u2dσ > λ1(LΣ)

∫
Σ

u2dσt.

Novamente, sejam (M,g), Σ e Σ(t) como na Proposição 3.1. Agora apresentaremos

algumas notações. Seja f(t, x) = expx(ω(t, x)v(x)), (t, x) ∈ (−δ, δ) × Σ, onde δ > 0 é

dado pelo Lema 3.1. Considere a função lapso

ρt(x) =
〈∂f
∂t

(t, x), vt(x)
〉

, (t, x) ∈ (−δ, δ)× Σ.

Note que

ρ0(x) = 〈exp(ω(0,x)v(x))(
∂ω

∂t
(0, x)(v(x))), vt(x)〉,

dáı pela Proposição 3.1, temos que ρ0(x) = 〈exp0(v(x)), vt(x)〉 = 〈v(x), v(x)〉 ≡ 1, donde

podemos assumir, diminuindo δ > 0 se necessário, que ρt > 0. Por fim, denotemos por

Ht a curvatura média de Σ(t) com respeito a vt e seja ρt =
1

|Σ(t)|

∫
Σ(t) ρtdσt.

Agora, podemos afirmar e provar

Lema 3.2. Para todo t ∈ (−δ, δ), temos∫
Σ(t)

(Ric(v(t), v(t)) + |AΣ(t)|
2)ρtdσt

>
λ1(LΣ)

ρt

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)
2dσt + ρt

∫
Σ(t)

(Ric(v(t), v(t)) + |AΣ(t)|
2)dσt.
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Demonstração. Primeiramente note que
d

dt
Ht = LΣ(t),

∫
Σ(t)(ρt − ρt)dσt = 0 e o Lema

3.1 implicam a seguinte desigualdade

λ1(LΣ)

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)
2dσt 6

∫
Σ(t)

|∇Σ(t)(ρ− ρt)|2dσt

−

∫
Σ(t)

(Ric(v(t), v(t)) + |AΣ(t)|
2)(ρ− ρt)

2dσt

= −

∫
Σ(t)

LΣ(t)(ρt − ρt)
2dσt

= −

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)LΣ(t)(ρt − ρt)dσt

= −

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)LΣ(t)ρtdσt +

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)LΣ(t)ρtdσt

= −
d

dt
Ht

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)dσt +

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)LΣ(t)ρtdσt

=

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)(∆Σ(t)ρt + (Ric(vt, vt) + |AΣ(t)|
2)ρtdσt.

Agora basta notar que ρt não depende de t, ou seja ∆Σ(t)ρt = 0 donde ganhamos∫
Σ(t)

(ρt − ρt)(Ric(vt, vt) + |AΣ(t)|
2)ρtdσt > λ1(LΣ)

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)
2dσt, (3.6)

dividindo (3.6) por ρt, teremos∫
Σ(t)

(ρt − ρt)(Ric(vt, vt) + |AΣ(t)|
2)dσt >

λ1(LΣ)

ρt

∫
Σ(t)

(ρt − ρt)
2dσt.

Isso conclui a demonstração do lema.

Afim de fazer uso mais adiante, mostraremos agora que uma certa aplicação é uma

isometria. Mais precisamente, seja (M3,g) uma variedade Riemanniana. Se Σ2 ⊂ M

é uma superf́ıcie compacta, dois lados, isometricamente mergulhada, então, existe um

campo normal unitário v globalmente definido em Σ, dáı considere a variação normal de

Σ, f : (−ε, ε)×Σ→M dada por f(t, x) = expx(tv(x)). Seja gΣ(t) a métrica induzida em

Σ(t) = {f(t, x); x ∈ Σ} pela aplicação f, então temos o seguinte teorema

Teorema 3.1. As variedades Riemannianas ((−ε, ε)×Σ,dt2+gΣ(t)) e (f((−ε, ε)×Σ),g)

são isométricas.

Para provar esse teorema, vamos primeiro enunciar um resultado cuja demonstração

pode ser encontrada em [9].
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Proposição 3.2. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa, e seja N ⊂M uma

subvariedade compacta de M. Seja p0 ∈ M, p0 6∈ N, e seja d(p0,N) a distância de p0

a N. Então existe um ponto q0 ∈ N tal que d(p0,q0) = d(p0,N) e qualquer geodésica

minimizante que liga p0 a q0 é ortogonal a N em q0.

Antes de seguir, vamos fazer uma observação importante para o que segue.

Observação 3.1. Seja expq : TqM→M a aplicação exponencial. Então d(expq)0(v) =

v para todo v ∈ TqM. Com efeito,

d(expq)0(v) =
d

dt
(expq(tv))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(γ(1,q, tv))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(γ(t,q, v))

∣∣∣
t=0

= v,

ou seja, d(expq)0 é a aplicação identidade.

Agora podemos seguir com a prova do Teorema 3.1.

Demonstração. Note que, por construção é suficente provarmos que a aplicação f : (−ε, ε)×

Σ → M é um difeomorfismos sobre sua imagem. Pela Observação 3.1, vemos que a

aplicação f(t, x) = expx(tv(x)) satisfaz

df(0,x)

(
∂

∂t

)
= v(x) e df(0,x)

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xi
,

onde { ∂
∂t

, ∂
∂x1

, ∂
∂x2

} é uma base do T(t,x)({0}×Σ). Logo df leva base em base, donde df é um

isomorfismo. Assim, pelo Teorema da Aplicação Inversa, para cada (0, x) ∈ (−ε, ε) × Σ

existe uma vizinhança U(0,x) = (−δx, δx)×Σx em (−ε, ε)×Σ, onde Σx é uma vizinhança

de x ∈ Σ e (−δx, δx) ⊂ (−ε, ε), f|U(0,x)
é um difeomorfismo sobre sua imagem. Como Σ é

compacta, podemos considerar Σ ⊂ ∪Σxi e ε0 = minδxi , portanto f : (−ε0, ε0)×Σ→M

é localmente um difeomorfismo.

Afim de mostrarmos que f : (−ε0, ε0)×Σ→M é um difeomorfismo sobre sua imagem,

vamos mostrar que f é injetiva. Para isso, tomemos (t0, x0), (t1, x1) ∈ ((−ε0, ε0) × Σ)

tal que f(t0, x0) = f(t1, x1) = x. Pela Proposição 3.2, podemos supor que o compri-

mento da geodésica minimizante ligando x1 a x é igual a distância de Σ a x, ou seja,

d(x, x1) = d(x,Σ). Note que d(x, x1) = L(β(t1)) =
∫t1
0 |β ′(s)|dt, onde β(s) = f(s, x1)

e β ′(s) =
∂

∂s
f(s, x1) = vs(x1), portanto d(x, x1) =

∫t1
0 dt = t1, temos ainda que

o campo variacional da curva ligando x1 a x no instante t = 0 é normal a Σ, mas

como f(t0, x0) = expx0(t0v(x0)) = x, então d(x, x0) = d(x,Σ), segue que d(x, x0) =∫t0
0 |γ ′(s)|dt =

∫t0
0 dt = t0 onde γ(s) = f(s, x0). Logo, temos que t0 = t1, como
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ft(·) = f(t, ·) é um difeomorfismo, então x0 = x1. Portanto f é injetiva e assim con-

clúımos que f : (−ε0, ε0)× Σ→M é um difeomorfismo sobre sua imagem.

3.2 Prova do Teorema Principal

De posse de todos esses resultados anteriores, provaremos nesta seção, o resultado principal

dete trabalho. Seguiremos com o teorema e sua demonstração.

Teorema 3.2. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura

escalar R > 2. Se Σ ⊂ M é uma esfera topológica mı́nima mergulhada estritamente

estável que maximiza localmente o funcional massa de Hawking , então a curvatura de

Gauss de Σ é constante igual a
1

a2
para algum a ∈ (0, 1) e existe uma vizinhança de Σ

em (M,g) isométrica a métrica de deSitter-Schwarzschild ((−ε, ε) × Σ,ga) para algum

ε > 0.

Demonstração. Sejam (M,g) e Σ = S2 ⊂M satisfazendo as condições do teorema. Sendo

Σ máximo local da massa de Hawking, temos que

d2

dt2

∣∣∣
t=0
mH(Σ(t)) 6 0,

para toda variação normal suave Σ(t) de Σ, essa condição juntamente com Σ é mı́nima e

estritamente estável, segue das Proposições 2.4 e 2.5 que

|Σ| =
4π

λ1(L) + 1
.

Assim, pela Proposição 3.1, existe uma folheação por esferas topológicas mergulhadas

CMC. Em uma vizinhança de Σ(t) ⊂ M com t ∈ (−ε, ε). Note que, como ρ0(x) ≡ 1,

então
d

dt

∣∣∣
t=0
Ht = L(1) = −λ1(LΣ) < 0,

diminuindo ε se necessário, podemos assumir que Ht < 0, em t ∈ (0, ε)

Ht > 0, em t ∈ (−ε, 0)
. (3.7)

Agora, seja δ > 0 dado pelo Lema 3.1 de modo que para cada t ∈ (−δ, δ), Σ(t) ⊂M

é uma esfera topológica CMC fracamente estável.
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A seguir veremos que (3.7) juntamente com o Lema 3.2 implicará monotonicidade da

massa de Hawking ao longo da folheação Σ(t). De fato, segue da equação (1.8) que

d

dt
mH(Σ(t)) = −

2|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

ρt∆ΣtHtdσt −
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

Ht(2Ric(vt, vt) + 2|A|2)ρtdσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

H3
tρtdσt +

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

1

2|Σt|

∫
Σt

ρtHtdσt

∫
Σt

H2
tdσt

+
1

2

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

2

∫
Σt

ρtHtdσt −
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

8π

|Σt|

∫
Σt

ρtHtdσt.

Note que como a folheação Σ(t) é CMC, temos que ∆ΣtHt = 0 e dáı podemos rees-

crever a equação acima da seguinte forma

d

dt
mH(Σ(t)) = −

2|Σt|
1
2

(16π)
3
2

Ht

[ ∫
Σt

(Ric(vt, vt) + |A|2)ρtdσt −
H2
t

2

∫
Σt

ρtdσt

−
4π

|Σt|

∫
Σt

ρtdσt −
H2
t

4

∫
Σt

ρtdσt −

∫
Σt

ρtdσt

]

= −
|Σt|

1
2

32π
3
2

Ht

[ ∫
Σt

(Ric(vt, vt) + |A|2)ρtdσt

−
3H2

t

4

∫
Σt

ρtdσt + 4πρt −

∫
Σt

ρtdσt

]
,

onde pelo Lema 3.2 e por (3.7), teremos

d

dt
mH(Σ(t)) > −

|Σt|
1
2

32π
3
2

Ht

[
λ1(L)

ρt

∫
Σt

(ρt − ρt)
2dσt +

ρt

2

∫
Σt

2(Ric(vt, vt) + |A|2)dσt

−
3

4
H2
t

∫
Σt

ρtdσt + 4πρt −

∫
Σt

ρtdσt

]

= −
|Σt|

1
2

32π
3
2

Ht

[
λ1(L)

ρt

∫
Σt

(ρt − ρt)
2dσt +

ρt

2

∫
Σt

(R− 2KΣt +H
2
t + |A|2)dσt

−
3

4
H2
t

∫
Σt

ρtdσt + 4πρt −

∫
Σt

ρtdσt

]
,

para todo t ∈ [0, δ), onde usamos a equação de Gauss na última igualdade. Agora note

que H2 = 3
2
H2
t −

H2
t

2
e
∫
Σt
ρtdσt =

ρt

2

∫
Σt

2dσt o que nos permite reescrever a equação

acima da seguinte forma

d

dt
mH(Σ(t)) > −

|Σt|
1
2

32π
3
2

Ht

[
λ1(L)

ρt

∫
Σt

(ρt − ρt)
2dσt

+
ρt

2

∫
Σt

(
(|At|

2 −
H2
t

2
) + (R− 2)

)
dσt

]
, (3.8)
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como |At|
2 > H2

t

2
, R > 2 e (ρt − ρt)

2 > 0 temos por (3.7) que
d

dt
mH(Σ(t)) > 0 para

t ∈ [0, δ). De modo análogo, temos
d

dt
mH(Σ(t)) 6 0 para t ∈ (−δ, 0]. Isso implica que

mH(Σ) 6 mH(Σ(t)),

para todo t ∈ (−δ, δ).

No entanto, por hipótese Σ é máximo local da massa de Hawking, ou seja,

mH(Σ) > mH(Σ(t)),

para todo t ∈ (−δ, δ), donde concluimos que mH(Σ(t)) ≡ mH(Σ) e assim

d

dt
mH(Σ(t)) ≡ 0,

donde, por (3.8), temos que

i) Σ(t) é umb́ılica;

ii) R = 2 em Σ(t);

iii) ρt ≡ ρt, para todo t ∈ (−δ, δ).

Pela Proposição 1.4, temos que
d

dt
HΣt = LΣtρ(t) = (∆Σt − λ1(L))ρ(t) = −λ1(L)ρ(t), já

que ρt ≡ ρt = cte. Por outro lado, temos de (1.1) que

Av

( ∂f
∂xi

)
= −∇ ∂f

∂xi

v(t),

como Σt é totalmente umb́ılica, podemos reescrever a equação acima da seguinte forma

∇ ∂f
∂xi

v(t) = −
H

2

∂f

∂xi
. (3.9)

Uma vez que 〈v(t), v(t)〉 = 1, então ∇∂f
∂t
v(t) é tangente a Σt. Por outro lado, temos que

〈∇∂f
∂t
v(t),

∂f

∂xi
〉 =

∂

∂t
〈v(t), ∂f

∂xi
〉− 〈v(t),∇∂f

∂t

∂f

∂xi
〉

= −〈v(t),∇ ∂f
∂xi

∂f

∂t
〉

= −
∂

∂xi
ρt + 〈∇ ∂f

∂xi

v(t),
∂f

∂t
〉. (3.10)

Assim, substituindo (3.9) em (3.10), obtemos

〈∇∂f
∂t
v(t),

∂f

∂xi
〉 = −

∂

∂xi
ρt −

H

2
〈 ∂f
∂xi

,
∂f

∂t
〉 = 0 ∀ i = 1, 2
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(pois ρt não depende de x). Portanto, ∇∂f
∂t
v(t) = 0. Isso significa que para todo x ∈ Σt,

v(t, x) é um campo vetorial paralelo ao longo da curva αx : [0, δ)→M dada por αx(t) =

f(t, x) = expx(ω(t, x)v(x)). Observe que D(expx)ω(t,x)v(x)(v(x)) também é um campo

paralelo ao longo da curva αx. Logo, temos que

v(t, x) = D(expx)ω(t,x)v(x)(v(x)),

já que ω(0, x) = 0 temos pela Observação 3.1 que D(expx)0(v(x)) = v(x). Assim,

ρ(t) =
〈
v(t, x),

∂f

∂t
(t, x)

〉
=

〈
v(t, x),D(expx)0

(∂ω
∂t

(t, x)v(x)
)〉

=
∂ω

∂t
(t, x).

Agora pela Proposição 3.1 temos∫
Σ

(ω(t, x) − t)dσ = 0,

donde ∫
Σ

∂ω

∂t
(t, x)dσ = |Σ|.

Portanto, desde que
∂ω

∂t
(t, x) não depende de x, então

∂ω

∂t
(t, x) = 1. Isso implica que

ω(t, x) = t para todo (t, x) ∈ [0, δ)× Σ.

Um argumento análogo para t 6 0 nos permite concluir que ω(t, x) = t para todo

(t, x) ∈ (−δ, δ)× Σ.

Seja gΣ(t) a métrica induzida em Σ(t) pela isometria f(t, x) = expx(tv(x)). Podemos

agora aplicar o Lema 7.4 de [11] para concluir que a métrica induzida em Σ(t) evolui ao

longo do fluxo da seguinte forma

∂

∂t
gΣ(t) = −2ρtAt.

Como ρt ≡ 1, Σ(t) é umb́ılico e H(t) é constante, obtemos

∂

∂t
gΣ(t) = −H(t)gΣ(t)

para todo t ∈ (−δ, δ).

Disto, segue que gΣ(t) = ua(t)
2gS2 para todo t ∈ (−δ, δ), onde ua(t) = ae

− 1
2

∫t
0H(s)ds

com ua(0) = a e gΣ0
= a2gS2 . Segue que a2 =

|Σ|

4π
.
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Finalmente, afirmamos que ua(t) satisfaz a Equação Diferencial Ordinária abaixo

u ′′a(t) =
1

2

(
1 − u ′a(t)

2

ua(t)

)
−
ua(t)

2
.

Com efeito,

u ′a(t) = −
H(t)

2
ua(t),

dáı

u ′′a(t) = −
H ′t
2
ua(t) +

H2
t

4
ua(t). (3.11)

Note que, como H ′(t) = Lρt, ρt ≡ 1, temos que

H ′t = ∆ρt + (Ric(vt, vt) +
H2
t

2
)ρt

= Ric(vt, vt) +
H2
t

2

=
R

2
− KΣt +

H2
t

2
−
H2
t

4
+
H2
t

2

= 1 −
1

ua(t)2
+

3H2
t

4
, (3.12)

onde usamos a equação de Gauss e o fato que gΣt = ua(t)
2gS2 implica que KΣt =

1
ua(t)2

,

dáı substituindo (3.12) em (3.11), teremos

u ′′a(t) = −
ua(t)

2
+

1

2ua(t)
−
H2
t

8
ua(t)

=
1

2

(
1 − u ′a(t)

2

ua(t)

)
−
ua(t)

2
.

Finalmente, pelo Teorema 3.1, temos que a métrica induzida por f(t, x) = expx(tv(x))

em (−δ, δ)×Σ é igual a g = dt2+ua(t)
2gS2 . Além disso, como a função ua(t) é solução da

EDO (2.18), então pela unicidade de soluções para EDO‘s, segue-se que g é precisamente

a métrica de deSitter-Schwarzschild com massa ma em (−δ, δ) × Σ. Isso completa a

prova.
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