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“O mundo nao € um mar de rosas; € um
lugar sujo, um lugar cruel, que nao quer
saber o quanto vocé € durao. Vai botar
vocé de joelhos e vocé vai ficar de joe-
lhos para sempre se vocé deixar. Vocé, eu,
ninguém vai bater tdo forte como a vida,
mas nao se trata de bater forte. Se trata
de quanto vocé aguenta apanhar e sequir
em frente, o quanto vocé € capaz de aguen-
tar e continuar tentando. E assim que se

conseque vencer.”

Sylvester Stallone.



Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a rigidez de esferas minimas bidimensionais que maximizam
localmente a massa de Hawking em variedades Riemannianas tridimensionais com curva-
tura escalar limitada inferiormente por uma constante positiva. Assumindo estabilidade
estrita de tal superficie, provaremos que existe uma vizinhanca da mesma no ambiente
isométrica a uma métrica de deSitter-Schwarzschild. Tal resultado foi obtido por D.
Maximo e I. Nunes no artigo Hawking mass and local rigidity of minimal two-spheres in

three-manifolds.

Palavras — chave : Massa de Hawking, métricas deSitter-Schwarzschild, Curvatura Média

Constante (CMC), estabilidade.
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Abstract

In this dissertation, we study the rigidity of two-dimensional minimal spheres that lo-
cally maximize the Hawking mass in three-dimensional Riemannian manifolds with a
positive lower bound on its scalar curvature. Assuming strict stability of such a surface,
we will prove that there is a neighborhood of it in the isometric to one of the deSitter-
Schwarzschild metric. This result was obtained by D. Méximo and I. Nunes in their article

Hawking mass and local rigidity of minimal two-spheres in three-manifolds.

Keywords : Hawking mass, deSitter-Schwarzschild metrics, Constant Mean Curvature

(CMC), stability
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Introducao

Nas ultimas décadas, superficies minimas estaveis provaram ser uma ferramenta muito
importante no estudo de variedades Riemannianas tridimensionais (M3, g) com curvatura
escalar limitada por baixo.

Foram Schoen e Yau em [20] que observaram pela primeira vez que a segunda férmula
de variacao de area fornece uma interacao interessante entre a curvatura escalar de uma
variedade (M3, g) e a curvatura total de uma superficie minima estdvel £ C M, que por
sua vez estad relacionado a topologia de X. Como consequéncia, eles provaram que se
(M, g) tem curvatura escalar nao negativa e X é dois lados e compacto, entao ou £ é uma
esferas bidimensional ou um toro plano totalmente geodésico.

Motivado pelo resultado acima, Cai e Galloway em [6] mostraram que se (M3, g) é uma
variedade com curvatura escalar nao negativa e £ é um toro mergulhado localmente mini-
mizante de drea (que é uma condi¢do mais forte que a estabilidade), entdo X é um plano
totalmente geodésico, e uma vizinhanca de X em M é isométrico ao produto Riemanniano
(—e, €) x L. Recentemente Bray, Brendle e Neves em [3] obtiveram o mesmo resultado de
rigidez para o caso em que X é uma esfera topoldgica bidimensional, mergulhada e local-
mente minimizante de drea em (M3, g) com curvatura escalar limitada inferiormente por
uma constante positiva. Posteriormente, I. Nunes em [I7] obteve um resultado de rigidez
semelhante para o caso em que X é uma superficie de Riemann compacta de genero maior
que 1 e o ambiente possui curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante
negativa. Mais tarde Micallef e Moraru em [I6], encontraram um argumento alternativo
que unificou os resultados acima. Além disso, um resultado de rigidez semelhante para
planos projetivos e minimizante de area foi obtido por Bray, Brendle, Eichmair e Neves
em [4].

Uma das mais importantes aplicacoes da relagao entre a curvatura escalar de uma

variedade Riemanniana (M3, g) e a curvatura total de uma superficie minima estdvel £ C
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M, foi obtida por Schoen e Yau em [21I] na prova do celebrado teorema da massa positiva.
O teorema da massa positiva é um resultado fundamental que relaciona a geometria
Riemanniana e a teoria da relatividade geral. O teorema afirma que a massa ADM de
uma variedade Riemanniana completa assintoticamente plana (M™,g) com 3 < n < 7
e curvatura escalar nao negativa é sempre nao negativa e é zero se, e somente se, M
é isométrico ao espago euclidiano R™. Mais tarde, Witten em [23] obteve uma prova
independente do teorema da massa positiva para dimensao arbitraria, usando métodos de
spin.

Outro resultado importante no contexto da teoria da relatividade geral que envolve
superficies minimas e curvatura escalar é a desigualdade de Penrose provada por Huisken
e Ilmanen em [12], e de forma independente por Bray em [2]. Esta afirma que, se (M3, g)
¢ uma variedade Riemanniana completa assintoticamente plana com curvatura escalar
nao negativa, e fronteira £ = 0M # () sendo uma duas esfera minima outer-most, entao a
massa ADM de M é maior ou igual a massa de Hawking de £, com a igualdade ocorrendo
se, e somente se, M for isométrica a metade da métrica de Schwarzschild em R3\{0}. A

massa de Hawking de uma superficie compacta £ C (M3, g), denotada por my(X) é

1
=1\ 1J , A
S=(21) (1 —— | H2do— s
m(Z) (167{ Tom ), 40T 5 )

onde H é a curvatura média de £ e A = infpR, sendo R a curvatura escalar do ambiente.

definida como

A métrica de Schwarzschild em R*\{0} pode ser vista como uma métrica Riemanniana
completa, rotacionalmente simétrica em R x S? com curvatura escalar constante igual a
zero, e o slice £y = {0} x S? é a esfera minima outer-most. Cada métrica de Schwarzschild
¢ determinada pela massa de Hawking de X,. Essas métricas aparecem como slices tipo
espaco do espaco-tempo de Schwarzschild que é uma solucao para a equacao de Einstein
no vacuo com constante cosmoldgica nula.

Outra classe de métricas em R x S? sdo as métricas de deSitter-Schwarzschild. Essas
sao métricas periédicas completas, rotacionalmente simétricas em R x S? com curvatura
escalar constante positiva, além disso Ly = {0} x S? é uma esfera minima estritamente
estavel. Elas aparecem como fatias especiais do espago-tempo deSitter-Schwarzschild,
que é uma solucao para a equacgao de Einstein do vacuo com uma constante cosmologica
positiva. As métricas deSitter-Schwarzschild contituem uma familia de métricas a um

parametro {gqtac(01) €, neste trabalho, escalamos cada g, para ter curvatura escalar
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igual a 2 (consulte a segdo sobre essa métrica no capitulo 2 para uma descricio mais
detalhada).

Nessa dissertagao, provamos alguns resultados com relacao as métricas de deSitter-
Schwarzschild g, em R x S?.

Comecamos considerando a situacao geral de uma superficie compacta de dois lados
L que é um ponto critico da massa de Hawking em uma variedade (M, g) com R > 2.
Escrevendo a equacao de Euler-Lagrange da massa, provamos que sempre que a curvatura
média de L é nao-negativa, deve ser minima ou umbilica com R = 2 e curvatura de Gauss
constante ao longo de X.

Em particular, sempre que M for a variedade deSitter-Schwarzschild (R x S?,g4) a
afirmagao acima diz que os pontos criticos da massa de Hawking sao superficies minimas

ou slices {1} x S2.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados preliminares que darao
suporte as demonstragoes no transcorrer desta dissertacao. Para alguns resultados apre-
sentaremos provas e para outros indicaremos apenas as referéncias usadas, principalmente

para aqueles cujas provas sao muito técnicas e fogem do escopo do trabalho.

1.1 Imersoes isométricas

Iniciaremos esta secao definindo o que vem a ser uma imersao.

Definicao 1.1. Seja M™ wuma variedade diferencidvel e (M““,g) uma variedade Rie-
manniana. Uma aplicacdo diferencidvel @ : M — M € uma imersdio se de, : T,M —

Tq,(p)m é injetiva para todo p € M.

A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana

em M da seguinte forma: para quaisquer p € M e u,v € T,M, define-se

(W, v)p = (dep(u), dep (V) ¢ p)-

Com isso, ¢ passa a ser uma imersao isométrica de M em M. Em particular, toda imersao
isométrica é uma imersao.
Para cada p € M, o produto interno de T,M induz uma decomposicao de T,M como

soma direta ortogonal

TM=T,Ma (T,M)*,
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onde (T,M)* é o complemento ortogonal de (T,M) em (TPM). Sev € Tpm, P M,

podemos escrever
v=v"+vN ondev' € M, vN € (T,M)~.

Seja V a conexao Riemanniana de M. Se X e Y sao campos locais de vetores em M,

e X, Y s@o extensoes locais a M, definimos uma conexao em M por
VxY = (V)T

Verifica-se que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M.

Afim de definir a segunda forma fundamental da imersao isométrica @ : M — M,
convém introduzir previamente a seguinte definicao. Seja UL C M um aberto de M, se X,
Y sao campos locais em U, a aplicacao B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

B(X,Y) = (VxY) — VxY
estd bem definida, ou seja, ndo depende das extensdes de X, Y.
Proposicao 1.1. A aplicacdo B : X(U) x X(U) = X (W)L € bilinear e simétrica.

Demonstragao. A prova dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [9]. O

Vamos agora definir a segunda forma fundamental. Seja p € M en € (T,M)*+. A

aplicacao Hy : T,M x T,M — R dada por
Hy (X, Y) = (B(X,Y),n),
¢ uma forma bilinear simétrica.
Definicao 1.2. A forma quadrdtica 11, : T, M — R definida por
Iy (X) = Hy (X, X)
é chamada a segunda forma fundamental de ¢ em p sequndo o vetor normal n.

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar a
aplicagao B.
Observe que a aplicacao bilinear H,, fica associada uma aplicacao linear auto-adjunta

Ay ToM — T,M dado por

<AT]X7Y> = HT](X7 Y) - <B(XaY)7n>
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A partir de
<AHX7Y> = <B(X7Y)7n> = <vXY7n> = _<vXTl7Y> = <_(vxﬂ)T7Y>,
obtemos
AX = —(Txm)". (L.1)

Definicao 1.3. Dado uma imersio @ : M — M, sejan um campo de vetores normais a

M, definimos o vetor curvatura média da tmersao isométrica por
H = tr(A;)n,

pode-se provar que H independe da escolha do m. Dizemos que a imersio @ : M — M ¢

minima, se H=0.

No caso de imersoes isométrica @ : M™ — M““, a curvatura média é dada por
H=tr(A,).

A proposicao a seguir relaciona, para campos em M, as componentes tangencial e
normal do tensor curvatura de M com o tensor curvatura de M e a segunda forma fun-
damental da imersao isométrica.

As férmulas presentes na proposicao abaixo sao conhecidas na literatura como as

equacoes de Gauss e Codazzi.

Proposicao 1.2. Se ¢ : M — M € uma imersdo isométrica e X,Y,Z € X(M), entdo:
a) (Gauss) (R(X,Y)Z)T =R(X,Y)Z + Agx.2)Y — Apx.2)X.
b) (Codazzi) (R(X,Y)Z)* = (V&B)(Y,Z) — (VEB)(X, Z)

Demonstra¢ao. Para uma prova veja [9]. ]
Corolario 1.1. Se @ : M — M € uma imersdo isométrica e W, X,Y,Z € X(M), entdo
(RIW,X)Y, Z) = (R(W,X)Y, Z) + (B(W,Y),B(X,Z)) — (B(W, Z),B(X,Y)) (1.2)
Em particular, se X, Y € X(M) sao ortonormais, entao
K(X,Y) =K(X,Y) + (B(X,X),B(Y,Y)) — [B(X,Y)[?,
onde K e K denotam as curvaturas seccionais em M e M, respectivamente.

Aproveitaremos esta se¢ao para trazer mais dois resultados de geometria Riemanniana

que serao muito uteis no decorrer da dissertagao.
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Teorema 1.1 (Divergéncia). Sejam M uma variedade compacta orientdvel com bordo

OM e X um campo de classe C*. Entao

J div XdM = J (X,m)dS,
M oM
onde mn € um campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Demonstracao. Esse teorema é uma consequéncia imediata do Teorema de Stokes para

variedades. Uma demonstracdo do Teorema de Stokes pode ser encontrada em [22]. [

Corolério 1.2 (1* Férmula de Green). Sejam w,v : U — R, fungoes de classe C* no
aberto U. Seja M C U uma variedade orientdvel, compacta com bordo suave OM. Entao,
J (uWAv + (grad(u), grad(v)))dM = J u—ds.

M om 0N
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema da divergéncia e da defini¢ao de divergéncia

de um campo, considerando o seguinte campo X = u.grad(v). m

1.2 Formulas de variacao da area

Nesta secao demonstraremos algumas férmulas gerais para variagoes normais de hipersu-
perficies propriamente imersas em uma variedade Riemanniana (M™, g). Dentre elas, as
formulas da primeira e sugunda variacao da éarea.

Seja L™~! € M™ uma hipersuperficie compacta. Uma variacao normal de £ em M,
¢ uma familia {Z:}, t € (—e€,€), onde Ly = {f(t,x);x € L} com f: (—e,e) x L - M
uma aplicacdo suave, tal que f(0,x) = x para todo x € £, fy = f(t,:) : Z - M é uma
imersao para todo t € (—e, €) com ;(O,x) = @Ny, onde @ € C*®(X). Dizemos que @ é
a velocidade normal da variagao.

Estamos interessados em entender a evolucao das quantidades area |Li| e curvatura

média Hy de X(t) ao longo dessa variacao normal, para isso, comecaremos trazendo algu-

mas identidades, as quais faremos uso mais adiante.

Lema 1.1. Seja G(t) = (ay5(t)), t € I uma familia suave de matrizes 1 x n, entdo

d det(G(t)) = det(G(0))Tr(G'(0)).
dtlt=0

Demonstragao. Para uma prova desse Lema veja [15]. O
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Lema 1.2. Dado uma métrica g, temos as sequintes identidades:
1) 0:¢gi; = g(Va,0t,0;) + g(0i, Vo, 0t);
i) 0.gY = —2g'*gitg(V,, 0t, 01);

Demonstragdo. Para provar i) note primeiramente que gi; = (94, 9;), assim derivando e

usando a compatibilidade da métrica, teremos
0¢9gij = 0¢(0i, 0j) = (Va10i, 0j) + (01, V¢ 0j).
Agora basta notar que Va10; = Vp,0t ja que [0¢, 0;] = 0. Portanto,
01gij = (Va,0¢,05) + (01, Vo, 0y).

J4& para ii) comecaremos observando que g**gy; = 6% implica gi10¢g™*+g"™*0¢gi1 = 0,

usando o primeiro item temos
9110:9™* = —g™g(V5,0¢,01) — 9™ g(dx, Vo, ).

Assim, multiplicando a igualdade acima por g'' e observando que feito isso, os dois termos

da direita sao iguais, ganhamos
5)0:g™ = —2¢"g)'g(V5,d¢, d1).

Logo
0:g'* = —2¢"™g''g(Va,0¢, 01).

Lema 1.3. Considerando a variacao descrita acima, temos:
i) Vo, Ny =—g"A;0y;
i) Vo, Ni=—-V=o,.

Onde A ¢é a sequnda forma fundamental com respeito a métrica g.

Demonstra¢ao. Primeiramente, observe que g(Ny, N¢) = 1, dai pela compatibilidade da

métrica, temos que

g(vaiNt7Nt) :07 (13)

ou seja, Vo, Ny € TZ;. Assim, dado uma base {0y} de L, teremos

Vo Ni = g*'g(Vo, Ny, 01)0x = —g*' Ay 10x,
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provando assim o item 1).

Um célculo analogo, mostra que Vi, Ny € TX; o que implica
Vo.N¢ = g*g(Vo, Ny, 9x)0:.

Notemos que, g(N¢, 0x) = 0 implica (Va, Ny, 0x) = —(N, Vo, 0k) = —(N¢, Vo, 0t). De
posse disso e lembrando que 0t = @{Ny, podemos reescrever a equacao acima da seguinte

forma
VaNe = —g™g(N,V5,0:)0;
= —g"™g(Ny, Vo, 9:N)0;
= —9™@g(Ny, Vo, Ni)di — g™ 0u(@1)g(N¢, Ny)os. (1.4)
Donde pela equacao , teremos

VoN¢ = —g™ 0 (9)0i = —g™g(V@y, 01)0; = =V .

Agora, estamos aptos a provarmos a féormula da primeira variagao da area.

Proposicao 1.3. Dada uma variagcao X(t) de £, a primeira variacdo da drea € dada por
dlZ(t)!’ _ J Hodo
dt t=0 - s ¢ '

Demonstragao. Seja {x;} um sistema de coordenadas local de L, e doy = y/det[gi;]dx; -

-+ dxy 0 elemento de drea de L. Assim, usando o Lema[l.I] temos que
1 atdet[gl]
0¢y/detlgy] = ———2L
t g ) 2 /det[glJ]
1 (g0 gij)det[gi;]
5 .

\/ det[gl)]

Agora usando o item i) do Lema teremos

1 ..
04/ detlgy] = 59” [g(Vaiat, 0;) + g(0y, Vajat)] \/ detlgijl.

Como estamos somando em 1ij, os dois termos dentro do colchete sao iguais, ou seja
0/ det[gy] = g”g(Vaiat, 0;)4/ det[gy]
= ¢9(Va,(@Ny), 05)4/ detlg;]
= g79:g9(Va, Ny, 05)4/detlgi;] + g9 0:(9:)g(Ny, 95)4/ detlgy;]
= —Qiinj(Pt det[gi;]

= —Ht(Pt\/ det[gn].
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Provando assim a proposicgao. O

Observacao 1.1. Uma observacao interessante é que = € minima (H = 0) se, e somente

se, Fril O|Zt! = 0 (ou seja, superficies minimas sao pontos criticos do funcional drea).

Para provar essa afirmacao faca
J Hedo =0
b3

para todo @ € C*®(L) e suponha que H(p) # 0 para algum p € X. Podemos supor, sem
perda de generalidade que H(p) > 0 e pela continuidade existe uma vizinhang¢a U de p tal

que H(U) > 0. Assim podemos tomar @ =1 em V C U e suppe & U. Portanto,

O:J H(pdG:J H(de‘ZJ Hdo > 0.
b u \%
Isso é um absurdo. Logo H=10. A outra implicagdo seque direto da Proposi¢ao [1.5.

Afim de calcularmos a segunda variacao da area de Ly, vamos primeiro encontrar uma

formula para a derivada da curvatura média Hy.

Proposicao 1.4. Seja Hy a curvatura média de X¢. Entao
O0tHy = Lz, @4,
onde Ly, = Ax, + Ric(Ny, Ny) +|A[? € 0 operador de Jacobi de L.

Demonstracdao. Por definicao, a curvatura média é dada pelo traco da segunda forma
fundamental, ou seja,

He = —gY9(Vo,Ny, 95).
Assim, derivando a igualdade acima e usando o item ii) do Lema [1.2] teremos
dcHe = —0:9%9(Va,Ne,3;) — 6V [9(Vo,Vo,Ni, 9y) + 9(Va,Ne, Vo,35)]

= 4+29%¢''g(V5,0¢,05)9(Va, Ny, 95) — gV [Q(R(au 3:)Ny, 9;)
+9(Va, Vo, N, 05) + 9(Via,,0.N¢, 95) + g(Va, Ny, Vataj)},

onde na ultima igualdade, usamos Vo,V N = R(0¢, 0:)N¢ + Vo, Vo, Nt + Via, 0, Ne.

Agora, pelo Lema e do fato que [0, 0;] = 0, podemos reescrever a equagao acima
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CcOo1mo

dHy = +29™g(Vo,,0¢, Vo, Ni) + g g(R(3i,d¢)Ny, 9;)
—9Y9(Vo,(=V™ 1), 9;) — g7 g(Va,Ny, Vo,05)
= 999(Va,N¢, Vo, d) + Ric(de, Ny) + g7 g(V3 V= oy, 05)
= ¢99(Va, N, Vo,N) @ + g79(Vo, N, Ny)dj( o) 4 Ric(N, Ny) @y + Ay
= ¢99(Vo,Ny, Vo,Ny) @y + Ric(Ng, No) gy + Agy

Finalmente, uma vez que
AP = g g™ ArmAin = ¢€'g™"g(Vo, Ni, 0m)g(Va, Ny, 00,

e novamente pelo primeiro item do Lema , temos |A|? = g*tg(Va, Ny, Vo N¢). Por-

tanto, teremos
dHy = |AP @ + Ric(N, N @t + Ay = Ly @

]

Usaremos agora as férmulas acima para obtermos a férmula da segunda variacao da

area de Xi.

Proposic¢ao 1.5. Dada uma variacao Z(t) de L, a sequnda variacao da drea é dada por

d2
SO =] oo+ e+ divs(VaXdo,
dt t=0 5
of
onde X(x) = a(O,x).

Demonstracao. A prova dessa proposicao segue de um calculo direto, ou seja, fazendo

d? d
@(dct) o a(—Ht(Ptht) o
teremos pelas proposicoes [1.3] e [1.4] que
ae(@0)] = (- oot Wt Hge| o

Agora basta notar que, sendo X = @Ny, temos que

VxX = VN @Ny = @7 VNNt + @ N (@ )Ny,
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como Ny é normal unitario, ficamos apenas com
VxX = @N¢(@¢)Ny.
Assim, teremos
divs (VxX) = @N(@)divNy + (N, VZ@ Ny (@y)).

Como VZ@(N¢(¢:) é tangente a Ly e divNy = —Hy, entao
d

diVZ(VXX) = —th—(pt, (15)
t
o que finaliza a prova da proposicao. ]
Ressaltamos que, se £ é minima, entao
d2
)| =~ | eledo
=0l == oLedo

Veremos agora como a segunda variagao da area de uma superficie minima X esta

relacionada com sua estabilidade.

1.2.1 Estabilidade

Agora iremos introduzir a nocao de estabilidade para superficies minimas.

3

Dada uma superficie £ em uma variedade (M?, g), o operador de Jacobi de £, denotado

por Ly ou apenas por L se nao houver ambiguidade, é definido como
Ls = Ax +Ric(v,v) + AP,

onde v denota o campo vetorial normal unitario ao longo de X e A é a segunda forma
fundamental de X. Nossa convencao para o problema de autovalor é o seguinte: dizemos
que A € R é um autovalor de L se, e somente se, existe ¢ € C®(X) tal que Lo +A¢p = 0.

O operador de Jacobi L pertence a uma classe de operadores que geralmente sao
chamadas de operadores de Schrodinger, ou seja, operadores da forma A + q, onde q ¢

uma func¢ao continua em X. E sabido que, o espectro de L

Spec(L) ={A1 <A < A3 < -},
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consiste em uma sequéncia crescente de autovalores A, com multiplicidades finitas my de

modo que lim Ay = 400, onde Ay = A;(X) denota o primeiro autovalor de L. Além disso,
k—o0

o primeiro autovalor é simples (m; = 1) e satisfaz a seguinte caracterizacdo min-max

— [ (pL(de')

[, ¢?do (1.6)

A(L) = inf <

PeC™(X)

Uma superficie mergulhada X é dita estdvel se, e somente se, A;(X) > 0. Dizemos que

¥ ¢ estritamente estdavel, quando Aq(X) > 0.

Da equagao (|1.6)), temos que

ML) < (M)

Js 9?do

donde

M(L)J @’do < —J eLodo
z z

= —J (pAz(pdG—J (Ric(v,v) + |A]?)@?do.
ba b
Assim, usando a 1° Férmula de Green (|1.2)), obtemos
7\1(L)J p’do —|—J (Ric(v,v) + |A]*)@?do < J Vol*do. (1.7)
ba b ba

A equagao (|1.7]) é conhecida como desigualdade de estabilidade.

1.3 Massa de Hawking e suas féormulas de variacao

Nesta secao vamos definir o funcional massa de Hawking e calcular a sua primeira e
segunda variagao.

A massa de Hawking é uma importante massa quasi local, sua importancia reside no
fato que, a nocao massa de Hawking foi fundamental na prova da desigualdade de Penrose,
para mais detalhes veja [2] e [12].

Seja (M, g) uma variedade tridimensional e ¥ C M uma superficie compacta de dois
lados (no nosso contexto, dois lados equivale a existéncia de um campo normal unitario

ao longo da superficie). A massa de Hawking de X é definida por

=)\ 2 1J A
S=(21) (1- | Hdo— Tz
mi(Z) (167[ Tom ), 40T 5 M)

onde H é a curvatura média de X e A = infyR.
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Como X é dois lados, existe um campo normal unitario v ao longo de . Seja X(t) C M
uma variacado normal suave de X, ou seja, L(t) = {f(t,x); x € £},ondef: (—e€,e)xX - M
é uma funcao satisfazendo:

i) fy: £ — M é imersao, para todo t € (—e, €);
ii) f(0,x) = x para todo x € X;
... Of
iii) a(o,x) = @(x)v(x), para todo x € Z, onde ¢ € C*(X).

Agora estamos aptos a demonstrar as formulas de variacao da massa de Hawking.

Proposicao 1.6. A primeira variacao da massa de Hawking € dada por

d 2|Z|%J Z) J

—mpy(Z(t = AsHdo + A —R)Hepdo

m H( ())t:o 6! PAs TE ( JHe
|2 J [ st 1 J ) 2}
=" | |2k + — | H?do —]A]*| Hedo.
(167)} Pl T 2 Al He

Demonstracao. Derivando a massa de Hawking, ao longo da variagao normal dada acima,

temos que
S - JEE o )
. <%|T)% <_%T L(thi (Hy)doy + H? ; (doy)) — £%| t’)
()
(E;ljg J (2H(As @ + Ric(v,v)@ + |Al*@)do, — Hi@Hdoy)
(|1Z67l) 7 | oa
_ (21';1')] HtAz(ptht—%L Hy(2Ric(v,v) + 2/A)g.do
g O
1 it j ouArH,do, — (@) L H(2Ric(v,v) + 2A1%) @.do
(yzﬁtls Higdoy+ |1£67’r) ), 0o | Hido,
it pitaen (5 75w, "
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onde usamos as seguintes identidades
d . 2

EH‘L = As@¢+ Ric(ve,vi) o + [Acl 0t

d

—(d

dt( o)

J' (ptAthGt = J HtA(Ptht7
5 z

—@¢Hidoy

sendo que a tultima igualdade segue do corolério (1.2}

Agora pela equacao de Gauss temos que
2Ric(vi,vi) + 2|APF = R— 2Kz, + H? + A,

donde substituindo em ([1.8]) e organizando os termos, obtemos
pE
2+ J (A —=R)H@doy
b

d 2rzt|%J
—my(X(t = — AsH.do +
at H( ()) (167’()% Z(Pt s MyAo0t (167’()%
|>:t|%J 87 1 J ) )
Ky — — H2do, — |A?| Heodoy.
6m Je |25 T iEd T gy ), o T A Hipdo
O

Agora calculemos a segunda variacao da massa de Hawking para pontos criticos da

primeira variacao.
Proposigao 1.7. Se L C M ¢é um ponto critico do funcional massa de Hawking, entdao

2 1
) _ xR J(L(p)Qdcr
z

42 ~ 3mp(Y)
EmH( ())tzo - _Z |22 (LH (1671)%
my () ;
T L(@ch —H'¢® + divs (VxX))do

21| 4|22
_ 2z J HL'(0)pdo + 2| J H2pLpdo
5 (16m)2 Js

(16m)2
|Z|% 2, 2 2 2 .
i [(H n —/\) (Lo — H2@? + dw;(VXX))] do
(16m)2 Jx 3
Demonstracao. Vimos na proposicao anterior que a primeira variacao é dada por
d 1|zt|—%J d 1 J . 2A
— X(t) = = —(d 1—— Hy +—)d
mnEt) = et ), a4\ Ton z< eF 3) ot
2 d
2 — —
L (H2+3A) dt(dm))

1 d
JZ 2Ht—(Ht)th — E{

1
BN\ 1
167t dt

dt
( 167
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Derivando a expressao acima, temos que

d? LR d ? 1 s 2A
qom(ED) = e (J dt(dcrt)) (1—EL (Ht+?)d0t>
1[X4

+§(16H)%J %(d )(1—%J (H2+%A>dat>

1 |Zt|J d
- | —(do
321 (16m)3 (do)

dt
2AN d
2
+L (Ht+ 3 )dt(dct)

1 |zt|%J d
—(d
321 (16m) Zdt( ot)

2AN d
2 R— —
+L (Ht+ . )dt(dot)>
2 (1T 2 d 2
2 (= H Hy—_(H
167 (16n) ( (dt t) d0‘+J v (oo

s [ MGt Saon +5 [ (We+ 28 (th)>

N

[N

d
J 2H{—(H¢)doy
5 dt

d
J 2H{—(H¢)doy
5 dt

N —m— /N

dt dt 3/ dt?

Pelos resultados provados na Secao 1.2, podemos reescrever a igualdade acima como:

a2 mp (L) 2 mu() 2. 2
— mu(Z(t = — Hedo ) — Lo —H
e H(Z(t)) o TP L pdo o5 L (cp ® ®
. b
+dwz(VXX)>dG—l— _| Hedol | 2HLedo
(16m)2 Js s
P 2 /12?2
- 2 = = = 2
L (H * 3/\>H‘pd0> 1670 (1671) (LMD) do
+J HL’(O)(pdG—J HL(pH(pdG—J HLeHe@do
z z z
1 2 2 . 2 2 .
+ H; + -A)(—@pLe + H*@* + divs (VxX))do |.
2 ) 3
Como 4 mp(Z) =0, entao
dtli—o S
my (L) J bk J J ), 2
— Hedo — 2HLedo— | (H2+ ZA)Hedo| = 0.
AT s (167[)3[ Lo Z( 3 ) ¢ ]

Dai,

1670y 3 my (£) , 2
— — H = 2HL — H — H .
() 5% L do L do L< + 3/ Hedo
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Assim, da igualdade acima, teremos

dz 3my(2) 2 9f2
= my(Z(t - 2 Hedo | — Lo)2d
Somuz)| = 3 mg <L ¢ o) (WﬁL( ¢)2do
_ — H2¢? + di X))do
2023 J 4%z
HL'(0 +—J H2pLodo
C(16m)? Js (l6m)t )y 0°
|Z|2 2 2
- (H + /\ ((pL(p H2? + divs (VxX))|do.
>

1.4 WMétricas conformes

O objetivo dessa segao é apresentar algumas relagoes existentes com respeito a duas
métricas conformes. Tais relacoes serao de grande importancia para provar alguns re-
sultodos do Capitulo As demonstracoes serao omitidas, mas podem ser encontradas
em [7].

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Se p : M — R é uma fungao suave e
positiva, entao g = pg define outra métrica em M, dita conforme a g. A funcao p é
denominada o fator de conformidade entre as métricas. Escreveremos p = e*', onde

h: M — R é uma funcao suave, temos o seguintes resultados

Proposicao 1.8. Se R e R denotam respectivamente as curvaturas escalares de M com

respeito as métricas g e g = e*"g, entdo
e?"R=R—-2(n—1)Ah— (n—1)(n —2)|VhJ.
Demonstra¢ao. Para uma prova, veja Proposigao 1.8 de [19]. O]

Proposicao 1.9. Se Ric e Ric denotam respectivamente as curvaturas de Ricci de M

com respeito as métricas g e g = e*g, entdo
Rij =Ry — (M —2)(V*h)yj + (n —2)VihV;h — (Ah + (n — 2)[Vh*) gy;.

Demonstragao. Para uma prova, veja Proposigao 1.8 de [19]. O
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1.5 Produtos warped Riemanniano

Considere F uma variedade Riemanniana de dimensao n, orientada e conexa, I C R um
intervalo da reta e ¢ : I — R uma fungao suave positiva. Seja M = [ x F a variedade
produto e sejam 711 : M — [ e g : M — F as projecgoes candnicas de M sobre I e F.

Definimos em M a métrica Riemanniana (-, -) por
<u7v>p - <(7II)*U7 (T[I)*v> + ¢2(p)<(ﬂF)*u7 (T[F)*V>7

para todo p € M e U,V € T,M. A variedade Riemanniana a qual nos referimos é o par

(M, (-, -)) que sera representada por
M=1 X ¢ F

e sera chamado de produto warped de I e F com funcao warping ¢.

Um caso particular destas variedades é obtido considerando a funcao warping ¢ iden-
ticamente 1, as quais sdo conhecidas como variedades produtos (ou simplesmente como
produto simples).

Para o préximo resultado, observe que no produto warped M =1 x4 F, dispomos das
projecoes 71 e Ttg, 0 que nos permite falar em campos basicos verticais, isto é, campos
verticais 7tr-relacionados a campos em F, de outra forma, se V € X(M) for um campo
bésico vertical, diremos também que V é o levantamento vertical de um campo em F. De

forma andloga se define campos horizontais.

Proposicao 1.10. No produto warped M =1 x4 F, se p € 1, entdo a fibra {p} x F é

totalmente umbilica, com segunda forma fundamental dada por

u,v
aruv) = (5 o,
¢
para quaisquer U e V werticais.
Demonstragao. Para uma prova veja [7]. O

Proposicao 1.11. No produto warped M =1 x4 F, se X é levantamento horizontal e U

¢ levantamento vertical, entao

P v (4)u

Demonstra¢ao. Para uma prova veja [7]. O
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Para finalizar esta se¢ao, relembremos algumas propriedades do tensor de curvatura de
M, que podem serem encontradas em detalhes, no livro do O‘Neill (veja [I8], proposi¢ao

7.42). Seja U,V € X(M) e considere a decomposigao
U=Ur+ (U,0:)0t e V=Vr+ (V,0)0,

onde Uf e Vf representam as projecoes sobre a fibra F. Entao, o tensor de Riemann de

M, satisfaz:

i) R(Ur, VF)o, = 0;

it) R(Ur,,)Vs = —<uF,vF>%at = (U, V) — (U, 0){V. at>)%at;
i) R(Ur, 0,)0 = %uF - %(u —(U,0,0,);

iV) R(at, at) =0.

Tais férmulas serao importantes no calculo da curvatura escalar da variedade de deSitter-

Schwarzschild.

1.6 Alguns resultados sobre Equacoes Diferenciais
Parciais

Nessa secao definiremos o conceito de operador eliptico de segunda ordem, bem como
definicao de operador adjunto. Além disso, enunciaremos alguns resultados envolvendo
esse tipo de operador.

Dado QO C R™ aberto, um operador diferencial linear de sequnda ordem L em Q é um

operador do tipo

62
L=ajj——+bi— +c,
Y aXian ' aXi
onde ajj,bi,c : O — R sao fungoes continuas e limitadas, com ai; = aj; para todos
1 <1i,j <n. Parau € C?(Q), definiremos
0%u ou
Lu=ay—F5—+bi— +cu
Y aXian ' aXi

Um operador L como acima é eliptico em x € Q se a matriz (a;j(x)) for positiva

definida; L é eliptico em Q se o for em todo x € Q. Pelo Teorema Espectral, um
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operador L ¢ eliptico em x € () se, e somente se, os autovalores da matriz (aij(x)) forem
todos positivos. Ademais, se A(x) e A(x) sao respectivamente o menor e o maior de tais

autovalores, tem-se para & = (&1, - -, &n) € R™ que
AIIEMI? < aiy ()& < AXIEX)P.

L é dito estritamente eliptico se existir uma constante A > 0 tal que A(x) > A, para todo
A
x € Q. Se 3 for limitado em Q, dizemos que L é uniformemente eliptico em Q.
Agora estamos em condic¢oes de enunciar o Principio do mdximo forte para operadores

elipticos.

Teorema 1.2. Seja Q C R?* um dominio (nao necessariamente limitado). Seja L um
operador uniformemente eliptico, com ¢ = 0 e Lu > 0(Lu < 0). Se uw atinge um
mdzximo(minimo) no interior de Q, entdo u € constante. Se ¢ < 0 e ¢c/A € limitado,
entao W nao pode atingir um mdximo nao negativo (minimo nao positivo), a menos que

u seja constante.
Demonstragao. Para um prova veja [10]. O
Como consequéncia, temos o teorema seguinte.

Teorema 1.3. Seja Q C R? limitado. Suponha que L seja estritamente eliptico (sem
suposicao de sinal em c). Seu € C2(Q) N C(Q) satisfazlu <0 em Q eu >0 em Q,

entao ou u(x) > 0 para todo x € Q, ou u=0.

Demonstragao. Escrevendo ¢(x) = ¢ (x) + ¢ (x), onde ¢ (x) = max(u(x),0) e c(x) =
min(u(x),0), temos que

(L-—cHu<—ctu<o,
pois Lu < 0. Agora, basta aplicar o Teorema [1.2| para o operador L —c¢™. O

O adjunto de um operador diferencial foi introduzido por Lagrange (a identidade
de lagrange para equagoes diferenciais ordinarias). Em R com o produto interno L2
. d |, : . .
o adjunto de D = ™ ¢é encontrado simplesmente integrando por partes, ou seja, para

X
quaisquer @, € C (isto ¢, fungdes C* com suporte compacto)

(@, DY) = J o' dx = —J @' pdx = (—Dg, ).

: : d , d
Assim, o adjunto de ™ é T



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 21

Sejam E e F fibrados de vetores Hermitianos suaves sobre M, se P : C*(E) — C*(F)
¢ um operador diferencial linear, entdo podemos usar o produto interno L? para definir o

adjunto formal, P*, pela regra usual
<Pu7V>F = <LL, P*V>E7

para quaisquer segoes suaves U € CX(E) e v e CX(F).
Agora, apresentaremos uma ferramenta fundamental na teoria de existéncia de solugoes

de operadores elipticos lineares, a saber, a Alternativa de Fredholm.

Teorema 1.4 (Alternativa de Fredholm). Seja P : C*°(E) — C*°(F) um operador diferen-

cial eliptico de ordem k.
a) Entao ambos kerP e kerP* tem dimensoes finitas.

b) Se f € HXY(F), existe uma solucio w € H**TYE) de Pu = f se, e somente se, f
for ortogonal a kerP* em L2(F); u serd tnica se tivermos w ortogonal a kerP em

L2(E).
c) Se E =F, os autoespagos [= ker(P — Al)] sdo de dimensdo finita.

d) Além disso, para 1 < p < oo, se f € HP'Y, CY* ou C*®, entdo a solugdo w estd em

HP-k+L CRkHLa oy C®, respectivamente.

e) Para um operador eliptico escalar satisfazendo dim kerP = dim kerP*. Entdo, a

existéncia de solucdo equivale a unicidade.

Demonstra¢ao. Para uma prova, veja segao 2.5 de [13]. [
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Resultados preliminares

O intuito deste trabalho ¢ apresentar um resultado de rigidez para esferas bidimensionais
estritamente estavel mergulhada em uma variedade tridimensional com curvatura limitada
inferiormente por uma constante positiva. Desta forma, neste capitulo iremos apresentar
algumas propriedades relacionadas ao funcional massa de Hawking e estabilidade. Além
disso, estudaremos as principais propriedades das métricas de deSitter-Schwarzschild, tais

métricas sao o modelo do resultado principal desta dissertacao.

2.1 DeSitter-Schwarzshild

Nesta secao, comecaremos definindo a variedade de deSitter-Schwarzschild e mostrando al-
gumas de suas principais propriedades. A métrica de deSitter-Schwarzschild com parametro

1 . ,
de massa 0 < m < —= e curvatura escalar igual a 2, é dada por

3v3

2
(1 L 2Tm) dr® + r?gse, (2.1)

2
definida em (r_,7.) x S?, onde (r_, 7)) ={r > 0;1 — % — %1 >0}, sendo 0 < 1_ <71,

2

, c A T 1
raizes do polinomio 1 — 37 2mr

=0 e gs: é a métrica canonica de S? com curvatura
de Gauss constante igual a 1.
As métricas de deSitter-Schwarzschild em R x S?, sdo métricas periédicas, rotacional-
imétri 1 RxS%?ed 1 iti Alé
mente simeétricas, completas em R X e de curvatura escalar constante positiva. Alem
disso, Ly = {0} x S? ¢ uma esfera minima estritamente estéavel em R x S? (estas afirmagoes

serao provadas mais adiante).

22
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Comecaremos estendendo a métrica definida em ([2.1)) para R x S2. Considere a funcao

V:M — R, dada por

om 12\ 2

Para estender a métrica ([2.1)) vamos incluir os horizontes, ou seja, {r_} x S? e {r,} x S%

Para isso, considere

2\~
j—t:(l—z—m—r—) = ! > 0,

pelo Teorema da Funcao Inversa, existe uma funcao w: (0,a) — (r_, ) que é inversa de
F. Pela continuidade, podemos estender a funcao u da seguinte forma, w: [0, a] — [r_, ]
com u(0) = r— e u(a) = r.. Tomando s = F(r) temos que ds = F'(r)dr implica
dr — ds
—F )
(2.1) como

e ainda de s = F(r) temos que u(s) = r. Assim podemos reescrever a métrica

-
om 2\ ' 1
= 1 _—— — — d 2 2 2
( . 3) (Freds Tuls)les
donde teremos
g = ds* + u(s)*gge, (2.3)

definida em [0, a] x SZ.
Para estender a métrica (2.3) para R x S?, a idéia é definir

g= d32 +V(S)9527

em R x S?, onde v: R — (0, +00) é uma fungao periédica com vlj o) = .

Primeiramente, definamos v em [0, 2a], da seguinte forma

u(s), sesel0,dl
v(s) == ;
u(s), ses € [a,2d]
onde 1(s) = u(2a — s). Vamos provar que as k-ésimas derivadas laterais de v em a

coincidem, para todo k € N. Para isso, note que

W(s) = <1—2—m— ()>2:V(u(s)) (2.4)

LLS

3




Capitulo 2. Resultados preliminares 24

onde G é uma funcao com valor real. Para as outras derivadas, podemos usar a féormula

de Faa di Bruno
m;
) | (2.5)

dx k! ul(s)
—G(u(s)) = G™ (u(s
onde m =my + - - - + My, e a soma ¢é feita sobre todas as particoes de k, isto é, colecoes

j=1 j

de inteiros nao negativos satisfazendo a restricao

m; +2my + - - - + kmy =K,

dx dx
pela regra da cadeia, —1(a”) = (—1)*—u(a*). Assim, para k par, temos que

dsk dsk
dx dx
@ﬂ(a*) = @u(aﬂ. Provemos por inducao que

dx dx
+ _ _ ~ —

Para k = 1, obtemos u/(a™) =v(ry) =0 = —v(r.) =1u/'(a”). Para k = 3, temos que

w(a™) =G (ulaMu'(a™) =0=G'(1w(a))d (a)=1"(a").

Suponha que ([2.6)), seja vélida para k = 1,3, --,2p — 1. Por (2.5)), temos

d2p+1 d2p—1
amr®) = g Glulan))

= G (u(a*))u®*V(a*) + 0(a"),

onde O(a™) é uma soma de termos, cada um dos quais é um produto de fatores, incluindo
uma derivada a direita de ordem k € {1,3,...,2p — 1} em a (isso é vélido porque m; +

2my+ -+ (2p — 1)mgp_1 = 2p — 1 implica que pelo menos um dos m; é impar e menor
d2p+1

ou igual a 2p — 1). Entdo, pela hipdtese de inducao, u(a™) = 0. Analogamente,

d2p+1 _
temos que Wu(a ) = 0. Assim, 1} é valido.
Finalmente, estendemos v periodicamente tomando v(s+2a) = v(s), para todo s € R.

ds2p+1

Assim, v: R — R é uma funcao suave e positiva. Portanto,
g = ds® +v*(s)gs2,

estd definida em R x S2.
Definindo M,, = [na, (n+1)a] x S?;n € Z. Pela definicao de v e da métrica g, temos

que (My, g) é isométrica a (Mo, g), para todo n € Z.
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Agora provemos que a curvatura escalar do deSitter-Schwarzschild é constante igual
a 2.

Para provar esse fato, considere My = [r_,1,] x S? com métrica

onde 0 < r_ < 1, sao raizes de V(r) = /1 — % -

Agora, definindo g = dr® + ¢p?gs: onde ¢ = rV(r) vemos que tal métrica é conforme

a métrica g, ou seja,

1 .
9 - V(T’)Q g
Afim de facilitar os célculos, escreveremos e = V(r) 2, temos que 2u = —InV(r)?, daf
u= —lng, implicando que u = In(r) — In().

Para o que segue, seja {€; = Or, €y, €3} um referencial ortonormal para (Mg, g) com

{é,, é5} tangentes a esfera S2. Dai, usando a equacao de Gauss, temos que

Risigkl = ]izl\j/lkl + AuAj — AuAjk. (2.7)

!/

Segue da Proposicao [1.10, que A = %Q De posse disso, podemos reescrever 1’ da

seguinte forma
/

2
2 5 ¢ o
RiSjkl = jo/lkl + (g) (gixgj1 — GuGjk)

Agora tomando o trago em jl, temos
2
L2 = ~ ¢\ .
Rw% - R?ﬁ - R{\{lkl + <5) Jix

Agora, lembremos que S? com a métrica canonica é uma variedade de Einstein, daf segue

1
da Proposicao que Ric%2 = @g, donde ganhamos

5 5 1— d)/2 ~
R?ﬁ = R{\{lkl + (T> Jik-
12

Por outro lado, pelo que vimos na secao RM(e;, dr)ey = —(ey, ek>¢—8r, daf

¢
~ ~ d)//
R%ﬂ = <RM(61, or)ey, 0r) = —Eéik- (2.8)
Afim de fazer uso mais adiante, podemos reescrever a equagao (2.8)) como
- d)//
RicM(dr,or) = —2-—. (2.9)

¢
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Portanto,

5 " A2
Rm==[—%%~+<? ¢? )]Qm. (2.10)

Para todo i,k € {2,3}. Logo, podemos tomar o trago em ([2.10) e somar com ([2.9) para

obtermos a curvatura escalar na métrica g, ou seja,

d)//
92—
¢

[ (e
_2[ ¢+( P2 %

::2P¢%+(1;?31 (2.11)

Agora, pela Proposicao , temos que

Ry = RM -

Ry = e Ry — 4A5u — 2|VIuf?), (2.12)
onde
IVIuP = [V9(In(r) — In(db(r))?
- oo
— <%+(%>{J%%> (2.13)
e

Agu = Agz(In(r) —In(P(r))

(1 N ¢’

= (;—$> div(or) g(V(——a),aT)

B 1 d)/ 3 ) o 1 d)//d)_d)/2

- (-8) i (€5
1 d)/ 3 3 d)/ 1 (b// q)/ 2

- (-9) Do w5 (5)

A A A N
— 2Td> (‘b) i (2.14)
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onde na sexta igualdade usamos o fato que g(V3r,dr) = 0 e a Proposigao m Agora,
podemos substituir (2.11)), (2.13) e (2.14) em (2.12)) para obtermos

o d)// 1_¢/2 d)/ d)/ 2
fo= e 2[”5*(7)‘4@‘2(3)
2 20" 1, [\ 14’
G (%) ‘2¥$>]

T B s S
— e 2(¢2 - rcb)' (2.15)

Note que

ou seja,

2\$r 2 T
— % (1 — (1) (1 —2mr ! — g) — Qd:”d)/) : (2.16)

Um céalculo direto, implica que

1 2 2
PP = 1—2mr_1—r— + mr_l—r— .
T 3 3
Com isso, podemos reescrever a equagao (2.16]) da seguinte forma
2 o, o, 1
Ry = E(l—(l—Zmrl—g)—2<mrl—g)>
2 (3
orz U3

- 2. (2.17)

Seja g = dr? + u(r)%gs: a métrica de deSitter-Schwarzschild. Agora mostraremos um
fato fundamental na prova do resultado principal desse trabalho, a saber, a funcao warped
u(r) satisfaz a seguinte equacao diferencial ordinéria

" _ 1 1 —u’(r)2 u(r)
u’(r) —5( ") >— 5 (2.18)

Para ver isso, basta notar que pela equacao (2.11)), temos que

" 1— 12
el ()
u uw

por outro lado, a curvatura escalar Ry = 2, dai

" 1 — 12
u uw
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ou seja,

2

, 1 (1—u’(r)2> u(r)
u -
2

"2\ u()
Considerando apenas solugoes positivas da equacao que sao definidas para todo
T € R, obtemos uma familia a 1-parametro de métricas rotacionalmente simétricas g, =
dr?+14(1)2gs2 com curvatura escalar constante igual a 2, onde u, () satisfaz 1y (0) = a =
minu e u,(0) =0 com a € (0,1) (para ver isso, note que sendo 0 um ponto de minimo
entao u”(0) > 0). Estas métricas sdo precisamente as métricas de deSitter-Schwarzschild

definidas acima.

Observacao 2.1. Note que, para a = 1, temos que por unicidade de solucao de EDO,
w(r) = 1 € a tnica solugao de (2.18), ou seja, g = dr? + gs2 € a métrica produto em
R x S2. Em suma, quando a — 1, as métricas de deSitter-Schwarzschild convergem para

a métrica produto.

A proposicao a seguir, nos tras um resultado fundamental para esse trabalho. Prova-

remos que o slice Ly é estritamente estavel no deSitter-Schwarzschild.

Proposicao 2.1. £y = {0} x S C (R x S?,g4) € estritamente estdvel com drea igual a
47ta? para todo a € (0,1), mas na métrica produto padrao dr®> + gs2 em R x S?, ou seja,

no limite quando a — 1, Xy € apenas estdvel e nao estritamente.

Demonstracao. Pela Proposicao [1.10] temos que a segunda forma fundamental de L, é
dada por

ug (0)

a

Ua(0)

Ayj = — gy =0,

ou seja, Xy ¢ totalmente geodésico. Por outro lado, note que a métrica induzida em X,
é uq(0)?gs2 = a’gs2 e portanto temos |Lo| = 47ta®. Com isso, segue que o operador de

Jacobi de Xy é dado por

Ly, = As,+Ric(v,v)
R
= A7—0 + 5 - K}:o
47
= A 1——
S TN

1
= Azo—l‘l—g,
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para todo a € (0,1). Note que, na terceira igualdade usamos o Teorema de Gauss Bonnet

e o fato de que Ky, é constante. Assim, temos que

1
—J pLpdo = —J (pAzO(pdG—J (1 — —2> p’do
2o P o a

1
— J IVol*do + <—2 — 1) J p’do,
ZO a ZO

para todo @ € C*®(X), dai

s, oledo [ IVePdo 1 a?
f}:o @2do fzo p2do a2

1—a?
(12

> > 6> 0.

Assim, temos que

Lodo
A(L) = inf —I&J(p—;p >8>0,
fzocpdc

e portanto X, é estritamente estavel. Por fim, note que no limite quando a — 1, perdemos

a desigualdade estrita nas equacoes acima, ou seja, teremos somente
}\1(1—) 2 07

configurando ser L, apenas estdvel na variedade (R x S?, dr? + gg2).

[]

Nosso proximo resultado mostra que a massa de Hawking é constante ao longo dos

slices da variedade deSitter-Schwarzschild, mais precisamente temos a

Proposigao 2.2. A massa de Hawking de &, ={r} x S* C (R x S?, g,) € constante para

todo r € R.

Demonstracao. Primeiramente, por definicao, a massa de Hawking de X, é dada por

2.\ ? 1 J , 4
L) = - | (me42 ,
(2] (167t 167 )y, T3 do

onde H, é a curvatura média de X, pela Proposicao temos que

H, = (B(ei, e1) + B(ey, €3)) = —2—5

Note que a métrica induzida em X, é dada por u?(r)gse, dai |£,] = 47mtu?(r).

Agora
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podemos reescrever a massa de Hawking em fungao de uq(r), ou seja,

_(4mud(r) : 1 (ug (1)
M2 = (f@?? 01&J (1%u +3)“)
1 )21
B (‘ﬂ( 7 5“)
1
7 (- (e +)'r')
! 3 1
s

1— %1—> . (2.19)

W —

W

Assim, calculando a primeira variacao de my(X,), temos que

Loz = el (1 g2 - el
el (o ) - el el
= Yl (1 g ) (1)~ 2uerul(r))
= 2o (1 g )~ 2wl (Ll el )
= el (1 g )2 a2 1) — 1+ (1) )

I
o

Portanto, concluimos que nos slices £, do deSitter-Schwarzschild (R x S?,g,), a massa

de Hawking é constante para todo r € R. O]

Note que my(X,) = m, onde m é o parametro de massa na expressao da métrica
de deSitter-Schwarzschild dada em ([2.1). Para provar tal afirmacao, basta isolar m na

equacao (2.4), para obtermos

Uqa(T)

m= = (1 — (ul (1)’ —

onde a ultima igualdade ¢ dada em ([2.19)).

2.2 Resultados importantes

Esta secao serd destinada a alguns resultados que envolvem a massa de Hawking e esta-

bilidade de esferas minimas em variedades Riemannianas tridimensionais.
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Comecaremos apresentando uma caracterizacao dos pontos criticos do funcional massa

de Hawking.

Proposigao 2.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura
escalar R > 2. Se uma superficie compacta, dois lados ¥ C M com curvatura média nao
negativa € um ponto critico do funcional massa de Hawking, entdo ¥ € minima ou L €

umbilica, R =2 ao longo de X e X tem curvatura de Gauss constante.

Demonstra¢ao. Primeiramente, se ¥ C M é um ponto critico do funcional massa de
Hawking, pela Proposicao [1.6] temos que

2Ky — — 4+ (2—R)+ | — H*do — |A Hedo
i R R R G A Al") | He

2z
(16m)2

J ©AsHdo = 0
b

3

—(167)2
Multiplicando a igualdade acima por W, obtemos
2

J @(AsH+ QH)do =0, ¥ @ € C*(X),
by

47t R—2 1 1
(2T _k -S4 Al — —H? .
Q <|2| Z)* ; +2|):|L(" 2 >d0

AsH+ QH =0 (2.20)

onde

Portanto,

Assim, fazendo L = Ay 4+ Q, pelo Teorema [1.3]| podemos concluir que, ou H =0 ou H > 0.

Se H = 0 temos que £ é minima. Por outro lado, se H > 0, temos por ([2.20)), que

AsH
=0. 2.21
4 Q (221)
. 1 o VH
Pela 1° Formula de Green |1.2} fazendo u = o v = H o que implica Vu = Tz ©

Vv = VH, temos que

1
J —AH+J ——_(VH, VH) =0,
ZH )N

ou seja,

1 |[VH|?
—AH = = 0. 2.22
L H L H? (222)
Portanto, integrando ([2.21)) e usando (2.22]), temos que

H2
OZJ v 2' dG+J Qdo. (2.23)
= H ba
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Afirmamos que, Iz Qdo > 0. Com efeito, como X(Z) < 2 e por hip6tese R > 2, entao

L Qdo = J (% — Kz) dc+%L(R 2 d0+i (J 21/;"2 LIL H2dcr>

= (4m—2mx(X)) + ;L(R 2)d0—|—ﬁ < )dcr

1 H2
> —— Al — —) do, 2.24
2|%] L <| | ( )

onde na segunda igualdade usamos o Teorema de Gauss-Bonnet. Para o que falta, seja

o H
A=A— 51 o operador segunda forma fundamental sem trago. Entao,

. H H
<IAP = (A-—-LLA— 1
2H H?
= AP = A D) + (LD
H2
= AP —H + —
2
- ne-t
2
ou seja
1
|A] 5 >0, (2.25)

a igualdade em ([2.25)) ocorre se, e somente se, X é umbilica. Com isso, concluimos a

afirmacao, ou seja,

J Qdo > 0. (2.26)

Portanto, (2.23) e (2.26) implica que fz lVHl do =0, donde H é constante. Assim, segue
47t

de (2.21) que Q = 0, dai segue de (2.24) que Ky = T e R = 2 ao longo de X. Além

disso, a igualdade ocorre na equagao ([2.25), implicando que X ¢é umbilica. Isso conclui a

prova. ]
Como consequéncia imediata da proposicao acima, temos

Corolario 2.1. Uma superficie compacta dois lados com curvatura média ndao negativa
na variedade deSitter-Schwarzschild (R x S?,gq) € um ponto critico do funcional massa

de Hawking se, e somente se, for minima ou um slice {r} x SZ.

Demonstracao. Pela Proposicao temos que £ é minima, ou possui curvatura média

constante, neste caso segue do Coroldrio 1.2 em [5] que £ é um slice. [

Agora provaremos uma relagao envolvendo a area de uma esfera minima e o primeiro

autovalor do operador de Jacobi.
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Proposigao 2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura

escalar R > 2. Se £ C M € uma esfera topoldgica minima estdvel, entao

47

I ——.
= A(L)+1

(2.27)

Demonstracao. Pela desgualdade de estabilidade, temos que

M |

(p2dG+J
ba

(Ric(v,v) + A pdo < j |75 ol2do,
> >

para todo @ € C*(X), onde do denota o elemento de drea de £ e A{(L) > 0. Escolhendo

@ = 1, obtemos

A(D)Z] +J (Ric(v,v) +|A*)do <0, (2.28)
b
onde |X| é a drea de X. A equagao de Gauss, implica que
R Al?
Ric(v,v) = 5 Ky — %, (2.29)

onde Ky é a curvatura de Gauss de L. Substituindo (2.29)) em (2.28)), teremos

A(L)Z] + % L(R +1AP)do < L Kydo = 27x(Z). (2.30)

Agora, usando que R > 2 e que |A> > 0 em ([2.30]), obtemos
A (DZ[+ 2] € 27mx (Z) = 4,

ou seja,

[]

Como corolario da prova acima, temos que se a igualdade em ([2.27)) ¢é atingida, entao

obtemos uma rigidez infinitesimal sobre X.

Corolario 2.2. Se ocorre a igualdade na equagao , entao ao longo de L devemos ter

4
A =0, R=2, Ric(v,v) = —A(L), K= é e Ker(L+ A{(L)) sao as fungoes constantes.

Demonstra¢ao. Primeiramente, note que na desigualdade (2.30) usamos os fatos que
IA> > 0 e R > 2, entao para que a igualdade em (2.30) ocorra, devemos ter A = 0
e R =2. Agora, segue de (|1.6) que

—J @(L+ A (L))epdo > 0. (2.31)
b
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Por outro lado, da igualdade em ([2.28)), temos que
J (Ric(v,v) + A1(L))do =0
ba

e portanto, fazendo @ = c (constante), obtemos a igualdade em (2.31]), dessa forma o
primeiro autovalor do operador (L4 A;(L)) é igual a zero, dai temos (L+A;(L))c =0, ou

seja, ¢ € Ker(L+ Aq(L)). De posse disso, veja que
(L+A1(L))e = (Ric(v,v) + A (L)),

0 que nos permite concluir que Ric(v,v) = —A{(L), e da equagao (2.29)) juntamente com

47t

a igualdade em ([2.27]) concluimos que Ky = E

Para finalizar a prova, seja @ € Ker((L + A{(L)), dai temos (L + A1(L))e = 0 o que

implica @(L+A;(L))@ = 0 e portanto, [, [V|*do =0, donde ganhamos [V[* = 0, isto

é, @ é contante e assim provamos que o Ker(L +A;(L)) sao as funcoes constantes. O

Nossa proxima proposicao fornece uma relagao entre a estabilidade estrita e a massa de
Hawking. Mais precisamente, ela nos diz que, se a segunda variacao da massa de Hawking
de uma esfera minima estritamente estavel X for nao positiva para toda variacao normal
2(t) de X, entdo temos a desigualdade reversa a (2.9). Portanto obtemos a igualdade em
e as conclusoes do Corolério seguem neste caso.

Lembre-se que, por definicao X é estritamente estavel quando A;(L) > 0.

Proposicao 2.5. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com R > 2 e £2 C M uma
esfera topolégica minima. Se X2 € estritamente estdvel e mazimiza localmente a massa de

Hawking, entao

47t
o> —.
2 AM(L)+1
Demonstracao. Como X maximiza localmente my(X), entao
d2
— 2(t)) <0,
S| (i) <o
dai pela Proposicao temos que
my(2) J 4 |z J 2/z|2 J 2
— Lodo+ = Lpdo— Le)°do < 0. 2.32
2z J; 07 3 (16m)2 L P (167)3 z( ?) (2.32)
Note que
1
1Z] 2 1 2
— l1—— [,H’do— —|X
mu(Z) (167’( Tom iz o= 5
2L 2|Z|
1 2/Z|2

= 1 T 3 (233)
2|1Z|2(16mr)2  3(167)2
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Substituindo [2.33]| em [2.32 obtemos

1
9|3 (16m)%

Nlw
[S][Y]

2|5 |2 2152 )
eLedo + J eLepdo — J (Lp)*do < 0. 2.34
J}; (1671)2 Js (16m)z2 Js ( )

Afim de simplificar nossa conta, multipliquemos 1} por |Z|2 (167) 2, dessa forma, tere-
mos
— 87TJ eLedo + 2/|Z] J eLedo — 2|2 J (Le)*do < 0. (2.35)
b b3 b
Agora, se aplicarmos em (2.35) uma autofuncao de A;(L) satisfazendo [, @*do = 1,

obtemos

0 > —871J —7\1(L)(p2d0+2|Z|J —Al(L)chdo—2|Z|J A o’do
z z z
= 8mA (L) — 2|Z]A; — 2|Z|A%. (2.36)

Como por hipétese X é estritamente estavel, ou seja, A;(L) > 0, podemos dividir ({2.36])

por A{(L) e isolar |X|, obtendo assim,

47
N>
12 (14 A (L)



Capitulo 3

Resultados principais

Neste capitulo traremos o resultado principal deste trabalho, a saber, “Seja (M3, g)
uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R > 2. Se L2 C M € uma esfera
topoldgica minima, mergulhada, estritamente estdavel que mazimiza localmente o funcional
massa de Hawking, entao a curvatura Gaussiana de X € constante e igual a % para algum
a € (0,1), e existe uma vizinhanga de X em (M, g) isométrica a métrica de deSitter-

Schwarzschild ((—e, €) X £,gq) para algum € > 07,

3.1 Folheacao CMC

Nesta secao iremos apresentar um resultado fundamental para a prova do Teorema prin-
cipal.

Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana e considere uma superficie compacta dois
lados £ C M. Se X é uma superficie minima estritamente estavel, podemos sempre usar o
teorema da funcao implicita para encontrar uma funcgao suave w : (—e, €) x £ — R com

w(0,x) =0, para todo x € X, de modo que as superficies
Z(t) = {expx(w(t, x)v(x));x € I}, t € (—e, €),

tem curvatura média constante, onde v é o campo vetorial normal unitario ao longo de X

e exp ¢ a applicacao exponencial de M.

Proposicao 3.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R > 2.
Se X C M ¢é uma esfera topologica minima mergulhada, estritamente estdvel tal que

47t

= ——
| A(L)+1°

(3.1)

36
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entao existe € > 0 e uma funcao suave w : (—e, €) X X — R satisfazendo as sequintes

condicoes

i) Para todo t € (—e,€), X(t) = {expx(w(t,x)v(x);x € X} € uma esfera topoldgica
mergulhada CMC,;

ii) w(0,x) =0, aa‘f(o,x) =1 e[ (w(t,)—t)do =0.

Demonstracao. Fixado o € (0, 1), considere os espacos de Banach X :={u € C>%*(X);

Jsudo = 0} Y == {ue C**(X); [;udo=0}. Para cada u € C®(X), seja L, =

{expx(u(x)u(x));x € L} sendo v normal unitario de £. Escolhendo € > 0, & > 0 tal

que X, ¢ é uma superficie compacta de classe C** para todo (t,u) € (—e, €) x B(0,5),

onde B(0,8) ={u € X; ||u||c2« < 8}. Denote por Hy_,, a curvatura média de X, ;.
Considere ¥ : (—e, €) x B(0,8) — Y definida por

1
— EJZ qu+td0—.

fz Hs,do = 0, pois L5 é minima. Note ainda que pela

\y(t, U) = quﬁ

Note que ¥(0,0) = Hy, — 5]
igualdade em (3.1)) temos que Ric(v,v) = —A((L) e |[A|> = 0 (veja Coroldrio 1), donde
ganhamos que o operador de Jacobi de £ é dado por L = Ay —A;(L). Assim, dado v € X,

temos

DY(0,0)-v = —| Y(0,sv)
dsls=0

d 1
= — Hgsy — Hs
ds |s—o < v |Z|J "dG)
d 1
= T2 Hso — = —ls=oHsvd
dsls=o0 || L (ds| 0 G)

1
= [v— —J Lvdc)
(IZI s

1
= [v— J Asvdo + — J L)vdo
5 ), Axvdo g M

MUJ
= [v+ vdo,
2 s

onde na utima igualdade acima usamos o teorema da divergéncia. Como v € X, entao
DY(0,0) -v = Lv.

Afirmamos que o operador L : X — Y é um isomorfismo linear. Com efeito, Lu = 0

implica Asu — A;(L)u = 0, donde multiplicando a tltima igualdade por u e integrando,
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ganhamos

0> —J Vul*do = Al(L)J u?do >0,
z z

ou seja, U= 0 e kerL = 0. Por outro lado, vimos na Secao [1.6] que
(Lu,vyr2 = (u, L*v) 2.

Assim, temos que

(u,L'v)z = hz Lu-vdo
= hz (Au—Au)vdo
= hz (vAu — Ajuv)do
= hz (UAV — Ajuv)do
= h u(Av — Av)do
= <1ZL, Lv)pz.

Isso implica que L = L* o que nos permite concluir que kerL* = 0. Portanto, pelo Teorema
concluimos que para todo y € Y a equacao Lu =y tem uma unica solugao u € X.
Isso conclui nossa afirmacao.

Logo pelo teorema da funcao implicita, existe 0 < €; < € e u(t) := u(t,-) € B(0,9),
onde u(0) =0 e ¥Y(t,u(t)) =0 paratodote (—eq,e€q).

Definindo w : (—e,€) x £ — R como w(t,x) = u(t,x) +t; (t,x) € (—e1, €1), temos

que
i) Ly :={expx(w(t,x)v(x)); x € £} ¢ CMC;
i) w(0,x) =u(0,x) +0=0;
i) [y (w(t,-) —t)do = [, udo =0, pois u € X.

O item 1ii) implica

ow
Jz E(O")dG:‘L ldo = |Z|. (3.2)

Agora de Y(t,u(t)) =0, temos que

1
Hu(t)+t - E L Hu(t)+td(y =0,
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o que implica
1
Hyt,) = E L: Hw(tf)dO' Vte (—eq,e€r1),

donde diferenciando em t = 0 e usando ((3.2)) temos

ow 1 ow
L(5r0) = gl (G

(L) [ ow
= L (F(O")) do
T

— L(1).

ow
Logo pela injetividade de L, temos —(0,-) = 1 para X estritamente estavel.

ot
[l

Estamos agora interessados nas propriedades da folheagao CMC dada pela Proposicao

m Diremos que uma superficie £ em uma variedade (M3, g) é fracamente estdveis, se
| IVzoPdo,~ | (Riciv,v) + AP p?do, > 0 (33)
ba b

para todo @ € C*®(X), tal que fz @do = 0. Provaremos em seguidada, diminuindo
€ se necessario, que todas as superficies (t) da folheacdo dada na Proposicao sao

fracamente estaveis.

Lema 3.1. Sejam (M3,g), £ e Z(t) como na Proposicdo . Entao existe 0 < b < € tal

que, se t € (—5,0) eu e C®(X(t)) satisfazendo fz(t) udo; =0, entdo

J |vz<t)u|2dot—J (Ric(v?v)+|A|2)u2dot>A1(LZ)J Wdoy,
Z(t) I (t) Z(t)

onde vy € o campo vetorial normal unitdrio ao longo de L(t) com vg = V.

Demonstracao. Comecamos notando que podemos escolher uma constante uniforme C > 0

de modo que a desigualdade de Poincaré

J IVz(t)ul2d6t2CJ udoy, (3.4)
X(t) X(t)

¢ satisfeita para cada t € (—e, €) e para qualquer funcao suave u : S? — R tal que

J £ wdor = 0. Além disso, segue do Coroldrio [2.2| que

Ric(ve, v) + |AZ(t)|2 +A(Lg) =0, em t =0.
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Assim, temos que

sup(Ric(ve,ve) + |AZ(t)|2 + A (Lgry)) =0,
5 (t)

quando t — 0. Logo existe 0 < & < €, tal que para todo t € (=9, d)
Ric(v,v) + Az l* +M(Ls) < C,
como u? > 0, temos que
(Ric(v,v) + Az + A (L)) u* < Cu®. (3.5)
Integrando , teremos

J (Ric(v,v) + Azl + A (L)) u?do < CJ u’do,
b I(t)
dai usando a equagao (3.4]), temos que
J (Ric(v,v) + Azl + Ai(Ls)) u*do < J Vs ul*doy,
b I(t)
ou seja,

J Vs@yul*doy —J (Ric(v,v) + Az l*) u?do > M(Lz)J u’doy.
X(t) x b

]

Novamente, sejam (M, g), £ e Z(t) como na Proposigao 3.1 Agora apresentaremos
algumas notagoes. Seja f(t,x) = expx(w(t,x)v(x)), (t,x) € (—5,0) x X, onde 6 > 0 é
dado pelo Lema 3.1} Considere a funcao lapso

Pe(x) = <g(t,><),vt(x)>, (t,x) € (—=6,8) x L.
Note que
ow
Po(x) = (exmw(o,x)v(xn(E(O,XJ(\)(X))),W(X)%

daf pela Proposicao , temos que po(x) = (expo(v(x)),vi(x)) = (v(x),v(x)) = 1, donde

podemos assumir, diminuindo & > 0 se necessario, que py > 0. Por fim, denotemos por

1
H; a curvatura média de Z(t) com respeito a v; e seja py = m fz(t) prdoy.

Agora, podemos afirmar e provar

Lema 3.2. Para todo t € (—6,0), temos

L (REC(v{1), () + Az Jprdor

A (L . _ )
> (Tﬂj (0t — po)2dor + ptj (Ric(v(t),v(t)) + Az P)do.
Pt () 2 (t)



Capitulo 3. Resultados principais 41

d
Demonstracao. Primeiramente note que EH‘ = Ly (1), .fz(t)(pt —pt)doy =0 e o Lema

implicam a seguinte desigualdade

7\1(LZ)J (01 — PP)do, <J V(o (p—pr)Pdoy
X (t)

X (t)
- (Ric(v(t),v(t)) + 1Az 1)) (p — Pr)*doy

Js (1)

= — Lz(t)(pt—EVth
Jr )

= - (pt—E)Lz:(t)(pt—m)th
Jr)

= — (pt — Pt)Lx(1)prdoy ‘f‘J (pt — Pt)Lz(1)prdoy
Jr) (1)
d _ _ _

= __HtJ' (pt—pt)th+J (pt_pt)LZ(t)ptht
dt “Jso (1)

_ j (00 — D) (As 0,7t + (Ric(vi,vo) + As (o )prdor.
(1)

Agora basta notar que py nao depende de t, ou seja Ay ()py = 0 donde ganhamos

J (Pt — Pe) (Ric(ve, Vi) + IAZ(t)IZJEth Z Al(Lz)J (pr —pr)?doy, (3.6)
Z(t) Z(t)

dividindo (3.6)) por py, teremos

J (01 — pO) (Ric(ve,ve) + Ao P)doy > M- J (00 — p)%don.
X (t) X (t)

Isso conclui a demonstragao do lema. O

Afim de fazer uso mais adiante, mostraremos agora que uma certa aplicacao é uma
isometria. Mais precisamente, seja (M3, g) uma variedade Riemanniana. Se X? C M
é uma superficie compacta, dois lados, isometricamente mergulhada, entao, existe um
campo normal unitario v globalmente definido em X, dai considere a variacao normal de
I, f:(—e, e) x L — M dada por f(t,x) = expx(tv(x)). Seja gs(+) a métrica induzida em

2 (t) ={f(t,x);x € X} pela aplicacao f, entao temos o seguinte teorema

Teorema 3.1. As variedades Riemannianas ((—e, €)X X, dt*+gs (1)) e (f((—e, €) x ), g)

G0 1sométricas.

Para provar esse teorema, vamos primeiro enunciar um resultado cuja demonstracao

pode ser encontrada em [9].
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Proposigao 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, e seja N C M uma
subvariedade compacta de M. Seja pg € M, po € N, e seja d(po, N) a distancia de py
a N. Entdao existe um ponto qo € N tal que d(po, qo) = d(po, N) e qualquer geodésica

minimizante que liga po a qo € ortogonal a N em (q.
Antes de seguir, vamos fazer uma observagao importante para o que segue.

Observagao 3.1. Seja expq : TyM — M a aplicacdo exponencial. Entdo d(expq)o(v) =

v para todo v € T{M. Com efeito,

dlexpglolv) = < lexpa(tv))] = Sv(La )| =Svitaw|  =v

ou seja, d(expq)o € a aplicacdo identidade.
Agora podemos seguir com a prova do Teorema [3.1

Demonstracao. Note que, por construcao é suficente provarmos que a aplicacao f : (—e, €)X
2 — M é um difeomorfismos sobre sua imagem. Pela Observagao |3.1) vemos que a

aplicagao f(t,x) = expy(tv(x)) satisfaz

0 0 0
df(U,x) (a) = V(X) e df(O,x) <axi) = axi’
9 5}

onde {%, 35T 3z} ¢ uma base do T(¢ x) ({0} x Z). Logo df leva base em base, donde df ¢ um

isomorfismo. Assim, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, para cada (0,x) € (—e,€) X X
existe uma vizinhanca U x) = (—8x,0x) X Zx em (—€, €) X £, onde L, é uma vizinhanca
de x € L e (=84, 0x) C (—e€,€), flu,,, ¢ um difeomorfismo sobre sua imagem. Como X é
compacta, podemos considerar £ C ULy, e €9 = mindy,, portanto f: (—eg, €9) x L - M
é localmente um difeomorfismo.

Afim de mostrarmos que f : (—eg, €9) Xx X — M é um difeomorfismo sobre sua imagem,
vamos mostrar que f é injetiva. Para isso, tomemos (tg,Xo), (t1,%x1) € ((—€g, €9) X X)
tal que f(tg,xq) = f(t1,x1) = x. Pela Proposicao podemos supor que o compri-
mento da geodésica minimizante ligando x; a x ¢é igual a distancia de X a x, ou seja,

d(x,x1) = d(x,X). Note que d(x,x;) = L(B(t1)) = 31 IB’'(s)|dt, onde B(s) = f(s,x1)

0
e B'(s) = &f(s,xl) = v¢(x1), portanto d(x,x;) = (t)l dt = t;, temos ainda que
o campo variacional da curva ligando x; a x no instante t = 0 é normal a X, mas
como f(tog,Xg) = expx,(tov(xg)) = x, entdo d(x,x¢) = d(x,X), segue que d(x,xq) =

f;o ly/'(s)|ldt = ;O dt = tg onde y(s) = f(s,xo). Logo, temos que tg = t;, como



Capitulo 3. Resultados principais 43

fi(-) = f(t,) é um difeomorfismo, entdo xg = x;. Portanto f é injetiva e assim con-

cluimos que f: (—e€g, €9) X £ — M é um difeomorfismo sobre sua imagem.

3.2 Prova do Teorema Principal

De posse de todos esses resultados anteriores, provaremos nesta se¢ao, o resultado principal

dete trabalho. Seguiremos com o teorema e sua demonstragao.

Teorema 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura
escalar R > 2. Se X C M € uma esfera topologica minima mergulhada estritamente
estdvel que maximiza localmente o funcional massa de Hawking , entdo a curvatura de
Gauss de X é constante igual a é para algum a € (0,1) e existe uma vizinhanc¢a de L
em (M, g) isométrica a métrica de deSitter-Schwarzschild ((—e, €) X £,gq) para algum

€ >0.

Demonstragdo. Sejam (M, g) e L = S? C M satisfazendo as condicoes do teorema. Sendo

Y maximo local da massa de Hawking, temos que

d2

el ,mEB) <0,

t=0

para toda variacao normal suave X(t) de L, essa condicao juntamente com X é minima e

estritamente estdvel, segue das Proposicoes [2.4] e 2.5] que

47t

[ —
= D1

Assim, pela Proposicao [3.1] existe uma folheagao por esferas topoldgicas mergulhadas
CMC. Em uma vizinhanca de Z(t) € M com t € (—e, €). Note que, como pg(x) = 1,

entao

d
dt

diminuindo € se necessario, podemos assumir que

Hy = L(1) = —Ay(Lg) <0,

t=0

H{ <0, emte(0,¢€)
(3.7)
H{ >0, emte€(—e,0)

Agora, seja 6 > 0 dado pelo Lema [3.1] de modo que para cada t € (—§,8), Z(t) C M

¢ uma esfera topologica CMC fracamente estavel.



Capitulo 3. Resultados principais 44

A seguir veremos que (3.7)) juntamente com o Lema implicard monotonicidade da

massa de Hawking ao longo da folheagao Z(t). De fato, segue da equagao (|1.8) que

d 2|L, |J |22 J . )
— (1)) = H.do; — f H¢(2R 2|A d
dth( (1)) ( )% 5, Medoy (1671)% t(2Ric(vy, vi) + 2|Al%) prdoy

5,2 J Tz 1 J J )

H3p.do H.d H:d

(167 )% ePrdoet ey (167‘[)2 2|Zt| Pt o . O

1 |Z2 J 2,2 STEJ

— 2 Hi{doy — ——— H.doy.

2(16m)2 Jg, Pl @O (16m)2 X4l )= s

Note que como a folheagao Z(t) é CMC, temos que Ay, Hy = 0 e dai podemos rees-

crever a equacao acima da seguinte forma

d 21z, |2 , H2
amH(Z(t)) = —(1|6;|)g Hy [JZt(Rlc(Vt;vt) + |A*)pedoy — 7t Lt prdoy
47t H?
_E JZt prdoy — 1 JZt prdoy — JZt ptdgt]
Tz ,
= _;)Q%Ht J (RlC(Vta"t) + ‘A‘Q)ptdo—t
2 pay
3H2 o
— 4t J pidoy + 47py —J ptdot] :
P2 Xy

onde pelo Lema e por (3.7)), teremos

d L _lmdby [ML)
dt 3272

Lmi(z(1) | (o= mdo B | 2(Rictviv) + AR oy
t Xy p

4 5,

3 .
——HfJ prdoy + 47y — J prdoy
P

.|z AL (L

— —| t’§Ht IL)J (pt_pt) d0t+th (R_2Kzt+H%+’A’2)do-t
39705 pe Jr 2 )z,

3

—ZHfJ prdoy + 47y — J prdoy
Zt Zt

)

para todo t € [0,8), onde usamos a equacao de Gauss na ultima igualdade. Agora note
) _

que H? = 3H} — 2‘ e [y prdoy = % J s, 2dot o que nos permite reescrever a equagao

acima da seguinte forma

A(L)
Pt

d L,
— (t) = — H
(1) o]

J (01 — P1)%don
P2

+2 Lt (A - H;) +(R- 2))dat], (3:8)
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d
como |A? > H;, R>2e (pr —pe)? = 0 temos por 1} que amH(Z(t)) > 0 para

t € [0,8). De modo andlogo, temos amH(Z(t)) < 0 para t € (—96,0]. Isso implica que

mu(X) < mu(Z(t)),

para todo t € (=9, d).

No entanto, por hipétese X é méaximo local da massa de Hawking, ou seja,
my(Z) = my(Z(t)),

para todo t € (—9,8), donde concluimos que my(Z(t)) = my(X) e assim

d —
Smn(E) =0,

donde, por , temos que
i) Z(t) é umbilica;
ii) R=2em X(t);
iii) p¢ = Py, para todo t € (=95, ).

Pela Proposi(;éo temos que %Hzt =Ly, p(t) = (Ag, — A1 (D))p(t) = —A1(L)p(t), ja

que py = p, = cte. Por outro lado, temos de (1.1)) que
of
M) =~V apt)

como X ¢é totalmente umbilica, podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma

H of

Uma vez que (v(t),v(t)) =1, entao Vg{v(t) é tangente a L;. Por outro lado, temos que

of 0 of of
t),—) = —(t),—)— (vt
of
0 of
= — —). 1
o Pt + <Vaaxf v(t), 6t> (3.10)
Assim, substituindo (3.9)) em ({3.10f), obtemos
of 0 H, of of
=P (i) =0 Yi=1,2
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(pois pt nao depende de x). Portanto, V%v(t) = 0. Isso significa que para todo x € Ly,
v(t,x) é um campo vetorial paralelo ao longo da curva o, : [0,6) — M dada por o, (t) =
f(t,x) = expx(w(t,x)v(x)). Observe que D(expy)w(t.x)v(x)(V(x)) também é um campo

paralelo ao longo da curva . Logo, temos que

V(t, X) =D (expx)w(tnc)v[x) (V(X) )7

ja que w(0,x) = 0 temos pela Observacao que D(expy)o(v(x)) = v(x). Assim,

p(t) = <v(t,x), ;(t,x)>
= <v(t,x), D(expx)()(aa—(:(t, X)V(X)>>
= aa—c:(t,x).

Agora pela Proposigao [3.1] temos
J (w(t,x) —t)do =0,
x

donde

ow
—(t =[]
| St do =1z

Portanto, desde que a—(:(t,x) nao depende de x, entao aa—(f(t,x) = 1. Isso implica que
w(t,x) =t para todo (t,x) € [0,6) x X.

Um argumento analogo para t < 0 nos permite concluir que w(t,x) = t para todo
(t,x) € (—9,08) x L.

Seja gs () a métrica induzida em X(t) pela isometria f(t,x) = expy(tv(x)). Podemos
agora aplicar o Lema 7.4 de [II] para concluir que a métrica induzida em Z(t) evolui ao

longo do fluxo da seguinte forma

0
3¢9z = —2p¢A¢.

Como py = 1, X(t) é umbilico e H(t) é constante, obtemos

0
3¢9z = —H(t)gz(y)

para todo t € (=9, 0).

Disto, segue que gs (1) = Uq(t)?gs2 para todo t € (—98,8), onde uy(t) = ae— 3 JoHls)ds

i)

com uq(0) = a e gs, = a*gs2. Segue que a? = .
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Finalmente, afirmamos que wq(t) satisfaz a Equagao Diferencial Ordinéaria abaixo

u"(t) — 1 (1 _ua(t)2) . u'a(t).

@ 2 uq(t) 2
Com efeito,
H
v =W )
dai
ug(t) = —nga(t) +Hfua(t). (3.11)

Note que, como H'(t) = Lp¢, pr = 1, temos que

) H?
Hi = Api+ (RlC(Vt;vt)+7t)pt

H2
= Ric(ve,ve) + 7t
R m
2 2 4 2
1 3H?
= 1——— L 3.12
ua(t)2 + 4 ) ( )
onde usamos a equagao de Gauss e o fato que gs, = uqy(t)?gs: implica que Ky, = m,
daf substituindo ([3.12)) em (3.11)), teremos
a(t 1 H?
Wiy = et — g (1)

2 2Uq (1) 8

1 1—ug(t)? Uq (1)
N 5( Ug(t) )_ 2

Finalmente, pelo Teorema , temos que a métrica induzida por f(t,x) = exp, (tv(x))
em (—8,8) x X éigual a g = dt?+uq(t)?gse. Além disso, como a funcao uq (t) é solugao da
EDO , entao pela unicidade de solugoes para EDO‘s, segue-se que g é precisamente
a métrica de deSitter-Schwarzschild com massa m, em (—6,8) x L. Isso completa a

prova. O
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