UNIVERSIDADE FEDERAL DO P1aui
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

MESTRADO EM MATEMATICA

Um Teorema da Massa Positiva para Métricas
Estaticas com Constante Cosmolégica Positiva

Maria Jaciane Costa (Gongalves

Teresina - 2021



Maria Jaciane Costa Gongalves

Dissertacao de Mestrado:

Um Teorema da Massa Positiva para Métricas

Estaticas com Constante Cosmolégica Positiva

Dissertacao submetida a Coordenacao do
Curso de Poés-Graduacao em Matematica,
da Universidade Federal do Piaui, como
requisito parcial para obtengao do grau de

Mestre em Matemaéatica.

Orientador:

Prof. Dr. Rondinelle Marcolino Batista

Teresina - 2021



MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Um Teorema da Massa Positiva para Métricas
FEstaticas com Constante Cosmolégica Positiva

Maria Jaciane Costa Gongalves

Esta Dissertacio foi submetida como parte dos requisitos necessarios a obtencdo
do grau de Mestre em Matematica, outorgado pela Universidade Federal do Piaui.

A citagdo de qualquer trecho deste trabalho é permitida, desde que seja feita em
conformidade com as normas da ética cientifica.

Dissertacdo aprovada em 14 de Setembro de 2021.

Banca Examinadora:

;26“0[4‘»\11[{ Ww&o(«m '6417'54'”‘

Prof. Dr. Rondinelle Marcolino Batista - Orientador

TPaudo Mexande ﬁruui&O Sousos
Prof. Dr. Paulo Alexandre Araijo de Sousa - UFPI

M_ﬂ&@ﬁ—
Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros - UFC




FICHA CATALOGRAFICA
Universidade Federal do Piaui
Biblioteca Setorial de Ciéncias da Natureza — CCN
Servico de Processamento Técnico

G635t

Goncalves, Maria Jaciane Costa.

Um teorema da massa positiva para métricas estaticas com
constante cosmoldgica positiva / Maria Jaciane Costa
Goncalves. — 2021.

122 f.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do Piaui,
Centro de Ciéncias da Natureza, Programa de P6s-Graduagdo em
Matematica, Teresina, 2021.

“Orientador: Prof. Dr. Rondinelle Marcolino Batista. ”’

1. Geometria Diferencial. 2. Métricas Estaticas. 3. Teorema
da Massa Positiva. |. Batista, Rondinelle Marcolino. Il. Titulo.

CDD 516.36

Bibliotecéria (0): Caryne Maria da Silva Gomes — CRB3/1461




Aos meus pais, Maria e José.



Agradecimentos

A Deus, pela minha satde e coragem, fatores essenciais para conseguir enfrentar uma
ardua rotina diaria de estudos, me tornando capaz de lutar pelos meus objetivos. Obrigada
por me permitir realizar mais um sonho.

Ao professor Rondinelle Marcolino, pela escolha do tema desse trabalho, pela perfeita
orientacao, competéncia, profissionalismo, incentivo e apoio que sempre demonstrou du-
rante a elaboracao dessa dissertacao. Finalizo o mestrado tendo a certeza de ter tido
uma excelente formacao sob sua orientagao. Serei eternamente grata por todos os seus
ensinamentos.

Aos meus pais Maria e José, por todo amor, cuidado, oracoes e apoio incondicional.
Em especial agradeco a minha mae, que sempre se esforgou muito para que eu pudesse ter
o privilégio de usar todo o meu tempo para estudar. Aos meus irmaos Jakeline e Werlei,
pelo carinho, amizade, confianca e pela compreensao nos momentos que estive ausente
por conta dos estudos. A minha sobrinha Esther, que durante as pequenas pausas no
desenvolvimento desse trabalho me proporcionou muitos momentos de alegria, obrigada
por existir e ser luz na minha vida.

A todos os professores do departamento de Mateméatica da UFPI-CSHNB, em espe-
cial aos professores Alex Sandro, Anisia Nogueira, Daniel Silva, Joao Santos e Bruno
Vasconcelos por acreditarem no meu potencial, por todos os ensinamentos, pelo apoio e
momentos de descontracao, em especial agradeco ao Bruno que me orientou do segundo
ao sexto periodo da graduacao, obrigada por ter me incentivado a fazer mestrado e pela
ajuda durante a minha preparacao para selecao, sem voce eu nao teria chegado tao rapido
até aqui.

Aos professores da Pés-Graduacao em Matematica da UFPI, em especial aos professo-
res Leandro Freitas, Jurandir Lopes, Gleison Nascimento, Cicero Aquino, [talo Dowell e

Halyson Baltazar que contribuiram de forma direta para minha formagcao, obrigada pelos

11



il

excelentes cursos ministrados.

Aos professores Abdénago Barros e Paulo Alexandre Sousa por terem aceitos o con-
vite para participar da banca examinadora e pelas sugestoes para a versao final dessa
dissertagao, também agradego mais uma vez ao professor Halyson Baltazar por ter acei-
tado ser membro suplente da banca examinadora.

Aos meus amigos da graduacao Severino, Paula Kauanne, Adriana, Lahanna Ellen,
Angela Marina e Jéssica e a todos os meus amigos que conheci durante o mestrado, em
especial ao Jean, Ruan, Joao Vinicius, Edilson, Jonas Bloch, Erisvaldo, Christopher e
Jefferson Brito, eu agradego por terem deixado a minha caminhada académica mais leve
e por todo conhecimento mateméatico compartilhado.

A minha amiga Idalina, pelo companheirismo durante esses 2 anos de mestrado, e ao
meu amigo Edimilson Junior por sempre ouvir minhas reclamagoes académicas, por todos
os memes compartilhados durante essa jornada e sobretudo pela ajuda com o latéx.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro.



v

“Foi o tempo que dedicaste a tua rosa que

a fez tao importante.”

Antoine Saint-Exupéry .



Resumo

Nessa dissertacao estudamos métricas estaticas, tais métricas aparecem no contexto de
Relatividade Geral através das equagoes de campo de Einstein e sao objetos de grande in-
teresse em Geometria Diferencial pois impoem restrigoes na geometria da variedade. Nesse
trabalho apresentaremos resultados sobre algumas propriedades de métricas estaticas com
constante cosmolégica positiva. Além disso, introduziremos uma nocao de massa para tais
métricas, chamada massa virtual, e finalmente, mostraremos a boa definicao da massa
virtual provando um teorema do tipo Massa Positiva, a saber, a massa virtual de uma
componente conexa do complementar do conjunto dos pontos de maximo da funcao po-
tencial é nao negativa, sendo nula somente para solugao de Sitter.

Palavras-Chave: Métricas estaticas. Solucao de Sitter. Teorema da massa positiva.



Abstract

In this dissertation we study static metrics, such metrics appear in the context of
General Relativity through Einstein’s field equations and are objects of great interest in
Differential Geometry because they impose restrictions on the geometry of the manifold.
In this work we will present results about some properties of static metrics with positive
cosmological constant. Furthermore, we will introduce a notion of mass for such metrics,
called virtual mass, and finally, we will show the good definition of virtual mass by proving
a Positive Mass theorem, namely, the virtual mass of a connected component of the
complement of the set of maximum points of the potential function is non-negative, being
null only for de Sitter solution.

Keywords: Static metrics. de Sitter solution. Positive mass theorem.
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Introducao

E conhecido em Relatividade Geral que um espaco-tempo (X,vy) admite uma hipersu-

perficie (M, g) tipo-espago satisfazendo as equagdes de restrigies de Finstein, ou seja,

Rg — K[ 4 (trgK)? = 2A 4 16mp, (1)

divgK — d(trgK) = 8nJ, (2)

onde K é a segunda forma fundamental induzida por y em M, A € R é a constante cos-
moldgica, p é a densidade de energia local e | é a densidade de momento local. Uma tripla
(M, g,K) onde (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensao n e K um (0, 2)—tensor
simétrico satisfazendo as equacoes (1) e (2) acima, é normalmente chamado de conjunto de
dado inicial. Existe uma correspondéncia entre conjuntos de dados iniciais, no sentido de
que para qualquer conjunto de dados iniciais (M, g, K), existe um tnico (a menos de uma
isometria) espago-tempo maximo (X,vy) tal que (M, g) C (X,v), é uma hipersuperficie
de Cauchy com segunda forma fundamental K. A boa definicao e estabilidade da for-
mulagao do valor inicial da Relatividade Geral é um grande tépico na literatura, devido a
sua importancia em tornar a teoria de Einstein fisicamente viavel, para um entendimento
completo sobre esse assunto recomendamos algumas referéncias [[24], [14],[22], [30]]. Tal
correspondéncia é importante, pois geralmente é mais facil estudar um problema fisico
em sua formulagao de valor inicial, caso exista. Além disso, algumas questoes fisicas sao
formuladas mais naturalmente em termos de conjuntos de dados iniciais. Esse é o caso
do problema desafiador de definir nocoes adequadas de energia e massa. Exigindo que o
conjunto de dado inicial (M, g, K) seja simétrico no tempo, ou seja, o tensor K é nulo, sob
essa hipdtese, a equacao (2) nos diz que a densidade de momento local é zero, enquanto

a equacao (1) se reduz a

Ry = 2A + 16mp. (3)
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Portanto, a suposicao fisicamente natural de densidade de massa (p = 0) torna-se equi-

valente a condi¢ao de que a curvatura escalar dos dado inicial (M, g) satisfaz
Ry = 2A.

Os casos em que A =0, A < 0 e A > 0 requerem anélises diferentes, ja que aspectos da
geometria local, sugerida da aplicacao da Relatividade Geral e da métrica de Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker, diz que o parametro A esté relacionado com a curvatura do
espaco. O caso mais estudado é quando A = 0, nesse caso é fisicamente razoavel supor que
a variedade Riemanniana (M, g) é assintoticamente plana, a grosso modo, isso significa
que a métrica g converge para métrica Euclidiana no infinito. No caso em que A =0 e
(M, g) é assintoticamente plana, existe uma nogao de massa bem compreendida, chamada

de massa ADM, que de acordo com Arnowitt, Deser e Misner em [2] é definida como

1 . 0gij _ 09ii ) _;
M.q) = 1 F— 1 | Vido
mADM( ) g) 2(Tl o 1)|Sn—1| R—1>IJIrloo J{|x|—R} Z ( oxt oxt ) vido

ij
Bartnik em [4] mostrou a boa definicao da massa ADM, ou seja, a definicao acima nao
depende das coordenadas. Além disso, o resultado abaixo diz que a massa ADM é sempre

nao negativa.

Teorema 0.1 (Teorema da Massa Positiva para Variedades Assintoticamente Plana).
Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana assintoticamente plana com curvatura escalar

nao negativa. Se OM = &, entao

MADM 2 0. (4)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M, g) for isométrica ao espago Eucli-

diano.

Esse teorema foi provado pela primeira vez por Schoen e Yau em [48] para dimensoes
3 < n < 7, usando superficies minimas como ferramenta fundamental, uma segunda prova
para n = 3 foi fornecida por Witten em [54], e esta abordagem mostrou-se facilmente
generalizavel para provar o Teorema (.1 para variedades de Spin em qualquer dimensao
n > 3.

Assim, surge naturalmente a questao de saber se existe uma nocao de massa total se-

melhante a massa ADM para conjuntos de dados iniciais simétricos no tempo com A # 0,
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isso levou ao estudo de variedades assintoticamente hiperbodlicas, que em analogia com va-
riedades assintoticamente planas, sao variedades Riemannianas (M, g) tais que a métrica
g converge adequadamente no infinito para a métrica hiperbdlica. Esta provado que uma
definicao analoga de massa pode ser introduzida nesse caso, satisfazendo propriedades
analogas a da massa ADM, como também existe um teorema da massa positiva nesse
contexto, veja [1], [17], [52] e [55], mencionamos que a definicao dessa massa foi estendida
em [18] e [38] para conjuntos de dados iniciais que nao sao necessariamente simétricos no
tempo.

Por outro lado, nao existe uma nocao universalmente aceita de massa, no caso de
constante cosmoldgica positiva. De acordo com a teoria fisica, nesse caso é razoavel supor
que o conjunto de dado inicial seja compacto, isso levou a famosa conjectura de Min-Oo,
que propOs uma caracterizagao da esfera, que pode ser interpretada como uma caracte-
rizagao andloga dos espagos formas plano e hiperbdlico como as variedade Riemannianas
com massa zero nos casos do Teorema da Massa Positiva para variedades Riemannianas

assintoticamente plana e hiperbdlica.

Conjectura 0.1 (Conjectura de Min-Oo ([39], Teorema 4)). Seja g uma métrica no

hemisfério ST, n > 3, se as sequintes propriedades forem satisfeitas

(1) A curvatura escalar Rg > n(n—1) em ST,

(ii) A métrica induzida por g em 0ST =S ! € a métrica canonica de S™1;
(i) O bordo 0ST = S™! € totalmente geodésico com respeito a g.
Entao g € a métrica canénica em ST .

Por varios anos essa conjectura foi considerada verdadeira, inclusive varios resultados
parciais foram provados, veja a introducao de [10], mas nesse mesmo artigo Brendle,
Marques e Neves provaram que essa conjectura € falsa, exibindo contra-exemplos, com
isso passou a nao existir um teorema analogo do tipo Massa Positiva para caso esférico.
Essa foi uma das principais motivagoes que levaram Borghini e Mazzieri em [6] a introduzir
uma nog¢ao de massa no caso em que A > 0 (caso esférico), eles se preocuparam com a
definicao de uma massa adequada no caso mais basico, que é o de espacos-tempos estaticos

no vacuo. Estes sao espacos-tempos no vacuo (X,vy), definidos da forma

X=RxM, y=—udt®dt+g,
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onde (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensao n. Partindo desse pressuposto,
mostraremos na secao 2.1 que as equacoes de campo de Einstein forcam o potencial estdtico
u a satisfazer o seguinte sistema de equagoes diferenciais
CL o2 27
uRicg = Viu + 2Sug, em M,

(5)

Agu=—=22u, em M.

E conveniente assumir que u é positivo no interior de M e zero no bordo OM. Essas
triplas (M, g,u) sao chamadas de triplas estdticas ou simplesmente métricas estdticas
e elas sao o principal objeto de estudo dessa dissertacao. Veremos no capitulo 2 que
métricas estaticas tem algumas propriedades geométricas importantes que ajudarao na

analise. Dentre elas, destacamos que sua curvatura escalar é constante e igual a
Ry = 2A.

Além disso, a quantidade |[Vqu| é localmente constante e positivo em 0M, o fato que
leva a definicao de gravidade superficial. Como comentado anteriormente, nosso foco sera
em métricas estaticas com A > 0 e assumiremos que nossa variedade é compacta, com
isso, o potencial estatico assume seu maximo no interior de M, em um conjunto que
denotaremos MAX(u). Este conjunto compartilha analogias importantes com os fins de
variedades assintoticamente planas e assintoticamente hiperbdlicas, como foi notado em
[9] por Bousso e Hawking. Portanto, podemos esperar que uma definicao adequada de
massa deva levar em consideracao o comportamento de u em MAX(u).

Para explicar o processo proposto por Borginhi e Mazziere para a definicao da massa,
o primeiro passo serd considerar uma componente conexa N de M \ MAX(u), veremos
no lema 3.2 que N tem necessariamente componente de bordo 9N = 0M N N nao vazio.
Para simplificar a nossa argumentagao, vamos supor que 0N ¢é conexo, assim, |[Vqu| é
constante em ON. Isso déa origem a nocao de gravidade superficial de 9N, que de acordo
com [9] e [43] é definida por

K(ON) = %.
M

(6)

A gravidade superficial k(0N) admite uma interpretacao como a forca experimentada por
uma particula teste repousando em 0N (veja [53], secao 12.5), como veremos na segao

2.3, é natural esperar que a gravidade superficial esteja relacionado com a massa. Essa
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consideracao leva a definir a massa por meio de uma comparacao da gravidades superficiais

dos trés modelos de métricas estaticas com constante cosmologica positiva.

Exemplo 0.1 (Solugao de Sitter-Schwarchild com massa 0 < m < My ax)-

_ dlx| @ dlx|
1 —[x2—2mfx2

M =B(0, 7. (m)) \ B(0,r_(m) C R", + [x*ggn-1,

w=+/1—[x]2—2mlx> ™,

(1172)“*2

onde Mmax = =

2 —2mr¥ " = 0.

er_(m), r.(m) sao as duas raizes positivas da equacao 1 —

Exemplo 0.2 (Solugao de Sitter (m = 0)).

dlx| ® d|x
(M =B(0,1),g = % + [XPgsn-1, w=+/1— IXI2) :

Exemplo 0.3 (Solucao Nariai (m = M qax)).

(M =00, xS™!, g= %[dr ®dr+ (n—2)gsn1],u = sin(r)> )

A solucao de Sitter é o limite da solucao de Sitter-Schwarchild quando m — 0" e a
solugao Nariai é o limite da solugao de Sitter-Schwarchild quando m — My, qx, iSSO serd
comentado melhor na secao 2.2. A ideia é que a massa a ser definida coincida com o
parametro de massa m que aparece nas solucoes acima. Essa consideracao leva a definir
a massa em uma regiao N de M \ MAX(u) de uma tripla estatica (M, g,u) como o
valor do parametro m das solucoes listadas acima, que induziria em um dos bordos a
gravidade superficial k(ON). No caso em que 0N nao é conexo, a definicao é semelhante,
primeiramente considera-se o maximo da gravidade superficial das componentes conexas
de ON e entao compara este valor com a solu¢ao do modelo.

Mostraremos que a definicao da massa, chamada de massa virtual, é consistente de-

monstrando o seguinte teorema do tipo Massa Positiva.

Teorema 0.2 (Teorema da Massa Positiva para Métricas Estéticas com Constante Cos-
molégica Positiva). Seja (M™, g,u), com n > 3 uma tripla estdtica com constante cos-
moldgica positiva, considere M compacta. Entdo, cada componente conexa de M\MAX(u)
tem massa virtual bem definida, e portanto, nao negativa. Além disso, se a massa virtual
de alguma componente conexa for nula, entdo a menos de uma normalizacdo de W, a

tripla (M, g,u) € isométrica a solucao de Sitter.
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Na segao 2.2 mostraremos que a variedade Riemanniana (M, g) que define a solucao de
Sitter é apenas o hemisfério ST com a métrica canonica, assim o teorema acima pode ser
interpretado como uma caracterizacao da métrica esférica dentro do contexto de solugoes
estaticas.

A prova do Teorema 0.2 é consequéncia direta do teorema abaixo.

Teorema 0.3. Seja (M™,g,u), com n > 3, uma tripla estdtica com constante cos-
moldgica positiva, com M compacta, e seja N uma componente conexa de M\ MAX(u)
e ON = oM N N, uma por¢ao nao vazia e possivelmente desconexa de OM que estd em
N. Entao

max k(X) > 1.
Zemo(oN)

Além disso, se a igualdade ocorre, entdo a menos de uma normalizacao de W, a tripla

(M, g,u) € isométrica a solugcao de Sitter.
Este por sua vez, ¢ uma versao local do seguinte resultado.

Teorema 0.4. Seja (M™, g,u),comn > 3, uma tripla estdtica com constante cosmoldgica

positiva, com M compacta. Entao

max k(X)) > 1.
Temy(dM)

Além disso, se a igualdade ocorre, entdo a menos de uma normalizacao de w, a tripla

(M, g,u) € isométrica a solugcao de Sitter.

Os demais resultados principais a serem demonstrados nesse trabalho, sao sobre es-
timativas da area do bordo de métricas estaticas com constante cosmoldgica positiva,
veremos que tais métricas possuem curvatura escalar constante e positiva, nesse caso,
existe uma classica conjectura chamada Cosmic no-hair conjecture formulada por Bou-

cher, Gibbons e Horowitz (1984), que afirma:

Conjectura 0.2 (Cosmic no-hair conjecture). A inica tripla estdtica compacta (M™, g, u)
com curvatura escalar positiva e bordo conexo X é dada pelo hemisfério canénico S, onde

u € a fungao altura correspondente.

O resultado abaixo trata-se de uma resposta parcial para essa conjectura, no caso

tridimensional.
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Teorema 0.5 (Boucher-Gibbons-Horowitz (1984), Shen (1997)). Seja (M3, g,u) uma
tripla estatica com constante cosmologica positiva, com M compacta e bordo OM conexo.

Entao OM € uma esfera topologica cuja drea satisfaz a desigualdade

|OM| < 47

Além disso, se a igualdade ocorre, entao (M3

(Sia 985)

,g) € isométrica ao hemisfério canonico

Chrusciel em [15] generalizou o teorema acima para dimensdao n > 3, e obteve a

seguinte desigualdade integral
0< J IVUu/[ROM — (n — 1)(n — 2)]do.
oM

Motivados por esse resultado, Borghini e Mazzieri em [6] fizeram a seguinte versao local

dessa desigualdade.

Teorema 0.6. Seja (M™, g,u) uma tripla estdtica com constante cosmoldgica positiva,
com M compacta, N uma componente conexa de M \ MAX(u) e ON = oM N N uma

por¢ao nao vazia e possivelmente desconera de OM de OM que estd em N. Entao

0< J IVu|[R®N — (n —1)(n —2)]do,
ON

RaN

onde ¢ a curvatura escalar da métrica induzida por g em ON. Além disso, se a

igualdade ocorre, entao (M™, g) € isométrica ao hemisfério canonico (ST, gsn).

Corolario 0.1. Seja (M3, g,u) uma tripla estdtica com constante cosmoldgica positiva,
com M compacta e orientdvel, e N uma componente conexa de M \ MAX(u). Suponha

que ON = 0M N N € conexo, entdo ON é uma 2-esfera topolégica e vale a desigualdade
|ON| < 4.

Além disso, se a igualdade ocorre, entao (M3,q) € isométrica ao hemisfério canénico

(Siu 9S3)



Capitulo 1
Nocoes preliminares

Nesse capitulo vamos introduzir varios conceitos e resultados que serao utilizados no
decorrer do trabalho. Iremos omitir a parte inicial do curso de Geometria Riemanni-
ana, onde se introduz os conceitos de métrica, conexao, derivada covariante, geodésicas,
dentre outros conceitos que podem ser facilmente encontrados em qualquer bom livro de

introdugao a referida disciplina, ver por exemplo [13].

1.1 Tensores em variedades Riemannianas

Para um maior aprofundamento do que iremos abordar nessa secao recomendamos
o leitor as referéncias [27] e [13]. Em tudo que se segue (M™,g = (,)) denotard uma
variedade Riemanniana conexa de dimensao n e munida da sua conexao Riemanniana

que sera denotada por V.

Definicao 1.1. Um (1,71)-tensor em uma Variedade diferencidvel M € uma aplicac¢dao

T:X(M) x ... x X(M) = X(M),

T

multilinear sobre o espaco dos campos diferencidveis sobre M, denotado por X(M). En-

quanto que, num (0,1)-tensor o contradominio é C*(M). Formalmente,
T(Yy, o £XHRY, oY) = £T(Ye, o X, 2 Ys) £ hT(Ye, o Y, oY)
para todos X,)Y € X(M) e f h € C®(M).

O valor do campo T(Y7, ..., Y;) (ou da fungao, no caso dos (0, r)-tensores) num ponto

p € M depende unicamente do valor dos campos de vetores Y1,Ys,....Y, € X(M) no ponto

9
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p. Isto é, se Z,Z,,...,Z, € X(M) sdo tais que Zj(p) = Yj(p) para (1 <j < r). Entao
T(Yl, YQ, ,YT)('p) = T(Zl, ceny Zr)(p)

Com efeito, seja x : U — M™ uma parametrizacao local em torno do ponto p, considere

um campo W; € X(M) tal que

: d
para algum j € [1,1]. Escrevendo Wj em termos dos campos coordenados FETRRRr ™

temos
= 0
W = Z aja_xj’
j=1
onde Wj € X(V) com V = x(U). Seja f uma funcdo bump em p, tal que suppf C V e
f(p) =1, dai f.a; € C*(M) e f.a%j € X(M), assim

n

0
2 _ 2

T(W17 ,f Wj, ...,WT) = T(Wl, ,f ;_1 (lia—Xi, ...,WT)

Z“ 0
= f(l)'T(Wi,...,f—,...,Wr),

) aXi

por outro lado,
Z“ 0
2 —

f T(Wh ...,Wj, ...,Wr) = £ f.aiT(Wl, ey faXi, ...,WT).

Em p temos que f(p) =1 e Wj(p) = 0, portanto a;(p) = 0 para todo 1 < i< n. Logo
concluimos que

T(Wi, .., W,)(p) = 0.

Agora escolha W = Y; — Z;, entdo no ponto p temos Wj(p) = 0 para todo 1 < j < 7.

Observe que

TOYe, o, Vo) = T(Zi, s Z2) =T(Ya, oo, Ye) — T(Z1, Yo, ooy Yo )+
FT(Zy, Yo o, Yo) = T(Z1, Z, Yo, oo, Yo )+
+T(Zy,Z9, Y, o, Vo) — T(Zy, Zo, Z3, Ya, oo, Yo )+
+T(Zy,Z9, Z3, Yay o, Yo ) + oot
FT(Zy,Zoy oo Zysn, Yy)—
—T(Z1,Zoy s Zoi1, Yy) — T(Z1, oo Z2),
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dai, segue que

TV, o, Yy) = T(Zy, s Z0) =T(Ys — Zy, Yo, o, Vo) + T(Z1, Yo — Zo, Y, ., Yo )+
Y T(Z1,Z0,Ys — Z3, Ya, o Ye) + oot
FT(Zyy oy Zosr, Ye — Zy)
=T(W1, Y, o, Vo) + T(Zy, Wa, Vs, o, Yo )+
FT(Zy, Zy, W, Y, oo Yo) 4 oo+ T(Zy, oy Zyiy, Wi,

avaliando no ponto p e lembrando que Wj(p) = 0 para todo 1 < j < 1, temos que

T(Yi, ., Yo)(p) = T(Zy, ... Z:)(p) =T(Wilp), ..., Yr(p))+

logo,
T(Y17 Y27 ceey YT)(p) - T(Zb 227 ceey ZT)(p)

Como haviamos afirmado, a esse fato vamos nos referir ao carater pontual dos tensores.

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M)x X(M) — C®(M) que faz corresponder a cada
pontop € M e a cada par X,Y € T,M, o produto interno de X e Y na métrica Riemanniana
de M, isto €, gp(X,Y) = (X,Y)p, € um (0,2)-tensor e suas coordenadas em um referencial

0i sao0 os coeficientes gy da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Mais geralmente, dado um (0, r)-tensor em uma variedade Riemanniana (M, g = (,)),
podemos identificéd-lo com um (0,1 — 1)-tensor T mediante a métrica Riemanniana (,),
fazendo

(T(V1, o, Yer), Ye) = T(Y1, 0, Ya).

b 7

Por simplicidade de notacao, e desde que nao haja confusao, omitiremos o ” ~ ” no
(0,r — 1)-tensor correspondente ao (1,1)-tensor T. Em particular, para o tensor métrico

g temos:
9(X,Y) = (g(X),Y).

Mas por outro lado, g(X,Y) = (X,Y) , logo g(X) = X, ¥ X € X(M). Portanto, g sera

identificado, sempre que necessario, com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M). Em uma
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variedade diferenciavel, é possivel estender a nogao de derivada covariante a tensores como

VEremos agora.

Definicao 1.2. A derivada covariante de um (1,71)-tensor T é um (1,7 + 1)-tensor VT

dado por
VT(X, Y1, ..., Y:) =V(T(Yy, ... Y:)) = T(VxYq, ., Yo ) — oo = T(Yq, .., VY5, (1.1)

Para cada X € X(M), definimos a derivada covariante VxT de T em relacao a X como

um tensor de mesma ordem que T, dado por
VXT(Yl, ceey YT) = VT(X, Yl, ceey Y‘r)

Analogamente, a derivada covariante de um (0, r)-tensor T é um (0, r+1)-tensor VT dado
por (1.1). Dizemos que um tensor T é paralelo quando VT = 0. Observe que uma métrica

Riemanniana g ¢ um tensor paralelo. De fato,

=Vx(g(Y,Z)) — g(VxY,Z) —g(Y,VxZ)
=9g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) —g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)
0,

para todo X, Y, Z € X(M).

Observagao 1.1. Por vdrias razoes, convém identificar o campo X € X(M) com o tensor

X:X(M) — C*®(M) dado por X(Y) = (X,Y), para todo Y € X(M).

Exemplo 1.2. Seja X € X(M). Identifiquemos X com o tensor que faz corresponder ao
campo Y € X(M) a funcio (X,Y) (Obs. 1.1 ). A derivada covariante do tensor X em
relacdo ao campo Y € X(M) € tal que, para todo Z € X(M),

(VyX)(Z) = VX(Y, Z) =Y(X(Z)) = X(V~vZ)
=Y(X,Y) —(X,VyZ)
=(VvyX, Z).
Decorre dai que o tensor VyX pode ser identificado ao campo VyX.

Motivados pelo resultado do exemplo 1.2, para cada Z € X(M), convém considerar o

(1,1)-tensor VZ: X(M) — X(M) dado por VZ(X) = VxZ.
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Definigao 1.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Rie-

mann € o (1,3)-tensor
R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M),

dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ -V xvZ. (1.2)

Observemos que a notagao R(X,Y,Z) também € adequada para esse tensor. Além disso,
alertamos para o fato de que vdrios autores costumam considerar o tensor de curvatura

com o sinal trocado de (1.2).
Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-tensor
R:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M),

dado por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

Proposicao 1.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:

(1) RIX,Y,Z,W) =—R(Y, X, Z,W) =R(Y,X, W, Z).

(2) R(X,Y,Z,W) =R(Z,W,X,Y).

(3) Primeira identidade de Bianchi

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X+R(Z,X)Y = 0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VxR)I(Y,Z,W) + (VyR)(Z,X, W) + (VzR)(X,Y,W) = 0.
Demonstragao. Veja [27] e [13]. O
A partir da defini¢ao do tensor de curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.4. A curvatura seccional Kp(0) num ponto p € M sequndo um subespago

bidimensional 0 C TpM, € definida por

R(x X
K(o) = <2( ;y)y, )
Xyl — (x, y)
onde X,y € 0 sao vetores linearmente independentes. Convém considerarmos também a

notagdo Ky (x,y) = K, (o).
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Essa defini¢ao independe da escolha dos vetores x e y, para uma demonstracao desse

fato veja [13].

Proposigao 1.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina

uma aplicacao trilinear R : TyM x T,M x T,M — T,M por
(R'(X,Y,Z),W) = (X, W)Y, Z) — (Y, W)(X, Z),

para todo X,Y,ZW € T,M. Entio (M, g) tem curvatura seccional constante igual a K

se e sd se R=KyR’, onde R € a curvatura de M.

Definigao 1.5. Seja {ey, ..., en} uma base ortonormal de T,M. O tensor de curvatura de
Ricci de M, € a aplicacao Ricy, : T,M x T,M — R, dada por

n

Ric(X,Y) =) (R(ej, X)Y,e;).

j=1
Definicao 1.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. A curvatura escalar de M,

denotada por R, € a funcao real R : M — R definida como o traco em rela¢ao a métrica

do tensor de Ricci
n
= Z Ric(e;, ei),
i=1
onde {e1, ..., en}, € uma base ortonormal de T, M.

Usando a curvatura seccional podemos dar interpretagoes geométricas para as curva-
turas de Ricci e Escalar. Fixe x € T,M com || x ||= 1, considere {x, ey, ..., €5} uma base

ortonormal de T, M, temos

n
Ric(x, x) E (ei,x)x, e;)

i=1

—Z (eq,x
= Z Kp(eiyx)

Em outras palavras, para cada vetor unitdrio x € T,M, Ric(x,x) é a soma das curva-

turas seccionais de planos gerados por x e os outros vetores de uma base ortonormal.
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Similarmente se {ej, €, ..., en} ¢ uma base ortornomal de T, M, entao
R(p) = Z Ric(ei, ei)
= Z Z<R(e]7 ei)eia e)>

n
= E (R(ej, ei)ei, €;)
i#j
n
- Kp (ei> €; ) .
i#j
Em outras palavras, a curvatura escalar é a soma de todas as curvaturas seccionais dos

planos gerados por pares de vetores de uma base ortonormal.

Observagao 1.2. No caso de variedades Riemannianas (M, g) de dimensao 2, para cada
p € M, emiste apenas um plano em T,M: o proprio. Para essas variedades, a curvatura
seccional pode ser considerada uma fungcao K : M — R. Além disso, se {e1,es} € uma

base para T,M, seque do que foi discutido acima que
R(p) = 2K(ey, e2) = 2K(p).

Ou seja, para variedades Riemannianas bidimensionais a curvatura escalar € o dobro da

curvatura Gaussiana.

Relembramos que qualquer variedade Riemanniana bidimensional compacta sem bordo

(M2, g), satisfaz a conhecida Férmula de Gauss-Bonnet
J Rdo = 4ty (M), (1.3)
M

que nos diz que a integral da curvatura escalar em toda variedade M, depende apenas da

topologia da variedade M.

1.2 Operadores diferenciais

A derivacao covariante de tensores permite estender as variedades Riemannianas certos
operadores diferenciais (gradiente, laplaciano, hessiano, etc.) de uso frequente em R™.
Tendo como referéncia [27] e [11], passaremos a uma breve exposigao desses operadores,

para uma leitura mais detalhada encaminhamos o leitor as referidas referéncias. Como
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antes, (M™, g = (,)) denotara uma variedade Riemanniana de dimensdo n com conexao

de Levi-Civita V.

Definicao 1.7. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. O gradiente de f € o campo

vetorial VT, definido sobre M por
(Vf, X) = Vxf = X(f),
para todo X € X(M).

Proposigao 1.3. Seja f : M — R uma funcao suave e {ej,es,...,en} um referencial

ortonormal em uma vizinhanc¢a aberta U C M. Entao, em U temos que

n

Vf = Z ej(f)e;.

j=1

Demonstra¢ao. Em U podemos escrever Vf = Z]Tl:1 oej, daf temos que
n
(VT ey) Z (ej,ex) = =a*

Por outro lado, por definigao temos (Vf, ex) = ex(f), logo a* = ey (f), e assim obtemos

Vf = Z ej(fe
j=1

m
Proposigao 1.4. Se f,g: M — R sao fungoes suaves, entao
(a) V(f+g)=VFf+Vag.
(b) V(fg) = gVf+fVg.
Demonstracao. Veja Proposicao 1.4 de [11]. ]

Defini¢ao 1.8. Dada uma funcao suave f: M — R, dizemos que p € M é um ponto
critico de f, se Vf(p) =0.

Proposicao 1.5. Sejam f: M — R e ¢ : R — R funcgoes suaves, entdao
Vipof) =¢'(fVF.

Demonstragao. Veja Coroldrio 1.6 de [11]. O
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Proposicao 1.6. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana conexa e f: M — R uma

funcao suave. Se VI =0 entao f € constante em M.
Demonstracao. Veja Coroldrio 1.8 de [11]. O

Definigcao 1.9. Seja X um campo de vetores diferencidvel em M. A divergéncia de X

¢ a funcao diferencidvel divX : M — R, definida por
(divX)(p) = tr{v — V,X(p)},
onde tr denota o trago do operador linear T,M — V,X(p), onde v € T,M.
Proposigao 1.7. Se X,)Y € X(M) ef: M — R € uma fungao suave, entdo:
(a) div(X+Y) = divX + divY.
(b) div(fX) = fdivX + (VT X).
Demonstracao. Veja Proposicao 1.13 de [11]. O

Definicao 1.10. Seja f : M — R uma fungao diferencidvel. O Laplaciano de f € a
fung¢ao suave Af: M — R, dada por

Af = div(VF).
Proposicao 1.8. Dadas f,g: M — R funcoes suaves, entao
A(fg) = gAf + fAg + 2(Vf, Vg). (1.4)
Demonstracao. Veja Proposicao 1.20 de [11]. ]

Definicao 1.11. Seja f: M — R uma funcdao diferencidvel. Definimos o Hesstano de

f como o (1,1)-tensor dado por
(V2£)(X) = VxVT.
Ou como o (0,2)-tensor, dado por
V2f(X,Y) = (VxVT,Y),

para quaisquer X,Y € X(M). A igualdade acima é motivada pelo fato do hessiano ser um
operador linear auto-adjunto, logo determina uma forma bilinear simétrica. Esse fato por

ser encontrado em [11].
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Proposicao 1.9. Se f: M — R é€ uma func¢ao suave, entdio
Af = tr(V3f). (1.5)

Demonstracdo. E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M. Assim, seja
U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um referencial ortonormal {e;, es, ..., €y},

entao

n n

(V) = 3 (Ve e0) = Y (Ve VF, e)y = div(VH) (p) = Af(p).

i=1 i=1

]

Proposigao 1.10. Seja f: M — R uma funcao suave. Se p € M € um ponto critico de
f,ve T,Mec:(—e,+€) = M € uma curva suave tal que c(0) =p e c’(0) =v, entdo
2

(V1)) = S(Fo0)(t) oo

Demonstracao. Por definicao de hessiana, segue que

(V) (v,v) =(V,Vf,v),

d Dc’
:a<Vf7 C/> ’t:O —<Vf, E%)
d dc
_E<Vf7 a> |t:0
d2

:@(f oc) li=o -

]

Proposicao 1.11. Se p € M € ponto critico de f e (V*f), € positiva (resp.negativa)

definida, entao p € ponto de minimo (resp.mdzimo) local estrito para f.
Demonstra¢ao. Uma demonstracdo para esse fato pode ser encontrado em [11]. O

Agora veremos algumas propriedades importantes dos tensores, as quais envolvem ope-

radores diferenciais, que serao 1teis nas demonstracoes de alguns resultados mais adiante.

Definicao 1.12. Considere os (0,2)-tensores T e S e seus respectivos (1,1)-tensores,
dados por T(X,Y) = (T(X),Y) e S(X,Y) = (S(X),Y), se S* é o operador adjunto de S,

definimos o produto interno de Hilbert-Schmidt dos tensores T e S como

(T, S) := tr(TS*).
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Observagao 1.3. Em um referencial ortornormal em um aberto U C M de p, obtemos

tr(TS™) =) (TS™(e), &) = ) _(S™(e1), T*(es))

i

— Z(Z@*(ei), ej)e;, Z<T*(ei)7 ex)ex)

j k

= (e:,S(e;)) (e, Tlex))dk

i,k

— Z<ei’ S(e;))(ei, T(ey)),
i,

logo,

(TS =3 (Y (e, T(es)), ew, Sley)) = Y (T(ey),S(es))
j i j

assim,

tr(TS*) = Y (T(e;), S(ey)). (1.6)
j
Proposicao 1.12. Para quaisquer campos de vetores diferencidvel X e Y em uma varie-

dade Riemanniana (M, g = (,)) vale
Ric(X,Y) = div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,* VY),

onde *VY ¢ o dual de VY.

Demonstra¢ao. Considere {e1, ..., e, } um referencial geodésico em um ponto p € M, entao

temos que

Vxei(p) = Vi weeilp) = )_ @V ei(p) =0.
j
Dali,

Ric(X,Y) =) (R(e:,X)Y,e;)

i

=Y (Ve VXY= VxVeY— Vi xY, e)

= Z<VeiVXY; €i> — Z<VXV61Y7 €i> — Z<VveixY, €i>

i i

=div(VxY) = X() (Ve Y e)) = Y (VY(VeX), e,

i i
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onde na ultima igualdade usamos a compatibilidade da métrica e o fato de Vxei(p) =0,

logo

Ric(X,Y) =div(VxY) — Xdiv(Y) = ) (VX" VY(er))

i

=div(VxY) — (X, V(divY)) — ) (VX(ei),” VY(e))

—div(VxY) — (X, V(divY)) — tr(VXVY)
=div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,* VY).

Onde na tltima igualdade usamos (1.6), pelo cardter pontual de um tensor, segue o

resultado. [

Definicao 1.13. Definimos a divergéncia de um (1,71)-tensor T em M, como sendo o

(0,r)-tensor dado por
(dIVT) (vla "'7Vr)(p) = tT(W — (VWT)(Vh "'7\)7‘)(p))7
ondep € M e (vi,...,vy) € T,M x ... x T,M.

Sejam T um (0, 2)-tensor e {eq, ..., en} um referencial ortonormal local em uma vari-
edade Riemanniana (M, g = (,)). Consideremos o seu (1, 1)-tensor correspondente T.

Entao, divT é um (0, 1)-tensor que satisfaz, para cada Z € X(M)

(divT)( Zg (VeD(Z).e) =) g(VT(ei Z),e)
=) 9(Ve(T(2)) = T(VeZ) &)

:Zg(vei( Z 9 Velz ei)

=div(T(Z)) = ) (Ve,Z, T*(e1)),

i

logo,
(AivT)(Z) =div(T(Z)) — ¥ _(VZ(e;), T*(e1))
—div(T(Z)) — t;(VZT)
—div(T(Z)) — (VZ, T*),
ou seja,

(divT)(Z) = div(T(Z)) —(VZ, T"). (1.7)
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Corolario 1.1. Seja f: M — R uma func¢ao suave, entdao
div(V?f) = dAf + Ric(VHT,.).
Demonstracao. Provamos na Proposicao 1.12, que
Ric(X,Y) = div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,* VY),

para quaisquer X,Y € X(M). Em particular, fazendo Y = Vf na expressao acima, temos

que

Ric(X, V) =div(VxVT) — (X, V(divVf)) — (VX, V2f)
=div(V3f(X)) — (X, V(Af)) — (VX, V*)
—=(div(VZ(X)) — (VX, V) — d(Af)(X)
=(divV*f)(X) — d(Af)(X),

onde na primeira igualdade usamos o fato do hessiano ser um operador linear auto-adjunto

e na ultima igualdade usamos (1.7). Portanto,
(divV?f)(X) = Ric(X, V) + d(Af)(X),
para todo X € X(M). Portanto
divV?f = d(Af) + Ric(VHT, ),
pois o tensor de Ricci é simétrico. O

Proposicao 1.13. As sequintes formulas sao vdlidas em qualquer variedade Riemanniana

(M, g=()):
(a) div(fg) = df, para toda f € C*(M).
(b) div(fRic) = f(divRic) + Ric(VT,.) para toda f € C*(M).
(¢) divRic = 3dR (segunda identidade de Bianchi contraida).

Demonstragao. Seja {e1, ..., e, } um referencial ortonormal local em (M, g), usando a de-
finicao de divergéncia de tensores e o fato de g ser um tensor paralelo, temos que

(div(fg))(Z) = ) (Ve fg)(Z),ei) = ) (eil(f)g(Z) + f(Ve,g)(Z),e) = D (ei(f)Z,ey),

i i
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logo,
(div(fg))(2) Z Zzel, = () _eilf)ei, Z) = (Vf,Z) = df(2),

para todo Z € X(M), isso prova o item (a). Para provar o item (b), considere o tensor

de Ricci e seu (1, 1)-tensor correspondente Ric. Assim, temos que

(div fRic)(er) = ) _((VifRic)(ew), ei)

i

— Z(ei(f)Ric(ek) + f(ViRic)(ex), ei)
— Z (e;(f)Ric(ex), ei) + f Z((ViRiC)(ek), ei)

:Z(el Z a‘ei, e;) + f(divRic)(ey)
=()_ei(f)ei, Ric(er)) + f(divRic)(ey)
=Ric(VHT, ey) + f(divRic)(ey),

ou seja,

div(fRic) = Ric(VTf,.) + fdiv(Ric).

Para provar o item (c), considere um referencial geodésico {eq,...,en} em p € M e as

notacoes R(ey, €, ex) = Rijk, Ve, = Vi. A segunda identidade de Bianchi nos diz que
ViRt + VRt + ViRij1 =0,
sendo assim, no ponto p € M, temos que

dR(ex) = ex(R) = ek(Z Ric(ei, ei)) = Z er(Rjii, €5) = Z<VkRjiia ej) = —Z<VkRiﬁ, ej).
i i

i,j i,j

Agora, usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

dR(ex) :Z<V1Rjkiy ej) + Z<Vijm €j)

i,j i

=D (ViRii, &) + D ¢ (Ruai ¢5)
i,j ij

:Z<V1Rjki7 ej) + Z(Rkiij)
i,j i)

= Z<viRjk1a ej) + Z €j(Rikji)
i i

=D (ViRji, &) + D (VjRug, e0).
i i
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Por outro lado, ainda no ponto p, temos que
(divRic)(e) =) ((ViRic)(ew), e:)
=Y (ViRic(ex) — Ric(Viey), ei)
= (ViRic(ey), e:)
:Z ei(Ric(ex), ei).
:Z ei(Ric(ex, ey))
:Z ei(Rjki, €;)
i
:Z<V1Rjkia €j)-
)

Portanto,

dR(ex) = 2(divRic)(ex),

pelo caracter pontual de um tensor, segue o resultado. O

Teorema 1.1 (Férmula de Bochner). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e f: M —

R uma func¢ao suave. Entao
%A | Vf |*= Ric(VTf, VF) + (VF, V(Af)) + |V
Demonstracao. Para todo X € X(M), temos
VIV, X) = X|IVF]> = 2(Vx VT, Vf),

donde
V|Vf]* =2V VT,

logo

1 1

—AIVT]? ==div(V|VfP)

2 2
ZdiV(vaVf)

=Ric(Vf, VF) + (VFf, V(Af)) + |V,

onde na ultima igualdade usamos a Proposicao 1.12. O]
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Para o lema a seguir, se T : V — V é um operador linear auto-adjunto em um espaco
vetorial real de dimensdo finita e com produto interno, denotamos |T|? = tr(T?). Assim,
sendo {eq, ..., e} uma base ortonormal de V, segue que

| TP=) (T*(e), ZlT el (1.8)
i
Lema 1.1. Seja V um espaco vetorial real n-dimensional com produto interno. Se T :

V — V € um operador linear auto-adjunto, entao

1
TP > —(trT)?

S

Com igualdade ocorrendo se, e so se, T for um multiplo do operador identidade. Em

(Af)?
n

particular, em uma variedade Riemanniana (M, g) temos |[V*f|? > , e a igualdade

ocorre se, e somente se, V*f = %g.

Demonstra¢ao. Como T é um operador linear auto-adjunto, pelo Teorema Espectral (Te-
orema 9, capitulo 9 de [32]), existe uma base ortonormal {eq,...,e,} de V formada por
autovetores de T, tal que T(e;) = Aje; para 1 < i < n. Assim, pela equacao (1.8) e da
desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
ITI> = Z Tle)? =) (M ZA trT)
i

e a igualdade ocorre se, e somente se, Ay = Ay = ... = An, ou seja, se, e sO se, T for
um multiplo do operador identidade. Em particular, como Af = trV2f , temos que
(V22 > g, e a igualdade ocorre se, e somente se, para alguma funcao A : M — R,

tem-se V2f = Ag, dai considerando um referencial ortonormal {Ey, ..., E,} de X(M), tem-se
Af =) V’(E,Ei) =) Ag=n\.

Portanto |V2f|? = Af) se, e somente se, V*f = 2lg. O

1.3 Campos de Jacobi

Nessa se¢ao introduzimos os campos de Jacobi, que sao campos de vetores ao longo
de geodésicas, definidas por meio de uma equacao diferencial que aparece naturalmente

no estudo da aplicacao exponencial.
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Definigao 1.14. Sejay : I — M uma geodésica em uma variedade Riemanniana (M, g).
Um campo de vetores ] ao longo dey é denominado campo de Jacobi, se satisfaz a equagao

diferencial

_ DY

todot €1 de J"(t) = —=
para todo t € 1, onde J"(t) e

(t).

Para uma construc¢ao dos campos de Jacobi, veja pagina 123 de [13].

Exemplo 1.3 (Campos de Jacobi na esfera S™). E conhecido que a esfera unitdaria S™ com
a métrica canonica, tem curvatura seccional constante igual a 1. Consideremosy : 1 — S™
uma geodésica normalizada e | um campo de Jacobi ao longo de y e normal a y’'. Dado

qualquer campo de vetores X ao longo de y', pela proposicao 1.2, temos que
RO Y, X) = XN YY) = Ly )T X) ==, X).
Entao pela equacao que define um campo de Jacobi, seque que
J7(t) +J(t) = 0. (1.9)

Fizando as condigoes iniciais J(0) =0 e J'(0) = w, considere w(t) o transporte paralelo
de w ao longo de y com w(0) = w. Tomando J(t) = f(t)w(t), seque de (1.9) e das

condigoes iniciais de ] e o fato de w(t) ser paralelo que

f7(t) +f(t) =0

Logo, f(t) = sin(t) e assim J(t) = sin(t)w(t) € a expressio de um campo de Jacobi em

Sm.

O resultado a seguir exibe uma propriedade dos campos de Jacobi, cuja demonstracao

podem ser encontradas em [13].

Proposigcao 1.14. Seja vy : [0,a] — M uma geodésica em uma variedade Riemanniana

(M, g). Entao um campo de Jacobi ao longo de y, € dado por

J(t) = d(expp)yr(0)(t]'(0)),

t € [0, al.
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Seja v : [0,a] — M uma geodésica. O ponto y(ty) é conjugado de y(0) ao longo de
Y, to € (0, al, se existe um campo de Jacobi | ao longo de vy, nao identicamente nulo,
com J(0) =0 = J(tp). O nimero maximo de tais campos linearmente independentes é a
multiplicidade do ponto conjugado y(to).

A proposicao a seguir nos fornece uma relacao entre os pontos conjugados e os pontos

criticos da aplicacao exponencial cuja demonstragao pode ser encontrada em [13].

Proposicao 1.15. Sejam v : [0,a] — M uma geodésica e p = y(0) € M. O ponto
q = v(to), to € [0,a] é conjugado de p ao longo de y se, e somente se, vy = tyy’'(0) é
um ponto critico de exp,,. Além disso, a multiplicidade de q como ponto conjugado de p

¢ igual a dimensao do nicleo da aplicagcao linear d(expp)w.

1.4 Variacoes do comprimento de arco; Variedades

completas

Nessa secao calcularemos as férmulas da primeira e segunda variacao do comprimento
de arco de uma geodésica tendo como referéncia [33], iremos mostrar também que as
curvas integrais do campo Vr, onde v é a funcao distancia definida em uma variedade
completa, sao geodésicas. Tais resultados serao de grande utilidade na prova do Lema de
Reilly.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e vy : [0, tg] =& M uma geodésica normalizada

em M. Uma variagdo de y é uma superficie parametrizada (veja definigao 3.3 em [13]).

b:(—e€,e) x[0,tg] — M

(s,t) — Db(s,t),

tal que b(0,t) =y(t). Denotamos por vy a curva t — b(s,t). Suponhamos que as curvas
1, X @ (—€,€) = M, dadas por a;(s) = b(s,0) e xa(s) = b(s, tg) sejam geodésicas em
M. Para a proposicao a seguir iremos relembrar alguns fatos cujas demonstragoes podem

ser encontradas em [13].

Lema 1.2 (de simetria). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e b : A C R?> - M

uma superficie parametrizada. Entao,

bav_Daw
0tds O0s ot’
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Lema 1.3 (Curvatura como medida da nao comutatividade da Derivada Covariante).
Seja b : A C R? = M uma superficie parametrizada e seja V(s,t) um campo vetorial ao

longo de b. Entao

0t 0s 0s 0t

DD, DD, (2 2
ot 0s

Proposicao 1.16. Considere a fun¢ao

L:(—e,e) - R

s L(s)zj vlldt,
0

onde L(s) € o comprimento da curva ys. Com as notagdes anteriores, temos que

L0) = (50,007 (t) ~ (5210.0.7'(0))

0
to D ab| b db D ob\?
L"(0) = ——| —(R(V, =) =¥ ) (V== dt.
0 L (atas < (Y’as) as’y> <V’atas>
Demonstracao. Como L(s) = 0 Se(s, t) ‘dt e vs é diferenciavel, temos

ab

1 /db b\ 2 0 /db 0b
! f— —
L(S)_do 2<at at> <at at>dJc
B (to | ob |~ D ob 0b
), ot Js ot ot
(to|9b |~ D ob 0b
— dt
Jo |0t atas ot
L b db ob Db\ .
), | ot s’ ot s’ 0t ot ’

Onde na segunda igualdade usamos o Lema de Simetria. Como yo(t) = b(0,t) = y(t)

isso implica que J 9b 2(0,t) = , dai }ab (0,t) ‘ = 1, pois y esta normalizada e como y é
geodésica temos que g)t 3‘3 (O, t) = 0. Entao, fazendo s =0 em L’(s) temos
o9 /b ob
L'0)=| = 0,t 0,t) ) dt
0 =] 5 (50u.50n)

I
o

‘o9 /ob
5t {3e0.0.7(0) ) .
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portanto,
d ds
Agora vamos obter a expressao para L”(0). Como

to <2@ @>
L'(s) :J Mdt,

L'(0) = <ab(o ). v’(to)> _ <ab(o,0),v’m)> .

entao

Usando o lema 1.3 temos

DDab 9b\ /DDob (2 0b) 3 2
dsotds ot/ \0tdsOs ot 0s/ 9s’ ot

_0/Dab b\ /Dab Db\ /, (ab ab) b 2
~ 0t \0s 0s’ Ot 0s 0s’ Ot Ot ot 0s /) 0s’ Ot

como 222(0 1) =V_,y'(t) =0, entdo em s = 0 temos
DDb\ 0 /Db db\ [y (b 2b) ab b

dsdt ot/ ot \0sds’ ot ot’ds ) ds’ ot/
(0 y’(t)| = 1. Logo,

, /9 /Dob db db ab\ db db
L “”—L <a_ 3505’ 6t> <R<a’a) a’a» dt

Dob ,\°

_{ 7 A5/ t

<6t 6s’y> ) d

Jto D db|? db db)\ db db Ddb \°
- AL A - R AL A A AL - __7’Y dt

0 ot 0s ot 0s/ 0s’ 0Ot ot 0s

D 0b ) D 0b )

+ (g 500y (W)~ (2 0.0.7'0)
_Jto D 0b
~Jo \|otos

Pois como as curvas o1 (s) = b(s,0) e xz(s) = b(s, ty) sdo geodésicas, temos que

Vearog(0) e 292(0,0) = Vi atf(0) = 0.

0s 0s

Q_Ra_ba_ba_ba_b_ga_b,th
ot’ ds ) 9s’ ot otos’ ¥ ‘

).
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Definicao 1.15. Uma variedade Riemanniana (M, g) € dita completa se toda geodésica

de M estd definida para todo R.

Um segmento de geodésica é chamado minimizante, se £(y) < £(c), onde ¢ é qualquer

curva diferenciavel por partes ligando os extremos de 7.

Definigao 1.16. Dados p, q € M, a distancia de p a q € definida como d(p, q) = infimo
dos comprimentos de todas as curvas &, q, onde &, q € uma curva diferencidvel por partes

ligando p a (.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana completa, entdao (M, d) é um espago métrico.
Para uma demonstracao desse fato veja [13] pdg.161, por exemplo. Observamos que, se

exite uma geodésica minimizante y ligando p a g, o que nem sempre é verdade, entao

d(p7 q) - B(’y)

Teorema 1.2 (Hopf e Rinow). Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e p € M.

Se M € completa, entao para todo q em M, existe uma geodésica y ligando p a q com

t(y) = d(p,q).
Corolario 1.2. Se (M, g) € compacta entao (M, g) é completa.

Proposigao 1.17. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, dado p € M seja
r € C®(M) a fungdo distancia ao ponto p. Entao, |Vr| = 1 e as curvas integrais do

campo VT sao geodésicas.

Demonstracao. Pelo Teorema de Hopf e Rinow, para todo q € M existe uma geodésica
minimizante e normalizada vy : [0,s] — M, tal que y(0) = p e y(s) = q. Como Vr é
ortogonal as curvas de niveis que nesse caso sao esferas geodésicas centradas em p, entao
Vr é multiplo de y’. Além disso,

rp,v(s)) = €(y) =j '(s)lds = s.

0

Assim, temos que

(Vr(p,v(s)),¥'(s)) =1,
o que implica Vr(p,y(s)) = v'(s), dai |Vr| = 1. Agora considere « : (0,e) — M uma
trajetéria do campo Vr, ou seja, Vr(a(t)) = «/(t) Vt € (0, €). Além disso, V X € X(M),
temos

X 1
(VxVr, Vr) = 2(Vr, Vr) = §X(|Vr!2) =0.
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Pela simetria da conexao V de M, temos que
(X, Vr](r) = VxVr(r) = V. X(r),
segue dal que
X(Vr(r)) = Vr(X(r)) = (VxVr,Vr) — (Ve X, V1),
donde
X(Vr,Vr) = Vr((X,Vr)) = (V. X, V),
novamente usando |Vr| = 1, temos que
—(Vy: X, V1) — (X, Vg, V1) = —(Vy: X, V1),
assim (X, Vg, Vr) =0, para todo X € X(M). Logo,
Vv Vr =0.
Portanto, segue da igualdade Vr(oa(t)) = «’(t), que
Dd(f =Va)Vr = Vg, Vr =0,
ou seja, x é geodésica. O

1.5 A equacao de (Gauss

Nessa se¢ao vamos obter a equagao de Gauss associada a uma imersao isométrica, que

relaciona as curvaturas das duas variedades e a segunda forma fundamental da imersao.

Veremos que no caso particular em que a codimensao da imersao é 1, a equacao de Gauss

assume uma nova expressao que relaciona as curvaturas escalares de ambas as variedades

com a curvatura média da imersao. Antes iremos fazer um breve resumo sobre os conceitos

basicos de imersoes isométricas, as demonstracoes omitidas podem ser encontradas em

13].

Seja f : M — M uma imersdo de uma variedade diferencidvel M de dimensdo n

em uma variedade Riemanniana (M,q) de dimensdo igual a k = m +n. A métrica

Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M da seguinte

forma, se vi,vo € T,M, define-se em M™ a métrica g = f*(g), ou seja,

(W, v)p = (dfp(u), dfp, (V) ¢(p),
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para todo p € M e quaisquer u, v € T,M. Nessa situagao, f passa a ser uma imersao
isométrica de M em M. Como f : M™ — MK é localmente um mergulho, entao para cada
P € M, existe uma vizinhanca U € M de p, tal que f(U) C M é uma subvariedade de

M. Para simplificar a notacdo, identificaremos U com f(U) e cada vetor v € TqM, q €

U, com dfq(v) € TeqyM.
Usando tais identificagoes, para cada p € M, o produto interno em Tpm decompoe Tpm

na soma direta

ToM=T,Ma (T,M)*,

onde (T,M)*+ é o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Assim, se v € Tpm comp €

M, podemos escrever
v=vl +vN VT e T, M, wN e (TpM)L.

Denotaremos por V e V as conexoes de M e M respectivamente. Entao se X e Y sao

campos locais (isto é, definidos em U) de vetores em M, e X, Y suas extensoes locais em

M, entao
VxY = (Vi)' (1.10)

Denotaremos por X(U)* o conjunto dos campos diferencidaveis em U de vetores normais

a f(U) ~ U.

Proposigao 1.18. Sejam X, Y € X(U) campos locais em M, a aplicagao B : X(U) x
X(U) = x(W* dada por
B(X,Y) = VxY — VxY,

€ bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, o valor de B(X, Y)(p) s6 depende dos valores de X(p) e Y(p). Assim,
podemos considerar B(x,y) = B(X,Y)(p) onde x = X(p),y = Y(p) € T,M. Sejam p M

en € (T,M)=, pela proposigao anterior, a aplicagao
H, : ToM x T,M — R,
definida por Hy(x,y) = (B(x,y),n) é uma forma bilinear e simétrica.
Definicao 1.17. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
IT, (x) = Hy(x, %),

€ chamada a seqgunda forma fundamental da imersao f em p sequndo o vetor normal 1.
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As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar a

aplicacao B que em cada p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores em
i
(ToM)—.

Assim como toda forma bilinear, temos que H,, estd associada a uma aplicagao linear

auto-adjunta Sy : T,M — T,M dada por

(Sn(x),y) = Ha(x,y) = (B(x,y),m).

Proposicao 1.19. Sejap € M, x € T,M en € (T,M)*. Se N ¢ uma extensdo local de
1N normal a M. Entao

Sn (X) - _(va)T-

Definicao 1.18. Uma imersio f : M — M ¢ geodésica em p € M se, para todo 1 €
(T,M)*, a segunda forma fundamental 11, € identicamente nula em p. A imersao f ¢é

totalmente geodésica se ela € geodésica para todo p € M.

Proposicao 1.20. Uma imersio f : M — M € geodésica em p € M se e sé se toda

geodésica y de M partindo de p ¢ geodésica de M em p.
Uma condi¢ao mais fraca do que a de totalmente geodésica é a condigao de minima.

Definicao 1.19. Uma imersio f : M — M é minima se para todo p € M e todon €
(T,M)* tem-se tr S,, = 0.

Quando consideramos o caso em que a codimensao da imersao é 1, ou seja, f: M™ —
M““, M ¢é denominada hipersuperficie de M e a dimensao de (Tpl\/l)L ¢ igual a 1,
para todo p em M. Se M e M sdo orientéveis e estdo orientadas (isto é, escolhemos
orientacdes para M e M), o vetor unitario n normal a M fica univocamente determinado
se exigimos que {ey, ..., e, } é uma base de orientacao de M e {eq, ..., en, 1} é uma base de
orientacdo de M. Assim, nesse caso, escrevemos somente I1I, H, S para indicar IL,, Hy ,
S,,. Para codimensdo k > 1, tomemos um referencial ortonormal {e;, s, ..., ex} de vetores
em X(U)*, onde U é uma vizinhanca na qual f : M™ — M ¢ um mergulho, como

B(X,Y) € ¥(U)*, entdo podemos escrever

k
B(X,Y) =) (B(X,Y),¢)e;.

j=1
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Se agora {Eq, ..., E,,} é um referencial ortonormal (de campos vetoriais tangentes) em U,

entao podemos definir o vetor curvatura média da imersao, por

H = Z <Z<B(E1,El), €j>> €5.

j=1 \i=1

Em particular, se M é uma hipersuperficie de M, isto é, k = 1, entao essencialmente a

curvatura média é um trago, da segunda forma fundamental.
Proposicao 1.21 (Equagao de Gauss). Seja f: M™ — M uma imersao, entao
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y,Z),W) — (B(X,W),B(Y, Z)) + (B(Y,W), B(X, Z)).
Corolario 1.3 (Gauss). Sep € M e X,Y € T,M sdo vetores ortonormais, entao
K(X,Y) =K(X,Y) + [B(X, Y)|I* = (B(X, X), B(Y, Y)). (1.11)
Onde K(X,Y), K(X,Y) sdo as curvaturas seccionais do plano gerado por X e'Y.

Demonstracao. Basta usar a proposicao anterior e lembrar que se X,Y sao ortonormais,
entao

K(X,Y) =R(X,Y,Y,X).

O

Proposicao 1.22 (Equagao de Gaus). Seja M uma hipersuperficie de M, se R e R sdo

as curvaturas escalares de M e M respectivamente, entdo
R =R + 2Ric(n, n) + |[BJ|* — H?,
onde . € um vetor normal a M e Ric € o tensor de curvatura de Ricci de M.

~ . S+l . ~ . <Lt
Demonstra¢ao. Considere f : M™ — M imersao, seja n vetor normal unitario em
X(W)*, onde U é uma vizinhanca na qual f é um mergulho, e {E4, ..., E,,} um referencial

ortonormal (de vetores tangentes) nessa mesma vizinhanga. Pela Proposigao 1.21, temos

Tomando o trago em X, W obtemos

i(E(EHY)Za El> :RIC(Y7 Z) + i(B(Yv El)? B(Ela Z)> - H<B(Y7 Z),Tl>,

i=1 i=1
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somando <§(n, Y)Z,n), em ambos os lados da igualdade, temos que
Ric(Y,Z) = Ric(Y,Z) + (R(n,Y)Z,n) + Y (B(Y,E:), B(Ei, Z)) —H(B(Y,Z),n)
i=1

tomando o trago novamente, obtemos
ZR_E E;) Z JEj,m)+ > IB(Ei, Ej)I* —
i—1 j=1 ij=1
dai, segue que
> Ric(E; Ej) = R+ Ric(n,n) + 3 [B(ELE) — H, (1.12)
j=1 i,j=1
como R = Z};l Ric(E;, E;) + Ric(n,n), entdo somando Ric(n,n) em ambos os lados de
(1.12), concluimos que

R =R+ 2Ric(n,n) + [B|* — H?

onde |BJ? = 221:1 IB(E¢, E5)I%. m

1.6 Mudancas conformes de métrica

O objetivo dessa se¢ao é apresentar algumas relacoes existentes com respeito a métricas
conformes. Veremos como a conexao de Levi-Civita, o gradiente, o divergente, o laplaciano
e o tensor de Ricci mudam em uma variedade Riemanniana sob uma mudanga conforme
da métrica. Tais relacoes serao de grande importancia no préximo capitulo, a maioria das

demonstragoes serao omitidas mas podem ser encontradas em [11].

Defini¢ao 1.20. Duas métricas g e g sao ditas conformes, se existe uma fun¢ao h €

C®(M) tal que g = e*g.

No restante dessa se¢ao, (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensao n, e g =
e2"g, com h € C®(M), outra métrica em M conforme a g. Objetos geométricos com uma
barra superior se referirao a métrica g, enquanto os objetos correspondentes sem barra se

referirao a g.

Proposicao 1.23. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e g = e*"g, com h €

C*®(M). f: M — R uma funcdo suave, entao

Vf = e "VT.
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Demonstracao. Seja {eq, ..., e} um referencial local em U C M, ortonormal com relacao

a métrica g, é imediato verificar que {e ey, ...,e e, } é um referencial ortonormal com

relacao a g. Dai, pela Proposicao 1.3, temos

Vi=) e ej(fle e
=1
—=e 2" Z ej(f)e
=1

—e 2hVT.

A proposicao a seguir, mostra a relagao entre as conexoes de Levi-Civita de g e g.

Proposicao 1.24. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e g = e*"g, h € C®(M).
Se V eV denotam respectivamente as conexdes de Levi-Civita de g e G, entdo para todos

X, Y € X(M), temos que
VxY = VxY +X(h)Y + Y(h)X —g(X,Y)Vh, (1.13)
onde Vh denota o gradiente de h na métrica g.

O proéximo resultado mostra como a divergéncia de um campo muda com a mudancga

conforme de métrica.

Proposigao 1.25. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e g = e?g, com h €

C®(M). Para X € X(M), temos
div X = div X + nX(h). (1.14)

Demonstracao. Seja{eq, ..., en} um referencial em uma vizinhanca U C M ortonormal em
relacdo a g. Pondo & = e Me;, j4 vimos que {€, ..., €.} é um referencial ortonormal em

relacao a g. Dai, temos que

div X = ig VeIX ei) :i Ve heiX,e he. ig VelX ei),
j=1 j=1 j=1
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segue de (1.16), que

div X g(Ve X+ ei(h) X+ X(h)e; — g(ei, X)Vh, )

n

"2
Z (Ve X )+ ) _ei(h)g(X, e+
R

n

> glen, X)g(Vh, )

j=1

j=1

el; el

=div X+ nX(h).

Corolario 1.4. Das proposi¢coes anteriores, se f: M — R € uma func¢ao suave, entao

A f=e ™Af + (n—2)g(Vf,Vh)). (1.15)

O proximo e tltimo resultado dessa secao mostra a relacao entre as curvaturas de

Ricci com respeito a duas métricas conformes.

Proposicao 1.26. Se Ric e Ric denotam respectivamente as curvaturas de Ricci de M

com respeito as métricas g e g = e*"g, entdo
Rij = Ryj — (n—2)(V’h)y; + (n —2)VihV;h — (Ah + (n — 2)[Vh*) gy;. (1.16)

Demonstrac¢ao. Veja Proposi¢ao 1.8, pagina 25 de [44]. ]

1.7 Alguns resultados sobre equacoes diferenciais par-
ciais

Nessa se¢ao definiremos o conceito de operador eliptico e enunciaremos alguns resul-
tados envolvendo esse tipo de operador. Para escrita dessa se¢ao tivemos como referéncia
[11] e [25].

Seja M uma variedade Riemanniana com bordo, escreveremos uw € C®(M) para de-
notar que u € C®(M) N C°(dM).

Um operador

L:C*(M) — C*(M)

u — L(u),
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é dito um operador diferenciavel linear de sequnda ordem, se quando escrito em um sis-
tema de coordenadas locais (U, x), é expresso da forma

n

o%u > du
Lu= Z aijmﬁ—‘Zbig—FCu,

i,j=1 i= t
onde ajj, by, ¢ : U C R™ — R sao fun¢oes continuas e limitadas, com ay; = a3, para todo
1<i<n.

O operador diferencial linear L é dito eliptico em um ponto x € U, se a matriz coefi-
ciente (ayj(x)) for positiva definida; L é eliptico em U se for eliptico para todo x € U.
Pelo Teorema Espectral, um operador L como acima é eliptico em x € U C R™ se, e s6
se, os autovalores da matriz (aij(x)) forem todos positivos. Ademais, se A(x) e A(x) sao

respectivamente o menor e o maior de tais autovalores, entao
0 <AIEX)” < D ay ()& < AKIEP,
)

para todo & = (&4,...,&n) € R™. L é dito estritamente eliptico em U se, para todo x €
U, A(x) > Ag > 0 para alguma constante Ag. Se % for limitado em U, dizemos que L é
uniformemente eliptico em U.

Para o que segue, um campo de operadores (lineares) em uma variedade Riemanniana
(M, g) é uma colecao de operadores lineares @, : T,M — T,M, que varia suavemente
com p € M no seguinte sentido: para todo campo suave de vetores X em M, o campo
p — ©,(X,) é também suave em M. Um campo @ como acima é auto-adjunto (resp.

positivo definido) se @, for auto-adjunto (resp. positivo definido) para todo p € M.

Proposigao 1.27. Se (M",g) ¢ uma variedade Riemanniana e ® € um campo auto-
adjunto de operadores lineares sobre M, entao o operador L : C*°(M) — C>®(M) dado
por

Lf = div(OVF),

¢ um operador diferencidvel linear de sequnda ordem em M. Além disso, L € eliptico em

P EM, se e s6 se, Dy, : T,M — T,M for positivo definido.
Demonstragao. Veja Proposi¢ao 4.5 em [11]. O

Exemplo 1.4. O operador laplaciano A : C°(M) — C*®(M) é um operador diferencidvel

linear eliptico de sequnda ordem.
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Demonstracao. Temos que Af = div(®VT), onde @ é o campo de operadores identidade,

logo auto-adjunto e positivo definido. O]
O teorema a seguir é conhecido como Principio do Maximo Fraco.

Teorema 1.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Suponha-
mos que

c=0 e Lu>0(<£0), em M,
comu € C®(M). Entdao o mdzimo (minimo) de w € atingido sobre o OM, ou seja,
max U = max u (min w = min u).
M oM M oM

Corolario 1.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Seja

Q C M, suponhamos que em €
Lf+cf >0 (<0),c <0,
com f € C*°(M). Entdo
max f < max f* (min f > min ),
Q 20 Q 20
onde T+ = max{f, 0} e f~ = min{f, 0}.

O teorema a seguir é conhecido como Principio do Méaximo de Hopf ou simplesmente

Principio do Maximo.

Teorema 1.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa, ® um campo auto-
adjunto e positivo definido de operadores lineares em M, e ¢ uma funcdo suave em M.

Defina o operador L: C®(M) — C®(M) por
Lf = div(®VT) + cf,

e seja f € C®°(M), tal que Lf > 0 em M. Se c = 0 e f atinge um mdximo local em
M\ oM, ou ¢ < 0 e f atinge um mdzimo local nao negativo em M \ OM, entdo f €

constante em M.

Demonstragcao. Veja coroldrio 4.7 de [11]. O
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1.8 Produtos warped

Nessa secao, introduziremos o conceito de produto warped Riemanniano e estabelece-
remos algumas férmulas referentes ao tensor de curvatura desse ambiente. Tais féormulas

serao importante no proximo capitulo onde exibiremos alguns exemplos de triplas estaticas.

Definigao 1.21 (Produto warped Riemanniano). Sejam (B,gs = (,)8) ¢ (F, gr = (,)F)
variedades Riemannianas e seja f: B — R uma funcdo suave e positiva. O produto warped

M =B X F € a variedade produto munida com a métrica

g =m;(gs) + (f o ) 7 (gr),

onde Ty e Tr sao as projecoes de M sobre B e F, nesta ordem. Explicitamente, se u e v

sao tangentes a M =B X F em v = (p, q), entdo
(u,v)" = (dm (w), drg (v))§ + £ (p)(drr (w), dmp (v) (1.17)

A wvariedade B € dita base de M = B x¢ F, a variedade F é chamada de fibra e a funcdo f

¢ denominada fungao warping.

Veja que se f = 1, entao B x¢ F é simplesmente a variedade produto. Assim como no
caso de uma variedade produto, as fibras {p} x F = 75" (p) e as folhas B x {q} = n¢'(q)

sao subvariedades de M.

Observacgao 1.4. Na métrica warped temos que para cada ponto r = (p,q) € M, a folha
B x{q} e a fibra{p} x M sdo ortogonais em v = (p,q). Com efeito, dadosv, w € T.(B xF)
tal quev € T.(B x{q}) = T,B ew € T.({p} x F) = T4F por (1.17), temos que

(v, w)" = (A7 (v), dmtg (W))h + 2 (p)(d7tk (v), d7ep (w)) ¢,

como Tg € constante nas fibras {p} X F e mp € constante nas folhas B x {q}, seque que

dn (w) =0 e dmtp(v) =0, logo (v,w)" =0.

Vetores tangentes as folhas serao chamados de horizontais, vetores tangentes as fibras
serao chamados de werticais. Pela observacao anterior, um vetor horizontal é ortogonal
a uma fibra assim como um vetor vertical é ortogonal a uma folha. Um campo é dito
horizontal se for composto apenas por vetores horizontais. Complementarmente, um

campo é dito vertical se for composto apenas por vetores verticais. Denotaremos por nor
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~

a projecao ortogonal de T.M, r = (p, q) € M, sobre seu subespago horizontal T, (B x{q})
T,B e por tan a projecao sobre o subespaco vertical T.({p} x F) = T4F. Pela observacao

1.4, temos que
(Te({p} x B))* = To(B x {q}).

Portanto, para campos de vetores verticais V, W em M, a féormula
B(V,W) =nor VyW,

em que V é a conexao de Levi-Civita de M, fornece a segunda forma fundamental de
todas as fibras.

Relembrando a no¢ao de levantamento de campo de vetores, dizemos que X € X(B x F)
é o levantamento de X € X(B), se X é o tnico elemento de ¥(B x F) tal que estd mg-
relacionado a X e 7tg-relacionado ao campo vetorial zero em F. Denotaremos o conjunto
de todos os levantamentos horizontais X por £(B). Da mesma forma, usando a projecao

7tr, £L(F) denotard o conjunto de todos os levantamentos verticais.
Lema 1.4. No produto warped M =B x;F se X, Y € £L(B) e U, V € L(F) entao:
(i) IX,Y] € L(B).
(1) X, U] = 0.
(1i1) [U, V] € L(F).
Demonstragao. Veja coroldrio 1.44 de [42]. O

Lema 1.5. No produto warped M = B x¢ F, se h € C®(B) entao o gradiente de h o g

coincide com o levantamento horizontal do gradiente de h em B.

Demonstracao. Primeiramente mostraremos que V (ho7g) é horizontal. Seja v um vetor

vertical entao

(V(homg),v) =v(homg) = dng(v)(h) =0,
pois dmtg (v) = 0. Agora considere x um vetor horizontal, logo

(dmg(V(homg)),dng(x))s = (V(homg),x) = x(homg) = drg(x)h = (VPh, dng (x))s,

assim, em cada ponto de M, d7tg (V (homg)) = VBh, ou seja, grad(homg) é mg-relacionado

a grad h em B. O]



Capitulo 1. Nogoes preliminares 41

Observacao 1.5. Devido o resultado acima, desde que ndo haja confusao, simplificare-
mos a notagao escrevendo h e grad h em lugar de homg e grad(homg) respectivamente.
Igualmente com a intengao de simplificar a notagcao escreveremos X para designar tanto
um campo de vetores X € X(B) quanto seu levantamento X € L£(B), assim como denota-

remos por Y tanto Y € X(F) quanto seu levantamento Y € L(F).
Proposicao 1.28. Se X, Y € L(B) eV, W € L(F) entao :
(1) VXY € o levantamento de VY em B, ou seja, VxY € L(B).
(2) VxV =VyX =20y,
(3) nor VyW =B(V,W) = - LM y(f),

Demonstragao. Para a prova de (1) veja Proposicao 35 de [42]. Provaremos (2) e (3).
Pelo item (ii) do lema anterior, temos que [X,V] = 0, logo VxV = VyX. Tais campos
sao verticais pois como (V,Y) = 0, entao (VxV,Y) = —(V, VxY), dai por (1) temos que
VxY € L£L(B), logo (VxV,Y) = —(V,VxY) = 0. Pela férmula de Kozul, temos que

2(VxV, W) =X(V, W) + V(X, W) — W(X, V) — (X, [V, W]) — (V, [X, W]) + (W, [X, V])
=X(V, W).

Como V, W sao mg-relacionados ao campo nulo em B, pela definicao do tensor métrico

warped temos (V, W) p, q) = f2(p)(Vq, Wq)F, escrevendo f em lugar de f o7, segue que
<V> W> = f2(<vu W>F o T[F)a

a expressao entre parénteses do lado direito da ultima igualdade é constante nas folhas,

as quais X é tangente. Logo

X{(V, W) =X[f*((V, W) o 1t¢)]

—2fXF((V, W) o 71¢)

=)V, W),

dai usando o fato que 2(VxV, W) = X(V, W), concluimos que VxV = ¥V, provando

assim (2).
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Para prova de (3), como (W, X) = 0, entao (VyW, X) = —(W, VyX), por (2) temos

(VyW,X) =— (W, VyX)

—w. vy

f
Off) v,

Pelo Lema 1.5, Xf = (V f,X), em M como em B. Assim, para todo X € £(B),
VvV, W
(VyW, X) = — <%grud f,X> :
]

A proposicao a seguir apresenta duas propriedades do tensor de curvatura de M =

B XfF.

Proposicao 1.29. Seja M = B x¢ F um produto warped com tensor de curvatura R. Se

X,Y,Z e L(B) e WV, W e L(F), entao:

(1) R(X,Y)V =R(V,W)X = 0.

_ v W)

(2) RIX, V)W = L7, V.,

Demonstragao. Veja proposicao 42 de [42]. ]

Agora, considere a curvatura de Ricci de M que denotaremos por Ric, escrevendo
RicP para o levantamento (pullback por 7g) da curvatura de Ricci de B e Rict para o
levantamento (pullback por 7t¢) da curvatura de Ricci de F, o resultado a seguir mostra
como a curvatura de Ricci do produto warped M = B x¢ F depende das curvaturas de

Ricci de B e F e da fungao warping f.

Proposicao 1.30. Em um produto warped M = B x¢ F com d := dimF > 1. Sejam X e

Y horizontais e V, W verticais. Entdo
d
(1) Ric(X,Y) = RicB(X,Y) — ?Vf(X, Y).
(2) Ric(X,V) =0.

(3) Ric(V, W) = RicF(V, W) — (V, W)f*, onde

Af (V, W)
== —1

e Af € o laplaciano de f em B.

Demonstracao. Veja pag.211 de [42]. O
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1.9 Medida de Hausdorff

Dedicaremos essa secao, a atencao para um breve resumo sobre a no¢ao de medida de
Hausdorff. Em muitos problemas matemaéticos, é necesséario calcular o “tamanho”de um
conjunto. Essa nocao, no entanto, depende da dimensao deste conjunto. Por exemplo,
para medir uma curva calcula-se o seu comprimento, enquanto que superficie é medida
pela sua area. Intuitivamente, comprimento é uma medida unidimensional e drea é uma
medida bidimensional. A medida de Hausdorff, que serd denotada nesse trabalho por
S™, generaliza essa nocao de medida n—dimensional. Assim, por exemplo, J#! calcula
comprimentos, 52 estima 4reas, etc. Comparada com a medida de Lesbegue definida em
R™, a medida de Hausdorff tem a vantagem de poder estimar um conjunto na dimensao
correta. Por exemplo, qualquer superficie regular S em R? tem medida de Lesbegue nula,
visto que o seu volume é zero. Esta é uma resposta que na maioria das vezes nao é
interessante, ja que estamos mais preocupados na area de S que pode ser obtida por
%, Isso nao impede, no entanto, que se calcule a medida de Hausdorff de um conjunto
com uma dimensao diferente da esperada. Podemos calcular S#3(S) que é zero, bem
como J#1(S) que é infinita. Para entender essa tltima, basta observar que é possivel
colocar dentro de S curvas com comprimento arbitrariamente grandes, ou seja, S tem
“comprimento”infinito. Constatamos assim, que a medida 7 ™(S) é nula quando n >
dim S e é infinita quando n < dim S.

Para definirmos a medida de Hausdorff n-dimensional, previamente precisaremos de

trés definicoes auxiliares:

Definigao 1.22 (Diametro). Seja (X, d) um espago métrico. O diametro de um conjunto
S C X é definido por

diam S = sup d(x,y),
X,yeS

isto €, a maior distancia que separa os pontos de S.

Definicao 1.23 (5-Cobertura). Dado E C X, uma d—cobertura de E é uma colegdo
enumerdvel de conjuntos {Sj}jen (ndo necessariamente abertos) de diametro no mdzximo
0 >0, ou seja,

E CUZ,S;.
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Definigao 1.24 (Medida de Hausdorff n-dimensional). Seja (X, d) um espago métrico.

Dado n um nimero positivo, define-se ™ : P(X) — [0, 00] como o sequinte limite

ST (E) = lim 5" (E),

5—0

sendo

%H(E) = inf {Z(dwm Si)n; Uf"zlsi O E,diam Si < 5} s
i=1

P(X) o conjunto das partes de X e E C X. Denominados 7™ (E) a medida de Hausdorff

n-dimensional de E.

Proposicao 1.31 (Propriedade de escala). Se E C R™ e A > 0, entao
™ (AE) = A (B),

onde A\E = {Ax;x € E}, i.e, o conjunto E multiplicado por um fator A.

Demonstracao. Se {S;} for uma d—cobertura de E, entdao {AS;} é uma Ad—cobertura de AE.
Reciprocamente, se {Vi} for uma Ad—cobertura de AE, entao {%Vi} ¢ uma d—cobertura de

E. Assim,

A (E) =inf {Z(Adiam S)™UX,S; D E, diam $; < 5}

i=1

i=1

=inf {7\n Z(dlam Si)n; U?ilSi DO E, diam Si < 5}
A" M (E).

Fazendo 6 — 0, obtemos JZ™(AE) = A" 7™ (E). O



Capitulo 2

Meétricas estaticas

Nesse capitulo estabeleceremos os principais conceitos a serem usados no restante
desse trabalho. Nessa primeira secao iremos definir o conceito de métrica estatica e
mostrar sua relacao com a Teoria da Relatividade Geral criada por Einstein em 1915,
como também suas propriedades. Na Secao 2.2 apresentaremos os principais modelos de
métricas estaticas com constante cosmoldgica positiva, e na Secao 2.3 introduziremos a
importante nocao de gravidade superficial, e a partir dai exporemos o conceito de massa

virtual, que constitui o conteido do teorema principal desse trabalho.

2.1 Definicao e propriedades

Definigao 2.1. Uma variedade Riemanniana conexa (M™, g) com n > 3 e bordo com-
pacto suave OM (possivelmente ndao vazio) € dita ser estdtica, se existe uma fung¢ao nao

negativa w € C*®(M), satisfazendo
— (Agu)g + Viu—uRicy =0, (2.1)

em M\ OM, e OM = u1(0) (se OM # &). Nesse caso, a tripla (M, g,u) é chamada
de tripla estdtica, ou solugcdo estdtica ou simplesmente métrica estdtica e a fungdo w €

chamada de potencial estdtico.

Métricas estaticas aparecem no contexto de Relatividade Geral através das equagoes

de Einstein. De fato, mostraremos que a equacao

—(Aqu)g + Viu—uRicy =0,

45
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estd relacionada a espagos-tempo estaticos em Relatividade Geral. Do ponto de vista
fisico,
V=RxM, g=—uldt’®+q,

onde (M, g) é uma variedade Riemanniana e u é uma fungao positiva sobre M, representa
uma variedade Lorentziana de dimensao n. Neste caso, dizemos que (V,g) é um vacuum
espaco-tempo estatico com constante cosmolégica /A € R, se ela satisfaz a equacao de
campo de Einstein

Ricg — %g +Ag=0. (2.2)

Tomando o trago na equacgao acima temos

R,
Rg— =2 (n+1)+An+1) =0,

2
1 —14+2
daif segue que Rg = 2 (n+ )/\ = 2u/\. Logo,
n—1 n—1
Rg =2A + 1 A (2.3)
g = —N i
Agora substituindo (2.3) em (2.2), obtemos
2\
Ricg = ——7. 2.4
g =179 (2.4)

Em particular, as equagoes de campo de Einstein sao equivalentes a exigir que a métrica
g seja Einstein. Afirmamos que a equagao de Einstein (2.4) pode ser reescrita em termos

de u e g como

2\
. _ 2
uRicg = Vou + 149 (2.5)
2\

De fato, usando as formulas para o tensor de Ricci do produto warped (M xR, g), temos

que
Ricg(X,Y) = Ricg(x,v)_m;
Ricg(X,V) = 0
Ricg(V,W) = _g(v,w)%‘;

onde X,Y sao tangentes a M e W, V sao tangentes a fibra R. Agora, basta substituir
(2.4) nas equacoes acima para provar o afirmado. Tomando o traco na equacao (2.5) e

substituindo em (2.6), obtemos a seguinte relacao

Ry = 2A, (2.7)
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donde vem a motivacao para definigao 2.1, pois as equacoes (2.5) e (2.6) onde Ry = 2A
sao equivalentes a equagao (2.1). A reciproca também é verdadeira, ou seja, se (M, g, u)

é uma métrica estatica, entao a métrica de Lorentzian
g=—u!dt’+g, em X=R x (M —0M),

¢ de FEinstein. De fato, aplicando as féormulas do tensor de Ricci do produto warped

(M x4 R,g), com u € intM, XY tangentes &8 M e V, W tangentes a R, temos que

2
Ricg(X,Y) = Ricg—w
Ricg(X,V) = 0

A,
Ricg(V, W) = —g(V, W)Tu

pois d =1 e Ric®(V, W) = 0. Como
—(Agu)g + VQQU. —uRicg =0,

pois (M, g, u) é uma métrica estatica, segue que

Ricg(X,Y) = —A—ug(X Y) = —A—g(X Y)
Ricg(X,V) = 0=79(X,V)
Ricg(V,W) = ATug(V W),
tomando o traco na equacao (2.1) obtemos que Agu = ] ]ig u. Portanto g é de Einstein
com Ricg = R_g 1@.

Assim, provamos o seguinte resultado de Corvino (2000), que mostra a relacao de

métricas estaticas com os espagos-tempos estaticos em Relatividade Geral.

Proposicao 2.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e u € C*(M) uma fungdo
nao negativa. Entao (M™, g,u) é uma métrica estdtica, se e somente se, a métrica produto

g = —u?dt?+g for de Einstein. (Note que em OM = uw™1(0), a métrica G é degenerada).
Devido a esse resultado, a definicao 2.1 e a definicao abaixo sao equivalentes.

Definigao 2.2. Uma variedade Riemanniana conexa (M™,g), com n > 3 e bordo suave
OM (possivelmente nao vazio) é dita ser estdtica, se existe uma fun¢ao nao negativa w €
C*(M) satisfazendo
uRicg = V2u+ 22ug, em M,
(2.8)
Agu=—20, em M,
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eu 1(0) = OM, onde A € R € uma constante chamada constante cosmoldgica.

Observagao 2.1. Quando A # 0 € possivel tomar um scalign da métrica g de modo
nn-—1
que |A] = % O caso de nosso interesse ¢ o caso em que A > 0, 1.e, A =

nn—1
(T)’ e de acordo com (2.7) tais métricas estdticas possuem curvatura escalar R =

n(n—1). Através dessa normaliza¢do para constante cosmoldgica, somos levados a estudar
0 sequinte sistema.

p

uRicy = VZu+nug, em M
Agu = —nu, em M
Com M compacta e R=n(n—1). (2.9)
u >0, em M—oM
u=0, em oM

O sistema acima € equivalente a (2.8) com algumas suposicoes tornadas mais explicitas.
A seguir, provaremos algumas propriedades béasicas de métricas estaticas.
Proposigao 2.2. Seja (M™, g,u) uma tripla estdtica, entao:
(a) A quantidade |V gul| € localmente constante e positiva em OM.

(b) 0 € valor reqular de .

(¢) O bordo OM € uma hipersuperficie totalmente geodésica em M.
(d) A curvatura escalar Ry € constante em M.
Demonstragao. (a) Como (M, g,u) é uma métrica estatica, entao
—(Aqu)g + Viu—uRicy =0,

ou equivalentemente,
) 9 2A
uRicg = Viu + ——ug,
2A
Agu=——u.
n—1
Dali, obtemos que

) 2A
Véu =1Uu (Rng — mg) ,

como u = 0 em 0M segue que Vzu =0 em OM. Agora, dado X € X(0M), temos que

XIVqul = X(Vqu, Vgu)g = 2((Vau)X, Vau)g =0,
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donde,
(VglvguIQ,X>g = X!Vgu\2 =0, VXeX(oM),

isso implica que V4|V ul? = 0, logo [V4u| é localmente constante em dM. Agora mos-
traremos que |Vgu| é positivo em OM. Suponha que, Vgu(p) = 0 para algum p €
L C OM, e considere v : [0, a] — M uma geodésica nao constante, normalizada que parte
do ponto p, tal que y(t) € int M para 0 < t < € < a. Considerando h(t) = u(y(t))
e 8(t) = Ric(y'(t),y'(t)) — 22;9(y'(t),¥'(t)), temos que h'(t) = (Vqu(y(t)),y'(t)),

derivando h’, e usando o fato de 7y ser geodésica, obtemos

h(t) =(Vauly () (v' (1), v'(t)

=V (uoy)(t)(v'(t),y'(t)

2A

=u(y(t))Ricg(y'(t),y'(t)) —u(v(t))ﬁg(v’(t)m’(t))

=h(t)6(t),
onde na terceira igualdade usamos a primeira equagao do sistema acima. Por outro lado,
h(0) =u(y(0)) =u(p) =0 e h'(0) = V4u(y(0))y'(0) = V4u(p)y'(0) =0,

pois p € L C 0M e V4u(p) = 0 por hipétese. Entao temos o seguinte problema de
Cauchy

h'(0) =0,

que tem como tnica solucao a funcao identicamente nula h = 0 ao longo de vy, mas desde
que Y(t) € int M para 0 < t < € < a, obtemos uma contradi¢ao pois u > 0 em int M.
Portanto |V 4ul é positivo em 0M.

(b) Na demonstracao do item (a) vimos que nao podemos ter Vgu(p) = 0 com u(p) =0,
ou seja, 0 nao pode ser valor critico de u donde segue que é valor regular.

(c) Como 0 ¢ valor regular de u: M — R, entdao u *(0) = OM ¢é uma subvariedade de
dimensao n — 1, ou seja, OM ¢ uma hipersuperficie de M. Dado p € oM e v € T,0M,

considere uma curva c : (0,8) — 0M tal que ¢(0) =p e ¢ (0) = v, como c(t) € dM, entao

u(c(t)) =0 vt €(0,9),
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dai em t = 0, temos que

como Vgu(p) # 0, segue que v L. Vgu(p), como p é arbitrario temos que Vgulagm é um
campo vetorial normal. Com a mesma notacao que usamos na Secao 1.5, a segunda forma

fundamental de 0M em p com respeito ao vetor 1 € (T]C,al\/l)L é dada por
Hy = (—(VxN)T, V)4, X,Y € T,0M,

onde N é uma extensao local de n normal a OM. Mas, como 0M s6 tem uma direcao

normal, temos que Vqu =bN, b € R. Logo
Hy = =b((VxV,Y)g = —bViu(X,Y).

Vimos na demonstragao do item (a) que Véu = 0 em 0M, entao segue que H, = 0 para
toda diregao normal n € (T,0M)+. Assim, a imersdo i: 9M — M é geodésica em M no
ponto p, como p ¢ arbitrario, segue que a imersao i é totalmente geodésica em M.

(d)- Tomando o divergente em (2.1) e fazendo o uso do Corolario 1.1 e da Proposigao 1.13

itens (a) e (b), temos que
div(Viu) — div(uRicy) — div(Agug) = 0,

Ric(Vgu,.) +d(Vgu) —udiv(Ricg) — Ric(Vgu,.) —dVgu =0,
—udivRic = 0,

agora usando a segunda identidade de Bianchi contraida (item (c), Proposi¢ao 1.13),

obtemos

u
—5dRg =0.

Mas, u > 0 em int M, logo dRg = 0 em int M. Como 0M ¢ uma hipersurpeficie de M,
entao OM tem medida nula em M, consequentemente int M= M — 0M é denso em M,
portanto dRy = 0 em toda variedade, dai usando a conexidade de M concluimos que Rq

é constante. O

Agora, iremos relembrar a definicao de funcao analitica real definida em uma variedade
M. Uma cobertura analitica de M™ é uma familia de cartas diferencidveis (Ui, i) de
modo que M = U;U; e, se U;NU; # @ para algum i # j, entao a mudancga de coordenadas

$i 0 ¢;1 ¢ uma funcao analitica em R™. Uma métrica g em M ¢é considerada analitica,
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se existe uma cobertura analitica (Ui, ¢;) de M, tal que a métrica pull-back (¢;')*g é
analitica em R™, para todo i. Analogamente, dizemos que uma funcao f : M — R é
analitica, se existe uma cobertura analitica (Ui, ¢i), tal que fo ¢; : Ui — R é analitica
V 1. Em [16] e [56], os autores mostram que a funcao potencial de uma métrica estatica
¢ uma fungao analitica, além disso em [21] o autor mostra que a métrica g que define
uma solucao estatica também é analitica. Nos proximos capitulos, encontraremos funcoes
analiticas com frequéncia, para demonstracao de alguns resultados sera crucial entender
o comportamento de seus pontos criticos. A este respeito, faremos o uso repetidamente

do resultado a seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada em [51].

Teorema 2.1. Se f € C®(M) ¢ analitica, entao seu conjunto de nivel critico € discreto.

2.2 Exemplos de métricas estaticas com A > 0

Nessa secao apresentaremos exemplos explicitos de métricas estaticas com constante
cosmoldgica positiva. Na dimensao n = 3, esses sao os unicos conhecidos.

Para os exemplos a seguir, convém considerar as notagoes
Unax = max w e MAX(u) ={p € M;u(p) = Umaxl,
para o potencial estatico .

Exemplo 2.1. Um exemplo de tripla estdtica com constante cosmologica positiva e bordo
conezo, € obtido escolhendo (ST, g, u), onde ST € o hemisfério superior de raio 1 em R™,
dotado com a métrica euclidiana g, e w € a funcdo altura u(x) = g(x,en41) V x € ST,
onde ent1 = (0,...,1) € R™ ou seja, w(x) = xni1 V x € ST. De fato, temos que w é
estritamente positiva em ST e anula-se precisamente em 0ST = S™1. Para provar que
tripla (ST, g,u) satisfaz as demais equacoes de (2.9), considere p = (p1,...,Pn+1) € ST,

V a conexdo do R e V a conexdo do hemisfério. Entao

Vxns1(p) = Vxni1(p) + Alp)n(p),

onden € o campo de vetores em R™ normal a ST, ou seja, n(p) =p V p € ST. Mas,

n+1

vxn+1 (P) = Z

j=1

axn+1
an

€ = €eny1-
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Logo, Vxni1(p) = eny1 — A(p)p. Note que,

Xni1 = w(p) = (p,eni1)g = (P, Vxni1(p) + A(p)p)g = Alp),

pois Vxny1(p) € ToST. Assim, Vxni1(p) = ent1 — Xni1p € portanto,
VXn+1 - €n+1 - X'TI—O—IT" (210)
Agora, calcularemos V*xn1. Considere {ey, ..., en} um referencial local, entdo temos

szn—i—l(eka €j) =(Ve, VXni1,€j)g
:<vek(en+1 - Xn+1ﬂ), ej>9

=((Ve, (ens1—xnsm)) ", €5)g,

onde na sequnda igualdade usamos (2.10). Dai, seque que

v2xn+1(€k7 ej) :<Vek(en+1 — Xn1M), ej>g
=— (Ve XniaM, €)g
=— (ex(Xnr1n+ Xmﬁekm €j)g
= —Xn+1(€k, €j)g,
onde na sequnda igualdade usamos o fato de e, 1 ser um campo constante e na ultima o
fato dem = Idsn. Logo,

2
V%Xni1 = —Xn 119

Assim, teremos que

n
AXpiq = Z Vxni1(ei, €;)

i=1
mn
= — Xn+t1 E glei, ei)
i=1
= —MNXn41.

Como ST tem curvatura seccional constante igual a 1, entao ST € uma variedade de

Finstein, donde Ric = (n—1)g. Finalmente, obtemos

uRicy = V2u +nug, em M,

Au = —nu, em M.
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O que prova que (ST, g,u) € uma métrica estdtica com A > 0. De (2.10), temos que

Vu(x) =0 au(x)x = enqt

su(x)(ex) + ... + ens1Xnq1) = enq1

su?(x) =1

SXny1 =1 ouxn =—1.
Como (0,...,—1) & ST, temos que x = (0,...,1) € o wnico ponto critico de w e como
Viu(x) = —g < 0, temos pela Proposicio 1.11, que x = (0,...,1) € tnico ponto de

mdximo de w. Portanto
Unax =1 ¢ MAX(u) ={x=(0,...,1)}.
O

Os proximos trés exemplos a seguir sao os modelos de solugoes rotacionalmente simétricas
para o sistema de equagoes (2.9), tais solugoes tem comportamento diferentes, dependendo
do valor do parametro de massa m que pode variar no intervalo real [0, My ax], COM My ax
definido por

(n—2)"2

Mmax = T (211)

Observagao 2.2. Observamos que para cada 0 < M < Mynax, ¢ equacdo T (1) =0, onde
(1) =1 =12 —2mr® ™ tem exatamente duas solucoes positivas 0 < v_(m) < 1. (m).
De fato, considere

p(r) =1 (r) =12 — 1" —2m,
com 0 <M < Mynax, dat

P =m—-2"2—nr" ! e p’(N=n—-2)n 3" —nn—-1)r" 2

n—?2
Logo, p'(r) = 0 se, e somente se, 7" 3(n—2—nr?) =0, ou seja, T=0 out = —

Nao é dificil verificar que

) _9\ 'z
p// < TL—) — _2n <TL—> < 07
n n

n—2

para todo n > 3. Logo, v = ¢ o unico ponto de mdzimo de p. Como p(0) =

n
—2m < 0, entao para que p tenha exatamente duas raizes positivas é necessdario que

n—2
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ou seja,

Il
—
3
=R
[\)
~
w3
—
L
+
3
| |3
DO
~_

isto €, M < Muax. Além disso, no intervalo [r_(m),r.(m)] a funcao f,.(r) atinge o

mdzimo em to(m) = [(n —2)mlx. Se m = 0, entdo 19(0) = r_(0) =0 e 1,.(0) = 1,
e para M = Muyax tem-se To(Mmax) = T (Mmax) = T4 (Mpax) = (N — 2)/n]%7 pois
fmax([(n_Q)/n]%) =0. ]

Exemplo 2.2 (de Sitter-Schwarzchild (0 < m < My, qx), Figura 2.1 (b)). A solucao de
Sitter-Schwarzchild é definida como

d|x| ® dlx|

M =B(0,r(m))\B(O,rm)) CRY, g =35 &5

+ Ix|*ggn-1,

e fungao potencial dada por

u= \/1 — |x|2 — 2m/|x[>—™,

onde T_(m), T, (m) sdo as duas solucoes positivas de 1 — 1% —2mr>~™. Vimos acima que
para v_(m), v (m) ser real e positivo € necessario que M < Muax. Veremos mais adiante
que a métrica g que a priori esta bem definida apenas no interior de M, se estende até o

bordo. FEsta solucao estdtica tem duas componentes conexas
oM, ={xI=r.(m)} e OM_ ={}x|=r_(m)},

que possuem caracteristicas diferentes, veja (secdo 2.3). Verificaremos agora que

umaxz\/l—< m ) MAX(u):{xeM;|x|:[(n—2)m]%}.

mm ax

Para facilitar os cdlculos podemos escrever u = \/1 —12=2m[r]2 ™, onde v = |x|] €
(r_(m),r.(m)). Seque de (2.14), que o conjunto dos pontos criticos de u, no caso ponto

de mdzimo, € dado por v = x| = [m(n — 2)]n.
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De fato, considere p = [m(n — 2)]% e uma curva ¢ : [0,a] — M tal que c(0) = p e
c’(0) =v. Pela Proposicao 1.10, temos que

d2
(V2u)p (v, v) =5 (wo e} (t) oo -

Apds alguns cdlculos, obtemos que

w?  (pv—[m(n—2)]%v)(—pv+ m(n —2)p>—™v)

(VAulyp(v.v) == Jrs + Wi(p)
B 2 (pv — m(n — 2)]%\))(—1)\) + mn— 2)]%\))
— +
u(p) u?(p)
. w? (—pv+m(n— 2)]wv)>?
 u(p) u?(p)
<0.

Pela Proposi¢ao 1.11, concluimos que o ponto de mdzimo de w satisfaz p = |x| = [m(n —
Nw, dai

MAX(w) = {x € M; i = [(n = 2)m]+ |
Assim M\ MAX(u) tem exatamente duas componentes conexas, M. com bordo OM | e

M_ com bordo OM_.

Agora, calcularemos o mdzimo de w

-

Umay = u(fm(n — 2)1%) =y/1— 2m (fm(n — 2)14)> " = fm(n — 2)]3

I
$
|
3o
VR
o
|
o
3
b
~~
3=

Il
[S—
|
3
7 N\
3
o | =}
ol =
3
.
~_
=
EIS

como desejado. U

Convém destacar que o modelo descrito acima possui uma generalizacao, onde as

fibras esféricas sao substituidas por alguma variedade de Einstein (E™!, ggn-1), é comum
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encontrar na literatura tal variedade de Einstein sendo a esfera S™! munida com sua
métrica canonica (S"!, ggn-1), a tripla obtida ainda é uma tripla estdtica com A > 0,

como mostraremos a seguir.

Exemplo 2.3 (de Sitter-Schwarzchild generalizado com massa 0 < m < Myax). 4

solucao de Sitter-Schwarzchild generalizado é definida como

B dr?
M= (r(m),ri(m)) xS*, g=-— ST +1ggn 1,

e funcgao potencial dada por

u(r) =v1—2mr2—"mn —r2,

onde 0 < v_(m) < ry(m) sdo as duas raizes positivas de w e ggn-1 denota a métrica
canonica da esfera unitdria S*'. Nesse caso, (M, g,u) é uma tripla estdtica com A\ > 0.
De fato, definindo a métrica

g =dr’ + ¢(r)?gsn 1,

onde ¢(r) =11 —mr2—" — 12 podemos escrever a métrica g como
g=(1—2mr* ™ —1%)7'g,
logo g e g sao duas métricas conformes. Afim de facilitar os cdlculos, escrevemos
e = (1 —2mr¥ " —rH) (2.12)

isso implica que h = In(r) —In(d(r)). Para o que seque-se, considere {€; = 0T, €, ..., €n}
um referencial ortonormal local para (M, g), com {€i}i>2 tangentes a esfera S*'. Dai,
temos que {e; = e "Or,...,e, = e "é,} € um referencial ortonormal para (M, g). Note

que, de (2.12) obtemos

e "=u=+v1-2mrzm —12 (2.13)

Denotando por V9u e V9u o gradiente de w com respeito as métricas g e § respectiva-

mente, temos que

oM —2)rt T —r

Viu=e "Viu=c¢
e_h

or=(mMn—2)r""" —1)ey, (2.14)
onde na primeira igualdade usamos a Proposi¢cao 1.23 e na sequnda usamos (2.13). Agora
calculemos o hessiano de w na métrica g

Viuley €) =(VZ (m(n—2)"" —rles, e)q

=ei(m(n—2)r'" ™ —1){ey, €)4

+ (m(n - 2)1‘17“ - T‘) <vgiela ei)gu
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dat,
Viuley, e) =ei(m(n—2)r'™™ —1)(ey, )4
+(mn—2)r""" —1)(Vie, &)g.
Fazendo o uso da Proposi¢cao 1.24, obtemos
Vzu(ei, ej) =ei(m(n—2)r' ™ —1)(e, €4
+(mn—2)r' ™ —1){(Vudr, &) g + & (h)(e1, &)g

+ eﬂh)(éi, éj>§ — uh’(éi, aT>§<aT, éj)g},

onde no primeiro e ultimo termo dentro do parénteses, usamos o fato que e, = e "or =

uor. Logo
Véu(ei, e;) =ei(m(n—2)r' ™ —1) (e, €5)4
+ (m(n —2)r' " — 1){E (W) (91, &) + w(VEdr, &)g
+ éi(h)<€1, éj)g + eﬂh)(éi, éj>§ — U.h,<éi, ar>g<a1’, é]‘>§}.
Em particular, para i,j > 2 obtemos
V2uler ¢) = (min—2)r' " — 1) {u(Vgiar, &)+ er(h)§(&:, éj)} . (2.15)

Pelo item (2) da Proposi¢ao 1.28, temos que
(I)/

Vgi or = gei,
. L ¢ . L -
para todo i,j = 2. Como ey (h) = o E u, entao substituindo essas duas ultimas

igualdades em (2.15), obtemos uma expressao mais simplificada para Véu(ei,ej) com
1,7 = 2, a saber,

Viu(ei ¢) = (m(n—2)r " — 1ugy;. (2.16)
Usando (2.16), temos que
Agu=Viu(e;, e) + (mn—2)r ™ —1u(n—1)
= (mm—2)r"""—1)+ (mn—=2)r'"""—r){u' +uh’ + e;(h) —uh'}

+(mn—-2)r"—1un-—1)
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onde na terceira igualdade acima, usamos novamente o fato que e; = udr e V3, 0r = 0.

Portanto, obtemos

1 !/
Agu=-nu+ (mn—2)r" " —r) {u’ + (— _urmu ) u} = —nu. (2.17)
T T™>w
Assim, para i,j = 2, temos que
— (Agu)gij + Véu(ei, ej) = (MM —2)r " +n—1)ugy. (2.18)

Agora, basta verificar que
Ricg(ei, ) = (mn—2)r " +n—1)gy.

Pelo que vimos na Secao 1.6, temos que as curvaturas de Ricci nas métricas g e g se

relacionam da sequinte forma

Ricy(ei, ej) =Ricg(ei, e5) — (n — Z)V%h(ei, ej) +(n— 2)V§ihvgjh

—(Agh+ (n—2)[Vgh*)g(ei, ).
Mas para i,j = 2, temos que

Ricg(ei, 6]') = Rng(ei, ej) — (TL — Q)V%h(el, ej) — (Agh+ (TL — 2)’Vgh|2)g(€1, e]-).

2h

Como e 2" =u?, podemos reescrever a expressio acima como

Rng(ei, €j) = LL2 {Rng(éi, é]) + (2 — n)V%h(él, é)) + (—Agh + (2 — n)|v§h’2)g(él, é))} .
(2.19)
Agora, calculemos os termos da expressao acima separadamente, comecamos pelo cdlculo

do Ricci de M na métrica g. Para i,j > 2, temos pelo item (3) da Proposi¢ao 1.30, que

g 2
Ricg(é:, &;) = Ric®™ ' (&;, &) — §(&, &;) {%b +(n—2) W;(f'@ } , (2.20)

onde A} € o laplaciano de ¢ em (r_(m),r.(m)). Como S™ 1 com a métrica canonica é

de Finstein, entao

n—1

Ric®" (&, &) = (n—2)ggn1(&, &;).
Mas, para i,j > 2, temos que §(&;,8;) = ¢p>gsn-1(&1, €;). Assim, obtemos a igualdade

(“d;z)g(éi, &), (2.21)

n—1

RiCS (éi, é]) =
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Por outro lado,

Ad = div(Vd) =div(d'r)
=¢'div(0r) + dr ® dr(V’, or)

=’ Z dr ® dr(Ve,0or, &) + ¢,

i=1
logo,
Ad =", (2.22)
Substituindo (2.21) e (2.22) em (2.20), temos que
Ricy (&, &) = {—%f +(n—2) (1 _d)‘f?)} ) (2.23)

1 !/
para todo i,j = 2. Como Vgh = <; — %) or, entao

Vih(e;, &) = & (1 - (ﬂ) (or.¢)g + (% - (L/) (VT &)g.

¢ ¢
Fazendo uso do item (2) da Proposicao 1.28, obtemos
R 1 o'\ ., .
Vih(e, &) = (; — 5) Eg(ei:e]’)a (2.24)

para todo i,j = 2. Logo,

ho 2 L_ee o
Agh = Vzh(0r,0or) + (r o) (n—1)
Como V3.0t =0, obtemos que
L 1 (b// q)/ 2 d)/

Agh = R (m—2) < . ) +(n 1)T¢. (2.25)

Finalmente, € facil ver que
o L () 2
IVgh|* = = + o e (2.26)

Portanto, substituindo (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26) em (2.19) e fazendo algumas sim-

plificagoes, obtemos

—92 _ /
Rng(ei,ej)ZUQ{n _I S—E}Q(Qi,ei),

$? LSS
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para todo i,j > 2. Como ¢ = ru =1v/1—2mr2—" — 12, temos

Ricg (e, ;) :%2 {n —2—-n-3)(1—-2mr* " —1?) — Cb;dl} glei, e)
:rl? n—2—n-2)1-2mr* ™ —7%) — (mn—2)r* " —1%)} g(ei, &),
logo,

Ricg(ei,e5) = (mr "(n—2)+n —1)g(ey, €;). (2.27)
Portanto, por (2.17), (2.18) e (2.27), temos que
uRicy(ei, e5) = Véu— (Agu)gij,

para todo 1,j = 2. Destacamos que os demais casos sao feitos de maneira andloga. Cla-

ramente, w > 0 em int M e se anula nas duas componentes do bordo
oM, ={r=r,(m)}eoM_:={r=r_(m)}.
Portanto, provamos que (M, g, u) € solu¢do para o sistema (2.9). O

Observagao 2.3. A métrica g do exemplo acima que a priori estd bem definida apenas
no int M pode ser estendida até o bordo OM = oM UOM _. De fato, como vimos acima,
a métrica g do de Sitter-Schwarschild é dada por

B dr?
Cl—2mr2nh—

2
g 2 +T7ggn-1.

Considere V : (r_(m),r.(m)) x S*1 = R definida por

[N

V(r) = (1—2mr* " —1?)

Observe que, V € uma funcdo positiva, jd que (r_m, . (m)) = {r > 0; 1—2mr?> "—12 > 0}.
Agora considere

F(r) = J (1—2mrt> ™ —+t2) 24t,
pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

dF
dr

Nl

_ 1
_ _ 2-—mn _ .2 _
= (1 mr T ) = Vi) > 0.

Além disso, pelo Teorema da Fung¢ao Inversa, existe uma funcgao f: (0,b) — (r_(m),r,(m))

que € a inversa de F. Pela continuidade da f, podemos estende-la fazendo

f(0) =r_(m) e f(b) =r,(m).
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Assim, pondo s = F(r), temos que

f(s) =1 =dr =f'(s)ds = dr’* =

Portanto, podemos reescrever g da sequinte forma
g = ds® + f(s)gsn 1,
que estd definida em [0,b] x ST

Exemplo 2.4 (Solucdo de Sitter ( espago forma esférico, m = 0), Figura 2.1 (a)). 4
solucao de Sitter € definida como sendo a tripla

 — d d
(M =B(0,1) CR", g= M + [x|*ggn1, u=+/1— |x|2) ) (2.28)

1—1x[]?
Esse modelo de solugdo para (2.9) pode ser wvista como o limite da solu¢do de Sitter-
Schwarzchild, descrita no exemplo 2.2, quando m — 0. A solucao de Sitter € tal que o
mdaximo da fungao potencial € atingido na origem, Umax = 1 € possui bordo conexo. A
métrica g, que a priori estd bem definida apenas no interior de M —{0}, estende-se até o

bordo e a origem.

Um fato interessante e de grande relevancia na exposicao dos principais modelos de
métricas estaticas com constante cosmologica positiva, diz respeito ao fato que a solucao
de Sitter (2.28) é isométrica a tripla estatica (ST, gsn,u = Xn41). Para verificar isso,

definiremos primeiramente o conceito de isometria entre métricas estaticas.

Definicao 2.3. Sejam (M, go, 1) e (M, go, 1) duas triplas estdticas. Diz-se que, (M, go, 1)
e (M, go, 1) sdo isométricas, se existe uma isometria F: (M, go) — (M, q) tal que, a me-

nos de uma normalizacao de w, tem-se que w=1uo F.
Fato 2.1. A solugao de Sitter (2.28) € isométrica a tripla estdtica (ST, gsn, Xn1)-

Demonstracao. Em R™ n > 2, todo ponto x’ # 0 pode ser representado em coordenadas

polares (r,0), onde r = |x/| > 0 é o raio polare 0 := |:—:‘ € S™ 1 é o angulo polar. Através

da identidade x" = 10, as coordenadas cartesianas xi,...,x/, podem ser expressas nas

coordenadas polares 1,01, ...,0,,_1 da seguinte forma

x| =7f(0y,...,0" 1), i=1,...,n,
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onde f' sdao as x!—coordenadas em R do ponto 6 € S™!. Claramente, f!,...,f™ sdo
funcoes de 04, ...,0,,_1 €

2+ .+ ()2 =1

Como pode ser facilmente visto em Grigor’yan [28], a métrica euclidiana pode ser expressa

em coordenadas polares, da forma
grn = dT2 + T‘QgS“*H

onde ggn-1 = Y i (dft)?. Agora, iremos introduzir um sistema de coordenadas polares
em S™. Sejam p e q o polo sul e o polo norte da esfera S™, respectivamente. Para todo

ponto x € S™ \ {p, q}, seja r € (0,71) e 6 € S*!, tal que

COST =Xn41, € 0=—,
[x’|

onde x’ é a projecao do ponto x em R™. Claramente o raio polar r é o angulo entre os
vetores posi¢ao de x e p, e T pode ser também considerado como a latitude do ponto
x a partir do polo. O angulo polar 0 pode ser considerado como a longitude do ponto
x. Obviamente, para todo ponto x € S™\ {p, q}, temos |x’| = sinr, donde x" = (sinT)0.
Entao, as coordenadas cartesianas Xi, ..., Xn 41 do ponto x podem ser expressas da seguinte
forma

Xi = Sin‘rfl(el, ceny Gn_l), 1= ]_, ., N,
Xn41 — COST,

onde f' sdo as funcoes definidas acima. Assim, considere a funcao diferencidvel

F:B(0,1) \ {0} — ST\ {p},

definida por
F(Xla "'7XTL) = (le v Xy 1— |X|2)7

onde
Xi = sin (0, ... 0,0 1), i=1,..n 1€ (0,725). (2.29)
A funcao F possui inversa G : ST \ {p} — B(0, 1) \ {0} diferencidvel dada por

G(Xla "'7XT1+1) = (Xh -"7X'TL)7
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onde x; ¢ dada por (2.29) e xn41 = cost, v € (0, ). Portanto, F é um difeomorfismo e
F*(gsn) =F*((dx")?* + ... 4+ (a&x™"1)?)

(f' cosrdr + sin rdf')? 4 sin? rdr?

e

,ﬂ
I
-

((f*)? cos® rdr? + sin® r(df')?) + Z(sin rcostdr)(fldf!)

i=1

M-

,_..
I

+
Mj —

(f'df')(sinr cosrdr) + sin® rdr?.

i=1

Como,
2+ .+ (™2 =1,
entao
Y fldf =0
i=1
Logo,

F*(gsn) =cos? rdr? + sin’r Z(dfi)2 + sin? rdr?

i=1

=dr? + sin® rggn 1.

dix|®d|x|

e T Ix[2gsn-1, como

Por outro lado, a métrica de Sitter é tal que g =
n
x|* = sin2rZ(fl)2 = sin?,
i=1
segue que F*(gsn) = g. Finalmente, de /1 — [x|?> = xn41 o F, concluimos que a solucao

de Sitter (2.28) é isométrica a tripla estatica (ST, gsn, Xni1)- m

Exemplo 2.5 (Solucao Nariai (Cilindro redondo compacto, m = m, ) Figura 2.1 (c)).

A solugdo Nariai € definida como sendo a tripla
1
<M = [0, x S"!, g= o [dr ® dr + (n — 2)ggn1], u= sen(r)) . (2.30)

Esse modelo de solu¢do para (2.9) pode ser visto como sendo o limite da solugdo de Sitter-
Schwarzschild quando o parametro m se aproxima de My, qax, 1550 foi mostrado paran =3
em [26] e para todas as dimensoes n > 3 em [12]. Nesse caso, temos que Umax = 1 €

MAX(u) = {5} x S*1. Além disso, o bordo de M

oM = {0} % Snfl U {7_(} % Sn717
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tem duas componentes conexas. Mostraremos que de fato (2.30) € uma solucdao para (2.9).

Considere § = dr® + (n—2)ggn-1, entdo g = %g, logo g é uma métrica conforme a g com

fator de conformidade e*" = %, onde h = —%ln(n). Seja {€; = Or, ey, ..., e} um refe-
rencial ortonormal para (M, §) com {€i}i2 tangente a S*', entio {e; = e "eéy,...,en =
e e} € um referencial ortonormal para (M, g). Assim temos

Vou=e "Vzu=mncos(r)or. (2.31)

Pelo que vimos na se¢ao de métricas conformes,
VY = VIV,
para todo X, Y € M. Assim,

Vzu(ei, ej) :(vgivgu, €j)g
=(VZ (ncos(r)0r), ej)4
=ei(ncos(r)) (37, ej)g + ncos(r)(VE,r, ¢)),

= — nsin(r)(dr, )4 (0T, €5) g + M cos(r) (VI 0T, €5).

Agora, como § = dr? + $?(r)ggn—1 onde G(r) = /1 — 2 para todo v € M, seque do item
(2) da Proposi¢ao 1.28, que

vior=0,
dat,
Viu(ei, e) = —nsin(r)(r, ei) 4 (01, €j) 4, (2.32)
tomando o traco, temos que
Agu = —nsin(r). (2.33)
Como h = —MT(M ¢ constante, entao usando a Proposicao 1.26, obtemos

Ricg(ei, e5) = Ricg(ei, €;),

2h

mas e " =mn, dai

Rng(ei, e)-) = T'LRng(éi, é)) (234)

Pelo item (3) da Proposi¢cao 1.30, obtemos

Ricg (i, &) = Ric™" (&, &)). (2.35)
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Como S™ ! com a métrica canonica é de Einstein entdo

Ric®™" ' (&, &) =(n — 2)gen 1(&1, &),

mas para i,j = 2, vale
g(éi, é]) = (T‘L — 2)g§n71(é1‘_7 é)'),

portanto, para i,j = 2, temos que
Ric®™ (&5, ¢) = §(é1, &) (2.36)
Substituindo (2.36) em (2.35), obtemos
Ricg (€, &) = g(ei, €;), (2.37)
para todo 1,j) > 2. Pelos demais itens da Proposi¢ao 1.30 obtemos que
Ricg(€é1,€) =0, (2.38)

para todo i > 1. Portanto, de (2.37|) e (2.38) deduzimos que a expressio do tensor de

Ricci de M na métrica g tem a sequinte expressao
Ricg = —dr* +g. (2.39)

Seque dai e de (2.34) que
Ricy = —ndr’ + ng. (2.40)

Agora analisaremos os casos,

e Caso 1: 2 <1i,j < n. Nesse caso, temos por (2.32) e (2.40), que
Vzu’(ehe)') :OJ Ricg(ehej) :ng(eiue]')a
assim, seque de (2.33) que

uRicy(ei, e5) — Vzu(ei, ej) + Aug(ei, e5) = nugy; —nugyy; = 0.

e (Caso 2: 1=j = 1. Nesse caso temos que Ricg(ei, e5) =0 e V%u = —nu, logo

uRicg(ei, e5) — Vzu(ei, ej;) + Agqug(ei, e5) =nu—nu=0.
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e Caso 3: 1=1 ej > 2. Nesse caso, é imediato ver que
V2 (ei, e5) = Ricg(ei, e5) =0,

assim

URicg(ei, e5) — Viules, e5) + Agug(es, e5) = 0.

Como u = sin(r) > 0 em M comu =0 em OM = {0} x S* L U {m} x S*!, seque que

(2.30) € solugao para (2.9). O

<> T

(a) de Sitter (b) Schwarzschild-de Sitter (c) Nariai

Figura 2.1: Solugdes rotacionalmente simétricas para o problema (2.9).
O ponto vermelho e as linhas vermelhas representam o conjunto MAX(u) para os trés

modelos.

2.3 Gravidade superficial e massa virtual

Vimos na segao anterior que a quantidade |Vu| é localmente constante e positiva em
OM. As componentes conexas de OM sao chamadas de horizontes, no caso em que A > 0,
veremos que os horizontes sao divididos em trés classes, horizontes do tipo buraco negro,
do tipo cilindrico e do tipo cosmoldgico. O valor de |[Vu| em um determinado horizonte
da origem a importante nocao de gravidade superficial. A este respeito, é importante
notar que por um lado as equagoes em (2.8) sdo invariantes por rescaling do potencial
estatico, enquanto que, por outro lado, o valor de |Vu| depende fortemente de tal escolha.
Portanto, para lidar com objetos significativos, os autores em [6] notaram que era preciso
remover essa ambiguidade, fixando uma normalizacao da funcao w. Isso foi feito de ma-
neiras diferentes, dependendo do sinal da constante cosmoldgica, bem como de algumas

suposicoes geométricas naturais.
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e No caso em que A > 0 e M é compacta, que é o caso de interesse dessa dissertacao, a

gravidade de superficie de um horizonte ¥ C 0M ¢ definida como sendo a quantidade

K(Z) = Vulx

 maxpm u’
Essa definicao coincide com uma sugerida em [9] e [43]. Claro, normalizando u de

modo que maxy, u = 1, a definicao acima se reduz a

K(Z) = [Vuls.

e No caso em que A =0 e (M, g,u) é assintoticamente plana com potencial estético

limitado, a gravidade superficial de um horizonte ¥ C 9M ¢é definida como

. Vulx

K(X) = )
supp U

Novamente, sob a normalizacao usual supy, u = 1, a definicao acima se reduz a

K(Z) = [Vuls.

e No caso em que A < 0 e (M, g,u) é uma solucao estatica compactamente conforme,
de modo que a curvatura escalar R%M da métrica induzida por (a extensdo suave)
de g = u?g na fronteira do infinito 0,,M é uma constante nao-nula. Nesse caso, a
gravidade superficial de um horizonte £ C 9M ¢é definida como

[Vuls

nRoM
2(n—2)A

K(X) =

Nesse caso, de acordo com [[19], secao VII|, uma normalizacao natural para o po-

tencial estatico é aquela para o qual, sob as premissas acima, se tem que o valor
o —2(n—2)A .

da constante de |[R%=M| coincide com %, tendo fixado este valor, a gravidade

superficial pode ser calculada como

K(Z) = [Vuls.

Os conceitos de variedade assintoticamente plana e compactamente conforme, bem como
uma motivacdo para as normalizacoes acima podem ser encontradas no apéndice em [6].
Veja também secoes 2.1.2, 2.1.3 e 2.1.4 de [7].

Antes de prosseguir, faremos alguns comentarios sobre a nogao de gravidade superficial.

No caso newtoniano, esse termo se refere a aceleracao devido a gravidade que todos os
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objetos que estao na superficie de um grande objeto ou préximo a ela experimentam. E
a gravidade da superficie, por exemplo, que nos puxa, assim como os objetos ao nosso
redor, em direcao ao centro da Terra. No caso newtoniano, a gravidade superficial pode
ser muito bem compreendida e calculada através de duas leis na fisica, ambas criadas por
Isaac Newton, uma delas é a Lei da Gravitagao Universal que diz que a forca gravitacional
entre corpos que apresentem massa é sempre atrativa e pode ser calculada com base na

expressao
GMm

T2

F , (2.41)

onde F é a forca de atracao gravitacional ou forca peso (N), G é a constante gravita-
cional universal (G = 6,674.107"'m?kg~!s72), m e M sdo as massas dos corpos (kg),
e r é a distancia entre os corpos (m). A outra lei de Newton que consideraremos é a
Sequnda Lei de Movimento. Essa lei nos diz que a forca resultante em um objeto é igual

a massa do objeto multiplicada por sua aceleragao, ou seja,
Fr = m.a, (2.42)

essa forca resultante agindo sobre um determinado objeto de massa m, também é inter-
pretada na literatura fisica como sendo a forca gravitacional que tal objeto experimenta
entre si mesmo e algum outro objeto de massa maior M. Em outras palavras, imaginamos
que essas duas massas m e M, sdo as tnicas massas no universo. Nesse caso, a Unica forca
agindo sobre essa massa menor € a forca gravitacional entre ela e a maior. E nesse sentido
que diz-se que a forga resultante atuando sobre a massa m é igual a forca gravitacional
sobre ela. Com isso, através de (2.41) e (2.42), é possivel obter uma expressao para o

calculo da aceleracao gravitacional (g) da massa m

_ GM

g= : (2.43)

T2
essa aceleracao experimentada pela massa menor m nao depende de m, mas sim da
posicao que este objeto de massa m se encontra em relacao a massa maior M. Com isso,
fica entendido o fato de que todos os objetos préximos a superficie de um grande objeto
caem na mesma taxa, independente da sua massa. Segue de (2.43), o conhecido valor
de g = 9,8m/s? para a gravidade da Terra, de 2,53g para gravidade de Jupiter e de
28,02g para gravidade do Sol. Mas no caso de buracos negros, a gravidade de superficie

newtoniana nao ¢ mais um conceito significativo, uma vez que se torna infinito quando
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calculada no horizonte. Com isso, somos levados a introduzir um conceito relativistico da
gravidade superficial. A Teoria da Relatividade desenvolvida por Einstein em 1915, teve
como principal objetivo esclarecer algumas lacunas deixadas pelas leis de Newton, trata-
se de um conjunto de hipdteses que generaliza a lei de gravitagao universal de Newton,
fornecendo uma descricao unificada da gravidade como uma propriedade geométrica do
espaco e do tempo, ou espago-tempo, as equagoes da relatividade sugerem que a geometria
do espago-tempo é alterada na presenca de objetos muito massivos, como planetas, estrelas
e buracos negros. Na Teoria da Relatividade, gravidade superficial é naturalmente definida

em horizontes de Killing cuja definicao traremos agora.

Definicao 2.4. Seja (X,y) um espaco-tempo estdtico no vdcuo com dimensao (n + 1).
Suponha que exista um campo vetorial de Killing K em X, ou seja, Lxy =0 em X. Um
horizonte de Killing S C X, € uma hipersuperficie nula n-dimensional, invariante sob o
fluxo de K, de modo que

KE =0eK#0, emS.

Definicao 2.5. A gravidade de superficie de um horizonte de Killing S é definida como

sendo a quantidade K que satisfaz
2kK]s = —(VIKE)ls. (2.44)

A priori, k é uma funcao em S, mas pode-se mostrar que Kk é constante em qualquer
horizonte de Killing S, isso pode ser visto em [3] ou [[31], Teorema 7.1]. No que diz
respeito a interpretacao fisica da definicao acima, é provado na secao 2.1.2 de [7] que a
gravidade superficial mede a aceleracao experimentada ao longo das curvas integrais de
K no horizonte de Killing S.

A proposicao seguinte dd uma férmula alternativa para calcular a superficie de gravi-

dade de um horizonte de Killing.

Proposicao 2.3. Seja S um horizonte de Killing em relacdo ao campo de Killing K. A

gravidade superficial de S pode ser explicitamente calculada como
> _Lowkp 2.45
K ——5(’ |y)|s- (2.45)

Demonstracao. Veja Proposicao 2.1.1 de [7]. O
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Deve-se notar que o valor de k em 2.44 e 2.45 muda quando redimensionamos o vetor
de Killing K. Portanto, para que a nocao de gravidade superficial seja de algum interesse,
isso deve ser corrigido, fixando uma normalizacao, isso é feito em [7]. O leitor atento deve
ter observado que no inicio dessa secao demos uma definigdo para gravidade superficial
no caso estatico e depois introduzimos a defini¢cao geral de gravidade superficial, porém
as duas definicoes sao coerentes, isso é mostrado na secao 2.1.4 de [7], as escolhas das
normalizagoes no inicio da secao sao feitas daquela forma, exatamente para que ambas as
defini¢oes coincidam no caso estatico.

Tendo isso em mente, ndo é surpreendente que o comportamento de |Vu/, seja nos
horizontes ou ao longo das extremidades geométricas de uma solucao estatica, pode ser
colocado como um aspecto de massa da prépria solucdo. No caso em que (M, g,u) é
uma solugao estética para (2.8) com A = 0 e assintoticamente plana, existe a nogao (tipo

newtoniana) de massa que por [6] e [7] pode ser calculada de duas maneiras

1

m(M, g,u) = m— 25|

J [Vuldo = 1imRH+OOJ‘ (Vu,v)do,
oM

1
(n—2)[S™1 Sk
onde Sk é uma esfera euclidiana de raio R e v o campo normal unitério apontando para
fora de Sg. Em ([5] , férmula (4)) foi provado que a definigdo acima concorda com a nogao
de massa ADM da variedade assintoticamente plana (M, g), que de acordo com [2] e [4]

¢é definida como

Mapbm(m,g) =

1
2(n— Dis™ | A

0gij 0Gii \ i
limg_, E 2 _ 2 ydo
+00 - -
— \ dxt X 7
j
onde {x'}I*_, ¢ um sistema de coordenadas em R™. Observe que quando dM é nao vazio e
conexo, a gravidade da superficie e a massa sao proporcionais entre si. Em resumo, para

uma solu¢ao assintoticamente plana de (2.8) com A = 0, com bordo compacto e conexo

OM, temos que
[OM]
(n—2)[S"|

Para mais informagoes sobre a massa ADM sugerimos o leitor as referéncias [48] e [49].

K(OM) = mapm(m,g). (2.46)

No caso em que (M, g,u) é solugao para 2.8 com A < 0 e (M, g) é assintoticamente
hiperbdlica (ver definigao 1.2.11 em [7]), também ha uma nocao de massa bastante com-
preendida (veja [17] e [52]). Para o caso em que (M, g,u) é uma solugdo para (2.9), nao
havia uma nocao de massa bem definida, foi a partir dos casos acima que os autores em

[6] se motivaram a definir uma nocgao de massa para solugoes estaticas com constante
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cosmoldgica positiva. Tal massa é chamada de massa virtual cuja definicao veremos um
pouco mais adiante. Na literatura fisica, ha um consenso geral sobre o fato de que o
parametro de massa m que aparece nos exemplos modelos de métricas estaticas, deve ser
fisicamente interpretado como a massa da solucao. Com isso, os exemplos de métricas
estaticas com A > 0 listados na secao anterior, que sao os exemplos explicitos existentes
até o momento, serviram de referéncia para os autores em [6] definir o conceito de massa
virtual de uma solucao (M, g, u) de (2.9). Por esta razao, é util introduzir desde agora as
fungoes ky e k_, cujos gréficos sao tracados para n = 3, na figura 2.2. Elas representam
as gravidades superficiais das solugoes do modelo como fungoes do parametro de massa

m.

Definicao 2.6. A funcao de gravidade da superficie externa

ki 1[0, Mpax) — [1,v/1), (2.47)
¢ definida por
1, sem =0,
ki (m) = \/ri(m) [1—(n— 2)m2r;“(m)]27 s 0 < T < M.
1- (711:1lax)H

onde T, (M) é a maior solucdo positiva para 1 — 1% — 2mr?>~" = (.

Observamos que, k. (m) nada mais é que o valor da constante de Ml om {|x| = . (m)}

Umax

para a solugao de Sitter-Schwarzschild com parametro de massa igual a m. Observamos

também que k; é continuo, estritamente crescente e k, — y/n, quando m — m;,, ..

Definicao 2.7. A funcao de gravidade da superficie interna

k2 (0, Mmax] = [N, 400), (2.48)
¢ definida por
v, se M = My qx,
k_(m) = \/ra(m) [1 1— (TE —]112)1;1:1“_“(111)]27 se 0 < M < Moo,

onde T_(m) é a menor solucao positiva para 1 — 1% — 2mr?=™ = (.
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Observamos que o valor de k_(m), onde 0 < m < My,qx, Nada mais é que o valor da
\v4 ~ . . ~

constante % em {|x| = r_(m)} para a solucao de Sitter-Schwarzschild com parametro
max

de massa igual a m. Também observamos que, k_ é continuo, estritamente decrescente e

k_(m) — 400, quando m — 0.

[Vl
WUmax

Figura 2.2: Grafico das gravidades superficiais das componentes conexas do bordo da

solucao de Sitter-Schwarzschild como fungoes da massa para n = 3.

A parte do grafico que esta de vermelho representa a gravidade da superficie do bordo
oM, = {r =r,(m)}, enquanto que a parte superior que esta de azul representa a gravi-
dade da superficie do bordo OM_ = {r = r_(m)}. Observe que, para m = 0 recuperamos
o valor constante |Vu| = 1 da gravidade superficial no bordo da solucao de Sitter. Ou-
tra situacao especial é quando m = m4x. Neste caso, o grafico atribui My, qx = ﬁg
alcancado pela gravidade da superficie em ambas as componentes conexas do bordo da
solugao Nariai.

Antes de apresentarmos a nocao de massa virtual, é necessario introduzir alguns con-

ceitos.

Definigao 2.8. Seja (M, g, u) uma solugdo para (2.9). Um horizonte £ C OM é:
e Do tipo cosmoldgico, se k(L) < /M
e Do tipo buraco negro, se k(LX) > \/n;

e Do tipo cilindrico, se k(L) = /1,



Capitulo 2. Meétricas estaticas 73

onde k(X) = ‘XL& ¢ a gravidade superficial de X.

max

Definig¢ao 2.9. Uma componente conexa N de M\MAX(u) € chamado de:

e Uma regiao externa, se todos os seus horizontes forem do tipo cosmoldgico, ou seja,

S€

max K(X) < y/n.

ZETIQ(aN)

e Uma regiao interna, se tiver pelo menos um horizonte do tipo buraco negro, ou seja,

se

max K(Z) > /n.

Temy(dN)
e Uma regiao cilindrica, se nao houver horizontes do tipo buraco negro e houver pelo
menos um horizonte cilindrico, ou seja, se

max K(X)=+/n.

Tem(dN)

Observagao 2.4. Na solugao de Sitter 2.28 temos que |Vu| = 1 em 0M, portanto de
acordo com a Definicao 2.8, tem-se que esse horizonte é do tipo cosmologico. Na solugao

de Sitter-Schwarzschild, a gravidade superficial satisfaz

cOM,) =M m) < Vi em oML
K(OM_) :JLV‘” — % (m) >N em dM_,

para 0 < M < Muax. Assim, de acordo com a Definicao 2.8, tem-se que OM, € do
tipo cosmologico, enquanto que OM_ € do tipo buraco-negro. Vimos no exemplo 2.2 que
M\ MAX(u) tem exatamente duas componentes conexas, M, com bordo OM, e M_
com bordo OM_. Portanto, pela Definicao 2.9, tem-se que M € uma regido externa,

enquanto que M_ € uma regiao interna. No caso da solu¢ao Nariai 2.30, temos que
Vul=vn em IM ={0} x S" ' U{m} x S*L.

Logo as duas componentes de bordo {0} x S*1 e {mt} x S*! sdo do tipo cilindrico. E pela
definicao acima, tem-se também que as duas componentes conexas de M\ MAX(u) sdo

regioes cilindricas.
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Apresentaremos agora o conceito de massa virtual de uma determinada componente

conexa de M\ MAX(u).

Definicao 2.10. Seja (M, g,u) uma solug¢ao de (2.9) e N uma componente conexa de
M\ MAX(u). A massa virtual de N € denotada por w(N, g,u) e € definida da sequinte

forma:

(i) Se N € uma regiago externa, entio definimos

u(N, g, u) = k! (max IVuI) , (2.49)

ON  Upmax

onde k' € a inversa da fungdo de gravidade da superficie externa k. definida em

2.47.

(ii) Se N € uma regido interna, entao definimos

uw(N,g,u) =k* <IT61%X IuVuI) : (2.50)

onde kK= € a inversa da funcdao gravidade da superficie interna k_ definida em 2.48.

Em outras palavras, a massa virtual de uma componente conexa N de M \ MAX(u)
pode ser pensada como a massa (parametro) de uma solugdo modelo que seria responsavel
pelo (o méximo da) gravidade da superficie calculada em ON. Nesse sentido, as solugoes
rotacionalmente simétricas descritas na secao 2.2 desempenham aqui o papel de referéncia.
E f4cil ver que se (M, g,u) é o de Sitter, ou de Sitter-Schwarzschild, ou a solugao Nariai,
entao a massa virtual coincide com o parametro de massa explicito m que aparece na

secao 2.2.



Capitulo 3

Resultados auxiliares

Nesse capitulo apresentaremos resultados auxiliares que serao usados nas demons-

tragoes dos teoremas do préoximo capitulo.

3.1 Lema de Reilly

Uma importante caracterizacao de esferas entre a classe de variedades Riemannianas
compactas e conexas é dada por Obata em [41], a saber, uma condi¢do necesséaria e
suficiente para uma variedade Riemanniana (M", g) completa ser isométrica a uma esfera

S™(c) deve ser, a existéncia de uma funcao suave nao constante f sobre M, satisfazendo
Vif=—cf
g 9

para alguma constante ¢ > 0. Motivado por esse resultado, Reilly em [46] obteve a
seguinte caracterizacao dos hemisférios para variedades com bordo suave e nao vazio.

A demonstracao desse resultado que apresentaremos aqui foi baseada na presente em [33].

Lema 3.1 (Lema de Reilly). Seja (M™, g) variedade Riemanniana compacta com bordo
Y = OM totalmente geodésico. Suponhamos que existe uma funcao f sobre M tal que
f =0 sobre X, f > 0 sobre M ¢ Véf = —fg. Entao (M, g) € isométrica ao hemisfério
(S%, gsn).

Demonstracao. Como M é compacta entao M é completa. Como o bordo ¢é totalmente
geodésico, podemos concluir usando o Teorema de Hopf e Rinow que toda geodésica de
M que nao esta contida no bordo, pode ser estendida, ou indefinidamente ou até tocar o

bordo. Além disso, dados quaisquer dois pontos em M existe uma geodésica minimizante

75
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em M que os une. Como M é compacta entao f atinge seu valor maximo em algum ponto
Po € M. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(py) = 1.

Seja y(s) qualquer geodésica normalizada partindo de pg e ¢(s) = f(y(s)). Entao temos

$(0) =(Vf(po),y'(0))g = 0;

d

¢ (s) :£<Vf(‘Y(3))ayl(s)>g + (VE(v(s)), Vi)Y' (8))g

=(Vyr(s) VE(v(s)), ¥'(s))g
=V (v(s))(v'(s),v'(s))
=—f(y(s))

=—¢(s).

Logo, d(s) = coss. Em particular, concluimos que f = cosr onde r é a funcao distancia ao
ponto py. Como M é completa, cada tal geodésica y pode ser estendida ou indefinidamente
ou até encontrar o bordo X. Como f =0 em X e f(y(s)) = ¢(s) = coss nao se anula para
0 <s < 7, entao y certamente estd definida para 0 <s < 7.

Como por hipétese f > 0 em M, entdo y nao pode estar definida para s > 7, ja que

sobre esses pontos f(y(s)) = coss < 0. Portanto, qualquer geodésica em M partindo de

it
72

exp,,, (0B[0, 5]) = Z, onde B[0, 5] = B(0, §) C T,;M ¢é a bola fechada de raio § centrada

Po tem como intervalo maximo de definigao [0, Z]. Além disso, concluimos também que

na origem.

Como qualquer ponto de M pode ser ligado a py por uma geodésica minimizante e esta

s

por sua vez estd definida em [0, 7], entdo a aplicagao exp,, : B0, 5] — M ¢ sobrejetiva.

Afirmacao 3.1. exp, : B[0, 5] = M € injetiva.

Com efeito, suponhamos que existam vi,v € B0, 7] tais que exp,, (v1) = exp, (v2) =

q. Entao existem geodésicas normalizadas y1,v2 : B0, 5] — M tais que y'(0) = %,
v'(0) = % e vi(t1) = q =va(tz) onde t; = |v1] e ta = |[vy|. Como 1 é a fungao distancia,
entao |Vr| = 1 e consequentemente as curvas integrais do campo Vr sdo geodésicas, assim,

como f = cosr, temos que

Vif(q) = —sint; Vr(yi(t1)) = —sintyy;(ty),

Vf(q) = —sintaVr(ya(tz)) = —sintays(ta).
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Dai,
—sintyyy(t) = —sintyy,(ts),
como |y](t1)| = [y4(t2)| = 1 entdo sint; = sinty. Mais ainda, y{(t;) = v5(t2) logo vi = v

e portanto exp,, : B[0, 5] — M ¢ injetiva.

Afirmacao 3.2. A aplicagdo exp, : B(0,5) C T,;M — B(po, 5) C M ¢ um difeomor-
fismo.

Seja v : [0,%) — M uma geodésica normalizada em M com y(0) = pg e seja ] um

campo de Jacobi ao longo de y tal que J(0) = 0 e y'(t) L J(t). Fixemos t, € [0,5) e
suponhamos, inicialmente que [J(tp)| = 1. Consideremos « : (—e,e) — M a geodésica
normalizada tal que «(0) = y(tg) e ’(0) = J(to). Esta geodésica o determina por sua
vez, uma familia v, de geodésicas partindo de py tal que o campo de Jacobi | é realizado
por esta familia, ou seja, | é o campo variacional, (veja pagina 132 de [13]). Temos entao

uma superficie parametrizada b(s,t) = ys(t) tal que as curvas «;(s) = b(s,0) = po

a(s) = b(s, tg) sao geodésicas. Além disso, %(O,t) =]J(t) e %—E(O,t) =v'(t).

Figura 3.1: Tlustragao da superficie parametrizada.

Assim, pela Proposicao 1.16, temos que

ob ob

L'(0) =520, t0), () — (52(0,0),¥'(0))

=(J(to), ' (o)) — (J(0),7'(0))
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2 2
ab\ b D 0b
_ /_ i / _ /__
<R<Y’as) as’y> <Y’atas>)dt

¢,

(** (| D ob
L// 0 — =
(0) Jo (’6’( 0s

=jM%W—mvmmw—wmwa
- “00 ('OF + RO VL) — (7)) dt

rto

=] W@+ = 00 at

htO d / ! N\ 2
| (G- o) a
(1 (to), (o)) — (J/(0), J(0)) — Lowc 1'%t

=(J"(to), J (to)),
pois J(0) =0 e 0= & (J,v") = (J',¥") + (J. Vorv') = (¥, ). Logo,
L7(0) = (J'(to), J (o).
Por outro lado, como x(s) = vs(te) ¢ s ¢ uma geodésica partindo de py, entdio

floe(s)) =cos d(«(s), po)
=cos d(ys(to), vs(0))
= cos L(Vslio,t01)
logo,
fl(s)) = cosL(s), (3.1)
onde L(s) é o comprimento de ys. Como Vf = —fg, segue que

d

(foo)™(s) =4

(Vf(als)), «'(s))

Dai, fo &(s) = Acoss + Bsins, onde

A =foa(0) =f(y(ty)) = costyg,
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¢,

d
=5 Fle(s)))ls—o

=(Vf(x(0)), x’(0))
=(Vf(y(to)), J(to))

= —sinto(y’(to), J(to))

=0,

donde segue que

f(o(s)) = costgcoss. (3.2)

Por (3.1) e (3.2) segue que

costpcoss = cosL(s).

Derivando com respeito a s, obtemos
—costgsins = —L’(s)sin L(s).
Derivando novamente, segue que
costgcoss = (L'(s))?cosL(s) + L"(s)sinL(s).

Em s = 0, temos que

costy = L"(0) sin t,.

Pois, L(0) = comprimento de y|j, = to €, como vimos acima, L'(0) = 0. Logo,

Por outro lado, sabemos que L”(0) = (J(to), ]'(to)). Entéao

cos ty

(J(to), ] (to)) =

sin to .
Como J(tg) é unitdrio, podemos escrever

(J(to),]'(to))  costo

= — . (3.3)
] (to)I? sinty
Para o caso geral em que J(tg) nao é unitario, consideramos o campo de Jacobi W = III((tto))l

e repetimos o processo acima, obtendo também

(Wito), W/ (tg)) = 210

sin to ‘
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Observemos que a expressao (3.3) é equivalente a

d d :
7 1og TV e=r, = 7 (logsin t)]e—.

Integrando a expressao acima de 6 > 0 a tg, e usando a injetividade do logaritmo, obtemos

II(to)I) B (sinto> Jto)l  sinty
bg(msn =g Gus ) 7 ) T sins

Como J(0) = 0, entdo [J(8)] = 8|J'(0)] + R(§) com lims_,o X2 = 0. Da,

g 8 R(d) &
sin & _sinéU (0)1+ 5 sind’
O que implica que
g
%g% sind T
mas como vimos acima,
J(&)I (] (to)]

sind  sinty’
assim,

J(to)l = 1]7(0)]sin to.

Como tg € [0, F) ¢ arbitrdrio, segue que

) =1"(0)[sint. (3.4)

Portanto, pela Proposicao 1.14, temos que

|(dexpy, )iy t)(0)| = J(£)] = 1]"(0)]sin t. (3.5)

Isso mostra que exp,  : B(0,5) C T,,M — B(po, 5) C M é além de bijecdo, um difeo-
morfismo. O que prova a afirmagao 3.2.

Agora fixemos um ponto o € S™ e consideremos h : T,,)M — T4, S™ uma isome-
tria qualquer. Seja U : B(po,5) C M — B(qo,5) C S™ definida por {(exp,, sv) =

eXpq, Sh(V), ou seja, P = exp,, oh o (exp,, )"
Afirmacgao 3.3. { ¢ isometria.

Com efeito, vimos no Exemplo 1.3 que os campos de Jacobi na esfera S™ sao da forma

(dexpg,)epro)(t)'(0)) = J(t) = sin tw(t),
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onde w(t) é um campo paralelo ao longo de y com (y’(t),w(t)) =0 e w(0) =]’(0). Ou
seja,
sint

(dexpg, )ipro)((0)) = Z=wit), (36)

para qualquer geodésica normalizada 3 em S™ partindo de qo. Por outro lado, se q =

exp,, U € B(po, 5), entao

dhg = (dexPyy)nofexpy,) 1 1q) © Aiexp, )1 (a) © d [(expp,) ] -
Por (3.5), dado v € TqM, temos que

lul

‘d [(expp,) "] [vl,

a ‘ ~ sinful
e por (3.6), dados x, y € Tq,S™, obtemos

sin |x|

|d(expg, )xy| = Whﬂ-

Portanto,

[dp vl = ],

ou seja, dip4 € isometria linear, logo isometria local. Como 1 é um difeomorfismo, entao |
é uma isometria. Como X = exp,, (aB[O, g]), 0S} = expg, (0B[0, 71), M = exp,, (B[O, 3])

e ST = expg, (BI0, 31), entdo definindo

P:M — ST

expy,, SV = expg, sh(v)

concluimos que 1\ é uma isometria. O

3.2 A identidade de Shen e lemas chaves

A identidade de Shen é essencial para a prova de alguns dos proximos resultados que
apresentaremos nesse trabalho. Trata-se de uma simples aplicacao da férmula de Bochner,

provada no Teorema 1.1.

Proposicao 3.1 (A identidade de Shen). Se (M, g,u) é uma solugcio do sistema 2.9.
Entao

1 2 2 Au)?
div | = (V|Vu? — —AuVu)} _Z [IV2ul2 - ﬂ] > 0. (3.7)
u n uw n
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Demonstracao. A férmula de Bochner nos diz que
AlVu]? = 2|V2ul? + 2Ric(Vu, Vu) + 2(VAu, Vu).
Por hipdtese, temos que Au = —nu e Ric = %(VQU, +nug) em M. Logo,
AVu? =2|v2u? + 2 (%V%(Vu, vu) + nIVuP) —2n|Vul?
=2|V2ul? + L%V%L(Vu, vu)
=2|V?ul® + %(VVuVu, Vu)
=2|V2ul? + %Vu(Vu, vu)
=2|V?ul® + %Vuqul{

onde na quarta igualdade usamos a compatibilidade da métrica. Segue dai e da definigao

de gradiente que

1
AlVU? = 2[V2ul* + a<V|Vu|2, Vu). (3.8)

Considerando o campo Y = V|Vul? — %AuVu, temos que

2
divY = A|Vul® — - ((Aw)? + (V(Au), Vu)). (3.9)
Substituindo (3.8) em (3.9) e usando o fato de Au = —mu, obtemos
Au)? 1
div(Y) =2 {IVQuI2 — (Tu)} + L—L(VIVuIQ, Vu) + 2/Vul?. (3.10)

De modo geral, se & = (1) é uma funcao de classe C! que nao se anula, entao denotando
por & a derivada de & com respeito a u, temos que

ldiv(ocY) =div(Y) + l(Voc(u),Y)
o o

1
=div(Y) + &<écVu, Y)

Au)?l 1 ;
=2 lIVZuIQ — %] + L—L<V|Vul2, V) + 2/Vul? + %<Y, vu)

Au)? 1
=2 [!V2ul2 — ﬂ] + —(VIVul?, Vu) + 2|Vul?
n u
& , 2
+— [ (VIVUu*, Vu) — = (AuVu, Vu)
o n

Au)? ) 1 20
—2 {yv?m? _ ﬂ] + (3‘ + —) (VIV2u2, Vu) + 2lVul? + “2uvul?,
n 0.6 u 0.6
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onde na terceira igualdade usamos (3.10) e na quarta usamos a expressao de Y. Logo,

ldiv(ocY) =2 {|V2u|2 — M} + (3‘ + l) (VIVul*, Vu) + 2ulVul*) . (3.11)
o n o u

Em particular, fazendo a(u) = &, temos que & = ——5 e £ = —1. Entdo, obtemos
u u X u

1 Au)?
udiv(=Y) =2 [yv2u|2 - ﬂ} .
u n
Pelo Lema 1.1, concluimos que
1 2 A
div(=Y) = = [|v2u|2 - ﬂ} >0,
u u n
onde Y = V|Vu? — %AVLL. O

Seja N uma componente conexa de M \ MAX(u). O préximo lema mostra que o
conjunto ON = OM N N é sempre nao vazio e, portanto, necessariamente é dado por uma

uniao disjunta de horizontes.

Lema 3.2. Seja (M, g,u) uma solugao do problema (2.9) e N uma componente conezxa

de M\ MAX(u). Entio NN 3M # 0.

Demonstracao. Suponhamos por contradicao que N N oM = (. E claro que MAX(u) N
OM = (), pois u > 0 em M sendo OM = u'(0) e u > 0 em intM. Assim N\ N C
MAX(u). Por outro lado, por hipdtese, temos que

Au=-nu<0, em NCM\MAX(u).
Assim, pelo Principio do Minimo Fraco (veja Teorema 1.3), temos que

minu = min u.
N NAN

Como N\ N C MAX(u) e U = Umax em MAX(u), temos

mnu =minu = minu = Upyqx = Maxu.
N N\N MAX(u) M

Isso implica que U = Uy qx em N. Como N nao tem interior vazio, entao pelo principio

da continuagao analitica, temos que U = Unqx em M, 0 que é uma contradicao. Logo,

N 1M = 0. O

O préximo lema é uma consequéncia da Identidade de Shen.
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Lema 3.3. Seja (M, g,u) uma solugio de (2.9), N uma componente conexa de M \

MAX(u) e ON = OM N N wuma por¢do nao vazia e possivelmente desconexa de O0M

2

2
frax —uw® em N.

contida em N. Se [Vu| < Umax em ON, entdo |[Vul> <u

Demonstracao. Por (3.7) e pela hipdtese de Au = —nu, temos que
|1 2 2 |1 2 2
0 < div [—(VIVUu* — =AuVu)| =div |-V (Vul* +u?)| .
u n u

Considere @ = %I, onde I é o campo de operadores identidade, e o operador L :

C®(M) — C*(M), definido por
Lf = div(OVH),
onde f = [Vul? +u?. Entao temos que
Lf = div(®VF) > 0.

Mas, para que o campo ¢ seja positivo definido é necessério que + seja limitado. Dessa

u
forma, nao podemos aplicar o Principio do Maximo na variedade inteira, uma vez que
% ¢ ilimitado quando se aproxima do bordo 0M. Mas, como u ¢é analitica, temos que
seu conjunto de nivel critico é discreto, logo existe n > 0 tal que para todo 0 < € < 1,
os conjuntos {u = €} e {u = Wnax — €} sao regulares. Também é importante notar que
N N MAX(u) nao é necessariamente uma hipersuperficie regular. Entao, considere os
subdominios da forma

Ne=NnNn{e <u<Umax — €

Agora, ﬁ ¢ limitado em N, assim pelo Principio do Maximo Fraco, obtemos

nflilaux(IVul2 +u?) = T{)LT\CILXUVLLF +u?). (3.12)

€

Por outro lado, dado qualquer p € MAX(u) temos que Vu(p) = 0, assim

Vul +u® =ul

em MAX(u). (3.13)
Por hipétese, [VUu| < Umax em ON = OM N M, entao

Vuf? +u? <u? , em ON=0MNN, (3.14)

max

ja que em w = 0 em ON. E importante ressaltar que estamos adotando o mesmo tra-

tamento para ON e N N MAX(u). Para deixar claro, 9N é uma porcdo nao vazia e
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possivelmente desconexa de OM, que estd em N, ja N N MAX(u) é uma componente
do bordo de N que estda em MAX(u). Assim, passando o limite em (3.12) com € — 0,
obtemos

max(|[Vul? +u?) = max (IVul? +u?).
N ONU(NNMAX (1))

Por outro lado, em 9N = 0M N N, temos por (3.14) que

2

m]\(llx(!VuIQ +u?) <u? .

Além disso, em N N MAX(u), temos por (3.13), que

2
max-*

m]gX(IVLLI2 +u?) =u

Portanto, |[Vu|> +u? <u? __ em N. O

max

3.3 Formula de monotonicidade

Seja (M, g, u) uma solugao para (2.9), e N uma componente conexa de M\ MAX(u).
Consideremos a funcao U : [0, Umax) — R dada por
1 %
u(t) = (m) Lu_tm Vuldo, (3.15)
para cada t € [0, Unax). A funcdo t — U(t) estd bem definida, uma vez que o integrando
é globalmente limitado e pelos resultados de [35], tem-se que as hipersuperficies obtidas

como conjuntos de niveis de u tém area finita.

Observagao 3.1. As quantidades

n—1

[Vl

1 2
SR e e [0, Umax) D —_ do,
u? —u2(X) 0, u ) J{u—t} (u%nax_u2> ’

max

M>x—

sao constantes na solugao de Sitter.

Demonstracao. De fato, pelo Exemplo 2.4 temos que [Vu| = v1 —u? e Unax = 1, logo

[Vl

2 12
u'max w

Il
=

Agora, note que {u =t} = S* (1), onde T = /1 — t2. Assim,

fu=1t) = (1—t)"2 IS"1(1)].
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Portanto,

n—1 n—1

1 2 1 = -
J{u—t} (m> do = (ﬁ) fu =t} = S"(1)].

A funcao t — U(t) definida em (3.15), pode ser reescrita como

1

1 o
U(t) = J Vul ( 2 2) do,
{u=t})NN uZ o —u? ) \Uup—u

entao pela observacao acima, temos que a funcao t — U(t) é constante na solucao de

Sitter. A proxima proposicao nos diz que, para uma tripla estatica com A > 0, a fungao
U é mondtona nao crescente, desde que a gravidade superficial de cada componente conexa

de ON seja limitada superiormente por 1.

Proposicao 3.2. Seja (M, g,u) uma solu¢iao para 2.9, N uma componente conexa de
M\MAX(u) e ON = oM NN uma parte nao vazia e possivelmente desconexa de OM que
estd em N. Se |[Vu| < umax em ON, entdo a funcao U(t) definida em (3.15) € mondtona

nao crescente.

Demonstracao. Por hipoétese, temos que Au = —nu, logo
) Vu nu n
dlv |i 2 2 “:| = 2 2 n + <v(u?nax_u2)7§7vu>
(umax_u )2 (un‘Lax_l’L )2
nu N |Vul?
=— — +nu =
(u%nax - LLQ)f (ugnax - u2) 2+l
nu 2 2 2
=— —(u —u*—|Vu
(u’?nax o u2)j+1 ( mer | | )’

mas por hipétese [Vu| < Unmax em ON, entao segue do Lema 3.3 que

. Vu nu
div |: 2 2 “:| = T L2 2\ D+ 1 (uznax - LL2 - |Vu|2) < 07
(umax_u )2 (umax_u )2

integrando em {t; < u < t3} NN para t; < ty e aplicando o Teorema da Divergéncia,

temos que
Vu Vu
J < 5 2n,v>dG+J < 5 2n,v>d0
{u=t1}NN (umax —u ) 2 {u=t2}NN (umax —u ) 2
_ _J‘ nu(u? ,, —u? —[Vul?) do
{ti<ugt}INN (u1211ax - U2)5+1

<0,
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onde v é a normal unitaria, com relagao a métrica g externa a NN{t; < u < to} ao longo

Vu
Vul

Vu

em{u=tylev= — T

do bordo {u = t;}U{u = t5}, ou seja, v = em {u = t{}, logo

concluimos que

V| o J V| _do,
{ 2

2\ % = 2 2
Lu t2}ﬁN max —u ) 2do u=tz}NN (umax —u )

assim U(ty) < U(ty). O

3.4 Desigualdade reversa de Lojasiewicz

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n > 2. Dada a fungao suave

f: M — R, quando alcancado, denotaremos por f,,qx 0 valor maximo de f, e por
MAX(f) ={x € M; f(x) = fimax},

o conjunto do maximo de f, quando nao vazio. Comecaremos relembrando o seguinte
resultado classico de Lojasiewicz, referente ao comportamento de uma funcao analitica

perto de um ponto critico.

Teorema 3.1 (Desigualdade de Lojasiewicz). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
e f: M — R uma funcao analitica. Entao para todo ponto p € M, eziste uma vizinhanca

U, > p, um nimero real ¢, >0 e 1 < 0, <2 tal que para todo x € U,
IV (x) = ¢p[f(x) — f(p)]°. (3.16)
Demonstracao. Veja Teorema 4 em [37]. ]

Observamos que o teorema acima sé é relevante quando p é um ponto critico, caso
contrario, a prova ¢ trivial. Outra observagao ¢ que sempre se pode definir ¢, = 1 em

(3.16), ao custo de aumentar o valor de 0 e restringir a vizinhanca U,.

Teorema 3.2 (Desigualdade reversa de Lojasiewicz). Seja (M, g) uma variedade Rie-
manniana, seja f: M — R uma fun¢do suave e X uma componente conexa de MAX(f).
Se L ¢ compacta, entao para todo 0 < 0 < 1, existe uma vizinhanga Q D L e um niumero

real ¢ > 0 tal que para todo x € Q, temos a desigualdade

|Vf|2(X) < C[fmax - f(x)]e
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Demonstracao. Defina a funcao
W = |Vf|2 - C(fmax - f)ea

onde ¢ é uma constante que serd escolhida de maneira conveniente depois. Calcularemos

Vw.

Vw =V|VfP? — cV(fiax — f)°
=V|VF]> + cO(fmax — )10 VT,

tomando a divergéncia do campo acima, temos que

Af
Aw :A|Vf|2 + Cem + <V(Ce(fmax - f)_(l_e))a Vf>
Af V1
— 2 _
=A|VAT|]* + Ce(fmax o +cO(1—0) f o
Como |VF)? =w + c(fax — f)°?, entao
Af c(f —f)°
_ 2 max
Aw =AVAT|* + Ce—(fmax e +cO(1— 6)—(1:maX o +cO(1 — e)—(fmax P
Af w 1
AV +c0———— +c0(1—0)—————+c?0(1 -0
|v | e (fmax - f)lie e ( ) (fmax - f)279 e ( ) (fmax - f)2726 ’
assim,
Aw—c0(1—6) L w=0 ¢ Af+0(1—-0) [ — S 2+A|Vf|2
(fmax - f)Q_e B (fmax - f)l—G ( max f)l—G ’
. c -
Seja F= m, entao
1

=0F[Af + (1 — 0)F] + AV

Fixe uma vizinhanca conexa QQ de £ com bordo suave 0Q). Desde que ¥ é compacta,
podemos supor que Q é compacta. Por definicdo, temos que

C —
F2> Q.
mﬂx(fmax - f)lie em

Q

Em particular, aumentando o valor de c se necessario, podemos tornar F tao grande
quanto desejado, como Vf e A|Vf|? sdo continuos e portanto limitados em Q e uma vez

que 0 < 0 < 1, segue-se que para qualquer ¢ suficientemente grande, temos

OF[(1 — 8)F + Af] + A|VT> > 0,
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em Q. Entdo para tais valores de ¢, obtemos

0(1—0)c

A — —— -
W (fmax - f)276

w>0, em Q.

Observe que o coeficiente que multiplica w é negativo, pois f < fiax €6 0 < 0 < 1.
Portanto, podemos aplicar o Principio do Méximo Fraco (Corolario 1.5) em qualquer
subconjunto de QQ que nao intercepta X. Por este motivo, é conveniente escolher um

nimero € > 0 pequeno o suficiente para que a vizinhanca turbular

Be(Z)={x e M:d(x,Z) < €}

esteja contido dentro de Q, e considere o conjunto Q. = Q \ B(X). Até aumentar o

valor de ¢ se necessario, podemos supor que

. maxyo |V maxpyo |VF[?
- minaQ(fmax - f)e - (fmax - f)G ‘

De modo que w < 0 em 0Q). Agora aplicamos o Principio do Maximo Fraco a fungao w
no aberto Q.. obtendo

w < max(w) < max(w) = max {max(w), max (w)} < max {O, max (w)} ,
Q. 20, 20 OB (X) 3B (X)

lembrando da definicao de w, tomando o limite com € — 0, a partir da continuidade de
f e |V1|, segue que

lim max (w) =0,
c—00B(X)

logo obtemos que w < 0 em Q. Assim,
|Vﬂ2 g C(fmax - f)e

em (., que é a vizinhanca de X que estavamos procurando. O
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Resultados principais

4.1 Estimativas da area do bordo de métricas estaticas

com A >0

Nessa secao, temos como principal objetivo apresentar algumas estimativas da area
do bordo de métricas estaticas que possuem curvatura escalar positiva. Nesse caso, existe
uma classica conjectura chamada Cosmic no-hair conjecture formulada por Boucher, Gib-

bons e Horowitz (1984), que afirma:

Conjectura 4.1 (Cosmic no-hair conjecture). A inica tripla estdtica compacta (M™, g, 1)
com curvatura escalar positiva e bordo conero X € dada por um hemisfério canonico ST,

onde W € a funcdao altura correspondente.

Em outras palavras, a conjectura afirma que o exemplo 2.1 é a tnica solucao para o
problema 2.9 que possui bordo conexo. O primeiro resultado que apresentaremos nesse
capitulo trata-se de uma resposta parcial para essa conjectura, que foi obtida por Boucher,
Gibbons e Horowitz (1984) e Shen (1997), para o caso tridimensional. Mais precisamente,
o resultado nos diz que o hemisfério canonico tem a maior area de bordo possivel dentre

as variedades estaticas tridimensionais com curvatura escalar positiva e bordo conexo.

Teorema 4.1 (Boucher-Gibbons-Horowitz (1984), Shen (1997)). Seja (M3, g,u) uma
solugcao de (2.9) com bordo OM conexo. Entdo OM € uma esfera topoldgica cuja drea

satisfaz a desiqualdade

OM] < 4. (4.1)

90
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3

Além disso, se a igualdade ocorre, entdo (M?,g) € isométrica ao hemisfério canodnico

(Siu 9S3)
Demonstra¢ao. Por hipotese, temos que Au = —3u, entao segue da identidade de Shen
(3.7), que
1 2 Au)?
div | =(V|Vul? +2uVu)} S [|V2u|2 CD ] > 0. (4.2)
u u 3
Para todo X € X(M), temos
(VIVUu?, X) = X|Vul> = X(Vu, Vu) = 2(VxVu, Vu),
donde
V|Vul? =2V, Vu = 2V*u(Vu).
Como u satisfaz (2.9), entao
VIVul = 2V2u(Vu) = 2uRic(Vu) — 6uVa (4.3)

Substituindo (4.3) em (4.2), obtemos
0 < div (2Ric(Vu) —4Vu).
Integrando e usando o Teorema da Divergéencia, temos que

0< J div(2Ric(Vu) —4Vu)dM = J (2Ric(Vu) —4Vu,v)d(oM),
M oM

onde v denota a normal unitdria exterior a M ao longo do bordo, como oM = u~1(0),

onde 0 é valor regular, temos que Vu é um vetor normal e como 0M ¢é hipersuperficie,

segue que v = _Ig_tl' Entao temos,
. Vu )
0< J (2 <R1C(Vu),——> + 4!Vu!) d(oM) :J —2|Vu/|(Ric(v,v) —2)d(oM).
oM V| oM

Como |Vu] é constante e positivo em 0M, segue que
0 < J (2 — Ric(v,v))d(oM). (4.4)
oM
Pela equacao de Gauss,
RM = R°M 4 2Ric(v,v) + [B* — H?,
mas OM ¢ totalmente geodésico, donde

RM = R®M L 9Ric(v, V).
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Por hipétese, RM = 6, assim
RaM
Ric(v,v) =3 — —,
2
substituindo a igualdade acima em (4.4) e usando a Férmula de Gauss-Bonnet, obtemos
1
0 < |OM]| < EJ RMd(OM) = 27t (OM),

oM
isso implica que x(0M) > 0, portanto OM é uma 2-esfera topoldgica e x(0M) = 2, dai
segue

|OM| < 47

Se [0M| = 47, onde ha desigualdade teremos igualdade, em particular

[IVQuI2 - —(A;L)Q] :

1 )
0=div |—(VIVuP + QuVu)] ==
u uw

M, entao segue do Lema 1.1 que

isso implica que [V*uf* = <=

Viu = 5 9="ug,

agora usando o Lema de Reilly concluimos que (M, g) é isométrica ao hemisfério (S? , ggs)

]

Chrusciel em [15] generalizou o teorema acima para dimensdao n > 3, e obteve a

seguinte desigualdade integral
0< J IVUu/[ROM — (n — 1)(n — 2)]do.
oM

O teorema a seguir é devido a Borghini e Mazzieri [6], eles obtiveram uma versao local
da desigualdade integral acima, a diferenca é que em vez de trabalhar com a variedade
inteira M, eles se concentraram apenas em uma componente conexa N de M\ MAX(u).

Antes de enuncia-lo relembraremos a férmula da Coarea.

Teorema 4.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, w uma fun¢ao integravel em M,
I ={p € M;f(p) =t}, onde f € C®°(M) et um valor reqular de f, e seja gy a métrica
induzida em Ty por g. Entao

J uIVfIdvgzj dtJ udvg,.
M —00 It

Demonstra¢ao. Veja Teorema 5.8 em [47]. O
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Teorema 4.3. Seja (M, g,u) solugao de (2.9), N uma componente conera de M \
MAX(u), e seja ON = OM NN uma parte nao vazia e possivelmente desconera de OM

que limita N. Entao temos

0< J IVul [R%N — (n—1)(n—2)] do, (4.5)
N

RaN

onde € a curvatura escalar da restri¢cao da métrica g a ON. Além disso, se a igualdade

ocorre entao, (M, g) € isométrica ao hemisfério canonico (ST, ggn).

Demonstra¢ao. Como u é analitica entdao o conjunto {u = U qx} é discreto, pela compa-
cidade de M é possivel escolher € > 0 de modo que os conjuntos de niveis {u = t} sao
regulares para todo 0 < t < € e para todo Umax — € < t < Umax. Como Au = —nu,

entao

2
—EAuVu = 2uVu = Vu?.
Segue da identidade de Shen (3.7), e da igualdade acima que

2
div [lV(IVuIQ +u2)] _2 {!VQuIQ — &] > 0.
u n n

Para simplificar os célculos, considere

div Evuvm? + u2)1 > 0. (4.6)

Integrando ambos os membros da desigualdade acima no dominio {e < U < Uax—€}NN

e usando o Teorema da divergéncia, temos

1 2 2
0< J div [—V(IVLLI2 +u2)} do :J <V(|Vu\ tu ),—v> do
{e<u<umax—€e}NN u {u=e}NN u

2 2
+J' <V(|Vu| +u )7V> do.
{u=umax—€e}NN u

_ Vu .
onde estamos usando a notacao v = ﬁ para a normal unitaria a NN{e < u < Uax—€}
u

ao longo do bordo {u = e} U{u = unax — €}. Entao,

2 2 2 2
J <Wvu’ u ),v> dcgj <un| tu ),v> do.  (4.7)
{u=e}nNN u {u=wmax—€NN u
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Observe que,

V(IVul? 4 u? 1
< (| uL|L+u)>V> TV (VIVuP, Vu) + (2uVu, Vu))

——(Vu|Vul? + 2u|Vu)?)

UV
——(2V*u(Vu, Vu) + 2u/Vul?)
uIV |
—(uRic(Vu, Vu) — nu/Vul? + u|Vul?)
uIV |
1
:2|Vu|(|vu|2Ric(Vu, Vu)—(n—1))

=2|Vul(Ric(v,v) — (n — 1)),

onde na terceira igualdade usamos a primeira e a segunda equagao de (2.9). Substituindo

m (4.7), temos que

J 2|Vu|(Ric(v,v) — (n—1))do < J 2|Vu|(Ric(v,v) — (n—1))do.
{u=e}NN {u=umax—€e}NN (48)

Afirmamos que o liminf do lado direito se anula quando € — 0. De fato, como M é
compacta e g é suave, a quantidade Ric(v,v) — (n—1) é continua, assim limitada em M.

Portanto para provar nossa afirmacao é suficiente provar que
lim inf J IVuldo = 0.
t=Umax J{u=1t}nN

Suponha por absurdo que

lim inf J [Vuldo =6 >0,
t=Umax J{u=t}nN

entao existe o« > 0 suficientemente pequeno, tal que

J [Vuldo >
{u=t}NN

Pela férmula da Coarea, temos que para cada 0 < € < «

v Umax — & <t < Umax-

| o

Vul? Umax—€ 4t
J (L) du:J —J Vuldo
{Umax—x<u<uUmax—€ NN Umax — U Wmax— X Umax — t {u=t}NN
- 6 Jumaxe dt
g 2 Umax— & uTTLGX _ t

[
2). T
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Pela desigualdade reversa de Lojasiewicz (Teorema 3.2), temos que [Vul? > cimax —ul®

em {Umax — & < U < Umax — €} N N, diminuindo o valor de €, se necessario, podemos
supor que |[Vul? > c(Umax — U) em {Umax — ¢ < U < Umax — €} N N, para alguma
constante ¢ > 0. Entao, temos que

cdu>J

{Umax—ax<u<uwmax—€ NN

2
8
(&> du > EIOg(cx/e),

J{umax0‘<u<u‘max€}rﬂ\' Umax —U

assim,

5
cIN| = c{umax — @ < U < Umax€} N N| > 5 log(ot/€),

fazendo € — 0 temos uma contradicao. Logo,

lim inf J IVuldo = 0.
{u=t}NN

t—=>Umax

Segue dai e de (4.8), que

J 2|Vu|(—Ric(v,v) + (n—1))do > 0. (4.9)

ON
Como 90N ¢ totalmente geodésico em M, segue da equacao de Gauss que
RM = RN 4+ 2Ric(v, v),
substituindo a igualdade acima em (4.9) e usando a hipétese de RM = n(n — 1), obtemos
J (RON —(m—1)(n—2))do > 0.
oN

Se a igualdade ocorre, entao onde temos desigualdade teremos igualdade, em particular,

div Pvuwy? + uQ)} _2 [!VW _ M] _0.
u n n

Logo |Vul?> = (AT‘LL)Q, pelo Lema 1.1 e pela hipétese temos
Au
Viu=—g=—ug, em N,
n
como a métrica e a funcao potencial sao analiticas, a igualdade acima ocorre em M.
Portanto pelo lema de Reilly concluimos que (M, g) é isométrica ao hemisfério (ST, gsn).

[]

Corolario 4.1. Seja (M, g,u) solucao tridimensional orientdvel de (2.9), seja N uma
componente conexa de M\ MAX(u), e suponha que ON = OM NN € conezxo. Entao ON

€ uma 2-esfera topologica e vale a desigualdade

|ON| < 47
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Além disso, se a igualdade ocorre, entao (M3,q) € isométrica ao hemisfério canénico

(Siu 9S3)

Demonstracao. Pelo teorema anterior, temos que
0 < J IVul[R?N —2]do. (4.10)
oN

Como 0N ¢é uma componente conexa de 0M e |Vu| é constante e positivo em |ON|, entao

AN
0< J (—R — 1) do.
oN \ 2

Segue dai e da Férmula de Gauss-Bonnet que

1
0<yaN|<—J RNdo = 27y (ON).
2 oN

Isso implica que x(ON) > 0, logo 0N é homeomorfo a S? e x(0N) = 2, portanto
|ON| < 47

Se a igualdade ocorre, entao teremos a igualdade em (4.10) segue do teorema anterior que

(M?, g) ¢é isométrica ao hemisfério canonico (S3, gss ). O

4.2  Caracterizacoes da solucao de Sitter

Inicialmente apresentaremos uma caracterizacao da solucao de Sitter em termos da
gravidade superficial do bordo da variedade M, que nos diz que a solucao de Sitter tem
a menor gravidade superficial possivel entre todas as solucoes para o problema (2.9) com

bordo conexo. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Seja (M, g, u) solucao do problema (2.9), entdo

max k(X)>1.
Tem(dM)

Além disso, se a igualdade ocorre, entao a menos de uma normalizacdo de u, a tripla

(M, g,u) € isométrica a solugdo de Sitter. Em particular, OM € conezo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que

max k(X) < 1.
Temy(dM)
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Desde que a desigualdade acima ocorra, podemos concluir que

V|

Umax

<1 em OM. (4.11)
Pela identidade de Shen (3.7) e pela hipétese de Au = —nu, temos

1 2 1
0 < div |—(VIVuf* — —AuVu)] = div {—V(IVuIQ +u2)] : (4.12)
u n u
Considere ® = %I, onde I é o campo de operadores identidade, e o operador L : C*(M) —

C*(M), definido por
Lf = div(®VH),

onde f = |[Vul? +u?. Entao por (4.12) temos que
Lf = div(®VF) > 0.

Mas, para que o campo ¢ seja positivo definido é necessario que % seja limitado. Assim
nao podemos aplicar o Principio do Maximo Fraco na variedade inteira. Para superar este
problema, usaremos a analiticidade da funcao potencial u. Com efeito, como u é analitica
entao seu conjunto de nivel critico é discreto, entao é possivel escolher 1 > 0 de modo que
conjunto {u = €} é regular, desde que 0 < € < 1. Assim, definimos M. = {u > €}, agora
o coeficiente % é limitado por é em M. Pelo Principio do Méximo Fraco, segue que

max(|Vu? + u?) = max(|Vu/* + u?).
M oM,

€

Em particular, para 0 < € <7,

max(|Vu? + u?) < max(|Vul? +u?), (4.13)
oM M

n

pois OM,, C M. Observamos que

lim max(|Vul? +u?) = max|Vul> = [VulPlom,
e—0+ Mo oM

de posse disso e de (4.13), obtemos

max(|Vul? + u?) < [Vulom.
oM,

Como por hipdtese, Lv—ul < 1 em OM, entao

max

Ianl\z/aix(IVul2 +u?) < U,
n
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Por outro lado, ¢é claro que MAX(u) = {p € M;u(p) = Umax} C My, € para todo p €
MAX(u) temos (|[Vul> +u?)(p) = u?

fiax, €ntao ganhamos que

1[an’\z/a[:)<(|Vu|2 +u?) <u?,, < n@x(!VuF +u?).

n n

O que prova que o méximo da fungao [Vu/?4+u? ¢ atingindo no interior de M,,, assim pelo
Principio do Méximo Forte, temos que [Vul*4+u? é constante igual a u? ., em M,,. Desde

max

2

que 1 > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, concluimos que [Vul>+u? = u? .

em M, logo V(|[Vul? +u?) = 0, segue dai, de (4.12) e da identidade de Shen que

1 2 Au)?
0= div {—vuvm2 + u2)} == [|v2u|2 — ﬂ} >0,
u u n
logo
A 2
e = A
Pelo do Lema 1.1 e pela equacao Au = —nu, concluimos que
Viu = —ug.

Portanto, pelo Lema de Reilly temos que (M, g) é isométrica ao hemisfério canénico

(ST, gsn), que é isométrico ao de Sitter. O
O teorema a seguir é uma versao localizada do Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Seja (M, g,u) uma solugdo para o problema 2.9, seja N um componente
conexa de M\ MAX(u), e seja ON = 0M N N wuma parte nao vazia e possivelmente

desconexa de OM que estd em N. Entao

max k(X)>1.
Temo(dN)

Além disso, se a igualdade ocorre, entdo, a menos de uma normalizacdo de W, a tripla

(M, g,u) € isométrica a solugcao de Sitter.

Demonstra¢ao. Suponhamos que

max k(X) <1,
Tem(ON)

ou seja,

<1 em ON. (4.14)
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Agora considere a funcao U : [0, Umax) — R definida em (3.15) por

1 2
uuy:(—;———3) J Vuldo.
Whax — t {u=t}NN

Como foi visto na Proposicao 3.2, a fungao U é mondtona nao crescente, assim temos que

1
lim U(t) <U(0) = J IVuldo < ul; ™ ON] < oo,
ON

- n max
t—Umax Uiiax

onde na segunda desigualdade usamos (4.14).
Afirmagao 4.1. lim_,,._U(t) < oo implica que ™ (MAX(u) NN) =0.

Suponha que ™1 (MAX(u) N N) > 0, queremos mostrar que

lim U(t) = 4o0. (4.15)

U—Umax
Pela desigualdade de Lojasiewicz (3.16), temos que para cada ponto p € MAX(u), existe
uma vizinhanca V, C M de p e um nimero real ¢, > 0e 0 < 0, < 1, tal que para todo
x € Vp, temos que

|vu| (X) = Cp [umax - u(x)]ep-

Restringindo a vizinhanca V,, se necessdrio, podemos supor que Umax —u < 1 em V,,, de

modo que para cada x € V,,
|VU|(X) 2 Cp [umax - U(X)], (416)

pois [Wmax —w(x)]% > Umax—u(x)]. Como MAX(u) é compacto, entdio MAX(u) admite

uma cobertura finita de conjuntos Vy, ..., Vp, , assim
|VLL|(X) P Cpi[umax —LL(X)] Vx € VPi

i =1,...,k. Em particular, definindo ¢ = min{c,,,..,cp, } e V=V, U...UV,,, temos
que V é uma vizinhanga de MAX(u). Assim, dado x € V existe i € [1,k] tal que x € V,,
e entao vale

IVul(x) > cp [Umax — u(x)] = clitmax — u(x)]. (4.17)

Podemos reescrever U(t) da seguinte forma

1 T2
uu):J [V ( _ 2) do.
{u=t)NN uZ o —u? ) \ Uy —u
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Logo, temos que

1 n—1
U(t) :J fvu’ 1 ( 2 2) do
{u=t}NN (uznax - u2)1_§ Uhax — W

_ ( 1 ) 7 J [Vul do
u%nax —t? {u=t}nN (LL - umax) (u + umax)

Pela compacidade de M e pelo fato de u ser analitica, para t suficientemente préximo de

Umax, temos que {u =t} NN C V é regular. Assim, para tais valores de t, temos que

n—2

1 N [Vul
uit) = ————=
( ) (u?nax - tz) J{u_t}ﬂN (umax - u—) (umax + u) do

n—2

> ( 1 ) ’ J ¢(Umax — )
g u?nax —t? {u=t}NN (umax + u—) (umax - u)

—( ! ) € ju=tNN|
Umax — t2 (umax + t)

T
> =t} NN,
ST <u2 — t2> {u=t}NN|

max

onde na primeira desigualdade usamos (4.17). Portanto, para concluir que

lim U(t) = +oo,

t—Umax

basta mostrar que, ™' (MAX(u) N N) > 0 implica

limsup {u =t} N N| > 0. (4.18)

t—=Umax

Como u é analitica e ™ (MAX(u)NN) > 0, entdo por [36] (veja também Teorema 6.3.3
em [35]), temos que o conjunto MAX(u) N N contém uma hipersuperficie relativamente

aberta X tal que
HH(MAX(U)NN)\ Z) =0.

Em particular, dado um ponto p em X, podemos considerar uma vizinhanca aberta ) de
p em M, onde a distancia sinalizada para X

+d(x,X) sex € ONN
T(X) = )

—d(x,X) sexe Q\N
¢ uma funcao suave e bem definida (isso foi provado com detalhes para o espago euclidiano
em [23] e [34], e entao estendido para variedades Riemannianas em [[23], observacoes (1)

e (2)]). Afim de provar 4.18, vamos fazer uma anélise local, em uma vizinhanga cilindrica



Capitulo 4. Resultados principais 101

compacta cs C Q) de p.

Como X é uma hipersuperficie de MAX(u) N N entdo a aplicacdo inclusdo 1 : L
MAX(u) NN é uma imersio, como p € L, entdo existe uma vizinhanca L, > p tal
que i(Zy) ~ L, é uma subvariedade de MAX(u) N N. Assim, podemos construir essa
vizinhanca da seguinte forma: considere uma imersao suave Fy da bola fechada (n —

1)—dimensional gnil(a), onde a > 0 é suficientemente pequeno, em M

n

Fo:B" s M, (08%,...,0™ 1) s Fo(0, ..., 0™ ))

tal que Lo = Fo(B™ ) cint N Q.

Uma vez que Vr é um campo diferenciavel de vetores em QQ e p € QN Ly, entao existe
uma vizinhanga V C Q de p, um intervalo (—9,0), & > 0 e uma aplicagao diferenciavel
D:(8,0) xV — Q C M tais que a curva t — O(t,q), t € (—95,8), q € V, é a tinica curva

que satisfaz

D
5 = Vr(@(t,q)
®(0,q) =q.

Em particular, para todo q € Xy C V, podemos usar o fluxo de Vr para estender a

aplicacao Fy para o produto cartesiano [—6, 8] X gn_l, obtendo uma nova aplicacao

=n—1

F:[-5,8] xB — M, (p,0%....,0" ) — F(p,0%,...,0m 1)

satisfazendo o problema de valor inicial

g—z =VroF
F(0,.) = Fo(.).

Sendo 1 a funcdo distancia, entdo |[Vr| = 1 e suas curvas integrais F® : (—8,8) — M sao

geodésicas. Suponhamos que

F(p,8) e QNN Vp € (0,8, (4.19)

F(p,0) e Q\ N V p € [-5,0). (4.20)

Entao, para todo p € (0, 8], temos que

1(F(p,0)) = d(F(p, ), F(0,0)) = d(F(p), F*(0)) = £(F°) [(0,01= p.
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Analogamente, para todo p € [—6,0) teremos

(F(p,0)) =— d(F(p),F°(0))
=—{(F%) |p.0)
=p.

Portanto, para cada p € [—9, 8] a imagem X, = F(p,gnil)

pertence ao conjunto de nivel
{r = p} da distancia sinalizada. Isso mostra que F([—6, ] X En_l) c Q.

Agora defina a vizinhanga cilindrica compacta Cs de p simplesmente por F([—9, 0] xEnil).
Por construcado F é uma parametrizacao de Cs. Seja {0p, %, ceey #} uma base para
T, [0, 8] x En_l, entao denotando por g a métrica pull-back de M através da aplicagao

F, temos que

g = F*(g™) =(dF,(dp), dF,(3p))k(p)dp @ dp

d ) . .
+<de(@),de(@)>F(p)de ® do’

oF oF
_<8_p(p)’ a—p(P)>F(p)dp® dp
oF oF

_ — i j
dai,
g= dp ® dp + 91](07 elv SS) enil)dei ® de)7

OF

oF
o6t j

(), 557 (P))F(p). Em particular, para todo 0 < € < 1 fixado, pode-

onde gij(p79) = < 20

mos supor, diminuindo o valor de & > 0, se necesséario, que as seguintes estimativas sao
verdadeiras

(1—1¢€)%gi5(0,0) < gij(p,0) < (1+€)°gi;(0,0), (4.21)

para todo 0 = (0%, ...,0™" 1) € B e para todo p € [, 9].
Seja us = mzax u. Por construgao, teremos s < Umax. Para us < t < Wmax, vamos
5
considerar os conjuntos de niveis (pulled-back) de u dados por
L=F{u=tnN)c 0,8 xB" ',

~ Hn—1 . .~ ~ .
junto com sua projecao natural em L, _ = {0} x B" . Tais projecoes sao definidas por

m L= {0} x B, m(p,0) = (0,0),
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nao é dificil perceber isso para us < t < Umax, POis a projecao 7 é sobrejetiva. Isso

segue do fato de que dado 0 € Enil, a aplicagao
[0,8] 5= (uwoF)(p,0)

é continua e sua imagem contém o intervalo fechado [Wg, Wmax]-

Por outro lado, para cada us < t < Unmqx € cada componente aberta S C Ly, temos que
diamg(S) > (1 — e)diamg(m¢(S)). (4.22)
De fato, dado t € [us, Umax] fixo, considere a curva suave

v:I — L

s = v(s)=(p(s),0(s)),

onde I C R, assim

dy dp dot
69‘
ds ds P+ Z

Além disso,

ﬂ2

dsg ds’ ds

) = dpdn (X 5Y) 4 aylols).ols)ast a0l (5.

@2
ds9

> gij(p(s),0(s))

dei(s), . do’

ds (s )ds
dot(s) . do

e Ts)
i j
> (1 ey (0.0(s) (922

d(7me oy) 2
T ds (s),

(s) + gij(p(s),6(s))

(s)

(s)

= (1—¢)?

9

pois 1ty o y(s) = (0,0(s)) para todo s € 1. Logo,

dy 2

dy d(m 0 y)|”
ds g

(s) > (1—e)? 1S

(s),

9

implicando que
ty) = (1 —e)l(m oy),

para qualquer curva y em Ly. Em particular, se y for geodésica, temos que

d(p,q) = (1 —e)d(m(p), me(q)),
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para quaisquer dois pontos p e q € S. O que prova (4.22).

Por definicao de medida de Hausdorff, temos que
A" HL) = lim 24 (L)
b—0
=inf {Z(diamgsi)“_l : Uc{o:lsi D) Lt, diamg(Si) < b}

i=1

¢,

A" (me(Ly)) = inf {Z(diamgﬂt(si))“_l tURZy 7 (Si) 2 (L), diamg (7 (Si)) < b} :

i=1

Como
diamg(S;) > (1 — e)diamg(m(Sy1)),
entao
(1—e)m(Ly) C L.
Assim,

A (1= e)me(Ly)) < 27 (Ly).

Pela propriedade de escala (Proposicao 1.31 ), e da sobrejetividade de 7y, temos que
(1—e)" o™ Ly,,,) < 2L,

para todo us < t < Umax. Como ™ (Max(u) N N) > 0, entdo ™ (L, ) > 0.

Logo, para todo 1y <t < Uy tem-se
L) > 0.

Portanto,

lim, . supf{u=t}NN|>0,

o que finaliza a prova da Afirmacio 4.1 . Portanto, temos que " (MAX(u)NN) = 0,
isso significa que o conjunto MAX(u) NN néo divide a variedade, consequentemente N
¢ a tnica componente conexa de M \ MAX(u). Em particular, 9OM NN = 0M, assim

aplicando o Teorema 4.4, temos o desejado. O
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4.3 Teorema da massa positiva para métricas estaticas
com constante cosmolégica positiva

Iniciaremos essa secao relembrando o conceito de massa virtual de uma componente

conexa de M \ MAX(u), definido na secao 2.3.

Definicao 4.1. Seja (M, g,u) uma solu¢do de (2.9) e N uma componente conexa de
M\ MAX(u). A massa virtual de N € denotada por w(N, g,u) e € definida da sequinte
forma:

(1) Se N € uma regiao externa, entdo definimos

u(N,g,u) =k’ (max Vul ) ,

ON Umax

onde k' € a inversa da fungdo de gravidade da superficie externa k definida em (2.47).

(i1) Se N € uma regiao interna, entao definimos

w(N g w) = k' (max IVl ) ,

ON Umax

onde k! € a inversa da funcao de gravidade da superficie interna k_ definida em (2.48).

Observamos que a definicao de massa virtual nao esta a priori, bem definida para
[Vul

Umax

regioes externas, seria necessario verificar que a quantidade max estd de fato no
N
intervalo de definigio da func¢do ki'. Este é o conteido do resultado principal dessa

dissertagao, cuja demonstragao é consequéncia direta do Teorema 4.5.

Teorema 4.6 (Teorema da massa positiva para métricas estaticas com cons-
tante cosmoldgica positiva). Seja (M™, g,u) solu¢ao para o problema 2.9. Entao,
cada componente conexa de M\ MAX(u) tem massa virtual bem definida e, portanto,
nao negativa. Além disso, se a massa virtual de alguma componente conexa for nula,

entdo a solugdao (M, g,u) € isométrica a solugao de Sitter.

Demonstracao. Seja N uma componente conexa de M\ MAX(u), pelo Teorema 4.5 temos
que

max Kk(X)>1.
Temy(dN)

Logo N tem massa virtual bem definida, e portanto nao negativa. Se pu(N,g,u) = 0,

entao
\V4
1 =%k, (0) = max Vu ,
oN umax

entao pelo Teorema 4.5 concluimos que (M, g, u) é isométrica a solugao de Sitter. O
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