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Resumo

Neste trabalho introduzimos o conceito de p-parabolicidade para uma variedade Rie-
manniana. Este importante invariante estd relacionado com a Teoria Potencial nao-linear
do operador p-Laplaciano. A p-parabolicidade de uma variedade é estudada através da
p-capacidade de conjuntos compactos, bem como da existéncia (ou nao) de uma fungao
de Green positiva. Critérios para a validade desta propriedade sao discutidos fazendo-se
uso de estimativas para p-capacidade em termos de crescimento de area e volume, além

de estimativas geométricas com o uso de integrais de hipersuperficies.

Palavras-chave: p-Parabolicidade; p-Laplaciano; p-Capacidade; Crescimento de Vo-

lume



Abstract

In this work we introduce the concept of p-parabolicity for a Riemannian manifold.
This important invariant is related to the Nonlinear Potential Theory of the p-Laplacian
operator. The p-parabolicity of a manifold is studied using the p-capacity of compact
sets, as well as from the existence (or not) of a positive Green’s function. Criteria for the
validity of this property are discussed using estimates for p-capacity in terms of area and

volume growth, as well as geometric estimates using hypersurface integrals.

Keywords: p-Parabolicity; p-Laplacian; p-Capacity; Volume Growth.
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Introducao

Dado um dominio conexo () em uma variedade Riemanniana M e D um subconjunto

compacto de Q. Definiremos p-capacidade para um condensador (D, Q) como
Cap,(D, Q) = inf {J IVuP :u e Wé’p(Q) NCHQ),u>1em D} )
o

Assim, podemos compreender o comportamento das funcées do espaco de Sobolev WS Q)

continuas em e com valor maior ou igual a 1 em D, com relagao a p-Dirichlet integral
J |VulPdx.
Q

A partir da definicao apresentaremos algumas propriedades, resultados para o caso em que
D ¢ um conjunto p-polar, isto é, Cap, (D, Q) = 0, a relagao entre conjuntos limitados com
dimensao de Hausdorff s (0 < s < n — 1) e mostraremos que, se Cap,(D, Q) = 0 para
algum subconjunto compacto D C () com interior nao-vazio, entao Cap,(D’, Q) = 0
para todo subconjunto compacto D’ C Q. A importancia desse resultado reflete na
caracterizagao de () como um dominio do tipo p-parabédlico ou p-hiperbdlico.

Diremos que () é p-parabdlico se existir um compacto D com interior nao-vazio tal
que Cap,(D,Q) = 0. Caso contrario, diremos que Q ¢é p-hiperbédlico. Expandiremos a
defini¢ao de p-parabolicidade para a nao existéncia de uma funcao de Green positiva para
o operador p-Laplaciano

Apu = div([[VulP*Vu).

Em seguida, construiremos a definicao de p-capacidade em termos de integrais de
hipersuperficies, e algumas estimativas geométricas. Com isto, é possivel ver que R™ é p-
parabdlico para p > n e p-hiperbdlico para p < n. Uma variedade completa com volume
finito é 1-parabdlico, e veremos mais a frente que é p-parabdlico para todo 1 < p < oo.

Introduziremos um pouco da teoria do potencial graficos, e apresentaremos a definicao

de p-capacidade neste ambiente. Veremos que se um grafico com geometria limitada é

1



Sumario 2

p-parabdlico, entao ela sera g-parabdlico para todo q > p. Concluiremos com o resultado:
Se M é uma variedade Riemanniana com geometria limitada e p-parabdlico, entao M sera
g-parabdlico para todo q > p.

Uma variedade Riemanniana (M, g) completa é p-hiperbdlico quando p é menor ou
igual a dimensao isoperimétrica(disop(M, g)) e p-parabélico quando p maior ou igual ao

grau de crescimento de M(dg,(M, g)). A dimensao parabdlica de M é o niimero
dpar(M, g) =inf{p > 1: M é p-parabdlico }.

No caso em que M tem geometria limitada. Entao, podemos também definir dpq, como

0 numero
dpar(m,g) = sup{p = 1: M é p-hiperbdlico}.

Uma variedade completa com curvatura de Ricci nao-negativa é p-parabdlico para todo
p = dgr. Uma variedade simplesmente conexa com curvatura seccional K < —1 é p-
hiperbélico para todo p < oo.

Por fim, a n-parabolicidade é uma propriedade conformemente invariante das varie-
dades. Com isto se uma variedade Riemanniana completa (M, go) é tal que disop > M,

entdo dgr(M, g) > n para toda métrica g conformemente equivalente a g.
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Nocoes Preliminares

Iremos apresentar algumas nocoes basicas sobre a teoria dos espagos de Sobolev, me-

dida, dimensao de Hausdorff e operador p-Laplaciano.

1.1 O espaco de Sobolev

Vamos iniciar com a teoria do espago de Sobolev em um dominio QO C R™. Dado uma
funcao u € L}(Q) e um multi-indice «, definimos a derivada distribucional D u de u por

(Dou, @) := (—1)“J uD,edx
Q

para todo @ € C3*(Q), onde CF(Q) é o conjunto das fungoes suaves com suporte com-
pacto em Q. Uma distribuicao T é dito estar em LP se existe uma funcao f € LP(Q) tal

que (T, @) = [, fodx. Dado k € N, ¢ p > 1, definimos
WEP(Q) :={u e LP(Q): |« < k,Dyu e LP(Q)}.

Por definicao, W*P(Q) é o espaco de Sobolev com ordem p de integrabilidade e ordem k
de diferenciabilidade. O espaco WP (Q) é um espaco de Banach quando munido com a

norma
k

HU«”ka(Q) = Z Z HDcxu”LP(Q)-

i=0 |o|=i
Outra possibilidade é definir o espaco de Sobolev H*P(Q) como o fecho com respeito &

norma ||./lwxr(q) do conjunto das funcées u € C*(Q), o qual [[ullwir (o) < +o0.

Teorema 1.1. Para qualquer inteiro k e qualquer p > 1 temos W*P(Q) = H*P(Q).
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Demonstragao. Vide [2]. O

Agora, vejamos o caso para uma variedade Riemanniana. Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana de dimensao n > 1. Para k € Ne p > 1, definimos C*P(M) o conjunto das
funcées u € C*(M) de tal modo que IQ IViulg du < +oo, paratodoi€ 1,2, ..., k. Sendo
assim, definiremos o espaco de Sobolev para uma variedade Riemanniana da seguinte

forma.

Definicao 1.1. O espaco de Sobolev WP (M, g) € o fecho em LP(M) de C*P(M) com

respeito a norma
Kk
fulhwr = 3 Il
i=0
onde [[V'ull, € a norma LP da fungao [V'ul. O espago de Sobolev W(];’p(M) ¢ o fecho de
Cr(Q).

Para este trabalho, iremos utilizar apenas o espaco de Sobolev de ordem k = 1. A
seguir, veremos algumas propriedades deste espaco a serem utilizadas posteriormente. As

demonstragoes podem ser encontradas em [3, Capitulo 1].

Lema 1.1. Se u € Wé’p(Q) com Vu = 0, entdo u = 0. Se u € WHP(Q), entdo
u™ = max{u,A} € W'P(Q) e u™ = min{u, A} € WHP(Q), para todo A € R.

Teorema 1.2. Se u,v € W'P(Q), entdo as funcoes max{u,v} e min{u,v} estio em

WP (Q).

Lema 1.2. Se u,v € W,?(Q), entdo min{u,v} e max{u,v} estio em WP (Q). Seu e
Wé’p(Q) € nao negativa, entdo existe uma sequéncia de fungoes nao negativa @; € Cg°(Q)

convergindo para w em WP (Q).
Teorema 1.3. Suponha que u e v sao funcoes limitadas em WHP(Q). Entdo,

i) uw € WHP(Q) e V(uwv) = vWu + uVv.
i) Se uv € WP (Q), entdo uv € WP (Q).

Um importante fato sobre os espacos WHP(Q) e Wé’p (Q) é a de serem sequencialmente
fracamente compacto. Para p > 1 dizemos que uma sequéncia u; € LP()) converge

fracamente em LP(Q) para uma funcao u € LP(Q) se

J vu)-du—>J‘ vudp
Q Q

qualquer que seja v € LP/(P=1(Q).
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Teorema 1.4. Suponha que u; € uma sequéncia limitada em WP(Q). Entdo, existe
uma subsequéncia w;, e wma fungao w € WP (Q) tal que u;, — u fracamente em LP(Q)

e Vu;, — Vu fracamente em LP(Q). Além disso, se u; € W, P (Q), entiouw e WP (Q).
Demonstracao. Vide [3, 1.31]. O

Teorema 1.5. Suponha que u; € uma sequéncia limitada em W'P(Q) tal que u; — u
pontualmente quase sempre. Entdo, w € WP (Q), u; — u fracamente em LP(Q), e

Vu; — Vu fracamente em LP(Q). Além disso, se u; € W, P (Q), entdo uw e WP (Q).
Demonstragao. Vide [3, 1.32]. O

Teorema 1.6. (Desigualdade de Poincaré) Se Q) é limitado, entdo

J lpPdu < CJ VeolPdu
Q Q
para @ € CP(Q).

Demonstragao. Vide [3, 1.4]. O

1.2 Nocoes basicas de medida

Introduziremos a nocao geral de medida em um espago X. Iniciaremos definindo X
um conjunto e F uma o-algebra de subconjuntos, isto é, F é uma familia nao-vazia de
subconjuntos de X, fechados sobre uma uniao enumeravel, complementar e intersecao de
enumeraveis subconjuntos. Também, temos que (X, F) é um espaco mensuravel. Note

que, se S € F, entao X\S € F, X =S U (X\S) € F e também X¢ =0 € F.

Defini¢ao 1.2. Uma medida n em (X, F) € uma funcio u: F — [0, 00] satisfazendo as

sequintes condigoes:
i) u(®) =0;
i) Sj € F disjuntos, enumerdvel = w(U;S;) = Z)- 1(S;)
As seguintes propriedades sao satisfeitas por p:
1. S €F, S CSy = u(S1) < u(Sq);

2. Sj € F enumerdvel = n(U;S;) < X5 u(S;).
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Definicao 1.3. Seja u uma medida de X e A C X. Entao W restrito a A, denotado por
wdSy,
¢ a medida definida por
(udS1)(S2) = 1(S1 N S2), VS, C X
Definicao 1.4. Um conjunto A C X é w-mensurdavel se para cada conjunto B C X
uw(B) =p(BNA)+pnB—-A)

Observacgao 1. Se u(A) =0, entdao A é u-mensurdvel. A € u-mensurdvel se, e somente
se, X—A é u-mensurdvel. Observe que se A € qualquer subconjunto de X, entao qualquer

conjunto w-mensurdvel é também wlA-mensurdvel.
Definicao 1.5. Uma colecao de subconjuntos A C F é uma o-dlgebra quando
i. 0,XeA;
1. SeA = X—-SeA
. S5 € A = U;§; € A.
Sendo assim, a colecao de todos subconjuntos p-mensuravel de X forma uma o-algebra.

Definicao 1.6. A o-dlgebra de Borel de R™ € a menor o-dlgebra de R™ contendo sub-

conjuntos abertos de R™.
Definicao 1.7. A seguir algumas definigoes.

i) Uma medida n em X € reqular se para cada conjunto S1 C X existe um conjunto Sy

w-mensurdvel tal que S; C Sy e w(S1) = u(Sz).
it) Uma medida pw em R™ € chamada de Borel se todo conjunto de Borel é p-mensurdvel.

iii) Uma medida w em R™ é Borel reqular se w é Borel e para cada S; C R™ existir um

conjunto de Borel B tal que S; C B e u(S;) = w(B).

iv) Uma mediada w em R™ é uma medida de Radon se w é Borel regular e pu(K) < oo

para cada conjunto compacto K C R™.
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Dimensao de Hausdorff

Seja s >0e 0 < d < oo. Para um conjunto E em R™ definiremos

= ian 15

onde o infimo é tomado sobre toda cobertura de E, por bolas abertas B; com diametro r;
nao excedendo §. Observe que H® é uma medida exterior, isto é, para todos os conjuntos

Ei, Eo, ... CR™ tem -se

Agora definiremos a medida de Hausdorff de E por

H,(E) = sup H3(E) = lim H2(E).
§>0 5—0

A medida Hg é regular em um conjunto de Borel, isto é, uma medida aditiva em um
conjunto de Borel em R™ e para cada E C R™ existe um conjunto de Borel B tal que

E C G e Hs(E) = Hg(G). Ver [3, Pag. 61].
Teorema 1.7. Se Hg < oo, entao H¢(E) = 0 para todo t > s.

Demonstracao. Seja Hg(E) < oo e & > 0. Entao existe uma cobertura por bolas abertas

B; com diametro r; nao excedendo & e
D TS HI(E)+ 1< H(E) +1.

Dali,
ZT _Z,rs t—s 6t SZT. < &t SHE(E) )
e fazendo & — 0, concluimos que H{(E) = 0. m

O menor s > 0 que satisfaz H¥(E) = 0 para todo t > s é chamado de dimensao de

Hausdorff de E.

Lema 1.3. Suponha que 0 < § < 0co. Entdao He(E) = 0 se, e somente se H3(E) = 0.
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Demonstracao. Desde que

H,(E) > HE(E)

é suficiente mostrar que Hg(E) = 0 se H3(E) = 0. Entao, assuma que H3(E) = 0 e fixe
€ > 0. Escolha uma cobertura de E por bolas abertas B; com diametro r; nao excedendo

0 tal que
er < €®.
i
Entao, ri < e e

HE(E) < ) 7 <e.
i
Fazendo € — 0 nds obtemos

H,(E) = lim HE(E) = 0

e—0

como queriamos provar. O]

Seja h uma funcao real crescente em [0, 1) satisfazendo lim h(t) = h(0) = 0. Definimos

t—0
a medida h-Hausdorff de E por

5>0

Hp(E) = supinf Z h(ri),

onde o infimo é tomado sobre toda cobertura de E, por bolas abertas B; com diametro r;
nao excedendo 0. A medida Hy (E) é regular em um conjunto de Borel em R™. A escolha

h(t) = t* nos da a medida s-Hausdorff Hg(E).

1
loc

Lema 1.4. Assuma que 0 < s <mn, feL{ .(Q) e seja

1
E:{xeﬂ:limsup—s‘[ !fldy>0}.
B(x,7)

T—0

Entao, H*(E) = 0.

Demonstracao. Vide [4, Pag. 109]. O

O Espaco BV(Q)

Apresentaremos de forma superficial o espaco das fungoes com variagao limitada em
um aberto de uma variedade Riemanniana. Para mais informacao sobre este tema ¢é

recomendado a leitura de [13] e [5].
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Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa m-dimensional consideremos uma

familia de formas semi-continuas por baixo e quadraticas Gy : M — [0, 00] e
D(x):={ve TM: G(v) < oo}
Aqui, Gy induz um produto escalar g, em D(x) satisfazedo
gx(v,v) = Gx(v) Vx € D(x).
Para O C M aberto, denotaremos I'(Q, D) como
INQ,D) :={X: X é um campo de vetor suave em Q, X(x) € D(x) para todo x € Q }.

Também denotaremos
MrIQ) ={Xerl(Q,D): g.(X(x),X(x)) <1 ¥x € Q}.

Definicao 1.8. Seja Q C M um subconjunto aberto de M e w € L'(Q). Dizemos
que W tem variagao limitada em Q, e escrevemos w € BV(Q) se Dxu existe para todo
XeTld(Q)e

sup{|[Dxu|(Q) : X € T9(Q)} < o0.

Denotaremos por [[Dgull a medida de Radon em Q. Se E C M € um conjunto de Borel,

dizemos E tem perimetro finito se Xg € BV(Q), munido com a norma
lullsvia) = llullLi ) + IVul(Q)

Teorema 1.8. Seja u € BV(Q). Entao existe uma sequéncia de funcoes (u;) € C*(Q)

tal que u; —» uw e L, (Q) e

loc

lim J IVujldx = [[ullsv(a)-
)70 JO

Além disso, se u € L}(Q), entdo u; — u € L(Q).

Demonstracao. Vide [0, Pag. 298]. O

1.3 O p-Laplaciano

Seja M uma variedade Riemanniana nao-compacta munida com a métrica (,) e a

forma Riemanniana de volume du. Dizemos que um campo vetorial Vu € Lj .(M) é o

gradiente de uma funcao u € L}, .(M) se
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J (Vu,V)du = —J udivvdp
M M

para todo campo de vetores V € C}(M).

Seja A : TM — TM um operador satisfazendo as seguintes propriedades:

i. A aplicacao A, = AITM : TM — T,M ¢ continua para quase todo x € M ¢ a
aplicacao x — A, (X) é mensuravel para todo campo de vetores mensuravel X, para

quase todo x € M e para todo h € TuM,
ii. (Ax(h),h) =|h/P;
iii. [Ax(h)l=[h/P™Y
iv (Ax(hy) — A —x(hs),hy —hy) > 0, para quaisquer h; # hy;
v. Ay(h) = |AP2AA(h), para todo A € R\{0}.
Dizemos que o operador A é o operador p-Laplaciano quando
Ax(h) = [WP~?h].

Uma funcao u € Wll(’}::(l\/l) ¢ uma solucgao fraca da equagao do p-Laplaciano

Apu = —div(A, (1) = —div(]| Vu P72 Vu) =0 (1)

em M se

| v vu v =0 2
M
para todo @ € CP(M). Solugoes continuas para a equacao (1) sdo chamadas de p-

N ~ 1 , ~ .
harmonica. Uma fun¢ao u € Wl (M) é chamada de p-supersolugao em M se satisfaz

J (Il Vi P2 V. Ve)du > 0
M

para toda funcdo nao-negativa @ € C3°(M). Equivalentemente, nomeamos uma fungao

v e WP (M) de p-subsolucio em M quando

loc

J (Il Y [P~ Vau, Vo) du < 0
M

para toda fungdo nao-negativa @ € C°(M).
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Lema 1.5. (Principio da Comparagao): Sew € WHP(M) é p-supersolucio, v € WHP (M)

¢ uma p-subsolugdo e max(v —u,0) € Wé’p(M), entdo W > v quase sempre em M.

Demonstracao. Faca @ = max(v—u,0) € Wé’p(M) e utilizando a desigualdade de Tartar

obteremos
0> J (v [[P-2 Vv,V(p>du—J [l Vu P2 Y, Vo) dn
M M
| e v v veyan > 0
u<v
Portanto, V@ = 0 quase sempre em M. O

Uma importante propriedade de uma solugao da equagao (1) é a de ser minimizante da
integral p-Dirichlet na classe de fungoes ¢ com mesmo valor na fronteira que u, em outras

palavras, dado u € WP (Q), para cada @ € W'P(Q) tal que u — @ € W, teremos

r

J VulP = | ([VulP ?*Vu, Vu)

Q Jo

= | (VuP*Vu, Vo)
Jo

< | IVuP?VullVel

Jo

=| [VuP Vgl

JQ

p—1

< (JQWulP) p (Jﬂwwp)p.

Portanto [, [VulP < [, |VelP.

|=

Teorema 1.9. Suponha que Q € limitado e que v € WYP(Q). Existe uma tinica solucao

u e WP (Q) da equagio (1) em Q comu—v € Wé’p(Q).
Demonstracao. Vide [3, Pag. 68]. O

Teorema 1.10. (Desigualdade de Harnack.) Seja h uma fungdo p-harmonica nao nega-

tiva em um dominio Q). Entao, existe uma constante ¢ > 0 tal que
suph < cinfh
B B
onde B € uma bola em Q) tal que 2B C Q.

Demonstracao. Vide [3], 6.2]. O



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 12

Teorema 1.11. (Principio do mdximo forte). Uma fun¢ao nao-constante e p-harmonica

em um dominio Q C M nao atinge seu supremo ou infimo.

Demonstracao. Se u(x,) = maxgu = M, entdao a funcdo v = M — u é nao-negativa e
p-harmonica em Q. Desde que v(xg) = 0 segue, pela desigualdade de Harnack, que v = 0

em Q. O caso do minimo é tratado de forma analoga. n

Teorema 1.12. (Principio de Harnack). Suponha que hy, 1= 1,2, ... seja uma sequéncia
crescente de fungoes p-harmonica em um dominio Q. Entao a fun¢ao h = lim hy € uma
1—00

fung¢ao p-harmonica ou ela € identicamente 4+00.

Demonstracao. Vide [3, 6.14]. O



Capitulo 2
p-Capacidade

O conceito de p-capacidade ¢ indispensavel para entendermos o comportamento local
das funcoes no espaco de Sobolev. Veremos que podemos usa-la para caracterizar as

variedades Riemanniana.

Definicao 2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, Q C M um dominio conexo
em M eD C Q um conjunto compacto. Para 1 < p < 00, a p-capacidade de D em () é

definida por:

Cap, (D, Q) :=inf {J IVulP;u e Wé’p(Q) NCHQ), u>1em D}
Q

onde Wé’p(Q) ¢ o fecho de CL(Q), com respeito a norma
[ wflup=ll il + [ VUl [

Consideremos W(D, Q) = {u € Wé’p(Q) NCHQAQ) : u > 1 em D} e denotaremos
A(D,Q) ={u e Wé’p(O.) NCYA): 0 <u<leu=1em D}. Pela propriedade do

infimo, temos que

Cap, (D, Q) <inf {J [Vul? :u e A(D,Q)}
Q

pois A(D, Q) c W(D, Q). Dado € > 0, existe w € W(D, Q) tal que

J VulP < Cap,(D, Q) + €.
o

Entao, por um argumento de truncamento, neste caso v = max{0, min{ju/, 1}} € A(D, Q)

e |Vv| < |[Vu| quase sempre. Assim,

13
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Cap, (D, Q) < J VP < J IVulP < Cap,(D, Q) + €
o o

Fazendo € — 0 obtemos

inf {J [VulP :u e A(D,Q)} = Cap,(D, Q)
Q

Com isto fica provado que podemos restringir a definicao acima para as fungoes u €

W(l)’p(Q) NCYQ)talqued<u<leu=1emD.

Apresentaremos algumas observagoes e propriedades acerca da p-capacidade.

Lema 2.1. Suponha QO C M com volume finito. Se Cap,(D, Q) =0, entdo Capq(D, Q) =
0 para todo 1 < q < p.

Demonstra¢ao. Dados p,q € R tais que 1 < g < p, temos que p/(p—q) >1ep/q>1

com a soma de suas inversas igual a 1. Logo, pela desigualdade de Holder,

P—q

Llwlq < (L 1) ' (Jﬂ(wulq)%)%

(Vol(Q)) 7 ( |Vu|P>
Passando o infimo sobre as funcoes em A (D, Q), concluimos que Capq(D, Q) = 0. O

Teorema 2.1. A p-capacidade satisfaz as sequintes propriedades:

i) Q1 CQy = Capp(D,Q4) = Capy(D,Qs);

W) D1 C Dy = Capp(Dy,Q) < Capp(Do, Q);

i) Capp (D, Q) = inf{Capy (U, Q4); U € aberto e D C U € Q};

i) Capp (D1 UDy, Q) < Capp(Dy, Q) + Capp (D2, Q) — Capyp (D1 N Dy, Q);

v) Se U € Q € aberto, entdo Cap,(U, Q) = Cap, (U, Q);

vi) SeDC Q) CQyC -+ C LiJQi = Q, entio Cap,(D, Q) = i11_}1{)10 Cap, (D, Q).
Demonstragao. i) Observe que A(D,Q;) C A(D, Q,), logo pela definigao de infimo con-
cluimos que Cap,(D,Q4) > Cap,(D, Q). J4 em ii) temos que A(D2, Q) C A(D4, Q),
portanto Capp (D1, Q) < Cap, (D4, Q).

iii) Se D C U € Q, entao

D Cc U= Cap,(D,Q) < Cap, (U, Q).



Capitulo 2. p-Capacidade 15

Logo Cap, (D, Q1) < inf{Capp (U, Q4); U é aberto e D C U € Q}. Por outro lado, dado

€ > 0 existe u € A(D, Q) tal que uw =1 em uma vizinhanca aberta U de D e

L IVulP < Cap,(D, Q) +e.

Assim,

Cap, (U, Q) < Cap,(D, Q) + e,

e fazendo € — oo teremos inf{Cap,(U,Q); U aberto e D C U € Q} < Cap,(D, Q)
concluindo a igualdade do item iii).

iv) Dado € > 0, tomemos u € A(Dy,Q) ev € A(Dy, Q) tais que

,[ IVulP < Cap, (D4, Q) +g e J IVVIP < Capy(Da, Q) + g
o Q

Observe que, wi = max{u,v} € A(D; UD,, Q) e wo = min{u,v} € A(D; N Dy, Q) e

J' |Vw, [P +J |dw,|P :J IVul? +J IVVIP.
0 0 o) 0

Como

Capp(D1 U DQ, Q) + Capp(Dl N DQ) < J

V[P +J Vsl
Q

Q

concluimos que
Capy (D1 UD,, Q) + Capp (D N D) < Capyp (D4, Q) + Capp(Da, Q).

V) E imediato que Cap,(0U, Q) < Capp(ﬁ,Q). Seja A um aberto contendo U.
Definindo D; = U e Dy = A\U, pelo item anterior,

Capy (A, Q) < Capyp(A\U, Q).

Consequentemente, infA{Cap, (A, Q)} < infa{Cap,(A\U, Q)}. Isto prova o resultado.

vi) Observe que pelo item i) concluimos que tal limite existe, pois é uma sequéncia

mondtona e limitada inferiormente. Dado € = 275 > 0, existe u € A(D, Q) tal que

Cap, (D, Q) < J IVulP < Cap(D, Q) +e.
Q
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Existe i(k) € N suficientemente grande com i(k) — oo, quando k — oo, de tal modo que
supp(u) C Q4. Dai
| vur=| e,
Q

Q;
logo
Cap, (D, Q) < Capp(D,Q4) < L)i ld(ulg,)P = JQ IVulP < Cap, (D, Q) + 2%
Fazendo k — oo teremos
klg{)lo Cap(D, Qi)) = Capp(D, Q),
e concluimos a demonstracao do teorema. O]

A definicao de p-capacidade pode ser estendida para conjuntos arbitrarios A C Q.

Primeiro, para um aberto U C Q definiremos
Cap, (U, Q) :=sup{Cap,(D,Q): D c U compacto}.
De fato, dado € > 0 existe um compacto D, C U tal que

sup{Cap,(D,Q)} —e < Cap, (DL, Q) < sup{Cap,(D,Q)}.

u-sb uo-b

como D’ C U, pelo item ii) do Teorema [2.1] temos

sup{Cap, (D, Q)} — e < Cap, (DL, Q) < Cap, (U, Q) < sup{Cap, (D, Q)},

uosb uo-b

e fazendo € — 0, concluimos a igualdade estabelecida. A partir disso, podemos estender

a definicao para um conjunto arbitrario A C QQ como sendo
Capy (A, Q) :=inf{Cap, (U, Q): AC U C Q aberto},
utilizando argumento semelhante, neste caso para o infimo.

Definicao 2.2. Um conjunto E C M (ndo necessariamente compacto) € dito conjunto de
p-capacidade nula, ou simplesmente p-polar, se para todo par de bolas abertas By € By

tivermos

Cap,(EN By,By) =0.

Caso contrdrio, o conjunto B é dito de p-capacidade localmente positiva.
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Lema 2.2. Se E € um conjunto p-polar, entao FE também é um conjunto q-polar para todo
qs<p.
Demonstragao. Dados B; @ By bolas abertas. Temos que volume de B é finito e Cap,, (EN

B1,By) = 0. Entéo, pelo Lema , Capq(E N B1,By) = 0. Portanto E é g-polar. m

Teorema 2.2. Conjuntos com p-capacidade nula em uma variedade Riemanniana M de
dimensao n possuem as sequintes propriedades:

i) Se E ¢ limitado e Capy(E,U) = 0 para alguma vizinhanca aberta U relativamente
compacto, entao E é um conjunto p-polar;

ii) Uma uniao enumerdvel de conjuntos p-polar é um conjunto p-polar;

iii) Conguntos p-polar tem medida (n-dimensional) nula;

w) Se existe uma constante ¢ < oo tal que para todo aberto U O E tivermos Cap,(E, U) <

c, entao B € um conjunto p-polar.

Demonstragao. i) Sendo E limitado, podemos cobri-lo com uma colegao finita de bolas
abertas {Bi} de tal modo que E C E/ = UB;, E/ € U e que By seja uma bola da
colecao. Para qualquer B; € By tem-se Cap,(E N By, U) = 0. Entdo, podemos tomar
u e W(ENB;, U)NCP(U) com a condigio JulVulP < e edadove W(E N B4, By), pelo
Teorema , uv € W(E N By, By). Segue que

Capp(ENBy,By) < J IV (uv)[?

B2

< 2P max |v|? J

IVulP + 2P max|Vv|P J lu|P
B2

B2

< 2P max |v|Pe + CJ IVulP? < e(c),
B2

onde na ultima desigualdade usamos Poincaré.
Fazendo € — 0 concluimos que Cap,(EN Bi,By) =0.

ii) Seja E = LiJEi a uniao enumeravel de conjuntos p-polares, teremos pela generalizagao
do Teorema H, item iv), que Capp(LiJEi,Q) < ZCapp(Ei,Q) = 0. Aqui, temos que a
p-capacidade da intersecao de k conjuntos p—pola;es ¢ também um conjunto p-polar pelo
simples fato de QEi C E;.

iii) Dado € > 0, escolhemos u € A(E, Q) tal que IQ IVUuP < €, existe uma vizi-

nhancall de E, satisfazendo

|E|<|U|<j

lulP < CJ IVulP < ce.
o

Q
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Portanto, E tem medida nula.

iv) Escolhendo uma sequéncia decrescente de conjuntos abertos limitados tais que
Ulﬁug@---@ﬂui:E,
i

e escolhendo @; € CP(U;), 0 < @ <1 com @ =1 em E e também
IV(pilpdx < C+1.
U
Pela desigualdade de Poincaré

J lpi/Pdx <M
U

1

onde M é uma constante que nao depende de i. Como @; converge pontualmente para a
funcao 1V o qual assume os valores 1 em E e 0 em U;\E, com V1{ = 0 quase sempre. Pelo
Teorema |15 temos que P € WP (U;). E portanto,

Capy(E.Up) < | V9P =0,

U,

Agora veremos algumas conexoes entre a p-capacidade e medida de Hausdorff.

Lema 2.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado xg € M e 0 < 1 < 1.

Entao, eziste uma constante ¢ = c(n,p) tal que
Capy (B(x, 1)) <cr™ P,

Demonstracao. Defina a funcao

1, se y € B(xo,1);
u(y) = ¢ 2— 22 g0y € B(xg, 21)\B(x. 1);
0, se y € O\B(xq, 27).

Observe que 0 < u < 1 e |[Vu| < 1/r quase sempre. Logo u € A(B(x,1),Q) e

Cap, (B(x. 1), Q) < J ( )ru(y)rpdwj Vu(y)Pdy
B(x,2r

B(x,21)

< (14+17P)Vol(B(x, 2r))
< (2r7P)Vol(B(x, 21))

=cr P,
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Teorema 2.3. Seja 1 < p <n. Entdo, eriste uma constante ¢ = c(n,p) tal que
Cap, (E, Q) < cH™ P(E)
para todo E C Q limitado.

Demonstracao. Seja B(xi, i), 1 =1,2,... uma cobertura de E tal que r; < 9, para todo

i € N. Temos

Cap,(E, Q) ZCapp (xi,11)) < ch?‘p
tomando o infimo sobre toda Cobertura por tais bolas e observando que H3(E) < H*(E)

obtemos
Cap,(E,Q) < cHf P(E) < cH™P(E).
]

Lema 2.4. Assuma que 1 < p < n. Se Cap,(E, Q) = 0, entdo H*(E) = 0 para todo

s>Mn—p.

Demonstragao. Se Capyp(E, Q) = 0 para cada i € N, entao existe uma sequéncia de
funcoes u; € A(E, Q) tal que [}, < < 27" Definau=3 2 u; € WhP(Q). Ora, seja
Vx = Z];:l ui, k=1,2,..., entao vy € Wl’p(Q) S]

k 00
villwir o) = H ZuiH < Z luillwir o) < o0
i=1 i=1

Assim, (vi) é uma sequéncia limitada em WP (Q). Desde que 0 < u; < 1, observamos
que vy ¢é crescente e assim vy — u quase sempre. Pelo Teorema concluimos que
u € WP(Q). Ademais u > 1 em E.
Se s > n —p, entao
lim supj IVulPdy = oo
r=0  JB(x,r)

para todo x € E, [4, Pdg. 112]. Assim,
1 1
EC{XEQ:—J IVulpdy:oo}C{XEQ:—J IVulpdy>0}.
L B(x,r) T B(x,T)
Pelo Lema 1.5,

1
H*(E) < H® ({XEQ:r_SJ IVulPdy >0}> =0.
B(x,T)

Isto mostra que H*(E) = 0 para qualquer que seja s € (n —p,n). Como H3(E) = 0

implica em H'(E) = 0 para todo t > s, chegamos ao resultado. O
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Teorema 2.4. Seja E C M um conjunto limitado com dimensao de Hausdorff s (0 < s <
n—1). Entao E é p-polar para 1 < p < (n—s) e E € um conjunto com p-capacidade

localmente positiva se p > (n —s).

Demonstrag¢ao. Seja p € (1,n —s). Entao, pelo Teorema e a definicao de dimensao
de Hausdorff temos

Capyp(E,M) <cH™P(E) =0

portanto E é p-polar.

Agora, suponha p > n —s e Cap,(E, Q) = 0. Entdo, s > n —p e pelo Lema 2.4
H'(E) = 0 para todo t > n — p contrariando o fato de s ser a dimensao de Hausdorff de
M.

O

Proposicao 2.1. Um conjunto fechado E C M € p-polar se, e somente se, para toda
vizinhanga U de E e todo € > 0, existir uma funcio w € C1(M) tal que

i) O suporte de u estd contido em M\E;

i) 0 <u<1;

i) w=1 em M\U,

w) [oIVulP <e.

Demonstracao. Seja E C M um conjunto p-polar. Primeiramente, suponha E limitado.
Pelo item i) do Teorema , para cada vizinhanga U de E temos Cap,(E, U) = 0. Dado
€ > 0 existe v e CL(U) tal que v =1 em uma vizinhanga W' C Ude Ecom0<v<1e
[ IVv[P < e. Definindo u € C*(M) por

1—v(x), se xelu
u(x) =

1, se x € M\U

veremos que U satisfaz as propriedades 1)-iv). Para cada xo € E existe uma vizinhanga V de
Xo contida em U’ tal que u(x) = 0, para todox € V, logo x ¢ supp(u). Consequentemente
supp(u) € M\E. Os itens ii) e iii) sdo claramente satisfeitas pela construcao de u. E,
finalmente, temos que [, [Vul? < [, |[VV[P < e. Agora, suponha E C M ilimitado. Seja
U alguma vizinhanca de E. Podemos decompor E como a uniao enumeravel de conjuntos
disjuntos e limitados, E = |JE;. Para cada E; podemos encontrar uma vizinhanga U;

limitada tal que E; C U; C U e que a cobertura {U;} de E seja localmente finita, isto é,
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cada compacto de M intersecta apenas um numero finito de conjuntos da colecao. Para

cada i existe u; € C1(M) satisfazendo

i. supp(w) € M\Ey;
i, 0 <uy <1,
ii. uy =1 em M\Ujy;

iv. IM IVuilp < 2 Ple.

Por construcao, a funcao uw = [Ju; € C*(M) satisfaz as propriedades.

Reciprocamente, escolhamos um par de bolas By € By C M e uma vizinhanca U de
E tal que Vol(UN By) < €. Seja @ : M — [0,1] uma fungao suave com @ = 1 em
B; e suppe C Bs. Faca ¢ := ||@|[L~. Seja u: M — [0,1] uma fungao satisfazendo as

propriedades da hipétese. Defina w: M — [0, 1] por
w = min{@, 1 —u},
e veja que w = 1 em uma vizinhanca de E N By e supp(w) C UN By. Logo

ldwllir B,) = IVWILr (unBy) < VT —=wWllir (une,) + IVl (une,)- (2.1)

Temos que [[V(1 —W)|lir(unsy) = IVUlir uns,) < €/?. E,

1/p
IV olliruns,) = (j |V<p|v) < sup rwj | < cel/r,
UnB» u

NBo

Assim, substituindo isto em (2.1) obteremos
VWl (e, < (1+c)e!/p
e fazendo € — 0 concluimos que Cap,(E, M) = 0. m

Suponha QO C M um dominio conexo de M e D C Q um subconjunto compacto.
Seja U; € Q uma sequéncia crescente de subconjuntos abertos de Q tal que D C U,
e Uy = Q. Seja ¢ € CP(Q) uma fungao tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga U

1
de D e suppe C U;. Entao, pelo Teorema existe uma tnica fungao p-harmonica
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u; € WHP(U;\D) com uy — @ € Wé’p(ui\D). Fagamos u; =1 em D e u; = 0 em Q\U;.

Pela propriedade minimizante temos a seguinte desigualdade
Cap,(D.0) < | [VuP = | 9wl < Capy (D, ).
o U

Como (u;) é uma sequéncia crescente e limitada de fungoes p-harmoénica em U;\D, pelo
principio de Harnack, a fungao u = lim u; é p-harmonica em Q\D. Assim, pela desigual-

dade acima concluimos que
Cap, (D, Q) :J VulP.
o)

Esta funcao u é chamada de p-potencial de D em (). Esclarecido isto, a proposicao
a seguir afirma que se um compacto Dy C Q contém um compacto Dy com interior

nao-vazio e p-capacidade nula entao ele também serd de p-capacidade nula.

Proposicao 2.2. Seja QO um dominio conexo em M e Dy € Dy @ Q conjuntos compactos.
Suponha que Dy tenha interior nao vazio e que Capy (D1, Q) =0. Entao Capy (D2, Q) =
0.

Demonstracao. Pela monotonicidade da p-capacidade podemos assumir que Dy e Dy sao
fechos de dominios suaves. Escolha uma exaustao de Q por conjuntos abertos, limitados

e com fronteira suave U; de tal forma que
DieDyel e ---e Uy Q.

A partir disso, para cada U; existe uma unica solugao continua u; : Uy — R para o

problema de p-Dirichlet

u =1 em Dyq;
u; =0 em OUy;
Apui =0 em Ui\Dl.

Pelo principio do maximo, concluimos acerca de cada u; que: 0 < u < 1, c:=
infp,(u;) > 0 em Dy e que ui1; > u; em U;. Em particular, a funcdo u; assume
valores maiores que ¢ > 0 em D,. Podemos observar, pelo comentario anterior, que a

integral p-Dirichlet da fungao u; é a p-capacidade de D; em Uy, isto é,

Cap, (D, ;) =J V.

Uy
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Defina a funcao v; : Q — R como sendo v; = ui/c e vi = 0 em Q\U;. Apartir dessa

definicao teremos que v; > 1 em Dy. Portanto,

1—00

Capp(D2, Q) < lim J Vi [P
o)

1
Uy

CP i—oo

1
= — lim Cap, (D, U;)

CP i—oo

1
= C—pCapp(Dl,Q) =0.
[l

Corolario 2.1. Se Cap,(D,Q) = 0 para algum subconjunto compacto D C Q com

interior nao vazio, entdo Cap,(D’, Q) =0 para todo subconjunto compacto D' C Q.

Demonstra¢ao. Tome Dy C Q compacto tal que D U D’ C D,. Pela Proposigao
Capp (D2, Q) =0 e portanto Cap, (D', Q) < Capp (D2, Q) = 0. O

Com este resultado concluimos que se um subconjunto compacto de interior nao-vazio
D em uma variedade Riemanniana M tem p-capacidade nula, entao a p-capacidade de
qualquer outro subconjunto compacto de M também serd nula. Por outro lado, se D
tem p-capacidade positiva, entao todo subconjunto compacto de M tem p-capacidade
positiva. Em outras palavras, p-capacidade ser ou nao positiva em um compacto é uma

propriedade valida para todo compacto na variedade M.
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Parabolicidade

Definigao 3.1. Seja Q um dominio conexo em um wvariedade Riemanniana (M, g) e
p = 1. Dizemos que Q € p-parabolico se existir um compacto D C Q com interior nao-
vazio tal que Capy(D,Q) = 0. Dizemos que Q ¢é p-hiperbélico se existir um conjunto

compacto D C Q com interior ndo-vazio tal que Cap,(D, Q) > 0.

A definigao acima classifica todo dominio em duas categorias: p-parabdlico e p-
hiperbdlico. De fato, pelo Corolario , se existir um compacto D C Q tal que Cap, (D, Q) =
0, entdao o mesmo ocorre para todo compacto D’ C Q. Portanto, esse dominio Q sera
p-parabdlico. Por outro lado, caso exista um compacto D C €) com interior nao vazio
tal que Capp(D, Q) > 0 o mesmo Corolario nos dé que nao existe D’ C ) com interior
nao-vazio e Capp (D', Q) = 0. Se houvesse terfamos Cap, (D, Q) = 0. Concluimos que a
caracterizacao do dominio é dicotomica.

O lema a seguir mostra que a propriedade p-hiperbdlica é preservada quando passamos

para subconjuntos.

Lema 3.1. Se (N, g) ¢ uma variedade Riemanniana p-hiperbdlica, entao todo dominio

aberto () C N € p-hiperbdlico.

Demonstra¢ao. Suponha (O C N p-parabdlico. Entao, existe uma bola aberta B C Q tal
que Capy (B, Q) = 0. Dai teremos Capy(B,N) = 0, pelo item i) do Teorema [2.1] Logo

N seria p-parabdlico, o que é absurdo. O

Proposicao 3.1. O dominio QO € p-parabdlico se, e somente se, existe uma sequéncia de
fungées u; € C§(Q) tal que 0 < wy < 1, wy — 1 uniformemente em todo subconjunto

compacto de Q e [, [Vu;[P — 0.

24
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Demonstra¢ao. Suponhamos que Q seja p-parabdlico. Seja D C ) um compacto com

interior nao-vazio tal que Capyp(D, Q) = 0. Tomemos uma exaustao
DcD;cDy,Cc..cQ

de Q por subconjuntos compactos. Pelo Corolario temos Capy,(Dj, Q) = 0, para todo
j € N. Podemos definir fungdes u; € Cj(Q) tais que 0 < u; < 1 euw; =1 em Dj, com
fQ V[P < % Observe que, dado um subconjunto compacto K C Q existe jo € N tal que
K C Dj para todo j = jo. Portanto, u; — 1 uniformemente em K, e ainda, IQ V[P — 0.

Reciprocamente, dado u; uma sequéncia de fungoes satisfazendo as propriedades im-
postas no enunciado, podemos tomar uma bola aberta B C Q) e j, € N tal que u; > 1\2
em B para todo j > jo. Dai, 2u; € C§(Q) e 2u; > 1 em B. Como 2 [, [V[P — 0,

concluimos que Cap, (B, Q) = 0. Portanto, QO é p-parabdlico. m

Definigao 3.2. (Fungdo de Green para o p-Laplaciano) Sejay um ponto de um dominio
reqgular U € M. Uma fungio g = g(-,y) € chamada de fun¢do de Green para o p-

Laplaciano quando satisfaz as sequintes propriedades:
. g € p-superharmonica em (;
it. g € p-harmonica em U\{y};

i1i. lim g(x) =0, para todo z € OU;

X—Zz

. lim g(x) = oco;
X—y

v. Capp({x € U:g(x) 2 bl{xeU:g(x)>a}) =(b—a)"" P, para todo b > a > 0.

Se U C M é um dominio regular e y € U, entao existe uma fungao de Green g = g(-,y)
[7, 3.19]. Dado um subconjunto compacto D C U tal que o ponto y pertenca a ele,
definindo o valor ¢ := min g(x,y) teremos que a funcdo w: U — R com u = 1 em D,

x€oD
u=0em 0D e

u(x) = glx.y)
em U\D, é uma fungao p-harmoénica em U\D que se anula na fronteira fronteira 0(U\D),
e portanto, é a funcao p-potencial para D em U. Esta importante relacao nos diz que
na existéncia de uma funcao de Green em um dominio Q a p-capacidade do condensador

(D, Q) é equivalente a variacao de energia de %g(x,y), isto é

Capy(D.0) = | [Vglxy)Pex
Q\D
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Lema 3.2. Seja g uma funcao de Green e b > a > 0. Entao,
| awgir2vg,vg) ~b—a

onde D={x € U:a< g(x) <b}
Demonstra¢ao. Veja que, g’ = (g — a)/(b — a) é p-potencial para

E=({xeU:g(x) >b}{xeU:g(x)>a}).
Assim,

(b—0)"" = CapE = | (IVg'IP*Vg".Vg)
~(b-a)” | (IVgIP 9,74,

donde concluimos o resultado. ]

Teorema 3.1. Seja QO um dominio em uma variedade Riemanniana (M,g). Entdo as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

i) Q é p-parabdlico;
ii) Ndo existe uma func¢ao nao-constante, positiva e p-superharmonica em Q;

iii) Nao existe uma funcdao de Green positiva para o p-Laplaciano em Q.

Demonstragao. i) = ii). Suponha que Q é p-parabdlico e que exista uma fun¢ao nao-
constante, positiva e p-superharmonica em Q. Seja xo € Q com 0 < u(xg) < oo e, seja
e > 0 tal que u(xg) — e > 0. Como u é p-superhamonica, temos que u é semicontinua
inferiormente, e assim existe uma bola By = B(xg,T) € Q tal que u(x) > u(xq) — € para

todo x € By. Considere uma exaustao {U;} de Q tal que
B_() clU, el, e..Q.

Assim, existe uma funcdo hy € C®(Q) tal que h; é p-harménica em U;\By, hy = 0 em
M\U; e hy = u(xo) — € em By. A funcdo h = lim;i_, hi/(u(x¢) — €) é p-potencial para
By em Q. Como Q é p-parabélico
Capy(B1.02) = | lanP =0
o)
Com isto, temos que h = u(xq) — € para todo x € Q. Por outro lado, u > h; em U;\By.
u =

Assim u > u(xg) — € em M para todo € > 0. Fazendo € — 0 obtemos (xg). Como
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u é ndo-constante, existe x; € Q tal que u > u(x;), pelo mesmo argumento, o que é uma
contradicao ja que u(x;) > u(xg). Isto mostra que u é constante. Portanto concluimos a
implicagao.

ii) = iii) Suponha que ¢(-,y) é uma funcao de Green positiva para o p-Laplaciano em
Q. Entao, tomando D C Q tal que y pertenca a D e ¢ := Xgr%iggg(x,y). Concluimos
que a funggo u=cem D e u = g(x,y) em Q\D ¢ uma funcao positiva, nao-constante e
p-superharmonica em Q.

i) < iii) Seja {U;} uma exaustao de Q por dominio regulares

Lele..eJu=0

Para cada i € N existe uma fungao de Green g; = g(+,y), y € Uy, tal que {g;} é crescente.
Pelo principio de Harnack, temos que g = i1i_)1r£10 gi € identicamente +o0o ou uma fungao
p-harmoénica em Q\{y}.

Seja D C U; um subconjunto compacto de QO com interior nao vazio tal que D C B

¢ uma bola com centro y tal que 2B C U; ey € D e que m; = {gi(x) : x € 9D} > 1.

Escreva
Ei(a,b) = ({x € Ui : gi(x) = b}, {x € Ui : gi(x) > a}),
m; = min{g;(x) : x € 0D},
M; = max{g;i(x) : x € 0D}.
Segue que

xeQ:gilx) >2Mi}CD C{xeQ:gilx) >m}
Pela desigualdade de Harnack,
M; < Amy
Suponha que Q seja p-hiperbdlico. Entao, Cap,(D,Q) >0e
Cap, (D, Q) < Capy (D, Us) < CappEi(0,M;) < CappE(0,Aimy) = (Aymy)' P,
Consequentemente,
m; < Am; < Capp(D,Q)ﬁ.

Portanto existe g = lim g; uma funcao de Green definida em Q.
1—00
Por outro lado, se Q é p-parabdlico e existe uma fungao de Green para o p-Laplaciano
em Q, entdo, para algum valor b > 0 tal que D ={x € Q : g(x) > b} seja compacto em

Q, a p-capacidade de D em Q é igual a b'™P > 0, o que contradiz Q ser p-parabdlico. [
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Teorema 3.2. Seja E C M um subconjunto em uma variedade Riemanniana M. Se

E C M tem p-capacidade localmente positiva, entdo QO := M\E € p-hiperbdlico.

Demonstra¢ao. Suponha que Q é p-parabdlico. Pela Proposicao 3.1 podemos encontrar
uma sequéncia de fungoes u; € Cj(Q) tal que 0 < uy < 1, uj; — 1 uniformemente em todo
subconjunto compacto de Q e IQ |[Vu;[P — 0. Com isso, pela Proposicao , concluimos

que E é um conjunto p-polar. O]

Teorema 3.3. Seja E C M um subconjunto em uma variedade Riemanniana M. Se M

é p-parabolico e E C M € um conjunto p-polar, entao Q) := M\E € p-parabolico.

Demonstragio. Se M é p-parabélico, existe uma sequéncia de fungoes v; € C5(M) tal que
0 <v; <1, v; — 1 uniformemente em todo subconjunto compacto de M e fM IVv;[P —
0. Dado E um conjunto p-polar, pela Proposi¢ao existe outra sequéncia de fungoes
wj : M — [0,1] suave com suporte em M\E, tal que w; — 1 uniformemente em todo
subconjunto compacto em M\E e [ [dw;[P — 0.

Agora, defina uj :=v;-w; : Q — R e teremos uma sequéncia de fungées u; € C{(M), com
0 <u; < 1,4 — 1 uniformemente em todo subconjunto compacto de Q e IM V[P — 0.

Portanto, () é p-parabdlico. O

Corolario 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana fechada e E C M um conjunto com
dimensao de Hausdorff igual a s, com (0 < s < n = dim(M)). FEntio, Q .= M\E €

p-parabolico se 1 < p <n —s e p-hiperbdlico para valores p >n —s.

Demonstragao. Veja que, pelo Teorema [2.4), E é um conjunto p-polar para 1 < p <
(n —s), o que implica em Q ser p-parabdlico, de acordo com o Teorema . Como, o
conjunto E tem p-capacidade localmente positiva para valores p > (n — s), concluimos a

p-hiperbolicidade de Q) pelo Teorema [3.2 O



Capitulo 4

Estimativas Geomeétricas

4.1 p-Capacidade via p-fluxo

Sejam M uma variedade Riemanniana, O C M um dominio conexo e D € Q um
subconjunto compacto em Q. Definimos A(D, Q) como a classe de funcoes h: Q — R

que satisfazem as seguintes propriedades:

i) h é continua, localmente Lipschitz, ndo constante e limitada inferiormente;
ii) D C {x € Q:h(x) =19 :=minh};

iii) Se r < suph, entao {x € Q : h(x) < r} é compacto.
O p-fluxo de uma fungao h € A(D, Q) é a fungdo @y, : 1y, 1) = R definido por

Oy (1) = LQ Vh(x)Pdo(x),

onde Q, :={x € Q : h(x) < 1}, [ry, 1) é o intervalo de variacao dos valores de h, isto é,
To:=minh e r; :=suph € RU{oo}, e do é a medida de Hausdorff de dimensao (n — 1).
Note que Q, é um dominio limitado para todo T € [rg,11). Veja que se tivermos p = 1
entao @y ; ¢ a drea

Dpy = an(r) = LQ do(x) = o(aD)

Para uma funcao h € A(D, Q) de classe C2, temos pelo Teorema da divergéncia

Dnp(r) = |

Definiremos por Qp(h), para p > 1, a seguinte integral

T1 1 1-p
J Oy, p (1) dr) .

To

IVh|P~2(Vh,n)do = —J (A,h)dV.

20, 20,

Q,(h) = (

29
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Lema 4.1. Seja m(r) uma fungao positiva e limitada com p > 1. Entao,

(Ll m(r)llp) o < Jol m(r)dr.

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder,

L/ 1 \» N AN = v 1 b
1= L (m(r)) m(r)rdr < (L (m(r)) dr) <L m(r)dr) ,

que por sua vez implica em

(o) '<(1()")”

Assim

]

Proposicao 4.1. Seja A : RU{oo} — RU{oco} uma fun¢ao mondtona localmente Lipschitz.

Entao para qualquer h € A(D, Q)

Qp(}\oh) = Qp(h)-

Demonstracao. Seja h € A(D, Q). A funcao A define um homeomorfismo entre [rg, 1] e

[to, t1]. Vamos supor que A’(r) > 0 quase sempre. Fazendo h := A o h, teremos

AT) = IVhP~do

J aQA[r)

= V(Ao h)[P'do

J aQ)\[r)

=| WEPYRdo
Jao,

— ?\’(r)plj IVh/P~ldo

0Q),

=N ()P Dy p (1),

e portanto

DO, (1) = ?\’(r)l’pd)ﬁm.
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Dai

Corolério 4.1. Podemos assumir [Vh(x)| < 1 quase sempre no cdlculo de Qp(h).

Demonstracao. Escolha uma funcao positiva e suave @ : R — R tal que |[Vh(x)| <

T1 ds

¢ monotona e localmente Lips-
To @ (s)

@(h(x)) quase sempre. Agora, a fungao A(r) = [
chitz. Dai, para h:= Ao h temos que

VR = A (h(x)|Vh(x)] = ——|Vh < 1.
®(s)

Pela Proposigao [4.1},

Qp(h) = Qp ().

A seguir necessitaremos do seguinte teorema.

Teorema 4.1. (Férmula da coarea). Seja M™ uma variedade Riemanniana de dimensdo

n. Se h: M™ — R ¢ uma aplicacdo Lipschitz, entao

J @(x)lw(x)ldx:J (J cp(y)dH“(y)) dt,
M R \Jh 1(y)

onde @ : M™ — R é H" " -mensurdvel.
Demonstragao. Vide [0, Corolario 5.4]. O

Teorema 4.2. SejaD €@ O C M ep > 1. Entao

Cap,(D,Q) = inf Qp(h).

heA(D,Q)

Demonstragdo. Dado € > 0, seja u € C}(Q) uma fungao tal que 0 K u<1l,u=1em D

e Capp(D, Q) > [, IVul’ —e. Faga h(x) :=1—u(x), entdo h € A(D, Q). Temos que
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To:=minh =0 e r; := maxh = 1. Pela formula da coarea,

r

J v = [ [vhp
Q JQ

r

= | [VhP7'Vhldx
Jo

rl
= (J yVhyp—ldo) dr
Jo 00,

rl
= | Opp(r)dr.

JO

Pelo Lema |4.1{ obtemos a seguinte desigualdade
1 1 ) I-p
Cap,(D,Q) —e > J IVulP = J Oy p(r)dr > (J (Dhm(r)l—vdr) = Qp(h).
Q 0 0

Consequentemente

Cap,(D,Q) > inf Q,(h).

Reciprocamente, escolha uma funcao h € A(D, Q) e fixe um ntimero s € (ry, T1], como

sendo o intervalo de variacao de h. Defina a funcao us : QO — R por

L se h(x) < 7o;
_ _ hix) _ dt .
w() =q 1=y o, - TR h(x) <s;
0, se h(x) >s
onde
s —1
Vo= (J Dy (1)" vdt)
To
(&

|Vus (X)’ =
0, se h(x) >s
(

quase sempre. Pelo Corolario , podemos considerar |[Vh
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Lipschitz com suporte compacto em . Assim, pelo Teorema 4.1

J Ve ()P dx = j s @rp (h(x)) 5 [ Vh(x) [P dx
ol Q.0

=P @y, (h(x))| ™7 | Vh(x)Pdx
JO\Qy,

r

=P @y, (h(x)| ™7 [ VR(x)[P~HVh(x)|dx
JO\Qy,

S

=v¢ (J CDh,p(T)%!Vh(X)!pldc) dr
20,

JTO

=P | D, (r)TF <J IVh(x)IpldG) dr
00,

JTO

rS
_P_

:‘YE (Dh,p (r)lfp CDh,p(T)dT

Assim

Capy(D.0) < | [Vup =y2"
Q

para todo s < 1. Pela continuidade, temos que

lim yP~! = Qp(h).

S—T1

Como a escolha de h foi arbitraria, obtemos

< .
CapP(D7 Q) ~ hE/{I(lg,Q) Q'P (h)u

o que conclui a demonstracao do teorema. O

O Teorema aborda somente o caso em que p > 1. A proposicao a seguir se refere

ao caso em que p = 1. Denotando por o a medida (n — 1)-dimensional de Hausdorff.
Proposicao 4.2. Seja D € QO C M. Entao
Cap:(D, Q) =inf o(oU),

onde o infimo é tomado sobre todos conjuntos U €@ QO com perimetro finito contendo D.
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Demonstracao. Escolha uma funcao u: R — [0, 1] com suporte compacto em Q tal que

u=1em D. Pela formula da coarea,

1 1
J Vu| = J (J dcr) dr = J o(oU,)dr > inf o(0U,)
Q 0 ou, 0 T

onde U, :={x € Q;u(x) > t}. Logo
Cap;(D,Q) > inf o(0U).

Agora, considere um dominio regular U € Q contendo D. Como a funcao caracteristica
Xu € BV(Q) (Teorema , podemos encontrar uma sequéncia de funcées u; € CF(Q)
tal que uj =1lem D e

lim J V| = [Ixullev(a) ZJ xudo = o(oU).

Portanto

Cap:(D, Q) < inf o(oU).

4.2 Variedades com fins cilindricamente torcidos

Iniciamos esta secao com a seguinte definicao.

Definicao 4.1. Uma variedade Riemanniana M € dita ter fins cilindricamente torcidos se
existe uma variedade Riemanniana compacta (N, gn) e um subconjunto compacto D C M
tal que M\D = N Xx¢ [1,00) € o produto torcido de N x [1,00] com a métrica g =

dt? + f2(t)gn.
Para o decorrer desta secao denotaremos Dy C M o subconjunto
Dy:=DU{(y,s):ye Nes<t}]

Proposicao 4.3. Para 1 <1 < R < o0 temos

R 1-p
Capy (D;. D) = Vol _1(N] (J f(t)‘fédt) |
Particularmente, a p-capacidade de um anel esférico em R™ € dado por

_ RY — 1\ P
CapP(Bh BR) = n—1 ( > )

v
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5 1 A n—1 _ n—1 —
onde &n_1 € a drea da esfera unitdria S ev =15 quando p # M e para p = n

teremos

Capp (Era BR) = o‘n—l(log(R/r))l_n-

Demonstracao. Seja h € A(D, Q) definida por h(x) = 1 em D e h(x) = t para x =
(y,t) € N x {t}. Logo, |Vh(x)| =1 para todo x € M\D e o p-fluxo de h é igual a area

Oy (1) = J IVhPldo = J do = o(0D;).
oD, oD,
Como
o(dD,) = J \detgdo = J f(r)"'do = (J dcr) f(r)™ ! =vol,_ (N)f(r)™ !
N x{r} N x{r} N
temos que

@y (1) = Vol (N1 (7).

Segue pelo Teorema [4.2] que

Capy,(Dr, D) < Qp(h) = JR (@npms)

R 1-p
:Volnl(N)(J f(r)‘fé> .

;
Por outro lado, considere uma fungao arbitraria u € Cj(Dg) tal que u = 1 em D,. Temos

que para caday € N

R
1=|u(y,R)—u(y,r)|=J duly, 1

R
it Rl I, TP ,t)|dt.
S ar< [ wuly.uie

Utilizando a desigualdade de Holder vale

R

1-n

1< JR Vuly, t)ldt = J (IVuly, IFD) (f(0)'5") at

T T

—1

R 5 /(R ) =S
< (J |Vu(y,t)|pf(t)“—1dt) (J f(t)v?dt) ,

R R 1-p
J IVuPF(t)™'dt > (J f(t)%a?)

T T

isto é,
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para todo y € N. Integrando essa desigualdade sobre N obtemos

L JR Vuly, PF(E)™ dtdy > JN (JR f(t)%?dt) T

T T

o que implica em

R . 1—p
J IVulPdx > Vol,_;(N) (J f(t)?l) ,
DT‘

T

Desde que a fungao u foi escolhida de forma arbitraria, concluimos que

R 1-p
Capp(ﬁmDR) > Vol (J f(t)'fédt) ,

T

e segue a igualdade.
Em particular, podemos escrever (R™, gcqn) como o produto S™1 x (0,00) com a

métrica em coordenadas polares
g = dr? +1r%ggn1,

onde ggn—1 é a métrica induzida de R™ sobre S*!. Fazendo v = 2_:112, tem pela igualdade

provada acima, quando p # n, que

Capyp(Br, Br) = Vol, (S™1) ( )

“a(57)

. R 1-p
CapP(BhBR) - VOln—l(Sn_l) (J t_ldt>

Agora, quando p = n temos

= a1 (log(R) —log(r))' ™

= ot (log(R/))""
Corolario 4.2. M € p-parabdlico se, e somente se

Demonstracao. Desde que 1 —p < 0, temos que

Cap, (D, M) = Vol,_;(N) (Jm f(t)‘f—édt> o 0

equivale a
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4.3 Perfil isoperimétrico

Seja QO C M aberto e D C Q compacto. Escolha uma funcao h € A(D, Q) e faca
Q. :={x € Q:h(x) <r} Seja [ry,r1) 0 intervalo de variacao da funcao h e defina
v(r) = v (r) := Vol(Q,) um homeomorfismo entre (1, 11) e (vg,Vv1), onde vy = v(rg) e

vi = v(r1). A funcao inversa é dada por r(v) = sup{r: Vol(Q,) <t} e

1
v(r) = Vol(Q,) = do = ——|Vhl|do.
Vo) = | ao= | e

Pela férmula da coarea

' do
vir) = Lo (Jagr W) -
e portanto,
dv do
dr J 20, IV
Denotaremos por a(r) = an(r) := 0(0Q,). Podemos expressar a area em funcao do

volume v pela composicao a = a(r(v)).

Proposicao 4.4. Sep > 1, entao

Demonstracao. Temos que
an(r) = J do = J IVh/*% VR do.
20, 20,

Pela desigualdade de Holder segue que

% do ij1
an(r) < Vhp1d0'> (J —) .
n{r) (JGQT’ | 20, IVh]

Agora elevando essa desigualdade a 1_in < 0 e utilizando o Teorema obtemos

ﬁ do ]13*;;
an (1) > IVhlp_1d0> (J —)
() (LQT 20, IVH]
1 do -1
) = =
[ h,p(r)] (Ja_@r |Vh|>

L dv
— @y ()

Assim,
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Agora, integrando de 1y a 11 e elevando a 1 —p < 0, tem-se

T1 1—p 1 1—p
J (Dh,p(r)llvdr) < (J ah(v)%gdr)

To To dr

V1 1—p
J ah(r(v))lpvdv)

Q,(h) = (

]

Definigao 4.2. A fungao P :[0,V) — R € um perfil isoperimétrico para Q C M se eziste
constantes C,m > 0 tais quen <V :=Vol(Q) e

P(Vol(D)) < C Area(dD)
para toda regiao compacta D C Q com Vol(D) > 7.

Teorema 4.3. Suponha que o dominio QO C M admita um perfil isoperimétrico P :

[0,V) — R tal que

(1 <p < o0). Entdo Q € p-hiperbdlico.

Demonstracao. Seja D C QQ um conjunto compacto com volume igual an, e h € A(D, Q).

Para todo compacto D’ C Q com Vol(D’) > 1 temos pela Definicao [£.2]

1
a(v) > EP(V).
Assim,
1\
aw < (&) P
C
Integrando essa desigualdade sobre o intervalo de vy a v; obtemos
[Mawmavcr=cm [T o
Vo Vo [P(V)]‘%l

Desde que 1 —p < 0, temos

%! b 1-p
(J a(v)Tr dv) > 1P,

Vo

Utilizando a Proposicao [4.4] e o Teorema {4.2| concluimos imediatamente que

Vi1 1—p
Cap,(D.Q) = _int | Qulh) > [ i) =1 s

heA(D,Q vo

Portanto Q é p-hiperbdlico.
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4.4 Crescimento da area e do volume
Lema 4.2. Q) ¢ I-parabolico se, e somente se, existe uma exaustdo
GiCGyC..eQ

por dominios regulares tais que lim inf Area(0G;) = 0.
1—00

Demonstrag¢ao. Dado uma exaustao de QQ por dominios regulares e um subconjunto com-
pacto D C Q tais que

DeG eG,C..eQ

temos lim Cap;(D, G;) =0. Pela Proposigéoconcluimos que lim inf Area(0G;) = 0.
1—00 1—00
Agora, veja que se existir uma exaustao de QQ por dominios regulares {G;} satisfazendo
as hipéteses e D C Q é um subconjunto compacto com interior nao vazio e D € Gy,
novamente, pela Proposigao [4.2

0 > Cap:(D, Q) = lim inf Area(0U) = liminf Area(0G;) =0,

i—o00 i—o00

onde U é tomado sobre todos conjuntos U € Q contendo D. Portanto, QO é 1-parabdlico.

]

Corolario 4.3. Uma variedade completa M com volume finito € 1-parabolico.
Demonstracao. Escolha um ponto xg € M e defina v(r) = Vol(B(xp),r) e a(r) =
Area(0B(xg,r)). Para h € A({xg}, M), com h(xg) =0 e h(x) = r temos

dv J do a(r)

dr 0B (xq,1) |Vh| ‘
Suponha que M ¢é 1-hiperbdlico. Entao, pelo Lema temos

d

lim inf ¥ = lim a(r) >0,

T—00 T T—00
o que implica em lim v(r) = co. Isto contradiz o fato de M ter volume finito. H

T—00

Seja D C Q um subconjunto compacto de Q. Escolha uma funcao h € A(D,Q) e
denote an(r) = Area(0Q,).

Proposicao 4.5.
T1 ) 1-p
Q) < (9 (| anir) )

To
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Demonstracao. Suponha [h(x)| < ¢ para quase todo x. Dai,

(1) = J

IVh|P'do < cP ! J do = cPtan(r).
(YO

Assim,

Corolario 4.4. Seja M uma variedade completa tal que

*© dr B
. amye-n =%
onde a(r) = Area(0B(xo,1)). Entdao M € p-parabdlico.

Demonstracao. Ora, para h(x) = d(x,xg) temos

Capy (B,M) < Qu(h) < ( JOO ah(r)ulmdr) o

Comol—p<O0e fgo ah(‘r)ﬁdr = 00, concluimos que Cap, (B,M) = 0. Portanto M é

p-parabdlico. ]

Observagao 2. Pelo Coroldrio[4.3, para uma variedade com fim cilindricamente torcido,

esta condi¢ao nao é somente suficiente como também necessdario para M ser p-parabdlico.

De fato,
JOO f(r)Trdr = Jm[f(r)”_l]llvdr
- Joo[a(r)]plldr = .

Corolario 4.5. Seja M uma variedade completa tal que

onde v(r) = Vol(B(xq, 1)), entdo M é p-parabdlico para todo p > q.
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Demonstracgao. Utilizando a desigualdade de Holder

© dr °° LY Ey ()
J v(r)% —J v(r) av'(r)ev(r) rdr

-~

—
—

Para p > q temos que (A) é limitada por uma substituicdo simples. Logo

o0

J'Oo(v’(r))%v’(r)dr = J v’(r)*v%l dr

o 1
:J ——dr = co.

Exemplo 1. Se M ¢ uma variedade completa tal que

Vol(B(xg, 1)) < crv,
entao M € p-parabdlico para todo p = q. De fato,
CJ rldrgj Vol(B(xg, 1)) e dr.

Se M™ ¢ uma variedade Riemanniana completa nao-compacta com curvatura de Ricci nao-
negativa, entio Vol(B(xg, 1)) < wnr™, onde w, € o volume da bola unitdria Euclidiana

[10, Proposicao 1.2]. Em particular, R™ € p-parabdlico para p > n.

Corolario 4.6. Seja M uma variedade completa tal que

%0 . L
J (vOuB(xO,r))> -

entao M € p-parabdlico.

Demonstracao. Seja 1 < p < oo. Utilizando a desigualdade de Holder temos

t T 1 ¢ T 1 rraL g =1
| Gi) = i) v
t - %1/ » t 1 L
<<J (i) ””d’) (J () )

Agora, utilizando integracao por partes

t T % , B TP Piil t t T p—1
L <m) vi(r)dr = (1—p) (ﬁ) |O+pj0 (\Tﬂ) dr. (4.1)
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Como a primeira parte da soma nao-positiva concluimos que

L (m) vi(r)dr < pL (v(r)) dr.

Assim,

e 3
N
=
= =
~_
o
i
o
_1
~
T~
/-~

Portanto

00 T J% P N 00 1 ﬁ ;
(L () ‘”) sP (L (at) ‘”)

Por hipo6tese e por comparacao temos que

[ ()" oo

possibilitando utilizarmos o Corolério 4.4, Portanto, M é p-parabdlico.

4.5 Discretizacao

Apresentaremos algumas definigoes basicas sobre Teoria do Potencial discreta. O
objetivo dessa secao é apresentar o seguinte resultado: Se uma variedade Riemanniana M
com geometria limitada é p-parabdlica, entao M é uma variedade g-parabdlica para todo
q=p.

Um gréfico X é um conjunto V = V(X) juntamente com uma relagao simétrica e nao
reflexiva ~. Os elementos de V(X) sdo os vértices de um gréfico (X,~). Um vértice y é
dito ser uma vizinhanga de x se x ~ y.

Uma aresta ordenada é um par ordenado € = [x,y] de vértices vizinhos. A aresta [y, x]
é chamado de aresta reversa e é denotada por —€. Denotamos por (€) = x a origem de
e e w(€) =y o vértice no fim da aresta.

O caminho de um grafico X é uma sequéncia finita xi,Xs, ..., X, de vértices tal que
Xi ~ Xir1. O numero n é chamado de comprimento do caminho. O grafico é dito ser

conexo se cada par de vértices é conectado por um caminho. Dados x,y € V(X) definimos
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a distancia dx(x,y) como o comprimento do menor caminho ligando os dois vértices. Veja
que x ~ Yy se, e somente se, d(x,y) = 1. Se X é um grafico conexo, entao (V(X),d) é um
espaco métrico.

O crescimento deg(x) de um vértice é a cardinalidade do conjunto de suas vizinhangas.
Dizemos que o grafico X tem geometria limitada se ela é conexa, V(X) é finito ou enu-
meravel e deg(x) < N para todo x € V(X), onde N = N(X) < oo.

Uma 0-cochain de um grafico X é uma funcao real u: V(X) — R, e uma 1-cochain é
uma funcao n : A(X) — R tal que n(—¢€) = —(€). Aqui A(X) é o conjunto das arestas,
isto é, € € A(X) é um par ordenado € = [x,y]. Denotaremos por Q°(X) e Q'(X) os
espacos das funcoes 0-cochain e 1-cochain, respectivamente, em X.

O diferencial de uma funcao u € Q°(X) é uma 1-cochain du definida por:
du([x,y]) = uly) —u(x).

O divergente de uma 1-cochain 1 € Q'(X) é uma funcao én € Q°(X) definida por:
snix) =Y nlly,x]).
y~x

A norma de uma 1-cochain 1 € Q'(X) é uma funcao ||| € Q° definida por:

Inll(x) = <Z(u(y) —u(x))2> |

Yy~x
Seja X um grafico e p € [1,00) um nimero real. A integral p-Dirichlet de u € Q°(X) ¢é

definido por

P

Dyw= Y [VulP= Y (Z(u(y)—u(x))2> .

xeV(X) xeV(X) \y~x
Dizemos que N = (X, 1) é uma rede quando X é um grafico finito nao-vazio ou enu-
meravel e r é uma fungao positiva em A(X) com a propriedade v(x,y) = r(y, x) para todo

X~ye

> LI

vevig T )
para todo x € V(X).
Por fim, definimos os conjuntos DP(N) ={u € Q°X): Dy(u) < oo} e DF(N) ={u €
QF(X) : dp(N) < oo}
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Lema 4.3. DP(N) € um espaco de Banach com respeito a norma
1
ully = [Dp(u) + [ulxe)P]7,
onde Xq € fizo.

Demonstragao. Vide [8, 2.1]. O

Lema 4.4. Se u,,u € DP(N) e [[lu—uy|l, = 0 quando n — oo, entdo {u,} converge

pontualmente para .

Demonstrag¢ao. Vide [§]. O

Parabolicidade de Graficos

Seja X um gréfico conexo e A C X um conjunto finito. Entao para p > 1, a p-

capacidade de A em X é definido por:
Capp (A, X) :=inf{Dy(u) :ue Q)(X),0<u<leu=1em A

Teorema 4.4. Seja A um subconjunto nao-vazio finito de X. Entao Capy(A,X) =0 se,

e somente se, 1 € D§(N).

Demonstragao. Sendo Capy, (A, X) = 0, entao existe uma sequéncia de funcoes (u,) em

QY (X) tal que u, =1 em A e Dy(un) — 0 quando n — oo. Para x € A, temos
I = (x0)llp = Dy (i — U (%0))]7 = [Dy (1 )]> = 0.

Pelo Lematemos que u, converge pontualmente para u(xg) = 1. Portanto 1 € D§ (N).

Agora, suponha 1 € D} (N). Assim existe uma sequéncia (f,) em QJ(X) tal que
I1 —fnllp, = 0 quando n — 0. Pelo Lema temos que f,, converge pontualmente para
1 e Dp(fn) — 0. Defina gn € Q°X) por gn =1 em A e g, = f, em X\A. Entao
gn € Qf e llgn — full = 0 . Portanto, Dy, (gn — fn) — 0, logo Dy(gn) — 0. Desde que
Capyp (A, X) < Dy(gn), concluimos que Capy, (A, X) = 0. O

Corolario 4.7. Sejam A e A’ dois subconjuntos nao-vazio e finito de X. Entdo, Capy (A, X) =
0 se, e somente se, Capp(A’, X) = 0.
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Demonstracao. Pelo Teorema , Cap, (A, X) = 0 implica em 1 € Df(N). Como A’ é
um subconjunto finito ndo-vazio de X e 1 € D§ (N) aplicando o mesmo teorema concluimos
que Capp(A’,X) =0. Da mesma forma é provado a volta. Portanto Cap,(A,X) =0 se,
e somente se, Cap,(A’, X) = 0. H

O corolario acima nos induz para a proxima definicao.

Defini¢ao 4.3. Um grdfico X € p-parabdlico se Cap,(A,X) = 0 para todo subconjunto

finito A C X. Caso contrario, X é p-hiperbdlico.

A seguir veremos que se um grafico com geometria limitada é p-parabdlico, entao ele
serda g-parabodlico para todo q > p. Isto significa que o conjunto dos valores p > 1 tais
que X é p-parabolico ou é vazio, e neste caso X sera p-hiperbdlico para todo p > 1, ou é

um intervalo limitado inferiormente.

Proposicao 4.6. Seja X um grdfico com geometria limitada. Se X € p-parabdlico, entao

X € também q-parabdlico para todo q = p.

Demonstracao. Seja A C V(X) um conjunto finito. Para todo € > 0 podemos encontrar
uma funcao u € Q°(X) com suporte finito, tal que 0 < u < 1 para todox € V(X), u=1
em A e Dy(u) < e. Seja deg(x) < N para todo x € V(X), por X ter geometria limitada.

Temos,

Vu(x]]|

Se q = p, entao

N

(50« (o)

Dy(u) < NZ'Dy ().

Isto implica que

Por fim, passando o somatério para todo x € V(X) em ambos os lados e utilizando o fato

de Dy (u) < € para € arbitrario, concluimos que X é g-parabdlico. n
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Definicao 4.4. Uma variedade Riemanniana M tem geometria limitada se ela tem raio

de injetividade positiva e curvatura de Ricci limitada por baixo.

Dizemos que dois espacos métricos X e Y sao quase-isométricos se existem uma aplicacao
f:X = Yeconstantes A > 1, c >0 e € > 0 tais que:
i) 2d(x1,%2) — ¢ < d(f(x1), f(x2)) < Ad(x1,%2) + ¢ para todo x1, %2 € X;

ii) Toda bola de raio € em Y contém um ponto de f(X).

Definicao 4.5. Uma discretizagao de uma variedade Riemanniana M € um grdfico X o

qual € quasi-isométrico a M.

Teorema 4.5. Toda variedade Riemanniana M com geometria limitada admite uma dis-
cretizagao X com geometria limitada. Ainda, M € p-parabdlico se, e somente se, X €

p-parabolico.
Demonstracao. A demonstragao pode ser encontrada em [9, Secao 5] e [10, Lema 2.4]. O

Teorema 4.6. Seja M uma variedade Riemanniana p-parabolica com geometria limitada.

Entao M é também q-parabdlico para todo q = p.

Demonstrag¢ao. Seja X uma discretizacao de com geometria limitada de M. Pelo Teorema
temos que X é p-parabdlico. Segue que X é g-parabdlico para todo q > p (Proposigao
[1.6). Pelo mesmo Teorema concluimos que M ¢ g-parabélico para todo q > p. O

4.6 Dimensao de uma variedade no infinito

Nesta se¢ao iremos assumir que (M, g) é uma variedade completa.

Definicao 4.6. Dizemos que uma variedade M satisfaz uma desigualdade isoperimétrica
de ordem k se existir constantes C,6 > 0 (6 < Vol(M)) tal que para todo dominio reqular

limitado D € M com Vol(D) > & tivermos
Vol(D)*Y < C Area(dD)*.
M € dito ser aberto no infinito se
Vol(D) < C Area(0D).

A dimensao isoperimétrica de (M, g) é o nimero
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disop = sup{k > 0; M satisfaz uma desigualdade isoperimétrica de ordem k}.

Definicao 4.7. O grau de crescimento de uma variedade completa (M, g) € o nimero

dgr(M, g) = inf{m > 1|lim inf \% < 00},
T—00

onde v(r) = Vol(B(xg, 1)) € o volume de uma bola centrada em algum ponto xo € M.

Proposicao 4.7. Seja (M, g) uma variedade completa. Se p < disop(M), entao M € p-
hiperbdlico, e se p = dgr(M), entdo M € p-parabdlico.(Se M € aberto no infinito, entdo
M é p-hiperbélico para todo p.)

Demonstracao. Se p < disop =k, entao k =p + €, € > 0. Temos

P(v) —v'E =v ;;1.

Assim,

[P(v)]7oT = v/ e oo,

Note que % P> 1, isto ¢, existe & > 0 tal que

B 148

[PV =v

Joo dv <J°° dv - o
n [PE)IFT Uy v T

Pelo Teorema [4.3] concluimos que M é p-parabdlico. No caso em que M é aberto no infinto

Logo,

M satisfaz a desigualdade isoperimétrica para todo p > 1. Logo M ¢é p-hiperbdlico para
todop > 1
Se p > dgr = m, entao p satisfaz

v(r
lim inf (—) < 0
r—oo TP

Seja {1} uma sequéncia tal que 1, — +o00 e v(ry) < crit. Passando para um subsequéncia,

se necessario, podemos assumir 21, < Ty, 1. Entao,

1 1

+oo =1 O TR+l =1
) e () e
n \)(T) k=1YTk CrkJrl

JL

(o/e]
71
pcl/n ) z 1'k+1 rk+1 )
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Esta série é divergente assim como a integral. Pelo Corolario concluimos o resultado.

]

Exemplo 2. O espago hiperbdlico H™ é aberto no infinito, [11, Lema 2.1]. Portanto, H™

p-hiperbdlico para todo p < co.
Definicao 4.8. A dimensao parabdlica de M é o nimero

dpar(M) =inf{p > 1: M € p-parabolico }.
Se M € p-hiperbélico para todo p, entdo definiremos dpqr(M) = 0.

Proposicao 4.8. Se M tem geometria limitada, entao a dimensao parabolica também

pode ser definida por
dpar(M) =sup{p > 1: M € p-hiperbélico}.

Demonstracao. Pela definicao da dimensao parabdlica, M é g-parabdlico para todo q <
dpar. Pelo Teorema 6.3, M é p-parabdlico para todo p > dpqr. Portanto, o infimo do
conjunto dos valores p tais que M é p-parabdlico coincide com o supremo dos valores ¢

tais que M ¢é g-hiperbdlico. O

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana completa e conexa. Entao, pelo o que foi
apresentado, temos

diso‘p(Ma g) < dpar(M7 g) < dgr(M7 g)

Teorema 4.7. (Coulhon, Saloff-Coste). Seja (M, g) uma cobertura universal de uma

variedade conexa e compacta N. Entao
disop(Ma 9) = dpar(M; 9) = dgT(Mv 9)
Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [12]. O

Sejam g e gg duas métricas conformemente equivalentes em uma variedade n-dimensional
M, i.e, g = Agp para alguma funcao A : M — R,. As formas de volume dvoly e dvolg,

sao relacionadas do seguinte modo.
dvoly = A™dvolg,.

Proposicao 4.9. A n-parabolicidade é uma propriedade conformalmente invariante de

uma variedade.
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Demonstracao. Seja o« uma 1-forma de M, entao
|(x|g = Ailyodgo-

Assim,

IVLLIdeolg =A "A"volgy, = IVulgodvolgo.

]

Teorema 4.8. Seja (M, go) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa tal que
disop(M, go) > 1. Entio dg(M, g) > n para toda métrica g conformalmente equivalente

a Jo-

Demonstra¢ao. Pela Proposicao 4.7, (M, gg) é n-hiperbdlico. Dai, pela Proposi¢ao 4.9

temos que (M, g) também é n-hiperbélico. Assim, concluimos que dgr > n. m



Referéncias Bibliograficas

Hebey, Emmanuel e Robert, Frédéric. Sobolev spaces on manifolds. Handbook of

Global Analysis.(2008) 10.1016/B978-044452833-9.50008-5.
Meyers NG, Serrin J. H = W. Proc Natl Acad Sci U S A. (1964) Jun;51(6):1055-6.

Heinonen, J., Kilpelainen, T., and Martio. Nonlinear potential theory of degenerate

elliptic equations. Dover Publications, (2006).

J Kinnunen, Sobolev Spaces. Department of Mathematics and Systems Analysis,

(2017).

V.G. Maz’ja. Sobolev Spaces. (1985) Springer-Verlag Berlin and Heidelberg GmbH
& Co.k.

Taylor, Michael Eugene. Measure theory and integration. Graduate studies in mathe-

matics, ISSN 1065-7339.

Holopainen, I. Nonlinear potential theory and quasiregular mappings on Rieman-
nian manifolds. Annales Academiae Scientiarum Fennicae. Series A 1. Mathematica.

Dissertationes,(1990) 74, 1-45.

Maretsugu Yamasaki, Parabolic and hyperbolic infinite networks. Hiroshima Mathe-

matical Journal, Hiroshima Math. J. 7(1), 135-146, (1977).

Liviu I. Nicolaescu. The co-area formula. Disponivel em: https://www3.nd.edu/ Ini-

colae/Coarea.pdf. Acesso em: 24 de maio 2021.

Changyu Xia. Complete manifolds with nonnegative Ricci curvature and almost best
Sobolev constant. Illinois Journal of Mathematics, llinois J. Math. 45(4), 1253-1259,
(Winter 2001).

20



Referéncias Bibliograficas o1

[11] Bogelein, Verena & Duzaar, Frank & Scheven, Christoph. A sharp quantitative iso-
perimetric inequality in hyperbolic n-space. Calculus of Variations and Partial Diffe-

rential Equations.(2015) 54. 10.1007/s00526-015-0928-9.

[12] T.Coulhon et L. Saloff-Coste. Isopérimétriepour les groups et les varietés. Revista

Mathematica Iberoamericana 9 (1993) 293-314.

[13] Troyanov, Marc. (1999). Parabolicity of manifolds. Siberian Adv. Math.. 9.





