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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade exata as trajetérias para
uma equagao linear hiperbdlica via estratégia de Stackelberg - Nash.

Devido a linearidade do problema, a controlabilidade exata as trajetdrias é equivalente
a controlabilidade nula. Por esse motivo, usaremos um argumento padrao de observabili-
dade que reduz o problema de controle nulo a uma estimativa para as solugoes do sistema
adjunto do problema principal. Usaremos uma Desigualdade de Carleman, que sera uti-
lizada para obter o nosso principal resultado.

Palavras-chave: Equacao Linear da Onda, Estratégia de Stackelberg - Nash, Desigual-
dade de Observabilidade, Controlabilidade Nula.



Abstract

The objective of this work is to study the exact controllability of the trajectories for

a hyperbolic linear equation via the Stackelberg - Nash strategy.

Due to the linearity of the problem, exact controllability to trajectories is equivalent
to null controllability. For this reason, we will use a standard observability argument that
reduces the null control problem to an estimate for the adjunct system solutions to the
main problem. We will use a Carleman Inequality, which will be used to obtain our main
result.

Keywords: Linear Wave Equation, Stackelberg- Nash Strategies, Observability Ine-
quality, Null Controllability.
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As

Notacoes e Simbologias

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

(-,-) denota o produto interno em L?*(Q);
| - || denota a norma em L?*(£2);
(-,+) quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidades;
Vu = (%, %, ces a%) denota o gradiente da funcao u;
= 0%u : =
Au= ) 5.2 denota o operador Laplaciano da fungao u;
=14
q.8. - quase sempre;
— denota a imersao continua;

& . ~
— denota a imersao compacta;

C quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria;

L(X,Y) denota o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y;

D(f) denota o dominio de f;
E’ denota o dual topolégico do espaco vetorial E;
o(E, E’") denota a topologia fraca de E induzida por E;

|lsc denota a norma de L*°.



Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo da controlabilidade exata as trajetérias para uma

equacao da onda linear via estratégia de Stackelberg - Nash.

Um problema de controle para uma equacao de evolugao (EDO OU EDP) pode ser

descrito da seguinte forma:
y = ft.y,w), (1)

onde t € [0,7] representa a varidavel temporal, y : [0,7] — X ¢é a funcdo estado e
w:[0,7] — Y é um controle. Nesse modelo, X e Y sdo espagos de fungdes adequados,
T > 0 é um valor real fixado e ¢ representa a derivada de y em relagao ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais defini¢oes de controlabilidade presen-

tes na literatura.

Defini¢ao 0.1 (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 um nimero real e yo,y; € X
dois possiveis estados do sistema . Dizemos que tal sistema € exatamente controldvel

se ezxiste u: [0, 7] =Y tal que;

y, = f(yau) em [O,T],
y(0) = w0, y(T) =1

Defini¢ao 0.2 (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um nimero real e yo, y;
dois possiveis estados do sistema . Dizemos que tal sistema € aprorimadamente con-

troldvel se, para todo € > 0 dado, existe u:[0,T] =Y tal que;

y' = f(y,u) em [0,T],
y(0) =yo, [[y(T) —wll <e

Defini¢ao 0.3 (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um nimero real dado e yo € X

um possivel estado do sistema . Dizemos que tal sistema € nulamente controldvel se
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existe u : [0,T] =Y tal que;

y/ = f(yau) em [07 T]v
y(0) =yo, y(T)=0.

Definicao 0.4 (Controlabilidade exata as trajetorias) Sejam T > 0 um nidmero
real dado, yo € X um possivel estado e 5 uma trajetoria (isto €, uma solugao arbitrdria do
sistema sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controldvel as trajetorias

se existe u: [0,T] = Y tal que;

y/ = f(yau) em [O’ T]v
y(0) = yo, y(T)=u(T).

E bem sabido que, em problemas lineares, as definicoes de controle nulo e exato as tra-

jetorias sao equivalentes.

Existem muitas situacoes em que varios controles sao necessarios para conduzir um
sistema a um ou mais objetivos. Normalmente, se atribuimos fungoes diferentes aos
controles, falamos de controle hierdrquico. Esse conceito no contexto das equacoes hi-
perbdlicas foi introduzida por J. -L. Lions [10], onde o autor analisou a controlabilidade
aproximada para um sistema associado a uma equacao da onda. Nesse trabalho, J. -L.
Lions considerou um controle principal chamado de lider e adicionalmente um controle

secundério chamado de seguidor, seguindo a estratégia de Stackelberg [20), [16].

Posteriormente, varios trabalhos surgiram em relacao ao tema proposto aplicado a

outros sistemas governados por uma EDP, dentre os quais podemos citar:

e O artigo de Lions [I1], [12], onde o autor prova alguns resultados sobre estratégia de

Pareto e Stackelberg, respectivamente.

e Os artigos [17, [I§], onde Ramos et. al estudaram equilibrio de Nash dos pontos de

vista tedrico e numérico para EDP’s parabdlicas lineares.

As questoes de controlabilidade consideradas nos trabalhos acima citados fornecem
apenas respostas em nivel aproximado. A principal novidade apresentada nesse trabalho
é a extensao da analise e os resultados para um problema de controlabilidade exata,
mais precisamente, controle exato as trajetérias. Precisamente, este trabalho baseia-se no

artigo [I] e esta dividido da seguinte forma:
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No capitulo 1 apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento
do nosso trabalho.

No capitulo 2 apresentamos formalmente o problema de controle a ser estudado.

No capitulo 3 provaremos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash para os
funcionais custo associados ao problema principal. Daremos ainda uma caracterizacao
desse equilibrio como solucao de um sistema de equagoes diferenciais.

No capitulo 4 provaremos a desigualdade de observabilidade, mais uma peca funda-

mental para a prova do teorema principal.

Finalmente, no capitulo 5 provaremos o Teorema [2.2] que é equivalente ao resultado

principal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e defini¢bes que serao utilizados no
decorrer do texto para ajudar o leitor a ter uma melhor comprensao do conteido abordado

nos capitulos seguintes.

1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Defini¢ao 1.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (uy)ren uma
sequéncia de E. Dizemos que (u) converge fracamente para u € E e escrevemos u, — u

se, e somente se, (¢, ur) — (¢, u), Vo € E'.

Definigao 1.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espago de Banach, ¢ € E’
e (Or)ren uma sequéncia de E'. Dizemos que ¢, converge fraco estrela para ¢ e escrevemos

dr — ¢ se, e somente se, (g, u) = (p,u), Yu € E.
Proposicao 1.1 Sejam E um espago de Banach e (uy)ren uma sequéncia de E. Entdo:
(i) Se up — u em o(E, E') entao (p,ur) — (p,u), Yo € E';
(ii) Se ux — w forte entdo up — u fracamente na topologia o(E, E');
(ii1) Se ux — u em o(E, E') entao (||ug|]) € limitada e ||ul| < lminf ||ug||;
(iv) Seur, —u em o(E,E") e se o, — ¢ fortemente em E', entao (px, ug) — (@, u).
Demonstracao: Jesus et. al ( [9], pdg. 98). O

6



1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Definicao 1.3 Um espaco métrico E € dito separdvel se existe um subconjunto A C E

enumeravel e denso em E.

Defini¢ao 1.4 Sejam E um espaco de Banach e J a injecao canénica de E em E”. O

espago E € dito reflexivo se quando J(E) = E".

Teorema 1.1 (Banach - Alaoglu - Bourbaki). Sejam E um espago de Banach e E’

seu dual topologico. Entao o conjunto
Bp ={f e E:|fll <1}

¢ compacta na topologia fraca estrela —.

Demonstragao: Brezis([3], pdg. 66) O

Teorema 1.2 Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' seu dual topoldgico. Entao

0 conjunto

By ={f € ES|Ifll <1}

7 . ’ . *
¢ metrizdvel na topologia fraca estrela —.
Reciprocamente, se Bg: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao E é separdvel.

Demonstragao: Brezis([3], pdg. 74) O

Corolario 1.1 Sejam E um espago de Banach separdvel e (gi)ken uma sequéncia limitada
em E'. Entao existe uma subsequéncia (gi,)jen de (gr)ren que converge na topologia fraca
estrela =.

Demonstracao: Brezis([3] pdg. 76). O

Teorema 1.3 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
(fa)nen C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fy,)jen de (fu)nen € f € E

tal que
fny = I

Demonstracao: Evans([7] pdg. 639). O



1.2 Os Espacos LP

1.2 Os Espacos L?

Nesta secao, faremos uma breve descricao dos espacos LP e algumas de suas proprie-

dades.

Definicao 1.5 Sejam 2 C R"™ um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < 4o00.
Definimos

LP(Q) ={f: Q — R; f mensurdvel e/ | fIPdx < +o0}.
Q

O espaco acima definido munido com a norma

T < / Iflpdar>p

¢ um espaco de Banach.
Definicao 1.6 Seja 2 C R"™ um subconjunto aberto. Definimos
L>®Q)={f:Q—=R; f é mensurdvel e 3C > 0;|f(x)] <C q.s em Q}.
O espago L* munido com a norma
[f Lo = mf{C; [f(2)] < C g.s. em Q}
¢ um espaco de Banach.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p e 1 < g nimeros reais conju-
gados, isto ¢, i + é = 1. Entao

alP b
ab< —+—, Ya>0 e b>0.
p q

Em particular, se p = q = 2, a relacdo € vdlida para quaisquer dois niumeros reais.

Demonstragao: Brezis ([3], pdg. 92). O

Teorema 1.5 (Desigualdade de Holder) Sejam as fungoes f € LP(Q), g € LI(Q)

com 1 <p< oo eq o expoente conjugado de p; isto é % + é = 1. Entio fg € L'(Q) e
| Vtslde < 1l o

Demonstracao: Brezis ([3], pag. 92). O



1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.7 Dizemos que uma funcao f : Q — R € localmente integravel em €2, quando

f € integravel a Lebesque em todo compacto K C . O espaco das funcoes localmente

1

Loe(82). Em simbolos temos

integrdveis € denotado por L

ferl (@) @/ fldz < +o0, VK C Q.
K

Lema 1.2.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (), onde Q C R"™ € aberto. Se

/Qu(:v)v(a:)dx =0, Yve D(Q), (1.1)

entdo u = 0 quase sempre em €.

Demonstracao: Medeiros ([13], pdg. 14) O

1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

Motivado pela nocao de integracao por partes do calculo diferencial, Sobolev prospos
a ideia de derivada fraca para uma fungao em L, ., porém essa definigao possufa algumas
falhas, entao, posteriormente, Schwarz aprimorou a ideia definindo a derivada fraca no
sentido das distribuigoes ou derivada distribucional. Faremos agora algumas consideragoes

sobre esse assunto.

No que se segue abaixo, 2 C R™ é um subconjunto aberto.

Definicao 1.8 Denomina-se suporte de uma func¢ao continua o : 2 — R, ao fecho em €2

do congunto onde ¢ # 0, simbolicamente,

supp(yp) = {z € % p(x) £ 0} -

Definicao 1.9 Representamos por C3°(Q) o espago vetorial das fungdes infinitamente

diferenciaveis com suporte compacto em ).

Exemplo 1.1 Sejam Q aberto de R™ e B1(0) = {x € R™; ||z||, < 1} C Q. Consideremos

v:Q =R, dada por

1
() = el=lz-1 " se ||z, < 1,
0, se |||, > 1,



1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

N

onde x = (1, -+ ,x,) € |||, = (Zfle) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que

o(x) € C* e supp(p) = B1(0) € compacta , isto €, ¢ € C°(52).

Definicao 1.10 Diz-se que uma sucessao (@n)nen converge para @ em C$°(2), quando
forem satisfeitas as condigoes:

i) Todas as (Yn)nen possuem suportes contidos em um compacto fizo K de €);

i1) A sucessao (pn)nen converge uniformemente para ¢ em K, juntamente com suas de-
rivadas de todas as ordens.

O espago vetorial C§(S2), munido da nocao de convergéncia acima definida, representado

por D(Q) é chamado de Espaco das Fungoes Teste sobre §).

Defini¢ao 1.11 Denomina-se Distribui¢ao sobre ) toda forma linear continua sobre D(£2).
Dito de modo explicito, uma distribui¢ao sobre Q0 é uma forma linear T : D(Q) — R, sa-

tisfazendo as condigoes:
i. T(af + Bg)=aT(f)+BT(9),Vf.g€ D), Va,peR;

ii. T € continua , isto €, se (pn)nen converge para o em D(S2), entao (T, pp)nen con-

verge para (T, p) em R, onde (T, ) denota o valor da distribuicio T aplicada em
Q.

Ezemplo 1.2 Sejau € L .(Q)e defina a forma linear T : D(Q) — R dada por:

loc
(T, ) = /Qu(a:)go(m)dm, Vo € D(Q).

Entao T € uma distribuicao sobre Q.

Agora, seja (T,)nen uma sequéncia de distribuicoes sobre D(2). Dizemos que a Su-
cessao (Ty)nen converge para T quando a sucessao (T, @)nen converge para (T, ) em R
para toda ¢ em D(2). O espago das distribuicoes sobre D(2), munido com essa no¢ao

de convergéncia € denotado por D'(2).

Defini¢ao 1.12 Denomina-se o operador deriva¢ao D, com « = (aq,- -+ ,qy) uma n-

upla de inteiros nao negativos, sendo || = a1 + - -+ + a,, sua ordem, como sendo

olel
gor ... Qom’

10
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1.4 Espacos de Sobolev

Defini¢ao 1.13 Sejam T : D(2) — R uma distribuicao e o € N" um multi-indice.

Definimos a forma linear e continua D*T : D(2) — R dada por
<DaT7 p) = <T> Da@)? Vp € D(Q)> (1'2)
como a derivada fraca de T no sentido das distribuicoes em D(S).

Segue das defini¢oes acima e da nogao de convergéncia introduzida em D'(£2) que o ope-
rador derivacao é continuo, mais ainda, com essa definicao de derivada, uma distribuicao

T admite derivadas de todas as ordens.

1.4 Espacos de Sobolev

Tendo em vista as definicoes de distribuicao e derivada fraca, pode se verificar que
toda funcao f € LP(Q)), 1 < p < +oo, define uma distribuigdo e possui derivada fraca
de todas as ordens, porém, uma pergunta natural surge: essas derivadas ainda pertencem
a algum espago LP? Esse tipo de questionamento levou a nocao de espagos de Sobolev,

COINO Vveremos a seguir.

1.4.1 O espago W™P(Q)

Defini¢ao 1.14 Sejam p € [1,+00] e m € N. Definimos como espago de Sobolev de
ordem m o conjunto das fungoes u € LP(QY) tais que D*u € LP(Q2) para todo multi-indice
a com |af < m, ou seja, W™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V|a| < m}.O espago
W™P(Q) munido com a norma

1/p

[[ullwmae (@)= | D IDullf,

la|<m
¢ um espacgo de Banach.

Quando p = 2 ele recebe uma notacao especial, a saber,

W™ (Q) = H™(Q).

O espago H™(Q2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(u, V) () = Z (D%u, D).

la|<m

11



1.4 Espacos de Sobolev

1.4.2 O espago W;""(Q)

Definimos Wy (€2) como o fecho em W™?(Q) do espaco D(f2), isto é,

W) = D)

O espago Wy""(Q) é fechado em W™P(Q)), dessa forma, ele préprio é um espago de Banach.

Como consequéncia da Desigualdade de Poincaré, (vide préxima segao), temos que

P

e = [ 32 1D FI2, 0

0<|a|<m

define uma norma em W;"?(Q) e, além disso, ela é equilvalente & norma de W™P ().

1.4.3 Teoremas de Imersao

Definicao 1.15 Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que X estd continuamente
imerso em Y, e denotamos por X — Y, quando X C Y e ewistir uma constante C' > 0
tal que

lzlly < Clleflx, Vo e X.

Se toda sequéncia limitada em X admitir uma subsequéncia convergente em Y , dizemos

s . C
que X € compactamente imerso em Y e escrevemos X — Y.

Teorema 1.6 Seja Q2 C R™ um subconjunto limitado. Se 1 < q < p < o0, entdao
LP(Q) — L1(Q).
Demonstracao: Matos ([14], pdg. 111). O

Teorema 1.7 Sejam 2 C R" limitado , n > 2, €2 de classe C™ e 1 < p < oco. Entao

np

(i) WmP(Q) — L1(Q2),1 < ¢ < , semp < n;

n—mp
(i) W™P(Q) — L1(Q),1 < q < oo, se mp =n.
Demonstracao: Miranda- Medeiros ([15], pdg. 75). O

Teorema 1.8 (Rellich-Kondrachov) Seja Q) um subconjunto aberto limitado do R"

de classe C' e 1 < p < co. Entdo as sequintes imersoes sao compactas;

12



1.5 Resultados Importantes

n
P , sep<mn,
n—p

(i) WAH(6) <5 L1(0), 1 < ¢ <
(1) WhP(Q) — LI(Q),1 < g < oo, se p=n,

(iii) WHP(Q) — C(Q), se p > n.

Demonstracao: Miranda-Medeiros ([15], pag. 79). O

1.5 Resultados Importantes

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q) C R™ seja um subconjunto aberto

e limitado e 1 < p < 00. Entao existe uma constante C, dependendo de Q) e p, tal que

[ul| ooy < C||Vul| Loy, para todou € WyP(Q).
Demonstragao: Brezis ([3], p. 290). O

Teorema 1.10 (Lax - Milgram) Sejam H um espago de Hilbert sobre o corpo dos
numeros reais € T : H X H — R uma forma bilinear continua e coerciva. Para todo
funcional linear continuo ¢ € H' existe um unico vetor xy € H tal que ¢(x) = T(x, x0),
para todo x € H.

Demonstracao: Botelho ([2], pdg.131). O

Teorema 1.11 (Férmulas de Green) Seja Q@ C R™ um aberto limitado com fronteira

[ de classe C*.
(i) Sey € H*(Q), entao
%2l 1
VyVudr = — [ ulAyde + | ——uds, Yu € H (Q); (1.3)
Q Q r Ov
(11) Se u,y € H*(Q), entdo

0y ou
/Q(uAfy — yAu)dr = /r (ua — 75) ds. (1.4)

Demonstragao: Ver Brezis [3]. 0.
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1.5 Resultados Importantes

Lema 1.5.1 (Desigualdade de Gronwall) Sejam u,o € C(R,R) e 8 € L} (R,RT).
Se « for crescente e
t
+/ B(s)u(s)ds, Vt > to, (1.5)
to
entao
u(t) ga(t)ef%ﬂ(s)ds, Yt > to. (1.6)
Demonstragao: Defina R(s )+ ft s)ds e observe que Bu € L[to,t], entdo

R'(s) = B(s)u(s) ¢.s. em [to, ] Multzplzccmdo - por B(s), obtemos R'(s) < B(s)R(s)

q.s. em [to,t]. Reescrevendo a desigualdade anterior e integrando de ty a t obtemos
t
R(t) < R(ty)eln &%
Portanto, pela defini¢ao de R(t), o resultado segue. O

Teorema 1.12 Sejam E um espaco de Banach reflexivo, A C E um subconjunto convexo,

fechado, nao vazio e p : A — (—o00, +00|, uma fun¢ao tal que:
(i) ¢ € convezxa;
(ii) ¢ € semicontinua inferiormente, isto é, Ya € R o~ '(a,+00) € aberto em E;

(iii) ¢ € coerciva, ou seja, lim p(x) = 4o00.
x

llz]| =00

Entao ¢ atinge seuw minimo em A, ou seja, existe xg € A tal que p(xo) = m1£1 ().
€

Demonstracao: Brezis ([3], p. 71). O

Observagao 1.1 Sendo ¢ estritamente convexa, entdo o minimo xy obtido no Teorema

[1.12] € 1inico.
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Capitulo 2

Formulacao do Problema

Nesse capitulo apresentamos formalmente o problema a ser estudado. Mais precisa-

mente, faremos uma descri¢ao suscinta do problema proposto.

2.1 Descricao (Geral

Sejam (2 C R™ um dominio limitado cuja fronteira I' é uma superficie suficientemente
regular e 77 > 0 um escalar dado. Definimos o cilindro @ := 2 x (0,7), com fronteira

lateral ¥ := 02 x (0,7"). Consideremos o seguinte sistema linear:

Yt — Ay + G(SL', t)y = flo + Ull(/)l + ’1)21(/)2 em Q,
y=0 sobre X, (2.1)
y(z,0) =¢°, y(z,0) =y em €,

onde a € L=(Q), (v°,v") = (4°(x),y'(x)) € HI(Q) x L*(Q) sao os dados iniciais e
y = y(z,t) é um estado. Em (2.1), o conjunto O C 2 é o dominio do controle principal,
01, Oy C Q) sao os dominios dos controles secunddrios (todos eles sdo supostos pequenos),
lo, 1o, € 1o, sao fungoes caracteristicas de O, 0y e Oy respectivamente. A funcao f =
f(x,t) é o controle lider e v! = v!(xz,t) e v? = v?(x,t) sdo os controles seguidores.

Sejam Oy 4,024 C 2 conjuntos abertos, representando dominios de observacao para

os seguidores. Definimos os funcionais custo secundarios para os seguidores como sendo

Ji(fiv',0%) =5 // [y = yalPdadt + 5 // Wi Pdadt, i=1,2, (2.2)
Oi’dX(O,T) OiX(O,T)

onde ; sdo constantes positivas e as y; 4 = y; 4(z,t) sdo fungoes dadas.
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2.1 Descricao Geral

A metodolgia de controle pode ser descrita como segue:
1- Para cada lider f, o par de seguidores (v',v?) devem ser um equilibrio de Nash para
os custos J; (i = 1,2). Em outras palavras, uma vez fixado o controle lider f, procuramos

um par (v, v?), com v' € L*(O; x (0,T)),i = 1,2, tais que;

S (fr0h0?) = min Ji(f;00,0%), J(f;0'0%) = min Jy(f;0',0%). (2.3)

Como veremos mais adiante, como os funcionais J; (i = 1,2) sao C' e convexos, entao o

par (v!,v?) é um equilibrio de Nash se, e somente se,

Ji(fiv'0*)(01,0) =0, V o' € L*(Oy x (0,T))

Jy(f; v 0?)(0,9%) =0, ¥ 0? € L*(Os x (0,T)).

Essa estratégia de controle multi-objetivo é denominada estratégia de Stackelberg-
Nash.

2 - Seja 7 : Q — R uma trajetéria de (2.1), isto é, 7 é uma solugao regular do sistema

Y —A@—I—a(x,t)y: 0 em (),
7=0 sobre X, (2.4)
y(x,0) =7°(x), Bilx,0) = 7' () em .

Uma vez que o equilibrio de Nash (v',v?) tenha sido encontrado, procuramos por um
controle f € L*(O x (0,T)) que minimiza o seu funcional custo e tal que a correspondente

solucao de ([2.1)) verifica

y(x, T) =79z, T), y(x,T) =75, (z,T) em . (2.5)

Um exemplo fisico onde tal modelo de problema de controle pode ser aplicado surge,
por exemplo, quando consideramos y(z, t) uma distribuigdo de temperatura em um corpo,
e 0 objetivo é levar y até § no tempo 7' por meio de aquecimento ou resfriamento (atuando
com os controles f, v! e v? apenas nos subdominios O, O; e O5), tentando ao mesmo tempo
manter as temperaturas razoaveis y; 4 em O 4 ¢ Oy 4, durante todo o intervalo de tempo

(0,T) por meio da acao dos seguidores vl e v
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2.2 O Resultado Principal

2.2 O Resultado Principal

Para o que segue, o simbolo C' denota uma constante genérica positiva, dependendo

de 2, O, O;, T e talvez um outro dado.

Seja xg € R"\ﬁ e consideremos o seguinte conjunto
'y :={zel:(z—x)v(x) >0}

onde v é o vetor normal unitario exterior no ponto x sobre I.

Consideremos

Ry :=min{\/d(z); 1 €Q} e Ry :=max{\/d(z); v € Q}, (2.6)

onde d : Q — R é a funcdo dada por d(z) := |z — x0|? para todo x € Q. Assumamos que

vale a seguinte afirmacao:

36 >0 tal que O D Os(I'y)NQ, (2.7)

onde

Os5(Ty) :={z eR™ |z —2'| <9, el }.

Figura 2.1: Particao da fronteira I' de €.

Com essas notacoes acima, vale o seguinte resultado:
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2.2 O Resultado Principal

Teorema 2.1 Suponhamos que T' > 2R; e as constantes p; > 0 (i = 1,2) sdo suficiente-
mente grandes dependendo apenas de 2, O, O;, Oq, T e ||al|p~(q). Entdo, para qualquer
dado inicial (y°,y*) € H}(Q) x L*(Q), existem um controle f € L*(O x (0,T)) e um
equilibrio de Nash (v',v?) = (v'(f),v3(f)) associado tal que a solugdo y do sistema

correspondente aos controles v',v? e f satisfaz (2.5).

Observacao 2.1 Fazendo a mudanca de varidveis z = y — Y, da linearidade e boa co-

locagao dos sistemas (2.1)) e (2.4)) obtemos que

W =9u— Ay —7) +a(@,t)(y = 9) = flo +v'lo, + 010, em @,

(y—79)=0 sobre X3,

(=9, 0)=(y—9°x), (y—7)(z,0)=(y—7)'(2) em Q.
(2.8)

Dai, temos que z € L*(Q) € solugao do problema

2y — Az +a(x,t)z = flo +vilp, + 0210, em Q,
2 =0 sobre X3, (2.9)
2(z,0) = 2%(x), 2(z,0) = 2} (2) em Q.

Dessa forma, y(-,T) =9(-,T), y(z,T)=71,(x,T) se, e somente se, z(-,T) =0, z/(-,T) =
0.

Assim, podemos reescrever o Teorema [2.1] como segue:

Teorema 2.2 Suponhamos que T > 2R; e as constantes p; > 0 (i = 1,2) sao suficiente-
mente grandes dependendo apenas de 2, O, O;, Oq, T e ||al|p~(q). Entao, para qualquer
dado inicial (2°,2Y) € HY(Q) x L*(Q), existem um controle f € L*(O x (0,T)) e um
equilibrio de Nash (v',v*) = (v1(f),v?(f)) associado tal que a solug¢do z do problema

2.9) correspondente aos controles v',v? e f satisfaz
14 )

2(,T) =0, z(-,T)=0. (2.10)
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Capitulo 3

Equilibrio de Nash e Sistema

Otimizado

Nessa se¢ao, provaremos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash para os fun-
cionais custo J;,i = 1,2, definidos em . Para esse objetivo, vamos derivar os fun-
cionais custo no sentido de Gateaux e usaremos a equacao de Euler-Lagrange resultante
para formular o problema nas condi¢oes do Teorema de Lax-Milgran. Além disso, vamos
caracterizar o par (v!,v?) como solugao de um sistema adjunto conveniente e por fim,
obteremos um sistema otimizado cuja controlabilidade nula é equivalente ao problema

que estamos resolvendo.

3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Usando a mudanca de varidveis z = y—7y e 2,4 = ¥, 4—Y feita anteriormente, podemos

reescrever ([2.2) como segue.

Lema 3.1.1 Os funcionais

1 i ; .
Ji(fivhv?) = 5// |z — 2 q|*dzdt + %// V') ?dxdt, i=1,2 (3.1
Oi,d X (O,T) Oi X (O,T)

sao de classe C' e estritamente convezos.

Demonstracao: Primeiro, decompomos os fucionais J;,1 = 1,2, da sequinte forma:

Ji(f;0",0%) = Ji(2) + J;(vY), (3.2)



3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

// |2 — 242 dxdt e Ji(v e // [v*|*dadt.
O;,ax(0,T) 0; x(0,T)

Dados X € (0,1), 2,2 € L*(Q), com z # Z, pela Desigualdade de Young, temos que

onde

Tz + (1= N)3) // ])\z+(1—)\)z—()\z+(1— N)2), aldxdt

1
:_// )\Z—Zi7d)+(1—)\)(2—2i7d)‘ dxdt
2 Oi,dX(O,T)
1
= // (/\2(2 —2ia)? 201 = N (2 — 2i0)(Z — Zig) + (1 = N)*(Z — 5i’d)2> dudt
2 i d X OT)

= 1 // ()\2(2 B Zi’d)Q AL = A)[|z = Zz‘,d|2 + |z — Zz‘,d|2])d$dt
2 ) Jo, ,x01)
1

—I——// (1 —N)?(Z — %4)°dxdt

0;,ax(0,T)

= \= // |z — 24| Pdwdt + (1 — X // |2 — Z 4P dxdt
de(OT ZdX(OT

= M)+ (1= N (3).

Observemos que a desigualdade estrita vem do fato de que z # Z. Analogamente, olhando

para 0s funcionais J; obtemos:

T+ (1= Ny = 1 // I+ (1 — N Pdadt
2 0; x(0,T

_ M // <)\2|Ui|2 +20(1 = A" + (1 - A)QW'IQ) dzdt
2 JJo,xo,1)
<5 (W‘F FAL= NP + (7] + (1 - ”2‘“’2)*““
0;x(0,T)
// o Pdadt + (1 — A ”// [0 dadt
0;%x(0,T) 0ix(0.T)

= \; — A)Ji(0").
Dessa forma, concluimos que os funcionais J;,i = 1,2, sao estritamentes convexos.

Agora, definamos os espagos H; = L*(O; x (0,T)),H = H1 x Ha e os operadores
L H; — L*(Q),i = 1,2, dados por Li(1%) = 2%, onde 2 € a solu¢io do sistema

2t — Azt 4 a(z, t)2" = 01, em @,
2'=0 sobre X, (3.3)
2H(x,0) =0, 2i(x,0)=0 em .

O sistema (3.3) admite uma unica solugdo, e assim, L; estd bem definido. Além disso,

sua linearidade decorre imediatamente da linearidade do sistema (2.9). A continuidade
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3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

pode ser verificada facilmente. Logo, L; € L(H;; L*(Q)),i = 1,2. Por outro lado, para

cada f € L*(O x (0,T)), existe uma unica solucao u € L*(Q) para o sistema

— Au+a(z,t)u = flo em @,
u=0 sobre 33, (3.4)
u(z,0) = 2° wy(z,0) = 2* em €.

Dessa forma, pela unicidade de solucio do sistema ([2.9) podemos escrever z = Liv' +

Lov? 4+ u e assim, (3.1) pode ser reescrita como sendo

Ji(f; vt v? // |Lyv! + Lov? —|—u—zld|2da:dt+ // |v'|?dxdt. (3.5)
0;,a%(0,T) 0;x(0,T)

Agora, definimos a funcdo

o1(A) = Li(f; 0" + Mot 0?)

]t 110
= — ’Lﬂ) + )\le + LQU +u— Zl,d| dxdt
2 Ol dX(OT (36)

// vt + Aot P dadt,
0; x(0,T)

onde f € L*(O x (0,T)) e v’ € Hy. Calculando a derivada de Gateauz de ¢y, com

a=AL10' eb= Liv' + Lov? +u — 21,4 resulta que

¢()— _ ( // |a—|—b|dxdt——// 6|2 dedt
Ol d>< OT Ol d>< OT
// 02 da dt+“l // 0!+ M| dxdt)
01 %(0,T) 01 x(0,T)
= —(— // |a|*dzdt + // (ab)dzdt
)\ 2 OLdX(O,T) Ol,dX(O’T)
ApCla / / |02 dxdt + My / / vlﬁldazdt>
2 JJo,xom 01 x(0,T)
1/ ,1
_1! <)\2— / / \Lyo! 2dadt
)\ 2 Olde(O,T)
+A / / L' (Lyv' + Lov? + u — 2 g)dxdt
01,ax(0,T)
A / / vlotdedt + \2HL / / |@1|2dxdt>
01x(0,T) 2 JJoixom)
1
N // Lot Pdwdt + N2 // |62 dzdt
2 Olde(O,T) 2 le(O,T)

+101 / / v'otdrdt + / / Lo (Lyv' + Lov® + u — 2y 4)dxdt.
01%(0,T) 01,ax(0,T)
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3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Logo,
A)—o1(0
lim HN=10) _ / / L' (Lyv' + Lov? + u — 2 g)dxdt
A—0 A 01.4%x(0,T)
+ // viotdrdt, ¥ o' € H,.
01x(0,T)
Portanto,
Ji(f;oh v?) (01, 0) = // (2 — z1.0) a0 dadt + // v'oldrdt,V ot € H;.
OlﬁdX(O,T) OlX(O,T)

De maneira andloga obtemos

Jo(f;ot v?)(0,0%) = // (2 — 29.0) Lot dadt + jip // Vo dxdt, ¥ 9* € Ho.
OQ,dX((LT)

02 x(0,T)
A linearidade das derivadas dos J; seque da linearidade das L; e das integrais.

Dada (0}),en uma sequéncia em Hy tal que 01 — o' em Hy, obtemos pela desigualdade

de Schwarz que
// (2 — 21.0) L1 (D) — 01)dxdt
Ol,dX(O,T)

1
2
< // s — 2 o2dudt | // 1Ly (0 — oY) [2dadt
Ol’dX(D,T) OlﬁdX(O,T)

< |z = z1all 2@ | L1l e a2 | om — 030

< // (2 — 21,40) L1 (0, — 0')|dxdt
Ol’dX(O,T)

2

m [ - @1>dxdt‘ < a0 e 51 = 0 .
O1%(0,T)

Logo, Ji(f;v'v®)(0r,0) — Ji(f;0!0*)(0Y,0) quando 0} — ©'. Isso prova que J; €

n

continuo. De modo andlogo, prova-se a continuidade de J}. 0

Proposigao 3.1 Consideremos os funcionais J; definidos em (3.1)). As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
i) (v',v%) € um equilibrio de Nash para os funcionais J;,i =1,2;
i)
Ji(f;0oh 0?)(01,0) = J5(f;0', 0%)(0,9%) =0, V o' € L2(O; x (0,T)),i =1,2.

i)
// (z — zi,d)Li@idxdt + // violdedt = 0,V ¢ € H,.
Oz‘,dX(O,T) OiX(O,T)
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3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Demonstragao: (i) = (i7)

Sendo (v',v*) um equilibrio de Nash para os custos J; (i = 1,2), temos

Ji(fiohv?) S L(fi0h,0%), Vi € Hy

Jo(fivrv?) < L(f;oh, 0%,  Vi* € Ho.

Logo, v* € Hy € um minimo do funcional Fy(0') = Jy(f;0',v?), isto €,
Fi(v' + 201 — Fy (vt
lim l(v + AV ) l(v ) _ // (Z—ZLd)Ll'l?ldI'dt
Olde(O,T)

A—0t A
+ 1y // v'otdrdt = 0,V o' € H;.
01 x(0,T)

O mesmo ocorre com Js.
(i) = (i)
Como os funcionais J; (i = 1,2) sao estritamente convexos e limitados inferiormente,

existem tnicos v' € Hi e v? € Hy tais que

S (f;oh ) < Ji(f; 0t 0%), Vot € Hy,
onde f e v? estao fizados. Da mesma forma

Jo(fiv"0?) < Jo(fi0',0%), V0% € Ha,

para [ e v' fivados. Assim, pela unicidade do par (v',v?) € H seque que (1) = (i).
(1) < (vii)
A equivaléncia entre (i) e (ii) seque das expressoes de J| (i = 1,2), obtidas na demons-

tracao do lema anterior. O

Agora, usaremos os fatos demonstrados acima para provarmos a existéncia e unicidade

do equilibrio de Nash. Nesse sentido, vale o seguinte resultado:
Proposicao 3.2 Suponhamos que:
oy, Lallty < 4ue e Lo, Lillty < 4, (3.7)

onde |||y denota a norma do espago L(Hs—i; L*(O;q % (0,T))). Entao, o operador L €
L(H,H), definido por

L(Ul, U2) = (LT((LNJI + L2U2)1017d) + Mlvl, L;((Lﬂ)l + L2U2)1O27d) + MQUQ),
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3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

para todo (v',v?) € H, é um isomorfismo. Em particular, para cada f € L*(O x (0,T))
eziste exatamente um equilibrio de Nash (v(f),v*(f)).

Demonstracao: O item (iii) da Proposi¢ao ¢ equivalente a

// (Liv' + Lyv® — (214 — u)) Lid'dzdt + p // v'o'dzdt = 0,
Oide(O,T) OZ‘X(O,T)

VioteH;, i=1,2.

Considerando o operador LY € L(L*(Q);H;), adjunto de L;, temos

// Li (L' + Lov? — (24 — uw)) 1o, )0 dzdt + // Vo' dzdt = 0.
0;x(0,T) ’ 0;x(0,T)
Vo' € H,.

Consequentemente,
// (L;k((lel + Lov? — (zig — u))lo, ,) + uivi) O'dxdt = 0,V o' € H,;.
0;x(0,T) ’
Portanto, (v',v?) € H € um equilibrio de Nash se, e somente se,
L;k((lel + L2U2)1()i’d) + uivi =L (%54 — u)loi’d) em H;, i=1,2.

Dessa forma, para garantirmos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash para os
funcionais custos definidos em (3.1)) é necessdrio e suficiente provarmos que existe uma
unica solucao da equacao

L(v',v?) = ¥,

onde ¥ = (LT((z17d - u)1@1,d)7 LS((ZQ,d - u>1(92,d))'
Considerando em H o produto interno {((v',v?), (u',u?))y = (v, u)w, + (V3 u?)sn,

definimos a forma bilinear A : H X H — R dada por
A(<U17 U2)7 (ulu u2>) - <L(U17 ’02), (ula u2)>7-[

A continuidade de A seque da continuidade de I e do operador identidade de H. Agora,

24



3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

mostraremos que A € coerciva. Com efeito, dado (v',v?) € H, temos

2

(L', v%), (0", 023 = > (Li (L' + Lav®) 1o, ,) + pav', v')ay,

i=1

—Z (L (L' + L)1, ), v H+Zuz
= Z// L (L' + Lyv®) 1o, , vda:dt—i—Zuz // |v' |*dxdt
0;%(0,T) (0,7)
:Z// le + Lyv? )Mo, ,) u dxdt+2uz // |Ui]2dxdt
O><0T 0;%(0,T)
:Z// (Liv' 4 Lyv?) dxdt%—z,ul// 0! |*dadt
0,;,ax(0,T) 0;x(0,T)

= Z Z// Liv'Ljv'dxdt +Z/“LZ // |v'|*dxdt
1d>< OT X(OT
:Z(Lv LU)L2(9d><OT)+ZMz// |v* [P dadt

(3.8)

ij=1 0; x(0,T)
2
= Z (/MHU ”m + || Liv* ||L2(Oi7d><(0,T))> Z(L3—iU3_Z> Li/UZ)LZ(Oi,dX(OvT))'
=1 =1

Por outro lado, da desigualdade de Cauchy-Schwarz sequida da desigualdade de Young,
em qualquer espago de Hilbert H wvale

1
— 5ol + [bl3) < —{a,b), Yo, b HL

Usando esse fato obtemos

2

% 1 —1
=3 (Mt o xom + 10 0,0 )

i=1
2
L2(Oi,dX(07T))>

2
i 1 »
- Z (H — Liv H%2(Oi,d><(0,T) + H§Lg_ﬂ}3
_2
< QZ ( L3 03 )
L2(0; 4% (0,T))

2
= Z(Lﬂ)i, L3> 12(0, 4x(01))
i—1

ou seja,

[\

2
i 1 —t
> (1, Lyt seanam 2 = 30 (I o, mtom + 1t M com )
i=1 1
(3.9)
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3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

2

Somando Z (Minvi||3—zi+||Lwi”%2(Oi dx(O:T))) em ambos os membros da desigualdade (3.9)
i=1

resulta que

2 2
=1 i=1
2
Z Z <M’L||Uz||’2}-{1 + ||Livl||%2((9i,d><(o,T))> (310)

i=1
2

i 1 —i
- Z (HLW ||%2(Oi,d><(0,T)) + Z||L3—iv3 H%?(Oi,dx(o,T))> :
i=1
Comparando (3.8)) e (3.10), concluimos que
2

<]L(U17 U2)7 (Ulv U2)>H > Z (Ni””q 3{ + ||Livi’|%2(oi,dx(o,T))>
= (3.11)

7 1 —1
=3 (I By + a0 ooy
=1

Em seguida, usando a continuidade dos operadores L; : H; — L*(O; 4 x (0,T)), i = 1,2,

temos que
2

—q 1 —1
HL3—iU3 H%Q(Oi,dx(O,T)) = Z Z"loi,dL3—iU3 ||%2(Oi,dX(O’T))
=1

2
1 —i
< Z Z||1Oi,dL3—z‘||?i)||US [
i=1

A~ =

2
i=1

Hie

21
= Z Z_lHlngi,dLiH%Bfi)Hvll ;
=1

Combinando a desigualdade acima com (3.11)) seque que

2
L', 02), (o), 0 > ZX |whﬁm3)W@, (3.12)

=1

1
Tomando v = min{p; — Z||1o37i’dLiH(23_i)},i = 1,2, seque da hipdtese (3.7)) que v >0, e

portanto,

2, =l BV (0, 0%) € M

<L(U17 UZ)? <U17 U2)>7—l > VZ ||UZ’

Pelo Teorema de Lax-Milgran temos que, para cada ¥ = (Li((214 — u)lo, ), L3((22,4 —

u)lo,,)) € H, existe um unico (v',v*) € H tal que
A0, 0%), (u', w?)) = (T, (u', u?))3, ¥ (u', 0?) € H.
Portanto L(vt,v?) = U em H. O
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3.1 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Agora, vamos caracterizar o equilibrio de Nash como soluc¢ao do adjunto do sistema
(3.3). Com efeito, multiplicando formalmente a primeira equacao de (3.3)) por uma funcao
¢ € L*(Q) e integrando em ) obtemos

// zftquidxdt—// Az%idzdt—i—// a(:v,t)ziqﬁidxdt:// 'l o, ¢ dxdt.
Q Q Q Q

Usando integracao por partes na primeira integral e o fato de L;0° = 2* ser solucao de

(3.3)), se impusermos que ¢'(z,T) = ¢i(x, T) = 0 em 2, resulta que

KL@%—A¢+mewﬂmMmu:Kéﬁm¢%Mt (3.13)

Pela Proposicao 3.1 (v!,v?) € H é um equilibrio de Nash se, e somente se,

// @—%@hﬁwﬁ+m// vi'dedt = 0,Y ' € Hy, i=1,2. (3.14)
Oi,dX(O,T) OiX(O,T)

Por (3.13)) e (3.14) podemos definir o seguinte sistema adjunto:

(bit - A(bl + &(l‘, t)¢z = (Z - Zi,d) 1Oi,d e1m Q’
¢' =0 sobre X, (3.15)

Multiplicando a primeira equacgao de (3.15]) por L;i e integrando em @Q encontramos

// (¢}, — A" + a(z,1)¢") Lid'dadt = // (2 — 2iq) Liv'dzdt. (3.16)
Q 0i,ax(0,T)

De (3.13)), (3.14) e (3.16) segue que

// (" + p')o'dedt = 0,V 0" € Hy, i=1,2. (3.17)
0;%(0,T)
Portanto, pelo Lema de Du Bois Raymond obtemos:
i L .
v = —Iu/—¢ 0;x(0,1)> 1= 1, 2. (318)

Combinando essas novas informagoes com o sistema ([2.9) temos:

4 2 1 )
2 — Az +a(z,t)z = flo — >, —¢'lp, em (),
i=1 i
gbit - Agbl + CL(J}, t)qbl = (Z - Zi7d)10i,d em @, (319)
2=0, ¢' =0 sobre X,
2(+,0) = 2% 2(-,0) =21 ¢'(-,T) =0, ¢(-,T) =0 em .

O sistema acima é conhecido na literatura como sistema otimizado relacionado ao

problema de controlabilidade nula dado pelo Teorema [2.2]
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3.2 O Adjunto do Sistema Otimizado

3.2 0O Adjunto do Sistema Otimizado

Com os fatos apresentados na secao anterior, demonstrar o Teorema é equivalente
a provarmos que o sistema de otimalidade ¢ nulamente controlavel. Para isso,
usaremos alguns argumentos de dualidade que reduzem a controlabilidade nula de um
sistema linear a desigualdade de observalbilidade para as solucoes do sistema adjunto

associado. Vejamos qual serd o sistema adjunto de ([3.19).

Multiplicando formalmente a primeira equagao de (3.19) por uma fungao ¢ : @ — R,

e integrando em (), obtemos

/ /Q Zytpdzdt — / /Q Azpdrdt + / /Q a(z,t)zpdrdt — / /Q Flowdrdt
+g//@ icﬁ"l@wdmdt:o.

Fazendo integragao por partes na primeira integral de ([3.20)), utilizando o Teorema ((1.11))

(3.20)

e assumindo que 1 = 0 sobre X, segue que
/zt(a; T)(z, T)dx — / zi(x,0)¢(x,0)dx —/ 2(x, Ty (x, T)dx
Q

/ z(x,0)¢(z, 0)dx + // 2pydxdt — // zAYdzdt (3.21)
+//Q a(x,t)zwdxdt—//Q f10¢dxdt+;//Q Eqﬁiloiwdxdt:().

Analogamente, multiplicando formalmente a segunda equacao de (3.19) por 7% : Q —

R, i = 1,2, e integrando em () encontramos

// oL~ drdt — // A¢'y dxdt + // a(x,t)¢'y drdt — // (z — zLd)l@i’ﬂida:dt = 0.
Q Q Q Q

(3.22)
Fazendo integragao por partes na primeira integral de ([3.22)), utilizando o Teorema ((1.11))

e assumindo que * = 0 sobre X, vale que
[ e T)de = [ Gt 00 00de — [ o Ty, T
Q Q

ﬁ/ﬁ@@%@@w+//dwwﬁ—//W&MMt (3.23)
Q Q
+ // a(z, )¢y drdt — // 2lo, 7 dxdt + // zialo, ;7 dxdt = 0.

Q Q Q
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3.2 O Adjunto do Sistema Otimizado

Lembrando que ¢'(z,T) = ¢i(x,T) = 0 em 2, entao de (3.23), resulta que

— /Q éL(x,0)v (z,0)dz + /Q ¢'(x,0)7;(z,0)dx + / /Q o' i drdt — / /Q ¢ Ay dxdt

+ // a(x, )"y dvdt — // 2lo, 7 dxdt + // zialo, ;7 dxdt = 0.
Q Q Q

Somando as equagoes (3.21]) e (3.24)), com i = 1,2 e evidenciando os termos adequa-~

(3.24)

damente, segue que

2
// <¢tt — A+ a(z, )Y — Z*yil@iyd> zdxdt + / zi(z, T)(x, T)dx
Q i=1 Q

2
+ ; //Q (’YZt — Ay + a(x, b)Y + iwloi> d'dxdt — /ta(x, 0)¢(z,0)dx .

_/Qz(x,T)z/)t(:E,T)dm+/Qz(x,())wt(z,O)dx+;/Q¢’(x,0)%(x,0)dx

2 2
- // flovdzdt — Z/ ¢ (x,0)y"(x,0)dx + Z// zialo, Y dxdt = 0.
Q i=1 /& i=17/J/Q

Assumindo que TP(% T)7 @D(% 0) S L2(Q)a @Dt(ﬂ% T)a Qﬂt(l’, O) € H_1<Q); ’yz(ma O) = 7;(x7 O) =
0em €,i=1,2, concluimos que o sistema adjunto de (3.19) é:

(

2 .
Yy — AY +a(z,t) = )] 711(’)1-#1 em @,
i=1
) ) ) 1
Ver — Afy + a(:ll',t)’}/ = _Ewloz €m Q7 (326)
P =0,7=0 sobre X,
\ (e, T) =YL, Y(x, T) =T, v(z,0) =0, 7i(x,0) =0 em ().

Feitas essas hipGteses, em vista do sistema (3.26]), a expressao (3.25|) transforma-se em

/ta(a:, T (x)dax — <1/11T7 Z(T)> - /Qzl(x)z/}(:c, 0)dx + <1/,t(0), Zo>
_ //Q flotdxdt + ZZ:://Q zialo, ' dudt =0,

onde <-, > denota a dualidade entre os espagos H1(Q2) e H} ().

(3.27)

A igualdade acima fornece uma relagao entre os sistemas e . Essa relagao
é essencial, de acordo com o método da unicidade de Hilbert, para caracterizarmos a con-
trolabilidade do sistema como uma desigualdade de observabilidade para o sistema
adjunto . O préximo capitulo é dedicado a estudar essa desigualdade de observabi-
lidade.

29



Capitulo 4

Desigualdade de Observabilidade

Este capitulo é destinado a estudarmos a desigualdade de observabilidade, de acordo
com o método da unicidade de Hilbert, que é fundamental para provarmos o problema
de controlabilidade nula e consequentemente o Teorema [2.2] que serd tratado no préximo
capitulo. Para este propésito, utilizaremos uma Desiguladade de Carleman conforme

veremos na demonstracao da mesma. Mais precisamente, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Desigualdade de Observabilidade) Suponhamos que vale (2.7) e que T >
2Ry, onde Ry ¢ dado por (2.6). Entao existe uma constante C' > 0 tal que para todo
(W& Y1) € L2(Q) x H71(Q), a solugdo associada (v, ~*,7?) de (3.26) satisfaz

2
Ey(0) + Z// 1V [*dxdt < C// |2 dxdt, (4.1)
i—1 0;%x(0,T) Ox(0,T)

onde
1
By(t) = 5 (D)@ + e Dl -
Demonstracao: A prova € baseada nos argumentos contidos nos trabalhos de Duyckaerts

et. al [6] e Fu et. al [§], respectivamente. Para isso, introduzamos a fungio ¢ : Q@ — R

dada por

o(x,t) :=d(x) — c(t - §>2, (4.2)

onde ¢ € (0,1). Suponhamos que vale (2.7)) e seja
w:=0sI,)NQCO (4.3)

Entdo, existe \g > 0 tal que para qualquer X > g e para qualquer fungdio u € C°([0,T]; L*(2))
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satisfazendo

u(.,0) =u(,,T) =0, uy—Auec H(Q), (4.4)
(uv N — An) L2(Q) = <utt - Auv 77>H71(Q)XH3(Q) \V/T] S H&(Q)y

vale a Desigualdade de Carlemam

)\// P lul? dedt < C (||e’\“”(utt — Au)||§{71(Q) + A2 // e |ul? dxdt) , (4.5)
Q wx(0,T)

onde C' > 0 € uma constante independente de A\ e u. A prova pode ser encontrada nas

referéncias jd mencionadas. Por questao de completude do trabalho também reproduzimos

no Apéndice ((Al).

Como por hipdtese T' > 2Ry, entdo podemos escolher ¢ em (4.2)) tal que

2R\’ 2R,
— —_— 4.6
< T ) <e< (4.6)
Definamos
T T
,I;l = 5 - €ZT7 € 7_71'/ = E + eiTa 1= Oa ]-7 (47)

. 1 L
onde €; satisfaz que 0 < €y < €1 < 3 e, além disso, suponhamos que

1. €, € suficientemente proximo de 5 para garantirmos que

2

o(z,t) < R?% - c% <0 Y(z,t) € Qx[(0,T1) U(T],T)] (4.8)

De fato, de (4.2) temos que:

o(x,t) = |v — z0)* — c(t - Z)Q V(z,t) € Q x (0,T).

2
Dat,
T2
2p(x,t) = 2<|x—x0|2 —c(t— 5) )
T\2 T\2
< 2R$—2c<t—§> =R%+R§—2c(t—§)
T2 T\2
2
Toa(-3)
< R1+c4 c 5
2R\ 2 T2
PO1LS <Tl> < ¢ implica R} < cz.

T T
Assim, considerando Ty = 3 al eT] = 3 4+ €, T, temos que

2

T T\2
2p(z,t) < BT + T 2c<t - 5) V(x,t) € Q x (0,7),
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T
o que vale em particular para todo t € (0,71) U (17,T). Tomando t = 3 + €T seque

que

T T T2 T 1
2p(w,t) < B + o — 2(5 el =) =R+ e — 2T, Vee @ 5).

1 1
Fazendo ¢ — oL eziste €1 < 3 tal que

T2 T2 T2
2p(z,t) < R + e T2 = R — e <0 Vte (0,Ty) U (T}, T),

e assim, obtemos

R? T?
o(x,t) < 71 g < 0 V(x,t) € Qx[0,T)U(T],T)].

2. €y € suficientemente proximo de 0 para termos
R2
o(x,t) > 70 V(z,t) € Q x (Ty, Ty). (4.9)
Com efeito, de (4.2) temos que:

o(x,t) = |x — 20]? —c(t— g)z V(z,t) € Qx (0,7T).

~

T
Considerando Ty = 7~ el eT) = 3 + €01, obtemos que

T2
o(x,t) > RZ — c(t - 5) V(z,t) € Q x (0,7),

T
o que vale em particular para todo t € (Ty,T). Tomando t = 3 + €T seque que
T T)2

o(x,t) 2R3—c<§j:eT—§ = R} — cT*6.

Fazendo € — 0, existe ¢ > 0 tal que
2 R% /
QD(ZE,t) > RO > 7 V(ZL',t) € x (T@,TO).

Consideremos uma func¢ao & € C§°(0,T) tal que £(t) = 1 em (Th,T]) e 0 < & < 1.

Entao, (1;, FL,3%) = (&, E41, €92) € a tinica solugdo do sistema

;

Yy — AP +a(z,t)) = Z:lf’YZlOi,d + 28 + ) em @,

. . T . .
Vi — AY +alz, 1)y = —Eflﬁloi + 28y, + Eu' em @), (4.10)
1/; =0, ¥=0 sobre X2,
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De fato, como (¥,7*,~4?) € solugao de (3.26)), para {5 = &Y na primeira linha do sistema

(4.10), temos:
(V)i — ALY + a(z, )&y

= (&) + 280 + Ey) — EAY + alx, 1)EY
= (Y — A + a(z, 1)) + 260 + €

2
=&Y Vo, + 26t + Eutd.

i=1
Analogamente, tomando a sequnda linha do sistema (4.10) e para 7' = &', temos:
(€7 — A&y + alw, )&y’
= (&ay' + 267 + &) — €AY +alw, )€Y
= E(v — A+ alz, t)y') + 267 + &'

1 ) )
= —f;d’loi + 287 + Eu"

Assim, observando o sistema adjunto (3.26)) e da defini¢ao de & concluimos que (@Z, L7 =

(&, &1, €% € a tinica solugao do sistema ([4.10)).
Como 1 € C°([0,T); L*(Q)) e satisfaz @A), entio podemos aplicar a Desigualdade
de Carleman (4.5) para U e assequrarmos que, para qualquer N > )Xo, vale a sequinte

estimativa:

)\// 2|2 dadt < C (He*@(%t — AD) |31 ) + N2 // 2|12 d:cdt)
Q wx(0,T)
e por (4.10):

2

H=1Q)

2
by 2Ap 2 drdt < C Ap 11 , 9 W, y
//Qe |EY|° dadt < (He (;gfy 0,4+ 2600 + &)

+A? / / | dadt | .
wx(0,T)

(4.11)
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Vamos analisar a norma da expressio (4.11)):

e ( Z €910, + 26t + Eut))

-

= sup e ( Z f”yilom + 28 + fttw) ; f>

W lg@ =1 =1 H=(@)x HY(@Q)
< < A 571101 ; > + sup <€/\<p (2&% + fttl/))af>
||f||H1(Q>_1 Z ’ H-1(Q)x H Q) 11 k71 () =1 H=Y(Q)xH(Q)
// Wzm lo, ,f dedt +  sup // e (28 + Eutd) f dadt.
(4.12)
Usando o Teorema de Imersao de Sobolev e a Desigualdade de Hélder, obtemos:
2 2
J[ 19X €1'10,u51 st < |93 65710, 2y
Q@ i=1 i=1
2
<O ey 10, 2@l f o)
i=1
Dat,
// A(pzwlo J dwdt < OZ ¥ 10, 4]l z2(@) (4.13)
Hf”Hl(Q)—l
Também vale que:
// e (2&% + ftt@/))f dxdt
@ (4.14)

= / /Q 26,0, f dadt + / /Q e f dadt.

Fazendo integragao por partes, seque que

//Q 6“"2&%]6 dxdt = /Q(ew%tﬁbf) |g dor — //Qﬁ)(ew%tf)/ dudt

= P . — M . T — 26, F) dadt.
- /Q (P20 6,(T) — °2£6,(0)] d //Q B2, ) dudt

/ /Q P26, f dudt = — / /Q V(26 f) dadt

B //Q Yl(26) f + (26 f1)] ddt
- / / V(2N f + 28 | + €926, fy) dudt
Q
= —2 //Q &b f dudt — //Q (28, fi + 206 f) dadL.

Logo,

34



Substituindo esta ultima expressao em (4.14), pela defini¢ao de &, e usando novamente o

Teorema de Imersao de Sobolev e a Desigualdade de Hélder, deduzimos que
J | @+ ) dsa
:—2 )\iptt dd— ¢ 2tt 2)\tt dd
[ et daat [| e+ 2xagp) dri
+ Meu f dadt
/ /Q e 2
= //Q €A¢¢(—§ttf — 26 ftr — 22pi&i f) ddt
= // €A¢¢(—§ttf — 28 fi — 20 f ) dadt
Qx(0,171)
A —&uf — 260 fr — 2006 f ) dadt
] 28 2 da

<MYl re@xomnll = & f — 26 ft — 220 f | r2x 0.11))
+le* || 12 @x@opll = & f — 28 fr — 20081 f || L2 (17, 1))
< ||€ Y| 2(@x(0.1)) (Cl||f||H1 + C2||f||H&(Q) + C'?)\||f”1ﬁ15(c;g))
+|le <P1/1||L2’(Qx(T{,T))(@Hf”}ﬁlg(@) + Cs|| fll ) + Cﬁ/\||f||Hg(Q))-

Portanto, por (4.8):

/ / A(2epaht 4 Euab) f ddt

||f||H1(Q)

_ / / APY(—Euf — 20f — 2Nl f) dudt (4.15)

Hf”Hl(Q)—l

2 /9 T2
S 06(R1/2 T /S)A(]_ + /\)<||¢||L2(Q><(O,T1)) + ||¢||L2(Q><(T{,T))>'

Além disso, de (4.8)) e da defini¢cao de &, temos que

//Qe?/\eo|§¢|2 dxdt://Q€2/\eo|§|2|¢|2 dxdt_//Qez\gaW)P dxdt-i—//Q |2 dudt
=//Qe”“"!w|2dxdt—//Qe”wm—\g|2> dwdt
= [ et st [ - lep) dsa - //wm PP~ ¢ dodt

= //Q €2M|@/}|2 dxdt — C7€2M||¢||%2(Qx(o,m) - 0862>\@||¢||%2(Q><(T{,T))7

ou seja,

2_ 2
Sl dnat < [ ol dudt+ T (oo + oy )
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Multiplicando esta ltima desigualdade acima por A > 1, obtemos C > 0 tal que:
/\// Y| dadt < )\// e\ &|? dadt
(4.16)

2—0 2
+ACeFi=cT"/HA (WHH ax©,1) T W“LQ (Qx(Ty,T ))>'

Para as desigualdades (4.15)) e (4.16) consideramos a constante C maior que a soma

de todas as constantes Cj,7 =1,...,8.

Combinando (4.11)) — (4.16]), chegamos a

2 2
h\ 1p1? dadt < C( || "o, , + 260 + &t
S et dwa < € (1 6010, + 260+ )

H=1(Q)

27C 2
+)\2 // o 62/\90|1p|2 d:l;dt) -+ )\Ce(Rl T /4)/\(”w‘|%2(QX(O,T1)) + H’l/}H%Q(QX(TI’,T)))
wX

2
i 2_C 2
<CC?Y (€910, 132y + C2e T 0N (1 + \)? <|l¢|li2(nx(o,m)+||¢||%2(QX(T{,T))>
=1

2_C 2
w// . |2 ddt + NeFE =T/ D> (||¢||L2 @xory + 19122qx T,T)))]
wx (0,
2
<) [0,
=1

+ 2?2 // e p|* dadt | .
wx(0,T)

Portanto, concluimos que

)\// 2|2 dadt < C
Q

270 2
220y + AT () a0y + W Esaecryiry)

A\2e (R%—CT2/4) A (

1220012 + 1132y

(4.17)
o202 2 220, /(2
+Z// V|2 dedt + A // 2|2 dadt |,
de OT) wX(O,T)
onde C' € uma constante positiva independente de \.
De (4.17)), vale que
// 2| dadt + )\Z// Ty dadt
'Ld>< OT
2 _ 2
< 0| Wl (101 0o, + 19y )
(4.18)

+ Z // )\eRg’\ + )|y ? dudt
zd>< OT

+ A // 2|2 dadt | .
wx(0,T)
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De (4.8) deduzimos que existe Ay > g tal que para todo X\ > M1, vale que )\Qe(R%_CT%L) <

1. Consequentemente, para todo X > Ay, seque que

2
)\// 2 ||? dadt + /\Z// Ty 2 dadt
Q i=1 Oi’dX(O,T)

CHILIZ 011y + 1PN T2 ry.my)
+ Z // )\eR%)‘ + ) |y dadt
de OT)

+ A? // 2|2 dadt | .
wx(0,7)

Notemos que, de (4.2), (4.6), e (4.9), resulta que
// el drdt > e [Y]| 720 (4.20)
Q

// | dadt > 0N // Y| dadt. (4.21)
Q QX(To,Té)

Por outro lado, usando o método da energia usual ([8], Lemas 3.3 e 3.4), temos que para

T T
qualquer Sy € <T(), 5) e S € <§’T6)’ vale que

t)<C (//gxmm )2 dxdt—%Z//ldx(To " 1|2 d:cdt) (4.22)

para todo t € (Sy, S), donde

/ Eyt)dt <C (// | drdt + Z// bds d:cdt) : (4.23)
So Qx(To,T}) O;,ax(To,T})

Também, novamente por ([§], Lema 3.3), resulta que

T
// M dxdt</ Ew()dt<C<E¢ +Z// Iyi[? dxdt)
QX OTl) de(OTl
)+ 7 dadt
( Z//“MTWI )

//Q Iw|2da;dt</ E¢()dt§0< +Z//MT, 2 d:z:dt)
( +Z//MOT) Bk dxdt).
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Consequentemente,

||¢||%2(Q><(0,T1)) + ||77Z)||%2(Q><(T{,T))

<C (Ew +Z// W\dedt) .
’LdX OT

Além disso, usando as mesmas ideias de (4.22) e (4.24), encontramos que

Eut)<C (Ed, (So) +Z// ]’yi|2dxdt> vt € (0,5),
0;,4%(0,50)

(4.24)

e também

E,(0) < C (E¢ +Z// - wiy?d:cdt) vt € (So, SL),
de 0,

o que implica em

St A
/ Eu(0) dt < C / Ey(t) dt + Z// 2 e dt
So So de SO 0)
= F,(0) < _c / Ey(t) dt + Z // V' dodt (4.25)
N |S(/)_SO| SO zd>< Sos/

:>E¢(O)§C</ Ey(t dt+2// Wdedt).
SO ZdXOT

Das estimativas de energia para ¥, utilizando a Desigualdade de Poincaré e Férmulas de

Green, obtemos que

C

S| Y 4.2
min (IuhIUQ)QHwHLQ(Q) ( 6)

V112201 0% 0,77 <

Combinando (4.23), (4.25)) e (4.26), seque que

Eu0)<C (/ Ey(t) dt + Z// Iy 2 dxdt)
So 0;,ax(0,T)
C // Y| dedt + // 2 dxdt + // U2 dadt
< QX(T(),T, ‘ ’ Z zd>< T()T)”y ’ Z 7,d>< OT |’7 |
C // Y| dadt + // P dadt
( Qx(To,TY) ‘ ’ Z 0;,ax(0,T) | |
C

<C// dexdt+—w 2
Q><T0T’| | n (i1, pig)? | HL @

IN

IN

(4.27)
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De (4.24), (4.26]) e (4.27), vale que

||¢||%2 ax(1)) T ||¢||%2(Qx(T/ )

E4(0 +Z// V' [? dadt
ZdXOT
C // ¢2dxdt+ V|200y + // Y dadt
< Q><(T0T’|| (/~L M lHL @ Z 1d><OT| |

C

IN

< Y dodt + ———— |9
O J[ o 1 0+ 0l
(4.28)
Também, de (4.2) e (4.206)), temos que
Z // (XX 29) |y 2 dadt
1 d>< OT
< Z// Aelts M yH? dadt + Z// Ay 1? dadt
de(OT de(OT (429)
CAe2FiX CAeRiA
< =l + sVl
min (:u’la :u’2) min (Mlu :uQ)
2C \e2 A 5
Gt

De (4.19), (4.20), (4.28) e (4.29), vemos que

// 2>\so|w|2 dl’dt—{—)\Z// o R3>\|7i|2 drdt

<C

10122 @x0.1)) + 19117205y 1)
+ Z // )\eRfQ)’\ + )|y ? ddt
1d>< OT)

+ \? // 2 ||? dadt
wx(0,7)

AN A0
AT 22 +AZ JL e e
,LdXOT

C
<0// ¢2dxdt+—¢22
Qx(To,T}) id n (i1, pi2)? ol @

20 \e2FiA
S — | Y11 +C)\2// e ||? dadt
min (,LL1,M2)2H Iz20) wx (0,T) i

assim,
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e desse modo,

Rﬁwwm@+u§j[/ B2

de OT

<C / / P dadt + —— (1+22e2) )2 (430)
Qx(To,T}) min (p1, f2)

+ C\? / / > || dadt.
wx(0,T)
Isso wale para todo A > Ay, onde Ay depende de Q,0, O;, O; 4, T e ||al|L=(0)

Por outro lado, se Ay > Ay satisfaz Ape®0*> — C' > 1, entdo de [@.19), [@.21), @.29) e
(4.29), deduzimos que para todo X\ > Xy, teremos

// e2||? dadt + /\Z // Ty 2 dadt
0;,ax(0,T)

<C

19l Z2@x 0.1y + ||¢||%2(Qx(T1',T))
+ Z // )\eR(Q))‘ + )|y )? dadt
de OT)

+ A2 // 2 ||? dadt
wx(0,7)

assim,
AefiA // ||? dadt + )\Z // TNy dadt
wx (To,T}) 0;,ax(0,T)
C
<cff rmwmm~f————0+w¥$ww@@
Qx(To,T}) min (p1, i2)?
+ C\? / / e p|* dadt
wx(0,T)
entao,

)\eRO — // ]? dx dt + )\Z// TN |2 du dt
Qx(To,T}) 0,,ax(0,T)

§—<1+2)\62R1> V|3 +C)\2// e |2 da dt
min (pg, p12)? Iz wx (0,T) i

o que implica em

2
// |w\2dxdt+)\2// TNy da dt
QX(T(),T(/)) i=1 Oi,dX (O,T)

- (1 - 2A62R?*) [9]|72(g) + CN* // X | du dt.

~ min (pg, o) wx (0,T)

(4.31)
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Substituindo (4.31)) em , nos conduz a
eI 6]12, +>\Z / / PRy dor dit
’LdX OT

< % (1 + 2)Xe R?A) [9[172q) + CN? // e* || d dt.
) wx(0,T)

min (i1, po

(4.32)

Agora, fitando X = Xy e tomando 11 e uo suficientemente grande, obtemos que

C
min (i1, pi2)?

e assim, de (4.32), vale que
—RITA||¢HL )+ Aefior Z// IV |? dadt < CN? // | |? dadt.
de OT

wx(0,T)

(1+2xe2) < % ~RiTx,

A
Considerando a constante Cy = min {§€_R1T>‘, >\€Rg)\} , resulta que

C9|WHL2(Q)+C92 / /
1d>< OT
'LdX OT OT

V12 dedt < CN\? // e*|? dadt
(0,7

= Il +Z I

Agora, combinando e -, deduzimos (4.1) e assim a prova estd concluida. [

2 dadt < c// WP dedt  (4.33)
(0,7

de OT
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Capitulo 5

Controlabilidade Nula

O objetivo principal deste capitulo é provar o Teorema [2.2] Para isso, utilizaremos a

Desigualdade de Observabilidade vista no capitulo anterior.

5.1 Prova do Teorema 2.2

Consideremos a relagao de igualdade dada em ([3.27)):

| st 005 @) = 2 @)t >]dz+<wt<> ) = (u.2(1))
g S

onde (z, ', ¢?) e (1,7, %) sdo as solugoes de (3.19) e (3.26]) associados aos dados iniciais

(5.1)

(29, 2Y) e (vl 9T, respectivamente. Assim, provar a controlabilidade nula é equivalente
a encontrar, para cada (2%, z') € H}(Q) x L*(2), um controle f € L*(O x (0,T)) tal que,
para todo (¢d,¢T) € L?(Q) x H71(Q) se tenha

//OXm,T fodedt = — / 2 (@)Y (x, 0)dx + <¢t(0),z0>
jLZ//ldX o) Zz,d”yidxdt.

Para isso, dado € > 0, consideremos o funcional F, : L*(Q2) x H'(Q2) — R dado por

(5.2)

F.WE, o) //@ o AT B gy

+ ({0, 6:(0)), Z//MOT)W drd,
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5.1 Prova do Teorema lﬂ

onde
<<(¢( ), ¥ (0)), (2°, 2 )>> = []Zl(x)¢<x70)d$_ <¢t(0),20>.

O Lema seguinte nos fornece algumas propriedades de F..

Lema 5.1.1 O funcional F. : L*(Q) x H () — R, definido em (5.3)) é continuo, coer-
ciwo e estritamente convero.

Demonstracao: Com efeito, pelo Teorema[4.1], temos que

1
5// [ Pdadt + €| (Vg , V1) | 2y x r-1@)
Ox(0,7)

1 1
— —// | |Pdadt + = // [Pdadt + €| (¥g V1) 2 xir-1(@)
Ox(0,T) Ox(0,T)
1

(5.4)
25 [ 1Pt G B o)+ Bl
Z// v [Pdxdt.
Z(i>< OT
Além disso, pela Desigualdade de Young, vale que
1 o 1 ¢(x70)
((wormo..0)) = [ (Vies@) (U2 do
1 0
_ <\/127¢%(0), iC- ($)>
> —QOHZI(@H%?(Q) 40 2||¢( 0) 1720y
40 QWt( )H%H(Q) —2C|2° (@H%{g(g) (5.5)
= —2C||Z (@)1 Z20) = 2C12°(@) 1530
1
- 16 3 GOy + IO ]
- 1
= —QCHZI(@H?'}(Q) - QOHZO(@H?{(%(Q) - EEw(OL
e
— 2y dedt = // C’Zz ( > dxdt
Z//ldx (0,T) ) Z d><(0T d) V2C
(5.6)
> -C // zialPdedt — — // Y2dxdt.
Z 04.ax(0,T) 25l 4C ; 04.4%(0,T) 1
Combinando ((5.4) — , encontramos
Fe(vo, 1) > ell (g 1)l 2@y
(5.7)

(%z(ﬂhm)+ﬂu Dl +§:/y pmﬁMM).
1d>< (0,7)
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5.1 Prova do Teorema lﬂ

Como o termo negativo do lado direito da desigualdade acima independe de (V! ¥1),

temos que F(u ) = &l(6d, o7 | ey, para | (08,07 | ey e suficiente-

1
mente grande, bastando tomar € = min | €, 1 / [Y|? dxdt ¢, e assim a coercividade
Ox(0,7)
de F, € garantida.

Com um procedimento andlogo ao que foi feito no capitulo [3, é possivel mostrarmos

que F, € continuo e estritamente convexo. [l

Mostraremos agora que existe um controle f € L*(Q x (0,T)) que satisfaz a igualdade

(5.2) para todo (¢, wT) € L?(Q) x H~1(Q). Pelas propriedades de F, no Lema (5.1.1])

acima, concluimos que existe um tnico minimo (¢)7,,%7;) para o funcional F.. Assim,

temos duas possibilidades, ( 20, T')=0ou
(FLWT, vl (i, 0])) =0, Wl vl) € L3(9) x H(9). (5.8)

Considerando o operador L? : L*(Q2) x H~1(Q) — L*(Q) dado por L (¢, 4T) =+, onde
7" é solugao de (3.26]), reescrevemos (5.3)) como sendo

Fu(l 47 = //O W)wr ddt + €| (6T, 0T Loaen- )

(ORI Z//@ o LA

para todo (43, ¢1) € L*(Q) x HY(Q).

Notemos que, para [|(¢fy, 97| # 0, vale que

F((h, >+A<wo,w>) F((ho,ol))

-5/ /@ o |¢|2dxdt +({(0), 4u(0)), (2%, 1))
+//(9>< (0,7) pepdudt = Z//de(OT Zl’ﬂidxdt

||(( €07 )+A(¢07¢1 1T )|
3 s (0,000 429
//OX o %Udbdxdt—Z//ldX . 2iay dwdi+

(o, d1) + AW, D)2 = 1o, w1
)

+

+

1
(@I 0T+ AT eI |+ 1@, oI
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5.1 Prova do Teorema lﬂ

Logo, (F/(1l,¥X)), (¥, ¢1)) = 0 se, e somente se,

//OX(OT) Yepdrdt + € (ll(dj:oo,’ ))II (wg’,w?)> +<<(¢( ), 44(0)), (=° ,21)>>

— Z // z%dfyidxdt =0,
L d>< O T

para todo (¢, ¢T) € L?(2) x H1(2), onde denotamos por (¢, v}, v?) a solugao de (3.26)),

associada ao estado (1§, ¢]) = (WX, ¥l)).

(5.9)

Fazendo f = f. = ¥elox,r em (5.1), e denotando (z., ¢}, $?) a solugao correspodente

de , obtemos
1
_/Qz ()Y (z,0)dx + <@/)t //OX(OT Yepdrdt — /ngt(x T)Y¢ (v)dx
T _ i
+< 1 ,ze(T) ; //(’)i,dx(O,T) 2 a7y dzdt,

ou seja,
(o) )y == [[ oded
Ox(0,T)
T
* (Ze’t(x’ )% (x)> L2(Q)x L2(9)
<w o )> (5.10)
b L)X HY(®)
+ // zi Y dxdt.
Z 7, d>< 0 T) 4
Definamos a dualidade entre os espagos LQ(Q) Q) e H}(Q) x L*(2) por

(G T), 2ea @, 7)), D) ) ) = (el T, wof’) — (4], 22, T))

L2(Q)x L2(9)

Desse modo, podemos reescrever ([5.10) como sendo

((@(0),0:(0), (,21)) ) = _//(’)x(O,T) Yebdudt
+ <<ze<m T), ze(w, 1)), (U8, w1) ) (5.11)

+ Z// zzvdvidmdt.
0;,4%(0,T)
Substituindo (5.11)) em (5.9)), temos que
€
/Q ((Ze(l‘, T), ze,t(x,T)) + m(wzo, Zl)) (1/15,1/11T)dx = O, (512)
€,00 Vel

para todo (¢, ¢]) € L?(Q) x H1(Q).
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5.1 Prova do Teorema lﬂ

Dessa forma, pelo Lema de Du Bois-Raymond, segue que

(Ze(x,T),Ze,t(fﬂaT))er( 0 Ver) =0

e portanto,

[(ze(+. ), (zex (-, T < €. (5.13)

Utilizando a relagao (5.9), valida para todo (¢, ¢1) € L?(2) x H71(Q2), e sabendo que

para cada (¢ ,1]) existe ¢ associada, tomemos (15, 1)) = (1y,¥l) e assumimos que

1 = 1. na primeira integral. Logo,

//(’)x (0,7) Vetpe dwdt + €||(¢6T,Oa @DET,l)” + <<(77/J(0), Y:(0)), (zo, 21)>>
_Z// o) zigy'dadt = 0.

Como f. = 1. em O x (0,7T), e utilizando a Desigualdade de Young segue que

By = =€~ | )t 0o + (0).22)
+ // 2z 4y dxdt
Z z(iX OT 4
Z / / |2.a|2dadt + C? / |24 (2)|2dx
de(OT Q
1
dt 2dxdt
QCQZ/AXOT o Paedt+ 15 [ o, 0)Fda

4OQH%( -1 + 123 0

Z// o |24l dzdt + C?||2"]| 720
zd

U2 dadt 0)]72
2CQZ//O o P 0 O

ant( >||3,4(m +02||z0||§,5(

= — |zi.q*dxdt + — // |y Pdxdt
2 ; \/\/(Qi’dX(O,T) 202 Z ’LdX OT

+C2 (112" @) + 12" 2200

1 ~~

1 2 2
3022 <||¢(x»0)||L2(m + ||1/’t(x’0)”H‘1(”’>’

-~
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5.1 Prova do Teorema lﬂ

ou seja,

£ <O [ s s> ([ s
L2(0x(0, T)) 2 Z Oy ax(0.T) 202 Z 04 4% (0,T) (5 14)
1
2
+C H(Z = )H’H&(Q)XLQ(Q) + 202E1/1(0)7

onde C' representa a constante da desigualdade de observabilidade. Como (¢, v}, ~?) é

solucdo de ([3.26)), segue da desigualdade de observabilidade (4.1]) que

2
1 - 1 )
Fdvdt < SISl ~ 5 Lul0). 5.15
202 ;//@x(om V| dadt < 2“f HL2((’)><(0,T)) 502 »(0) ( )

Combinando ((5.14)) e ((5.15]) e organizando os termos concluimos que

1
1folloe OX(OT><0(H<Z [P +Z / / . |zz-,d|2dxdt> . (5.16)
zd><0

De (p.16)), temos que (f.) é uniformemente limitada em L*(O x (0,T')) e assim, pelo Teo-
rema segue que (f.) possul uma subsequéncia que converge fracamente para alguma

funcdo f € L%(O x (0,T). Portanto, o associado z satisfaz

(ZE<'7 T)? ZGJ(" T)) - (é(a T)? (2t('7 T)) (517)
em HL(Q) x L2() quando € — 0, onde (2, ¢', ¢?) é a solucao de (B.19) associada a f.
De (5.13) e (5.17)), resulta que

T 2T < B ol 7)), (e (T < limjp e =0,

ou seja,
(2('7T)72t('7T)) =0.

Portanto, concluimos que Z satisfaz (2.10]) e a controlabilidade nula de (3.19) ¢ satisfeita.
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Apeéendice A

O objetivo deste apéndice é provar a Desigualdade de Carleman (4.5)) utilizada no
capitulo . Antes, apresentaremos alguns resultados que serao utilizados na demons-

tragdo da mesma e que podem ser encontrados no trabalho de Fu et. al [g].

Dado T > 0, seja 2 um dominio limitado de R™ (n € N) com bordo I de classe € C2.

Sejam w um subconjunto nao vazio e aberto de €2, e &, a funcao caracteristica de w.

n n
Denotamos E e E simplesmente por E e E , respectivamente. Para simplificarmos
ij=1 =1 ij i
as notacoes, usaremos que ¥y; = i, onde z; é a i-ésima coordenada de um ponto genérico

x = (21,...,7,) em R™. Seja a”(-) € C*(Q) fixo, satisfazendo
a¥(x) =a’(z) Vo €Q, i,j=1,2,...,n, (A.1)
e para alguma constante 3 > 0,

> (@) > BIEIP V(. €) € QxR (A2)
i,J

com & = (&4 ..., &m).
Existe uma funcio d(-) € C?(Q) satisfazendo as seguintes condigdes:

(i). Para alguma constante py > 0, vale que

3 { 3 [2aij/(ai,jdi/)j/ _ a;lﬂ,‘ai’j’di,} }gigﬂ' >4y e V(a €., €") €A X R
i,J

i’j ilj/
(A.3)
(ii). Nao héa ponto critico da funcao d(-) em €2, ou seja,
min | Vd(z)|| > 0. (A.4)
el
Consideremos a seguinte equacao hiperbodlica linear nao homogénea:
Pz = em @),
4 @ (A.5)
z=0 sobre X..
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Definigao A.1 Dizemos que z € L*(Q) é uma solugdo fraca para (A.5]) se

(2, Pn)12(Q) :/0 (F(t,),n(t, ) m-1@xmpe) dt ¥n € C5((0,T); H*(Q) N Hy(€2).

Observemos que em (A.5)), nenhuma condigao inicial é especificada. Assim, podemos
provar o seguinte resultado de regularidade para o sistema (A.5)), cuja demonstracao pode

ser encontrada em [§] .

Lema A.0.1 Sejam 0 <t; <ty <T, f € L' 0,T; HY(Q)), e g € L*((t1,t2) x Q) dados.
Suponha que z € L*(Q) seja uma solug¢do fraca para ez=g em (t1,t3) X Q. Entao
2z € C([0,T]; L*())NC([0, T); H X)), e existe uma constante C > 0 dependendo apenas
de T, t1,t2,Q e a¥, de modo que

HZ‘|C([O,T};LQ(Q))ﬂcl([O,T];H—l(Q)) < C[”fHLl(O,T;H—l(Q)) + HQHLQ((tl,tg)XQ)} (A-G)

Vemos que g desempenha o papel de valor inicial para a solucao fraca z.

Agora veremos um problema auxiliar de controle ideal. Fixamos ¢ como em (4.2)), um
parametro A > 0 e uma fungao u € C([0,T]; L*(2)) satisfazendo u(0,z) = u(T,z) = 0
para x € Q. Para qualquer K > 1, escolhemos uma funcio o(z) = 0% (x) € C*(Q) com
min, g o(x) = 1 de modo que (lembremos da condigao para w):

1 parazxr € w,

o(z) = . st () > (A7)
para dist(x,w) > K
: L . T
Em seguida, tomemos um inteiro qualquer m > 3, e seja h = —. Definamos
m
ui, =l (2) = ulih, @), @, = ¢(2) = pliha), i=0,1,..m. (A.8)

Seja {(2% ri ri ri)}m, e (HE(Q) x (L2(Q2))3)™ ! satisfazendo o seguinte sistema:

m
i+l i =1 n
zt =227+ 2 17 ‘
m m m_ J1J2 ?
h2 E O, (0717200, 21,)
J1,J2
i+1 i
,,,.Z —r . . i . .

= T A P b, (T<i<m = 1) em £, (A.9)
=0 (0<i<m) sobre I,
0 — om _ 0 _,m _,0 _ m_ 0 —pl
Zm_zm_TQm_r2m_rm_rm_07 "im = T'im em {).

\
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0
1m

Dentro do sistema (A.9)), (ri, 7 .7t ) e (L?(Q))® (i = 0,1, ...,m) podem ser considerados

0

Observemos que nao assumimos ¥ e r{, iguais a zero, em vez disso tomamos r? = r} .

como controles. O conjunto das sequéncias admissiveis para (A.9) é definido como sendo

Ava 2 L s s Th) Yo € (H(Q) X (L2())%)™ |
[ T P Tha) Vg sttisfazendo (A9) }.
Se {(0,0,0, —)\ufne’\g"in)};’lo € A, 4, temos que A, 4 # 0.
Agora, apresentemos o seguinte custo funcional

L h rm?
({(2’ sl Toms Tn) o) = _/ QMG P d
2 Jq A

b~ 220 [P [ G 2
+§ 2 {/ |25 1]%e mda:—l—/ ( 32 + i )e malx%—K/QHrmH dx}
(A.10)
Consideremos o seguinte problema de controle ideal:
Devemos encontrar um { (2,7}, 75 )} € A, q de tal modo que
T{(Zs P P Toa) Yimo) = min T (Zs s Toms T o). (A1)

(2T T T ) Y0 €Aa,d
Notemos que para qualquer {(z% 7t ri  ri)}m, € A,q, pelos resultados de regulari-
dade padrao de equacoes elipticas, tem-se que 2! € H?(Q2)N H}(Q). Os seguintes resulta-
dos tem um papel crucial na prova da Desigualdade de Carleman , aqui apresentada
no Teorema (|A.2]).

Proposicao A.1 Para qualquer K > 1 e m > 3, o problema (A.11)) admite uma dnica

solucao {(Z5,, Py Toms 7o) }o € Aaa (que depende de K ). Além disso, para

pLo=p () 2K, 0<i<m (A.12)
temos
==y =p"=0em Q, 2 ,p. € H*(Q)NH}Q) para1<i<m—1,
(A.13)
e as sequintes condigoes de otimizagcao sao mantidas:
i i1 ,’2
P~ P o~ e 2 = () em
h . A 1<i<m, (A.14)
P — 0 ;\ZL e ¢m =0 em Q,
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i+l _ 90 + i—1 n . . . i
D p;n D + > Oy, (720, pl) + 3l e=2m = () em €2,
h J1,j2=1
pio=0 sobre T,

1<1<m—-1.
(A.15)

Além disso, existe uma constante C' = C(K,\) > 0, independente de m, tal que

m—1
B (a2 12 + 1P + KN do+h [ )2 de < €, (A16)
=1 v Q

(,'ﬁiJrl i

me1 Sitl i N2 Nl A N2 Al i )2 2
L Z (2 Zn) n (Pl — ") + (Pom_— Tom) + K~m ") de < C.
i=0 7/ h

h? h? h?
(A.17)

A prova da Proposi¢ao (A.1)) pode ser vista no apéndice C de [§].

Teorema A.1 Tomemos a” € CY(Q) satisfazendo (A1) e (A2), e sejam vdlidas as
condicoes (A.3) e (A.4)). FEntio existe um Ao > 1 tal que para todo X\ > Xy e todo
u € H}(Q) com Pu € L*(Q), vale

)\// (Nu? + uf + || Vul|?)e*? dodt
Q

<C {HGMPUH%?(Q) + A2 // (N2u? 4+ u?)e* dadt | .

(0,7)xw

A prova do Teorema (A.1)) encontra-se no apéndice B de [§].

Teorema A.2 Tomemos a¥ € C*(Q) satisfazendo (A1) e (A2), e sejam vdlidas as
condigoes (A.3) e (A.4). Entao, para qualqguer X > X\g > 1, e qualquer v € C ([0, T]; L*(Q2))
satisfazendo u(0,x) = uw(T,z) = 0 para x € Q, Pu € H1(Q), e

(u, Pn)r2@) = (Pym u-1(@)xmiQ) V1 € Hy(Q) com Pn € L*(Q), (A.18)

temos que

/\// e dadt < C (||e’\‘p77u|]%1_1@) + A2 // u?e?? dmdt) : (A.19)
Q (0,T)xw
onde ¢ é 0o mesmo que no Teorema (A.1]).

Demonstracao: A ideia principal € aplicar (A.18)) a algum n especial com Pn = ... +

\ue?*? que produz o termo desejado // u?e® dxdt e reduz a estimativa para ||77||H5(Q).
Q

Devemos empregar a proposi¢io (A.1)) para fornecer o n desejado. Dividimos a prova em

etapas.
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Etapa 1.

Primeiro, recuperemos as fungoes (2,7, 74 7" na Proposi¢io (Ad]). Definamos

_ %mz [ h)2H (x) — <t — (i + 1)h> éﬁn(x)] X, i+ 1)m) (1),

> [ s @) — (1= 6+ D)4 )] X 0,
() = 5 3 [0 A @) = (£ = (4 D)o (@) A1)

Pr(t) = 13 [ i) @) — (¢ G D) )] A )

=

De (A.16]) e (A.17)), podemos encontrar uma subsequéncia de (2™, 7], 73", 7™) que converge

fracamente para algum (Z,7,72,7) € (HY(0,T; L*(2)))*, com m — oo.

Para qualquer constante K > 1, tomemos
p = KF.

No que seque, escolheremos K para ser suficientemente grande (ver (A.36|) mais adiante).
Por (A.14) — (A.17), e observando o Lemma (A.0.1), veremos que

4,0 C C([0,T]; Hy () € C'([0, T}; L*(9)),

e
)
Pz =714+ T+ Mue?? + 7 em Q,
Pp+ ze 2% =0 em Q,
p=2=0 sobre X2,
< ~ ~ ~ (A.20)
p(0) =p(T) = 2(0) = 2(T) = 0 em ,
it oLkt = o
\ D— 9%672)@ = em Q.
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Etapa 2.
Aplicando o Teorema (A.1) a p em (A.20)), obtemos que

/ / (N5 1 72+ [VB|2)eP dudt

/ / 2e722 dydt + N\ / / (NP + py)e*? dxdt]
- Q (0,T)xw

o~ 222X\ 4o 75 g 2 973 74)\90> 22
C_//Qze d:(;dt—i—//(O’T)Xw ()\Q—<>\4)26 + Mo Vi dxdt)
_ 7:2 f2
<C // 226722 dadt + // <—1 + —2>672’\“’ dxdt].
- Q (0,T)xw >\2 )\4
(A.21)

Dagqui em diante C' é uma constante independente de K e X. Por (A.20) novamente,

concluimos que p; satisfaz

/

Pp; + (Ze722), =0 em @,

pe =0 sobre X2, (A.22)
Dt + §(% - 2%771)672)“0 =0 em Q, '

. 0 (T2, 2 N\

Aplicando o Teorema (A.1) a p; e observando (A.22)), resulta que
// (N°B; + B + | Vi) e dadt
ClIXPallag + 3 [[ 5+ e du]
(0,T)xw
= [l ™2l + 3 [+ g o]
) T Xw

el / / eI (Z2 — 4z 2 Np; + N2 F24¢?) dadt + / / (NP2 + A2p2) e dadt
-/ JQ

(0,T)xw

— [ / / e (22 — 42,20 p; + N2 P47 dadt
Q

o (75 4 _ 4 0N
i //(OT (Xl 24 ( ;;t ﬁrzt%rz + ESOng)e 2Xp

4 N -
+)\2 f\Q ( NI + 4@?7”%) 6_2’\9") dxdt}

= C// 6_2/\“7(,€t2 — 452 0 + N2 4¢,) dadt
Q
oo (Tie T L, P2\ 4
+//OTXUJQ2€ 2/\90()\2 +%+4¢?<T%+/\—22) )\9015(7”1157”14— )\2 )) dxdt}

72 ~2
<cf / / +A222)e 2 dadt + / / T“ 2 2 ) dudt).
0,7)x A A

(A.23)
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Etapa 3.
De (A.20) e observando que

)
N L L 72 5
_// (Tl,t+7“2)p dxdt:// (T1p¢ — ToD) dxdt:—//Q( )\126 Do _ Q>\4 ”‘“") dxdt
o2\
// ﬁ_ )\4 ¢ dxdt,

e lembrando que p = K7, obtemos que

(A.24)

0= Pz—rlt—rg—)\ue — 7, D) 12(Q)

// Péﬁdxdt—// Tit+ T2 pdxdt—)\// ue”“’ﬁdmdt—// 7p dxdt
Q
= / / Ppz dxdt — / / f17t+f2)]5 drdt — \ / / ue*p dxdt — / / 7p drdt
Q
/ / Fe7 dadt — / / 2 dadt — A / / upe®? dedt — K / / dxdt.

(A.25)
Consequentemente,
/ / 2 ddt + / / e 2 dadt + K / / 72 dedt = —\ / / upe®? dxdt.
Q
(A.26)

Combinando (A.21)) e (A.26]), chegamos a

/ / 22 dxdt + / / e 2 drdt + K / / 72 dodt < = / / 2 dadt.

(A.27)

Etapa 4.

Usando (A.20) e (A.22)) novamente, e observando que pu(0) = pu(T) = 0 em Q, encon-

tramos que

0= Pz—rlt—rg—)\ue — T, D) 12(Q)

/ PZpy dxdt — // T1t + To)Pu daedt — )\// uppe®? drdt — // 7Dy dadt
Q
— // Pﬁttg d:Edt — // 7’:1715 + fg)ﬁtt dIdt — )\// U,ﬁttCQ)\w dedt — // fﬁtt dl‘dt
Q Q
// 220 5) e dadt — // T1t + To)py dadt — /\// upne? drdt — // TPy dadt.
Q Q

(A.28)
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Notemos que

// _QASOZ tt dxdt = // 2 —2>\<P ( _2/\90)7%) dxdt

(A.29)
— / / 22 Apu? — 202023 e dadt.
Q
Da terceira e quarta igualdade em (A.22), seque que
// Tlt + 7”2 ptt dzxdt = // Tl,tﬁtt dxdt — // fgﬁtt dxdt
Q
// 7"'1 tptt dxdt — /(fQﬁt) |0 d$+ // 7"2 tpt dxdt
(A.30)

2
// ru E — 2%7‘1 22 dxdt + // 7"2t)\2 th _ X%@)G—W dxdt

r T 2
// U 24t /\90t7’17”1 t— ﬁ%ﬂ”ﬂb t) A dadt.

Ainda, de p £ K7 e integrando por partes, deduzimos que

/ / Py dadt = K / / dudt. (A.31)

Combinando (A.28) — (A.31)), nos conduz a

// T1t + )Py dadt — // TPy dadt — // —2A ) dxdt
= // upre?? dudt
7“ 72 2 2
= // 1t 24t Xgotflfl,t — E(ptfgfgﬂg) 672)\90 dxdt + K// ?:t2 dzdt
Q

—1—// Z 4 A — 222, 7%) e dadt = )\// upp e dudt.
Q Q

Agora, por (A.32) +CN*(A.27) (com C > 0 suficientemente grande), usando Desigualdade
de Cauchy-Schwartz e observando (A.23)), vale que

72
// 224 N23%)e 2 dadt + // T2t + 72 4 )\2> e P < O // u?e* dadt.
Q

(A.33)

(A.32)

Etapa 5.
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Em (A.20), temos

(Tre+ T2+ Aue?? + T, zZe —2x¢ )Lz(Q = (Pz, 26_2’\‘”)L2(Q)

// Z(2 )¢ dedt + Z// az (2 ; dxdt

g A.34
— // (Z2 4 Ay — 20202 3%) e dadt + Z // azz;e” ¢ dudt ( )
Q ij Q
—2)\2// a"jél-égpje_mo dxdt.
i Q
Agora, combinado com (A.2)), e lembrando que A > A\g > 1, resulta que
/ V2|26 dudt
Q
<C // |71 + 72 + fH 12l 4+ N|uz|| + (22 + A252)e*2*¢] dxdt (A.35)

<C// 2W+ +ﬁ+ 24322 4Nz 2) 2’\‘p}d:pdt.

Combinando (A.27) — (A.33), e (A.35)), escolhemos a constante K em (A.27) de modo

que

K > Ce?\mazaeqlel (A.36)

(Para absorver o termo C// #2e"?2% dxdt no lado direito de (A35)) e notando que

Q
x>1 em Q deduzimos que

~2
// (IVEIIP 4 27 + X22%)e 2 dxdt+// T“ f2+:2> “2 dadt
< C\ / / u2e® dadt.
Q

Etapa 6.

(A.37)

Lembremos que (Z,71,79,7) depende de K. Agora, fitamos \ e deizamos K — o0.

De (A.27) e (A.37) concluimos que eziste uma subsequéncia de (Z,71,To,T) que con-

verge fracamente para algum (%,71,79,0) em H}(Q) x (HY(0,T;L*(2)))* x L*(Q), com

sup?; C (0,T) x w (i = 1,2) uma vez que o(x) = o¥(x) — oo para qualquer x ¢ w, com
K — co. Por ([A20), deduzimos que (2,7,7s) satisfaz

Pz="7r14+ 70+ Aueh¢ em @,
z2=0 em 0Q).

Usando (A.37) novamente, obtemos

~ — 1 > > -
l7e ™ 2a0) + 55 / /(OT)M(T%,HL@)@ P dwdt < O\ / /Q we dedt.  (A.39)

(A.38)

26



Agora, por (A.18|) com n substituido pelo Z acima, nos leva a

(u, Fre + 72 + Mue®?) p2q) = (Pu, 2) 1@y (@)

Portanto, observando que sup7; C (0,T) x w (i = 1,2), concluimos que para todo € > 0,

vale que
A // U,262>\W dxdt = <PU, 2>H*1(Q)XH6(Q) — (U, f17t + fQ)LZ((O,T)xw)
Q
1
< C’{— [||e’\‘073u||12q_1(Q) + A2 // u’e?? dxdt] (A.40)
€ (0,T)xw

1
—|'6[HZV’€7)\(’DH§{1(Q) + - // (75, + 72)e 2 dxdt} }
0 A (0,7 xw

Finalmente escolhendo € em (A.40) suficientemente pequeno e observando ({A.39) chega-

mos a estimativa desejada (A.19)). O
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