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Resumo

O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento assintotico de solugoes fuzzy
usando resultados em pontos de equilibrio e periddicos. Aplicando esta analise em alguns
exemplos para investigar propriedades interessantes de solugoes fuzzy.

Mostramos que, as solucgoes fuzzy consideradas podem apresentar um comportamento
mais complexo do que os deterministicos. Além disso, mostramos uma nova interpretagao
para a funcao de pertinéncia de tais solugoes fuzzy, bem como explorar alguns propriedades
de projecoes de solugoes fuzzy.

PALAVRAS-CHAVES: Solugoes Fuzzy, Pontos Periodicos, Pontos de Equilibrio,

Sistemas Dinamicos
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Abstract

The objective of this work is to analyze the asymptotic behavior of fuzzy solutions re-
sulting in equilibrium and periodic points. Applying this analysis to some examples to
investigate interesting properties of fuzzy solutions.

It shows that as fuzzy solutions can present a more complex behavior that can present
a deterministic behavior. Furthermore, we show a new interpretation for the adhesion
function of such fuzzy solutions, as they explore some properties of appearances of fuzzy
solutions.

KEYWORDS: Fuzzy Solutions, Periodic Points, Equilibrium Points, Dynamic Sys-

tems.
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Introducao

A modelagem matemética de fendmenos naturais por meio de sistemas dindmicos pode
ser sujeito a incertezas nos parametros das equagoes que o descrevem. Por exemplo, em
problemas de dinamica populacional nem sempre é possivel saber exatamente o ntmero
de individuos ou a capacidade de carga em um determinado ambiente. Além disso, nem
sempre é possivel, por dificuldades técnicas ou falta de informagao, incorporar todas as leis
necessarias descrever o fenomeno estudado. Assim, a subjetividade é um fator importante
que deve ser considerados na modelagem matematica.

O surgimento da teoria dos conjuntos fuzzy proposta por Zadeh (1965) trouxe novas
ferramentas que possibilitam a incorporagao da subjetividade em modelos que descreve
fenémenos reais.

Estamos interessados em descrever o comportamento assintotico de solugoes de equa-

¢oes diferenciais como

X ),
quando a condic¢ao inicial é um valor fuzzy. Neste caso, a incerteza esté apenas na condi¢ao
e nao no modelo definido pela fungao f.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos.

No primeiro capitulo abordamos dois modelos presa-predador de interacao entre es-
pécies, Lotka—Volterra e Holling-Tanner, fazendo a analise das solugoes dos respectivos
sistemas de equacoes diferenciais.

No segundo capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, notagoes e resultados que
serao utilizados nos capitulos seguintes, com o proposito de estender conceitos da teoria
de conjuntos classica para a teoria de conjuntos fuzzy. O método de extensao proposto
por Zadeh, também conhecido como Principio de Extensao, é uma das ideias bésicas que

promove a extensao de conceitos matematicos nao fuzzy em fuzzy.

No terceiro capitulo, estuda-se as solugoes de equacoes diferenciais envolvendo subje-



tividade nas condigoes iniciais considerando a extensao de Zadeh do fluxo deterministico
gerado por esta equacao diferencial. A aplicacao obtida por esta abordagem é freqiiente-
mente chamada de fluxo fuzzy da equacao diferencial. Se definirmos uma condicao inicial
fuzzy particular, teremos uma solucao fuzzy. Este tipo de solucao fuzzy foi estudado
anteriormente em Oberguggenberger e Pittschmann (1999) e Buckley e Feuring (2000).

No capitulo quatro, mostra-se que existe uma relagao importante entre solugoes deter-
ministicas e fuzzy. Subconjuntos fuzzy cujas funcoes de pertinéncia sao fungoes caracte-
risticas de pontos de equilibrio deterministicos sao pontos estacionérios para o fluxo fuzzy.
Assim, pontos de equilibrio de fluxos deterministicos determinam pontos de equilibrio de
fluxos fuzzy.

Mostramos que, as solucgoes fuzzy consideradas podem apresentar um comportamento
mais complexo do que os deterministicos. Além disso, mostramos uma nova interpretagao
para a funcao de pertinéncia de tais solugoes fuzzy, bem como explorar alguns propriedades
de projecoes de solugoes fuzzy.

Além dos pontos de equilibrio, solugoes de equagoes diferenciais podem apresentar
periodicidade. Como se sabe, modelos de interacao entre espécies, como Lotka—Volterra
e Holling—Tanner, sao exemplos de equagoes cujas solugoes sao periddicas ou se apro-
ximam de uma solucao peridédica com a evolugao do tempo. As solucoes periddicas de
equacgoes deterministicas desempenham um papel fundamental para a compreensao do
comportamento do fendémeno modelado.

Como as solugoes periddicas se destacam na modelagem, uma caracterizagao precisa
da periodicidade da solucao fuzzy é de extrema importancia para uma compreensao mais

profunda do fenémeno estudado.



Capitulo 1

Modelo para interacao entre espécies

Em geral, na natureza, as espécies em uma comunidade sao encontradas interagindo de
alguma forma, podendo essa interagao ser prejudicial ou benéfica. Estas interacoes em
geral, produzem mudangas na dindmica populacional dos individuos envolvidos. Dentre
estas interagoes se destacam as interagoes do tipo competicao, presa - predador e mutua-
lismo.

Entende-se como situacao de competicao quando o aumento da populacao de uma das
espécies envolvida na interacao implica em diminui¢ao da populagao da segunda espécie.
Isto comumente ocorre quando duas espécies disputam os mesmos recursos naturais em
um ambiente em comum. Este tipo de interacao é prejudicial para ambas as espécies.

Quando o crescimento na quantidade de individuos de uma das espécies promove um
aumento populacional & outra, porém o crescimento populacional da segunda espécie leva
a uma reducao populacional da primeira, entao dispomos de uma interagao do tipo presa -
predador (ou parasita - hospedeiro ou planta - herbivoro ). Na interac¢ao presa - predador
uma espécie é prejudicada (presa) e a outra é beneficiada (predador) pela interagao. No
geral, as interagoes do tipo presa - predador ocorrem quando uma das espécies (a presa)
serve como fonte de alimento para a outra espécie (o predador), (Cecconello, 2012).

Quando as duas espécies sao beneficiadas pela interacao, ou seja, o aumento popula-
cional de uma espécie resulta em crescimento da populacao da outra espécie e vice-versa,
entao temos uma interacao denominada mutualismo ou simbiose.

O quadro a seguir fornece um resumo da interagao entre as espécies para os trés
casos considerados, se a interagao é benéfica, representada pelo sinal (+), ou prejudicial,

representada por (—), para cada espécie.
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interacao espécie 1 espécie 2
competicao — —
presa-predador + —
mutualismo + +

Na elaboracao matemética destes modelos, as propriedades de cada interacao sao
cruciais para a definicao das fungoes de aumento relativo que determinam a dinamica
populacional de cada espécie envolvida na interacao. O principal proposito da modelagem
matematica de tais fenomenos é entender o comportamento da dindmica populacional.

Entao, devido a dificuldade ou até mesmo impossibilidade de se obter solu¢oes analiti-
cas, deseja-se estabelecer critérios que nos permitam analisar qualitativamente as solucoes.
Para isso, enunciaremos alguns conceitos e resultados basicos da teoria de estabilidade no
sentido de Lyapunov.

Consideremos um sistema dindmico bidimensional dado por

Ccii_f = fl(x>y)
) (1.1)
d_gt/ = fZ(x7y>

Definigao 1.0.1. Um ponto (z*,y*) é denominado um estado de equilibrio, ou estado

estacionario, para Eq.(1.1) quando fi(z*,y*) = fo(a*, y*) = 0.

O comportamento das trajetorias determinadas pelas solugoes x(t) e y(t) nas proximi-
dades dos estados de equilibrio sao de particular relevancia. Na definigao a seguir, d(A, B)

¢ a distancia entre dois pontos A e B em R2.

Definigao 1.0.2. Seja x* = (z*,y*) um ponto de equilibrio e x(¢,%,) a solu¢ao, com
condigao inicial z, = (x,,y,), do sistema (1.1). Dizemos que x* é estével se para todo

g > 0 existe 6 > 0 tal que
d(x,,x") < 6 = d(x(t,%,),x") < e.
O estado de equilibrio x* é assintoticamente estavel quando é estavel e
li *) = 0.
Jim d(x(f,x,),x") = 0

O estado de equilirbrio é dito instdvel quando nao satisfaz as condi¢oes acima.
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A anélise de estabilidade local, no caso em que as fungoes fi(z,y) e fa(z,y) sdo nao-

lineares, é feita por meio dos autovalores da matriz jacobiana

ofi Of1
_ ox Jy
J (@ y) o o

9z By | (zey)
Teorema 1.0.1. (linearizacdo). Seja (z*,y*) um estado de equilibrio para o sistema (1.1)
e A2 autovalores da matriz jacobiana em (x*,y*). Se Re(A12) < 0, entdo o estado de
equilibrio € localmente assintoticamente estdvel; se A\As < 0, o estado de equilibrio é

instdvel (ponto de sela); se Re(A12) > 0, o estado de equilibrio € instdvel.
Demonstragao. Ver, Robinson (1998) [21] O

Observe que o teorema acima nao permite conclusao quando os autovalores sao imagi-
narios puros (estados de equilibrios nao hiperboélicos). Observa-se também, que a natureza
do estado de equilibrio é local, ou seja, as condigdes iniciais do sistema (1.1) devem estar
suficientemente proximas de (z*,y*) para que as conclusoes sejam garantidas. O teorema

a seguir fornece resultados sobre o comportamento global da solucao.

Teorema 1.0.2. Seja L(x,y) uma fungao de Lyapunov. O estado de equilibrio (x*,y*)

serd:
(i) Estavel quando VL(x,y) - (f1, f2) <0 para todo x,y;
(11) Assintoticamente estdvel quando V L(x,y) - (f1, f2) < 0 para todo x,y;
(111) Instdvel quando YV L(x,y) - (f1, f2) > 0 para todo x,y.
Demonstragao. Ver, Robinson (1998) [21] O

Uma fung¢ao de Lyapunov é uma fungao escalar nao negativa, ou seja, L(x,y) > 0
para todo © # x* e y # y*, com derivadas parciais de primeira ordem continuas. A
instabilidade local de um estado de equilibrio, abre o questionamento sobre o que acontece
com a trajetoria da solu¢ao no plano de fase quando ¢t — co. Se as fungoes x(t) e y(t) sdo
limitadas, espera-se que a trajetéria nao se afaste indefinidamente do estado de equilibrio.

Um dos principais resultados neste sentido é o Teorema de Bendizson-Poincaré.
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Teorema 1.0.3. (Bendizson-Poincaré). Se para t > 0, a trajetoria (x(t),y(t)) do sis-
tema (1.1) € limitada no plano-zy e nao se aproxima de um estado de equilibrio, entao a
tragetoria (z(t),y(t)) € fechada ou se aprorima de uma trajetoria fechada quando t — oo

(ciclo limite).
Demonstrag¢ao. Ver, Robinson (1998) [21] O

E importante observar que se a trajetéria (x(t), y(t)) é limitada, entdo temos um ciclo
limite ou um estado de equilibrio assintoticamente estéavel. Logo, anélises de estabilidade
locais sao suficientes para garantir o comportamento global da solugao.

Um critério de negacao de existéncia de ciclos limite é denominado critério de Dulac.

Teorema 1.0.4. (critério de Dulac). Seja B(x,y) continuamente diferencidvel uma regico

simplesmente coneza D C R? e suponha que

oBH) | 0BS)
Ox oy '

seja estritamente positivo ou estritamente negativo em D. Entao nao hd trajetorias fe-

chadas para o sistema (1.1).

Demonstrac¢ao. Ver, Robinson (1998) [21] O

1.1 Modelo presa - predador de Lotka-Volterra

A primeira representacao do comportamento de um sistema presa-predador, foi proposta
por volta de 1926 pelo matematico italiano V. Volterra na tentativa de explicar o com-
portamento das populagoes de certas espécies de peixes no mar Adridtico. Em 1925, o
biofisico A. Lotka encontrou as mesmas equagoes em estudos sobre reagoes cinéticas.

O atualmente denominada modelo de Lotka-Volterra, leva em consideracao as seguintes
hipoteses:

1. Na auséncia de predadores a populacao de presas cresce de forma malthusiana;

2. Na auséncia de presas a populagao de predadores decresce proporcionalmente a sua
populagao (malthusianamente);

3. O indide relativo de crescimento da populacao de presas diminui linearmente em

relacao a populacao de predadores;
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4. O indice relatido de crescimento da populacao de predadores cresce linearmente
com relagao a populacao de presas.

Matematicamente estas informagoes estao sintetizadas no sistema de equacoes dife-

renciais
dx
— =ar—axy
at ; (1.2)
dy by + B
2y T
dt Y Yy

onde z = x(t) é a populagao de presas, y = y(t) é populacdo de predadores e a, b, o, 5 sdo
constantes reais positivas.
A solugao implicita para o sistema (1.2) pode ser obtida eliminado o pardmetro t

através da regra da cadeia

dr  x(a— ay)
dy  y(=b+ px)
Por separacao de variaveis e integracao obtemos a seguinte relacao entre as variaveis
de estado:

yae—ay — Cx—beﬂz;

onde ¢ é uma constante determinada pela condigao inicial (z,,¥y,).

Os estados de equilibrio do sistema (1.2) sdo dados pelo pela solugao do sistema

fi(z,y) = ax — axy ; (1.3)
folx,y) = —by + Bry

os quais sao xj = (0,0) e x5 = (B, ﬂ) sao solugoes do sistema (1.3).
«

A Matriz jacobiana avaliada no estado de equilibrio (0,0) & :

a 0

J0,0) =
0 —b

Os autovalores de J(g ) possuem sinais diferentes, logo, pelo Teorema (1.0.1), o estado de

equilibrio x7 = (0,0) é localmente instavel (ponto de sela).

a
A matriz jacobiana em B, — ) é dada por:
e

0
Jooy =1,
I

I

o
Qe

—ab
B
0



Capitulo 1. Modelo para interacao entre espécies 8

na qual seus autovalores sao A\ » = £ivab. Como os autovalores de J (&,a) S0 imaginarios
Ba

puros, o Teorema (1.0.1) nao fornece nenhuma conclusao quanto a natureza da estabilidade

59
Entretando, pode-se analisar o comportamento global da solu¢do do sistema (1.2)

em x5 = (

construindo uma funcao de Lyapunov adequada, que neste caso é:
L(z,y) = 2" (%—111%—1) +2 <%—1n%—1),
T z B \y Y

onde (z*,y*) é o estado de equilibrio nao nulo. As derivadas parciais de L(z,y) sao:

OL(ry) | OL(x, y) 1(a a)’

ox x dy I5]

Y
Por célculo direto é facil verificar que VL(x,y) - (f1, f2) = 0. Logo, pelo Teorema (1.0.2),
concluimos que as solucao é estavel, porém nao assintoticamente estavel.

Utilizando métodos numeéricos para resolucao de equacoes diferenciais, obtemos a so-
lugdo para o sistema de Lotka-Volterra. As trajetorias determinadas por z(t) e y(t) no
plano zy, sdo fechadas conforme observamos na Figura (1.1) que representa a solugdo no

plano de fase de x(t) e y(t), com distintas condigoes iniciais.

45

2
8

g

N
&

N
g

Densidq;:le populacional dos predadores

5

«

o 5 10 |h 20 25 30 a5 40 45 50 55
Densidade populacional das presas

Figura 1.1: Solugoes no plano de fase para o sistema (1.2) coma = b = 0.03, « = 8 = 0.002
e condigbes iniciais (5,5), (10,5), (10,10), (15,10), e (15, 15).

E importante observar que as funcdes z(t) e y(t) sdo periédicas e a amplitude aumenta

conforme a condigao inicial afasta-se do estado de equilibrio (%, g)
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O modelo de Lotka-Volterra ¢ criticado por ser um sistema conservativo ([17]), pois
é baseado em uma idealizacao tornado-o menos aplicavel. Apesar de oscilagoes serem
inerentes & populagoes em processos interativos do tipo presa - predador, o modelo de
Lotka-Volterra entretanto, nao é apropriado para descrever o comportamento da dina-
mica destas interagoes ([8]). Pois, sendo conservativo, a amplitude das oscilagoes estao
sujeitas as condicoes iniciais, o que naturalmente nao é observavel. Pequenas flutuacoes
na condicao inicial do sistema, provoca alteracoes que serao mantidas ao longo do tempo.
Além disso, este modelo é estruturalmente instavel, uma vez que, se acrescentarmos uma
capacidade suporte para a populagao de presas, o estado de equilibrio nao nulo torna-se
assintoticamente estével.

Na tentativa de contornar o problema acima exposto, algumas alteragoes tém sido
propostas para o modelo de Lotka-Volterra. Quando nao h& competicao interespecifica
na populagao de predadores, a generalizacao do modelo de Lotka-Volterra é dado pelo

sistema

= )~ plaly
dy ; (1.4)
at q(x)

onde g(z) é uma fungao que determina a capacidade suporte das presas; p(z) é a resposta
funcional; g(x) ¢ a fung¢ao de crescimento relativo para os predadores.
Algumas hipoteses que determinam as condi¢bes de uma interagao presa - predador

sao necessarias as funcgoes g, p e ¢;

1. ¢'(z) < 0;9(0) > 0 > g(co). Na auséncia de predadores a popula¢ao de presas nao

cresce indefinidamente. A capacidade suporte é um valor k tal que g(k) = 0;

2. p(z) > 0 para z > 0 e p(0) = 0. De modo geral a resposta funcional é limitada, ou

seja, a capacidade de ataque dos predadores é limitada ([8], [17]);

3. ¢'(x) > 0; q(0) <0 < g(o0). O indice de crescimento populacional de predadores é

crescente com relagao a populacao de presas.

No que se segue, temos algumas fungoes que satisfazem as condigoes expostas acima

(I81)-
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1. Capacidade Suporte: substituigdo do parametro a em Eq.(1.2)
(a) g(z) =r(1 = F), Pielou(1969);
(b) g(z) =r[(¥)™ —1],(1 > s > 0) Rosenzwig (1971);

(c) g(z) =r[% —1], Schoener (1973).

2. Resposta funcional: substitui¢do do termo bz em Eq.(1.2)

(a) p(z) =m(l —e=*), Ivlev (1961);

2

(b) p(x) = 3= Takahashi (1964);

vl

(c) p(x) = 2 Holling (1965);

T ox+d

(d) p(z) = ma®, (1 > s >0), Rosenzwig (1971).

1.2 Modelo Holling — Tanne

O modelo para interacao entre espécies conhecido como modelo presa - predador de
Holling-Tanner, apresenta algumas caracteristicas que o torna um pouco mais aplica-
vel do que o modelo de Lotka-Volterra. Além de apresentar uma capacidade suporte para
a populacao de presas, a resposta funcional usada no modelo de Holling-Tanner, é baseado
no modelo de Michaelis-Mentem para concentragoes de substancias em reagoes enzima-
ticas ([3]). O modelo de Holling-Tanner apresenta ainda uma capacidade suporte para
a populacao de predadores, que é proporcional a populacao de presas em cada instante
(modelo de Leslie-Gower).

O modelo Holling-Tanner é determinado pelo seguinte sistema de equagoes:

dx (1 a:)_mxy
x+d

onde «, (,d, k,m e r sao constantes reais positivas.

O sistema presa - predador (1.5) tem as seguintes caracteristicas:

1. Na auséncia de predador a dinamica populacional das presas segue o modelo logis-

tico, com capacidade suporte k e razao intrinseca r;
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2. A constante m é o nimero maximo de presas que podem ser capturadas pelo pre-

dador por unidade de tempo;

3. O parametro d, estd relacionado com a capacidade da presa evitar a predacao.
Quanto maior a capacidade da presa de evitar o ataque dos predadores, maior é o
valor de d. Isto é evidente pois, se mantivermos os demais parametros constantes,

quanto maior for d, menor seré a influéncia do predador sobre a populagao de presas;

4. A populacao de predadores cresce logisticamente com razao intrinsica « e capaci-
dade suporte proporcional & populagao de presas. Quanto maior se torna a razao
y(t)/x(t), menor é o namero de presas disponiveis para cada predador e, consequen-

temente, o crescimento populacional dos predadores diminui;

5. O parametro 3 é a quantidade de presas necessarias para alimentar um predador

quando as populagoes encontram-se no estado de equilibrio nao nulo.

O modelo de Holling-Tanner é estruturalmente instavel, visto que, o comportamento
da solucao depende dos valores dos paramentros como veremos a seguir.

Donotando-se a capacidade suporte e a resposta funcional, respectivamente, por

mx
x+d

glx)=r (1 - %) e p(r)=

entdo as isoclinas para presas e predadores do sistema (1.5) sdo dadas por

Os estados de equilibrio do sistema sao: (0,0), (k,0) e a raiz positiva da equagao

km

Br

Para os dois primeiros estados de equilibrio, as matrizes jacobianas sao, respectiva-

2?4+ (d—k+—)r —kd = 0. (1.6)

mente
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Como os autovalores de J gy sao positivos, entdo o ponto (0,0) é instavel. O estado
de equilibrio (k,0) ¢ um ponto de sela, visto que, ¢’(k) < 0 e consequentemente temos
autovalores com sinais diferentes.

Considerando o estado de equilibrio (z*,y*), onde z* é a raiz positiva da equagao (1.6)

e y* = x* /3. Para este ponto, a matriz jacobiana é:

p(x)hy(z*)  —p(a”)

&3 JR—
B (6%

Os autovalores de J,+ ,+) sdo determinados pela equacao

'](x*ﬂy*) =

Nt (o — pla B (2°)A + ap(x*><% — By (a") = 0.

Logo, segundo o Teorema (1.0.1), o estado de equilibrio (z*,y*) é assintoticamente

estavel quando

a—p(z*)hi(z*) >0 e % — 1 (z*) > 0. (1.7)

Contudo, a segunda condicao é sempre satisfeita, uma vez que valem as seguintes igual-

dades:

% () i— ~ Dt k)
= 2 k)
_ x;;m [(k — 2)(d + 2*) + 2(*)? — ka* + da*]
- x*;;m [kd + (2*)%] > 0.

Pode-se verificar a partir dessas condi¢oes que se z* é maior que o ponto de méaximo

de hy(z), isto é,

entdo o ponto (x*,y*) ¢é assintoticamente estével, visto que nesse caso, h}(z*) < O e
entdo, a primeira condigdo de (1.7) também é satisfeita. Deve-se ressaltar que a analise
de estabilidade apresentada aqui para o estado (z*,y*) é local. Porem, a validade global
é garantida pelo teorema de Bendixson-Poincaré.

A fungao z(t) é limitada pela capacidade suporte das presas ou pela condigao inicial
z,. Com efeito, supondo que exista ¢, tal que z(t¢,) > m = max(x,, k) entdo, pela

continuidade, x(t) assume um méximo no intervalo [0, t,], isto é, existe ¢; € [0,1,] tal que
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x(ty) > z(t,); se t; € (0,t,), entdo 2'(t1) = 0; se o maximo for atingido em t,, entdo
2’ (t,) > 0, de modo que temos um absurdo em ambos os casos ja que, se z(t) > k
temos 2'(t) < 0. Por outro lado, se t; = 0 entdo temos que z(0) = z, > =z(t,) > z,,
outro absurdo; portanto, xz(t) < m. Com raciocinio anilogo, concluimos que y(t) <
max{k/fB, yo}.

O fato de z(t) e y(t) serem limitadas, permite existéncia de ciclos limite estaveis
quando as condigoes de estabilidade do estado de equilibrio (z*,y*) nao sao satisfeitas.
Isto quer dizer que as trajetorias no plano fase converge para uma curva fechada, cuja
amplitude e posi¢cao dependem somente dos coeficientes. As Figuras (1.2) (a) e (b), sdo
as trajetorias descrita por z(t) e y(t) no plano de fase para a solugao do sistema (1.5)

para os casos em que ha estabilidade assintotica e ciclo limite estavel, respectivamente.

Densidade populacional dos predadores
Densidade populacional dos predadores

3 ) = ) = 3 £ % = =
Densidade populacional das presas Densidade populacional das presas

(a) (b)
Figura 1.2: Solugoes no plano de fase para o sistema (1.5). (a) - parametros: a = 0.015;
f =0.5;d=20; k =50; m = 0.15; r = 0.15. (b)- parametros: k = 65; demais parametros

como em (a).



Capitulo 2

Resultados importantes de Logica

Fuzzy

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, notacoes e resultados que serao utili-
zados nos capitulos seguintes. Nao demonstraremos todos os resultados, mas deixaremos

as devidas referéncias.

2.1 Subconjuntos Fuzzy

Permitindo uma espécie de “relaxamento” no conjunto imagem da funcgao caracteristica
de um conjunto foi que Zadeh sugeriu a formalizacao matemética de imprecisoes, usando

os subconjuntos fuzzy.

Defini¢ao 2.1.1. Seja U um conjunto (classico); um subconjunto fuzzy F de U é carac-

terizado por uma funcao

SOF:U_> [071]7

pré-fixada, chamada funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

O valor ¢p € [0,1] indica o grau com que o elemento x de U esta no conjunto fuzzy
F: pr(z) = 0 e pp(x) = 1 indicam, respectivamente, a ndo pertinéncia e a pertinéncia
completa de x ao conjunto fuzzy F.

Um subconjunto fuzzy F' é composto de elementos x de um conjunto classico U, provi-

dos de um valor de pertinéncia a F', dado por ¢g(x). Podemos dizer que um subconjunto

14
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fuzzy F de U é dado por um conjunto (classico) de pares ordenados:
F ={(z,pop(x)),com z € U}.

Defini¢ao 2.1.2. (Unido). A unido entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja fungao

de pertinéncia é dada por

¢aup) (@) = max {pa(z), pp(z)}, 2 € U.

Definigao 2.1.3. (Intersegao). A intersegao entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja

funcao de pertinéncia é dada por

©anp)(r) = min {pa(z), pp(x)},r € U.

Definigao 2.1.4. (Complementar de subconjuntos fuzzy). O complementar de A é o

subconjunto fuzzy A’ de U cuja fungao de pertinéncia é dada por
pa(r) =1—pa(x),z €.

Proposicao 2.1.1. As operacoes entre subconjuntos fuzzy satisfazem as sequintes propri-
edades:
e AUB =BUA4;
e ANB=BNA4;
AU (BUC)=(AUB)U C;
AN (BN C)=(AnB)n C;
e AUA =A;
e ANA=A4;
AU (BN C)=(AUB)n (AU C);
AN (BUC)=(ANnB)U (AN C);
AN =0eAUd = A;
e ANU=AeAUU=1U;
(AUB) =A'"NB e(ANnB) =AU B (leis de DeMorgan).

Demonstracao. A demonstracao de cada propriedade é uma aplicacao imediata das pro-

priedades de maximo e minimo entre funcoes, isto é,

max (), (o)) = (o) + () + (o) = w(a)]]
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1

min [p(2), ¥(2)] = 5le(@) + (@) = lp(z) = P()]];

onde, ¢ e ¥ sao fungoes com imagens em R.
Vamos demonstrar apenas uma das leis de DeMorgan, as outras propriedades sao
demonstradas de maneira anéloga.

Seja ¢4 a fungao de pertinéncia associada ao subconjunto A. Temos:

paup(u) = max [1—@a(u),1—4p(u)]

= Sl ealu)) (1= ) + 11— pa(u)) — (1~ vs(w)]
= 212 (o) + 9(w) — o) ~ (w)])]
= 1= o) + ) — o) — )]

2
= 1 —min [p(u),Y(u)] =1 = pans) = Lanby

para todo u € U. O

Um subconjunto fuzzy A de U é “formado” por elementos de U com uma certa hie-
rarquia (ordem) que é traduzida através da classificagdo por graus. Um elemento x de U
estd em uma classe se seu grau de pertinéncia ¢ maior que um determinado valor limiar
ou nivel a € [0,1] que define aquela classe. O conjunto classico de tais elementos é um

a-nivel de A, denotado por [A]®.

Definigao 2.1.5. (a-nivel). Seja A um subconjunto fuzzy de U e a € [0,1]. O a-nivel de

A ¢é o subconjunto cléssico de U definido por
[A]* ={x € U:pa(x) > a} para 0 < o < 1.

O nivel zero de um subconjunto fuzzy A é definido como sendo o menor subconjunto

(classico) fechado de U que contém o conjunto suporte de A. Numa linguagem matematica,
[A]° = | [A]* = supp(4)
ae(0,1]
Note que o conjunto {z € U : pa(x) > 0} = U nao é necessariamente igual a [A]® =

supp(A).

Teorema 2.1.1. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Uma condi¢ao necessdria e sufi-

ciente para que A = B € que [A]* = [B]* , para todo « € [0, 1].
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Demonstracio. E claro que A = B = [A] * = [B] ® para todo « € [0, 1]. Suponhamos agora
que |A]* = |B]* para todo a € [0, 1]. Se A # B entao existe x € U tal que pa(z) # ¢p(z).
Logo, temos que pa(z) < @p(x) ou pa(x) > @p(r). Supondo @a(x) > pp(x), podemos
concluir que x € [A]#4(®) e x ¢ [B]#4®) e, portanto, [A]?4®) £ [B|#4(®) o que contradiz a
hipotese [A]* = [B]* para todo @ € [0, 1]. De maneira analoga chegamos a uma contradi¢ao

se admitirmos que p(z) < pp(x). O

Teorema 2.1.2 (Teorema de Representacao de Negoita e Ralescu). Seja A%, a € [0,1],

uma familia de subconjuntos cldssicos de U de modo que se verifiquem
(i) U Aa C Ag com a € [0,1];
(i) Aoy C Apg se < a;

(111) Ay = m A, se ay convergir para o com oy, < .
k<0

Nestas condigoes existe um unico subconjunto fuzzy A de U cujos a-niveis sao exatamente

0s subconjuntos cldssicos A, isto €,

Demonstracao. A ideia da demonstracao é construir, para cada = € U, a funcao de per-

tinéncia de A como sendo
oa(r) =sup{a € [0,1]: z € A, }.

Para uma prova completa ver Negoita e Ralescu [18]. O]

2.2 O Principio de Extensao de Zadeh

Estender conceitos da teoria de conjuntos classica para a teoria de conjuntos fuzzy é uma
necessidade constante. O método de extensao proposto por Zadeh, também conhecido
como Principio de Extensao, é uma das ideias basicas que promove a extensao de conceitos

matemaéticos nao fuzzy em fuzzy.

Definicao 2.2.1. Sejam f uma funcao tal que f : X — Z e A um subconjunto fuzzy de
X. A extensao de Zadeh de f é a funcao f que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy

fA(A) de Z, cuja fung¢ao de pertinéncia é dada por
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W(A)(Z) =< wel ' (2)

onde f 7!(2) = {x; f(z) = 2z} denomina-se a pré-imagem de 2.

Para as aplicacoes que seré estudado na sequéncia desse trabalho, restringi-se a analise
aos subconjuntos fuzzy de um conjunto X cujos a-niveis sao subconjunto compactos e

nao vazios em X , isto é,

E(X)={Aec F(X):Vae|0,1],[A]* é compacto e ndo vazio}.

Os subconjuntos fuzzy que estdao em £(X) serdo denotados por letras mintsculas em
negrito para diferenciar dos elementos de X.

Dadou € £(Y),Y C X, podemos definir @ € £(X) através da funcdo de pertinéncia

oulz) sexeY
0 sex ¢Y.
Segue diretamente da definigdo acima que [Gi]* = [u]* para todo a € [0, 1], de modo
que podemos identificar £(Y") como um subconjunto de £(X) e t = u.
Por outro lado, dado u € £(X) com [u]* C Y C X, podemos definir @1 € £(Y) com
funcao de pertinéncia pg(z) = @u(z) para todo x € Y. Como anteriormente, vamos ter

[@]* = [u]® e novamente podemos dizer que @ = u.

Teorema 2.2.1. Sejam X e Y espacos de Hausdorff. Se f: X — Y € continua, entao
a extensio de Zadeh f : E(X) — E(Y) estd bem definida e vale

~

f()]* = f([u]*),
para todo a € [0,1] eu € £(X).
Demonstracao. Ver referéncia [1] O

Proposigao 2.2.1. Sejam f : X — Z uma fungdao continua e A um subconjunto fuzzy de

X. Seu e &(X) € tal que [u]* C A, entao

~

f(W)]* = f([u]), Ve € [0,1],
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Demonstragdo. Sejam u € E(X) com [u]° C Ae fa: A — Y, f restrita ao conjunto
A, ou seja, para todo z € A tem-se fa(x) = f(x). Considere também v € £(A) tal que
vo(r) = @u(x) para todo © € A. Desde que ¢,(x) = 0 para todo z € X — A, entdo
[v]* = [u]® para todo « € [0, 1].

A proposicao anterior garante que a aplicacio f4 : £(X) — E(Y) satisfaz
[fa(W)]* = fa([v]?), Va € [0, 1] .
Sejay € £(Y) com fun¢ao de pertinéncia

Prav) (y) seye f(A)
0 seud f(A)

Pela forma como y esta definido, valem as seguintes igualdades:

wy(y) =

Y™ = [Fa()]™ = fa([v]*) = F([V]"),

para todo « € [0, 1]. Agora, se y € f(A), entao teremos:
ey(y) = ¢5,mW) = sup p(z) .
fa(z)=y
Desde que, para todo x € A tem-se fa(z) = f(z) e ov(x) = pu(x) entdo

sup iy (2) = sup @u(z) = sup @u(r) = 05, (),
fa(@)=y flz)=y f@)=y

zéA
uma vez que para € X — A vale py(z) = 0. De onde concluimos que @7, (y) = ¢y(y)
para todo y € f(A).

Sey €Y — f(A) entdo ¢y(y) = 0. Por outro lado, nao existe = € A tal que f(z) =y
e consequentemente ¢z, (y) = 0. Assim, vale a igualdade PFu) (y) = ¢y(y) para todo

~
«

y € Y de onde conclumos que y = f(u). Logo, temos [f(u)]* = f([u]*) para todo
a € [0,1], o que prova a proposi¢ao.

]

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Principio de

Extensao de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis.

Definicao 2.2.2. Sejam f: X x Y — Z e, A e B subconjuntos fuzzy de X e Y , respecti-
vamente. A extensio f de f, aplicada a A e B, é o subconjunto fuzzy f (A, B) de Z, cuja

fungao de pertinéncia é dada por:
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sup min [pa(2),pp(y)] sef (2) #0
Pram(?) = G
0 sef Hz) =10,

onde f 71(2) = {(z,y) : f (z,y) = z}.

2.3 Numeros Fuzzy

Definig¢ao 2.3.1. (Numero fuzzy). Um subconjunto fuzzy A é chamado de nimero fuzzy
quando o conjunto universo no qual ¢4 esté definida, é o conjunto dos ntimeros reais R e

satisfaz as condigoes:

(i) todos os a-niveis de A sdo nao vazios, com 0 < o < 1
(ii) todos os a-niveis de A sao intervalos fechados de R;

(iii) supp A ={z € R: pa(x) > 0} é limitado.

[0}

Vamos denotar os a-niveis do ntimero fuzzy A por [A]* = [af, a§]

Definigao 2.3.2. Um nimero fuzzy A ¢é dito triangular se sua fungao de pertinéncia ¢ da

forma

0 sex <a

— sea<z<u
pa(r) = .

= seu<zxz<b

0 sex>b.

\

Os a-niveis desses numeros fuzzy tém a seguinte forma simplificada
[atlxa ag] = [(u - a)& +a, (u - b)Oé + b] )
para todo « € [0, 1].

Definigao 2.3.3. Um numero fuzzy A é dito trapezoidal se sua funcao de pertinéncia

tem a forma de um trapézio e é dada por

=a gea<z<b

1 seb<zxr<ec¢

L sec<ax<d

0 caso contréario ,
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Os a-niveis de um conjunto fuzzy trapezoidal sao os intervalos
[af, a3] = [(b — a)a+a,(c —d)a+d] ,
para todo « € [0, 1].

Definicao 2.3.4. Um namero fuzzy tem forma de sino se a func¢ao de pertinéncia for
suave e simétrica em relagdo a um nimero real. A seguinte funcao de pertinéncia tem

estas propriedades para u, a e 6 dados

r—u
exp (—( )) scu—90<z<u+4d
pa(r) = a

0 caso contrario ,

Os a-niveis dos nimeros fuzzy em forma de sino sao os intervalos:

2
[ Hln , U+ ln sea>a=c¢e (%)
af, ay] = \ ,

[u— 8, u+ 6] sea<a=e(a)
Definigao 2.3.5. Sejam A e B dois nameros fuzzy e A um ntmero real.
(a) A soma dos numeros fuzzy A e B é o ntumero fuzzy, A + B, cuja fungao de pertinéncia
é

sup min[pa (), pp(y)] se ¢(z) # 0
P+ py(z) =4 6
0 se p(z) =0,

onde ¢(z) = {(z,y) : x +y = z}.

(b) A multiplica¢do de A por A é o ntimero fuzzy AA, cuja func¢do de pertinéncia é

om () = {wﬁAliliz}[SOA(x)] AE0 [ LAl seA£0
A = : _
X{0} (%) se A =10 X{o3(2) seA=0,

onde oy ¢ a funcao caracteristica de {0}.
(c) A diferenca A — B é o niimero fuzzy cuja func¢ao de pertinéncia é dada por:

sup min[pa (), pp(y)] se ¢(z) # 0
OeA - B)(Z) = #(2)
0 se ¢(z) =

onde ¢(2) = {(z,y) :x —y = z}.
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(d) A multiplicagao de A por B é o namero fuzzy A.B, cuja funcdo de pertinéncia é
dada por:

sup min[pa(z), ¢p(y)]  se ¢(z) # 0
S@(A'B)(z) = #(2)

0 se p(z) =10,
onde ¢(2) = {(z,y) : z.y = z}.
(e) A divis@o é o numero fuzzy A/B cuja fungao de pertinéncia é
sup min[pa (z), pp(y)]  se ¢(z) # 0

o@/m)(z) =4 ¢
0 se p(z) =0,

onde ¢(z) = {(z,y) : x/y = z}.
Teorema 2.3.1. Os a-niveis do conjunto fuzzy AQB sao dados por
[A® B" = [A]" @ [B]*,

para todo o € [0, 1], sendo ® qualque uma das operagées aritméticas mencionadas ante-

riormente.
Demonstragao. Ver [9] O

Proposigao 2.3.1. Sejam A e B nimeros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente, por

[A]* = [af, a§] e [B]* = [b$,b5]. Entao valem as sequintes propriedades:
a) A soma entre A e B € o nimero fuzzy A + B cujos a-niveis sao
(a) Y j
[A + B|* = [A]* + [B]* = [af + b7, a3 + b3] ;
b) A diferenca entre A e B € o numero fuzzy A — B cujos a-niveis sao
(b) ¢ y ]
[A = B|* = [A]* = [B]" = [a] + b3, a5 + b7 ;
c¢) A multiplicacao de X\ por A é o nimero fuzzy AA cujos a-niveis sao
(c) plicag P Y j

[Aaf, Aag] seA >0
[Aag, Aa$] se A< 0;

MY = A[A]* =

(d) A multiplicagao de A por B é o numero fuzzy A.B cujos a-niveis sao
[A . B]* = [A]*[B]* = [min P, max P] ,

— [ey N6 [eF N6 [egNe [ey N6 .
onde P = {a{b}, atby, a3by, asbs} ;
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(e) A divisao de A por B, se 0 ¢ suppB, ¢ o numero fuzzy cujos a-niveis sao

o -yl

Defini¢ao 2.3.6. (Diferenca de Hukuhara: A —p B). Sejam A e B dois nameros fuzzy.

Se existir um namero fuzzy C tal que A = B + C, entao C é chamado de Diferenca de
Hukuhara de A e B e a denotamos por A —y B.

Em a-niveis, isto equivale a dizer que

[A —H B]a = [CL? - btlxv a’g - bg} Va € [07 1]

Como
[A - B]a = [a’(lx - bgvag - b?]v
segue que
A-B=A—-yyB&if =105,
ou seja,
A-B=A-yB&BeR.
Note que

A—B=A+(-1)B#A—yB

2.4 Derivadas e Integrais Fuzzy

Nesta secao abordar apenas o caso unidimensional, ou seja, o caso em que a fungao esta

definida em um intervalo da reta com valores no conjunto dos niimeros fuzzy:
u: [a,b] — F(R),a >0,

onde F(R) representa o conjunto dos ntimeros fuzzy.

Para o caso mais geral e mais informagoes sobre derivadas de fungoes fuzzy pode-se
consultar 13, 7].

Para o caso unidimensional definimos a derivada de u(t) a partir de seus a-niveis.
Lembrando que a fungao u : [a,b] — F(R) que associa um ntimero real ¢ a um nimero

fuzzy u(t) estd bem definida se, e somente se, para cada « € [0, 1], existem fungoes reais

u‘f,ug‘ : [CL, b] — R,



Capitulo 2. Resultados importantes de Logica Fuzzy 24

tais que os a-niveis de u(t) sao [u$(t), ug(t)], ou seja,

[u(®)]* = [ug (8), u3 (t)].

b
Nesta secao usaremos ¢’ para indicar a derivada e / u(t)dt para a integral de fungoes
a

fuzzy u : [a,b] — F(R)

Definicao 2.4.1. (Derivada de Hukuhara). A funcado u : [a,b] — F(R) cujos a-niveis

sao dados por
[W/ ()] = [(ui)' (1), (u3)"(2)]-
para todo a € [0,1], é a derivada da funcao fuzzy u(t), conhecida como derivada de

Hukuhara. Claro que estamos supondo a existéncia das derivadas classicas (uf)'(t) e
(ug)'(¢).

Assim a-niveis da derivada (fuzzy) sdo as derivadas (classicas) dos extremos dos a-
niveis de u. Observamos que a existéncia de u/(t) implica necessariamente que os intervalos

[(ug) (t), (ug)'(t)] satisfazem o Teorema 2.1.2 de representagcao.

b
Definigao 2.4.2. A integral de u no intervalo [a, b], indicada por / u(t)dt, e o namero

Uabu(t)dtr = Uabu?(t)dt, /abug(t)dt] :

b b
onde / uf(t)dt e / ug (t)dt sao as integrais de Riemann das fungoes reais u$(t) e ug(t).
a a

fuzzy com a-niveis:

b
A existéncia de / u(t)dt implica necessariamente que os intervalos
a

[ / (bt / bug(t)dt} ,

satisfazem o Teorema 2.1.2 de representacao. Como observado para as derivadas, aqui
também estamos supondo que as fungoes u{ e u§ sao Riemann integraveis no intervalo

[a, b].

Definicao 2.4.3. A métrica para conjuntos fuzzy, proveniente da métrica de Hausdorff,
é dada por:
D(A, B) = Sup dH([A]a’ [B]a)’

0<a<1
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onde dy é a métrica de Hausdorff para intervalos compactos de R, cuja definicao é

di(1,3) = max(sup(d(z, 7)), sup(d(y, 1)) ,
€l yeJ
onde d(z,J) = i.ng d(z,j) ed(r,s) =|r—s|.
je

Teorema 2.4.1. Se F, G : [a,b] — F(R) sao fungdes diferencidveis e X € R, entao
(a) F e G sao continuas na métrica D;
(b) (F+ G)(t) = F(t)+ G(t);
(c) (A\F)'(t) = AF(t).
Demonstragao. Ver [12] O

t
Teorema 2.4.2. Seja F': [a,b] — F(R) Entao a fun¢ao G(t) = / F(s)ds é derivdvel e
G'(t) = F(t) para todo t € [a,D]. ’

Demonstragao. Ver [12] O
Teorema 2.4.3. Seja F': [a,b] — F(R) integrdvel. Entao, para todo c € |a,b] vale
c b b
/ Flt)dt + / F(t)dt — / ).
Demonstragao. Ver [12] O

Estes teoremas fornecem o suporte para estudar equacgoes diferencias fuzzy.



Capitulo 3

Fluxos Deterministicos e Fluxos Fuzzy

Iniciaremos neste capitulo o estudo de sitemas de equacoes diferenciais da forma

(
xll - Xl(xla"' 7In)7
(*) ‘/EIQ = Xg(xlﬂ 7mn)7
L x; = Xn<x17"' 7xn)7

Varias questoes sao relevantes para o estudo global das solugoes de (k). Deseja-se sa-
ber, por exemplo, quais solugoes x;(t), i = 1,--- ,n ; de () sdo periddicas ou permanecem
em uma regiao limitada do espago. Ou entao se convergem para um ponto de equilibrio
(que é uma solugao constante) ou para uma oOrbita periddica quando ¢ — +o00. Os mé-
todos desenvolvidos para responder estas questoes constituem um corpo dc resultados
que Poincaré chamou de Teoria Qualitativa. Atualmcnte esta teoria é significativa para

muitos problemas nao lineares que transcendem a Mecéanica Celeste.

3.1 Fluxos Deterministico

Seja U um subconjunto aberto do espago euclidiano R”. Um campo vetorial de classe
CF, 1<k <ooem U éuma aplicacao X : U — R" de classe C*. Ao campo vetorial X

associamos a equagao diferencial

7= X(z). (3.1)

As solugoes desta equagdo, isto é, as aplicagoes diferenciaveis ¢ : I — U (I intervalo

26



Capitulo 3. Fluxos Deterministicos e Fluxos Fuzzy 27

da reta) tais que

(1) = X(p1)) e 0(0) = 2, (32)

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X com a condigao de

valor inicial ¢(0) = z,.

Defini¢ao 3.1.1. Um ponto =z € U é dito ponto singular de X se X(z) = 0 e ponto
regular de X se X (z) # 0.

Se X ¢ ponto singular entao ¢(t) = z,—oco0 < t < 00, é solugao de (3.1). Recipro-
camente, se p(t) = x,—00 < t < 0o ¢ solugao de (3.1) entdo z ¢é ponto singular de X,
pois

0=¢(t) = X(p(t) = X(x).

Uma curva integral ¢ : I — U de X chama-se mdzima se para toda curva integral
Y :J— Utal que I C J e p=1|; entdo I = J e consequentemente ¢ = 1. Neste caso
I chama-se intervalo mdzimo.

Uma Equagao diferencial do tipo (3.1) é chamada de equacao diferencidvel auténoma,

isto é, independe de t.

Definigao 3.1.2. Um ponto x. € U é um ponto de equilibrio para a Equagao (3.1) se

X(z.) = 0. A solucao constante ¢;(z.) = z. é denominada soluc¢ao de equilibrio.

Definicao 3.1.3. Um ponto de equilibrio x. € U C R" é estavel se dado £ > 0 existe
um 6 > 0 tal que para todo ||z, — .|| < temos ||p:(z,) — x.|| < € para todo t > 0. Se
alem disso existe r > 0 tal que para todo x € R” satisfazendo ||z, — z.|| < r temos que

l|ot(xo) — xe|| = 0 quando ¢ — oo, entdo x. ¢ assintoticamente estavel.

Teorema 3.1.1. (i) (Eristéncia e unicidade de solugoes mdzximas). Para cada v € U
existe um intervalo aberto I, onde estd definida a unica solu¢ao mdxima , de (3.1)

tal que p,(0) = x.
(i) (Propriedade de grupo). Sey = @,(s) es € I, entao I, =1, —s={r—s:r € I,}
e py(s) = wu(t + s) para todo t € I,,.

(iii) (Diferenciabilidade em rela¢ao as condigoes iniciais). O conjunto D = {(t,z):x €
U,t € I,} € aberto em R"™ e a aplicagio ¢ : D — R™ dada por o(t,z) = p.(t) €

de classe C*. Mais ainda, @ satisfaz & equacdo

DlDQQO(tVI) = DX(QO(t,.I)) ' D2@(t£)7 DQw(tax”t:O )
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para todo (t,z) € D.
Demonstragao. Ver referéncia [22]. O

Corolario 3.1.1. Seja X um campo vetorial C", r > 1, em U C R". Sex € U e
I, = (w_(x),wi(x)) € tal que wi(x) < oo (resp, w_(x) > —o0) entdo p.(t) tende a
OU quando t — wy(x) (resp, t — w_(x)) , isto €, para todo compacto K C U existe
e = ¢(K) > 0 tal que se t € [wi(x) — €,wi(x)) (resp. t € (w_(z),w_(z) + €]) entao
pa(l) ¢ K

Demonstragao. Ver referéncia [22]. O

Corolario 3.1.2. Se U = R" ¢ |X(z)| < ¢ para todo x € R™, entdo I, = R para todo

r € R".
Demonstracao. Ver referéncia [22]. O

Corolario 3.1.3. Se p(z) € uma solucao regular de (3.1) definida no intervalo mdzimo
I, e p.(t1) = pu(ta) para t; # to, entao I, = R, @, (t + ¢) = .(t), para todo t, onde

c=1ty —t1. Isto é, p, € uma solucao periodica.
Demonstragao. Ver referéncia [22]. O

Teorema 3.1.2 (Teorema da contracio nas fibras). Sejam (X,d) e (X,d) espagos métri-
cos completos e I X x X — X x X uma aplica¢io na forma F(z, &) = (F(z), F(x, %)).

Suponha que

(a) F:X — X tem um ponto fixo atrator p. Isto €, F(p) =p e lim F"(x)=p para

n——+0o

todo x € X.
(b) Paratodo @ € X a aplicagio Fy : X — X definida por Fy(x) = F(z, &) € continua.

(¢c) Para todo x € X a aplicagio F, : X — X definida por Fy(i) = F(x,4) é uma
\-contragdo, com A < 1, isto é, d(F, (i), Fy(y)) < Md(&,5) para todo i, € X.

Entao, se p denota o inico ponto fixo atrator de Fp, o ponto p = (p,p) € um ponto

fixo atrator de E.

Demonstragao. Ver referéncia [22]. O
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Teorema 3.1.3. Seja A C U X P,x. : A — U uma aplicagao continua e seja K C A,
compacto. Suponha que i(xy, Do) = Te(To, Do), quando t — oo, sempre que (Z,,p,) € A.
Se x.(xy,po) € assintoticamente estdvel , quando ¢, : U X P — U converge uniformemente

em K, para x,: A— U.

Demonstragao. Para cada e > 0 e y, = (x,,p,) € K temos que x.(y,) é assintoticamente
estavel, quando existe, d,, > 0 tal que

ler(z0) = o)l < 5.
para cada z, € B(x(y,),dy,) € t € Ry. Por hipotese ¢ (x,, po) — Te(Z0, po) € portanto,
existe t,, > 0. Pela continuidade de ¢; e pela aplicacao z. : A — U em y, € A, esxiste
Ny, > 0 tal que
£

- (3.3)

|11y, (20) = ZeWo)ll <0y, e [[ze(20) — ze(yo)ll <

para cada 2z, € B(yo, 1y, ).
Da inequacao (3.3) acima temos que ¢y, (%) € B(e(¥o), 0z,)

g
oe (@1, ) (20) = Te(Wo) | = |[0t1t,, (20) — Te(yo)|| < 5 » parat €Ry.

Ainda,

lpr(z2) = ze(z)ll < llpe(zo) = eyl + lleelo) = (=)l < 5 +5 =<

para cada t > t, € 2, € B(Yo,Ny,)-
Agora, a uniao das vizinhancas B(y,,7y,), %, € K é um conjunto aberto e contém o
conjunto compacto k. Assim, existe y,; € K,1 <i < n < oo, tal que
K< |J BWomy.) € | Bye,my,):
1<i<n Yo K

Seja T' = maxi<j<n{ty,, }- Se Yo € K € Yo € B(Yoi, Ny,;) para 1 <i < n, entdo

||90t<y0) - xe(?/e)” <ée,

para todo t > T'.
m

Teorema 3.1.4 (Teorema global de diferenciabilidade). Seja f um campo wvetorial de

classe C*, k > 1, num aberto U C R,
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(a) Para cada ponto x € U existe um intervalo aberto I, onde estd definida uma unica
curva integral mdazxima @, : I, — U, do campo passando por x; isto €, @, satisfaz

d
em I, a equagdo d—i = f(y),y(0) = x.

(b) Sey=p.(s), s €I, entao
Iy=1,—s={r—s1€l},
e py(t) = wu(t +s), para todo t € I,,.

(c) O conjunto D = {(t,x);x € U,t € I,} é aberto em R"*! e a aplica¢io p : D — R",
definida por p(t,z) = @.(t) € de classe C*.

Demonstragao. Ver referéncia [22]. O

Definigao 3.1.4. O conjunto v, = {¢(t,p);t € I,}, isto é, a imagem da curva integral de
X pelo ponto p, chama-se 6rbita de X pelo ponto p.

Observe que ¢ € v, < v, = 7. De fato, se ¢ € v,,q = ¢(t1,p) e ¢(t,q) = ¢(t + t1,p)
e Ip — tl = Iq.
Em outros termos, duas orbitas de X coincidem ou sao disjuntas. Isto é, U fica

decomposto numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser
(a) imagem biunivoca de um intervalo de R;
(b) um ponto, ou;
(c) difeomorfa a um circulo.

Definicao 3.1.5. Dizemos que p € U é um ponto periodico de periodo 7 , ou ainda, um
ponto 7 - periodico, para o fluxo ¢; quando existe 7 > 0 tal que ¢, (p) = p e pi(p) # p

para todo t < .

Definicao 3.1.6. Uma o6rbita periddica v C U é estavel quando para todo € > 0, existe
d > 0 tal que se dist(z,,7) < J, entao dist(¢:(x,),7) < € para todo t > 0. A orbita é
assintoticamente estavel quando é estavel e existe r > 0 tal que dist(x,,v) < r implica

que dist(y¢(z,),7) — 0 quando t — oo.

Teorema 3.1.5. Se ¢, € uma solugao mdazima de (3.1) em I, verifica-se uma tinica das

sequintes alternativas:
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(a) p. € injetiva;
(b) I, =R e @, é contante;

(c) I, =R e p, € periddica , isto é, existe T > 0 tal que p.(t + 7) = @.(t) para todo
tER epy(th) # palta) se|tr —taf < 7.

Demonstracao. Ver referéncia [22]. O

Definicao 3.1.7. O conjunto aberto U, munido da decomposi¢ao em 6rbitas de X, chama-
se retrato de fase de X. As orbitas s@o orientadas no sentido das curvas integrais do campo

X; os pontos singulares sao munidos da orientacao trivial.

Definicao 3.1.8. Sejam X;, Xy campos vetoriais definidos nos abertos de R", Uy, Us,
respectivamente. Diz-se que X; é topologicamente equivalente (resp. C7"-equivalente) a
X3 quando existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C") h : Uy — Us
que leva orbita de X; em orbita de X5 preservando a orientagao. Mais precisamente, sejam
p € Uy e y!(p) a orbita orientada de X; passando por p; entao h(v'(p)) é a 6rbita orientada
v*(h(p)) de X, passando por h(p).

Definicao 3.1.9. Sejam ¢, : D; —> R" e 5 : Dy — R™ os fluxos gerados pelos campos
Xy : U — R" e Xy : Uy — R” respectivamente. Diz-se que X; é topologicamente
conjugado (resp. C7"-conjugado) a X5 quando existe um homeomorfismo (resp. um di-
feomorfismo de classe C") h : Uy — U, tal que h(pi(t,x)) = @a(t, h(x)) para todo
(t,x) € Dy.

Lema 3.1.1. Sejam X, : Uy — R" e Xy : Uy — R™ campos C* e h : Uy — Uy um

difeomorfismo de classe C". Entdo h € uma conjugacao entre X, e Xo se, e somente se,
Demonstracao. Ver referéncia [22]. O

Defini¢ao 3.1.10. Sejam X : U — R™ um campo de classe C*, k > 1, U C R" aberto
e A C R*" ! um aberto. Uma aplicacao diferenciavel f : A — U de classe C" chama-se
secao transversal local de X (de classe C") quando, para todo a € A, Df(a)(R"!) e
X(f(a)) geram o espago R"™. Seja > = f(A) munido da topologia induzida. Se f: A —

> for um homeomorfismo, diz-se que ) é uma secao transversal de X.
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Teorema 3.1.6 (Teorema do fluxo tubular). . Seja p um ponto nao singular de X :
U — R" de classe C* e f : A — > uma segdo transversal local de X de classe
Ck com f(0) = p. Entdo existe uma vizinhangca V de p em U e um difeomorfismo
h:V — (—¢,¢) x B de classe C*, onde € > 0 e B € uma bola aberta em R"~* de centro

na origem 0 = f~1(p) tal que

(a) h(S2NV) = {0} x B;

(b) h é uma C*-conjugacio entre X|V e o campo constante Y : (—¢,e) x B — R",

Y =(1,0,0,...,0) € R".

Demonstracao. Ver referéncia [22]. O

3.2 Fluxos Fuzzy

Nosso objetivo, neste topico, consiste em desenvolver ferramentas de analise qualitativa
para o fluxo fuzzy, obtido por meio de extensao de Zadeh aplicada sobre a condigao inicial

do fluxo deterministico, gerado por uma equagao diferencial auténoma.

3.2.1 Fluxos sobre o espago £(U)

Como vimos no capitulo anterior, o conjunto £(X), formado pelos subconjuntos fuzzy de
X com suporte compacto, define um espago métrico com a métrica d., induzida através
da métrica de Hausdorff sobre os conjuntos compactos de X. Entende-se por sistema

dindmico fuzzy, ou fluxo fuzzy, os sistema dindmicos definidos sobre o espago £(X).

Definigao 3.2.1. Seja ¢, : £(X) — £(X),t € R, uma familia de aplicagoes continuas.
Se

a) oo =1;
b) @t © {58 = @t-‘rsu para todo t7 s € R-i—a
entao dizemos que a familia de aplicagoes @, € um sistema dinamico fuzzy (ou fluxo fuzzy).

Neste capitulo, desenvolvemos algumas ferramentas de analise qualitativa para os flu-
xos fuzzy definidos sobre o espago £(U),U C R"™. Mais precisamente, consideramos aqui
uma classe especial de fluxos fuzzy que sao obtidos pela extensao de Zadeh de solugoes

deterministicas de equagoes diferenciais auténomas.
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Definicao 3.2.2. Seja U C R™ aberto e 2y € U. Dizemos que ¢; : £(X) — E(X),t € Ry
¢ uma solucao fuzzy para a Equacao (3.4) quando @;(X{z0}) = X{e:i(zo)}> Onde @ : U — U

é a solucao da equacgao autdénoma

Z—f = f(x), x(0)= . (3.4)

Seja entao ¢, : U — U o fluxo gerado pela Equagao (3.4) e consideremos a aplicagao
o E(X) — E(X), obtida pela extensao de Zadeh de ¢;. Estamos interessados em
desenvolver uma analise assintotica do solucao fuzzy e portanto, consideramos aqui apenas

as equagoes cujas solugoes ¢, : U — U estejam definidas para todo ¢t > 0 (ou t € Ry).
Proposicao 3.2.1. Seja gy : E(U) — E(U) a solugao fuzzy de (3.4). Para todo X € yo
em E(U) vale

oo (P1(%0), P1(¥0)) < doo (%0, yo)e™,

para alguma constante K >0 et € R,.

Demonstragao. Para xg,yo € U, o fluxo deterministico (3.4) satisfaz a desigualdade

[le(wo) = e(yo)ll < [0 — ol €™,

para alguma constante positiva K (Hirsch e Smale, 1974).

Sejam entdo x,,y, € £(U). Para todo « € [0, 1] temos que :

dist(r([xo]*), pelyo]")) = sup inf lor(zo) — @(wo)ll

To€ [xo]a Yo € [YO]Q

< sup inf ||z, — yolle™!
Lo€[xo]™ YoE[Yol*

< dist([xo], [yo]*)e™ .

K

De maneira analoga, temos dist(¢;([y,]*), ©i([x0]*)) < dist([y,]%, [x,]*)e™! e, portanto,

drr(0e([%o]*), @e([yo]”)) < dn (0], [yo]*)e"" .

Logo, pela definicao da métrica d,, temos a desigualdade

doo(P1(X0), Pi(¥o)) < doo(Xo,¥0)e"™"

e a proposicao esté provada. ]

Algumas propriedades da extensao de Zadeh do fluxo deterministico, gerado por uma
equagado autdnoma, foram inicialmente estabelecidas em Mizukoshi (2004) e Mizukoshi
et al. (2009). Por exemplo, Mizukoshi (2004) demonstra que a familia de aplicagdes
o EU) — E(U),t € Ry, é um sistema dindmico sobre £(U) .
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Proposigao 3.2.2. Seja ¢, : U — U o fluro deterministico do problema (5.3). Entao a
aplicagao @y : E(U) — E(U) satisfaz as condigoes:

a) S/O\U(XO) = Xoj
b) Dris(X0) = P10 Bs(Xo0);
para todo x, € E(U) et,s € R,.

Por essa propriedade, a extensao de Zadeh ¢; : £(U) — £(U) de um fluxo determi-
nistico ¢; : U — U é uma solugao fuzzy.

Como a familia de aplicagoes @; define um fluxo sobre £(U),U C R™, entao podemos
usar as propriedades de fluxos deterministicos para compreender o comportamento @; ao
longo do tempo. Além disso, todas as afirmacoes feitas para fluxos em espacos métri-
cos sao verdadeiras para o fluxo fuzzy. No entanto, neste toépico buscamos relacionar o

comportamento das solugoes fuzzy e deterministica da Equagao (3.3).

3.2.2 Fluxos Fuzzy e equacgoes diferenciais parciais

Os fluxos fuzzy podem ser interpretados como solugoes de equacoes diferenciais parciais
de primeira ordem. Seja f : U C R®™ — R” seja suficientemente suave e considere uma

equacao autonoma

X @) 2(0) =z, (3.5)

e a equagao diferencial parcial de primeira ordem

ut+f(x)ux207 (t,l’)ERXU,
u(0,2) = up(x), =xe€U,

onde u, : U — R é uma funcio de classe C! e

f(@)ua(t, z) = Zfl ax

Solugoes para a equagao (3.5) pode ser encontrado pelo método de caracteristicas. Por
este método, precisamos encontrar uma trajetoria x(t) tal que z : R — R, definida por
2(t) = u(t,z(t)), ¢ uma funcao constante. Se u : R x U — R é uma solugdo da equagao
(3.5) entdo

0z ox
%2 (5) = (s, 7)) + (s )ua(s, () = (s, 2(5)) + F () a5, 2(s)) = 0.
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entao x(t) satisfaz a equagao (3.4). Por outro lado, se ¢.(z,) € solugdo da equagao (3.5)
entao u(t, pi(x,)) = c para todo t € R. Em particular, assumindo ¢ = 0 teremos ¢ =

u(0, po(,)) = o(,).
Portanto, para encontrar o valor de u em (¢, z) € Rx U precisamos encontrar x, € U de
tal modo que ¢;(z,) = z, usando as propriedades de fluxo, isso significa que =, = ¢_4(x)

u(t, ) = u(p—_¢(x)) ,

com t € R.

Teorema 3.2.1. Seja o, a extensao de Zadeh do fluzo ¢, da equagao (3.5) eu : RxU — R
solugao da equacao (3.6). Se uy(x) = px, (), %, € E(U), quando

para todot e R ex € U.

Demonstracao. Seja u,(x) = ux, () para todo x € U. Conforme descrito anteriormente,

para todo (t,2) e R x U
u(t, x) = px, (p-1(7)) , (3.7)

Por outro lado, pela definicao da extensao de Zadeh, verifica-se que

13 (x0) (T) = ?UI)J Pixo (To) = fixe, (-t (), (3.8)
wt(xo)=T

e a ultima igualdade é valida pela unicidade da solu¢ao com relacao a condicao inicial.

Assim, pelas igualdades (3.7) e (3.8), verifica-se que

u(t, ©) = [z, (x0) (7)
para todo (¢,x) € R x U. O
Exemplo 3.2.1. Consideremos o fluxo deterministico
0i(x0) = k + (zo — k)e ",
gerado pela equagao unidimensional

dx
W @) = Bk ).
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Dado u, : R — R, a solucao da equacao diferencial parcial
u + Bk —x)u, =0, (t,z) € (0,00) x R,
u(0,2) = uy(x), r € R,
é dada por
u(t, r) = uo(k + (x — k)e).
Seja agora x, € £(R) com fungao de pertinéncia uy, : R — [0,1]. De acordo com
o Teorema (3.2.1), a fun¢do de pertinéncia de p;(x,) ¢ a solugao da equagao diferencial
parcial com u,(z) = pux, (), isto é,
Hgixo) = M, (K + (2 — k)e™) .
Na Figura 3.1 temos o grafico da funcao de pertinéncia pg,(x,) para diferentes valores

de tempo. A condigao inicial, neste caso, tem funcao de pertinéncia dada por:

pix, (1) = max{1 — 0, 04(x — 5)%,0}.
com f = 0,04 e k = 50. De acordo com (3.2.1) a fun¢ao de pertinéncia da solucdo

fuzzy pi(xo) coincide com a solu¢do da EDP
u + Bk — x)u, =0,

com u,(x) = px, () para todo z > 0.

t3 =§0 t, =40 t5=60
t2= 10
:U’(ﬁt(xo)
20 30 40 50

Figura 3.1: Fungoes de pertinéncia de ;(x,), para alguns valores de ¢, da solucdo fuzzy

da equagao (3.6).
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Seja m; : R™ — R, definida por m;(xy, 29, -+ ,x,) = x;, onde, m; é a projegao ortogonal
de x; sobre o eixo coordenado. Seja 7; : F(R™) — F(R), a extensao de Zadeh m;. Assim,
dado z € F(R), a imagem de x por 7; é um subconjunto fuzzy x; de R com funcao de

pertinéncia dada por

fix; (@) = sup px(z) .
5B

Agora, seja ¢, : U C R" — U um fluxo deterministico e gp,gi) : U — R a i-ésima
componete de ;. A estensao de Zadeh de wgi) define uma aplicagao @El) : F(U) —
F(R) tal que para cada x, € F(U) tem imagem 2\”(x,) € F(R). Assim como no
caso deterministico, o préxima teorema mostra que essa funcio @\ : F(U) — F(R)
pode ser interpretado como uma projecao do fluxo fuzzy @?) : F(U) — F(U) sobre
F(R)(Cecconello, 2010).

Teorema 3.2.2. Seja 3\ FU) — F(R) a extensao de Zadeh de o\, Para cada
X, € F(U) temos que

Ti(Bi(x0)) = 31 (x0)-

Demonstragcao. Desde que 7; e ¢; sejam aplicagoes continuas, teremos

[mi(pe(xa))]* = milee([xe]®)) = {mi(e(2,)) © 7o € [x0]"}
= {o" (@) : 70 € %]}
= (%]
para todo « € [0, 1]. Esta igualdade é uma prova da afirmagao. ]

Na proxima secao, faremos uso dos resultados desta secao para analisar o comporta-

mento assintético de alguns fluxos fuzzy.



Capitulo 4

Analises Assintoticas

4.1 Pontos de equilibrio estavel

Similarmente ao caso classico, podemos definir o conceito de ponto de equilibrio para @,
como sendo um ponto invariante pelo fluxo fuzzy. Os pontos de equilibrio para o fluxo

fuzzy é dito pontos de equilibrio fuzzy.

Definig¢ao 4.1.1. Dizemos que x, € £(U) é um ponto de equilibrio fuzzy ¢; quando
Pi(xe) =%,

para todo t > 0.

Podemos caracterizar um ponto de equilibrio fuzzy por meio dos « - niveis. Se x. é

um ponto de equilibrio fuzzy entao vale a igualdade

[Pr(x)]" = pu(xe]”) = [xe]”
para todo o € [0,1] e t € R.

Proposicao 4.1.1. Seja x. € U. Entao x. € um ponto de equilibrio para @; se, e somente

5€, X{z.} € um ponto de equilibrio para ;.
Demonstragao. Ver Mizukoshi (2004), [15]. O

Definigao 4.1.2. Um ponto de equilibrio x, € £(U) é estavel se dado ¢ > 0 existe um
d > 0 tal que para todo x, € E(U) com dy(X,, Xe) < 0 temos do (P4(X,), X)) < €, para todo
t > 0. Se além disso existe r > 0 tal que para todo x, € E(U) satisfazendo do.(x,, %) < 7

temos que doo(P1(x,),x.) —> 0 quando t — o0, entao x, é assintoticamente estavel.

38
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O ponto de equilibrio é instdvel quando nao é estavel.

Proposigao 4.1.2. Sejam x. € U um ponto de equilibrio para (3.4) e @y o fluro fuzzy

associado ao fluro deterministico p,. Entao valem as sequintes afirmacoes:
a) x. € estavel para ¢, se, e somente se, X, € estdvel para Ot;
b) z. € assintoticamente estdvel para p; se, e somente, se X{z.} € assintoticamente
estavel para ;.
Demonstragao. Ver Mizukoshi (2004), [15]. O

Proposicao 4.1.3. Seja x. € U um ponto de equilibrio atrator exponencial. Entao exis-

tem constantes C' e b positivas e uma vizinhanga V C E(U) de X(a.y tal que

dOO(SBt(XOu X{xe}> S Ceibt )
para todot >0 ex, €'V .

Demonstragao. Sejam B,b > 0 ¢ V C U uma vizinhanga de z. e definimos V = {x €
EWU) : [x]° C V}. Seja

C = Bsup ||z — x|,
xeV

Uma vez que V é limitado entao, C' < oo.

Por um lado, para todo x, € V, temos que:

dist (21 ([%,)*), 2e) = sup ||gi(wo) — ]

To€[Xo)

IA

sup Bllz, — :I:eHe*bt
To€[Xo]%

Cefbt

IN

enquanto que

dist(z., o1 ([%0]%)) = inf . e (7o) — x|

To€|Xo

—bt

IN

inf  Bllx, — z.||e
To€[Xo]™

S Ce—bt

Logo, di(p:([x,]%), x.) < Ce~® e consequentemente vale

Aoo(P(X0)s X {ae}) = Sl[lopl} A (pe([x0)%), ze) < Ce ™™,
ag|0,

0 que prova a afirmacao.
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Teorema 4.1.1. Sejam x. : A — U continua, A C U , x, € E(U) com [x,]° C A e

Xe = Te(X,). Sob essas condigoes temos:

a) Se pi(z.(x)) = x.(x) para todo x € A entio pi(x.) = X para todo t > 0;

b) Se g : U — U converge uniformemente, em [x,]° C A, para z. : A — U quando

t — 00, entio Pi(x,) converge para X, € Pi(Xe) = X, para todo t € R..

Demonstragao. a) Desde que z, : A — U, a extensao de Zadeh T, tem como dominio o
conjunto £(A). Portanto, estamos cometendo um abuso de notagao ao definirmos x, =
Te(X,). Na verdade, x, = Z.(y,) onde y, € E(A) com [y,]* = [x,]%, para todo « € [0, 1].

Desde que z. ¢ continua em A e temos [x,]° C A entdo vale que:

[xe]" = [Ze(¥o)]* = we(lyo]”) = we([%0]”) -

O primeiro item é imediato, uma vez que

[Pr(xe)]” = @uxe]”) = {prle(2)) - € [x0]"} -

Por hipotese, temos ¢;(x.()) = z.(x) para todo x € A. Assim,

[Pr(xe)]” = {we() : @ € [xo]*} = we([x0]*]) = [xe]]

0 que prova a afirmacao.
b) Para provar o segundo item, precisamos mostrar que du(P;(X,),Xe) — 0 quando
t — 00.
Seja o € [0,1]. Sob a hipotese da convergéncia uniforme, dado £ > 0 existe T' > 0 tal
que ||pi(x) — z.(z)|| < e para todot > T e x € A. Desta forma temos,
dist([2:(x0)]*, [%]*) = sup inf ja—10]|
€[t (x0)] bEe (x0)]

= sup inf |la — b||
a€pi([x0]®) bExe([x0]%)

= sup  inf ||90t(17> - xe(y)H

2€[x,] YEXo]*

sup ||y (2) — e()]

TE[X0]™

IN

IN

E.

Por outro lado, vale também que:
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dist(Pee]”, [21(x0)]*) = sup _inf o =0
QE[Be(x0)] PE[PE(X0)]*

— sup inf}a H<pt(y) - $e($)H

TE[Xo]™ YE€[Xo

IN

sup |[[pe(2) — we()]|

Z‘G[Xo}a
< €.
Assim, dy([p1(x0)]%, [xe]¥)) < €, de onde concluimos que du (P1(%,), X.) < € para todo
t>T.
Logo, duoo(9i(X,),%X.) — 0 quando t — oo e, como @; ¢ um fluxo definido sobre o

espago métrico £(U), entdao x, € um ponto de equilibrio. O

Em outras palavras, o teorema diz que se a solugao deterministica ;(x,) converge
uniformemente para a funcao x.(z,), entdo a extensao de Zadeh @,(z,) converge para a

extensao de Zadeh Z.(x,). Isto é,
Spt(xO) = $€($0)7x0 €A== @t(XO) — aj\e(X())a [XO]O C A,

onde a notacdo — indica a convergéncia uniforme em A de ¢, : U — U para z, : A —

U.

Corolario 4.1.1. Sejam z. € U um ponto de equilibrio para ¢, e x, € E(U). Entao,

a) Xz} € um ponto de equilibrio para py;

b) Sex. € assintoticamente estdvel e [x,)|° estd contido na regiao de atragao de . entdao

D1(Xo) = X{z.} quando t — oo.

Demonstra¢ao. Para o primeiro item, basta tomar A = U e definir z, : U — U por
ze(x) = z, para todo z € U.

Para o segundo, sejam A = A(z.) e z. : A — U definida por z.(z) = z. . Temos assim
que @y (ze(x)) = ze(x) € Te(X,) = X{z.} Para qualquer x, € E(U) com [x,]° C A. Além do

mais, dado £ > 0, existe T' > 0 tal que

e (7o) — el

para todo t > T e z, € [x,]°. Portanto, basta aplicarmos o Teorema 3.2.1 com A = A(z.)

e r.(x) = z. para todo = € A(z.). O
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Algumas consideragoes sobre a fungao de pertinéncia do ponto de equilibrio fuzzy sao
necessérias. Seja y. : A — U x P, com A C U x P, a aplica¢do que para cada (z,,p,) € A

associa o ponto de equilibrio do fluxo deterministico ¢, : U x P — U x P gerado pela

equacao
d
=@, 20 =z
(4.1)
dp
— =0 0) = o s
5 =0 p(0) =p
Para cada (z,,p,) € A o ponto de equilibrio é da forma
ye(xmpo) = (xe(xmpo)vpo) . (42)

onde z, : A — U para cada (x,,p,) € A associa o ponto de equilibrio z.(z,,p,), para o
qual converge a solucao ¢, : U x P — U da equacgao
C;—f = f(z,p,), x(0)=x, (4.3)
Observamos que ha uma diferenga sutil entre o dominio de 3. : A — U x P e do fluxo
deterministico ¢;. Em geral, a fungao y. nao esté definida ou nao é continua em todo o
dominio U x P. Neste caso, a extensao de Zadeh da aplicagao y. : A - U X P, A C U X P,
¢ a aplicagao ¥, com dominio £(A) enquanto que o dominio da fluxo fuzzy YZt é o conjunto
E(U x P). No entanto, dado um ponto y, € E(U x P) com «- niveis contidos em A,

podemos definir z, € £(A) tal que [y, ]* = [z,]* para todo « € [0,1]. Logo, temos que

Yel® = [We(20)]* = ye([20]") = we(lyo]®),

para todo a € [0, 1], quando y. : A — U x P é continua em A.

Teorema 4.1.2. Sejam A C U x P um conjunto aberto, y. : A — U x P continua,
Yo € E(U x P) com [y )" C A eye = 3c(yo). Suponha que ©4(o,P0) — Te(To,po) para
todo (z,,p,) € A quando t — c0. Se z.(x,,p,) € assintoticamente estdvel entao zzt(yo)

converge para o ponto de equilibrio Y. = Ye(Yo)-

Demonstrag¢ao. O Teorema (3.1.3) garante que a solugao deterministica ¢, : U X P —
U x P converge uniformemente no compacto [y,]°, para y. : [y,] — U x P. Portanto, pelo
segundo item do Teorema (4.1.1), temos que @//J\t(yo) converge para y. = Uo(¥,) quando

t — 00. O
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Fluxos fuzzy podem admitir mais do que pontos de equilibrio nitidos (Cecconello

,2014). Analizemos o comportamento da equagao diferencial

d
% = —ax1/T3 + bxy, x1(0) =2, > 0
) (4.4)
% = ax1/T2 — bxa, 29(0) = y, > 0,

definida em U = {(z,y) € R? : z,y > 0}. Esta equacao implica que x1(t) + z2(t) =
To+ Yo = s > 0 para todo t € R. O ponto de equilibrio da (Z,y) da equacao (4.4) satisfaz
y = (az)®. Como z(t) + z2(t) = s, para todo t, entdo T + §j = s e verifica-se que o
equilibrio pontos sao dados pela féormula

(7,7) = <a+\/1+a28 _a+\/1+a23>.

s
2a? ’ 2a?

(4.5)

Uma vez que (Z,y) é estavel para todo s = x, + ¥, entdo o conjunto crisp x(zy ¢ um
ponto de equilibrio estavel para o fluxo fuzzy @ da equagao (4.4) (Mizukoshi, 2009).
Como podemos ver na equacao (4.5), a convergéncia do fluxo deterministico @, :
U — U da equagao (4.4) os pontos de equilibrio estéveis dependem das condigoes iniciais
(%o, Yo). Seja p: U — U definido por p(x,,y,) = (Z,y). Agora, de acordo com o Teorema
(4.1.1), as solugoes fuzzy ;(x,) convergem para p(x,) quando o tempo evolui. Por um

calculo simples, podemos provar a proxima proposicao.

Proposicao 4.1.4. A Solucao fuzzy @i(x,) converge para o ponto de equilibrio estdvel T

com funcgao de pertinéncia dada por

sup ,uxO(Za 2y — Z) sey = a’z?

0 caso contrdrio.

As Figuras (4.1) e (4.2) ilustram o comportamento da solugao fuzzy da equagao (4.4)

com condigao inicial x, definido por
pix, (7, y) = max{1 — 0.04(z — 70)* — 0.09(y — 30)*, 0} ,

e pardmetros a = 0.04 e b = 0.09. A escala de cores é responsavel pelo valor de pertinéncia
de um ponto especifico no conjunto @;(x,).
Como 1 (t)+xo(t) = s, pelo Teorema (3.2.1), a funcao de pertinéncia da solugao @;(x,)

muda nas linhas y = s — x quando o tempo evolui. Esta solucao especifica converge para
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o ponto de equilibrio  com funcao de pertinéncia

:uf((x? y) =

max{1 — 0,5(10 — 0, 1s)%,0}
0

se y = a’x?

caso contrario.

0.50

0.25

Figura 4.1: Projegoes da funcao fuzzy ¢;(x,), da equagao (4.4). Parametros: a = 0.04 e

b= 0.09.
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Figura 4.2: Funcao de pertinencia da solugao fuzzy de ¢,(x,), da equagoa (4.4) com t = 2

et = 15. Parametros: ¢ = 0.04 e b = 0.09.

4.2 Solucgoes fuzzy periodicas estaveis

Um ponto p € U é 7 - periddico para o fluxo deterministico quando ¢, (p) = p e v (p) # p

para todo ¢t € (0,7). Ou, equivalentemente, p € U possui periodo 7 > 0 se

T={s€Ry : vs(p,) = po,s > 0}.
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Definig¢ao 4.2.1. Dizemos que um ponto p € £(U) é um ponto 7 - periédico para o fluxo

fuzzy quando
p-p)=p e @(p)#p, te(0,7),

Podemos ainda caracterizar os pontos periddicos do fluxo fuzzy @; por meio de seus «

- niveis, isto é, p € £(U) é um ponto 7 - periddico para @; quando

e:(p]") =[pl* e &:([p]") #[pl*, t€(0,7),
para todo « € [0, 1].

Exemplo 4.2.1. (Existéncia de pontos periddicos). O sistema de equagoes

d
% = T2 5171(0) = Zo,
(4.7)
dry _ —r1 x9(0) =
a 1 2 = Yo,

determina o fluxo ¢; : R? — R? dado por

T, To
@t(fﬁo,yo) = cost + sent.

Yo —Yo
A solucio acima é 27 - periédica uma vez que para todo p = (,, ¥,) € R? temos oo (p) = p

e o (p) # p para todo t € (0,27). Vale notar que, para todo t € R,

e (o, yo)| | = 22 + v,

e portanto, a orbita periddica v determinada por ¢y(p) é a circunferéncia centrada na
origem, de raio ||p||.

Consideremos agora um ponto p € E(R?) tal que [p]' = p, isto &, [p]|! é unitério.
Entao o fluxo fuzzy @, : £(R?) — £(R?) obtido pela extensao de @, satisfaz Pa.(p) = p e

oi(p) # p para todo t € (0,27). De fato, usando a caracterizagdo por « - niveis temos:

[P2x(P)]* = wax([P]*) = {p2x(p) : p € [P]"} = [P]*,

e também, para t € (0,27),

[2:(p)]" = eu([p]") = {elp) : p € [P)'} # [P,

e portanto p;(p) # p. Logo, o fluxo fuzzy @, possui pontos periodicos.
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Definicao 4.2.2. A orbita fuzzy v(x,) C £(U) de um estado inicial x, € £(U), ¢ definida
como sendo o subconjunto no espago de fase £(U) definido por
v(x0) = | @ilx0) = {Pilx0) € E(U) : 1 € Ry .
teRy
Se B C £(U) entao o w - limite fuzzy é definido por
w(B) = J#B).
s>0>s

Definigao 4.2.3. A orbita {(p) da solugao fuzzy @(p) obtida por um ponto periddico é
uma Orbita periodica no conjunto £(U)

() ={@up):t>0r= | &p)-

s€[0,7)

Definigao 4.2.4. Seja ¢ C £(U) uma oOrbita periddica fuzzy para ;. Dizemos que ¢ é
estdvel quando dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se dist(x,{) < § entao dist(p(x),¢{) < e
para todo t > 0. A orbita é assintoticamente estdvel quando é estéavel e existe r > 0 tal

que dist(x, ¢) < r implica que dist(@(x), ) — 0 quando t — 0.

Teorema 4.2.1. Um ponto p € U € periddico de periodo T para ¢, se, e somente se, x{p}

¢ um ponto periddico de periodo T para py.

Demonstragao. Notemos que [@;(x{p})]* = {¢:(p)} para todo « € [0, 1]. Portanto, temos

que [@-(x{p})]* = {p} e [:(x{p})]* # {p} para todo t € (0,7) de modo que a afirmagao

esta provada. O
Proposicao 4.2.1. Todas as drbitas geradas pelo fluzo fuzzy @y da equacao (4.7) é estdvel.

Demonstragao. Seja ¢, a orbita periodica fuzzy determinada por p € £ (R?) e considere-
mos ¢ > 0 dado. Seja agora q € £(R?) tal que dist(q, ¢p) < €. Isso implica que existe
Po € ¢, tal que dist(q, {,,) = deo(q, Po) < €.

Desde que, para todo p,q € R?, temos o;(p) — vi(q) = pi(p — q) e também ||p:(p)|| =

|[pl|, entao vale:
dist(¢([a]*), @([Pal®)) = sup inf [lgi(q) — @i(p)]]

aclae PEIRI”

= sup inf |[|oi(q—p)l|
q€[q]™ pe[p]a

= sup inf [[¢—pl|
aelae PEIRI”

= diSt([q]a7 [po]a) .
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De modo analogo podemos concluir que dist(¢([po]®), ¢([a]*)) = dist([po]*, [a]®), de

modo que temos

doo(P1(Po), P1([d]*)) = doo(Po, @) < €.

Agora, como p, € ¢, entao oi(po) € Cp Para todo ¢ € Ry, e portanto temos que

dist(2¢(a), ¢p) < €.
Dessa forma, para qualquer ponto p € £(R?) a orbita periodica fuzzy ¢, C £(R?)

¢ uma orbita estéavel para o fluxo fuzzy @;. A oérbita ¢, porém nao ¢é assintoticamente
estével pois, para qualquer q € £(R?) temos que dist(3;(q), ¢p) = dist(q,¢,) > 0, para
todo t € R,.

O

Teorema 4.2.2. Seja A = {x € E(U) : [x]° C A C U}. Sey € EWU) entdo vale a
desigualdade
dist(y, A) < dist(y, A),

para todo y € [y]°.

Demonstragao. Ver, Cecconello, (2010) [4]. O
Teorema 4.2.3. Sejam v uma orbita periodica para p; com periodo T > 0 e
y={xe&U): X' Cy}
o conjunto periodico fuzzy determinado por . Entdo:
a) ~y € estdvel para p; se, e somente se, v estdvel para py;

b) v € assintoticamente estdvel para p; se, e somente se, v assintoticamente estdvel

para Q.
Demonstragao. Ver, Cecconello, (2010) [4]. O

A Figura (4.3) mostra as projegoes de @;(x,) nos eixos z e y, respectivamente. A

condicao inicial x, tem funcao de pertinéncia dada por

fix, (7, y) = max{1 — (z + 2)* — (y — 2.5),0}.
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0

Figura 4.3: Projegoes da solugao fuzzy ¢(x,), da equagdo (4.7), com (z,,yo) = (4,2.5).

Agora, considere o sistema de equacoes diferenciais definido por

dx

d_tl = —wo\ /22 + 23, x1(0) =z,
dx

d_t2 =z/a] + 23, 22(0) = Yo.

A solucao deste sistema determina uma solucao bidimensional ¢, : R? — R? dado por

(4.8)

.T J—
0i(T0,Y,) = ¢ cos(rot) + Yo sen (rot),
Yo Lo

com 7, = /22 +y2. Cada condigdo inicial 2z, = (7,,y,) € R? determina uma orbita
(27r; 1) —periddica estéavel, (., y,). Como ||p:(x0, yo)|| = 7, para todo t € Ry, entdo
as Orbitas periodico v(x,,y,) s@o circulos centrados na origem e raio r,.

E importante notar que o periodo neste caso depende da condicdo inicial. Os tni-
cos pontos que possuem o mesmo periodo sao aqueles que estao sobre a mesma orbita
periodica, ou seja, se p, € g, tém mesmo periodo 7 > 0 entao, q, = ¢s(p,) para algum
s € [0,7).

Dado um ponto p € £(R?), o Teorema (4.2.1) garante que se os pontos cujos « - niveis
conexos estdo sobre uma orbita y(z,,y,), entao esses pontos sao periddicos para fluxo
fuzzy com periodicidade igual a de (x,,¥,). Além disso, O Teorema (4.2.3) garante que o
conjunto

v ={x € ER?) : [x,]° Cv(0,90)},
¢ estavel para o fluxo fuzzy @; obtido pela extensao de Zadeh do fluxo deterministico
acima.

Embora cada ponto em R? seja periédico, o mesmo nao acontece com o fluxo fuzzy

@i Os resultados da segao anterior garantem que todos os conjuntos crisp x{(z,y)} s@o
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periddicos, ou seja, todos solugdes fuzzy @p(x{(%o,yo)}) s@o periddicas. Além disso, se

0

[x,]? € um subconjunto de uma orbita periddica =, , definida por uma condigao inicial

2o = (T0,Yo), €ntao Py(x,) ¢ uma solugao fuzzy periodica.

Proposigao 4.2.2. Seja b > a > 0 e considere K = {(z,y) € R* : y = 0,a < z < b}. Se
existe a € [0, 1] tal que [x,]* = K entao p;(x,) # X, para todo t > 0, ou seja, x, € E(R?)

nao € um ponto periodico.

Demonstracao. A orbita gerada pelo conjunto compacto K é a regiao compreendida entre
as circunferéncias centradas na origem com raios a e b, respectivamente. Mais precisa-

mente,

W)= |J e = J 1,0)

te[0,2ma—1] zo€[a,b]
Através da expressao r, 2w, podemos ver que o periodo de cada ponto (z,,v,) € K
depende apenas de z,. Assim, denotando o periodo de (x,,0) por 7(z,), temos a seguinte
relacao:

7(wo) = ~7(a)

Dado T' > 0, os tnicos pontos (z,,¥y,) € K, tais que or(Z,,%,) = (Zo,Yo) S80 0s pontos
para os quais (7/7(x,)) € um inteiro positivo. Desse modo, se a < z, < b e 7(a) >
7(z,) > T(b) tem-se que ¢r(x,,y,) = (%0,y,) € verdade apenas para um nimero finito
de pontos (z,,y,) € K. Portanto, pr([x,]°) # [x,])° e isso conclui que x, nao ¢ ponto

periddico de @;. O

Naturalmente, este resultado pode ser generalizado. Por exemplo, se uma condicao
inicial x, tem suporte convexo, entao a afirmacao também é verdadeira.
A Figura (4.4) nos mostra a fungao de pertinéncia de @¢(x,) em ¢t = 05¢et =7. A

condi¢ao x, € £(R?) tem fungao de pertinéncia dada por

i, (2, y) = max{l — (z — 4)* —y*,0}.
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Figura 4.4: Fungao de pertinéncia da solucao fuzzy ¢,(x,) , da equacao (4.8).

4.3 Orbitas periddicas atratoras

Considerando o sistema bidimensional em U = R? — {(0,0)} definido pelas equagoes

d

% = —x2+px1(k—x%—$g), z(0) = z,

d (4.9)
X

d—;:x1+ﬂx2(k_$%_xg)a y<0):yo7

Através da mudanga de variaveis x1(t) = r(t) cos0(t) e xo(t) = r(t)sen(t), obtemos

as equacoes

dr df

— —r2)y = = R
rsenf + prcos 0(k — r?) o cos @ dtrsen@
rcosf + ursenf(k —r?) = %sené’qL Z—fr cos 0,

e assim, temos o sistema desacoplado equivalente ao primeiro, em coordenadas polares,

dado pelas equagoes
dr

% = MT(k - T2)7
0 (4.10)
a b

cuja solucao é:
rovk

R e e

o(t) =t + 0,

com (r,,0,) sendo a coordenada polar de (z,,,), € , k positivos.
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Uma analise da expressao r(t) indica que, quando t — 0o, temos 7(t) — vk para todo
r, > 0. Como consequéncia disto, para qualquer condi¢ao inicial nao nula (z,,,) € R?, a
trajetoria da solugao ¢(z,,vy,) da Equagao (4.9) se aproxima da circunferéncia centrada
na origem e com raio Vk.

Qualquer ponto em R? da forma (\/E cos &, Vk sen €), com 0 < ¢ < 2w, é um ponto 27
- periddico e portanto, a equagao (4.9) admite uma solugao periodica de periodo 2w. A
orbita da solucao periddica, neste caso, é o conjunto formado pelos pontos que estao na

circunferéncia de raio vk centrada na origem, isto é,
v={(a,b) e R*: a®> +V* =k} = {(Vk,0) : 0 € [0, 27]}.

Para cada z, = (%o, Yo) = (7o c0s,,7osen6,) € U acontece que 7(t) — vk quando
t — oo. Portanto, lim,_,, dist(¢¢(2,),7) = 0. Como a érbita vy é assintoticamente estavel,

assim o conjunto

vy={xec&R?:[x]°Cn},

é assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy @;.

Dado z, = (r,cos0,,r,8en6,) € U nao nulo, o ponto p = (\/Ecos 0,, vk sen ,) € o
tnico na orbita periddica v tal que limyo ||@:(20) — @i(p)|| = 0. Podemos expressar
essa relacdo por meio da funcdo z : R? — 4 que associa para cara z, = (T,,%,) =

(rocosf,,1,sen6,) € U nao nulo, o ponto perivdico p = (\/Ecos 0,, vk sen 0,).

Proposicao 4.3.1. Sejam v um atrator periodico para o fluxo deterministico, V. C U
aberto e x, € E(U) com [x,] C V. Se limy_,o dist(p(z,),v) = 0 para todo z, € V entdo

existe um unico ponto periddico p € v tal que doo(Pt(X,), Pe(P)) — 0 quando t — oc.

Demonstragao. Por hipotese, v é um atrator periodico e lim;,o, dist(¢i(x,),7) =0, a
aplicacao z : V' — v tal que ||pi(z,) — ¢(2(z,))|| = 0 é continua. Ainda, a convergéncia
¢ uniforme em z € [x,]° , isto é, dado & > 0 existe T, tal que para todo ¢t > T, temos
l|¢(zo) — p(2(,))|| < € para todo z, € [x,)°.

(Ezisténcia). Desde que x, € E(U) e [x,]° C V entdo existe X € E(V) tal que [X]* = [x,]*
para todo a € [0,1]. Sejaz: E(V) — E(U) aextensao de Zadeh de z e definamos p = Z(X).

Pela continuidade de z, temos entao que [p]* = z([X]*) C v para todo « € [0, 1]. Assim,

p € v ¢ um ponto periodico para o fluxo fuzzy @;. Agora, para todo a € [0,1] e t > T,
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temos que

dist (@ ([X]*), ee(p]*), = sup inf {loy(z0) —pi(2(,)))|

2o€[xc]™ PE[P]®

< sup ||@i(20) — @)

To€[Xe |

IA

€.

Por outro lado, vale também que

dist (@i(p]*), we([X]7)), = sup inf {lpy(zo) — i (p))l]

pelpl woelxl”

< sup |ei(¥o) — @e(2(%0)) ||

YoE€[Xe]*
< €,

de onde concluimos que dy(¢([X]*), ¢i(p]*)) < € para todo « € [0,1] e t > T.. Assim,
A ([21(x0)]*, [21(P)]*) = dr(pi([x]"), ee([p]?)) = du(ee([x]*), e([P]*)) < €.

Logo, para todo t > T temos

doo (P1(X0), 01(P)) = asel[lop” du(p:([%o]”), pe([P]")) < €

de modo que a existéncia esta provada.
(Unicidade). Suponha que existe um ponto 7 - periodico q € E(U) tal que
doo(P(%0), 21(a)) — 0,
quando t — oo. Temos assim que,
oo (Bs(P), Ps(a)) < doc(Brrrs(P); Prrrs(X0)) + doo(Brrrs(X0), Prrss(a)),

para todo s € [0, 7]. Agora, tomando o limite em n na desigualdade acima temos

e, consequentemente, Ps(p) = Ps(q). Como essa igualdade é valida para todo s € [0, 7],
entdao temos em particular que po(p) = Po(q). Dessa forma, concluimos que p = q o que

prova a unicidade. O

Para ilustrar a aplicagdo da Proposi¢ao (4.3.1), consideremos o sistema de equagoes

(4.9) e x, € £(R?) com fungao de pertinéncia

i, (2, y) = max{1 — (z + 2)* — (y — 2)%,0}.
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Os «a - niveis de x, sao os circulos de raio /(1 — «), isto é,

xo)* ={(z,y) 1 (z+2)" + (y—2)* < (1 —a)}.

~

De acordo com a Proposigao (4.3.1), o conjunto fuzzy p = f(x,) € £(R?) com fungao de

pertinéncia

max{1 —y?,0} sex?+y*=25,
pp(,y) =
0 se w2 4+ y? # 5,

¢ o tinico ponto 2m-periddico em E(R?) pelo fluxo fuzzy $; que satisfaz

lim duo (1), 31(p)) = 0.

t—o0
A Figura (4.5) ilustra o comportamento da solugao fuzzy para esta condi¢do inicial

fuzzy. Como previsto pela discussao anterior, quando o tempo evolui, $;(x,) se aproxima

de uma solugao periddica.

Figura 4.5: Projecoes da solugao fuzzy da equagao (4.9), com parametros k = 25 e

w=0.03.

Considere agora o sistema de equades ligeiramente modificado

dz

Wt b~ — a2 - ), w(0) =,

d (4.11)
X

D (b~ 2t -7 ), w0 =,

em que ky > k; e pu sao parametros positivos. Este sistema admite duas solugoes periddicas
cujas Orbitas 7y e 7y, s@o circunferéncias de raio v/k; e /ko centradas na origem (um ponto

de equilibrio instavel), isto é,

n={y eR: 22+’ =k} p={(ry) ceR: " +y* =k} .
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A primeira orbita atrai todas as solugoes de nao equilibrio e a o segundo é um conjunto
invariante instavel. Entao, se a condigao inicial difusa [x,]® ¢ um subconjunto da 6rbita

atratora 7, entdo @;(x,) é atraido pelo conjunto
v ={x € E(R*): [x]" C m},

Além disso, se [x,]° C 7,7 = 1,2, entao P;(x,) é uma solugao fuzzy periodica.

4.4 Solugoes Fuzzy em &(R?)

Considere o seguinte campo vetorial em R3

( d
% = (/\ — b)ZE1 — CT2 "‘1‘1[1‘3 + d(l - x%)]’
dzy _ N _ 2 412
o = cx1 + (A= b)xg + wo[zs + d(1 — x3)], (4.12)
d
| = Aws— (2] + 2 + ),

e seja oy o fluxo gerado por este campo vetorial. O comportamento de ¢; é amplamente
investigado em Hale e Kogak (1991) e Langford (1985). Definindo b = 3.0, c=0.25e d =
0.2. A origem é um ponto de equilibrio desta equacao e sua estabilidade depende do valor
de A. Para pequenos valores de A, (0,0,0) ¢ um ponto de equilibrio assintotico estéavel.
Aumentando A, este ponto de equilibrio torna-se instavel e a periodicidade aparece.

O fluxo fuzzy gerado pela Equagao (4.12) herda as mesmas propriedades. O conjunto
crisp x{(0,0,0)} é um ponto de equilibrio fuzzy cuja estabilidade depende dos valores de
A

Se A = 1.65, entao x{(0,0,0)} é um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estével
que atrai solugdes fuzzy @;(x,) para todo x, com suporte na 6rbita de atragao de (0,0, 0).
Na Figura (4.6) vemos esse comportamento.

Na Figura (4.7) tragamos uma representacao grafica que ilustra o comportamento das

projecoes. A condicao inicial fuzzy x, é definida pela funcao de pertinéncia

tix, (2,9, 2) = max{1 — 25(z — 0.3)? — 25(y — 0.3)* — 25(z — 0.3)%, 0}.

Como podemos ver, $;(x,) se aproxima de uma orbita periodica quando o tempo evolui.
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Figura 4.6: Projecoes da solugao fuzzy da equagao (4.12). Quando A\ = 1.65, ¢y(x,) é
atraido pela solugao de equilibrio x{(0,0,0)}.

t

Figura 4.7: Projec¢oes da solugao fuzzy da equagao (4.12). Quando A = 1.95, @y(x,) ¢

atraido por uma solucao fuzzy periddica.
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Conclusao

Os resultados de analise assintotica mostram que as solugoes fuzzy herdam os mesmos
comportamentos das solugoes deterministicas. Quando uma determinada equacao diferen-
cial admite pontos de equilibrio ou peridédicos entao os fluxos fuzzy também apresentam
esse tipo de comportamento.

O fato de, a dimensao do espaco de fase das solugoes fuzzy ser maior que trés nao nos
impossibilita estuda-las, pois, o Teorema (3.2.2) fornece uma relagdo interessante para
entender o comportamento de solugoes fuzzy através de seus componentes. Isto é essen-
cialmente importante porque podemos visualizar como as solugoes fuzzy se comportam
quando o espago de fase tem mais de trés dimensoes.

Ao obtermos um conjunto de pontos de equilibrio deterministicos, mostramos como
encontrar pontos de equilibrio fuzzy para fluxos fuzzy e aplicamos essa afirmacao na
analise assintotica dos mesmos. Além disso, também observamos que a solucao fuzzy
pode exibir solucoes nao periddicas mesmo quando todas as solucoes deterministicas sao
periodicas. As solugoes fuzzy do modelo classico presa-predador de Lotka—Volterra e de
Holling—Tanne apresentam comportamento assintoticos e podem ser analisadas por meio
dos mesmos resultados.

Portanto, a aplicacao da légica fuzzy no estudo de sistemas dindmicos traz novos
conceitos e ideias promissoras que resultam em avancos significativos na anélise assindtica
de fluxos. Espera-se que a partir do desenvolvimento de novos e mais poderosos recursos
computacionais, novas abordagens, métodos e modelos possam ser efetivamente aplicados
aos problemas de modelagem matematica. Nesse contexto, a logica fuzzy se apresenta

como uma alternativa promissora para futuras pesquisas.

26
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