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dessa minha jornada.

Agradeço ao meu orientador Leandro de Freitas Pessoa, por ter me confiado a responsa-

bilidade de desenvolver este trabalho com base em dois artigos de temas atuais. Agradeço

pelo incentivo recebido durante a orientação, pelos conselhos, pelas broncas, pelas conver-

sas. Sou grata pelo apoio que recebi durante a orientação e que ainda recebo. Uma coisa
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pelo companheirismos nos estudos, foi um prazer ter conhecido vocês.

Agradeço a minha amiga Jaciane, pelo companheirismo durante os 2 anos de mestrado.

Agradeço a CAPES pelo apoio financeiro.



iv
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Resumo

Neste trabalho investigamos o conceito de parabolicidade em variedades Riemannianas

completas com bordo. Caracterizações em termos da capacidade, do prinćıpio do máximo

de Ahlfors e do critério integral de Kelvin-Nevanlinna-Royden são estudados, além da

relação com a existência do núcleo de Green com dado de bordo to tipo Neumann ou

Dirichlet. Contribuições à Geometria Diferencial são dadas em termos de estimativas de

altura e resultados do tipo slice para gráficos com curvatura média constante definidos em

domı́nios ilimitados. Do ponto de vista da Teoria do Potencial, apresentamos condições

anaĺıtico-geométricas suficientes para a validade da propriedade L1-Liouville para funções

superharmônicas positivas. Ademais, através das técnicas aqui estudadas são exibidos

exemplos de variedades estocasticamente incompletas que satisfazem a propriedade L1-

Liouville.

Palavras chaves: Parabolicidade; Variedades com bordo; Propriedade L1-Liouville;

CMC-Gráficos; Resultados do tipo slice.
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Abstract

In this work we investigate the concept of parabolicity in Riemannian manifolds complete

with boundary. Characterizations in terms of capacity, the Ahlfors maximum principle

and the Kelvin-Nevanlinna-Royden integral criterion are studied, besides the relationship

with the existence of the Green kernel with Neumann or Dirichlet boundary data. Con-

tributions to Differential Geometry are given in terms of height estimates and slice type

results for graphs with constant mean curvature defined in unbounded domains. From

the potential theoretic point of view we present sufficient analytical and geometric con-

ditions for the validity of the L1-Liouville property for positive superharmonic functions.

Furthermore, through the techniques studied here, examples of stochastically incomplete

manifolds that satisfy the L1-Liouville property are shown.

Key words: Parabolicity; Manifolds with boundary; L1-Liouville property; CMC-

Graphs; Slice type results.
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2.1 Capacidade e potenciais de equiĺıbrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Introdução

É notório que algumas propriedades oriundas da Teoria do Potencial dependem apenas

da geometria no infinito de uma variedade Riemanniana completa não compacta, isto é,

das propriedades de seus fins, a saber, suas componentes conexas ilimitadas. Destacam-se

dentre tais propriedades a parabolicidade e a completude estocástica cuja validade em

uma variedade é equivalente à suas respectivas validades em todos os fins da variedade,

veja [1, 39] para parabolicidade e [19, 23] para completude estocástica.

Os fins de uma variedade Riemanniana sem bordo podem ser interpretados como

uma variedade com bordo compacto. Mais geralmente, em variedades Riemannianas com

bordo (possivelmente não compacto) o conceito de parabolicidade tem-se revelado de suma

importância na investigação de problemas em Geometria Diferencial e Análise Geométrica.

Neste sentido, cabe diferenciar dois conceitos de parabolicidade para variedades com bordo

que dependem das condições de contorno impostas, a saber, condições de Neumann ou

Dirichlet. Sob a ótica estocástica, a parabolicidade sob condições de Neumann significa

que o movimento Browniano se reflete no bordo e é recorrente, i.e., ele visita infinita

vezes um conjunto compacto fixado com probabilidade 1 (ver [2, 5, 1, 4]). Já para dados

de Dirichlet, a parabolicidade é interpretada em termos da recorrência da absorção do

movimento Browniano pelo bordo, i.e., qualquer caminho aleatório iniciado no interior da

variedade atinge o bordo (e morre) em tempo finito com probabilidade 1.

Neste trabalho iremos discutir sobre esses diferentes conceitos de parabolicidade para

variedades com bordo, determinar sua relação hierárquica através de caracterizações via

prinćıpios do máximo de Ahlfors, além de apresentar aplicações geométricas e anaĺıtico-

funcionais desenvolvidas recentemente, mais espećıficamente discutiremos em detalhes os

resultados provados por D. Impera, S. Pigola e A.G. Setti em [15] e L.F. Pessoa, S. Pigola

e A.G. Setti em [31]. Um aspecto relevante neste estudo é representado pela diferença

crucial das condições de bordo para com a existência da função de Green para a variedade.
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Com vistas nas importantes aplicações investigadas para superf́ıcies mı́nimas (vide

[37, 29, 17, 45]), e tendo em mãos esta nova abordagem via Teoria do Potencial para

variedades com bordo, uma importante estimativa de altura para gráficos com curvatura

média constante definidos sobre domı́nios ilimitados é obtida.

Teorema 17 (Estimativa de altura, [15]). Seja (N,g) uma variedade Riemanniana sem

bordo e curvatura de Ricci satisfazendo RicN ⩾ 0. Seja Σ uma hipersuperficie compacta

e orientada em N× R com bordo ∂Σ ̸= ∅ e satisfazendo os seguintes requisitos:

i− Σ tem crescimento de volume intŕınseco quadrático

vol(BΣ
R(o)) = O(R2), quando R→ +∞;

ii− ∂Σ está contida no slice N× {0};

iii− Para uma escolha adequada do aplicação de Gauss N de Σ, a hipersuperf́ıcie Σ tem

curvatura média constante H > 0 e o ângulo θ entre N e o campo vetorial vertical
∂

∂t

está contido no intervalo

[
π

2
,
3π

2

]
, ou seja,

cos θ =

〈
N,

∂

∂t

〉
⩽ 0.

Se Σ está contido no bloco N× [−T , T ] para algum T > 0, então

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.

Observamos que a condição de volume vol(BΣ
R(o)) = O(R2), quando R→ +∞ pode

ser substitúıda pela condição extŕınseca mais forte

vol(BN
R (o) ∩ Σ) = O(R2), quando R→ +∞;

que, por sua vez, decorre da relação

BΣ
R(o) ⊆ BN

R (o) ∩ Σ.

Para variedades sem bordo, um trabalho clássico de T. Lyons e D. Sullivan [50] diz

que a validade do Teorema da Divergência L2 é equivalente à parabolicidade do espaço.

Dada a relevância deste tipo de resultado, uma extensão do Teorema da Divergência L2

para variedades não compactas com bordo foi também provada em [15].
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Teorema 19 (Teorema da Divergência L2, [15]). Seja (M,g) uma variedade Riemanniana

com bordo ∂M ̸= ∅ e seja ν o seu campo normal unitário exterior. Então M é parabólico

se, e somente se, o seguinte for válido: Seja X um campo vetorial em M satisfazendo as

seguintes condições:

a) |X| ∈ L2(M)loc(M);

b) ⟨X,ν⟩ ∈ L1(∂M);

c) divX ∈ L1loc(M), (divX)− ∈ L1(M).

Então, ∫
M

divX =

∫
∂M

⟨X,ν⟩.

Uma versão mais fraca do Teorema da Divergência L2 para campos X satisfazendo

divX ⩾ f, com condições de bordo ⟨X,ν⟩ ⩽ 0, pode ser implementada para investigar

hipersuperf́ıcies em espaços produtos do tipo N×R. De fato, o seguinte resultado obtém

ridigez sob certas condições para tais hipersuperf́ıcies.

Teorema 20 (Teorema do Slice). Seja (N,g) uma variedade Riemanniana sem bordo.

Seja Σ ⊂ N×[0,+∞) uma hipersuperf́ıcie completa e orientada com bordo ∂Σ ̸= ∅ contido

no slice N× {0} e satisfazendo a condição de crescimento de volume

vol(BΣ
R(o)) = O(R2) quando R→ +∞.

Suponha que, para uma escolha adequada do aplicação de Gauss N de Σ, a hipersuperf́ıcie

Σ tem curvatura média não positiva H (x) ⩽ 0 e o ângulo θ entre N satisfaça

cos θ =

〈
N,

∂

∂t

〉
⩽ 0.

Se existe algum semi-espaço N× [t,+∞) de N× R tal que

vol (Σ ∩ (N× [t,+∞))) < +∞,

então Σ ⊂ N× {0}.

Intimamente relacionada com a completude estocástica da variedade, a propriedade

de Liouville para funções positivas, superharmônicas e integráveis representa uma linha

de pesquisa ainda não totalmente compreendida na Teoria do Potencial em variedades.
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De fato, A. Grigor’yan em [1], [6] mostrou que essa propriedade é equivalente à não

integrabilidade do núcleo de Green positivo do operador de Laplace. Com isto, Grigor’yan

provou que toda variedade estocasticamente completa satisfaz a propriedade L1-Liouville,

e além disso, mostrou a equivalência entre estas propriedades em qualquer variedade

modelo.

A equivalência entre completude estocástica e a propriedade L1-Liouville em geral

permaneceu em aberto até que G.P. Bessa, S. Pigola e A.G. Setti em [23] apresentaram

exemplos de variedades estocasticamente incompletas em dimensão 2 que satisfazem a

propriedade L1-Liouville. A construção dos exemplos utiliza de modo crucial a invariância

conforme do núcleo de Green e do operador de Laplace em dimensão 2 o que impossibilitou

sua generalização para dimensões maiores.

Inspirados em [23], L.F. Pessoa, S. Pigola e A.G. Setti em [31] puseram nova luz

sobre a propriedade L1-Liouville através do desenvolvimento supracitado da Teoria do

Potencial para variedades com bordo. Introduzindo um novo conceito para a propriedade

L1-Liouville para variedades com bordo chamada de Dirichlet L1-Liouville, eles provaram

que a propriedade L1-Liouville difere completamente da completude estocástica devido à

sua anisotropia com relação aos fins. De fato, eles mostraram que para uma variedade ser

L1-Liouville apenas um fim deve ser Dirichlet L1-Liouville. Através disso, eles mostraram

para quaisquer dimensão diversos exemplos de variedades estocasmente incompletas que

não possuem a propriedade L1-Liouville.

Como segunda parte deste trabalho, além de apresentarmos em detalhes os resulta-

dos descristos acima sobre a propriedade L1-Liouville, também descreveremos os resul-

tados geométricos provados em [31] para a validade de tal propriedade. Tais resultados

se utilizam apenas de hipóteses sobre uma porção significativa da variedade, expondo

a caracteŕıstica anisotrópica desta propriedade. Como principais aplicações iremos as-

sumir condições geométricas sobre a curvatura da variedade localizadas dentro de um

semi-espaço M+ com respeito a algum raio geodésico γ. Por um semiespaço geométrico,

queremos dizer o seguinte

Definição 1. Seja γ : [0,+∞) →M um raio geodésico, parametrizado pelo comprimento

de arco na variedade Riemanniana completa (M,g). O semiespaço M+ em relação a γ é

o domı́nio

M+ = ∪t>0Bt(γ(t)),

4



onde Bt(p) é a bola métrica aberta de raio t > 0 centrada em p.

Teorema 26 (Pessoa-Pigola-Setti, [31]). Suponha que (M,g) é uma variedade Rieman-

niana completa satisfazendo

Ric(x) ⩾ −
(m− 1)B2

1+ r2γ(0)(x)

sobre o semiespaço M+, para algum 0 ⩽ B <

√
m

m− 1
, onde rγ(0) denota a função de

distância em M de γ(0). Então, (M,g) é L1-Liouville.

O caso onde a curvatura é negativamente pinçada também é estudado seguindo as

mesmas ideias. Porém neste caso, a porção significativa da variedade na qual impomos

condições geométricas é dada pelo complementar de um semi-espaço hiperbólico dado

através da função de Busemann.

Teorema 27 (Pessoa-Pigola-Setti, [31]). Seja (M,g) uma variedade Cartan-Hadamard

satisfazzendo

Ric ⩾ −(m− 1)B2 e Sec ⩽ −A2,

para alguma constante B ⩾ A > 0 no complementar ∁Bγ(R) do semiespaço Bγ(R) com

respeito a algum raio geodésico γ. Se é uma métrica Riemanniana qualquer em M satis-

fazendo h = g sobre ∁Bγ(R), então (M,h) é L1-Liouville.

Por último, uma curiosa relação espectral e a propriedade L1-Liouville são investi-

gada para variedades contendo cones, onde para qualquer Ω em Σ com contorno suave,

denotamos por CΩ como sendo este cone em M sobre Σ, ou seja,

CΩ = {(r, θ), r ⩾ 0, θ ∈ Ω}.

Teorema 28. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave m-dimensional. Suponha

que exista uma região M0 em M isométrica a um cone de produto deformado CΩ. Se

λΩ ⩽ 2m, então M é L1-Liouville.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira: no Caṕıtulo 1 expomos alguns

resultados preliminares que irão auxiliar nas demonostrações dos resultados colocados no

decorrer do texto. No Caṕıtulo 2 introduzimos as definições de capacidade e potencial

de equiĺıbrio juntamente com os prinćıpios do máximo de Ahlfors que caracterizam as

5



diferentes noções de parabolicidade em variedades com bordo. Expomos ainda diferen-

tes noções de parabolicidade onde é apresentado uma hierarquia entre tais definições.

Também apresentamos uma construção onde verificamos que toda variedade com bordo

admite um núcleo de Green de Dirichlet. No Caṕıtulo 3 expomos aplicações dos concei-

tos vistos no Caṕıtulo 2. A partir do prinćıpio do máximo global obtemos estimativas

tanto para H-hipersuperf́ıcies com bordo em espaços produtos como para H-gráficos. Em

seguida apresentamos uma demonstração para o Teorema da Divergência L2 juntamente

com uma versão mais fraca do mesmo teorema. A partir dáı verificamos resultados do tipo

slice. A propriedade L1-Liouville de Dirichlet para variedades com bordo é introduzida e

sua relação com a integrabilidade do núcleo de Green de Dirichlet é investigada. Por fim,

mostramos que a propriedade L1-Liouville depende apenas da geometria de um de seus

fins, apresentamos exemplos de variedades estocasticamente incompletas que satisfazem

a propriedade L1-Liouville e demonstramos condições geométricas localizadas suficientes

para que uma variedade seja L1-Liouville.
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Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo, iremos apresentar algumas definições, conceitos e resultados que serão

utilizados nos caṕıtulos seguintes. É necessário que o leitor tenha o conhecimento básico de

algumas linguagens e resultados funamentais em Geometria de Variedades e Riemanniana

onde aqui omitiremos tais conceitos e resultados como: variedade, espaços tangentes,

métricas, conexão entre outras ideias que podem se encontradas em um bom livro que

introduza esses conceitos, a saber, [12], [10].

A derivação covariante de tensores apresentadas em [12] permite estender às variedades

Riemannianas de certos operadores diferenciais (Gradiente, Laplaciano, entre outros.)

que são utilizadas frequentemente no Rn. Nesta seção apresentaremos alguns destes

operadores. Em tudo que segue, (Mn,g = ⟨, ⟩g) denotará uma variedade Riemanniana

de n-dimencional com métrica g = ⟨, ⟩g e conexão de Levi-Civita denotada por ∇.

Definição 2. Seja f : Mn → R uma função suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave ∇f , definido sobre M por

⟨∇f(p), v⟩ = X(f), (1.1)

para todo X ∈ χ(M).

A partir da definição acima que temos que o gradiente de uma função suave, caso

exista, é unicamente determinado por (1.1). A existência é assegurada pela seguinte

Proposição 1. Seja f : Mn → R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial orto-

normal em uma vizinhança aberta U ⊂M . Então, em U temos

∇f = Σjej(f)ej.

7



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 8

Ademais, o segundo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

Demonstração. Para a primeira parte basta ver que, sendo X = aiei em U , temos que

X(f) = Σjaiei(f) = Σj⟨aiei, ej(f)ej⟩ = Σj⟨X, ej(f)ej⟩.

Por outro lado, se {e1, . . . , en} for outro referencial ortonormal em U , com ej = aijei em

U , então a matriz (aij(p))n×n é ortogonal em todo p ∈ U , e dáı

Σjej(f)ej = Σjakjaljek(f)el = Σlδklek(f)el = Σjek(f)ek.

Observação 1. Notemos que, quando Mn = Rn podemos tomar, para 1 ⩽ i ⩽ n,

ei = Ei, o i-ésimo campo canônico em Rn. Desse modo,

∇f = ΣiEi(f)Ei = Σi

∂f

∂xi
Ei =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

Consequentemente, nossa definição de gradiente de uma função combina com a dada nos

cursos de Cálculo Diferencial e Integral para funções suaves f : Rn → R.

Proposição 2. Se f,g :Mn → R são funções suaves, então

(a) ∇(f+ g) = ∇f+∇g.

(b) ∇(fg) = g∇f+ f∇g.

Demonstração. Tomemos X um campo suave M, logo

⟨∇(f+ g),X⟩ = X(f) + X(g)

= ⟨∇f,X⟩+ ⟨∇g,X⟩

= ⟨∇f+∇g,X⟩,

dessa forma, é verificado o item a). Agora, para o item b) teremos

⟨∇(fg),X⟩ = gX(f) + fX(g)

= ⟨g∇f,X⟩+ ⟨f∇g,X⟩

= ⟨g∇f+ f∇g,X⟩.

Logo, obtemos o resultado desejado.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 9

Definição 3. Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a função

suave divX :Mn → R, dada para p ∈M por

(divX)(p) = tr{v 7−→ (∇vX)(p)}, (1.2)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

Observação 2. Observe que, para Mn = Rn e 1 ⩽ i ⩽ n, podemos tomar ei = Ei, o

i-ésimo campo canônico em Rn. Desde que tais campos formam um referencial geodésico

em cada ponto de Rn, temos

divX = ΣiEi(ai) = Σi

∂ai

∂xi
,

o que concorda com a definição dada usualmente nos cursos de Cálculo Diferencial e

Integral para a divergência de um campo vetorial.

Proposição 3. Se X, Y são campos vetoriais suaves em Mn e f :Mn → R é uma função

suave, então

(a) div(X+ Y) = divX+ divY.

(b) div(fX) = f, divX+ ⟨∇f,X⟩.

Demonstração. Para o item (a) temos o seguinte cáculo

div(X+ Y) = tr{Z→ ∇Z(X+ Y)}

= tr{Z→ (∇ZX+∇ZY)}

= tr{Z→ ∇ZX}+ tr{Z→ ∇ZY}

= divX+ divY.

Agora, para o item (b) tomemos {ei} um referencial, logo

div(fX) = ⟨∇ei
(fX), ei⟩

= ⟨ei(f)ei,X⟩+ f⟨∇ei
X, ei⟩

= ⟨∇f,X⟩+ fdivX.
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Teorema 1 (Divergência). Seja Mn+1 uma variedade Riemanniana compacta e orien-

tada, e X ∈ χ(M). SeM tem bordo ∂M possivelmente ∂M = ∅), munido com a orientação

e a métrica induzidas pela inclusão ı : ∂M→M , e ν denota a normal unitária exterior

a M ao longo de ∂M , então∫
M

(divX)dM =

∫
∂M

⟨X,ν⟩d(∂M), (1.3)

onde, na igualdade acima, interpretamos
∫
∂M

⟨X,ν⟩d(∂M) como sendo igual a 0 caso

∂M = ∅.

Demonstração. O Teorema da Divergência é uma consequencia direta do Teorema de

Stokes.

Definição 4. Seja f : Mn → R uma função suave. O Laplaciano de f é a função

∆f :Mn → R, dada por

∆f = div(∇f).

Proposição 4. Seja f : Mn → R uma função suave em Mn, e {e1, e2, . . . , en} um

referencial móvel em um aberto U ⊂M . Então

∆f =

n∑
i=1

{ei(ei(f)) − (∇ei
ei)f}. (1.4)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então tem-se em p

∆f =

n∑
i=1

ei(ei(f)).

Demonstração. Observemos, inicialmente, que ∇f =
∑n

i=1 ei(ei(f)) em U ⊂ M. Por

definição temos que ∆f = div(∇f) dáı, por (1.4) obtemos

∆f =

n∑
i=1

{ei(ei(f)) − ⟨∇ei
ei,∇f⟩} =

n∑
i=1

{ei(ei(f)) − (∇ei
ei)f}.

Como o sistema de coordenadas tomado é geodésico teremos que ∇ei
ei = 0, logo

∆f =

n∑
i=1

{ei(ei(f)).
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Proposição 5. Dadas f,g :Mn → R funções suaves, tem-se

∆(fg) = g∆f+ f∆g+ 2⟨∇f,∇g⟩. (1.5)

Em particular,

1

2
∆(f2) = f∆f+ |∇f|2. (1.6)

Demonstração. Notemos que, a fórmula (1.6) segue diretamente de (1.5). Assim, para

esta, temos pelas Proposição 2 e 3 que

∆(fg) = div(∇(fg)) = div(g∇f+ f∇g)

= g∆f+ f∆g+ 2⟨f,∆g⟩.

Proposição 6. Se f : Mn → R é uma função suave e U ⊂ M é uma vizinhança co-

ordenada, com campos coordenados ∂1, . . . ,∂n, então o Laplaciano de f é dado em U

por

∆f =
1
√
g

∑
i,j

∂

∂xi

(
gij

√
g
∂

∂xj

)
.

Demonstração. Tomemos ∇f =
∑

i ai, onde ai =
∑

j g
ij ∂f

∂xj
, como

divX =
1
√
g

∑
i

∂

∂xi
(ai

√
g),

obtemos que

∆f = div(∇f) = 1
√
g

∑
i

∂

∂xi
(ai

√
g)

=
1
√
g

∑
i

∂

∂xi

{∑
j

gij
√
g
∂f

∂xj

}

=
1
√
g

∑
i,j

∂

∂xi

(
gij

√
g
∂f

∂xj

)
.
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Proposição 7 (Identidade de Green). SejaMn+1 uma variedade Riemanniana compacta

orientada, com bordo ∂M munido com a orientação e a métrica induzidas pela inclusão

ı : ∂M →M(possivelmente ∂M = ∅). Se f,g :M → R são funções suaves e ν denota a

normal unitária exterior a M ao longo de ∂M , então

(a) (Primeira Identidade de Green)∫
M

(⟨∇f,∇g⟩+ f∆g)dM =

∫
∂M

f
∂g

∂ν
d(∂M). (1.7)

(b) (Segunda Identidade de Green)∫
M

(f∆g− g∆f)dM =

∫
∂M

(
f
∂g

∂ν
− g

∂f

∂ν

)
d(∂M). (1.8)

Demonstração. Para o item (a), basta aplicar o Teorema da Divergência ao campo X =

f∇g. Já o item (b) segue imediatamente do item (a), trocando f por g em (a) e subtraindo

membro a membro as duas identidades obtidas.

Definição 5. Seja f : Mn → R uma função suave. O Hessiano de f é o campo de

operadores lineares Hessf : TpM→ TpM , definido para v ∈ TpM por

(Hessf)(v) = ∇v∇f.

Proposição 8. Se f :Mn → R é uma função suave, então

∆f = tr(Hessf).

Demonstração. É suficiente demostrar a igualdade do enunciado em cada ponto p ∈M.

Para isso, seja U ⊂ M uma vizinhança de p onde esteja definido um referencial móvel

{e1, e2, . . . , en}. Então

tr(Hessf)p =

n∑
i=1

⟨(Hessf)p(ei), ei⟩ =
n∑

i=1

⟨∇ei
∇f, ei⟩

= div(∇f)(p) = ∆f(p).

1.1 O Prinćıpio do Máximo

Esta seção desenvolve o prinćıpio do máximo para equações diferenciais parciais eĺıpticas

de segunda ordem. Em particular, trataremos aqui do operador linear eĺıptico Laplaciano,

assim como se encontra em [41].
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Lema 1. Se f,h : (M,g) → R são funções C2 tais que f(p) = h(p) e f(x) ⩾ h(x) para

todos os x em uma vizinhança de p, então

∇f(p) = ∇h(p),

Hess f|p ⩾ Hessh|p

∆f(p) ⩾ ∆h(p).

Demonstração. Se (M,g) ⊂ (R,gR), então o teorema é um cálculo padrão e simples de

uma variável. Mais geralmente, seja λ : (−ε, ε) → M uma curva com λ(0) = p, assim

obtemos as curvas f ◦ λ : (−ε, ε) → R e h ◦ λ : (−ε, ε) → R tal que

df(λ
′
(0)) = df(p) = dh(p) = dh(λ

′
(0)),

Hess f(λ
′
(0), λ

′
(0)) ⩾ Hessh(λ

′
(0), λ

′
(0)).

Isso implica claramente o Lema, se tomarmos v = λ
′
(0) em todos os v ∈ TpM.

O Lema implica que uma função C2, f : M → R tem Hess f|p ⩾ B, onde B é um

aplicação bilinear simétrico em TpM (ou ∆f(p) ⩾ a ∈ R) se, e somente se, para cada

ε > 0 existe uma função fε(x) definido em uma vizinhança de p tal que

1- fε(p) = f(p).

2- f(x) ⩾ fε em alguma vizinhança de p.

3- Hess fε|p ⩾ B− ε · g|p (ou ∆fε(p) ⩾ a− ε ).

Essas funções fε são chamadas de funções de suporte inferior. Pode-se usar analoga-

mente as funções de suporte superior para encontrar limites superiores para Hess f e ∆f.

As funções de suporte também são conhecidas como funções de barreira na teoria de EDP.

Para uma função cont́ınua f : (M,g) → R dizemos que: Hess f|p ⩾ B (ou ∇f(p) ⩾ a)

se, e somente se, para todos ε > 0 existem funções de suporte suave fε satisfazendo (1)-

(3). Também se diz que Hessf|p ⩾ B (ou ∆f(p) ⩾ a) segura no sentido de suporte ou

de barreira. Na teoria de EDP, existem outras maneiras importantes de definir derivadas

fracas. A noção usada aqui é guiada pelo que podemos obter da geometria.

Pode se verificar facilmente que se (M,g) ⊂ (R,gR) então f é convexa se Hessf ⩾ 0
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em todos os pontos. Assim, f : (M,g) → R é convexa se Hess f ⩾ 0 em todos os lugares.

Usando isso, pode-se provar

Teorema 2. Se f : (M,g) → R é cont́ınua com Hess f ⩾ 0 em todos os pontos, então f

é constante em uma vizinhança de qualquer máximo local. Em particular, f não pode ter

um máximo global, a menos que f seja constante.

Precisaremos de uma versão mais geral desse teorema, chamada prinćıpio do máximo.

Conforme enunciado abaixo, foi provado pela primeira vez para funções suaves por E.

Hopf em 1927 e, posteriormente, para funções cont́ınuas por Calabi em 1958, usando a

ideia de funções de suporte. Uma função cont́ınua f : (M,g) → R com ∆f ⩾ 0 em todos

os pontos é considerada subharmônica. Se ∆f ⩽ 0 então f é superharmônico.

Teorema 3 (O Prinćıpio do Máximo Forte). Se f : (M,g) → R é uma função cont́ınua

e subharmônico, então f é constante em uma vizinhança de cada máximo local. Em

particular, se f tem um máximo global, então f é constante.

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que f > 0 em todos os pontos, então f não

pode ter nenhum ponto de máximo local. De fato, se f possui um máximo local em p ∈M,

então existe uma função de suporte suave fε(x) com

i) fε(p) = f(p),

ii) fε(x) ⩾ f(x) para todo x perto de p,

ii) ∆fε(p) > 0.

Aqui (i) e (ii) implicam que fε também deve ter um ponto de máximo local em p.

Contudo isso implica que Hess fε(p) ⩽ 0 o que contradiz (iii).

Agora, suponhamos que ∆f ⩾ 0 e seja p ∈M um ponto de máximo local para f. Para

r < inj(p) suficientemente pequeno, a restrição f : B(p, r) → R terá um máximo global

em p. Se f for constante em B(p, r) então obtemos o resultado desejado. Caso contrário,

assuma (possivelmente diminuindo r) que f(x0) ̸= f(p) para alguns

x0 ∈ ∂B(p, r) = {x ∈M, |x− p| = r}

e definimos

V = {x ∈ ∂B(p, r), f(x) = f(p)}.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 15

Nosso objetivo é construir uma função suave h = eαφ − 1 tal que
h < 0 em V ,

h(p) = 0,

∆h > 0 sobre B(p, r).

Esta função é encontrada selecionando primeiro um disco abertoD ⊂ ∂B(p, r) que contém

V e então ϕ é tal que 
ϕ(p) = 0,

ϕ < 0, em D

∇ϕ ̸= 0 sobre B(p, r).

Como ϕ pode ser encontrada tomando ϕ = x1 em um sistema de coordenadas

x1, . . . , xn centrado no ponto p onde D está no semiplano inferior: x1 < 0 (veja também

a Figura 1.1). Por último, escolhemos α tão grande que

∆h = αeϕ(α|∇ϕ|2 + ∆ϕ) > 0 sobre B(p, r).

Agora considere a função f = f + δh em B(p, r). Esta função tem um máximo local no

interior B(p, r), desde que δ seja muito pequeno, uma vez que isso obrigaria

f(p) = f(p) > max{f(x), z ∈ ∂B(p, r)}.

Figura 1.1: Construção da função coordenada

Por outro lado, também podemos mostrar que f é tal que ∆f > c, obtendo assim

uma contradição como na primeira parte da prova. Para ver que o Laplaciano é positivo,

tomemos fε como uma função de suporte inferior para f em q ∈ B(p, r). Então fε + δh

é uma função de suporte inferior para f em q. O Laplaciano desta função de suporte é



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 16

estimado por

∆(fε + δh)(q) = ∆fε(p) + δ∆h(q)

⩾ −ε+ δ∆h(q),

que para determinado δ deve se tornar positivo quando ε→ 0.

Uma função cont́ınua f : (M,g) → R é considerada linear se Hess f ≡ 0, isto é, ambas

as desigualdades Hessf ⩾ 0, Hessf ⩽ 0 são válidas em todos os pontos. Isso facilmente

implica que

(f ◦ λ)(t) = f(λ(0)) + αt,

para cada geodésica λ quando f ◦ λ é convexa e côncava. Assim

f ◦ expp(x) = f(p) + g(vp, x),

para cada p ∈M e alguns vp ∈ TpM. Em particular, f é C∞ com ∇f|p = vp.

De maneira mais geral, temos o conceito de função harmônica. Esta é uma função

cont́ınua f : (M,g) → R com ∆f = 0. O prinćıpio do máximo mostra que, se M for

fechada, todas as funções harmônicas são constantes. Em variedades abertas incompletas

ou completas, entretanto, muitas vezes há muitas funções harmônicas. Isso contrasta com

a existência de funções lineares, onde ∇f é necessário em paralelo e, portanto, divide

a variedade localmente em um produto em que um fator é um intervalo. É um fato

importante que qualquer função harmônica seja C∞ se a métrica for C∞. Usando o

prinćıpio do máximo acima, este é um resultado padrão na teoria de EDP.

Teorema 4 (Regularidade das funções harmônicas). Se f : (M,g) → R é cont́ınua e

harmônica no sentido fraco, então f é suave.

Demonstração. Fixamos p ∈ M e uma vizinhança Ω em torno de p com bordo suave.

Além disso, podemos assumir que Ω está contido em uma vizinhança coordenada. É um

fato padrão, mas não trivial, da teoria EDP que o seguinte problema de valor no bordo

de Dirichlet tem uma solução:

∆u = 0,

u|∂Ω = f|∂Ω.
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Além disso, tal solução u é suave no interior de Ω. Agora, considere as duas funções u−f

e f− u em Ω. Se ambas forem não positivas, então elas devem ser ideticamente nulas e,

portanto, f = u é suave perto de p.

Caso contrário, uma dessas funções deve ser positiva em algum lugar. No entanto,

como u é nula no bordo de Ω e é subharmônico, isso implica que a mesma tem um

máximo global interior. O prinćıpio do máximo mostra, então, que a função é constante,

mas isso só é posśıvel se ela for nula.

1.2 Teorema da Comparação da Hessiana e Laplaci-

ano

Nesta seção, descrevemos alguns resultados de comparação para o Hessiano e o Laplaciano

da função distância onde tomamos como referencia o livro [48]. Começamos mostrando

que um limite inferior (resp. Superior) na curvatura da seccional radial da forma

Sectrad ⩾ −G(r(x)) (resp. Sectrad ⩽ −G(r(x))), (1.9)

implica uma estimativa superior para o Hessiana, Hessr, da função de distância r(x) do

tipo

Hess(r) ⩽
h ′(r)

h(r)
(⟨, ⟩g − dr⊗ dr) resp. Hess(r) ⩾

h ′(r)

h(r)
(⟨, ⟩g − dr⊗ dr), (1.10)

para alguma função apropriada h. Pegando traços, obteremos então estimativas corres-

pondentes para o Laplaciano ∆r. Como veremos, uma estimativa superior para ∆r requer

apenas um limite inferior para a curvatura radial de Ricci, enquanto uma estimativa

inferior requer um limite superior para a curvatura seccional radial.

Precisaremos do seguinte resultado de comparação de Sturm. Antes disso iremos dizer

o que é uma função absolutamente cont́ınua.

Definição 6. Seja (0,+∞) um intervalo em R. Uma função f : (0,+∞) → R é uma

função absolutamente convergente em (0,+∞) se para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que

sempre que uma sequência finita de subintervalos disjuntos aos pares (xk,yk) de (0,+∞)

com xk < yk em (0,+∞) satisfaz, ∑
k

(yk − xk) < δ,
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então ∑
k

|f(yk) − f(xk)| < ϵ.

A coleção de todas as funções absolutamente cont́ınuas em (0,+∞) é denotada por

AC((0,+∞)).

Lema 2. Seja G uma função cont́ınua em [0,+∞) e seja ϕ,ψ ∈ C1([0,+∞)) com ϕ ′,ψ ∈

AC((0,+∞)) as soluções dos problemas
ϕ ′′ −Gϕ ⩽ 0 no (0,+∞),

ϕ(0) = 0,


ψ ′′ −Gψ ⩾ 0 no (0,+∞),

ψ(0) = 0; ψ ′(0) > 0.

Se ϕ(r) > 0 para r ∈ (0, T) e ψ ′(0) ⩾ ϕ ′(0), então ψ(r) > 0 em (0, T) e

ϕ ′

ϕ
⩽
ψ ′

ψ
e ψ ⩾ ϕ em (0, T).

Demonstração. Como ψ ′(0) > 0, temos que ψ > 0 em uma vizinhança de 0. Observamos

que se G for assumido como não negativo, integrando a desigualdade diferencial satisfeita

por ψ temos

ψ ′(r) = ψ(0) +

∫ r

0

G(s)ψ(s)ds,

de forma que ψ é positivo no intervalo onde ψ ⩾ 0, e conclúımos que, de fato, ψ > 0 em

(0,+∞).

No caso geral, onde nenhuma suposição é feita no sinal de G, sejam β = sup{t : ψ >

0 em (0, t)} e τ = min{β, T }, de modo que ϕ e ψ são ambos positivos em (0, τ). A função

ψ ′ϕ−ψϕ ′ é cont́ınua em [0,+∞) desaparece em r = 0, e satisfaz

(ψ ′ϕ−ψϕ ′) ′ = ψ ′′ϕ−ψϕ ′′ ⩾ 0,

em (0, τ). Assim, ψ ′ϕ−ψϕ ′ ⩾ 0 em [0, τ), e dividindo por ϕψ deduzimos que

ψ ′

ψ
⩾
ϕ ′

ϕ
em (0, τ).

Integrando entre ε e r(0 < ε < r < τ) obtemos

ϕ(r) ⩽
ϕ(ε)

ψ(ε)
ψ(r)

e como

lim
ε→0+

ϕ(ε)

ψ(ε)
=
ϕ ′(0)

ψ ′(0)
⩽ 1,
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podemos concluir, desse fato, que

ϕ(r) ⩽ ψ(r) em [0, τ).

Como ϕ > 0 em (0, T) por suposição, isso por sua vez força τ = T , pois caso contrário,

τ = β < T , e teŕıamos, ϕ(β) > 0, enquanto por continuidade, ψ(β) = 0, o que é uma

contradição.

Usando o resultado da comparação de Sturm acima, deduzimos um resultado de com-

paração para soluções de Riccati igualdades da forma

ϕ ′ + ϕ2 = G (⩾ G,⩽ G),

em (0, T) com comportamento assintótico apropriado com r→ 0+. Observe a este respeito

que a substituição g = ϕ ′/ϕ transforma a desigualdade de Riccati na desigualdade linear

de segunda ordem

g ′′ = Gg (⩾ Gg,⩽ Gg),

e vice-versa.

Corolário 1. Seja G uma função cont́ınua em [0,+∞) e seja gi ∈ AC(0, Ti) soluções

das desigualdades diferenciais de Riccati

g ′
1 +

g2i
α

− αG ⩽ 0 g ′
2 +

g22
α

− αG ⩾ 0,

quase em todo ponto de (0, Ti) satisfazendo a condição assintótica

gi(t) =
α

t
+O(1) quando t→ 0+,

para todo α > 0. Então, T1 ⩽ T2 e g1(t) ⩽ g2(t) em (0, T1).

Demonstração. Como gi = α−1gi satisfaz as condições do enunciado com α = 1, sem

perda de generalidade, podemos assumir que α = 1. Observe que a função gi(s) −
1

s
é

limitada e integrável em uma vizinhança de s = 0, e seja ϕi ∈ C1([0, Ti)) a função positiva

em [0, Ti) definida por

ϕi(t) = t exp

{∫ t

0

(
gi(s) −

1

s

)}
ds.
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Então ϕi(0) = 0, ϕi > 0 em (0, Ti), ϕi ∈ AC(0, Ti)) e por cálculos diretos verificamos

que

ϕi(t) = giϕi(t), ϕ ′
i(0) = 1

e

ϕ ′′
1 ⩽ Gϕ1 em (0, T1), ϕ ′′

2 ⩾ Gϕ2 em (0, T2).

Uma aplicação do Lema 2 mostra que T1 ⩽ T2 e

g1 =
ϕ ′

1

ϕ1

⩽
ϕ ′

2

ϕ2

em (0, T1),

conforme necessário.

Após esta preparação, estamos prontos para apresentar nosso resultado de comparação

para o Hessiana.

Teorema 5. Seja (M, ⟨, ⟩g) uma variedade completa de dimensão n. Tendo fixado um

ponto de referência o ∈ M, seja r(x) = distM(x,o), e seja Do = M\cut(o) o domı́nio

das coordenadas geodésicas normais centradas em o. Dada uma função uniforme suave

G em R, seja h a solução do problema de Cauchy
h ′′ −Gh = 0

h(0) = 0, h ′(0) = 1,

e seja I = [0, r0) ⊂ [0,+∞) o intervalo máximo onde h é positiva. Se a curvatura da

seção radial de M satisfaz

Sectrad ⩾ −G(r(x)) em B0(o), (1.11)

então

Hess(r) ⩽
h ′

h
{⟨, ⟩g − dr⊗ dr}, (1.12)

em (D0\{o}) ∩ Br0(o), no sentido de formas quadráticas. Por outro lado, se

Sectrad ⩽ −G(r(x)) em B0(o), (1.13)

então

Hess(r) ⩾
h ′

h
{⟨, ⟩g − dr⊗ dr}. (1.14)
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Demonstração. Essencialmente seguimos a abordagem direta de P. Petersen, [41], evi-

tando assim o uso clássico de campos de Jacobi.

Observe, inicialmente, que Hess(r)(grad r,X) = 0 para todo X ∈ TxM e x ∈ Do\{o}.

De fato, seja γ uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco partindo de o

com γ(s0) = x, então γ é uma curva integral de grad r, a saber,
·
γ (s) = grad r(γ(s)) de

modo que ∇grad rgrad r(x) = Dγ(so)

·
γ= 0.

Em seguida, como Hess(r) é simétrico, TxM tem uma base ortonormal que consiste em

autovetores de Hess(r). Denotando por λmax(x) e λmin(x), respectivamente, o maior e o

menor autovalores de Hess(r) no complemento ortogonal de grad r(x), o teorema equivale

a mostrar que em (Do\{o}) ∩ Br0(o),

i) se (1.11) acontece, então λmax(x) ⩽
h ′

h
(r(x)),

ii) se (1.13) acontece, então λmin(x) ⩾
h ′

h
(r(x)).

Seja x ∈ Do\{o} e, novamente, γ a geodésica minimizadora que liga o a x. Afirmamos

que, se (1.11) é válido, então a função de Lipschitz λmax satisfaz
d

ds
(λmax ◦ γ) + (λmax ◦ γ)2 ⩽ G, em s > 0,

λmax ◦ γ =
1

s
+ o(1), quando s→ 0+.

(1.15)

Similarmente, se (1.13) é válido, então a função de Lipschitz λmin satisfaz
d

ds
(λmin ◦ γ) + (λmin ◦ γ)2 ⩾ G, em s > 0,

λmin ◦ γ =
1

s
+ o(1), quando s→ 0+.

(1.16)

Como ϕ =
h ′

h
satifaz

ϕ ′ + ϕ2 = G em (0, ro), ϕ(s) =
1

s
+ o(s) quando s→ 0+,

a conclusão necessária segue imediatamente do Corolário 1. Resta provar que λmax e λmin

satisfazem às desigualdades diferenciais exigidas. Para este fim, dada uma função real

suave, denote por hess(u) o campo tensor simétrico (1,1) definido por

hess(u)(X) = ∇Xgradu,

de modo que,

Hess(u)(X, Y) = ⟨hess(u)(X), Y⟩.
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Por definição de derivada covariante em TM∗ ⊗ TM,

∇X(hess(u))(Y)) = ∇X[hess(u)(Y)] − hess(u)(∇XY),

de modo que, lembrando a definição do tensor de curvatura, deduzimos a regra de co-

mutação de Ricci

∇X(hess(u))(Y) −∇Y(hess(u))(X) = R(X, Y)gradu.

Agora, tomemos u = r(x), X = grad r, e seja γ a geodésica minimizadora que liga o

a x ∈ Do\{o}. Para cada vetor unitário Y ∈ TxM tal que Y⊥
·
γ (so), defina um campo

vetorial Y ⊥
·
γ, por translação paralela ao longo de γ. Uma vez que, como observado

acima, hess(r)(grad r) ≡ 0, calculamos

∇ ·
γ(t0)

[hess(r)(Y)] = ∇ ·
γ(t0)

(hess(r))(Y) + hess(r)(D ·
γ(t0)

(Y))

= ∇grad (r)(hess(r))(Y)

= ∇Y(hess(r))(grad r) + R(grad r, Y)grad r

= ∇Y [(hess(r))(grad r)] − hess(r)(∇Y∇r) − R(Y, grad r)grad r

= −hess(r)(hess(r)(Y)) − R(Y, grad r)grad r,

ou seja,

∇ ·
γ(t0)

[hess(r)(Y)] + hess(r)(hess(r)(Y)) = −R(Y, grad r)grad r.

Como Y é paralelo temos

d

dt
⟨hess(r)(y), Y⟩ = ⟨∇ ·

γ
[hess(r)(Y)], Y⟩,

e conclúımos que

d

ds
(Hess(s))(γ)(Y, Y) + ⟨hess(r)(γ)(Y), hess(r)(γ)(Y)⟩ = −Sectγ(Y∧

·
γ). (1.17)

Agora suponha que Sectrad ⩾ −G(r(x)). Observe que, para qualquer campo de vetor

unitário X ⊥ ∆r,

Hess(r)(X,X) ⩽ λmax.
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Assim, se Y é escolhido de modo que, em s0,

Hess(r)(γ)(Y, Y) = λmax(γ(s0)),

então a função

Hess(r)(γ)(Y, Y) − λmax ◦ γ,

atinge seu máximo em s = s0 e, se neste ponto λmax é diferenciável, então sua derivada

desaparece:

d

ds
|s0Hess(Y, Y) −

d

ds
|s0λmax ◦ γ = 0.

Donde, usando (1.17), obtemos, em s0,

d

ds
(λmax ◦ γ) + (λmax ◦ γ)2 ⩽ G,

que é a desigualdade desejada em (1.17). O comportamento assintótico de λmax◦γ próximo

a s = 0+ segue do fato de que

Hess(r)
1

r
(⟨, ⟩− dr⊗ dr) + o(1); r→ 0+,

como se pode verificar por um cálculo padrão em coordenadas normais em o ∈ M. O

argumento no caso em que Sectrad ⩽ −G é completamente semelhante.

Conforme mencionado acima, tomando os traços no Teorema 5, obtemos imediata-

mente estimativas correspondentes para ∆r. Em particular, se Sectrad ⩽ −G(r(x)) segue

que

∆r(x) ⩾ (m− 1)
h ′(r(x))

h(r(x))
,

em ((D0(o))\{o})∩Br0(o). Claramente, a estimativa superior correspondente se mantém

se assumirmos, em vez disso, que a curvatura seccional radial é limitada inferiormente

por −G. No entanto, neste caso, a conclusão é válida sob a suposição mais fraca de que

a curvatura radial de Ricci é limitada inferiormente por −(m − 1)G(r(x)). Na verdade,

temos o seguinte teorema de comparação do Laplaciano,
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Teorema 6. Mantendo a notação do teorema anterior, suponha que a curvatura radial

de Ricci de M satisfaz

Ric(M,⟨,⟩g)(grad r, grad r) ⩾ −(m− 1)G(r), (1.18)

para alguma função G ∈ C0([0,+∞)), e seja h ∈ C2([0,+∞)) uma solução do problema
h ′′ −Gh ⩾ 0,

h(0) = 0, h ′(0) = 1.

(1.19)

Então a desigualdade

∆r(x) ⩽ (m− 1)
h ′(r(x))

h(r(x))
, (1.20)

mantém-se pontualmente em M\(cut(o) ∪ {o}), e fracamente em todo M.

Demonstração. Seja [0, r0) ⊆ [0,+∞) o intervalo máximo onde h é positivo. Observe

que comparando h com a solução da equação diferencial associada a (1.19) e usando a

observação no ińıcio da prova do Lema 2 mostra que se G for não negativo, então r0 = +∞.

Como na prova do Teorema 5, seja Do =M\cut(o) o domı́nio máximo estrelado das

coordenadas normais. Fixando qualquer x ∈ Do ∩ (Bro(o)\o) e seja γ : [0, l] → M a

geodésica minimizadora de o a x parametrizada pelo comprimento do arco. Dessa forma,

definimos

φ(s) = (∆r) ◦ γ(s), s ∈ (0, 1].

Afirmamos que φ satisfaz:
i) φ(s) =

m− 1

s
+ o(1), quando s→ 0+,

ii) φ ′ +
1

m− 1
φ2 ⩽ (m− 1)G, sobre (0, l].

(1.21)

De fato (1.21) i) segue do fato bem conhecido que

∆r =
m− 1

r
+ o(1), quando r→ 0+.

Quanto a (1.21) ii), observe que, traçando em (2.10), deduzimos que

d

dt
(∆r ◦ γ) + |Hess r|2(γ) = −Ric(grad r, grad r)(γ).
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Usando a desigualdade elementar

(∆r)2

m− 1
⩽ |Hess(r)|2 ,

que por sua vez decorre facilmente da desigualdade de Cauchy-Schwarz, assim teremos

que

d

dt
(∆r ◦ γ) + ∆r ◦ γ

m− 1
⩽ −Ric(grad r, grad r)(γ). (1.22)

A desigualdade (1.21) ii) decorre da suposição sobre Ric. Argumentando como na prova

do Teorema 5 mostra que (1.20) vale pontualmente em Do ∩ (Bro(o)\{o}). Observe agora

que um cálculo em coordenadas geodésicas polares mostra que

∆r ◦ γ(t) = 1√
g(t, θ)

∂
√
g(t, θ)

∂t
,

onde θ = γ(0) e g(r, θ) é o determinante da métrica em coordenadas geodésicas polares.

Assim (1.20) pode ser reescrito na forma

1√
g(t, θ)

∂
√
g(t, θ)

∂t
⩽
h ′(t)

h(t)
,

de onde, integrando e usando o comportamento assintótico de h e
√
g com t→ 0+, verifica

que para cada unidade de comprimento θ ∈ ToM,√
g(t, θ) ⩽ h(t); t < min{ro, c(θ)},

onde c(θ) denota a distância de o do cut(o) ao longo da geodésica γθ. Uma vez que

g(t, θ) > 0 se (t, θ) pertence ao domı́nio das coordenadas polares geodésicas enquanto,

se ro < +∞, então h(ro) = 0, deduzimos que para todo θ, c(θ) ⩽ ro e, portanto,

Do ⊂ Bro(o).

Assim, (1.20) vale pontualmente em M\({o} ∪ cut(o)). Dessa forma, resta provar que

a desigualdade se aplica fracamente em todo M. Isso é garantido pelo seguinte Lema.

Lema 3. Defina Do =M\cut(o) e suponha que

∆r ⩽ α(r) pontualmente em Ω\{o}, (1.23)

para algum α ∈ C0((0,+∞)). Seja v ∈ C2(R) não negativo e defina u(x) = v(r(x)) em

M. Suponha que

i) v ′ ⩽ 0 ou ii) v ′ ⩾ 0. (1.24)
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Então, temos respectivamente que

iii)∆u ⩾ v ′′(r) + α(r)v ′(r); iv)∆u ⩽ v ′′(r) + α(r)v ′(r), (1.25)

fracamente em M.

Demonstração. Seja Eo domı́nio máximo estrelado no qual expo é um difeomorfismo em

sua imagem, de modo que Do = exp(Eo) e temos cut(o) = ∂(expo(Eo)). Uma vez que Eo

é um domı́nio em forma de estrela, podemos exaurir Eo por uma famı́lia {Eno } de domı́nios

em forma de estrela relativamente compactos com bordo suave. DefinimosΩn = expo(E
n
o )

para que

Ω
n ⊂ Ωn+1 , e ∪n Ωn = Do.

O fato de cada Eno ser em forma de estrela implica

∂r

∂νn
> 0, sobre ∂Ωn, (1.26)

onde νn denota o vetor normal unitário externo a ∂Ωn. Agora, assumimos a validade

de (1.24) i). Como r ∈ C∞(Ωn\{o}), calculando obtemos

∆u ⩾ v ′′ + α(r)v ′ pontualmente em Ωn\{o}.

Seja 0 ⩽ φ ∈ C∞
0 (M). Afirmamos que, para todo n,∫

Ωn

u∆φ ⩾
∫
Ωn

(v ′′ + α(r)v ′)φ+ εn,

com εn → 0 como n → +∞. Como M = Ω ∪ cut(o) e cut(o) tem medida nula, a

desigualdade (1.25) i) seguirá fazendo n→ +∞. Para provar a afirmação, fixamos δ > 0

suficientemente pequeno e aplicamos a segunda fórmula de Green em Ωn\Bδ(o) para

obter ∫
Ωn\Bδ(o)

u∆φ =

∫
Ωn\Bδ(o)

φ∆u−

∫
∂Ωn∪∂Bδ(o)

φ

(
φ
∂u

∂νn
− u

∂φ

∂νn

)
, (1.27)

onde νn é o vetor unitário normal exterior a ∂Ωn∪∂Bδ(o). Notamos que, de acordo com

(1.24) i) e (1.26),

∂u

∂νn
= v ′(r)

∂r

∂νn
⩽ 0 sobre ∂Ωn.

Usando isto, (1.2) e (1.27), obtemos∫
Ωn

u∆φ ⩾
∫
Ωn

(v ′′ + α(r)v ′)φ+ εn + In,
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com

εn =

∫
∂Ωn

u
∂φ

∂νn
,

e

In =

∫
Bδ(o)

[u∆φ− (v ′′ + α(r)v ′)φ] −

∫
∂Bδ(o)

[
u
∂φ

∂r
−φ

∂u

∂r

]
.

Claramente, Iδ → 0 quando δ → 0+. Por outro lado, como φ ∈ C∞
0 (M) e cut(o)

tem medida nula, usando os Teoremas da divergência e de Lebesgue vemos que, quando

n→ +∞,

εn

∫
Ωn

div(u∇φ) →
∫
Ω

div(u∇φ) =
∫
M

div(u∇φ) = 0.

Isso prova a afirmação e a validade de (1.25) ii). O caso de (1.24) iv) e (1.25) iv) pode

ser tratado de forma semelhante.

1.3 Espaços de Sobolev

Os espaços de Sobolev são ferramentas naturais e poderosas em análise não linear e

geometria diferencial. Eles são de grande ajuda na resolução de equações diferenciais

parciais. Por exemplo, dado Ω um domı́nio de Rn(n ⩾ 1) e f ∈ C1(R), é clássico

considerar o problema de encontrar uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tal que

∆u = f ′(u),

em Ω e u = 0 em ∂Ω, onde ∆ = −
∑

i

∂2

∂i∂i
. Essa função u pode ser vista como um

ponto cŕıtico do funcional

J (u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫
Ω

f(u)dx.

Quando f tem um crescimento razoável, por exemplo, do tipo quadrático, a definição

de J (u) faz sentido assim que u, |∇u| ∈ L2(Ω), que é, a grosso modo, a definição de um

dos espaços de Sobolev mais usados. Em várias situações, os espaços de Sobolev estão

naturalmente associados a problemas variacionais. Sua definição no contexto euclidiano

pode ser estendida ao contexto das variedades Riemannianas. Os espaços de Sobolev em

Rn são bem compreendidos. Surpresas e sutilezas ocorrem no contexto das variedades
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Riemannianas. Na sequência, C denota uma constante positiva, cujo valor pode mudar

de linha para linha e até mesmo nela mesma.

Damos inicio com algumas linhas sobre a teoria dos espaços de Sobolev em Rn. As

referências clássicas sobre o assunto são os livros de Adams [42] e de Mazj’a [52]. Dada

uma função u ∈ L1(Ω) e dado um multi-́ındice α, definimos a derivada distributiva Dαu

de u por

⟨Dαu,φ⟩ = (−1)α
∫
Ω

Dαφdx,

para toda φ ∈ C∞
c (Ω). Aqui, e no que se segue, C∞

c (X) representa o conjunto de funções

suaves com suporte compacto em X. Diz-se que uma distribuição T está no espaço L2 se

existe f ∈ Lp(Ω) tal que ⟨T ,φ⟩ =
∫
Ω
fφdx.

Definição 7. Dado k ∈ N k ⩾ 1 e p ⩾ 1, definimos

Wk,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), para qualquer |α| ⩽ k, Dαu ∈ Lp(Ω)}.

Por definição, Wk,p(Ω) é o espaço de Sobolev de ordem p em integrabilidade e ordem

k em diferenciabilidade. O espaço Wk,p(Ω) é um espaço de Banach quando dotado da

norma

∥u∥Wk,p(Ω) =

k∑
i=0

∑
|α|=i

∥Dαu∥Lp(Ω).

Outra possibilidade é definir um espaço de Sobolev Hp
k(Ω) como o fecho em relação à

norma acima ∥ · ∥Wk,p do conjunto que consiste das funções u ∈ C∞(Ω) para as quais

∥u∥Wk,p < +∞ . Por um Teorema de Meyers e Serrin [36], para qualquer inteiro k, e

qualquer vale p ⩾ 1, Wk,p(Ω) = Hp
k(Ω).

Agora voltamos nossa atenção para o caso das variedades Riemannianas. No que se

segue, seja (M, ⟨, ⟩g) uma variedade Riemanniana (suave) de dimensão n ⩾ 1. Além

disso, para k ∈ N e p ⩾ 1, definimos Cp,k(M) como o conjunto de funções u ∈ C∞(M)

para o qual
∫
M

|∇iu|pdv < +∞ para todo i ∈ {0, . . . ,k}. Então, imitando a definição

acima de Hp
k(Ω), definimos o espaço de Sobolev Hp

k(M, ⟨, ⟩g) como segue

Definição 8. O espaço de Sobolev Hp
k(M, ⟨, ⟩g) é o fecho em Lp(M) de C

p
k(M) para a

norma

u 7→ ∥u∥Hp
k
=

k∑
i=1

∥∇iu∥p.
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Aqui, ∥∇iu∥p é a norma Lp da função |∇iu| que, por definição, é a norma pontual

do tensor ∇iu com respeito a métrica ⟨, ⟩g. O espaço de Sobolev Hp
k(M, ⟨, ⟩) é o fecho

de C∞
c (M) para a norma ∥ · ∥Hp

k
em Hp

k(M, ⟨, ⟩) ou, similarmente, o fecho de C∞
c (M) em

Hp
k(M, ⟨, ⟩).

No caso dos estudos realizado neste dado trabalho, estamos tomando o caso particular

onde k = 1 e p = 2. Assim utilizaremos W1,2(M) para denotar o espaço de Sobolev onde

a norma será dada por

∥u∥W1,2 = ∥u∥L2 + ∥∇u∥L2 .

Vamos denotar com W1,2
0 (D) o fecho de C∞

c (D) em W1,2(D) onde D ⊂ M é domı́nio

da variedade Riemanniana M. Observe que, se D = M for completa, então W1,2
0 (M) =

W1,2(intM).

Definição 9. O espaço W1,2
loc(intD) das funções localmente W1,2-Sobolev é classicamente

definido pela condição de que u · χ ∈ W1,2(int(D)) para cada função de corte χ ∈

C∞
c (intD). Esse fato é aprensentado na forma do Teorema de Meyers-Serrin

Teorema 7 (Meyers-Serrin, I). Seja D ⊂M um domı́nio. Então,

W1,2(intD) = C∞(intD) ∩W1,2(intD)
W1,2

.

Demonstração. Com efeito, seja N = intD uma variedade suave sem bordo, então pode-

mos tomar um atlas enumerável, localmente finito e suave {Vk → Rm} com Vk compacto.

Usando o Lema de encolhimento, encontramos uma cobertura localmente finita e aberta

{Uk} tal que Uk ⊂ Vk. Definimos uma partição da unidade {χk} subordinada à cobertura

{Uk} e decompomos u ∈W1,2(N) como u =
∑

k uk com uk = u · χk.

Agora, fixado ε > 0, e usando mollifiers, encontramos uma função fk ∈ C∞
c (Uk) tal

que

||uk − fk||W1,2 ⩽
ε

2k
.

Assim, a soma localmente finita f =
∑

k fk é suave em N e dá uma ε-aproximação de u

no espaço W1,2(intM).

Além disso, funções com suporte compacto podem ser aproximadas usando apro-

ximações com suporte em uma vizinhança arbitrariamente pequena do suporte da função.
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Teorema 8 (Meyers-Serrin, II). Seja D ⊂M um domı́nio. Então,

W1,2(intD) = C∞(intD) ∩W1,2(intD)
W1,2

.

Além disso, se f ∈W1,2(intD) tem suporte compacto contido em D, existe uma sequência

de funções {fn} ∈ C∞
c (M) tal que

||f− fn||W1,2(intD) → 0,

e pode ser organizado de forma que suppfn esteja contido em uma ε-vizinhança do suppf.

Demonstração. Veja [15].

Usando o resultado acima e a sequência padrão uniforme de Lipschitz de funções de

corte {χn} definidas por

χn(x) =


1 se r(x) ⩽ n

n+ 1− r(x) se n ⩽ r(x) ⩽ n+ 1

0 se r(x) ⩾ n+ 1,

onde r(x) é a função de distância de um ponto fixo de o ∈ intM, verifiquemos que se M

é completa, então

W1,2(intM) = Lipc(M)
W1,2

.

De fato, seja u ∈ W1,2(intM). Sem perda de generalidade, pela primeira metade do

Teorema 8, podemos assumir que u ∈ C∞(M). Portanto, un = χnu ∈ Lipc(M) ⊂

W1,2(intM) e seu gradiente distributivo satisfaz a regra do produto

∇un = u∇χn + χn∇u

no intM. Como u ∈W1,2(intM), notemos que ||∇χn||∞ → 0 e χn → 1 quando n→ +∞,

utilizando o Teorema da convergência dominada podemos concluir que ||u−un||W1,2 → 0,

com n→ +∞.

Combinando isso com o Teorema 8, deduzimos

Corolário 2. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Então,

W1,2(intM) = C∞
c (M)

W1,2

.
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Demonstração. Seja u ∈W1,2(intM). Fixando ε > 0, obtemos u1 ∈ Lipc(M) tal que

||u− u1||W1,2 <
ε

2
.

Por outro lado, de acordo com a segunda metade do Teorema 8, existe u2 ∈ C∞
c (M)

satisfazendo

||u1 − u2||W1,2 <
ε

2
.

Segue, então, que u2 é a ε-aproximação desejada de u em W1,2(intM).

1.4 Núcleo do Calor e função de Green

O Núcleo do calor será denotado por p(t, x,y) onde t > 0 é um tempo e x,y são pontos

em M. Assim, a probabilidade de que o movimento browniano começando no ponto x

esteja em um conjunto mensurável Ω ⊂M no tempo t é dado por∫
Ω

p(t, x,y)dµ(y),

onde µ é o volume Riemanniano. Em Rn, o Núcleo do calor é dado pela fórmula clássica

p(t, x,y) =
1

(2πt)n/2
exp

(
−
|x− y|2

2t

)
.

É conhecido por satisfazer a equação do calor

∂p

∂t
= ∆p, (1.28)

nas variáveis (t, x) (o ponto y é considerado fixo) e os dados iniciais

p(t, ·,y) → δy quando t→ 0+, (1.29)

onde δy é a função delta de Dirac.

As propriedades (1.28) e (1.29) podem ser usadas para definir o Núcleo do calor em

uma variedade Riemanniana arbitrária M, o que é feito a seguir.

Qualquer função em (0,+∞) ×M ×M satisfazendo (1.28) e (1.29) é chamada de

solução fundamental da equação do calor (1.28) em M. O Núcleo do calor é a menor

solução fundamental positiva da equação do calor emM. Foi demonstrado por J.Dodziuk
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em [14] que o Núcleo do calor sempre existe (independentemente da completude geodésica)

e é suave em (t, x,y). Além disso, o Núcleo do calor possui as seguintes propriedades:

1. Simetria em x,y, isto é, p(t, x,y) = p(t,y, x).

2. A identidade de semigrupo: para qualquer s ∈ (0, t)

p(t, x,y) =

∫
M

p(s, x, z)p(t− s, z,y)dµ(z).

3. Para todo t > 0 e x ∈M, ∫
M

p(t, x,y)dµ(y) ⩽ 1.

Seja M uma variedade Riemanniana não compacta e completa. Para um conjunto

compacto K ⊂M, denote Ω =M\K e considere o Núcleo do calor de Dirichlet pΩ(t, x,y)

em Ω.

Definição 10. Definimos pΩ como uma função de t e x tal que é uma solução positiva

mı́nima do seguinte problema misto em Ω:

∂u

∂t
= ∆u

u = 0 sobre ∂Ω

u(0, x) = δy(x).

A maneira mais simples de introduzir a função de Green G(x,y) é a seguinte

Definição 11. A função de Green é definida por

G(x,y) =

∫∞
0

p(t, x,y). (1.30)

Uma definição independente é a seguinte: G(x,y) é a menor solução fundamental

positiva da equação de Laplace em M. Seguimos a convenção de que G ≡ +∞ se não

houver solução fundamental positiva, que corresponde ao caso quando a integral em (1.30)

diverge. Se G ̸= ∞ então temos, para qualquer y fixo

∆G(·,y) = δy.

Observação 3. Em R2, temos que G ≡ ∞(de fato, a solução fundamental é dada por

log |x− y|.)
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Descrevemos agora brevimente a condição de DG do núcleo de Green de Dirichlet de

uma variedade M com bordo ∂M, ou seja, a solução mı́nima positiva de
∆D

x G = −δy(x), para todo x,y ∈ intM

DG(x,y) = 0 se x ou y ∈ ∂M.

Como no caso de variedades sem bordo, o núcleo de Green DG(x,y) pode ser definido

por um procedimento de exaustão.

Considere uma exaustão crescente de M por meio de conjuntos relativamente com-

pactos com contorno de Dirichlet suave ∂Ωk interceptando ∂M transversalmente. Então

a sequência {DGΩk} dos núcleo de Green de Dirichlet de Ωk está aumentando e pela

desigualdade local de Harnack, a sequência {DGΩk} diverge em todos os pontos de intM,

ou converge localmente uniformemente para uma função suave fora da diagonal do intM

satisfazendo

∆D
x G(x,y) = −δy(x).

Além disso, se y ∈ intM e R > 0 tal que BR(y) ⋐ intM, então para todo k tal que

BR(y) ⋐ intΩk e todo x ∈ Ωk\BR(y) temos

DGΩk(x,y) ⩽ sup
∂BR(y)

DGΩk(·,y) ⩽ sup
∂BR(y)

DG(·,y).

Pelas estimativas de limite de Schauder, segue-se que DGΩk(·,y) converge localmente de

maneira uniforme em M e, portanto, DG(·,y) é cont́ınua até o bordo e desaparece sobre

∂M.

O Núcleo NG de Green de Neumann, que é necessário para satisfazer a condição de

contorno de Neumann em M, é obtido usando um procedimento de limitação e, uma vez

que, por comparação,

DGΩk ⩽N GΩk , ∀k,

temos

DG ⩽N G.

As seguintes propriedades de G(x,y) serão usadas com freqüência.

1. A função de Green G(x,y) é finita para todo x ̸= y ou infinita para todo x,y. No
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primeiro caso, diremos que G é finito. O valor na diagonal G(x, x) é sempre infinito. Além

disso, a singularidade de G(x,y) com x→ y é da mesma ordem que em Rn, ou seja,

G(x,y) ≍


r2−n, n > 2,

log
1

r
, n = 2,

quando r = dist(x,y) → 0.

2. Positividade: G(x,y) > 0.

3. Simetria: G(x,y) = G(y, x).

4. G(·,y) é harmônico longe de y (na verdade, G(·,y) é superharmônico em M se for

permitido +∞ como um valor da função).

5. Uma consequência da minimalidade

inf
x∈M

G(x,y) = 0.

1.5 Desigualdade de Harnack

Nesta seção, discutimos uma estimativa importante que é essencial para o estudo das

funções harmônicas, bem como de muitos problemas eĺıpticos. Todas as informações apre-

sentadas nessa seção foram adiquiridas no livro de Peter Li, [39], onde lá são apresentados

argumentos ultilizando hipótese sobre a curvatura de Ricci.

No tratamento a seguir, apresentaremos uma prova para a estimativa de gradiente

acentuado para funções positivas que satisfaçam a equação

∆u = 0.

O argumento fornecerá as estimativas locais e globais. Várias consequências imediatas da

estimativa do gradiente também serão obtidas.

O seguinte Lema será útil,

Lema 4. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional completa. Suponha que a

curvatura de Ricci de M seja limitada inferiomente por

Ric ⩾ −(m− 1)R,
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para algum R ⩾ 0 constante. Seja u uma função definida em M satisfazendo a equação

∆u = 0,

e se definirmos

h = |∇ log(a+ u)|2,

então

∆h−
m

m− 1
|∇h|2h−1 +

2(m− 2)

m− 1
⟨∇v,∇h⟩ ⩾ 2

m− 1
h2 − 2(m− 1)Rh.

Demonstração. Definindo a função v = log(a+u), um cálculo direto mostra que v satisfaz

a equação

∆v = −|∇v|2.

Usando a fórmula de Bochner, obtemos

∆h = ∆(|∇ log(a+ u)|2) = ∆|∇v|2

= 2
∂2v

∂xi∂xj
+ 2Rij

∂v

∂xi

∂v

∂xj
+ 2⟨∇v,∇(∆v)⟩

= 2
∂2v

∂xi∂xj
+ 2Rij

∂v

∂xi

∂v

∂xj
− 2⟨∇v,∇|∇v|2⟩

⩾ 2
∂2v

∂xi∂xj
− 2(m− 1)Rh− 2⟨∇v,∇h⟩. (1.31)

Escolhendo um referencial ortonormal {e1, . . . , em} em um ponto de modo que |∇v|e1 =

∇v, podemos escrever

|∇|∇v|2|2 = 4

m∑
j=1

(
m∑
i=1

∂v

∂xi

∂2v

∂xi∂xj

)2

= 4

(
∂v

∂x1

)2 m∑
j=1

(
∂2v

∂x1∂xj

)2

= 4|∇v|2
m∑
j=1

(
∂2v

∂x1∂xj

)2

. (1.32)
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Por outro lado,(
∂2v

∂xi∂xj

)2

⩾

(
∂2v

∂x1∂x1

)2

+ 2

m∑
α=2

(
∂2v

∂x1∂xα

)2

+

m∑
α=2

(
∂2v

∂xα∂xα

)2

⩾

(
∂2v

∂x1∂x1

)2

+ 2

m∑
α=2

(
∂2v

∂x1∂xα

)2

+

(∑m
α=2

∂2v

∂xα∂xα

)2

m− 1

=

(
∂2v

∂x1∂x1

)2

+ 2

m∑
α=2

(
∂2v

∂x1∂xα

)2

+

(
∆v−

∂2v

∂x1∂x1

)2

m− 1

=

(
∂2v

∂x1∂x1

)2

+ 2

m∑
α=2

(
∂2v

∂x1∂xα

)2

+

(
|∆v|2 +

∂2v

∂x1∂x1

)2

m− 1

=

(
∂2v

∂x1∂x1

)2

+ 2

m∑
α=2

(
∂2v

∂x1∂xα

)2

+
|∆v|4

m− 1
+

(
2
∂2v

∂x1∂x1
|∇v|2

)
m− 1

+

(
∂2v

∂x1∂x1

)
m− 1

⩾
m

m− 1

m∑
α=1

(
∂2v

∂1∂α

)2

+
1

m− 1
|∇v|4 + 1

m− 1

∂2v

∂1∂1
. (1.33)

No entanto, usando a identidade

2
∂v

∂x1

∂2v

∂x1∂x1
= e1(|∇v|2) = ⟨∇|∇v|2,∇v⟩|∇v|2,

concluimos que

2
∂2v

∂x1∂1
= |∇v|−2⟨∇|∇v|2,∇v⟩.

Substituindo a identidade acima em (1.33), obtemos(
∂2v

∂xi∂xj

)2

⩾
m

m− 1

m∑
j=1

(
∂2v

∂x1∂xj

)2

+
1

m− 1
|∇v|4 + 1

m
⟨∇|∇v|2,∇v⟩|∇v|−2|∇v|2

=
m

m− 1

m∑
j=1

(
∂2v

∂x1∂xj

)2

+
1

m− 1
|∇v|4 + 1

m− 1
⟨∇|∇v|2,∇v⟩.

Combinando a desigualdade acima com (1.31) e (1.32) resulta

∆h ⩾
m

2(m− 1)
|∇h|2h−1 − 2(m− 1)Rh−

2(m− 2)

m− 1
⟨∇v,∇h⟩+ 2

m− 1
h2
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Agora, vamos apresentar o toerema de estimativa para o gradiente.

Teorema 9. Seja Mm uma variedade Riemanniana completa de dimensão m. Suponha

que a bola geodésica Bp(2ρ)∩∂M ̸= ∅. Suponha que a curvatura de Ricci em Bp(2ρ) seja

limitada inferiormente por

Ric ⩾ −(m− 1)R,

para alguma constante R ⩾ 0. Se u é uma função positiva definida em Bp(2ρ) ⊂ M

satisfazendo

∆u = 0,

então existe uma constante C dependendo de m tal que

|∇u|2

u2
(x) ⩽

[4(m− 1)2 + 2ε]R

4− 2ε
+ C(1+ ε−1)ρ−2,

para todo x ∈ Bp(ρ) e para qualquer ε < 2.

Além disso, se ∂M = ∅ com Ric ⩾ −(m − 1)R em todos os pontos e u são definidos

em M, então

|∇u|2

u2
(x) ⩽ (m− 1)2R,

e

0 ⩽
(m− 1)2R

4
.

Demonstração. Definindo v = logu e h = |∇v|2, o Lema 4 afirma que

∆h−
m

2(m− 1)
|∇h|2h∇−1 +

2(m− 2)

m− 1
⟨∇v,∇h⟩ ⩾ 2

m− 1
h2 − 2(m− 1)Rh.

Seja ϕ uma função de corte não negativa e G = ϕh, então temos

∆G = (∆ϕ)h+ 2⟨∇ϕ,∇h⟩+ ϕ∆h

=
∆ϕ

ϕ
ϕh+ 2

1

ϕ
⟨∇ϕ,∇(ϕh)⟩+ ϕ∆h

⩾
∆ϕ

ϕ
ϕh+ 2ϕ−1⟨∇ϕ,∇(ϕh)⟩− 2|∇ϕ|2ϕ−2G+

m

2(m− 1)
|∇G|2G−1

+
m

2(m− 1)
|∇ϕ|2ϕ−2G−

m

m− 1
ϕ−1⟨∇ϕ,∇G⟩

−
2(m− 2)

m− 1
⟨∇v,∇G⟩+ 2(m− 2)

m− 1
⟨v,∇ϕ⟩h

+
2

m− 1
ϕ−1G2 − 2(m− 1)RG. (1.34)
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Usando a desigualdade

|⟨∇v,∇ϕ⟩| ⩽ |∇ϕ|ϕ−1/2G1/2 ,

temos que (1.34) pode ser escrito como

∆G ⩾
∆ϕ

ϕ
G+

m− 2

m− 1
ϕ−1⟨ϕ,∇G⟩− 3m− 4

2(m− 1)
|∇ϕ|2ϕ−2G

+
m

2(m− 1)
|∇G|2G−1 − 2(m− 1)RG−

2(m− 2)

m− 1
⟨∇v,∇G⟩

−
2(m− 2)

m− 1
|∇ϕ|ϕ−3/2G3/2 +

2

m− 1
ϕ−1G2.

No entanto, no ponto máximo x0 de G, o prinćıpio do máximo afirma que

∆G(x0) ⩽ 0

e

∇G(x0) = 0.

Portanto, em x0, temos

0 ⩾ (m− 1)(∆ϕ)G−
3m− 4

2
|∇ϕ|2ϕ−1G− 2(m− 1)2RϕG

−2(m− 1)|∇ϕ|−1/2G3/2 + 2G2. (1.35)

Escolha ϕ(x) = ϕ(r(x)) para ser uma função da distância r ao ponto fixo p com a

propriedade que 
ϕ = 1 em Bp(ρ)

ϕ = 0 em M\Bp(2ρ)

−Cρ−1ϕ1/2 ⩽ ϕ ′ ⩽ 0 em Bp(2ρ)\Bp(ρ),

e

|ϕ ′′| ⩽ Cρ−2 em Bp(2ρ)\Bp(ρ).

Em seguida, o Teorema de Comparação do Laplaciano afirma que

∆ϕ = ϕ ′∆r+ ϕ ′′

⩾ −C1(ρ
−1
√
R+ ρ−2),
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e também

|∇ϕ|2ϕ−1 ⩽ C2ρ
−2.

Portanto, (1.35) produz

0 ⩾ −(C3ρ
−1
√
R+ C4ρ

−2)G− 2(m− 1)2RϕG

−C5ρ
−1G3/2 + 2G2

= −(C3ρ
−1G3/2

√
R+ C4ρ

−2 + 2(m− 1)2R)G− C5ρ
−1G3/2 + 2G2. (1.36)

Por outro lado, a desigualdade de Schwarz afirma que

−C5ρ
−1G3/2 ⩾ −εG2 −

C2
5

4
ε−2ρ2G

e

−C3ρ
−1
√
R ⩾ −εR− C7ε

−1ρ−2,

para ε > 0. Portanto, combinando isso com (1.36), obtemos

0 ⩾ −(C8(1+ ε
−1)ρ−2 + [2(m− 1)2 + ε]R)G+ (2− ε)G2.

Em particular, se ε < 2, então para qualquer x ∈ Bp(ρ) conclúımos que

|∇v|2(x) ⩽ G(x0) ⩽
2B

4− 2ε
, (1.37)

onde

B = C8(1+ ε
−1)ρ−2 + (2(m− 1)2 + ε)R.

Logo,

|∇u|2

u2
(x) ⩽

2C8(1+ ε
−1)ρ−2R

4− 2ε
+

(2(m− 1)2 + 2ε)R

4− 2ε

= C(1+ ε−1)ρ−2 +
(2(m− 1)2 + 2ε)R

4− 2ε
,

para todos os pontos x ∈ Bp(ρ) e para todos ε < 2.

Se u for definida em M, segue que |∇v|2 é uma função limitada. Em particular, se

tomarmos ρ→ +∞ em (1.37), então

|∇u|2

u2
(x) ⩽ lim

ρ→+∞
[
C(1+ ε−1)ρ−2

]
+

(2(m− 1)2 + 2ε)R

4− 2ε

=
(2(m− 1)2 + 2ε)R

4− 2ε
,



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 40

agora fazendo ε→ 0 obtemos que

|∇u|2

u2
(x) ⩽ lim

ε→0

(2(m− 1)2 + 2ε)R

4− 2ε

= 2(m− 1)2R.

Isso dá uma contradição se 0 > (m− 1)2R/4, e assim, obtemos a segunda afirmação.

A seguinte desigualdade de tipo de Harnack é uma consequência direta da estimativa

do gradiente

Corolário 3 (Desigualdade de Harnack). Seja Mm uma variedade completa com a cur-

vatura de Ricci limitada inferiormente por

Ric ⩾ −(m− 1)R,

para alguma constante R ⩾ 0. Se u é uma função positiva definida na bola geodésica

Bp(2ρ) ⊂M satisfazendo

∆u = 0,

para alguma constante λ ⩾ 0, então existem constantes C9,C10 > 0 dependendo de m tal

que

u(x) ⩽ u(y)C9 exp(C10ρ
√
R),

para todo x,y ∈ Bp(ρ/2).

Demonstração. Seja γ a menor curva em Bp(ρ) unindo y a x, e claramente o comprimento

de γ é no máximo 2ρ. Integrando |∇ logu| ao longo de γ obtemos

logu(x) − logu(y) ⩽
∫
γ

|∇ logu|. (1.38)

Por outro lado, aplicando a estimativa do gradiente do Teorema 9, obtemos∫
γ

|∇ logu| ⩽
∫
γ

(
[4(m− 1)2 + 2ε]R

4− 2ε
+ C(1+ ε−1)ρ−2

)1/2

⩽
∫
γ

(
C10

√
R+ C12ρ

−1
)

⩽ C10ρ
√
R+ 2C12.
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O corolário segue combinando essa desigualdade com (1.38), logo

logu(x) − logu(y) ⩽
∫
γ

|∇ logu| ⩽ C10ρ
√
R+ 2C12

aplicando a exponencial na desigualdade acima obtemos

exp(logu(x)) · exp(− logu(y)) ⩽ exp(C10ρ
√
R) · exp(2C12),

obtemos que

u(x) ⩽ u(y)C9 exp(C10ρ
√
R).
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Parabolicidade em Variedades

Riemanniana

Seja (M, ⟨, ⟩g) uma variedade Riemanniana orientada com bordo suave ∂M ̸= ∅ e ν

o vetor normal unitario exterior. No que se segue, durante esse caṕıtulo omitimos o

g situado na métrica. O interior de M (como uma variedade com bordo) é denotado

por intM = M\∂M. Um domı́nio em M, é um conjunto aberto não necessariamente

conexo D ⊆M. Dizemos que o domı́nio D é suave se sua fronteira topológica ∂D é uma

hipersuperf́ıcie suave Γ com fronteira ∂Γ = ∂D ∪ ∂M. Claramente, se ∂M = ∅ então a

condição de suavidade se reduz à usual. É um fato padrão que cada variedade com bordo

(possivelmente vazio) possui uma exaustão por domı́nios pré-compactos suaves. Para isso,

escolhemos uma função apropriada ρ :M −→ [0,+∞) dada por

ρ = Σjjρj

onde {ρj} é uma partição da unidade suave com suporte compacto. Segue do Teorema de

Sard que o conjunto dos valores cŕıticos de ρ possuem medida nula em R, assim podemos

tomar uma sequência crescente {tk} −→ +∞ de tal forma que tk é um valor regular

para ρ|intM e ρ|M. Portanto, Dk = {ρ < tk} define a exaustão desejada com bordo

∂Dk = {ρ = tk} suave, pois tk é um valor regular. Adotando a notação em [5], para

qualquer domı́nio D ⊆M definimos

∂0D = ∂D ∩ intM,

42
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que chamaremos de bordo de Dirichlet do domı́nio. Observe também que D pode incluir

parte do bordo de M. Portanto, definimos

∂1D = ∂M ∩D,

que pode ser chamado de bordo de Neumann deD (embora não esteja no bordo topológico

do domı́nio).

Figura 2.1: Bordo de Dirichlet e bordo de Neumann.

Finalmente, a parte interior de D, no sentido de variedades com bordo, é definida como

intD = D ∩ intM,

tal que, em particular,

D = intD ∪ ∂1D.

Agora, suponha que D ⊆ M seja qualquer domı́nio. Estendemos a noção de W1,2
loc(D)

incluindo a fronteira de Neumann do domı́nio: isso é essencial para introduzir um signifi-

cado distributivo de (sub)soluções do problema de Neumann. Assim, com um leve abuso

de notação, escrevemos

W1,2
loc(D) = {u ∈W1,2(intΩ),∀ domı́nio Ω ⊂⊂ D = intD ∪ ∂1D}.
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Figura 2.2: Interior de D no sentido de variedades com bordo.

Agora, suponha que D ⊂M seja qualquer domı́nio. Teremos a seguinte definição

Definição 12. Por uma subsolução fraca de Neumann u ∈ W1,2
loc(D) da função de La-

place, isto é, uma solução fraca para o problema ∆u ⩾ 0 no intD

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂1D

(2.1)

queremos dizer que a seguinte desigualdade

−

∫
intD

⟨∇u,∇φ⟩ ⩾ 0 (2.2)

vale para toda função 0 ⩽ φ ∈ C∞
c (D). Na verdade, uma vez que ∂1D tem medida nula,

podemos sempre pensar em u e ∇u como definidos em todo o domı́nio D e escrever

−

∫
D

⟨∇u,∇φ⟩ ⩾ 0

Da mesma maneira, tomando D = M, define-se a noção de subsolução de Neumann

fraca da equação de Laplace em M como uma função u ∈ W1,2
loc(M) que satisfaz (2.2)

para cada 0 ⩽ φ ∈ C∞
c (M). De forma análoga, a noção de supersolução fraca pode ser

obtida invertendo a desigualdade e, finalmente, falamos de uma solução fraca quando a

igualdade se mantém em (2.2) sem qualquer condição de sinal em φ.

Observação 4. A igualdade em (2.2), na definição acima, se mantém independente do

sinal da φ.
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Com efeito, seja u ∈ W1,2
loc(D) uma solução do problema (2.1). Dáı, tomemos φ ∈

C∞
c (D) e φ = φ+ − φ− onde φ+ e φ− são a parte positiva e negativa de φ, respectiva-

mente. Como ⟨∇u,∇φ⟩ ≠ 0 obtemos que
∫
intD⟨∇u,∇φ⟩ ≠ 0 e, consequentemente,∫

intD

⟨∇u,∇φ+⟩ ⩾ 0 e

∫
intD

⟨∇u,∇φ−⟩ ⩽ 0.

Assim,

−

∫
intD

⟨∇u,∇φ+⟩ ⩽ 0 e −

∫
intD

⟨∇u,∇φ−⟩ ⩾ 0. (2.3)

Por outro lado, pela Identidade de Green, temos que

−

∫
intD

⟨∇u,∇φ+⟩ =

∫
intD

φ+∇u−

∫
∂D

φ+∂u

∂ν

=

∫
intD

φ+∇u−

∫
∂1D

φ+∂u

∂ν

⩾ 0,

logo, ∫
intD

⟨∇u,∇φ+⟩ ⩾ 0. (2.4)

Aplicando o argumento anterior para φ− temos

−

∫
intD

⟨∇u,∇φ−⟩ =

∫
intD

φ−∇u−

∫
∂D

φ−∂u

∂ν

=

∫
intD

φ−∇u−

∫
∂1D

φ−∂u

∂ν

⩽ 0,

isto é,

−

∫
intD

⟨∇u,∇φ−⟩ ⩽ 0. (2.5)

Segue de (2.3), (2.4) e (2.5) que
∫
intD⟨∇u,φ

+⟩ = 0 e
∫
intD⟨∇u,φ

−⟩ = 0. Portanto,∫
intD

⟨∇u,∇φ⟩ =

∫
intD

⟨∇u,∇φ+⟩− ⟨∇u,∇φ−⟩

=

∫
intD

⟨∇u,∇φ+⟩−
∫
intD

⟨∇u,∇φ−⟩

= 0,

e assim, obtemos o resultado desejado.
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Observação 5. Claramente, na definição acima, é equivalente exigir que (2.2) seja válido

para cada 0 ⩽ φ ∈ Lipc(D). Além disso, são lembrados acima, que os argumentos

de densidade padrão funcionam mesmo para variedades com bordo e, portanto, (2.2) se

estende a todos compactamente suportados 0 ⩽ φ ∈W1,2
0 (D).

Agora estamos prontos para dar a seguinte definição de parabolicidade na forma de

um resultado do tipo Liouville.

Definição 13. Uma variedade Riemanniana orientada M com bordo ∂M ̸= ∅ é parabólica

se para cada u ∈ C0(M) ∩W1,2
loc(M) satisfazendo
∆u ⩾ 0 em intM,

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M,

supM u < +∞.

, (2.6)

temos que, u é constante.

2.1 Capacidade e potenciais de equiĺıbrio

Seja M uma variedade sem bordo, dado um conjunto compacto K e um conjunto aberto

Ω contendo K, a capacidade do condensador (K,Ω) é definida por

Cap(K,Ω) = inf

{∫
Ω

|∇u|2; u ∈ C∞
c ; u ⩾ 1 em K

}
.

Quando Ω=M, escrevemos Cap(K,Ω) = Cap(K) e nos referimos a ele como a capa-

cidade(abstrata) de K. Um argumento de aproximação simples mostra que o ı́nfimo no

lado direito pode ser calculado de forma equivalente sobre o conjunto

{u ∈ Lipc(Ω); u = 1 em K},

ou mesmo em

W0(K,Ω) = {u ∈ C(Ω) ∩W1,2
0 (Ω); u = 1 em K}.

Referimo-nos ás funções emW0(K,Ω) como potenciais adimisśıveis para o condensador

(K,Ω). As propriedades de monotonicidade são mantidas pela capacidade, ou seja, se

K ⊂ K1 são conjuntos compactos e Ω ⊂ Ω1 são abertos, então

Cap(K,Ω1) ⩽ Cap(K1,Ω1) ⩽ Cap(K1,Ω).
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De fato, fixando o conjunto aberto Ω1 teremos que

{u ∈ Lipc(Ω1); u = 1 em K} ⊇ {u ∈ Lipc(Ω1); u = 1 em K1},

então, pela propriedade de infimo obtemos

inf

{∫
Ω1

|∇u|2; u ∈ Lipc(Ω1); u = 1 em K

}
⩽ inf

{∫
Ω1

|∇u|2; u ∈ Lipc(Ω1); u = 1 em K1

}
e assim, podemos concluir que

Cap(K,Ω1) ⩽ Cap(K1,Ω1).

Agora, fixemos o conjunto compacto K1. Como Ω ⊂ Ω1, teremos que dado u ∈ {v ∈

Lipc(Ω); v = 1 em K1} então w|Ω1
= u para algum w ∈ {z ∈ Lipc(Ω1); z = 1 em K1}

e, consequentemente,

{v ∈ Lipc(Ω); v = 1 em K1} ⊂ {z ∈ Lipc(Ω1); z = 1 em K1}.

Segue das propriedades de ı́nfimo que

inf

{∫
Ω1

|∇u|2; u ∈ Lipc(Ω1); u = 1; em K1

}
⩽ inf

{∫
Ω

|∇u|2; u ∈ Lipc(Ω); u = 1 em K1

}
.

Portanto,

Cap(K1,Ω1) ⩽ Cap(K1,Ω).

Dessa forma, obtemos (2.7). Com as considerações acima podemos definir, primeiramente,

a capacidade de um conjunto aberto U ∈ Ω como

Cap(U,Ω) = sup
U⊃K

Cap(K,Ω), onde K é compacto,

e então a capacidade de um conjunto arbitrário E ∈ Ω como

Cap(E,Ω) = inf
E⊃U

Cap(U,Ω), onde U é aberto.

O seguinte Lema será útil na prova das Proposições apresentadas neste Caṕıtulo.

Lema 5. Seja D ⊆ Ω um conjunto aberto, e sejam Dn e Ωn sequências de conjuntos

abertos tais que

D ⊆ Dn+1 ⊆ Dn ⊆ Dn ⊆ Ωn ⊆ Ωn+1 ⊆ Ω; ∩nDn = D; ∪nΩ = Ω.

Então,

lim
n

Cap(Dn,Ωn) = Cap(D,Ω). (2.7)
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Demonstração. Sejam D ⋐ Ω conjuntos abertos e Dn, Ωn sequências de conjuntos aber-

tos tais que

D ⊆ Dn+1 ⊆ Dn ⊆ Dn ⊆ Ωn ⊆ Ωn+1 ⊆ Ω; ∩nDn = D; ∪nΩ = Ω.

Obtemos, pela monotonicidade da capacidade, que se Dn+1 ⊆ Dn e Ωn ⊂ Ωn+1 então

Cap(Dn+1,Ωn+1) ⩽ Cap(Dn+1,Ωn) ⩽ Cap(Dn,Ωn)

Portanto, a Cap(Dn,Ωn) é monótona e ainda, como D ⊆ Dn+1, Ωn+1 ⊆ Ω podemos

concluir que

Cap(D,Ω) ⩽ Cap(Dn+1,Ω) ⩽ Cap(Dn+1,Ωn+1) ⩽ Cap(Dn,Ωn),

então

Cap(D,Ω) ⩽ Cap(Dn,Ωn).

Assim Cap(Dn,Ωn) é uma sequência monótona decrescente limitada superiormente. Se-

gue dáı que limn→∞ Cap(Dn,Ωn) existe e

lim
n→∞Cap(Dn,Ωn) ⩾ Cap(D,Ω). (2.8)

Agora, vamos calcular a desigualdade contrária. Para isto, tomemos uma função teste

ϕ ∈ Lipc(Ω) com ϕ = 1 em D e para ε > 0 suficientemente pequeno definimos a função

ϕε = min

{
1,

(
ϕ− ε

1− 2ε

)
+

}
(2.9)

Para n suficientemente grande temos que

Dn ⊆ {x : 1− ε ⩽ ϕ(x) ⩽ 1} (2.10)

e

{x : ε ⩽ ϕ(x) ⩽ 1} ⊂ Ωn. (2.11)

Com efeito, no conjunto {x : 1− ε ⩽ ϕ(x) ⩽ 1} teremos que ϕε ≡ 1 pois

1− ε ⩽ ϕ.

Somando e subtraindo ε nos dois lado da desigualdade obtemos

1− 2ε ⩽ ϕ− ε.
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Agora multiplicando por
1

1− 2ε
tem-se

1− 2ε

1− 2ε
⩽

ϕ− ε

1− 2ε
,

então 1 ⩽
ϕ− ε

1− 2ε
. Assim, por (2.9) obtemos o desejado. De maneira análoga, podemos

concluir que ϕϵ =
ϕ− ε

1− 2ε
. Logo, dado x ∈ Dn teremos que ϕ ≡ 1, então

ϕε = min

{
1,

(
1− ε

1− 2ε

)
+

}
,

em Dn, dáı se ϕε =
1− ε

1− 2ε
teremos

1− ε

1− 2ε
< 1,

mutiplicando a desigualdade acima por 1− 2ε teremos

1− ε < 1− 2ε,

isso implica que 0 > ε, que é um absurdo, já que estamos admitindo ε > 0. Portando,
1− ε

1− 2ε
> 1 e, consequentemente, ϕε ≡ 1 em Dn então teremos (2.10). Agora, notemos

que

(
ϕ− ε

1− 2ε

)
+

é a parte positiva da função
ϕ− ε

1− 2ε
logo

ϕ− ε

1− 2ε
> 0,

multiplicando por 1− 2ε teremos

ϕ− ε > 0,

logo ϕ > ε > 0. Por outro lado, temos que ϕ é Lipschtiziana com suporte compacto em

Ω e, em particular, sobre cada Ωn, já que Ω = ∪nΩn então ϕ(x) ̸= 0 em Ωn. Como

para todo ponto em {x : ε ⩽ ϕ(x) ⩽ 1} temos que ϕε(x) ̸= 0 e, consequentemente,

ϕ(x) ̸= 0 nesse mesmo conjunto, teremos (2.11). Segue que ϕε é Lipschitziana com

suporte compacto em Ωn e ϕε ≡ 1 em Dn, então ϕε será um potencial admisśıvel para

o condensador
(
Dn,Ωn

)
de modo que∫

|∇ϕε|
2 ⩾ Cap(D,Ωn).

Assim, aplicando o limite com n→ ∞ obtemos∫
|∇ϕε|

2 = lim
n→∞

∫
|∇ϕε|

2 ⩾ lim
n→∞Cap(Dn,Ωn).
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Agora, notemos que no conjunto {x : ε ⩽ ϕ(x) ⩽ 1− ε}

ϕε =
ϕ− ε

1− 2ε
,

assim aplicando o gradiente

∇ϕε = ∇
(
ϕ− ε

1− 2ε

)
,

então o gradiente de ϕ será igual a
∇ϕ

1− 2ε
, portanto, |∇ϕε|

2 =
|∇ϕ|2

(1− 2ε)2
. Segue dáı que

∫
|∇ϕε|

2 =

∫
{x : ε⩽ϕ(x)⩽1−ε}

|∇ϕ|2

(1− 2ε)2
=

1

(1− 2ε)2

∫
{x : ε⩽ϕ(x)⩽1−ε}

|∇ϕ|2.

Como {x : ε ⩽ ϕ(x) ⩽ 1 − ε} ⊆ Ωn ⊆ ∪nΩn = Ω, teremos, pela monotonicidade da

integral de Lebesgue, que∫
{x : ε⩽ϕ(x)⩽1−ε}

|∇ϕ|2 ⩽
∫
Ω

|∇ϕ|2.

Logo,

lim
ε→0

∫
|∇ϕ|2 = lim

ε→0

1

(1− 2ε)2

∫
{x : ε⩽ϕ(x)⩽1−ε}

|∇ϕ|2

⩽ lim
ε→0

1

(1− 2ε)2

∫
Ω

|∇ϕ|2

=

∫
Ω

|∇ϕ|2,

e conclúımos que,

lim
ε→0

(
lim
n→∞Cap(Dn,Ωn)

)
⩽ lim

ε→0

∫
|∇ϕε|

2 ⩽
∫
Ω

|∇ϕ|2.

Como n não depende de ε > 0 teremos que

lim
n→∞Cap(Dn,Ωn) ⩽

∫
Ω

|∇ϕ|2.

Assim, da definição de ı́nfimo, que dado δ > 0 obtemos ϕ ∈ {Lipc; ϕ = 1 em D} tal que∫
Ω

|∇ϕ|2 < Cap(D,Ω) + δ.

Isso implica que,

lim
n→∞Cap(Dn,Ωn) ⩽

∫
Ω

|∇ϕ|2 < Cap(D,Ω) + δ.
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Como δ > 0 foi tomado de maneira arbitrária, podemos concluir que

lim
n→∞Cap(Dn,Ωn) ⩽ Cap(D,Ω). (2.12)

Portanto, de (2.12) e (2.8) podemos concluir que

lim
n→∞Cap(Dn,Ωn) = Cap(D,Ω).

Proposição 9. Sejam D ⋐ Ω domı́nios relativamente compactos com contornos suaves

∂0D e ∂0Ω transversais a ∂M. Então, existe u ∈W0(D,Ω) ∩ C∞((Ω⧹D) ∪ ∂1(Ω⧹D))

tal que 0 ⩽ u ⩽ 1 e

Cap(D,Ω) =

∫
Ω

|∇u|2.

Demonstração. Consideremos o problema do valor misto no bordo
∆u = 0 em int(Ω⧹D)

∂u

∂ν
= 0 em ∂1(Ω⧹D)

u = 0 em ∂0Ω; u = 1 em ∂0D.

(2.13)

Figura 2.3: O potencial de capacidade para o capacitor (K,Ω). Fonte: A. Grigor’yan em

[1].

Segue de [22] e da conhecidade Teoria de Regularidade Local, que (2.13) tem uma

solução clássica u ∈ C0(Ω) ∩ C∞(Ω⧹D) ∪ ∂1(Ω⧹D). Pelo Prinćıpio do Máximo Forte

e o Lema do Ponto de Fronteira, segue que 0 < u < 1 em Ω⧹D. Estendemos u para

Ω definindo-o igual a 1 em D. Para mostrar que u ∈ W1,2(Ω), escolhemos ε ∈ (0, 1)
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suficientemente pequeno tal que ε e 1 − ε sejam valores regulares de u no int(Ω⧹D) e

em ∂1(Ω⧹D)

Ωε = {x; u(x) ⩾ ε}; Dε = {x; u(x) > 1− ε} e uε =
u− ε

1− 2ε

de modo que uε ∈ C2(Ωε⧹Dε) satisfaz
∇uε = 0 em int(Ωε⧹Dε)

∂uε

∂ν
= 0 em ∂1(Ωε⧹Dε)

uε = 0 em ∂0Ωε; uε = 1 em ∂0Dε

De fato, pois como u satisfaz (2.13) teremos que

∇uε = ∇
(
u− ε

1− 2ε

)
=

∇u
1− 2ε

= 0 em int(Ωε⧹Dε),

∂uε

∂ν
=
∂

∂ν

(
u− ε

1− 2ε

)
=

1

1− 2ε

∂u

∂ν
= 0 em ∂1(Ωε⧹Dε),

uε =
u− ε

1− 2ε
= 0 em ∂0Ωε e uε =

u− ε

1− 2ε
= 1 em ∂0Dε.

Agora, afirmamos que pelo prinćıpio usual de Dirichlet uε é o potencial de equilibrio do

capacitor (Dε,Ωε) e, em particular,

1

1− 2ε

∫
Ωε⧹Dε

|∇u|2 =
∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 = Cap(Dε,Ωε).

Com efeito, seja ϕ ∈ Lipc(Ωε) com ϕ = 1 em Dε uma função teste e ainda definimos

v = uε − ϕ, assim ϕ = uε − v e teremos que∫
Ωε

|∇ϕ|2 =
∫
Ωε

|∇(uε − ϕ)|
2

Segue do Teorema de Sard que o conjunto dos pontos cŕıticos de ϕ possuem medida

nula, logo integrando sobre Ωε é o mesmo que integrando sobre Ωε⧹Dε, ou seja,∫
Ωε

|∇ϕ|2 =
∫
Ωε⧹Dε

|∇ϕ|2,
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então, ∫
Ωε⧹Dε

|∇ϕ|2 =

∫
Ωε⧹Dε

|∇(uε − v)|
2

=

∫
Ωε⧹Dε

⟨∇(uε − v),∇(uε − v)⟩

=

∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇uε⟩− 2

∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇v⟩

+

∫
Ωε⧹Dε

⟨∇v,∇v⟩

=

∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 − 2

∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇v⟩

+

∫
Ωε⧹Dε

|∇v|2.

Logo, ∫
Ωε⧹Dε

|∇ϕ|2 =
∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 − 2

∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇v⟩+
∫
Ωε⧹Dε

|∇v|2. (2.14)

Notemos que ∇uε = 0 emΩε⧹Dε e ∂0(Ωε⧹Dε) = ∂0Ωε∪∂0Dε. Assim, se x ∈ ∂0Ωε

temos que ϕ ≡ 0 e uε ≡ 0, logo v = 0. Agora, se x ∈ ∂0Dε teremos que uε ≡ 1 e ϕ ≡ 1,

então v = 0.

No caso em que x ∈ ∂0Ωε e x ∈ ∂0Dε obtemos diretamente que v = 0. Segue que

v = 0 em ∂0(Ωε⧹Dε) e ainda
∂uε

∂ν
= 0 sobre ∂1(Ωε⧹Dε). Pela fórmula de Green,

obtemos que ∫
Ωε⧹Dε

v∆uε =

∫
∂(Ωε⧹Dε)

⟨∇uε,ν⟩v−
∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇v⟩.

assim∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇v⟩ = −

∫
Ωε⧹Dε

v∆uε +

∫
∂0(Ωε⧹Dε)∪∂1(Ωε⧹Dε)

⟨∇uε,ν⟩v

= −

∫
Ωε⧹Dε

v∆uε +

∫
∂0(Ωε⧹Dε)(Ωε⧹Dε)

⟨∇uε,ν⟩v+
∫
∂1(Ωε⧹Dε)

⟨∇uε,ν⟩v.

Como

−

∫
Ωε⧹Dε

v∆uε =

∫
∂0(Ωε⧹Dε)(Ωε⧹Dε)

⟨∇uε,ν⟩v =
∫
∂1(Ωε⧹Dε)

⟨∇uε,ν⟩v = 0,

podemos concluir que, ∫
Ωε⧹Dε

⟨∇uε,∇v⟩ = 0. (2.15)
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Substituindo (2.15) em (2.14) teremos que∫
Ωε

|∇ϕ|2 =

∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 + |∇v|2 =

∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 +

∫
Ωε⧹Dε

|∇v|2.

Sendo v = 0 em ∂0(Ωε⧹Dε) teremos que v ̸= 0 em Ωε⧹Dε então,∫
Ωε⧹Dε

|∇v|2 > 0.

Segue dáı que∫
Ωε

|∇ϕ|2 =

∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 +

∫
Ωε⧹Dε

|∇v|2 >
∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2

e, consequentemente, ∫
Ωε

|∇ϕ|2 >
∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2,

como queriamos demonstrar. Agora, utilizando (2.14) fazendo ε→ 0 teremos que

lim
ε→0

Cap(Dε,Ωε) = lim
ε→0

∫
Ωε⧹Dε

|∇uε|
2 = lim

ε→0

1

(1− 2ε)2

∫
Ωε⧹Dε

|∇u|2.

Pelo Teorema da Convergencia Monotona, obtemos

lim
ε→0

1

(1− 2ε)2

∫
Ωε⧹Dε

|∇u|2 =
∫
Ω⧹D

|∇u|2

e, portanto,

lim
ε→0

Cap(Dε,Ωε) =

∫
Ω⧹D

|∇u|2.

Por outro lado, pelo Lema 5 podemos concluir que

Cap(D,Ω) = lim
ε→0

Cap(Dε,Ωε) =

∫
Ω⧹D

|∇u|2 ⇒ Cap(D,Ω) =

∫
Ω⧹D

|∇u|2

e, concluimos que u ∈W1,2(Ω) tal que u ∈W0(D,Ω) e

Cap(D,Ω) =

∫
Ω⧹D

|∇u|2 =
∫
Ω

|∇u|2.

Portanto,

Cap(D,Ω) =

∫
Ω

|∇u|2.
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Proposição 10. Seja D um domı́nio relativamente compacto e seja Ωj uma exaustão

cresente de M por domı́nios abertos relativamente compactos com D ⊂ Ωj. Suponha que

∂0D e ∂Ωj são suaves e transversais a ∂M, e para todo j seja uȷ o potencial de equilibrio

do capacitor (D,Ωj) construido na Proposição 9. Então uj converge monotonicamente

para uma função u ∈ C(M)∩W1,2
loc(M)∩C2(M⧹D) tal que 0 ⩽ u ⩽ 1, u = 1 em D, u é

harmônica em M⧹D,
∂u

∂ν
= 0 em ∂1(M⧹D) e u é uma supersolução de Neumann fraca

da equação de Laplace em M. Além disso, ∇u ∈ L2(M) e

Cap(D) =

∫
M

|∇u|2.

Demonstração. Sejam D um domı́nio relativamente compacto e Ωj uma exaustão cres-

cente deM por domı́nios aberto relativamente compactos comD ⊂ Ωj, logoΩj ⊂ intΩj+1

eM = ∪jΩj. Temos, ainda, que para todo j as funções uj são potenciais de equilibrio do

capacitor (D,Ωj), assim, inicialmente, vamos estender as uj de tal modo que a mesma

fique definida em toda M. Para isso, tomemos uj = 0 em M⧹Ωj. Segue do prinćıpio da

comparação que

0 ⩽ uj ⩽ uj+1 ⩽ 1 em Ωj⧹D

e, portanto, {uj} é uma sequência monótona e limitada que, consequentemente, converge

para uma função u. Notemos que, como uj(x) ⩽ u(x) ⩽ 1 então uj ≡ 1 em ∂0D. Dessa

forma, aplicando o limite com x→ y onde y ∈ ∂0D obtemos

lim
x→y

uj(x) = 1.

Dáı, como uj são funções cont́ınuas em D, pois uj ≡ 1 em D, e uj → u monotonicamente

podemos concluir, pelo Teorema de Dini, que uj → u uniformemente e, consequentemente,

u é uma função cont́ınua, e ainda

u(x) = lim
j→+∞uj(x) = 1 em D.

Além disso, pelo tipo de estimativa de Schauder contida no Lema 1 em [22] para cada

α ∈ (0, 1), para cada j0, para η > 0 suficientimente pequeno, existe uma constante C

dependendo apenas de α,η, j0 e da geometria de M em uma vizinhança

Bj0,η =
{
x ∈ Ωj0⧹D; dist(x,∂0D ∪ ∂0Ωj0) ⩾ η

}
,

tal que para todo j ⩾ j0

∥uj∥C2,α(Bj0,η
) ⩽ C sup

Bη/2

|uj(x)|.



Caṕıtulo 2. Parabolicidade em Variedades Riemanniana 56

Como {uj}j∈N é uma sequência limitada em C2,α(Bj0,η), passando a uma subsequência se

necessário, podemos concluir que a sequência {uj}j∈N converge em C2,α(Bj0,η) para todo

j0 e η > 0 de modo que a função limite u é harmônica em intM\D e C2 sobre ∂1(M⧹D),

onde satisfaz a condição de contorno de Neumann
∂u

∂ν
= 0, pois uj são sequências de

soluções de Dirichlet e, portanto, uj = 0 no ∂M, em particular, uj = 0 em ∂1(M\D).

Resumindo, u ∈ C0(M\D) ∪ C2((M\D) ∪ (∂1(M\D))) é a solução clássica do problema

de fronteira mista 

∆u ⩾ 0 no int(M\D)

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂1(M\D)

u = 1 sobre ∂0D

0 ⩽ u ⩽ 1.

Por outro lado, temos que∫
Ωj

|∇uj|
2 = Cap(D,Ωj) onde lim

j→∞Cap(D,Ωj) = Cap(D,Ω).

Como uj ∈ C0
c(M) ∩ W1,2(intM) converge uniformemente para u, em particular, uj

converge pontualmente para u e ainda ∇uj é limitado pois,

∥∇uj∥L2(M) =

(∫
M

|∇uj|
2

)1/2

=
(
Cap(D,M)

)1/2
.

Sendo M = ∪jΩj e Ωj ⊂M obtemos que

∥∇uj∥L2(M) =
(
Cap(D,M)

)1/2
⩽
(
Cap(D,Ωj)

)1/2
.

Assim, obtemos a afirmação feita anteriormente. Segue facilmente (ver, por exemplo,

Lema 1.33 em [27]) que ∇uj ∈ L2(M) e ∇uj → ∇u fracamente em L2(M). Pela semi-

continuidade fraca do funcional energia segue que∫
M

|∇u|2 ⩽ lim
j→∞ inf

∫
M

|∇uj|
2 = lim

j→∞Cap(D,M) = Cap(D)

e, portanto, ∫
M

|∇u|2 ⩽ Cap(D)

Por outro lado, pelo Lema de Mazur, uma combinação convexa ũj da uj é tal que ∇ũj →

∇u fortemente em L2(M) e para cada ũj ∈ C0(M) ∩W1,2(intM) tem suporte compacto,

e igual a 1 em D, é um potencial admisśıvel para o capacitor (D,Ω) e ainda teremos que∫
M

|∇u|2 = lim
j→∞

∫
M

|∇ũj|
2 ⩾ lim

j→∞ inf

∫
M

|∇ũj|
2 = Cap(D).
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Segue dáı que ∫
M

|∇u|2 ⩾ Cap(D),

e podemos concluir que ∫
M

|∇u|2 = Cap(D).

Finalmente, suponhamos que u não seja constante de modo que, pelo Prinćıpio do Máximo

Forte, u < 1 em M\D. Tomando ηn → 1 uma sequência de valores regulares de

u |int(M\D) e u |∂0M\D ainda definimos Γn = {x, u(x) < ηn}. Assim, utilizando o fato de

que 
∆u = 0 em Γn ⊂M \D

∂u

∂ν
= 0 sobre ∂1Γn = Γn ∩ ∂M

∂u

∂ν
⩾ 0 sobre ∂0Γn = ∂Γn ∩ intM.

Temos que, dado 0 ⩽ ρ ∈ C∞
c (M) segue, da Identidade de Green e

∫
Γn
ρ∆u = 0, que∫

M

⟨∇u,∇ρ⟩ = lim
n

∫
Γn

⟨∇u,∇ρ⟩

= lim
n

{
−

∫
Γn

ρ∆u+

∫
∂0Γn∪∂1Γn

ρ⟨∇u,ν⟩
}

= lim
n

∫
∂0Γn∪∂1Γn

ρ
∂u

∂ν

= lim
n

∫
∂0Γn

ρ
∂u

∂ν
+ lim

n

∫
∂1Γn

ρ
∂u

∂ν
.

Como
∫
∂1Γn

ρ
∂u

∂ν
= 0, teremos∫

M

⟨∇u,∇ρ⟩ = lim
n

∫
∂0Γn

ρ
∂u

∂ν
⩾ 0,

e podemos concluir que ∫
M

⟨∇u,∇ρ⟩ ⩾ 0.

Segue dáı que u é uma supersolução de Neumann fraca da equação de Laplace em M.

Agora vamos obter a caracterização equivalente anunciada de parabolicidade para uma

variedade com bordo não vazio.
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Teorema 10. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana conexa e orientada com bordo

∂M ̸= ∅. Os seguintes são equivalentes:

(i) A capacidade de cada conjunto compacto K em M é zero.

(ii) Para cada domı́nio aberto relativamente compacto D ⋐ M existe uma sequência

crescente de funções uj ∈ Cc(M) ∩W1,2(intM) com uj = 1 em D, 0 ⩽ uj ⩽ uj+1 ⩽ 1

harmônica no conjunto

{x, 0 < uj(x) < 1} ∩ int(M)

tal que, ∫
M

|∇uj|
2 → 0 quando j→ +∞.

(iii) M é parabólica.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Seja (M,g) uma variedade Riemanniana, orientada e com

∂M ̸= ∅. Suponhamos que Cap(K) = 0 para cada conjunto compacto K em M e to-

memos D ⋐ M relativamente compacto. Temos que toda variedade com bordo possui

uma exaustão por domı́nios pré-compactos suaves. Assim, tomemos {Ωj} uma exaustão

crescente de M por conjuntos abertos relativamente compactos com bordos ∂0D, ∂0Ωj

suaves transversais a ∂M com D ⊂ Ωj. Teremos que uj satisfaz às condições acima, e

pela Proposição 9 obtemos que∫
Ωj

|∇uj|
2 = Cap(D,Ωj).

Dáı,

lim
j→+∞

∫
M

|∇uj|
2 = lim

j→+∞
∫
Ωj

|∇uj|
2

= lim
j→+∞Cap(D,Ωj)

= Cap(D) = 0.

(ii) ⇒ (i) Agora, suponhamos que para cada domı́nio aberto relativamente compacto

D ⋐ M existe uma sequência de pontos uj ∈ C0
c ∩ W1,2(intM) com uj = 1 em D,

0 ⩽ uj ⩽ uj+1 ⩽ 1 harmônica no conjunto {x, 0 < uj < 1} ∩ intM temos ainda

lim
j→+∞

∫
M

|∇uj|
2 = 0.
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Assim, é suficiente provar que Cap(D) = 0 para todo domı́nio aberto relativamente com-

pacto D com contorno suave ∂0D transversal a ∂M. Para isto, tomemos uma exaustão

crescente deM por domı́nos relativamente compactos com ∂0Ωj suave transversal a ∂M,

tal que suppuj ⋐ Ωj. Então,

Cap(D) = lim
j→+∞Cap(D,Ωj) ⩽ lim

j→+∞
∫
Ωj

|∇uj|
2 = 0.

Por outro lado, como cada função uj ∈ Lipc(Ωj), uj = 1 em D possui suporte compacto,

teremos que uj ̸= 0 para todo x ∈ Ωj logo,∫
Ωj

|∇uj|
2 > 0,

e assim 0 ⩽ Cap(D) ⩽ 0 e, consequentemente, Cap(D) = 0.

(i) ⇒ (iii) Suponhamos que Cap(K) = 0 para cada conjunto compacto K em M e

tomemos u ∈ C0(M) ∩W1,2
loc(M) que satisfaz, no sentido Neumann fraco,
∆u ⩾ 0 no intM

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M

supM u < +∞.

(2.16)

Seja v = supM u − u + 1, de modo que v ⩾ 1. Dáı, pela definiçao de solução fraca do

problema diferencial (2.16), v satisfaz a seguinte condição∫
⟨∇v,∇ρ⟩ ⩾ 0, para todo 0 ⩽ ρ ∈ C0(M) ∩W1,2

0 .

Em seguida, para cada domı́nio D relativamente compacto, tomemos φ ∈ Lipc(M) com

φ = 1 em D e 0 ⩽ φ ⩽ 1. Fazendo ρ = φ2v−1(M) ∈ C0(M)∩W1,2
0 (M) como uma função

teste, teremos que

0 ⩽
∫
⟨∇v,∇ρ⟩ =

∫
⟨∇v,∇(φ2v−1)⟩

=

∫
⟨∇v,∇(φ2)v−1 +φ2∇(v−1)⟩

=

∫
⟨∇v, 2φ∇φv−1 −φ2v−2∇v⟩

=

∫
⟨∇v, 2φ∇φv−1⟩−

∫
⟨∇v,φ2v−2∇v⟩

=

∫
2φ⟨∇v,∇φv−1⟩−

∫
φ2⟨∇v, , v−2∇v⟩

=

∫
2φ⟨∇φv−1,∇v⟩−

∫
φ2⟨v−1∇v, v−1∇v⟩.
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Segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

0 ⩽
∫
⟨∇v,∇ρ⟩ = 2

∫
φ⟨∇φ, v−1∇v⟩−

∫
φ2|v−1∇v|2 ⩽ 2

∫
φ|v−1∇v||∇φ|−

∫
φ2|v−1∇v|2.

Como φ = 1 em D e usando a desigualdade de Young 2ab ⩽ 2a2 + 1/2b2, obtemos que

0 ⩽ 2

∫
D

|v−1||∇φ|−
∫
D

|v−1∇v|2.

Logo, ∫
D

|v−1∇v|2 ⩽ 2

∫
D

|v−1||∇φ|

⩽
∫
D

2|∇φ|2 + 1/2|v−1∇v|2

⩽
∫
D

2|∇φ|2 +
∫
D

1/2|v−1∇v|2.

Segue dáı que ∫
D

|v−1∇v|2 ⩽
∫
D

2|∇φ|2 + 1/2

∫
D

|v−1∇v|2,

e consequentemente, ∫
D

|v−1∇v|2 − 1/2

∫
D

|v−1∇v|2 ⩽ 2

∫
D

|∇φ|2,

isto é, ∫
D

|v−1∇v|2 ⩽ 4

∫
D

|∇φ|2.

Tomando o ı́nfimo do lado direito sobre todas funções φ ∈ Lipc que são igual a 1 em D,

podemos tal que ∫
D

|v−1∇v|2 ⩽ 4Cap(D) = 0,

portanto, |v−1∇v|2 = 0 implicando que ∇v = 0 e, consequentimente, v é constante. Sendo

v = supM u − u + 1 teremos que u = supM u − v + 1 = const. Então, u = const em

todo domı́nio relativamente compacto D. Assim, u é constante emM, portanto podemos

concluir que M é parabólica no sentido da definição.

(iii) ⇒ (i) Suponhamos, por absurdo, que existe um conjunto compacto K com capacidade

diferente de zero, ou seja, Cap(K) ̸= 0. Dáı, sem perda de generalidade, podemos supor

que K é fechado de um domı́nio D relativamente compacto com contorno ∂0D suave
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transversal a ∂M. Seja u o potencial de equilibrio de D tal que u ∈ C0 ∩W1,2(intM) é

solução clássica do problema de fronteira misto
∆u ⩾ 0 no intM

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M

0 ⩽ u ⩽ 1 e u ≡ 1 sobre ∂0D,

que é não constante pois, como Cap(D) ̸= 0 podemos supor, sem perda de generalidade,

que Cap(D) > 0, então

0 < Cap(D) =

∫
M

|∇u|2,

e, portanto, |∇u|2 ̸= 0. Logo, u ∈ C0(M) ∩W1,2(intM) é uma função super-harmônica

de Neumann fraca limitada não constante. Contudo, isso contradiz o fato de que M é

parabólica, portanto, Cap(K) = 0.

2.2 Prinćıpio do Máximo de Ahlfors, parabolicidade

e gráficos mı́nimos

Um resultado clássico de L.V. Ahlfors dez que uma variedade Riemanniana N (sem fron-

teira) é parabólica se e, somente se, para todo domı́nio D ⊆ N com ∂D ̸= ∅ e para cada

bordo acima, a função subharmônica u em D satisfaz supD u = sup∂D u. O resultado

foi estendido no cenário de p-parabolicidade em [46]. Esta Seção visa fornecer uma nova

forma de caracterização de Ahlfors que é válida em variedades com bordo. Este, por sua

vez, será usado para obter estimativa da função altura de hipersuperf́ıcies completas com

curvatura média constante (CMC para abreviar) imersas em espaços de produto da forma

N× R.

Prinćıpio do máximo global

Vamos provar a caracterização da parabolicidade do tipo Ahlfors declarada no Teorema 11.

Na verdade, uma versão deste Prinćıpio do Máximo Global envolvendo toda a variedade

e sem nenhuma condição de Neumann será crucial nas aplicações geométricas. Este é o

conteúdo do Teorema 12 que será demonstrado no final desta Seção.
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Teorema 11 (Prinćıpio do Máximo de Ahlfors). Uma variedadeM com bordo é parabólica

se, e somente se, o seguinte Prinćıpio do Máximo for válido. Para cada domı́nio D ⊆M

com ∂0D ̸= ∅ e para todo u ∈ C0(D) ∩W1,2
loc(D) satisfazendo

∆u ⩾ 0 no intD

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂1D

supD u < +∞,

no sentido fraco, vale,

sup
D

u = sup
∂0D

u.

Demonstração. (⇒) SejaM uma variedade que é parabólica e suponhamos, por absurdo,

que exista um domı́nio D ⊆M e uma função u ∈ C0(D) ∩W1,2
loc(D) satisfazendo

∆u ⩾ 0 no intM

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂1D

supD u < +∞,

tal que

sup
D

u > sup
∂0D

u.

Assim, tomemos ε > 0 suficientemente pequeno tal que

sup
D

u > sup
∂0D

u+ ε,

então, definimos o conjunto aberto

Dε = {x ∈ D;u > sup
D

u− ε} ̸= ∅,

e Dε ⊂ D. Assim, definimos a uε :M −→ R dada por

uε =


max{u, supD u} em D

supD u− ε em M\D.

Afirmamos que uε define bem uma C0(M) ∩W1,2
loc(M)-subsolução da equação de La-

place am M. De fato, em D temos que

uε(x) = max{u(x), sup
D

u− ε},
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então, se u(x) < supD u− ε teremos que

uε(x) = sup
D

u− ε,

e assim,

∆uε(x) = ∆(sup
D

u− ε) = 0 no intD.

Agora, se u(x) > supD u− ε obtemos

uε(x) = u(x)

e, consequentemente,

∆uε(x) = ∆u(x) ⩾ 0no intD.

Agora, em M\D teremos que

uε = sup
D

u− ε

e, portanto,

∆uε = ∆(sup
D

u− ε) = 0.

Segue dáı que ∆uε ⩾ 0 no intM. Por um lado, em D se u < supD −ε temos que

uε(x) = sup
D

u− ε,

logo,

∂uε

∂ν
=
∂

∂ν
(sup

D

u− ε) = 0 sobre ∂1D

Por outro lado, se u > supD u− ε tem-se

uε(x) = u(x),

então,

∂uε

∂ν
=
∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂1D.

Por último, em M\D obtemos

uε = sup
D

u− ε
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e, consequentemente,

∂uε

∂ν
=
∂

∂ν
(sup

D

u− ε) = 0 sobre ∂1(M\D).

Portanto,
∂uε

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M. Assim, pela Identidade de Green, obtemos que∫

intM

φ∆uε =

∫
∂M

φ
∂uε

∂ν
−

∫
intM

⟨∇uε,∇φ⟩,

onde 0 ⩽ φ ∈ C∞
c , então

0 ⩽
∫
intM

φ∆uε −

∫
∂M

φ
∂uε

∂ν
= −

∫
intM

⟨∇uε,∇φ⟩.

Logo, obtemos o resultado desejado. Além disso,

sup
M

uε = sup
D

u < +∞.

Como M é parabólica e uε satisfaz
∆uε ⩾ 0 no intM

∂uε

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M

supM uε < +∞,

podemos concluir que, uε é constante em M. Em particular, suponhamos ter escolhido

ε > 0 de tal forma que supD u− ε não é um máximo local para u, então,

uε(x) = sup
M

u− ε em ∂Dε ̸= ∅.

Como uε é constante em M, em particular, é constante em D, assim, podemos concluir

que

u = sup
M

u− ε em D.

Logo, u é constante que é um absurdo. Portanto,

sup
D

u = sup
∂0D

u.

(⇐) Suponhamos, agora, que para todo domı́nio D ⊆M com ∂0D ̸= ∅ e para toda função

u ∈ C0(D) ∩W1,2
loc(D) satisfazendo

∆u ⩾ 0 no intM

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂1D

supD u < +∞,
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no sentido fraco, satisfaz

sup
D

u = sup
∂0D

u.

De maneira análoga, suponhamos, por absurdo, queM não seja parabólica. Então, existe

uma função não constante v ∈ C0(M) ∩W1,2
loc(M) que satisfaz

∆v ⩾ 0 no intM

∂v

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M

v∗ = supM v < +∞.

Assim, dado η < v∗ consideremos o domı́nio

Ωη = {x ∈M; v(x) > η} ̸= ∅.

Podemos escolher η suficientemente próximo de v∗ de tal forma que intM ⊈ Ωη. Em

particular, teremos que

∂Ωη ⊂ {v = η} e ∂0Ωη = ∂Ωη ∩M ̸= ∅.

Assim, v ∈ C0(Ωη) ∩W1,2
loc(Ωη) é uma subsolução fraca de Neumann limitada em Ωη.

Além disso,

sup
∂0Ωη

v = η < v∗ = sup
Ωη

v,

o que é um absurdo, portanto, M é parabólica.

Se tomarmos D = M na primeira metade da prova acima, parece que a condição de

Neumann não desempenha nenhum papel.

Teorema 12. Seja (M,g) uma variedade parabólica com bordo ∂M ̸= ∅. Se u ∈ C0(M)∩

W1,2
loc(int(M)) satisfaz 

∆u ⩾ 0 no intM

supM u < +∞,

então,

sup
M

u = sup
∂M

u.
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Demonstração. Seja (M,g) uma variedade parabólica com bordo ∂M ̸= ∅ e u ∈ C0(M)∩

W1,2
loc(int(M)) uma função que satisfaz

∆u ⩾ 0 no intM

supM u < +∞.

Suponhamos, por absurdo, que

sup
M

u > sup
∂M

u.

Então, podemos tomar ε > 0 suficientemenete pequeno tal que,

sup
M

u > sup
∂M

u+ 2ε,

assim definimos a função uε ∈ C0(M) ∩W1,2
loc((M)) dada por

uε =


max(u, supM u− ε) em Ω2ε

supM u− ε no M\Ω2ε,
(2.17)

onde definimos o conjunto

Ω2ε = {x ∈M, u(x) > sup
M

u− 2ε}.

Como Ω2ε ⊂ intM, temos que uε é constante em uma vizinhança W de ∂M. Afirmamos

que se ∆u ⩾ 0 fracamente no intM segue que uε é um subsolução de Neumann fraca

em M. Com efeito, por hipótese temos que ∆u ⩾ 0 fracamente no intM, logo, u é uma

função subharmônica e ainda, o máximo de uma função subharmônica é subharmônica.

Por (2.17) obtemos que uε também será subharmônica fracamente no intM. Tomemos

uma função teste 0 ⩽ φ ∈ C∞
c (M) e notemos que uε é constante em W ∩ supp(ϕ), assim

encontramos uma função de corte 0 ⩽ η ∈ C∞
c (intM) tal que

⟨∇uε,∇ϕ⟩ = ⟨∇uε,∇(η · ϕ)⟩.

Para isto, basta considerar o conjunto compacto K = (M\W) ∩ suppM no intM e ainda

tomemos uma vizinhança Ω ⋐ intM de K e escolhemos 0 ⩽ η ⩽ 1 de tal modo que η = 1

em Ω, supp(η) ⊂ intM. Podemos concluir que

−

∫
M

⟨∇uε,∇ϕ⟩ = −

∫
intM

⟨∇uε,∇(η · ϕ)⟩ ⩾ 0,
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para toda 0 ⩽ ϕ ∈ C∞
c (M). Portanto, uε ∈ W1,2

loc(M) é uma subsolução de Neumann

fraca da equação de Laplace em M. Além disso,

sup
M

uε = sup
M

u < +∞.

Como M é parabólica podemos concluir que uε é constante, ou seja,

uε ≡ sup
M

−ε em M,

então u ⩽ supM u em M e, consequentemente, Ω2ε = ∅ que é um absurdo. Portanto,

sup
M

u = sup
∂M

u.

Diferentes noções de parabolicidade e observações sobre mapas

mı́nimos

Nesta seção, levantamos diferentes conceitos de parabolicidade que podem ser encontrados

na literatura e estabelecemos algumas relações entre eles. Também mostramos como o

ponto de vista do Prinćıpio do Máximo de Ahlfors pode ser usado para deduzir resultados

em gráficos mı́nimos em R3.

Se M tem bordo não vazio ∂M ̸= ∅, uma verificação rápida da literatura mostra

que existem muitas definições (não equivalentes) de parabolicidade. O mais clássico,

que também é o que adotamos ao longo do texto, foi sistematicamente usado por A.

Grigor’yan a partir de [2], [5], e afirma que M é parabólica, desde que o movimento

browniano refletido em M seja recorrente. Isso é, equivalente a exigir a propriedade do

tipo Liouville declarada na Definição 12 acima, que impõe condições de contorno do tipo

Neumann nas funções relevantes. Por essas razões, ao longo desta seção iremos nos referir

a essa propriedade como Neumann-parabolicidade ou, resumidamente, N-parabolicidade.

Uma segunda definição interessante pode ser encontrada em um artigo de R. F. De

Lima, [43], que estava interessado em prinćıpios de máximo no infinito para superf́ıcies

CMC. Sua definição vai na direção da caracterização clássica do Prinćıpio Máximo de

Ahlfors de variedades parabólicas sem bordo.

Na terminologia de De Lima, temos o seguinte
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Definição 14. Uma variedade Riemanniana (M,g) com bordo ∂M ̸= ∅ é A-parabólica

se para toda u ∈ C0(M) ∩W1,2
loc(M) solução do problema
∆u ⩾ 0 no intM

supM u < +∞,

assegura que

sup
M

u = sup
∂M

u.

Como já observamos na subseção anterior no Teorema 12, temos que a definição

clássica (ou seja, Neumann) de parabolicidade implica aquela introduzida por De Lima.

Proposição 11 (Teorema 12). Assuma que (M,g) é uma variedade N-parabólica com

contorno ∂M ̸= ∅ e seja u uma solução fraca do problema
∆u ⩾ 0 no intM

supM u < +∞.

Então,

sup
M

u = sup
∂M

u.

Em particular, uma variedade N-parabólica com bordo é A-parabólica.

Demonstração. A mesma argumentação apresentada no Teorema 12.

Finalmente, uma terceira definição proveitosa vem de trabalhos muito recentes na

teoria das superf́ıcies mı́nimas no espaço Euclideano, [37], [17], [40] e [45]. Uma variedade

Riemanniana é dita parabólica se funções harmônicas limitadas são determinadas por seus

valores de bordo. Isso é equivalente ao seguinte

Definição 15. Uma variedade Riemanniana M com bordo ∂M ̸= ∅ é D-parabólica se a

única solução do problema
∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M

supM |u| < +∞
é a função constante u = 0.
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A noção de D-parabólica está relacionado com a clássica de Neumann através do

Prinćıpio do Máximo de Ahlfors.

Proposição 12. Suponha que (M,g) é uma variedade A-parabólica com bordo ∂M ̸= ∅

e seja u uma solução do problema
∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M

supM |u| < +∞.

Então, u = 0. Em particular, uma variedade N-parabólica é D-parabólica.

Demonstração. Seja (M,g) uma variedade A-parabólica com bordo ∂M ̸= ∅ e ainda u

uma solução do problema
∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M

supM |u| < +∞.

Aplicando a definição de A-parabólica às funções u e −u obtemos que

sup
M

u = sup
∂M

u

e

sup
M

(−u) = sup
∂M

(−u)

inf
M
u = inf

∂M
u.

Por outro lado, temos que u = 0 sobre ∂M então,

sup
M

u = sup
∂M

u = 0.

e

inf
M
u = inf

∂M
u = 0,

portanto,

sup
M

u = inf
M
u = 0.
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Assim, para todo x ∈M temos que

0 = inf
M
u ⩽ u(x) ⩽ sup

M

u = 0

0 ⩽ u(x) ⩽ 0.

Logo, podemos concluir que u = 0 para todo x ∈M e dáı, obter o resultado desejado.

No entanto, o inverso não se aplica em geral.

Exemplo 1. O semi-espaço fechado

Rm+1

+ = {(x,y) ∈ Rm × R; y ⩾ 0} de Rm+1, m ⩾ 2,

é D-parabólica.

Com efeito, seja u uma função harmônica limitada em Rm+1
+ que é identicamente nula

em ∂Rm+1
+ , em outras palavra,

∆u = 0 em Rm+1
+

u = 0 sobre ∂Rm+1
+ .

Então, sua reflexão ı́mpar é limitada e harmónica em Rm+1 e, portanto, pelo Teorema de

Liouville podemos concluir que u é constante em todo o Rm+1. Contudo, u = 0 sobre

∂Rm+1
+ e assim, u = 0 em todo o Rm+1. Logo,

u = 0 em Rm+1

+

e, consequentemente, Rm+1

+ é D-parabólico.

Uma demonstração alternativa, que pode ser pasśıvel de extenções para configurações

geométricas mais gerais, dependem do fato de que, usando o Núcleo de Poisson do semi-

espaço, pode-se provar que, para cada função limitada u ∈ C0(Rm+1

+ ) que é harmónica

tem a estimativa

∥u∥L∞(Rm+1
+ ) ⩽ ∥u∥L∞(∂Rm+1

+ ),

que, novamente, produz a D-parabolicidade de Rm+1

+ pois, u = 0 sobre ∂Rm+1
+ logo

∥u∥L∞(∂Rm+1
+ ) = 0,

então,

∥u∥L∞(Rm+1
+ ) ⩽ ∥u∥L∞(∂Rm+1

+ ) = 0,
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consequentemente, ∥u∥L∞(Rm+1
+ ) = 0 em Rm+1

+ . Assim, pela propriedade de norma pode-

mos concluir que u = 0 em Rm+1
+ . Dáı, segue o resultado desejado. Por outro lado, não

é Neumann parabólica, uma vez que possui Núcleo de Green de Neumann que é dado

explicitamente em termos de todos o Núcleos de Green de Rm+1 por

NG(x,y) = G(x,y) +G(x,y ′) com y ′ = (y1, . . . ,ym,−ym+1).

É conhecido de [5] que, seM é completa com respeito à função de distância intŕınseca d,

então as condições geométricas que implicam parabolicidade dependem das propriedades

de crescimento de volume do espaço. Para darmos uma declaração mais precisa, é conve-

niente introduzir algumas notações. Tendo fixado uma origem de referência, o ∈ intM,

definimos BM
R (o) = {x ∈ M; d(x,o) < R} e ∂BM

R (o) = {x ∈ M; d(x,o) = R}, a bola

e a esfera métricas de M centradas em o e de raio R > 0 tais que esses conjuntos são

relativamente compactos. Denotamos também por r(x) = d(x,o) a função distância de

o. Claramente, r(x) é Lipschitz, portanto, diferenciável em intM. Portanto, pela fórmula

de co-área aplicada a r|intM e o fato de que volBM
R (o) = vol(BM

R (o) ∩ intM), temos

d

dR
volBM

R (o) = Area(∂0B
M
R (o)), (2.18)

para todo R > 0. Dáı, podemos enunciar o seguinte resultado

Teorema 13. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M ̸= ∅. Se, para

algum ponto de referência o ∈M,∫∞ 1

Area(∂0BM
R (o))

= +∞,

então M é N-parabólica.

Demonstração. Veja [5].

Observação 6. É uma consequência da fórmula de co-área que a condição de crescimento

da área seja implicada pela condição de crescimento do volume∫∞ R

volBM
R (o)

= +∞.

Este último, por sua vez, segue de uma hipótese de crescimento de volume quadrático

volBM
R (o) = O(R2), quando R→ +∞ (2.19)
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Proposição 13. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa com bordo não vazio

∂M, e assume que

1

vol(∂0BM
R (o))

/∈ L1(+∞) (2.20)

ou

R

vol(BM
R (o))

/∈ L1(+∞), (2.21)

vale para alguma origem o ∈ intM. Então, (M,g) é N-parabólica e, portanta, D-

parabólica.

Demonstração. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa com ∂M ̸= ∅. Assim,

assumimos que

R

vol(BM
R (o))

/∈ L1(+∞),

logo, ∫+∞ R

volBM
R (o)

= +∞.

Então, pela Observação 6 podemos concluir que M é N-parabólica.

Observação 7. Como consequência da fórmula da co-área, a condição de crescimento de

volume (2.21) implica a condição de crescimento de área (2.20).

Com efeito, pela desigualdade de Hölder, temos∫ t

0

r

volBr(o)
dr =

∫ t

0

r

volBr(o))

d

dt
volBt(o)|t=r

(
d

dt
volBt(o)|t=r

)−1/2

dr

⩽

(∫ t

0

(
r

volBr(o))

)2
d

dt
volBt(o)|t=rdr

)1/2(∫ t

0

d

dt
volBt(o)|t=rdr

)1/2

.

Agora, utilizando integração por partes obtemos∫ t

0

r

volBr(o))

d

dt
volBt(o)|t=rdr =

(
r

volBr(o))

)2

volBr(o)|
t
0

−

∫ t

0

2rvolBr(o) − 2r2
d

dt
volBt(o)|t=r

(volBr(o))
2

=
r2

volBr(o)
|t0 −

∫ t

0

2r

volBr(o)
dr

+2

∫ t

0

(
r

volBr(o)

)2
d

dt
volBt(o)|t=rdr.
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Utilizando novamente integração por partes, teremos que∫ t

0

r

volBr(o))

d

dt
volBt(o)|t=rdr =

r2

volBr(o)
|t0 − 2

∫ t

0

r

volBr(o)
dr

+2
r2

volBr(o)
|t0 − 4

∫ t

0

r

volBr(o)
dr

+4

∫ t

0

(
r

volBr(o)

)2
d

dt
volBt(o)|t=rdr.

Organizando a equação acima, teremos que

−3

∫ t

0

r

volBr(o))

d

dt
volBt(o)|t=rdr = 3

r2

volBr(o)
|t0 − 6

∫ t

0

r

volBr(o)
dr,

portanto, ∫ t

0

r

volBr(o))

d

dt
volBt(o)|t=rdr = −

r2

volBr(o)
|t0 + 2

∫ t

0

r

volBr(o)
dr.

Como −
r2

volBr(o)
|t0 ⩽ 0, teremos que

∫ t

0

r

volBr(o))

d

dt
volBt(o)|t=rdr ⩽ 2

∫ t

0

r

volBr(o)
dr.

Então, ∫ t

0

r

volBr(o)
dr ⩽

(
2

∫ t

0

r

volBr(o)
dr

)1/2(∫ t

0

d

dt
volBt(o)|t=rdr

)1/2

=
√
2

(∫ t

0

r

volBr(o)
dr

)1/2

(volBr(o))
1/2 .

Como volBr(o) =
∫t

0 Area(∂Br(o)), teremos

1√
2

(∫ t

0

r

volBr(o)
dr

)1/2

⩽
∫ t

0

Area(∂Br(o)),

fazendo t→ +∞, obtemos

1√
2

(∫+∞
0

r

volBr(o)
dr

)1/2

⩽
∫+∞
0

Area(∂Br(o)).

Por hipótese, podemos concluir que∫+∞
0

Area(∂Br(o)) = +∞.

Segue que a condição de crescimento de volume em (2.20) implica em crescimento da área

em (2.21).
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Em vista das aplicações, vale a pena observar algumas formas equivalentes importantes

de D-parabolicidade. Começamos com uma caracterização útil descrita em [18] e que em

uma forma germinativa pode ser rastreada até [1] (ver a Observação 8 abaixo).

Se {Ωk} é uma exaustão de M por uma sequência crescente de conjuntos abertos

relativamente compactos Ωk ⋐ Ωk+1 com ∂0Ωk ̸= ∅ transversal a ∂M, denotamos por

vk a solução do problema de Dirichlet
∆vk = 0 no intM,

vk = 0 sobre ∂1Ωk,

vk = 1 sobre ∂0Ωk.

(2.22)

Note que a solução vk que pode ser obtida por uma aplicação padrão do procedimento

de Perron, satisfaz 0 ⩽ vk ⩽ 1 e é em todos os pontos exceto em ∂1Ωk ∩ ∂0Ωk. Uma vez

que vk+1 é cont́ınua em Ωk, pelo Prinćıpio do Máximo Fraco usual, a sequência {vk} é

decrescente.

Proposição 14. Seja M uma variedade Riemanniana com bordo ∂M diferente de vazio.

As seguintes afirmações são equivalentes:

i− M é D− parabólica.

ii− Para toda exaustão crescente Ωk com as propriedades descritas acima, a solução vk

do problema de Dirichelt (2.22) satisfaz vk → 0 sobre M quando k→ +∞.

iii− Então existe uma exaustão crescente Ωk com as propriedades descritas acima para

que vk → +∞ quando k→ +∞.

Demonstração. i) ⇒ ii) Seja M variedade Riemanniana com ∂M ̸= ∅, suponhamos que

M seja D-parabólica, e ainda, para toda exaustão crescente {Ωk} de conjuntos relativa-

mente compactos Ωk ⋐ Ωk+1 com ∂0Ωk ̸= ∅ transversal ao ∂M onde vk é a solução de

problema de Dirichlet: 
∆vk = 0 no intΩk,

vk = 0 sobre ∂1Ωk,

vk = 1 sobre ∂0Ωk.

Como vk+1 é cont́ınua em Ωk segue do Prinćıpio do Máximo Fraco que {vk} é uma

sequência decrescente, ou seja,

0 ⩽ vk+1 ⩽ vk ⩽ 1.
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Sendo {vk} é uma sequência monótona e limitada, teremos que a mesma converge mo-

notonicamente para alguma função v sobre Ωk. Assim, pelo Teorema de Dini, podemos

dizer que essa sequência converge localmente uniformemente para a função v limitada em

M que é solução de 
∆v = 0 no intM,

v = 0 sobre ∂M.

Portanto, pela definição de D-parabolicidade podemos concluir que v = 0 e, assim,

vk → 0 quando k→ +∞.

ii) ⇒ iii) É notório que essas condições são equivalentes.

iii) ⇒ i) Suponhamos que exista uma exaustão crescente {Ωk} de abertos reltivamente

compactos Ωk ⋐ Ωk+1 com ∂0Ωk ̸= ∅ transversal ao ∂M tal que {vk}k∈N é uma sequência

que satisfaz 
∆vk = 0 no intM,

vk = 0 sobre ∂1Ωk,

vk = 1 sobre ∂0Ωk,

onde vk → 0 quando k→ +∞. Tomemos u ∈ C2(intM) ∩ C0(M) limitada que satisfaz
∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M.

Ao dimensionar, podemos supor, sem perda de generalidade, que |u| ⩽ 1 em M. Como

u = 0 ⩽ vk ⇒ u ⩽ vk sobre ∂Ωk,

segue do Prinćıpio do Máximo Fraco que u ⩽ vk emΩk. Aplicando o limite com k→ +∞
obtemos

u = lim
k→+∞u ⩽ lim

k→+∞ vk = 0 ⇒ u ⩽ 0,

e, realizando o mesmo processo para −u, obtemos −u ⩽ vk sobre ∂Ωk e, portanto,

−u ⩽ vk em Ωk. Então, aplicando o limite com k→ +∞ teremos que

−u = lim
k→+∞−u ⩽ lim

k→+∞ vk = 0 ⇒ −u ⩽ 0 ⇒ u ⩾ 0.

Portanto, u = 0 em cada Ωk e, consequentemente, u = 0 em M, pois, M = ∪kΩk.
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Observação 8. Observamos que quando M é um domı́nio suave de uma variedade suave

N sem bordo, a caracterização dada na Proposição 14 coincide com a noção de não

massividade de M apresentada em [1], ou seja, a propriedade de que M não suporta

uma função subharmônica limitada não negativa de modo que v = 0 sobre N\intM e

supM v > 0.

De fato, [1], Proposição 4.3 mostra que a média harmônica do conjunto complementar

de M é o limite das soluções para o problema (2.22) e é igual a 0 se, e somente se, M

não for maciço. No caso de variedade sem bordo, a existência de um conjunto maciço

apropriado acaba sendo equivalente à não parabolicidade da variedade [1], Teorema 6.1.

Como veremos na próxima subseção, Lema 7, toda variedade Riemanniana com bordo

não pode ser considerada como um domı́nio em uma variedade Riemanniana sem fronteira,

entretanto está extensão não é parabólica.

Proposição 15. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M diferente de

vazio. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) M é D-parabólica.

(ii) Para toda função limitada u ∈ C∞(intM)∩C0(M) tal que ∆u = 0 em intM teremos

sup
M

u = sup
∂M

u e inf
M
u = inf

∂M
u,

(iii) Para todo domı́nio Ω conexo em M e toda função limitada u ∈ C∞(intΩ) ∩ C0(Ω)

satisfazendo ∆u = 0 em intM temos que

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u e inf
Ω
u = inf

∂Ω
u.

Demonstração. (iii) ⇒ (ii) Seja Ω um domı́nio conexo em M e u ∈ C∞(intΩ) ∩ C0(Ω)

uma função limitada que satisfazendo ∆u = 0 em intM tal que

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u e inf
Ω
u = inf

∂Ω
u.

Pela conexidade deΩ, podemos conclúır que para qualquer função u ∈ C∞(intM)∩C0(M)

tal que ∆u = 0 no intM vale

sup
M

u = sup
∂M

u e inf
M
u = inf

∂M
u.

(ii) ⇒ (i) Agora, suponhamos que para toda função limitada u ∈ C∞(intM)∩C0(M) tal

que ∆u = 0 no intM vale

sup
M

u = sup
∂M

u e inf
M
u = inf

∂M
u.
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Tomemos a função limitada u ∈ C∞(intM) ∩ C0(M) onde a mesma satisfaz ∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M,

então,

sup
M

u = sup
∂M

u = 0 e inf
M
u = inf

∂M
u = 0.

Assim, para todo x ∈M obtemos que

0 = inf
M
u ⩽ u(x) ⩽ sup

M

u = 0,

isto é,

u(x) = 0,

para todo x ∈M. Segue dáı que u ≡ 0 sobreM e, consequentemente,M é D-parabólica.

(i) ⇒ (iii) Suponhamos que M seja D-parabólico e ainda Ω é um domı́nio em M onde

dado u ∈ C∞(intΩ) ∩ C0(Ω) uma função limitada tal que ∆u = 0 sobre intΩ. Ao

dimensionar, podemos assumir, sem perda de generalidade, que |u| ⩽ 1 sobre M. Agora,

consideremos a função

u = u− sup
∂Ω

u,

de forma que

u ⩽ sup
∂Ω

u⇒ u = u− sup
∂Ω

u ⩽ 0 sobre ∂Ω

e ∆u = ∆u = 0 em intΩ. Seja {Ωk}k∈N uma exaustão crescente deM e vk uma sequência

de funções descritas na Proposição 14. Como

u ⩽ 0 ⩽ vk,

sobre ∂(Ω ∩Ωk), segue do Prinćıpio do Máximo Fraco que

u ⩽ vk no Ω ∩Ωk,

e ainda, aplicando o limite com k→ +∞ obtemos que

u = lim
k→+∞u ⩽ lim

k→+∞ vk = 0 sobre Ω.
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Então,

u− sup
∂Ω

u = u ⩽ 0 ⇒ u ⩽ sup
∂Ω

u.

Portanto, supΩ u = sup∂Ω u. Agora, tomemos a função −u ∈ C∞(intM) ∩ C0(Ω)

limitada tal que ∆(−u) = 0 sobre Ω. Ao dimencionar, podemos assumir, sem perda de

generalidade, que |u| ⩽ 1 sobre M. Assim, consideremos outra função

v = (−u) − sup
∂Ω

(−u) = −u+ inf
∂Ω
u ⩽ 0,

de tal modo que

u ⩾ inf
∂Ω
u⇒ 0 ⩾ −u+ inf

∂Ω
u = v,

sobre Ω. Assim,

0 ⩾ v sobre ∂Ω

e ∆v = ∆u = 0 em intM. Seja {Ωk}k∈N uma exaustão de M e vk uma sequência de

funções descrita na Proposição 14. Dáı,

v ⩽ 0 ⩽ vk ⇒ v ⩽ vk sobre ∂(Ω ∩Ωk).

Segue pelo Prinćıpio do Máximo Fraco que

v ⩽ vk sobre Ω ∩Ωk

e ainda, aplicando o limite com k→ +∞ teremos

v = lim
k→+∞ v ⩽ lim

k→+∞ vk = 0 sobre Ω.

Logo,

−u+ inf
∂Ω
u ⩽ 0 ⇒ inf

∂Ω
u ⩽ u sobre Ω.

Portanto, inf∂Ω u = infM u e, assim, obtemos o resultado desejado.

Talvez supreendentemente, a parabolicidade de Dirichlet implica uma versão mais forte

do Prinćıpio do Máximo de Ahlfors, que envolve funções subharmônica e define a diferença

final entre a parabolicidade de Neumann e de Dirichlet. O último lida com funções

subharmônicas limitadas, cujo supremo é atingindo em ∂Ω = ∂0Ω ∪ ∂1Ω, enquanto no

primeiro considera as funções subharmônicas limitadas superiormente, que atinge seu

supremo em ∂0Ω.
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Proposição 16. SejaM uma variedade com bordo ∂M ̸= ∅. Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) M é D-parabólica.

(ii) Para todo domı́nio Ω ⊂M e toda função limitada u ∈ C∞(Ω)∩W1,2
loc(intΩ) satisfa-

zendo ∆u ⩾ 0 em intΩ implica

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u.

(iii) Para toda função limitada u ∈ C0(M) ∩W1,2
loc(intM) satisfazendo ∆u ⩾ 0 sobre

intM implica

sup
M

u = sup
∂M

u.

Demonstração. (i) ⇔ (iii)

Pela Proposição 15 temos imediatamente que (iii) ⇒ (i). Assim, basta verificar que

(i) ⇒ (iii). Suponhamos, por absurdo, que u é uma função limitada emM e que satisfaz

a condição que ∆u ⩾ 0 no intM e

sup
M

u > sup
∂M

u = µ.

Definimos a função ũ :M→ R dada por

ũ(x) =
max{u(x) − µ, 0}

supM |u|+ |µ|
,

e observe que 0 ⩽ ũ ∈ C0(M) ∩W1,2
loc(intM) ∩ L∞(M) satisfaz

∆ũ = ∆

(
max{u(x) − µ, 0}

supM |u|+ |µ|

)
=

1

supM |u|+ |µ|
∆(max{u(x) − µ, 0}) ⩾ 0 sobre intM.

Como u(x) ⩽ µ sobre ∂M podemos concluir que

ũ =
max{u(x) − µ, 0}

supM |u|+ |µ|
⇒ ∆ũ = 0.

Por último, 0 < supM ũ ⩽ 1. Portanto, de ũ é padrão concluir que uma função harmônica

v ∈ C0(M) ∩ C∞(intM) ∩ L∞(M) é tal que

v ⩾ ũ sobre M, v = 0 sobre ∂M.

Isso ocorre por meio do procedimento de exaustão em [1], p.157 ou aplicando −ũ â técnica

de redução descrita em [32], p.132; Teorema 4.3.2. No último caso, o desaparecimento de
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v sobre ∂M é provado construindo para cada ponto de ∂M uma barreira global maior que

ũ. Como,

sup
M

v > 0 = sup
∂M

v ⇒ sup
M

v > sup
∂M

v,

segue que v não é uma aplicação constante e, consequentemente, v ̸= 0 emM o que é um

absurdo pois, M é D-parabólica.

(ii) ⇔ (iii)

Segue, novamente, da Proposisão 15 que (ii) ⇒ (iii). Por outro lado, Suponhamos

que (ii) não seja satisfeito. Então, existe um domı́nio Ω de M e uma função limitada

u ∈ C0(Ω) ∩W1,2
loc(Ω) ∩ L∞(Ω) satisfazendo ∆u ⩾ 0 em intΩ e

sup
Ω

u > sup
∂Ω

u = µ.

Dado um 0 < ε << 1 suficientemente pequeno, podemos construir uma função u ∈

C0(M) ∩W1,2
loc(intM) ∩ L∞(M) dada por

uε(x) =

 max{u(x) − µ− ε, 0} em Ω

0 em M\Ω

de tal modo que as seguintes condições são satisfeitas:

∆uε = ∆(max{u(x) − µ− ε, 0}) ⩾ 0

no intM. Como u ⩽ µ sobre ∂M, logo u− µ− ε ⩽ 0, segue que

uε = max{u(x) − µ− ε, 0},

sobre ∂M e, por último, 0 < supM uε. Portanto,

sup
M

uε > 0 = sup
∂M

uε.

Segue então que (iii) não está sendo satisfeito, e com isso obtemos o resultado desejado.

Como consequência das proposições acima, temos

Corolário 4. Seja M uma variedade com bordo e Ω um domı́nio suave em M. Se M

é D-parabólica então M\Ω é D-parabólica. Se Ω é relativamente compacto, e M\Ω é

D-parabólica, então M é D-parabólica.
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Demonstração. A primeira afirmação segue imediatamente da Proposição anterior (i) ⇔

(iii). Suponhamos agora que Ω é um domı́nio relativamente compacto em M e M\Ω é

D-parabólica. Assim, seja a função limitada u ∈ C0(intM) ∩ C0(M) que satisfaz ∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M.

Por um lado, como M\Ω é D-parabólica obtemos que

sup
M\Ω

u = sup
∂(M\Ω)

u = sup
∂0Ω∪(∂M\∂1Ω)

u,

como Ω é relativamente compacto teremos que

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u

tal que, se sup∂0Ω
u = supM\Ω u então o máximo de u é atingido no intM. Segue do

Prinćıpio do Máximo Forte que u é constante em M e, portanto, u = 0 sobre ∂M. Por

outro lado,

sup
∂0Ω

u < sup
∂M

u = 0

e, portanto, u ⩽ 0. Argumentando de maneira similar para −u obtemos que

sup
∂0Ω

(−u) < sup
∂M

(−u),

⇒ − inf
∂0Ω

u < − inf
∂M
u,

⇒ inf
∂0Ω

u > inf
∂M
u,

logo,

inf
∂0Ω

u > inf
∂M
u = 0

então u ⩾ 0. Assim, u = 0 em M e, consequentemente, M é D-parabólica.

Observação 9. No corolário acima, aplicando o Lema 7 abaixo, podemos pensar em

M como um domı́nio de uma variedade Riemanniana N sem bordo, e olhando para a

D-parabolicidade como não massividade de M, recuperamos [1], Proposição 4.2.

O Corolário 4 por sua vez, implica a invariância da D-parabolicidade sob pertubações

compactas.
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Corolário 5. Seja M1 e M2 variedades Riemannianas e suponha que existam conjuntos

relativamentes compactos Ω1 ⊂ M1 e Ω2 ⊂ M2 tal que M1\Ω1 é isométrico a M2\Ω2.

Então, M1 é D-parabólica se, e somente se, M2 o é.

Demonstração. Sejam M1 e M2 duas variedades Riemannianas e ainda suponhamos que

existam conjuntos relativamente compactos Ω1 ⊂ M1 e Ω2 ⊂ M2. Pelo Corolário 4

teremos que M1\Ω1 é D-parabólica. Como M1\Ω1 é isométrico a M2\Ω2, existe um

difeomorfismo f : M1\Ω1 → M2\Ω2. Assim, dado a função u ∈ C∞(int(M1\Ω1)) ∩

C0(M1\Ω1) que satisfaz 
∆u = 0 no int(M1\Ω1)

u = 0 sobre ∂(M1\Ω1),

obtemos a função composta v = u ◦ f−1 ∈ C∞(int(M2\Ω2)) ∩ C0(M2\Ω2) que satisfaz

∆v = ∆(u ◦ f−1) = 0 no int(M2\Ω2),

e

v = (u ◦ f−1) = 0 sobre ∂(M2\Ω2).

Segue que, 
∆v = 0 no int(M2\Ω2)

v = 0 sobre ∂(M2\Ω2).

Como (M1\Ω1) é D-parabólico temos que u = 0 sobre M1\Ω1 e assim,

v = (u ◦ f−1) = 0 em M2\Ω2 = f(M1\Ω1)

⇒ v = 0 em f−1(M2\Ω2) =M1\Ω1.

Portanto, M2\Ω2 é D-parabólica. Segue do Corolário 4 que M2 é D-parabólica.

Como última condição suficiente para a D-parabolicidade, temos a seguinte versão do

teste de Khas’minskii.

Lema 6 (Teste de Khas’minskii). Seja M uma variedade suave com bordo ∂M. Se existe

um conjunto compacto K ⊂ M e uma função 0 ⩽ ϕ ∈ C0(M\intK) ∩W1,2
loc(intM\K) tal

que ϕ(x) → +∞ quando x diverge, e

−

∫
intM\K

⟨∇ϕ,∇ρ⟩ ⩽ 0 ∀0 ⩽ ρ ∈ C0(M\intK) ∩W1,2
loc(intM\K),

então M é D-parabólica.
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Demonstração. Sejam M uma variedade suave e u ∈ C0(M) ∩ C∞(intM) uma função

limitada que satisfaz 
∆u = 0 no intM

u = 0 sobre ∂M.

Assim, vamos verificar que u ⩽ 0 sobre M e ainda, por um argumento similar podemos

mostrar também que u ⩾ 0 sobreM, e concluir que u = 0 emM. Para isto, suponhamos,

por absurdo, que

sup
M

u > 0.

Como u não pode atingir seu supremo no intM teremos pelo Prinćıpio do Máximo Forte

e u = 0 sobre ∂M que u não atinge seu supremo em M e, portanto,

sup
K

u < sup
M

u.

Dáı, afirmamos que, dado γ > 0 tal que

sup
K

u < γ < sup
M

u,

e ainda, escolhendo x0 ∈M\K tal que

u(x0) > γ; v = u− γ− εϕ,

onde ε > 0 é suficientemente pequeno e 0 ⩽ ϕ ∈ C0(M\intK) ∩W1,2
loc(intM\K) de tal

forma que

v(x0) = u(x0) − γ− εϕ > 0.

Com efeito, tomemos ε =
u(x0) − γ

2
> 0 então

v(x0) = u(x0) − γ− εϕ(x0)

=
2u(x0) − 2γ− (γ− u(x0))ϕ(x0)

2

=
(u(x0) − γ)(2− ϕ(x0))

2
> 0.

Obtemos assim o resultado desejado. Agora, definimos o conjunto

Ω = {x; v(x) > 0}.
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Temos que u = 0 sobre ∂M, logo v = −γ−εϕ como 0 ⩽ ϕ ∈ C0(M\
◦
K)∩W1,2

loc(intM\K)

teremos que ϕ ≡ 0 em K então

v = −γ < 0 ⇒ v < 0,

e ainda, Ω = {x; v(x) ⩾ 0}, segue que Ω ∩ (K ∪ ∂M) = ∅.

Agora, suponhamos que Ω não seja limitado. Logo, existe uma sequência de pontos

{xk}k∈N em Ω tal que xk → +∞, então

lim
k→+∞ v(xk) = lim

k→+∞(u(xk) − γ− εϕ(xk))

= lim
k→+∞(u(xk) − γ) − ε lim

k→+∞ϕ(xk).
Como u é uma função cont́ınua e limitada em M, teremos que limk→+∞ u(xk) existe e é

finito, logo

lim
k→+∞ v(xk) = lim

k→+∞(u(xk) − γ) − ε lim
k→+∞ϕ(xk) = −∞.

Contudo, isto é um absurdo, pois, v(x) > 0 para todo x ∈ Ω. Assim, Ω é um conjunto

limitado quando x diverge. Além disso, v = u− γ− εϕ, obtemos

v = ∆(u− εϕ) = ∆u− ε∆ϕ.

Sendo ϕ uma função subharmônica, pela Identidade de Green temos

0 ⩾ −

∫
intM\K

⟨∇ϕ,∇ρ⟩ =

∫
intM\K

ρ∆ϕ−

∫
∂(M\K)

∂ϕ

∂ν
ρ.

Como ρ ⩾ 0, teremos que ∆ϕ ⩽ 0,
∂ϕ

∂ν
⩾ 0 e assim

∆v = −ε∆ϕ ⩾ 0 ⇒ ∆v = 0 fracamente em Ω

e ainda,

v = u− γ− εϕ ⩽ 0 sobre ∂Ω.

Logo, pelo Teorema da Comparação, teremos que v ⩽ 0 em Ω, o que é um absurdo.

Portanto, supM u = 0. Agora, suponhamos, por absurdo, que

− inf
M
u = sup

M

(−u) > 0 ⇒ inf
M
u < 0.
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Como −u não pode atingir seu supremo no intM então pelo Prinćıpio do Máximo Forte

e u = 0 sobre ∂M segue que −u não pode atingir seu supremo em M e, portanto,

sup
K

(−u) ⩽ sup
M

(−u) ⇒ inf
K
u ⩾ inf

M
u.

Logo existe α > 0 tal que

inf
K
u ⩾ α ⩾ inf

M
u,

e assim, é posśıvel escolher x0 ∈M\K tal que

−u(x0) > α; v = −u− α− εϕ

onde ε =
−α− u(x)

2
> 0 é suficientemente pequeno e 0 ⩽ ϕ ∈ C0(M\intK)∩W1,2

loc(intM\K)

de tal modo que

v(x0) = −α− u(x0) +
(u(x0) − α)ϕ(x0)

2

=
−2α− 2u(x0) + u(x0)ϕ(x0) − αϕ(x0)

2

=
(−α− u(x0))(2− ϕ(x0))

2
> 0.

Assim, podemos definir o conjunto

Ω = {x; v(x) > 0}.

Temos que Ω ̸= ∅ pois, x0 ∈ Ω. Como u = 0 sobre ∂M temos que

v = −α− εϕ < 0 ⇒ v < 0 sobre K ∪ ∂M

e ainda Ω = {x; v(x) ⩾ 0}, portanto, Ω∩ (K∪∂M) = ∅. Utilizando o mesmo argumento

apresentado anteriormente, podemos concluir que Ω é limitado quando ϕ(x) → +∞ com

k→ +∞ e ainda, teremos que ∆v ⩾ 0 fracamente em Ω

v ⩽ 0 sobre ∂Ω,

gerando, assim, um absurdo. Portanto,

sup
M

(−u) = 0 ⇒ inf
M
u = 0.

Assim, podemos concluir que

0 = inf
M
u ⩽ u ⩽ sup

M

u = 0 ∀x ∈M,

logo u = 0 para todo x ∈M e, consequentemente, M é parabólica.
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Núcleo de Green de Dirichlet

A partir das considerações realizadas da Seção 1.4, vamos mostrar que cada variedade

com bordo admite um Núcleo de Green de Dirichlet. No entanto, ao contrário do cenário

de Neumann, a existência de um Núcleo de Dirichlet Green não está relacionada com a

parabolicidade de Dirichlet da variedade subjacente. Daremos ińıcio a essa Seção com o

seguinte exemplo,

Exemplo 2 (Semi-espaço euclidiano). Revisitando o Exemplo 1. Seja

Rm+1

+ = {(x,y) ∈ Rm × R; y ⩾ 0}.

Seja o semi-espaço fechado do Rm+1, m ⩾ 1. Se m = 1, já sabemos que a partir de

considerações de crescimento de volume, na Proposição 13, que R2

+ é conforeimente equi-

valente ao disco unitário D(0, 1) ⊂ R2 via a aplicação conforme que envia ∂R2 para

∂D(0, 1)\{eiπ/2}. Podemos transplantar para R2
+ o Núcleo de Green de Dirichet

u(x,y) = − log |(x,y)| de D(0, 1)

com polos na origem.

Se m ⩾ 2, a harmonicidade não é mais uma propriedade conforme e o crescimento de

volume de Rm+1

+ é muito rápido para ser relacionado com a parabolicidade. No entanto,

como vimos no Exemplo 1 , as conclusões acima podem ser estendidas até mesmo para

m ⩾ 2 por meio de diferentes argumentos. Por outro lado, Rm+1

+ possui um Núcleo de

Green de Dirichlet com polo o = (x0,y0) ∈ Rm+1
+ . E u é dado explicitamente por

DGRm+1
+ (p,o) = C

{
1

|p− c|m−1
−

1

|p− c ′|m−1

}
com C = C(m) é uma constante dimensional e o ′ = (x0,−y0).

Teorema 14. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M não vazio. Então,

para todo o ∈ intM, existe o Núcleo de Green de Dirichlet DG(x,o) de M com polo em

o.

A prova que atualmente descrevemos depende do próximo Lema de interesse indepen-

dente. Ele afirma que toda variedade com bordo tem uma exaustão Riemanniana não

parabólica. Na seção seguinte, fornecemos uma prova alternativa baseada na teoria da

criticidade.
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Lema 7. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensão m com bordo ∂M ̸= ∅.

Então, existe uma variedade Riemanniana (N,h) de dimensão m com ∂N = ∅ tal que:

a) (M,g) é isometricamente mergulhada em (N,h) como um subconjunto fechado.

b) (N,h) não é parabólica (como uma variedade sem bordo).

Demonstração. Primeiramente, estendemos a variedade Riemanniana n-dimensional (M,g)

além do seu bordo ∂M ̸= ∅ para obtermos uma nova variedade Riemanniana (M ′,g ′) (pos-

sivelmente incompleta) sem bordo que contém (M,g) isometricamente. Como M ′ pode

ser obtido adicionando a M um colar dentro do diffeomorphic double de M, podemos

assim supor que M é um subconjunto fechado (ver por exemplo [47]). Em seguida, ex-

clúımos deM ′\M uma pequena bola compacta B
′
. Seja (N,h) a variedade Riemanniana

resultante, ou seja, N = (M ′\M)\B
′
. Como CapB

′
> 0, segue de [35] Teoremas 3.5 e 4.4,

que N é não parabólica.

Também precisamos de exaustões suaves de uma variedade ambiente que se restrinja

às exaustões de Lipschitz de uma dada subvariedade aberta suave.

Lema 8. Seja M subvariedade aberta com bordo ∂M suave dentro da variedade suave N

sem bordo. Então, existe uma exaustão de conjuntos relativamentes compactos {ΩK} ↗ N

tal que, para todo k, ∂ΩN
k é uma hipersuperficie suave que intersecta transversalmente o

∂M.

Demonstração. Fixemos uma exaustão por conjuntos relativamente compactos {UN
k } ↗ N

da variedade Riemanniana N, com bordo suave ∂UN
k ̸= ∅ e definimos UN

−1 = ∅. Usando

indução sobre k, vamos modificar cada hipersuperf́ıcie ∂UN
2k compacta suave dentro da

variedade aberta UN
2k+1\U

N
2k−1 para obter uma nova hipersuperf́ıcie Σ2k tal que:

c) Σ2k é um bordo de um domı́nio ΩN
2k tal que UN

2k−1 ⋐ Ω
N
2k ⋐ UN

2k+1;

d) Σ2k intersecta transversalmente ∂M (possivelmente em um conjunto vazio).

Com efeito, para isso, consideremos a inclusão

ik : U
N

2k ↪→ N,

e aplicando o Teorema da Homotopia da Transversalidade,( [51], pág 70) obtemos um

aplicação homotópico

jk : U
N

2k ↪→ N,
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tal que, Σ2k = jk(∂U
N
2k) é tranversal a ∂M, ou seja, a propriedade d) é válida. Visto que

tanto o ”posto máximo”de uma aplicação quanto os ”mergulhos”são propriedades estáveis,

ou seja, são preservadas por homotopia, ([51], pág. 35) podemos assumir que jk e jk|∂UN
2k

ainda são mergulhadas. Finalmente, a homotopia pode ser obtida modificando ik apenas

em uma vizinhança arbitrariamente pequena de ∂UN
2k( veja [51] pág. 72). Portanto, se

definirmos

jk(U
N
2k) = Ω

N
2k,

obtemos que Σ2k = jk(∂U
N
2k) é o bordo do domı́nino jK(U

N
2k) = Ω

N
2k em M onde

ik(U
N
2k−1) ⋐ jk(U

N
2k) ⋐ ik(U

N
2k+1),

temos que

UN
2k−1 ⋐ Ω

N
2k ⋐ UN

2k+1.

Assim, obtemos c).

Demonstração do Teorema 21. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M

não vazio dáı, pelo Lema 7, existe uma variedade Riemanniana (N,h) onde com ∂N = ∅

tal que, (M,g) está isometricamente mergulhada em (N,h) de tal modo que (M,g) é um

subconjunto fechado. Também, (N,h) não é parabólica com GN sendo o Núcleo de Green

de N. Assim, fixemos o ∈ intM e recordemos que GN(·,o) e DGM(·,o) são obtidos como

limite dos Núcleos de Green de Dirichhlet de uma exaustão relativamente compacta.

De acordo com Lema 8, temos que existe uma exaustão suave de conjuntos relativa-

mente compactos {ΩN
k } ↗ N tal que o ∈ Ω0 e cada interseção ∂ΩN

k ∩M é transversal.

Para cada k, definimos

ΩM
k = Ωkn ∩M.

Como M ⊂ N é fechado, podemos concluir que ΩM
k é relativamente compacto. Além

disso, pelas condições de interseção e transversalidade, podemos dizer que ∂ΩM
k é Lips-

chitz. Portanto, {ΩM
k } ↗M é uma boa exaustão relativamente compacta de M. Assim,

por comparação obtemos

ΩM
k ⊂ ΩN

k ⊂ N,
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e então,

DGΩM
k (x,o) ⩽D GΩN

k (x,o) ⩽ GN(x,o) sobre ΩM
k .

Agora, aplicando o limite com k→ +∞ conclúımos que

lim
k→+∞ DGΩM

k (x,o) ⩽ lim
k→+∞ DGΩN

k (x,o) ⩽ GN(x,o) sobre lim
k→+∞ΩM

k =M.

Então,

DGM(x,o) ⩽ DGN(x,o) ⩽ GN(x,o) sobre M,

o que implica que DGM(x,o) ⩽ GN(x,o) sobre M.

Observe que, a prova acima mostra que se M é uma variedade com bordo situado

dentro de uma variedade N, então

DGM ⩽ GN. (2.23)

Teorema 15. Seja M uma variedade com bordo ∂M ̸= ∅. Então para todo o ∈ intM

existe um Núcleo de Green positivo mı́nimo GintM(·,o) com polo em o. Além disso,

GintM(·,o) = DGM(·,o).

Demonstração. Seja M uma variedade com bordo ∂M ̸= ∅ e intM uma subvariedade de

M. Podemos definir o Núcleo de GreenGintM do intM como sendo o limite limk→+∞ DGΩ ′
k

onde {Ω ′
k} é uma exaustão crescente do intM por abertos relativamente compactos (intM)

com bordo suave, assim, teremos que

DGΩ ′
k(x,o) ⩽ DGΩM

k (x,o),

passando o limite

GintM(x,o) ⩽ DGM(x,o) sobre intM.

Como DGM é o Núcleo de Green de Dirichlet de M teremos que

lim
x→x

GintM(x,o) ⩽ lim
x→x

DGM(x,o) = 0 com x ∈ ∂M,
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isto é,

lim
x→x

GintM(x,o) = 0 quando x ∈ ∂M.

Mostrando que GintM pode ser extendida para uma função cont́ınua fora da diagonal de

M. Agora, utilizaremos o argumento de comparação usual. Temos que para cada conjunto

aberto {ΩM
k } na extenção de M, ΩM

k ⊂ intM fora da diagonal de Ωk então,

DGΩM
k (x,o) ⩽ GintM(x,o) sobre ΩM

k ,

assim, quando aplicamos o limite com k→ +∞ obtemos que

DGM(x,o) ⩽ GintM(x,o),

sobre M. Portanto, podemos concluir que

DGM(·,o) = GintM(·,o).
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Aplicações

3.1 Estimativas de altura para hipersuperf́ıcie CMC

em espaços produto

Apresentamos aqui algumas aplicações desse prinćıpio de máximo global para obter esti-

mativas de altura tanto para H-hipersuperf́ıcies com bordo em espaços de produto quanto

para H-gráficos sobre variedades com bordo.

Por uma H-hipersuperficie de N×R queremos dizer que uma hipersuperficie orientada

Σ com curvatura média contante H em relação a uma escolha de uma aplicação de Gauss.

Um H-gráfico sobre a variedade Riemanniana m-dimensional M com bordo ∂M ̸= ∅ é

uma H-hipersuperf́ıcie mergulhada dada por

Σ = Γu(M),

onde Γu :M→M× R é definida, como de costume, por

Γu(x) = (x,u(x))

para alguma função suave u : M → R. Às vezes, também permitiremos que u ∈

C∞(intM) ∩ C0(M) e, neste caso, vamos falar de um H-gráfico adequado.

O vetor normal unitário para Σ é definido por

N =
1√

1+ |∇Mu|2
(∇Mu,−1).

Com relação a N, a curvatura média do gráfico suave Σ é escrito como

H = −
1

m
divM

(
∇Mu√

1+ |∇Mu|2

)
. (3.1)

91
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Por outro lado, seja MΣ a variedade original M dotada da métrica retirada de M × R

através de Γu, de modo que MΣ seja isométrico à hipersuperf́ıcie Σ de M × R com sua

métrica induzida.

Sabe-se que o campo vetorial de curvatura média da imerção isométrica Γu

H = H(x)N(x),

satisfaz

∆ΣΓu = mH,

onde ∆Σ denota o Laplaciano em aplicações de variáveis múltiplas. Uma vez que ∆Σ é

linear em relação à estrutura Riemanniana no contradomı́nio, obtemos

∆Σu =
1√

1+ |∇M|2
divM

(
∇Mu√

1+ |∇Mu|2

)
.

Por (3.1) podemos concluir que

∆Σu = −
m√

1+ |∇mu|2
H(x).

Com esta preparação, começamos observando a seguinte versão do Lema 1 em [40].

Lema 9. Seja (N,g) uma variedade completa m-dimensinal sem bordo e M ⊂ N um

domı́nio fechado com bordo suave ∂M ̸= ∅. Considere um gráfico suave Σ = Γu(M) ⊂

N× R sobre M com bordo suave

∂Σ ⊂ N× {0}.

Assuma que

sup
M

|u|+ sup
M

|H| < +∞. (3.2)

Então, existe uma constante C = C(m, supM |u|, supM |H|) > 0 tal que para todo δ > 0 e

R > 1,

volBΣ
R(p) ⩽ C

(
1+

1

δR

)
vol
(
M ∩ BN

(1+δ)R(x)
)
,

onde x é um ponto de referência em N e p = (x,u(x)). Além disso, a seguinte estimativa

volBΣ
R(p) ⩽ C{volB

Σ
R(x) + Area

(
∂BΣ

R(x)
)
},

vale para quase todo R > 1.
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Demonstração. Seja (N,g) uma variedade completa m-dimensional,M ⊂ N um domı́nio

fechado com bordo suave ∂M ̸= ∅ e ainda, consederemos o gráfico Σ = Γu(M) ⊂ N × R

sobre M. Assim, notemos que

dΣ ((x,u(x)); (x,u(x))) ⩾ dN×R ((x,u(x)); (x,u(x)))

⩾ max{dN(x, x); |u(x) − u(x)|}.

Tomando p = (x,u(x)) teremos que

BΣ
R(p) ⊆ Σ ∩ BN×R

R (p).

Como

max{dN(x, x), |u(x) − u(x)|} ⩽ dΣ(p, (x,u(x))) < R,

temos,

dN(x, x) < R e |u(x) − u(x)| < R.

Logo,

BΣ
R(p) ⊆ Σ ∩ BN×R

R (p) ⊆
(
M ∩ BN×

R (x)
)
× (−R+ u(x),R+ u(x))

Denotando por ΠN : Σ→ N a projeção no fator N, segue que

volBΣ
R(p) =

∫
Πn(BΣ

R(p))

√
1+ |∇u|2dvolN.

Tomemos,

ΩR = {x ∈M ∩ BN
R ; |u(x) − u(x)| < R} ⊆M ∩ BN

R (x).

Afirmamos que

ΠN(B
Σ
R(p)) ⊂ ΩR.

Com efeito, dado y ∈ ΠN(B
Σ
R(p)), existe (x,u(x)) ∈ BΣ

R(p) tal que,

x = ΠN(x,u(x)) = y.

Por outro lado, como (x,u(x)) ∈ BΣ
R(p) obtemos que

(x,u(x)) ∈ (M ∩ BN
R (x))× (−R+ u(x),R+ u(x)),
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logo,

dN(x, x) < R e |u(x) − u(x)| < R,

dN(x,y) < R e |u(x) − u(y)| < R.

Portanto, y ∈ ΩR e, consequentemente, ΠN(B
Σ
R(p)) ⊂ ΩR. Assim,

volBΣ
R(p) ⩽

∫
ΩR

√
1+ |∇u|2 dvolN

=

∫
ΩR

√
1+ |∇u|2.

√
1+ |∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

=

∫
ΩR

1+ |∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

=

∫
ΩR

1√
1+ |∇u|2

dvolN +

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

⩽
∫
M∩BN

R (x)

1√
1+ |∇u|2

dvolN +

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

⩽ vol(M ∩ BN
R (x)) +

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN.

Para qualquer δ > 0, escolhemos uma função de corte ρ da seguinte maneira;

ρ(x) =



1 em BR(x),

(1+ δ)R− r(x)

δR
em B(1+δ)R(x)\BR(x),

0 em outro lugar ,

(3.3)

onde r(x) = dN(x, x). Assim, teremos que

X = ρu.
∇u√

1+ |∇u|2
,

é um compo vetorial compactamente suportado que é nulo no ∂M e ∂BN
(1+δ)R(x). Segue

do Teorema da Divergência que

0 =

∫
∂M∩∂BN

(1+δ)R

⟨X,ν⟩d(∂M ∩ ∂BN
(1+δ)R)

=

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

div(X)dvolN

=

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x))

div

(
ρu.

∇u√
1+ |∇|2

)
dvolN.
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Usando (3.1) e (3.3) temos que

0 =

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

div

(
ρu.

∇u√
1+ |∇|2

)
dvolN

=

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρu(−mH)dvolN +

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ.
|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

+

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))
u

〈
∇
(
(1+ δ)R− r(x)

δR

)
,

∇u√
1+ |∇u|2

〉
dvolN

= −m

∫
M∩BN

(1+δ)R

(x)ρHudvolN +

∫
M∩BN

(1+δ)R

ρ
|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

+

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

u√
1+ |∇u|2

〈
−
∇r
δR

,∇u
〉
dvolN.

Portanto,

0 = −m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρHudvolN +

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

−
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))
u

⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Dáı,∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN = m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρHudvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))
u

⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN,

consequentemente,∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽
∫
M∩BN

R (x)

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

⩽
∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

= m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρHudvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)−BN

R (x))
u

⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.
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Por (3.2) teremos que∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽ m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ sup
M

|u| sup
M

|H|dvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))
sup
M

|u|
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Como 0 < ρ < 1 em BN
(1+δ)R(x) obtemos∫

ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽ m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ sup
M

|u| sup
M

|H|dvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))
sup
M

|u|
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

⩽ m sup
M

|u| sup
M

|H|vol(M ∩ BN
(1+δ)R)

+
supM |u|

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
.

Portanto, para todo R > 1 temos que

volBΣ
R(p) ⩽

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN + vol(M ∩ BN
R (x))

⩽ m sup
M

|u| sup
M

|H|vol(M ∩ BN
(1+δ)R)

+
supM |u|

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
+vol(M ∩ BN

R (x)).

Tomando, 0 < C = max{supM |u|, supM |H|,m} teremos que

volBΣ
R(p) ⩽

C

2

{
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)) +
1

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))}

+
C

2
vol(M ∩ BN

R (x))

Agora, note que

M ∩ BN
R (x) ⊂M ∩ BN

(1+δ)R(x) e M ∩
(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

)
⊂M ∩ BN

(1+δ)R(x),
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então,

1

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
=

1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))
dvolN

⩽
1

δR

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

dvolN

<
2

δR
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)),

e

vol(M ∩ BN
R (x)) =

∫
M∩BN

R (x)

dvolN ⩽
∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

dvolN = vol(M ∩ BN
(1+δ)R(x)),

logo,
1

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
<

2

δR
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

e

vol(M ∩ BN
R (x)) ⩽ vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)).

Portanto,

volBΣ
R(p) ⩽

C

2

{
vol(M ∩MN

(1+δ)R(x)) +
2

δR
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)) + vol(M ∩ BN
(1+δ)R(x))

}

=
C

2

[
2

(
1+

1

δR

)
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

]

= C

(
1+

1

δR

)
vol(M ∩ BN

(1+δ)R),

assim,

volBΣ
R(p) ⩽ C

(
1+

1

δR

)
vol(M ∩ BN

(1+δ)R).

Em particular, como δ > 0, temos que

−δR < −δ < 1

⇒ −
1

δR
> 1,
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pois R > 1. Assim,

volBΣ
R(p) ⩽

C

2

{
1

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
+ vol(M ∩ BN

R (x))

}

+
C

2
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

< C

{
1

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
+ vol(M ∩ BN

R (x))

}
+C vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

< C

{
1

δR
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
−

1

δR
vol(M ∩ BN

R (x))

}
+C vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

=
C

δR

[
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
− vol(M ∩ BN

R (x))
]

+C vol(M ∩ BN
(1+δ)R(x)).

Agora, aplicando o limite com δ→ 0 obtemos quue

volBΣ
R(p) ⩽ C lim

δ→0

[
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))
]

+C lim
δ→0

{
1

δR

[
vol
(
M ∩

(
BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x)

))
− vol(M ∩ BN

R (x))
]}

= C vol(M ∩ BN
R (x)) + C

d

ds
vol(M ∩ BN

s (x))|s=R.

Pela fórmula da co-área obtemos

volBΣ
R(p) ⩽ C vol(M ∩ BN

R (x)) + CArea(∂BN
R ) = C

(
vol(M ∩ BN

R (x)) + Area(∂BN
R (x))

)
.

Portanto,

volBΣ
R(p) ⩽ C

(
vol(M ∩ BN

R (x)) + Area(∂BN
R (x))

)
.

Observação 10. Notemos que, na verdade, as condições um pouco mais fracas

volBΣ
N(p) ⩽ C

(
1+

1

δ

)
vol
(
M ∩ BN(1+ δ)R(x)

)
(3.4)

e

volBΣ
R(p) ⩽ C{volB

N
R (x) + RArea(∂B

n
R)(x)}. (3.5)
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são obtidas mantendo a seguinte suposição

sup
M

|uH| < +∞ (3.6)

Com efeito, para superar o problema de que u pode ser ilimitado, seguindo a prova no

caso mı́nimo H ≡ 0, podemos aplicar o Teorema da Divergencia para o campo vetorial

X = ρuR

∇u√
1+ |∇u|2

, (3.7)

onde definimos a função uR :M ∩ BN
R (x) → R

uR =



u(x) − R se u(x) ⩽ u(x) − R

u(x) se |u(x) − u(x)| < R

u(x) + R se u ⩾ u(x) + R,

para todo R tal que u(x) − R < 0. Observe que por definição∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN =

∫
M∩BN

R (x)

|∇uR|√
1+ |∇u|2

dvolN.

De maneira análoga ao que foi feito no Lema 9 teremos

volBΣ
R(p) ⩽ vol(M ∩ BN

R (x)) +

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

= vol(M ∩ BN
R (x)) +

∫
M∩BN

R (x)

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

Por (3.7) obtemos

0 =

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

div(X)dvolN

=

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

div

(
ρuR

∇u√
1+ |∇u|2

)
dvolN

=

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

−mρuR dvolN +

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
|∇uR|

2√
1+ |∇u|2

dvolN

+

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

uR√
1+ |∇u|2

⟨∇ρ,∇uR⟩dvolN,
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logo

0 = −m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρuRHdvolN +

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
|∇uR|

2√
1+ |∇u|2

dvolN

−
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

uR

⟨∇r,∇uR⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

e, consequentemente,∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
|∇uR|

2√
1+ |∇u|2

dvolN = m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρuRHdvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

uR

⟨∇r,∇uR⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Segue dáı que,∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN =

∫
M∩BN

R (x)

|∇uR|
2√

1+ |∇u|2
dvolN

⩽
∫
M∩BN

R (x)

ρ|∇uR|
2√

1+ |∇u|2
dvolN

= m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρuRHdvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

uR

⟨∇r,∇uR⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Por (3.6) obtemos∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽ m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ sup
M

|uRH|dvolN

+
supM uR

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

⟨∇r,∇uR⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.
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Como uR < R teremos que supM uR < R e, assim,∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽ m · sup
M

|uRH|

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρdvolN

+
1

δ

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

⟨∇r,∇uR⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

= m · sup
M

|uRH|
2 vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

+
1

δ
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x))).

Tomando C = max{m, supM |uRH|} obtemos que

volBΣ
R ⩽

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN + vol(M ∩ BN
R (x))

⩽ m · sup
M

|uRH|
2 vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)) +
1

δ
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x)))

+vol(M ∩ BN
R (x))

⩽
C

2

{
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x) +
1

δ
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x)))

}

+
C

2

[
vol(M ∩ BN

R (x))
]
.

Com o mesmo argumento apresentado no Lema 9 podemos concluir que

volBΩ
R (p) ⩽ C

(
1+

1

δ
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

)
,

em particular, como δ > 0 teremos que −δ < 1, então −
1

δ
> 1, e assim,

volBΣ
R(p) ⩽ C

{
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x) +
1

δ
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x)))

}
+C

[
vol(M ∩ BN

R (x))
]

< C

{
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x) +
1

δ
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x)))

}

−
C

δ

[
vol(M ∩ BN

R (x))
]

= C
[
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)
]

+
C

δ

[
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x))) − vol(M ∩ BN

R (x))
]
.
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Aplicando o limite com δ→ 0 obtemos que

volBΣ
R(p) ⩽ C lim

δ→0

[
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)
]

+C lim
δ→0

R

δR

[
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x))) − vol(M ∩ BN

R (x))
]

⩽ Cvol(M ∩ BN
R (x) + CR

d

ds
(vol(M ∩ BN

s (x))|s=R.

Pela fórmula da co-área teremos

volBΣ
R(p) ⩽ Cvol(M ∩ BN

R (x)) + CRArea(∂B
N
R (x)) = C

(
vol(M ∩ BN

R (x) + RArea(∂B
N
R (x))

)
.

Portanto,

volBΣ
R(p) ⩽ C(volB

N
R (x) + RArea(∂B

N
R (x))).

Observação 11. Notemos também que conclusões semelhantes continuam a valer se a

condição de que u se anula em ∂M é substituida pela suposição de que ⟨N,N0⟩ tem sinal

constante em ∂Σ, onde N0 = (−ν, 0) é o vetor normal unitário interior ao ∂M × R e

assumimos que

sup
M

|u|+ sup
M

|H| < +∞, (3.8)

ou H = 0.

Com efeito, temos que

⟨N,N0⟩ =

〈
1√

1+ |∇u|2
(∇u,−1), (−ν, 0)

〉

=
1√

1+ |∇u|2
⟨(∇u,−1), (−ν, 0)⟩

= −
1√

1+ |∇u|2
⟨(∇u,−1), (ν, 0)⟩.

Logo,

⟨∇u,ν⟩ = −
√
1+ |∇u|2⟨N,N0⟩.

Como ⟨N,N0⟩ possui sinal constante podemos concluir que ⟨∇u,ν⟩ também possui sinal

constante. Dáı, aplicando o Teorema da Divergência ao compo vetorial

X = ρ(u+ c · sup
M

|u|) · ∇u√
1+ |∇u|2

, (3.9)
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onde c = −sgn⟨∇u,ν⟩1, e observando que, por definição, o termo de bordo é negativo,

temos

0 ⩾
∫
∂M∩∂BN

(1+δ)R

⟨X,ν⟩d(∂M ∩ ∂BN
(1+δ)R)

=

∫
M∩BN

(1+δ)R

div(X)dvolN.

De (3.9) obtemos que

0 ⩾
∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ(u+ c · sup
M

|u|)div

(
∇u√

1+ |∇u|2

)

+

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ
⟨∇u,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

+

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

(u+ c · sup
M

|u|) · ⟨∇ρ,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolM.

Por (3.3) e (3.1) temos

0 ⩾ −m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ(u+ c · sup
M

|u|) ·HdvolN +

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ · |∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

−
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

(u+ c · sup
M

|u|)
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Segue dáı que

−

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ · |∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩾ −m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ(u+ c · sup
M

|u|) ·HdvolN

−
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

u
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

−
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

c · sup
M

|u|
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

assim,

1Sinal da função
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∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ · |∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽ m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ(u+ c · sup
M

|u|) ·HdvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

u
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

c · sup
M

|u|
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Logo,∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽
∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN

⩽
∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ · |∇u|2√
1+ |∇u|2

⩽ m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ(u+ c · sup
M

|u|) ·HdvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

(u+ c · sup
M

|u|)
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.

Agora, utilizando (3.8) obtemos que∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN ⩽ m

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρ(sup
M

|u|+ c · sup
M

|u|) · sup
M

|H|dvolN

+
1

δR

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

(sup
M

|u|+ c · sup
M

|u|)
⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN

= m(1+ c) sup
M

|u| · sup
M

|H|

∫
M∩BN

(1+δ)R
(x)

ρdvolN

+
1

δR
(1+ c) · sup

M

|u|

∫
M∩(BN

(1+δ)R
(x)\BN

R (x))

⟨∇r,∇u⟩√
1+ |∇u|2

dvolN.



Caṕıtulo 3. Aplicações 105

Dáı, tomando D = max{m, supM |u|, supM |H|} teremos que

volBΣ
R ⩽

∫
ΩR

|∇u|2√
1+ |∇u|2

dvolN + vol(M ∩ BN
(1+δ)R(x))

⩽ m(1+ c) sup
M

|u| · sup
M

|H|vol(M ∩ BN
(1+δ)R(x))

+
1

δR
(1+ c) · sup

M

|u|vol(M ∩ (BN
(1+δ)R(x)\B

N
R (x))) + vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x))

⩽ D

[
vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)) +
1

δR
vol(M ∩ (BN

(1+δ)R(x)\B
N
R (x)))

]
+D vol(M ∩ BN

(1+δ)R(x)).

Realizando o mesmo processo do Lema 9, obtemos o resultado desejado. Agora, utili-

zando a hipótese de H = 0 no lugar de (3.8) juntamente com o argumento sobre o bordo

deM apresentado anteriormente e as ferramentas constadas em (3.1) aplicadas no campo

vetorial

X = ρ[uR + c(|uR|+ R)] ·
∇u√

1+ |∇u|2
,

obtemos (3.4) e (3.5).

Lema 10. Seja (N,g) uma variedade Riemanniana completa m-dimensional(sem bordo)

satisfazendo SecN ⩾ −K e seja M ⊂ N um domı́nio fechado com bordo suave ∂M ̸= ∅.

Suponhamos que são dados um gráfico limitado Σε = Γu(U(M)) com curvatura média

limitada H, parametrizado sobre uma ε-vizinhança U(M) deM. Seja Σ = Γu(M). Então,

existe uma constante C = C(m, ε,H,K, supM |u|, supM |H|) > 0 tal que

volBΣ
R(p) ⩽ Cvol(M ∩ BN

R (x)),

para todo R > 0, onde x ∈ intM é um ponto referencial e p = (x,u(x)).

Demonstração. Seja (N,g) uma variedade Riemanniana completa m-dimensional que sa-

tisfaz

SecN ⩾ −K,

e ainda, seja M ⊂ N um domı́nio fechado com bordo suave ∂M ̸= ∅. Denotemos, como

no Lema 9, ΠN : Σ→ N a projeção no fator N. Assim teremos que

volBΣ
R(p) =

∫
ΠN(BΣ

R(p))

√
1+ |∇u|2 dvolN.
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Como ΠN(B
Σ
R(p)) ⊂ ΩR ⊂M ∩ BN

R (x) podemos dizer que

volBΣ
R(p) =

∫
ΠN(BΣ

R(p))

√
1+ |∇u|2 dvolN ⩽

∫
M∩BN

R (p)

√
1+ |∇u|2 dvolN.

Logo, devemos verificar que |∇u| é uniformenente limitado em M. Para isto, notemos

que u : Uε(M) → R é uma função limitada pois, U(M) é limitado e u é suave em todo

M e que define um gráfico

Γu(U(M)) = Σε,

limitado, de curvatura média H também limitada. Portanto, aplicando o Teorema 1.1 de

[28] as funções

w(x) = sup
M

u− u(x) ⩾ 0 ou w(x) = u(x) − inf
M
u ⩾ 0,

obtemos, para todo x ∈ BN
ε/2(x) ⊂ Uε(M) com x ∈M

√
1+ |∇u|2 ⩽ 32 ·max

{
1,

(
w(x)

ε/2

)2
}

· e16w(x) · e
16C

w(x)
ε/2

2

,

onde C = C(m,H, K, supM |w|, supM |H|). Como u(x) é limitada em Uε(M) teremos que

u(x) ⩽ ε/2,

segue dáı que√
1+ |∇u|2 ⩽ 32max

{
1,

[(
sup
M

u− ε/2

)
2/ε

]}
e16C(supM u−ε/2)e16C((supM u−ε/2)2/ε)2

= C ′(m, ε,H, K, sup
M

|u|, sup
M

|H|).

Logo,

|∇u| ⩽ C ′(m, ε,H, K, sup
M

|u|, sup
M

|H|)

e, |∇u| é uniformemente limitado em cada bola BN
ε/2(x) ⊂ Uε(M) com x ∈M. Assim,

volBΣ
R(p) ⩽

∫
M∩BN

R (p)

√
1+ |∇u|2 dvolN

⩽
∫
M∩BN

R (p)

C ′ dvolN

= C ′vol(M ∩ BN
R (p)).

Portanto,

volBΣ
R(p) ⩽ C

′vol(M ∩ BN
R (p)).
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Lembramos que um gráfico próprio em N×R é uma superf́ıcie gráfica (topológica) com

bordo Σ = {(x,u(x)); x ∈ Ω} parametrizado por uma função u ∈ C∞(Ω) ∩ C0(Ω) sobre

um domı́nioΩ ⊂ N. O bordo (topológico) de Σ é claramente dado por ∂Σ = {(x,u(x)); x ∈

∂Ω}, enquanto seu interior intΣ = {(x,u(x)); x ∈ Ω} é uma hipersuperf́ıcie suave deN×R.

Digamos que o gráfico próprio Σ é um H-gráfico (ou um gráfico com curvatura média

constante H) se a hipersuperf́ıcie suave intΣ tem curvatura média constante H em relação

a uma aplicação de Gauss escolhida.

O Lema 10 permite provar o seguinte teorema,

Teorema 16 (Estimativas de altura para gráficos). Seja (N,g) uma variedade Rieman-

niana completa sem bordo satisfazendo RicN ⩾ 0 e

volBN
R (o) = O(R2) com R→ +∞. (3.10)

Seja M ⊂ N um domı́nio fechado com bordo suave ∂M ̸= ∅. Suponha que é dado um

gráfico próprio Σ sobre M com ∂Σ ⊂ N × {0} e curvatura média constante H > 0 em

relação a aplicação de Gauss. Se Σ estiver contido em uma slice vertical, então

Σ ⊆ N×
[
0,

1

H

]
.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

Σ = {(x,u(x)); x ∈M},

é uma hipersuperf́ıcie gráfica com bordo suave. Na verdade se apenas tivermos u ∈

C∞(intM) ∩ C0(M), podemos sempre considerar o H(> 0)-gráfico

Σ = {(x,uε(x)); x ∈Mε},

onde de acordo com o Teorema de Sard, 0 < ε < 1 é um valor regular de u|intM e obtemos

Mε = {x ∈M, u(x) ⩾ ε} e uε(x) = u(x) − ε.

Então, usando a Estimativa da altura no caso suave, temos

u(x) − ε = uε(x) ⩽
1

H

⇒ u(x) ⩽
1

H
+ ε.
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Fazendo ε→ 0 podemos concluir que u(x) ⩽
1

H
. De maneira análoga, tem-se

0 ⩽ uε = u(x) − ε.

Fazendo ε → 0 teremos que 0 ⩽ u(x). Portanto, u(x) ∈
[
0,

1

H

]
e, consequentemente, e,

consequentemente,

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.

Assim, podemos olhar Σ como uma hipersuperficie gráfica com bordo suave ∂Σ. Ob-

servemos, inicialmente, que Σ é completa. Com efeito, temos que u : M → R é uma

função cont́ınua, logo existe um homeomorfismo f : M → Σ. Como M é fechado em N,

teremos que Σ é fechado em N × R, assim, Σ é um subconjunto fechado e limitado de

uma variedade completa N× R. Logo, pelo teorema de Hopf e Rinow podemos concluir

que Σ é compacta e, portanto, completa. Assim, da seguinte relação

B
Σ

R(x,u(x)) ⊂ Σ(BN
R (x)× [u(x) − R,u(x) + R]), (3.11)

segue que as bolas fechadas intrisecas em Σ são compactas. Além disso, pelo Lema 10

teremos que

volBΣ
R(p) ⩽ CvolB

N
R (x).

Contudo, de (3.10) temos que

volBN
R (x) ⩽ C

′R2,

logo,

volBΣ
R(p) ⩽ CvolB

N
R (x) ⩽ CC ′R2 = C ′′R2.

Segue dáı que

volBΣ
R(p) = O(R2) com R→ +∞.

Portanto, Σ possui crescimento de volume quadrático. Em particular, pelo Teorema 13,

se denotarmos por MΣ o dominio original M dotado da métrica induzida por Σ, pela

aplicação Γu :M→M× R, conclúımos que MΣ é parabólica. Agora, consideremos uma

função real w ∈ C∞(MΣ), onde w :MΣ → R dada é por

w(x) = H · u(x) − 1√
1+ |∇u(x)|2

.
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Como RicN ⩾ 0 obtemos pelo Teorema 3.1 de [30] que w é uma função subharmônica.

Além disso, w ⩽ 0 sobre ∂MΣ

sup
MΣ

w = sup
MΣ

u

(
H · u(x) − 1√

1+ |∇u(x)|2

)
⩽ sup

MΣ

H · u(x)

= H · sup
MΣ

u(x) < +∞.

Logo, (MΣ,gMΣ
) é uma variedade parabólica com bordo ∂MΣ ̸= ∅ tal que w ∈ C∞(MΣ)∩

W1,2
loc(MΣ) satisfaz 

∆w ⩾ 0 no intMΣ

supMΣ
< +∞,

assim, pelo Teorema 12, podemos concluir que

sup
MΣ

w = sup
∂MΣ

w ⩽ 0,

e, portanto,

H sup
MΣ

w− 1 ⩽ sup
MΣ

w ⩽ 0

⇒ sup
MΣ

w ⩽
1

H
,

e consequentemente,

u(x) ⩽ sup
MΣ

w ⩽
1

H
.

Dáı, para concluir a demonstração, observemos que

∆Σu = −
m√

1+ |∆MΣ
u|2

·H(x) ⩽ 0

∆Σu ⩽ 0,

logo, u ∈ C∞(MΣ) é uma função superharmônica. Além disso, como ∂Σ ⊂ N × {0} e

Σ está contida em alguma slice, teremos que u é limitada e u = 0 em ∂MΣ. Segue do

Teorema 12 que infMΣ
u = inf∂Mσ

u = 0. Portanto,

u(x) ⩾ inf
MΣ

u = 0 ∀x ∈MΣ,
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e assim,

u ∈
[
0,

1

H

]
para todo x ∈MΣ.

Podemos concluir que

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.

Observação 12. Sabe-se que no caso com bordo, a suposição de crescimento de volume

acima implica que o H-gráfico verticalmente limitado deve ser necessariamente mı́nimo.

Na verdade, de acordo com o Teorema 5.1 em [34], a mesma conclusão é válida se

volBR ⩽ C1e
C2R

2

para algumas constantes C1,C2 > 0. (3.12)

Com efeito, tomemos ∂M = ∅ assim, pelo Prinćıpio do Máximo/Mı́nimo de Omari-

Yau, temos que existe uma sequência de pontos (xk)k∈N em M tais que:

i) u(xk) < infM u+
1

k
,

ii) ∆u(xK) > −
1

k
. Dáı,

−div

(
∇Mu(xk)√

1+ |∇Mu|2(xk)

)
<

1

k
,

e consequentemente,

mH = −div

(
∇Mu(xk)√

1+ |∇Mu|2(xk)

)
<

1

k
. (3.13)

De maneira análoga, temos:

iii) supM −
1

k
u < u(xk)

iv) ∆u(xk) <
1

k
. Dáı,

−div

(
∇Mu(xk)√

1+ |∇Mu|2(xk)

)
> −

1

k

e, portanto,

mH = −div

(
∇Mu(xk)√

1+ |∇Mu|2(xk)

)
> −

1

k
. (3.14)

Logo, obtemos que por (3.14) e (3.13)

−
1

k
< mH <

1

k
,
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aplicando o limite k → +∞ obtemos H = 0. O mesmo resultado é obtido se (3.12) for

satisfeita, pois pelo Teorema 5.1 de [34] teremos que o Prinćıpio do Máximo/Mı́nimo de

Omori-Yau é válido. Dáı realizando o mesmo processo como acima conclúımos que H = 0.

Observação 13. O Teorema 16, vai na direção de generalizar o Teorema 6 em [7] de A.

Ros e H. Rosenberg para dońınios não homogêneos.

Com efeito, assuma que m = 2, 3, 4 e SecN ⩾ 0. Dáı para cada |H| > 0, uma H-gráfico

Σ = Γu(M) em N×R sobre o domı́nioM ⊆ N é necessariamente limitado [31, 3, 8]. Além

disso, no caso m = 2, segue do Teorema da Comparação Bishop-Gromov que se SecN ⩾ 0

então N possui crescimento de volume quadrático, ou seja,

volBN
R ⩽ w2R

2,

onde w2 denota a área da bola unitária em R2.

À luz das considerações acima, obtemos o colorário abaixo

Corolário 6. Seja (N,g) uma variedade Riemanniana bidimensional completa sem bordo

de curvatura de Gauss não negativa. Seja M ⊂ N um domı́nio fechado com bordo suave

∂M ̸= ∅. Suponha que temos um gráfico adequado Σ sobre N com bordo ∂Σ ⊂ N× {0} e

curvatura média constante H > 0 em relação a aplicação de Gauss. Então,

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.

Demonstração. Seja (N,g) uma variedade Riemanniana bidimensional completa com cur-

vatura gaussina não negativa. Como em uma variedade bidimensional a curvatura gaus-

siana coincide com a curvatura seccional, teremos que

SecN ⩾ 0.

Assim, pela Observação 13 temos que N possui crescimento de volume quadrático, isto é,

volBN
R (x) ⩽ w2R

2,

onde w2 denota a área da bola unitária em R2. Logo, pelo Teorema 16, podemos concluir

que

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.
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Terminaremos essa seção considerrando o caso geral de uma hipersuperf́ıcie CMC

orientada no produto Riemanniano N × R. Usando os argumentos anteriores, e usando

cálculos mais complexos como em [30], obtemos a prova do teorema abaixo.

Teorema 17 (Estimativa de altura). Seja (N,g) uma variedade Riemanniana sem bordo

e curvatura de Ricci satisfazendo RicN ⩾ 0. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie compacta e

orientada em N× R com bordo ∂Σ ̸= ∅ e satisfazendo os seguintes:

i− Σ tem crescimento de volume intrinseco quadrático

volBΣ
R(o) = O(R2), com R→ +∞; (3.15)

ii− ∂Σ está contida na slice N× {0};

iii− Para uma escolha adequada da aplicação de Gauss N de Σ, a hipersuperf́ıcie Σ tem

curvatura média constante H > 0 e o ângulo θ entre N e o campo vetorial verical
∂

∂t
está

contido no intervalo

[
π

2
,
3π

2

]
, ou seja,

cos θ =

〈
N,

∂

∂t

〉
⩽ 0.

Se Σ está contido no bloco N× [−T , T ] para algum T > 0, então

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.

Demonstração. Seja (N,g) uma variedade Riemanniana sem bordo e com curvatura de

Ricci satisfazendo

RicN ⩾ 0.

Dáı, difinimos a aplicação f : Σm → Nm × R, que é uma H-hipersuperf́ıcie completa

orientável isometricamente imersa em N × R e ainda, denotemos por h : Σm → R a

projeção da imagem de Σ em R sobre a imersão, ou seja, h = πR◦f, onde πR : Nm×R → R

é a projeção da imagem do Nm × R em R. Obeservemos que,

∆Σh = mH

= mH(x)N

= m

〈
H(x)N,

∂

∂t

〉
= mH(x) ·

〈
N,

∂

∂t

〉
,
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logo,

∆Σh = mcos θH ⩽ 0

onde θ ∈
[
π

2
,
3π

2

]
representa o ângulo formado entre a aplicação de Gauss N e o campo

vetorial
∂

∂t
. Como Σ tem cresimento de volume quadrático por (3.15) podemos concluir,

pelo Teorema 13 que Σ é parabólica e ainda, h é uma função superharmônica limitada

inferiormente. Assim, podemos aplicar o Prinćıpio do Máximo de Alfors e, dessa forma,

obter

inf
Σ
h = inf

∂Σ
h.

Contudo, temos que ∂Σ ⊂ N× {0} e, consequentemente, h = 0 sobre ∂Σ logo

inf
Σ
h = inf

∂Σ
h = 0

Por outro lado, teremos que h(x) ⩾ infΣ h para todo x ∈ Σ, logo, h(x) ⩾ infΣ h = 0, para

todo x ∈ Σ. Agora, consideremos a função ϕ : Σm → R dada por

ϕ(x) = Hh(x) + cos θ.

Assim, pelo Teorema 3.1 em [30] podemos concluir que ϕ é subharmônica. Como h, cosθ

são limitados inferiormente e H é constante teremos que

|ϕ(x)| = |Hh(x) + cos θ|

⩽ H|h(x)|+ | cos θ|

⩽ C,

logo, ϕ é limitada. Dessa forma, ϕ satisfaz às hipótesis do Prinćıpio do Máximo de Ahlfors

e assim,

ϕ(x) ⩽ sup
Σ

ϕ ⩽ 0.

Por outro lado, temos −1 ⩽ cos θ ⩽ 1. Logo,

ϕ(x) = Hh(x) + cos θ

⩾ Hh(x) − 1,
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portanto,

Hh(x) − 1 ⩽ ϕ ⩽ sup
Σ

ϕ = sup
∂Σ

ϕ ⩽ 0.

Por conseguinte,

Hh(x) − 1 ⩽ 0

⇒ h(x) ⩽
1

H
.

Assim, podemos concluir que 0 ⩽ h ⩽
1

H
. Segue, então, que

Σ ⊂ N×
[
0,

1

H

]
.

Observação 14. Observamos explicitamente que (3.15) pode ser substitúıdo pela condição

extŕınseca mais forte

vol(BN
R (o) ∩ Σ) = O(R2), quando R→ +∞,

que, por sua vez, decorre da relação

BΣ
R(o) ⊆ BN

R (o) ∩ Σ.

Tendo em vista a Proposição 12, será exposto a demonstração do seguinte teorema

Teorema 18. Qualquer gráfico mı́nimo completo Σ em R3 definido em um domı́nio do

plano que possui valoress de contorno ou tal que ⟨N,N0⟩ tem sinal constante ao longo de

∂Σ é D-parabólico.

Demonstração. Seja Σ ⊂ R3 um gráfico mı́nimo completo definido em um domı́nio do

plano que valore de contorno constantes, ou melhor, tal que ⟨N,N0⟩ tem sinal constante

ao longo do ∂Σ. Assim, pela Observação 11, podemos concluir que Σ tem a seguinte

propriedade de crescimento de volume

volBΣ
R(o) ⩽ CR

2,

onde BΣ
R(o) denota a bola geodésica de raio R > 0 centrada em um ponto o ∈ intΣ. Segue

dáı,

1

CR
⩽

R

volBΣ
R(o)

,
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integrando no intervalo [1,L], obtemos∫L

1

1

CR
⩽

∫L

1

R

volBΣ
R(o)

,

dessa forma,

1

C
ln |R||L1 ⩽

∫L

1

R

volBΣ
R(o)

,

aplicando o limte com L→ +∞, temos∫L

1

R

volBΣ
R(o)

= +∞.

Segue da Observação 7 que ∫+∞
1

1

Area(∂0BΣ
R(o))

= +∞.

Portanto pelo Teorema 13, Σ é N-parabólica e da Proposição 12 podemos concluir que Σ

é D-parabólica.

3.2 O Teorema de Stokes L2 e resultados do tipo slice

Nesta seção, apresentamos o Teorema da Divergência Global e expomos uma demostração

desse resultado, também fornecemos uma forma um pouco mais fraca desse resultado,

que envolve desigualdades diferenciais do tipo divX ⩾ f (veja a Proposição 17 abaixo).

Este último, junto com o Prinćıpio do Máximo de Ahlfors, é então aplicado para provar

resultados do tipo slice para hipersuperf́ıcies em espaços produto e para gráficos (veja

os Teoremas 20 e 22). Na verdade, a versão gráfica deste resultado também requer um

teorema do tipo Liouville para o operador de curvatura média em variedades com bordo,

sob condições de crescimento de volume. Isso é modelado em [34].

Teorema de divergência global

Lembremos que, para um dado campo vetorial suave e compactamente suportado X em

uma variedade Riemanniana orientada (M,g) com bordo ∂M ̸= ∅, o Teorema de Stokes

afirma que ∫
M

divX =

∫
∂M

⟨X,ν⟩, (3.16)
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onde ν é o vetor normal exterior suave sobre ∂M. Em particular, isso vale para todo campo

vetorial suave seM for compacta. O resultado ainda é válido se diminuirmos as condições

de regularidade em X para interpretar sua divergência no sentido de distribuições. Para

ser mais preciso, apresentamos a seguinte definição:

Definição 16. Seja X um campo vetorial em M satisfazendo |X| ∈ L1loc(M) e ⟨X,ν⟩ ∈

L1loc(∂M). A divergência distributiva de X é definida por

(divX,φ) = −

∫
M

⟨X,∇φ⟩+
∫
∂M

φ⟨X,ν⟩, (3.17)

para toda φ ∈ C∞
c (M).

Observação 15. A definição acima se estende trivialmente para φ ∈ Lipc(M).

Observação 16. Lembremos que, dado um domı́nio D ⊆M, W1,2
0 (D) denota o fecho de

C∞
c (D) emW1,2(D). Então, por argumentos de densidade, a definição anterior se estende

a toda φ ∈ C0
c(M) ∩W1,2

0 (M).

Com efeito, suponhamos que φ ∈ C0
c(M) ∩W1,2

0 (M) logo φ ∈ W1,2
0 (M). Segue que,

existe uma sequência (φn)n∈N ⊂ C0
c(M) tal que

lim
n→+∞φn = φ em W1,2(intM).

Como φ possui suporte compacto emM, podemos assumir que existe um domı́nio Ω ⊂⊂

M tal que suppφn ⊂ Ω para todo n ∈ N. Além disso, como (φn)n∈N converge uniforme-

mente para a funçãoφ, obtemos uma subsequência tal que a mesma convege pontualmente

para φ. Assim, tomemos c = maxM |φ|+ 1 e definimos a aplicação ψn = f◦φn :M→ R

tal que ψn = f ◦φn ∈ Lipc(M) onde

f(t) =


c, t ⩾ c

t, −c ⩽ t ⩽ c

−c, t ⩽ −c.

Notemos que (ψn)n∈N é uma sequência equilimitada pois,

|ψn(x)| = |f ◦φn(x)| = |f(φn(x))| =


c, φn(x) ⩾ c

|φn(x)|, −c ⩽ φn(x) ⩽ c

|− c|, φn(x) ⩽ −c.
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Como o suporte das φn’s é compacto, teremos que a mesma é limitada, consequentemente,

as ψn’s serão limitadas e suppψn ⊂ U. Além disso,

lim
n→+∞ψn = lim

n→+∞(f ◦φn)

= lim
n→+∞ f(φn)

= f

(
lim

n→+∞φn

)
= f(φ)

= φ

no W1,2(intM), e ainda,

lim
x→x0

ψn(x) = lim
x→x0

(f ◦φn)(x)

= f

(
lim
x→x0

φn(x)

)
= f(φn(x0))

= φn(x0),

no intM logo, ψn converge pontualmente em M. Portanto,

(divX,ψn) = −

∫
M

⟨X,∇ψn⟩+
∫
∂M

ψn⟨X,ν⟩.

Aplicando o limite com n→ +∞ temos

(divX,φ) = − lim
n→+∞

(∫
M

⟨X,∇ψn⟩
)
+ lim

n→+∞
(∫

∂M

ψn⟨X,ν⟩
)
,

e pelo Teorema da Convergencia Dominada podemos concluir que

(divX,φ) = − lim
n→+∞

(∫
M

⟨X,∇ψn⟩
)
+ lim

n→+∞
(∫

∂M

ψn⟨X,ν⟩
)

= −

∫
M

⟨X,∇φ⟩+
∫
∂M

φ⟨X,ν⟩.

Assim, obtemos o resultado desejado.

Agora, suponha também que divX ∈ L1loc(M). Então podemos escrever

(divX,φ) =

∫
M

φdivX
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e, portanto, ∫
M

φdivX = (divX,φ) = −

∫
M

⟨X,∇φ⟩+
∫
∂M

φ⟨X,ν⟩.

Em particular, se X for compactamente suportado, escolhendo φ = 1 no suporte de X,

recuperamos a fórmula de Stokes (3.16) para um dado campo vetorial compactamente

suportado X que satisfaz X ∈ L1loc(M), divX ∈ L1loc(M) e ⟨X,ν⟩ ∈ L1loc(∂M).

Observação 17. Notemos que, por um racioćınio semelhante, se o campo vetorial |X| ∈

L1loc(M) tem uma divergência fraca div ∈ L1loc(M) e ⟨X,ν⟩ ∈ L1loc(∂M), então, para cada

ρ ∈ C0
c(M) ∩W1,2

0 (M) temos que div(ρX) ∈ L1loc(M). Além disso, como no caso suave,∫
M

div(ρX) =

∫
M

⟨∇ρ,X⟩+
∫
M

ρdivX.

Com efeito, para isto tomemos φ ∈ C∞
c e usando (3.17) na forma da Observação 16

obtemos

(div(ρX),φ) = −

∫
M

⟨ρX,∇φ⟩+ c
∫
∂M

ρφ⟨X,ν⟩.

Por outro lado, temos que

∇(ρφ) = ∇ρ ·φ+ ρ · ∇φ

∇(ρφ) −∇ρ ·φ = ρ · ∇φ,

logo,

(divρX,φ) = −

∫
M

⟨X,∇(ρφ) −∇ρ ·φ⟩+
∫
∂M

ρφ⟨X,ν⟩

= −

∫
M

⟨X,∇(ρφ)⟩+
∫
M

φ⟨X,∇ρ⟩+
∫
∂M

ρφ⟨X,ν⟩

= (divX, ρφ) +

∫
M

φ⟨X,∇ρ⟩

=

∫
M

ρφdivX+

∫
M

φ⟨X,∇ρ⟩

=

∫
M

ρφdivX+φ⟨X,∇ρ⟩

=

∫
M

(ρdivX+ ⟨X,∇ρ⟩)φ

= (ρdivX+ ⟨X,∇ρ⟩,φ) .
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Portanto, podemos concluir que

div(ρX) = ρdivX+ ⟨X,∇ρ⟩ ∈ L1loc(M)

e, consequentemente, ∫
M

div(ρX) =

∫
M

ρdivX+ ⟨X,∇ρ⟩

=

∫
M

ρdivX+

∫
M

⟨X,∇ρ⟩.

Assim, obtemos o resultado desejado.

Se M não for compacta, ainda podemos provar uma versão global do Teorema de

Stokes para campos de vetores com comportamento assintóticos prescritos no infinito.

Este é o conteúdo do teorema abaixo

Teorema 19 (Teorema L2-divergente). Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com

bordo ∂M ̸= ∅ e ν o normal unitário apontando para fora. Então M é parabólica se,

e somente se, o seguinte for válido. Seja X um campo vetorial em M satisfazendo as

seguintes condições:

(a) |X| ∈ L2(M)loc(M) (3.18)

(b) ⟨X,ν⟩ ∈ L1(∂M)

(c) divX ∈ L1loc(M), (divX)− ∈ L1(M).

Então, ∫
M

divX =

∫
∂M

⟨X,ν⟩.

Demonstração. (⇒) Suponhamos queM é uma variedade Riemanniana parabólica. Pelo

Teorema 10, item (ii), existe uma exaustão {ΩK} de M e uma sequência crescente de

funções φn ∈ Cc(M) ∩W1,2(intM) suportadas em Ωn tal que 0 ⩽ φn ⩽ 1 e

lim
n→+∞φn = 1 localmente uniformemente em M e lim

n→+∞
∫
M

|∇φn|
2 = 0.

Considerando, qualquer compo vetorial X que satisfaz (3.18), teremos que φnX é com-

pactamente suportado e aplicando o Teorema da Divergencia usual fraca,∫
M

div(φnX) =

∫
Ω

div(φnX) =

∫
∂1Ωn

φn⟨X,ν⟩ (3.19)
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Por outro lado, temos que∫
M

div(φnX) =

∫
M

⟨∇φn,X⟩+
∫
M

φndivX

e então, ∫
M

φn⟨X,ν⟩ =
∫
M

div(φnX) =

∫
M

⟨∇φn,X⟩+
∫
M

φndivX

Agora, pela Desigualdade de Hölder temos∣∣∣∣∫
M

⟨∇φn,X⟩
∣∣∣∣ ⩽ (∫

M

|∇φn|
2

)1/2

+

(∫
M

|X|2
)1/2

,

e aplicando o limite com n→ +∞ temos

lim
n→+∞

∣∣∣∣∫
M

⟨∇φn,X⟩
∣∣∣∣ ⩽ lim

n→+∞
[(∫

M

|∇φn|
2

)1/2

+

(∫
M

|X|2
)1/2

]
= 0.

Logo,

lim
n→+∞

∫
M

⟨∇φn,X⟩ = 0. (3.20)

Além disso, tomando a parte positiva e a parte negativa do divX obtemos∫
M

φndivX =

∫
M

φn[(divX)+ − (divX)−]

=

∫
M

φn(divX)+ −

∫
M

φn(divX)−.

Também,∫
M

φn(divX)+ ⩽
∫
M

φn(divX)− +

∫
∂1Ωn

φn⟨X,ν⟩−
∫
M

⟨∇φn,X⟩.

Assim, pelo Teorema da Convergência Monótona e Dominada e o fato de que 0 ⩽ φn ⩽ 1

podemos concluir que∫
M

(divX)+ ⩽
∫
M

(divX)− +

∫
∂1M

⟨X,ν⟩− lim
n→+∞

∫
M

⟨∇φn,X⟩.

Usando (3.20) tem-se∫
M

(divX)+ ⩽
∫
M

(divX)− +

∫
∂1M

⟨X,ν⟩ < +∞.
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Portanto, divX ∈ L1(M) e por (3.19) conclúımos∫
M

divX =

∫
∂M

⟨X,ν⟩.

(⇐) Suponhamos queM não seja parabólica, de forma queM possui Núcleo de Green

positivo finito e suave, onde a aplicação G(x,y) pode ser vista como a menor solução

fundamental positiva da equação de Laplace emM, [5] e [4]. Assim, vamos mostrar que o

Teorema Global de Stokes falha. Com efeito, para isto, tomemos uma exaustão {Ωn} de

M por domı́nios suaves e relativamente compactos. Logo, o Núcleo de Green de Neumann

G(x,y) de M é obtido como limite das funções de Green Gn(x,y) de Ωn que satisfazem

∆Gn(x,y) = −δx(y) no intM

∂G(x,y)

∂ν
= 0 sobre ∂1Ωn = Ωn ∩ ∂M

Gn = 0 sobre ∂0Ωn = ∂Ωn ∩ intM.

(3.21)

Seja 0 ⩽ f ̸= 0 uma função suave compactamente suportada no intM. Assim, para cada

n definimos a aplicação

un(x) =

∫
Ωn

G(x,y)f(y)dy.

Então, cada un é solução clássica positiva do problema de contorno
∆un = −f no intΩn

∂un

∂ν
sobre ∂1Ωn

un = 0 sobre ∂0Ωn.

Esse fato segue de (3.21). Assim, pelo Prinćıpio do Máximo e o Lema do ponto limite, a

sequência é monotonicamente crescente em um domı́nio relativamente compacto. Logo,

pelo Teorema de Dini podemos concluir que (un)n∈N converge uniformemente para a

função u que é solução de 
∆u = −f no intM

∂u

∂ν
= 0 sobre ∂M.

Segue do Lema de Fatou que∫
M

|∇u|2 =
∫
M

lim
n→+∞ inf |∇un| ⩽ lim

n→+∞ inf

∫
M

|∇un|
2 =

∫
M

|∇un|
2
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isto é, ∫
M

|∇u|2 ⩽
∫
M

|∇un|
2. (3.22)

Agora, consideremos o campo vetorial X = ∇u,. Note que, X satisfaz as condições de

(3.18) pois, ∇u ∈ L1(M) por (3.22). Então

|X| = |∇u| ∈ L1loc(M),

e como ⟨∇u,ν⟩ = ∂u

∂ν
= 0 sobre ∂M podemos concluir que

⟨X,ν⟩ = ⟨∇u,ν⟩ ∈ L1loc(M).

Por último, tem-se

divX = div∇u = ∆u ∈ L1loc(M).

Por um lado, temos∫
M

divX =

∫
M

∆u =

∫
M

−f ̸= 0 ⇒
∫
M

divX ̸= 0,

e por outro lado, ∫
∂M

⟨X,ν⟩ =
∫
∂M

⟨∆u,ν⟩ =
∫
∂M

∂u

∂ν
= 0.

Portanto, ∫
M

divX ̸=
∫
∂M

⟨X,ν⟩.

Segue que o Teorema de Stokes não vale e, portanto, obtemos o resultado desejado.

Usando a Definição 16, pode-se introduzir a noção de solução fraca de uma desigual-

dade diferencial como divX ⩾ f. Ressaltamos que divX não precisa ser uma função.

Definição 17. Seja |X| ∈ L1loc(M) um campo vetorial que satisfaz ⟨X,ν⟩ ∈ L1loc(∂M) e

f ∈ L1loc(M). Dizemos que divX ⩾ f no sentido distributivo no intM se

(divX) ⩾
∫
M

fφ,

para cada 0 ⩽ φ ∈ C∞
c (M). Na verdade, de acordo com a Observação 16, a definição se

estende a toda 0 < φ ∈ C0
c(M) ∩W1,2(intM).

No caso especial onde f = 0 e X = ∇u para algum u ∈ W1,2
loc(M) satisfazendo

∂u

∂ν
∈

L1loc(∂M) obtemos a noção correspondente de solução fraca de ∆u ⩾ 0 no intM.
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Embora elementar, é importante perceber que, como na configuração suave, a definição

acima é compat́ıvel com a subsolução de Neumann fraca dada no Caṕıtulo 2.

Lema 11. Seja u ∈ W1,2
loc(M) tal que

∂u

∂ν
∈ L1loc(∂M). Então u é uma subsolução de

Neumann fraca da equação de Laplace desde que u satisfaça
∆u ⩾ 0 no intM

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M,

onde a desigualdade diferencial é interpretada de acordo com a Definição 17.

Demonstração. Seja u ∈ W1,2
loc(M) tal que

∂u

∂ν
∈ L1loc(∂M), logo, ⟨∆u,ν⟩ ∈ L1loc(∂M).

Assim, por definição obtemos

(∆u,φ) = (div∇u,φ) = −

∫
M

⟨∇u,∇φ⟩+
∫
∂M

φ⟨∇u,ν⟩,

onde 0 ⩽ φ ∈ C∞
c (M). Então,∫

M

φ∆u = (∆u,φ) = −

∫
M

⟨∇u,∇φ⟩+
∫
∂M

φ
∂u

∂ν
,

e, consequentemente,

0 ⩽
∫
M

φ∆u−

∫
∂M

φ
∂u

∂ν
= −

∫
M

⟨∇u,∇φ⟩.

Dessa forma, obtemos o resultado desejado.

Raciocinando como na prova do Teorema 19, podemos agora provar o seguinte resul-

tado, que se estende a variedades com bordo como consta em [26].

Proposição 17. Seja (M,g) uma variedade parabólica m-dimensional com bordo ∂M.

Seja X um campo vetorial em M satisfazendo:

(a) |X| ∈ L2(M)

(b) 0 ⩾ ⟨X,ν⟩ ∈ L1loc(∂M).

Suponha que divX ⩾ f para alguma f ∈ L1(M) no sentido de distribuições. Então,∫
M

f ⩽
∫
∂M

⟨X,ν⟩.

A mesma conclusão é válida se 0 ⩽ f ∈ L1loc(M) e produz f ≡ 0. Além disso, se divX ⩾ 0

no sentido das distribuições, então∫
M

⟨X,∇α⟩ ⩽
∫
∂M

α⟨X,ν⟩,

para todo 0 ⩽ α ∈ C∞
c (M).
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Demonstração. Seja M uma variedade parabólica m-dimensional. Assim, tomemos uma

exaustão {Ω}n∈N suave relativamente compacto de M e ainda denotemos por φn o pon-

tencial de equilibrio do capacitor (Ω0,Ωn). Agora, estendemos φn para ser identicamente

igual a 1 em Ω0 e identicamente nula em M\Ωn. Então, φn ↗ 1 pontualmente em M,

e como M é parabólica, obtemos pelo Teorema 10, que∫
M

|∇φn|
2 → 0 quando n→ +∞.

Contudo, uma vez que

∥∇φn∥L2 =

[∫
Ωn

|∇φn|
2

]1/2
,

Obtemos,

∥∇φn∥L2 → 0 quando n→ +∞.

Mas, por hipótese, temos∫
M

φnf ⩽ (divX,φn)

= −

∫
M

⟨X,∇φn⟩+
∫
∂M

φn⟨X,ν⟩,

e aplicando a Desigualdade de Hölder, temos∫
M

φnf ⩽

(∫
M

|X|2
)1/2(∫

M

|∇φn|
2

)1/2

+

∫
∂M

φn⟨X,ν⟩

=

(∫
M

|X|2
)1/2

∥∇φn∥L2 +

∫
∂M

φn⟨X,ν⟩.

Aplicando o limite com n→ +∞ obtemos que

lim
n→+∞

∫
M

φnf ⩽ lim
n→+∞

[(∫
M

|X|2
)1/2

∥∇φn∥L2

]
+

∫
∂M

φn⟨X,ν⟩,

e pela o Teorema da Convergência Manótona à integral de contorno, e a convergência

monótona ou o Teorema da Convergência Dominada ao lado esquerdo, dependendo se

0 ⩽ f ∈ L1loc(M) ou se f ∈ L1(M) obtemos que∫
M

f = lim
n→+∞

∫
M

φnf ⩽
∫
∂M

φn⟨X,ν⟩ =
∫
∂M

⟨X,ν⟩.
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Agora, para a segunda parte do resultado, consideremos a função teste η = φnα, onde

0 ⩽ α ∈ C∞
c (M). Então,

0 ⩽ (divX,αφn) = −

∫
M

⟨X,∇(αφn)⟩+
∫
∂M

αφn⟨X,ν⟩

= −

∫
M

⟨X,α∇φn +φn∇α⟩+
∫
∂M

αφn⟨X,ν⟩

= −α

∫
M

⟨X,∇φn⟩−
∫
M

φn⟨X,∇α⟩+
∫
∂M

αφn⟨X,ν⟩

⩽ sup
M

|α|

(∫
M

|X|2
)1/2

∥∇φn∥L2 −

∫
M

φn⟨X,∇α⟩+
∫
∂M

αφn⟨X,ν⟩.

Aplicando o limite com n → +∞ e utilizando o Teorema da Convergência Monótona

podemos concluir que

0 ⩽ lim
n→+∞

[
sup
M

|α|

(∫
M

|X|2
)1/2

∥∇φn∥L2

]
− lim

n→+∞
∫
M

φn⟨X,∇α⟩+ lim
n→+∞

∫
∂M

αφn⟨X,ν⟩

= −

∫
M

⟨X,∇α⟩+
∫
∂M

α⟨X,ν⟩.

Portanto, ∫
M

⟨X,∇α⟩ ⩽
∫
∂M

α⟨X,ν⟩.

Teoremas do tipo slice para hipersuperf́ıcie em um semi-espaço

Esta subseção é dedicada a prova dos Teoremas 20 e 22. O primeiro desses resultados

envolve uma hipersuperf́ıcie completa Σ contida no semi espaço N × [0,+∞) do espaço

produto ambiente N × R. Assumimos que o bordo ∂Σ ̸= ∅ encontra-se na slice N × {0}

e que Σ tem curvatura média não positiva H ⩽ 0 em relação a aplicação de Gauss ”para

baixo”. O resultado afirma que, sob uma suposição de crescimento quadrático de área em

Σ e independentemente da geometria de N, o pedaço da hipersuperf́ıcie Σ em qualquer

semi espaço superior de N×R deve ter volume infinito, a menos que Σ esteja contido na

slice totalmente geodésica N× {0}.

O segundo resultado fornece uma versão gráfica deste teorema quando Σ = Γu(M),

onde (M,g) é uma variedade orientada completa com bordo. SeM satisfaz uma suposição

de crescimento quadrático de volume, então cada conjunto de superńıvel Mt = {u ⩾ t >
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0} ⊆M tem volume infinito, a menos que Σ esteja contido na slice totalmente geodésica

M× {0}. Observe que Mt é a projeção ortogonal de Σ ∩ [t,+∞) na slice M× {0}.

Teorema 20 (Teorema de Slice). Seja (M,g) uma variedade Riemanniana sem bordo.

Seja Σ ⊂ N×[0,+∞) uma hipersuperf́ıcie completa e orientada com bordo ∂Σ ̸= ∅ contido

na slice N× {0} e satisfazendo à condição de crescimento de volume

volBΣ
R(o) = O(R2) com R→ +∞.

Suponha que, para uma escolha adequada da aplicação de Gauss N de Σ, a hipersuperf́ıcie

Σ tem curvatura média não positiva H (x) ⩽ 0 e o ângulo θ entre N e o campo vetorial
∂

∂t
está contido no intervalo

[
π

2
,
3π

2

]
, ou seja,

cos θ =

〈
N,

∂

∂t

〉
⩽ 0.

Se existe algum semi espaço N× [t,+∞) de N× R tal que

vol (Σ ∩ (N× [t,+∞))) < +∞,

então Σ ⊂ N× {0}.

Demonstração. Seja (N,g) uma variedade Riemanniana sem bordo e ainda Σ ⊂ N ×

[0,+∞) uma hipersuperf́ıcie completa que satisfaz a condição de crescimento de volume

volBΣ
R(o) = O(R2) com R→ +∞,

logo, Σ é parabolica. Suponhamos, por absurdo, que Σ não esteja contido na slice N× {0}.

Seja h : Σ → R a projeção da imagem de Σ em R sobre a imersão, ou seja, h = πR ◦ f

onde f : Σ → N × R é uma H-hipersuperf́ıcie completa orientável e πR : N × R → R é a

projeção da imagem do N× R em R. O Prinćıpio do Máximo de Ahlfors implica que

sup
Σ

h = sup
∂Σ

h.

Mas, temos que ∂Σ ⊂ N× {0} e, consequentemente, h(∂Σ) = {0}, Portanto, h ≡ 0 em ∂Σ,

segue dáı que

h ⩽ sup
M

h = sup
∂Σ

h = 0.
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Logo, h(Σ) ⊆ (−∞, 0] e, consequentemente, Σ ⊂ N × (−∞, 0] o que é um absurdo.

Suponhamos, agora, que supΣ h = +∞ de modo que Σ ∩ (N× {t}) ̸= ∅ para todo t > 0.

Dáı, chamamos

Σt = Σ ∩ (N× [t,+∞)) = {p ∈ Σ;h(p) ⩾ t}

e ainda, como vol(Σt) ⩾ vol(Σs), para todo s ⩾ t, podemos assumir que vol(Σt) < +∞
para todo t >> 1. Além disso, pelo Teorema de Sard podemos supor que t é um valor

regular de h|intM. Em particular, Σt é uma hipersuperf́ıcie suave completa com bordo igual

a ∂Σt = {p ∈ Σ;h(p) = t} e com vetor normal unitário exterior dado por vt = −
∇h
|∇h|

.

Como o crescimento de volume de Σt é finito, podemos concluir que Σt é parabólica.

Além disso, ∆Σh = mH, onde H = H(x) cos θ então, ∆Σh = mH cos θ. Segue de H ⩽ 0 e

cos θ ⩽ 0 que

∆Σh = mH cos θ ⩾ 0.

Logo, h é uma função subharmonica em Σt e satisfaz |∇h| ⩽ 1. Em particular, |∇h| ∈

L2(Σ), assim, para qualquer ε > 0 definimos hε = max{h, t+ ε}. Por um lado, temos

hε = h⇒ ∆Σt
hε = ∆Σt

h ⩾ 0.

Por outro lado,

∆Σt
hε = ∆Σt

(t+ ε) = 0.

Portanto, hε é uma função subharmônica em Σt e possui energia de Dirichet finita |∇hε| ∈

L2(Σt). Além disso,

∂hε

∂ν
=
∂

∂ν
(t+ ε) = 0

em ∂Σt. Logo, podemos aplicar a Proposição 17 e obter,

div∇hε = ∆Σhε ⩾ 0, |∇hε| ∈ L2(Σt) e ⟨∇hε,ν⟩ = 0

então, podemos deduzir que hε tem que ser harmônica em Σt, segue que hε é constante

em todas as compomentes conexas de Σt. Notemos que, sobre ∂Σt

t+ ε > h = t⇒ hε = t+ ε.
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Como hε é constante nas componentes conexas de Σt podemos dizer que hε = t +

ε no intΣt. Portanto, h ⩽ t+ ε no intΣt, segue dáı que t ⩽ h ⩽ t+ ε em Σt e como

isso é válido para todo ε > 0 arbitrário, podemos concluir que

h ≡ t em Σt.

Portanto, supΣ h < +∞, o que contradiz a suposição de h ser ilimitado. Assim,

Σ ⊂ N× {0}

A prova do Teorema 22 é completamente semelhante, mas requer alguma preparação.

O próximo resultado do tipo Liouville para o operador de curvatura média é adaptado de

[34] (ver também [49], [53]). Fornecemos uma prova detalhada para fins de integridade.

Teorema 21. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa com bordo ∂M ̸= ∅.

Se, para algum ponto o ∈ intM,∫+∞ 1

Area(∂0BR(0))
= +∞, (3.23)

então o seguinte é válido. Seja u ∈ C1(M) uma solução fraca de Neumann para o problema

div

(
∇u√

1+ |∇u|2

)
⩾ 0 no intM

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M

supM u < +∞,

(3.24)

então u ≡ const.

Observação 18. Já apontamos para o operador Laplace-Beltranmi ser uma solução fraca

Neumann do div

(
∇u√

1+ |∇u|2

)
significa que

−

∫
intM

〈
∇u√

1+ |∇u|2
,∇φ

〉
⩾ 0, (3.25)

para todo 0 ⩽ φ ∈ C∞
c (M). Como de costume, por densidade a desigualdade (3.25)

pode ser estendida para funções de teste compactamente suportadas 0 ⩽ φ ∈W1,2(intM).
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Na verdade, é notório que a mesma definição se estende a qualquer operador eĺıptico da

forma;

LΦ(u) = div(Φ(|∇u|)∇u),

onde Φ(t) está sujeita à algumas condições estruturais. Além disso, supondo

|∇u| ∈ L1
loc(∂M),

esta notação também é coerente com a noção de divergência fraca. Ou seja, u satisfaz

(3.25) desde (divX,φ) ⩾ 0 e
∂u

∂ν
⩽ 0 onde definimos X =

∇u√
1+ |∇u|2

. Isso segue

imediatamente da equação

(divX,φ)
def︷︸︸︷
= −

∫
intM

〈
∇u√

1+ |∇u|2
,∇φ

〉
+

∫
∂M

φ√
1+ |∇u|2

· ∂u
∂ν

.

Observação 19. Se tomarmos Φ(t) = 1 no argumento abaixo, recuperamos o Teorema

0.7 de Grigo’yon, na forma de um resultado de Liouville para subsolução C1(M) da

equação de Laplace.

Demonstração do Teorema 21. Seja u ∈ C1(M) uma solução fraca de Neumann para o

problema 

div

(
∇u√

1+ |∇u|2

)
⩾ 0 no intM,

∂u

∂ν
⩽ 0 sobre ∂M,

supM u < +∞.

(3.26)

Suponhamos, por absurdo, que u não é constante em uma bola BR0
(o) para todo R0 > 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que u ⩽ 0 em M. Definimos a função Φ :

R → R dada por

Φ(t) =
1√

1+ t2
.

Fixando R > R0 > 0, ε > 0 e escolha ρ = ρε,R tal que

1 na BR(o),

R+ ε− r(x)

ε
no Br+ε(o)\BR(o),

0 em outro lugar .
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Inserindo a função teste φ = ρeu em (3.25) e reorganizando obtemos que

0 ⩽ −

∫
intM

〈
∇u√

1+ |∇u|2
,∇u

〉
= −

∫
intM

〈
Φ(|∇u|2)∇u,∇(ρeu)

〉
= −

∫
intM

〈
Φ(|∇u|2)∇u,∇ρeu + ρ∇ueu

〉
= −

∫
intM

⟨Φ(|∇u|2)∇u,∇ρeu⟩

−

∫
intM

〈
Φ(|∇u|2)∇u, ρ∇ueu

〉
= −

∫
intM

Φ(|∇u|2)eu⟨∇u,∇ρ⟩

−

∫
intM

ρeuΦ(|∇u|2)|∇u|2.

Portanto,

0 ⩽ −

∫
(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

euΦ(|∇u|)
〈
∇u,∇

(
R+ ε− r(x)

ε

)〉

−

∫
BR(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2

−

∫
(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

R+ ε− r(x)

ε
· euΦ(|∇u|)|∇u|2

= −

∫
(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

euΦ(|∇u|)
〈
∇u,−∇r

ε

〉
−

∫
BR(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2

−

∫
(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

R+ ε− r(x)

ε
· euΦ(|∇u|)|∇u|2.

Como
R+ ε− r(x)

ε
euΦ(|∇u|)|∇u|2 ̸= 0 teremos que∫

(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

R+ ε− r(x)

ε
· euΦ(|∇u|)|∇u|2 > 0.

Logo,

0 ⩽
∫
(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

eu
1

ε
Φ(|∇u|) ⟨∇u,∇r⟩ −

∫
BR(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2

1

ε

∫
(BR+ε(o)\BR(o))∩intM

euΦ(|∇u|) ⟨∇u,∇r⟩ ⩾
∫
BR(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2.

Usando a fórmula da co-área e fazendo ε→ 0 obtemos, para R > R0, que∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)⟨∇u,∇r⟩ ⩾
∫
BR(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2.
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Por outro lado, usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Hölder, obtemos que∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)⟨∇u,∇r⟩ ⩽
∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)|∇u||∇r|

=

∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)|∇u|

=

∫
∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|))1/2(euΦ(|∇u|))1/2|∇u|

⩽

(∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)
)1/2(∫

∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)|∇u|2
)1/2

=

(∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)
)1/2(∫

∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2
)1/2

.

Como u ⩽ 0, temos que

eu ⩽ 1

e ainda,

Φ(|∇u|) = 1√
1+ |∇u|2

< 1.

Assim,∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)⟨∇u,∇r⟩ ⩽

(∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)
)1/2(∫

∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2
)1/2

⩽

(∫
∂0BR(o)

)1/2(∫
∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2
)1/2

= (Area(∂0BR(o)))
1/2

(∫
∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2
)1/2

.

Agora, definimos

H (R) =

∫
∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2.

Como estamos supondo u não constante na bola BR0
(o) teremos que H (R) ̸= 0, para todo

R ⩾ R0. Então,

H (R) ⩽
∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)⟨∇u,∇r⟩ ⩽ (Area(∂0BR(o)))
1/2

(∫
∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2
)1/2

.

Logo,

[H (R)]2 ⩽ (Area(∂0BR(o)))

∫
∂0BR(o)

(euΦ(|∇u|)|∇u|2. (3.27)
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Portanto, pela fórmula da co-área obtemos

H ′(R) =
d

dS

(∫
BS(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2
)
|S=R =

d

dS

(∫+∞ ∫
∂0BS(o)

euΦ(|∇u|)|∇u|2
)
|S=R

=

∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)|∇u|2,

segue que

H ′(R) =

∫
∂0BR(o)

euΦ(|∇u|)|∇u|2

e dáı por (3.27),

[H (R)]2 ⩽ Area(∂0BR(o))H
′(R)

ou seja,

1

Area(∂0BR(o))
⩽

H ′(R)

[H (R)]2
.

Integrando no intervalo [R0,R] e fazendo R→ +∞ concluimos que∫R

R0

1

Area(∂0BR(o))
⩽ −

∫R

R0

−
H ′(R)

[H (R)]2
= −

∫R

R0

d

dS

(
1

H (S)

)
|S=R = −

1

H (R)
|RR0

,

então, ∫R

R0

1

Area(∂0BR(o))
⩽

1

H (R0)
−

1

H (R)
.

Logo,

lim
R→+∞

∫R

R0

1

Area(∂0BR(o))
⩽

1

H (R0)
− lim

R→+∞
1

H (R)

isto é, ∫+∞
R0

1

Area(∂0BR(o))
⩽

1

H (R0)
,

e assim,

H (R0) ⩽
1∫+∞

R0
(Area(∂0BR(o)))

−1 .

Usando (3.23) obtemos que

H (R0) ⩽ 0
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e, consequentemente, H (R0) = 0. Portanto,∫
BR0

(o)∩intM

euΦ(|∇u|)|∇u|2 = H (R0) = 0.

Como euΦ(|∇u|)|∇u|2 > 0 podemos concluir que

euΦ(|∇u|)|∇u|2 = 0 ⇒ |∇u|2 = 0.

Portanto,

∇u = 0 ⇒ u ≡ const em BR0(o),

o que é um absurdo. Assim, conclúımos que u ≡ const.

Agora, podemos demonstrar o Teorema de Slice para gráficos.

Teorema 22 (Teorema de Slice para gráficos). Seja (M,g) uma variedade Riemanniana

orientada com bordo ∂M ̸= ∅ e vetor normal apontando para fora ν e (no máximo)

crescimento quadrático de volume , ou seja,

volBM
R (o) = O(R2), com R→ +∞,

para alguma origem o ∈M. Seja Σ um gráfico sobreM com curvatura média H (x) ⩽ 0 em

relação a orientação dada pela aplicação de Gauss N(x) apontando para baixo. Suponha

que ∂Σ ∩ (M× {T }) = ∅ para algum T > 0 e que pelo menos uma das seguintes condições

seja satisfeita:

(a) ∂Σ ⊂M× {0} e Σ ⊂M× [0,+∞) ,

(b) M e Σ são anaĺıticos reais,

(c) Sobre ∂Σ, a aplicação de Gauss N(x) de Σ e a aplicação de Gauss N0 = (−ν(x), 0)

do bordo ∂M× {t} de qualquer slice forma um ângulo θ ∈
[
−
π

2
,
π

2

]
.

Se a parte do gráfico Σ contida em algum semi espaço M × [t,+∞) tem projeção de

vlolume finito na slice M× {0}, então Σ é uma slice horizantal de M× R.

Demonstração. Seja Σ = Γu(M) com u ∈ C∞(M) e para todo s ∈ R definimos o conjunto

Ms = {x ∈M;u(x) ⩾ s}.

Pela suposição de ∂Σ = Γu(∂M) temos que existe t > 0 tal que para todo s > t

Ms ⊂⊂ intM e vol(Ms) < +∞,
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já que M possui crescimento quadrático de volume. Suponhamos que Ms ̸= ∅ para todo

s ⩾ t, caso contrário, como no Teorema 20, a prova é mais direta. Então, pelo Teorema

de Sard, podemos escolher t < c < supM u < +∞ tal que c é um valor regular de u|intM.

Portanto, o subconjunto fechado

Mc = {x ∈M;u(x) ⩾ c}, ∂Mc = {x ∈M;u(x) = c} é uma curva suave,

é uma variedade completa, pois é fechada e limitada emM que é uma variedade completa

logo, Mc é compacto, onde ∂Mc ̸= ∅ e possui normal unitária exterior dado por

νc = −
∇u
|∇u|

.

Em particular, como Mc é uma variedade completa com crescimento de volume finito,

Mc é parabólico. Uma vez que a função u satisfaz

H = −
1

m
div

(
∇Mu√

1+ |∇Mu|2

)

e a curvatura média não-positiva, temos que

0 ⩽ −mH = div

(
∇Mu√

1+ |∇Mu|2

)
⇒ 0 ⩽ div

(
∇Mu√

1+ |∇Mu|2

)
no intMc.

Assim, fixando ε > 0 qualquer, teremos que a mesma desigualdade diferencial é válida,

em um sentido fraco, para a função

uε = max{u, c+ ε}.

Observe que, para pontos sobre o ∂Mc

u = c < c+ ε⇒ uε = c+ ε sobre ∂Mc,

logo,

∂uε

∂ν
= 0 sobre ∂Mc.

Assim, definimos o campo vetorial

Xε =
∇Muε√

1+ |∇Muε|2
,
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e inicialmente, notemos que

divMXε = divM

(
∇Muε√

1+ |∇Muε|2

)
⩾ 0 sobre intMc

e

|Xε|
2 =

∣∣∣∣∣ ∇Muε√
1+ |∇Muε|2

∣∣∣∣∣
2

=
|∇Muε|

2

1+ |∇Muε|2
.

Como 1+ |∇Muε|
2 > |∇Muε|

2 teremos que,
1

|∇Muε|2
>

1

1+ |∇Muε|2
logo,

|Xε|
2 =

|∇Muε|
2

1+ |∇Muε|2
⩽

|∇Muε|
2

|∇Muε|2
= 1 ⇒ |Xε| ⩽ 1,

e ainda |Xε| ∈ L2(Mc). Sobre ∂Mc temos que

⟨Xε,νε⟩ =

〈
∇Muε√

1+ |∇Muε|2
,−

∇u
|∇u|

〉

= −
1√

1+ |∇Muε|2
· 1

|∇u|
⟨∇Muε,∇u⟩ = 0.

Segue que Xε satisfaz 
divMXε ⩾ 0 no intM

1 ⩾ |Xε| ∈ L2(Mε)

0 = ⟨Xε,νc⟩.

Aplicando a Proposição 17, podemos deduzir que divXε = 0 sobre Mc, ou seja,

−mH = divMXε ⇒ H = 0,

logo Σc = Γu(Mc) é um gráfico mı́nimo. Como vol(Mc) < +∞ segue do Teorema 19 que

uε deve ser constante em cada componente conexa de Mc. Uma vez que em ∂Mc temos

que u = c e assim,

u < c+ ε⇒ uε = c+ ε sobre ∂Mc,

como uε é constante em todas as componentes conexas de Mc podemos concluir que

uε = c+ ε em Mc.

Segue que c ⩽ u ⩽ c + ε sobre Mc. Como ε > 0 foi tomado de maneira arbitrária

teremos que u ≡ c sobre Mc.
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Contudo, isso contradiz o fato de que Ms ̸= ∅ para todo s ⩾ t. Como u é constante

em Mc, temos que supM u < +∞. Agora, distinguimos em três casos:

(a) Suponha que ∂Σ ⊂M× {0} e Σ ⊂M× [0,+∞), isso significa que u ⩾ 0 com u = 0

sobre ∂M. Nesse caso, a conclusão de u = 0 segue exatamente como na demonstração do

Teorema 20.

(b) Suponha que Σ seja anaĺıtica real, isto é, descrito por uma função real. Como

u é constante em Mc, onde c valor regular, podemos concluir pelo Prinćıpio da Identi-

dade para funções anaĺıticas que u é constante em todo M. Assim, obtemos o resultado

desejado.

(c) Suponhamos que a aplicação de Gauss N(x) de Σ e a aplicação de Gauss N0 =

(−ν, 0) do bordo ∂M × {t} de qualquer slice forma um ângulo θ(x) ∈
[
−
π

2
,
π

2

]
sobre o

bordo ∂Σ = Γu(∂M), isto é,

0 ⩾ cos θ(x) = ⟨N(x),N0(x)⟩.

Segue que

0 ⩾ ⟨N(x),N0(x)⟩ =

〈
1√

1+ |∇u|2
(−∇u, 1), (−ν(x), 0)

〉

=
1√

1+ |∇u|2
⟨(−∇u, 1), (−ν(x), 0)⟩

=
1√

1+ |∇u|2
⟨∇u,ν⟩,

logo,

∂u

∂ν
= ⟨∇u,ν⟩ ⩽ 0.

Pelo Teorema 22 conclúımos que u ≡ const em M. Portanto, em todos os casos obtemos

o resultado desejado.

Como uma consequência imediata da demonstração acima.

Corolário 7. Seja (M,g) uma variedade completa com bordo ∂M e assuma que vol(M) <

+∞. Seja Σ = Γu(M) um gráfico com curvatura média não positiva H (x) em relação a

aplicação de Gauss N. Suponha que o ângulo θ entre a aplicação de Gauss N do gráfico

e o mapa de Gauss N0 = (−ν, 0) de ∂M× {t} ↪→M× {t} satisfaz θ ∈
[
−
π

2
,
π

2

]
. Então Σ

é uma slice horizontal de M× R.
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Demonstração. Segue diretamente do item (c) do Teorema 22

3.3 Propriedade Dirichlet L1-Liouville

Nesta Seção, introduzimos a noção de Propriedade de Dirichlet L1-Liouville para uma

variedade suave M com bordo não vazio ∂M e mostramos como essa propriedade pode

ser útil quando se tenta encontrar condições suficientes para garantir a Propriedade L1-

Liouville global. Iniciamente, iremos apresentar o conceito de Dirichlet L1-Liouville.

Definição 18. Seja M uma variedade suave com bordo ∂M não vazio. Dizemos que M

é Dirichlet L1-Liouville ( denotamos por D-L1-Liouville) se cada solução L1 não negativa

de 
∆u ⩽ 0 no intM

u = 0 sobre ∂M,

é identicamente nula em M.

Quando a variedade suave M não tem um bordo, A. Grigor’yan [6] mostra que a

validade da propriedade L1-Liouville é equivalente à não integrabilidade do Núcleo de

Green, de M. Uma caracterização semelhante também é válida para D-L1-Liouville em

uma variedade suave com bordo não vazio temos o DG do Núcleo de Green de Dirichet.

Afim de estabelecer precisamente este resultado, damos a próxima;

Definição 19. O tempo médio de sáıda de Dirichlet DE de M é definido como a solução

mı́nima positiva de 
∆DE = −1 no intM

DE = 0 sobre ∂M.
(3.28)

Como no caso de variedades sem bordo, o tempo médio de sáıda de Dirichlet DE pode

ser construido por um procedimento de exaustão.

Seja {Ωk} uma exaustão crescente de M por conjuntos abertos relativamente com-

pactos (em M) com bordo suave ∂0Ωk que intersecta tranversalmente M, e para cada k

teremos que DEΩk é a solução de
∆DEΩk = −1 no intM

DEΩk = 0 sobre ∂M.
(3.29)
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Então, a sequência DEΩk diverge em todos os pontos no intM ou coverge monotonicamente

para a função DE tal que

−1 = lim
k→+∞∆DEΩk = ∆DE no intM,

e ainda,

0 = lim
k→+∞∆DEΩk = DE.

Logo, DE é solução mı́nima de (3.28).

A consequência acima e o Prinćıpio de Comparação produzem o seguinte Lema 12,

que será útil na Secão 3.4.

Lema 12. SejaM uma variedade com bordo ∂M, e seja E :M→ R satisfazendo ∆E ⩽ −1

no intM, E ⩾ 0 sobre, M. Então, DE é finito e limitado acima por E.

Demonstração. SejaM uma variedade com ∂M ̸= ∅ e E :M→ R uma função que satisfaz
∆E ⩽ −1 no intM

E ⩾ 0 sobre M.

onde DE é o limite da sequência DEΩk , isto é, limk→+∞ DEΩk = DE. Vimos anteriormente

que 
∆DE = −1 no intM

DE = 0 sobre M,

e segue, do Prinćıpio de Comparação, que DE ⩽ E em M. Portanto, DE é finito e

limitado superiormente por E.

A relação entre o tempo médio de sáıda de Dirichlet e a propriedade D-L1-Liouville é

dada pela seguinte versão do resultado de Grigor’yan’s aludida acima.

Teorema 23. Seja M uma variedade com bordo ∂M. As seguintes afirmações são equi-

valentes:

i) M não é D-L1-Liouville;

ii) O Núcleo de Green de Dirichlet DG(x, ·) está em L1(M) para qualquer x ∈M;

iii) O tempo médio de sáıda de Dirichlet DE é finito sempre e é dado por

DE(x) =

∫
M

DG(x,y)dy. (3.30)
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Demonstração. i) ⇒ ii) Seja u uma função não negativa que não satisfaz a propriedade

de D-L1-Liouville, ou seja, 
∆u ⩽ 0 no intM

u = 0 sobre ∂M,

de tal modo que u não é identicamente nula em M. Segue do Prinćıpio do Máximo que

u é estritamente positiva no intM. Agora, fixemos um conjunto compacto V ⋐ intM, um

ponto x ∈ V e C uma constante suficimentemente grande que satisfaz

DG(x,y) ⩽ Cu(y), ∀y ∈ ∂V . (3.31)

Tomemos uma exaustão relativamente compacta {Ωk} ↗ M com V ⊂ Ω1 e ∂0Ωk inter-

sectando transversalmente ∂M, como u é superharmônica e DGΩk(x, ·) é harmônica em

M\V , segue, novamente do Prinćıpio do Máximo que

DGΩk(x,y) ⩽ Cu(y), ∀y ∈ Ωk\V .

Aplicando o limite com k→ +∞ obtemos que, para todo y ∈M\V

DGM(x,y) = lim
k→+∞ DGΩk(x,y) ⩽ Cu(y).

Portanto, sendo DG(x,y) localmente integrável obtemos∫
M

DG(x,y)dy =

∫
V

DG(x,y)dy+

∫
M\V

DG(x,y)dy

⩽
∫
V

DG(x,y)dy+ C

∫
M\V

u(y)dy < +∞.

Segue dáı que DG(x, ·) é integrável em todo M e, portanto, DG(x, ·) ∈ L1(M).

ii) ⇒ iii) Seja {Ωk} ↗M uma exaustão por domı́nio relativamente compactos com bordo

∂0Ωk intersectando transversalmente ∂M e ainda denotamos DGΩk o Núcleo de Green de

Dirichlet de cada domı́nio correspondente. Como DGΩk(x, ·) está em L1(Ωk) para todo

x ∈ Ωk teremos que ∫
Ωk

DGΩk(x,y)dy < +∞,

e ainda  ∆x
DGΩk(x,y) = −δy(x) para todo x,y ∈ intΩk

DGΩk(x,y) = 0 se y ∈ ∂Ωk.



Caṕıtulo 3. Aplicações 140

Obtemos então

∆x

(∫
Ωk

DGΩk(x,y)dy

)
=

∫
Ωk

∆x
DGΩkdy

=

∫
Ωk

−δy(x)dy = −1 em intM,

e ∫
Ωk

DGΩk(x,y)dy = 0 sobre ∂Ωk,

logo
∫
Ωk

DGΩk(x,y)dy é uma função que satisfaz (3.29) e pela unicidade do problema

de Dirichlet em conjuntos compactos podemos concluir que∫
Ωk

DGΩk(x,y)dy = DEΩk em ΩK.

Como limk→+∞ DGΩk = DG(x,y) obtemos que

DE(x) = lim
k→+∞ DEΩk(x) = lim

k→+∞
∫
M

DGΩk(x,y)XΩkdy =

∫
M

DG(x,y)dy.

iii) ⇒ ii) Suponhamos que o tempo médio de sáıda de Dirichlet DE é finito sempre e é

dado por

DE(x) =

∫
M

DG(x,y)dy.

Como DE < +∞ teremos que∫
M

DG(x,y)dy < +∞ para qualquer x ∈M.

Logo, DG(x, ·) ∈ L1(M) para qualquer x ∈M.

ii) ⇒ i) Suponhamos que DG(x, ·) ∈ L1(M) dáı, definimos a função u = min{DG(x, ·), 1}.

Note que u é integrável já que DG(x, ·) e 1 são funções integrável. Também é não negativa,

pois DG(x, ·) e 1 são não negativas, e ainda, como DG(x, ·) é não constante, podemos

concluir que u também não será não constante. Como G ̸= +∞ teremos que

∆x
DG(x,y) = −δy(x) ⩽ 0 para todo x,y ∈ intM,

consequentemente,

∆xu = ∆x
DG(x,y) ⩽ 0 no intM,
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então, u é superharmônica. Uma vez que DG(x,y) = 0 sobre ∂M, teremos que

u = min{D(x,y), 1} = min{0, 1} = 0 sobre ∂M.

Logo, u é uma função que satisfaz ∆u ⩽ 0 no intM

u = 0 sobre ∂M,

mas, u ̸= 0 sobre M, dáı M não é D-L1-Liouville.

Observação 20. Uma vez o Núcleo de Green de Dirichlet de uma variedade M coincide

com o Núcleo de Green do intM, ou seja,

DG(·,y) = GintM(·,y).

O tempo médio de sáıda de Dirichlet é, de fato, o tempo médio de sáıda do intM pois,

DEM(x) =

∫
M

DG(x,y)dy =

∫
intM

DG(x,y)dy+

∫
∂M

DG(x,y)dy

=

∫
intM

DG(x,y)dy

= DEintM(x)

Isto significa que DE pode ser constrúıdo por meio de uma exaustão {ΩK} consistindo

de conjuntos abertos com contorno suave que são relativamente compactos no intM.

Obtemos, como primeira consequência do Teorema 23, uma relação entre a propri-

edade L1-Liouville global de uma variedade e a propriedade D-L1-Liouville para uma

subvariedade aberta com bordo suave.

Corolário 8. Seja (N,h) uma variedade com bordo vazio e M ⊂ N o fecho de uma sub-

variedade aberta suave. Então, EN ⩾D EM. Em particular, seM é D-L1-Liouville então,

N é L1-Liouville. Além disso, se existe uma sequência suave aberta de subvariedades Mk

tal que DEΩk(x) → +∞ quando k→ +∞, então N é L1-Liouville.

Demonstração. Seja (N,h) uma variedade com bordo vazio e M ⊂ N uma subvariedade

aberta com bordo não vazio fechada em N. Assim, podemos olhar (M,g) como sendo

uma variedade isometricamente mergulhada em (N,h), como um subconjunto fechado
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também, podemos supor, sem perda de generalidade, que (N,h) é não parabólica, ou

melhor, hiperbólica. Nesse caso, teremos que

DGM ⩽ GN.

Integrando obtemos que

DEM(x) =

∫
M

DGM(x,y)dy ⩽
∫
N

GN(x,y)dy = EN(x). (3.32)

Se M é D-L1-Liouville então DEM não é finito, ou seja, segue de (3.32) que

+∞ ⩽ EN ⇒ EN = +∞.

Logo, N é L1-Liouville. Da mesma forma, suponhamos a existência de uma sequênciaMK

de subvariedades abertas suaves tal que

DEMk(x) → +∞ quando k→ +∞.

Como cada Mk ⊂ N, teremos que DEMk(x) ⩽ EN(x). Aplicando o limite com k → +∞
obtemos que

+∞ = lim
k→+∞ DEMk(x) ⩽ lim

k→+∞ EMk(x) = EN

e, portanto, N é L1-Liouville.

Observação 21. Observe que a primeira afirmação no enunciado do corolário não decorre

imediatamente do Prinćıpio do Máximo devido à não compacidade da subvariedade aberta

M.

Como era de se esperar, em vista do que ocorre com a completude estocástica (veja

[19],[23]), a propriedade D-L1-Liouville é uma propriedade assintótica. Dessa forma, va-

mos justificar essa afirmação por meio de dois resultados interessantes. Para começar,

mostramos com um argumento muito direto que variedades que são isométricas fora de

um conjunto compacto compartilham o mesmo comportamento em relação à propriedade

L1-Liouville.

Proposição 18. Sejam M1 e M2 duas variedades Riemanniana com bordos ∂M1 e ∂M2

não vazios, respectivamente. Suponha que exista uma isometria entre M1\K1 e M2\K2

onde K1 ⊂ intM1, e K2 ⊂ intM2 são conjuntos compactos. Então, M1 é D-L1-Liouville

se, e somente se, M2 o é. A mesma conclusão é válida no caso de variedades sem bordo.
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Demonstração. Sejam M1 e M2 duas variedades Riemannianas com bordos ∂M1 e ∂M2

não vazios. Suponhamos, por absurdo, que M1 é D-L1-Liouville, contudo, M2 não é D-

L1-Liouville. Assim, existe uma função superharmônica u ∈ L1(M2) com u = 0 sobre

∂M2. Também, temos que φ : M1\K1 → M2\K2 é uma isometria onde K1 ⊂ intM1

e K2 ⊂ intM2 são conjuntos compactos, dáı tomemos Ω1,Ω2 ⊂ M1 conjuntos abertos

relativamente compactos, de tal modo que

K1 ⋐ Ω1 ⋐ Ω2.

Seja u1 : M1\K1 → R uma função dada por u1 = u ◦ φ. Notemos que, sendo u

integrável teremos que u1 é integrável. Além disso,

∆u1 = ∆(u ◦φ) = ∆u(φ) para todo ponto em φ(M1\K1) =M2\K2.

Logo, u1 é superharmônica. Por último, como u é não negativa, consequentemente, u1

também será não negativa. A fim de estender esta função em toda M1, consideremos

c
.
= minΩ2\Ω1

u1, e definimos a função

v1
.
=


min{u1, c} em M1\Ω1

c em Ω2.

Notemos que v1 está bem definido pois, como c
.
= minΩ2\Ω1

u1, teremos que u1 > c em

Ω2\Ω1 e, portanto, v1 = c em Ω2\Ω1. Também, v1 é superharmônica e não negativa em

M\Ω1 e Ω2. Já que o mı́nimo de uma função superharmônica ainda é superharmônica,

podemos concluir v1 será, pois

v1 = min{u1, c} em M1\Ω1 e v1 = c em Ω2,

onde tanto u1 como c são superharmônicas. Então, v1 é superharmônica em conjuntos

abertos que M1. Como φ(∂M1) = ∂M2 teremos que
∆v1 ⩽ 0 no intM1

v1 = 0 sobre ∂M1.

Também, v1 ∈ L1(M1), mas v1 não é identicamente nula em M1, o que é uma absurdo,

pois M1 é D-L1-Liouville. Logo, M2 é D-L1-Liouville.
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A seguir, mostraremos que a validade da propriedade L1-Liouville de uma variedade

sem bordo depende da propriedade D-L1-Liouville de (pelo menos) uma de suas extre-

midades. Isso pode ser considerado como a volta do Corolário 8 quando a subvariedade

aberta M tem complementar compacto em N.

Teorema 24. Seja (N,h) uma subvariedade sem bordo. As seguintes afirmações são

válidas:

i) Seja M uma subvariedade aberta em N tal N\M é compacto. Se N é L1-Liouville,

então M é D-L1-Liouville.

ii) Seja E o fim de N. Então, E é D-L1-Liouville se, e somente se, seu duplo Riemanniano

D(E) é L1-Liouville.

iii) N é L1-Liouville se, e somente se, pelo menos uma de suas extremidades é D-L1-

Liouville.

Demonstração. Do item i) é similar ao i) no Teorema 23. Seja GN o Núcleo de Green de

N, dáı temos, por hipótese, que N é L1-Liouville, ou seja,∫
N

GN(x,y)dx = +∞ para todo y ∈ N,

onde lembramos que GN é obtida por um processo de exaustão

lim
k→+∞ DGΩk = GN,

sendo Ωk uma sequência de domı́nios abertos relativamente compactos com bordo suave.

Como N\M é compacto, podemos assumir que N\M ⋐ Ω1. Agora, suponhamos que

u ⩾ 0 satisfaz 
∆u ⩽ 0 em M

u = 0 sobre ∂M.

Como u > 0 em M e ∂M ⊂ Ω1, teremos que inf∂Ω1
u = c1 > 0. Se GN ≡ +∞ obtemos

que u não é integrável em N, o que é um absudo. Agora, fixando y0 ∈ Ω1, teremos que

sup
∂Ω1

GN(x,y0) = c2 < +∞.

Assim, existe λ > 0 tal que u(x) ⩾ λGN(x,y0) para qualquer x ∈ ∂Ω1 e como GN ⩾

DGΩk , teremos que

u ⩾ λGN ⩾ λDGΩk sobre ∂Ωk ∪ ∂Ω1.
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Pelo Prinćıpio do Máximo obtemos

u ⩾ λDGΩk no Ωk\Ω1,

e passando o limite com k→ +∞
u = lim

k→+∞u ⩾ λ lim
k→+∞ DGΩk = λGN no N\Ω1.

Integrando em M e lembrando que Ω1 é compacto e GN é localmente integrável, con-

clúımos que ∫
M

u(x)dx ⩾
∫
M\Ω1

u(x)dx ⩾ λ
∫
M\Ω1

GN(x,y0)dx = +∞,

dessa forma,
∫
M
u(x)dx ⩾ +∞ e, consequentemente,∫

M

u(x)dx = +∞,

o que é um absurdo pois, u é integrável em M. Portanto, M é D-L1-Liouville.

ii) (⇐) Seja D(E) uma variedade Riemanniana com ∂D(E) = ∅, onde E é um fim de N.

Seja GD(E) o Núcleo de Green de D(E). Por hipótese, temos que D(E) é L1-Liouville,

logo ∫
D(E)

GD(E)(x,y)dx = +∞ para todo y ∈ D(E),

onde GD(E) é obtido através de um processo de exaustão tal que

lim
k→+∞GΩk = GD(E).

Dessa forma, seja Ωk uma sequência de domı́nios abertos relativamente compactos

com bordo suave tal que o limite acima ocorre, como os fins de uma variedade são abertos

da mesma teremos que E é um subconjunto aberto de N e ainda D(E) = E duplicado

sem bordo, logo E é um subconjunto aberto de D(E). Segue que D(E)\E é um conjunto

compacto. Assim podemos assumir que D(E)\E ⋐ Ω1. Agora, tomemos uma função

u ⩾ 0 que satisfaz 
∆u ⩽ 0 em E

u = 0 sobre ∂E.
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Como u > 0 em E e ∂E ⊂ Ω1 teremos que inf∂Ω1 u = c1 > 0. Se GD(E) ≡ +∞ teremos

que u ≡ +∞ e, consequentemente, não será integrável em N. o que é um absurddo.

Agora, fixemos y0 ∈ Ω1 um polo de G tal que

sup
∂Ω1

GD(E)(x,y0) = c2 < +∞.

Dessa forma, existe γ > 0 tal que u(x) ⩾ γGD(E) para qualquer x ∈ ∂Ω1 e ainda, como

GD(E) ⩾ DGΩk ,

teremos que

u ⩾ γGD(E) ⩾ γDGΩk sobre ∂Ωk ∪Ω1.

Segue do Principio do Máximo que

u ⩾ γDGΩk em Ω1\Ω1.

Agora aplicando o limite com k→ +∞ teremos que

u = lim
k→+∞ ⩾ γ lim

k→+∞ DGD(E) = γGD(E) no D(E)\Ω1.

Integrando em E, lembrando que Ω1 é compacto, e que GD(E) é localmente integrável,

conclúımos que∫
E

u(x)dx ⩾
∫
E\Ω1

u(x)dx ⩾
∫
E\Ω1

γGD(E)(x,y0)dx = +∞.

Assim,
∫
E
u(x)dx ⩾ +∞ e, portanto,∫

E

u(x)dx = +∞,

o que é um absurdo, pois u é integrável em E. Portanto, pelo Corolário 8, D(E) é D-L1-

Liouville.

ii) (⇒) Seja E o fim de N, que é um subconjunto aberto pré-compacto. Por hipótese,

teremos que E é D-L1-Liouville, e ainda, temos que D(E) o seu duplo Riemanniano, assim

pelo Corolário 8 podemos concluir que D(E) será L1-Liouville.

iii) (⇐) Suponhamos que exista pelo menos uma extremidade de N satisfazendo a

propriedade D-L1-Liuoville, logo pelo Corolário 8 teremos que N será L1-Liuoville.
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iii) (⇒) Agora, suponhamos, por absurdo, que nenhuma extremidade de N satisfaça

a propriedade D-L1-Liuoville, em outras palavra, existe um conjunto compacto K ⊂ N

tal que

N\K = ∪m
i=1Ei,

onde cada Ei são extreminadades de N e DEEi são funções finitas (veja Teorema 23), para

qualquer i = 1, . . . ,m. Como cada fim é um subconjunto disjunto de N teremos que

∂Ei ∩ ∂Ej = ∅.

Para qualquer i ̸= j definimos DEEi ≡ 0 fora de cada Ei.

Figura 3.1: Fins de uma variedade

Afirmamos que DEN\K =
∑m

i=1
DEEi . Com efeito, definimos uma função f : N\K→ R

dada por f =
∑m

i=1
DEEi . Notemos que

∆f = ∆

(
m∑
i=1

DEEi

)
=

m∑
i=1

∆DEEi = −1 no int(N\K),

e como DEEi = 0 sobre ∂EEi , teremos que

f =

m∑
i=1

DEEi = 0 sobre ∂(N\K) = ∪∂Ei.

Segue da unicidade do tempo médio de sáıda de Dirichlet que f = DEN\K e, portanto,

DEN\K =

m∑
i=1

DEEi .
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Então, DEN\K é finito, pois
∑m

i=1
DEEi é finito e, consequentemente, N\K não é D-L1-

Liouville. Assim, pelo item i) teremos que N não é L1-Liouville, o que é um absurdo.

Portanto, N possui pelo menos uma extremidade D-L1-Liouville.

3.4 Completude estocástica vs propriedade L1-Liouville

Como vimos em, A. Grigar’yan [6], aplicando a versão do Teorema 23 para variedade sem

bordo, foi provado que toda variedade estocasticamente completa é L1-Liouville. Além

disso, os dois conceitos são de fato equivalentes para uma grande classe de variedades

rotacionalmente simétrica(veja [20]). Nesta seção apresentaremos alguns exemplos em

qualquer dimensão mostrando que, em geral, os dois conceitos não são equivalentes. Isto

completa a imagem em [20], onde apenas o caso de superf́ıcies bidimensionais foi conside-

rado.

Uma vez que a propriedade L1-Liouville é equivalente à divergência da integral,∫
M

G(x,y)dy =

∫
M

∫+∞
0

p(t, x,y)dtdy,

uma abordagem natural para investigar sua validade é por meio de estimativas de Núcleo

do Calor, e do Núcleo de Green.

No primeiro exemplo empregamos argumentos parabólicos para mostrar a divergência

da integral acima. Faremos uso das seguintes estimativas nesta configuração por A.Grigor’yan

e L.Saloff-Coste em [4].

Lembramos que uma variedade satisfaz a desigualdade parabólica de Harnak (PHI) se

existe uma constante C0 tal que qualquer solução não negativa u da equação de calor

∂tu = ∆u,

em qualquer ciĺındro Q = (τ, τ+ T)× B(x, r) com T = r2 e τ ∈ (−∞,+∞) satisfaz

sup
Q−

u ⩽ C0 inf
Q+

u, (PHI)

onde Q− =

{
τ+

T

4
, τ+

T

2

}
× B

(
x,

r

2

)
e Q+ =

{
τ+

3T

4
, τ+ T

}
× B

(
x,

r

2

)
.
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Figura 3.2: Cilindros Q+ e Q− em Q

É bem conhecido (Veja [33], Teorema 5.5.1) que (PHI) é equivalente à validade si-

multânea da duplicação e das desigualdades de Poincaré invariáveis de escala, e em uma

variedade completa esta implica na curvatura de Ricci não negativa.

Teorema 25 ([4], Teorema 3.3). SejaM uma variedade completa não parabólica completa,

∂M = ∅. Suponhamos que a desigualdade parabólica de Harnack (PHI) se mantenha em

M e seja K um conjunto compacto emM. Então, existe δ > 0 e, para cada t0 > 0 existem

as constantes positivas C e c tal que, para todo t > t0 e todo x,y ∈ Ω = M\Kδ, Kδ a

δ-vizinhança de K,

pΩ(t, x,y) ⩾
c

V(x,
√
t)

exp

(
−C

d2(x,y)

t

)
(3.33)

Apresentamos agora um exemplo em dimensão arbitrária de uma variedade L1-Liouville

estocasticamente incompleta com pelo menos duas extremidades.

Mas, antes iremos definir o que é uma soma conexa.

Definição 20. A soma conexa M = M1#M2 de n-variedades M1 e M2 é formada

pela exclusão dos interiores das n-bolas Bn
i em Mn

i e colando as variedades perfuradas

resultantes Mi\Bi umas às outras por um homeomorfismo h : ∂B2 → ∂B1, de tal modo

M =M1#M2 = (M1\B1) ∪h (M2\B2).

Exemplo 3. Seja M uma variedade Riemanniana, ∂M = ∅ definida pela soma conexa

M =M1#M2 onde
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i) M1 é uma variedade Riemanniana não parabólica completa que suporta (PHI);

ii)M2 é uma variedade Riemanniana geodesicamente completa e estocasticamente incom-

pleta.

Afirmamos que M é uma variedade L1-Liouville estocasticamente incompleta.

Com efeito, como M =M1#M2 e M2 é geodesicamente completa e estocasticamente

incompleta, obtemos pelo Lema 3.1 de [19] queM é estocasticamente incompleta. Agora,

tomemos K ⊂M1 um subconjunto compacto contendo o disco ao longo da fronteira cuja

a colagem de M1 com M2 é realizada. Dáı, pelo Teorema 25 temos que existe δ > 0 e,

para todo t0 > 0 existem as constantes positivas C e c tal que para todo t > t0 e todo

x,y ∈ Ω =M1\Kδ, a δ-vizinhança de K temos

pΩ(t, x,y) ⩾
c

V1(x,
√
t)

exp

(
−C

d2(x,y)

t

)
.

Consideremos o Núcleo do Calor de Dirichlet DpΩ e o tempo médio de sáıda de Dirichlet

DEΩ de Ω. Como M1 é uma variedade não parabólica completa que suporta o (PHI)

obtemos, pelo Teorema 25, que

DEΩ(x) =

∫
DGΩ(x,y)dy

=

∫
Ω

∫+∞
0

DpΩ(t, x,y)dtdy

⩾
∫
Ω

∫+∞
t0

c

V1(x,
√
t)

exp

(
−C

d2(x,y)

t

)
dtdy.

Como Ω ⊃ Ω ∩ B(x,
√
t) teremos que

DEΩ(x) ⩾
∫
Ω∩B(x,

√
t)

∫+∞
t0

c

V1(x,
√
t)

exp

(
−C

d2(x,y)

t

)
dtdy

e ainda, y ∈ Ω, logo y ∈ B(x,
√
t) e, consequentemente, d(x,y) <

√
t e dáı

−
C

t
d2(x,y) > −

C

t
t > −C.

Assim,

DEΩ(x) ⩾
∫
Ω∩B(x,

√
t)

∫+∞
t0

c

V1(x,
√
t)

exp

(
−C

d2(x,y)

t

)
dtdy

⩾
∫
Ω∩B(x,

√
t)

∫+∞
t0

c

V1(x,
√
t)

exp(−C)dtdy.
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Pelo Teorema de inversão da ordem das integrais repetidas tem-se

DEΩ(x) ⩾
∫+∞
t0

c

V1(x,
√
t)

exp(−C)

∫
Ω∩B(x,

√
t)

dy dt

=

∫+∞
t0

c

V1(x,
√
t)

exp(−C)V1(Ω ∩ B(x,
√
t))dt.

Agora, tomando t0 < t1 < t de tal forma que

V1(Ω ∩ B(x,
√
t)) ⩾ V1(x,

√
t) − V1(Kδ),

temos

DEΩ(x) ⩾ c exp(−C)

∫+∞
t0

V1(Ω ∩ B(x,
√
t))

V1(x,
√
t)

⩾ c exp(−C)

∫+∞
t1

V1(x,
√
t) − V1(Kδ)

V1(x,
√
t)

= c exp(−C)

(∫+∞
t1

dt−

∫+∞
t1

V1(Kδ)

V1(x,
√
t)
dt

)
= +∞,

então

DEΩ(x) = +∞.

Segue do Corolário 8 que,

+∞ ⩽ EM(x),

logo EM = +∞ e, portanto, M é L1-Liouville.

A seguir uma alternativa, um pouco mais geral baseada no Teorema 24. Com efeito,

suponhamos que M1 seja L1-Liouville com uma extremidade, por exemplo, M1 é uma

variedade modelo estocasticamente completa (veja, por exemplo [20]) e ainda M2 e M =

M1#M2 seja como descritas acima. Tomemos também K um conjunto compacto com

bordo suave contendo os discos ao longo dos quais M1 e M2 foram colados e denotemos

por E1 o fim emM\K, isométrico ao fim correspondente deM1. ComoM1 é L
1-Liouville,

temos pelo Teorema 24 item iii) que M é L1-Liouville. Por outro lado, temos que M é

estocasticamente incompleta, pois M2 é estocasticamente incompleta.

No próximo exemplo, será apresentado uma variedade L1-Liouville estocasticamente

incompleta com apenas uma extremidade.
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Exemplo 4. Seja h qualquer métrica Riemanniana em Rm que torne (Rm,h) estocasti-

camente incompleta e tal que h = gRm no semi espaço superior

R
m

+
.
= {(x1, . . . , xm) ∈ Rm; xm ⩾ 0}.

Por exemplo, podemos colocar g como a métrica Riemanniana dada em coordenadas po-

lares por

g = dr2 + g1(r)
2dθ2,

com g1(r) = e
r3 para r >> 1, g1 suave e satisfazendo g1(0) = 0 e g ′

1(0) = 1 e definimos

h como sendo

g = (1− ξ)g+ ξgRm ,

onde ξ é uma função de corte dependendo apenas de xm e satisfazendo

ξ(x) =

 1 se xm ⩾ 0

0 se xm ⩽ −1.

Argumentando como em ([20], pág 318), é posśıvel construir uma função que viole o

principio do máximo fraco no infinito e, portanto, M não é estocasticamente incompleta.

Afirmamos que (Rm,h) é L1-Liouville. Temos, pelo Corolário 8, que é suficiente

verificar que o semi espaço euclidiano Rm

+ é D-L1-Liouville. Apresentaremos três maneiras

diferentes de verificar este fato. O primeiro e o segundo dependem fortemente da expressão

expĺıcita do Núcleo do Calor e Green do semi espaço. O terceiro é um método elegante,

e ilustramos como funciona baseada em um prinćıpio de comparação global.

Estimativa do Núcleo do Calor : Fazendo uso da expressão do Núcleo do Calor de Dirichlet

de Rm

+ P. Gyrya e L. Saloff-Coste em [38] nos dá a seguinte estimativa inferior

DpR
m
+ (t, x,y) ⩾

Cxmym

tn/2(xm +
√
t)(ym +

√
t)

exp

(
−
c|x− y|

4t

)
.

Assim, consideremos o Núcleo do Calor de Dirichlet DpR
m
+ , o Núcleo de Dirichlet Green

DGRm
+ e o tempo médio de sáıda de Dirichlet DER

m
+ de Rm

+ . Dáı,

DER
m
+ =

∫
Rm
+

DGRm
+ (x,y)dy

⩾
∫
B(x,

√
t)

∫+∞
0

DpR
m
+ (t, x,y)dtdy

⩾
∫
B(x,

√
t)

∫+∞
0

Cxmym

tn/2(xm +
√
t)(ym +

√
t)

exp

(
−
c|x− y|

4t

)



Caṕıtulo 3. Aplicações 153

Argumentando como no Exemplo 3, chegamos à conclusão desejada.

Estimativas do Nucleo de Green : Relembrando a expressão do Núcleo Dirichlet de Green

de Dirichlet do Rm

+ dado no Exemplo 2, temos para m ⩾ 3 que

DER
m
+ =

∫
Rm
+

DGRm
+ (x,y)dy

= Cm

∫
Rm
+

1

|x− y|m−2
−

1

|x− y ′|m−2
dy,

onde definimos y ′ = (y1, . . . ,ym−1,−ym). Escolhendo x = (0, 0, . . . , 0, 1) e colocando em

coordenadas ciĺındricas (r, θ, xm), o integrando pode ser escolhido como (z,ym−1,ym) =

(r · cos θ, r · sin θ, xm), onde z = (y1, . . . ,ym−2). Logo

|x− y| =
√

⟨x− y, x− y⟩

=
√
⟨(−y1, . . . ,−ym−2,−ym−1,−ym + 1), (−y1, . . . ,−ym−2,−ym−1,−ym + 1),

e fazendo uma mudança de variável obtemos que

|x− y| =
√

⟨(−z,−ym+1, 1− ym), (−z,−ym+1, 1− ym)⟩

=
√
z2 + y2m−1 + (1− ym)2

=
√
r2 · cos2 θ+ r2 · sin2 θ+ (1− xm)2

=
√
r2 + (1− xm)2.

De maneira análoga, teremos que

|x− y ′| =
√

⟨(−y1, . . . ,−ym−2,−ym−1,ym + 1), (−y1, . . . ,−ym−2,−ym−1,ym + 1)

=
√
z2 + y2m−1 + (1+ ym)2

=
√
r2 + (1+ xm)2.

Agora, notemos que,

1

|x− y|m−2
−

1

|x− y ′|m−2
=

1

[
√
r2 + (xm − 1)2]m−2

−
1

[
√
r2 + (xm + 1)2]m−2

=
1

[r2 + (xm − 1)]m−2/2
−

1

[r2 + (xm + 1)]m−2/2
.
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Dessa forma definimos a função f : R\{r} → R dada por

f(t) =
1

(r2 + t2)m−2/2
,

e derivando com relação a t obtemos

f ′(t) =
−(m− 2)(r2 + t2)m−2/2

(r2 + t2)m−2

= −(m− 2)(r2 + t2)m−4/2−(m−2) · t

= (−m+ 2)(r2 + t2)−m/2 · t,

assim, temos

1

|x− y|m−2
−

1

|x− y ′|m−2
= f(xm − 1) − f(xm + 1)

= −[f(xm − 1) − f(xm + 1)].

Aplicando o Teorema de Lagrange, podemos concluir que,

1

|x− y|m−2
−

1

|x− y ′|m−2
= −f ′(ξ)

= −(−m = 2)(r2 + ξ2)−m/2ξ

= C(r2 + ξ2)−m/2ξ,

onde ξ ∈ (xm − 1, xm + 1) e, portanto, é estimado superiormente por

C(xm − 1)[(xm + 1)2 + r2]−m/2 ⩾
1

2
(xm + 1)[(xm + 1)2 + r2]−m/2 para xm ⩾ 3.

Podemos, portanto, estimar

DER
m
+ ⩾ Cm

∫+∞
0

rm−2dr

∫+∞
3

(xm + 1)[(xm + 1)2 + r2]−m/2 = +∞.

Segue dáı que Rm

+ é D-L1-Liouville e assim, pelo Corolário 8, Rm é L1-Liouville. Calculos

semelhantes levam à mesma conclusão se m = 2.

Argumento Eliptico : Descrevemos agora uma argumento eĺıptico. Notemos que, ao usar

os mecanismos desnvolvido até agora, os mesmos permitem obter a conclusão necessária

com uma quantidade mı́nima de calculos expĺıcitos.

Dado k > 1 e consideremos uma placa

Ωk =

{
x ∈ Rm

+

1

k
⩽ xm ⩽ k

}
,
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e a função

Ek(x) =
1

2

(
xm −

1

k

)
(k− xm).

Observemos que xm ⩽ k e segue dáı que k− xm é não negativo, de modo análogo, como

xm ⩾
1

k
, teremos que xm −

1

k
também será não negativo. Consequentemente, Ek é uma

função positiva e ainda

∆Ek(x) =

m∑
i=1

∂2

∂x2i

[
1

2

(
xm −

1

k

)
(k− xm)

]

=
d2

dxm

[
1

2

(
−x2m + xmk+

xm

k
− 1
)]

=
d

dxm

{
1

2

[
(k− xm) −

(
xm −

1

k

)]}
= −1, no intM,

Ek

(
1

k

)
=

1

2

(
1

k
−

1

k

)(
k−

1

k

)
= 0 e Ek(k) =

1

2

(
k−

1

k

)
(k− k) = 0, sobre ∂Ωk.

Logo, Ek é uma solução positva que satisfaz,
∆Ek = −1 no intΩk

Ek = 0 sobre ∂Ωk.

Além disso, temos que ϕk(x) = Ek(x) + ε|x|
2 é uma função de Khas’minskii para Ωk

sempre que ε for suficientemente pequeno, pois tomando
1

k
⩽ ε ⩽ k obtemos a bola

fechada

B = {x ∈ Rm−1
+ ; |x− 1| ⩽ ε},

tomando a norma do máximo podemos escrever

B = [1− ε, 1+ ε]m−1.

Assim, dado y ∈ B×
[
1

k
,k

]
teremos que

1

k
⩽ ym ⩽ k,
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consequentemente, B×
[
1

k
,k

]
⊂ Ωk. Dáı, teremos que 0 ⩽ ϕk(x) ∈ C0

Ωk\

◦

B×
[
1

k
,k

]∩

W1,2
loc

(
intΩk\B×

[
1

k
,k

])
tal que

lim
x→+∞ϕk(x) = lim

x→+∞(Ek(x) + ε|x|2) = +∞
e,

−

∫
int(Ωk\B)

⟨∇ϕk,∇ρ⟩ =
∫
int(Ωk\B)

ρ∆ϕk −

∫
∂(Ωk\B)

∂ϕk

∂ν
ρ ⩽ 0,

onde 0 ⩽ ρ ∈ C0(Ωk\
◦
B)∩W1,2

loc(intΩk\B). Segue que ϕk é uma função de Khas’minskii

e, portanto, pelo Lema 6 teremos que Ωk é D-parabólico e, consequentemente, Ek é seu

tempo média de sáıda de Dirichet (finito). Agora, fixando x ∈ intΩk e fazendo k→ +∞
obtemos que

lim
k→+∞Ek(x) = lim

k→+∞
1

2

(
xm −

1

k

)
(k− xm) = +∞.

Logo o limite de Ek quando k→ +∞ diverge e, consequentemente, pelo Corolário 8, Rm

+

é D-L1-Liouville.

3.5 Condições geométricas localizadas para a propri-

edade L1-Liouville

De acordo com a teoria desenvolvida até agora, em vista dos exemplos acima, é natural

supor que a validade da propriedade L1-Liouville depende apenas de condições geométricas

confinadas em um domı́nio suficientemente grande de uma variedade.

Esta seção visa confirmar essa intuição ao considerar três situações diferentes: a pri-

meira, muito geral, envolve uma condição de curvatura de Ricci (assintoticamente) não

negativa em um semi espaço geométrico; o segundo diz respeito ao complemento da me-

tade do espaço em situações hiperbólicas, e o terceiro lida com cones de produto deformado

e depende de uma suposição espectral.

Curvatura de Ricci em semi espaço.

Inspirado no Exemplo 4, primeiro investigamos o papel dos limites de curvatura de Ricci

inferiores em um semi-espaço geométrico. Basicamente, vamos trabalhar com a curvatura
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de Ricci não negativa, mas uma certa quantidade de negatividade também é permitida.

Para um semi espaço geométrico, queremos dizer o seguinte

Definição 21. Seja γ : [0,+∞) →M um raio geodésico, parametrizado pelo comprimento

de arco na variedade Riemanniana completa (M,g). O semi-espaço M+ em relação a γ

é o domı́nio

M+ = ∪t>0Bt(γ(t)),

onde Bt(p) é a bola métrica aberta de raio t > 0 centrada em p.

Teorema 26. Suponha que (M,g) é uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

Ric ⩾ −
(m− 1)B2

1+ r2γ(0)(x)
(3.34)

sobre o semi espaço M+ com respeito a algum raio geodésico γ, para algum 0 ⩽ B <√
m

m− 1
, onde rγ(0) denota a função de distância em M de γ(0). Então, (M,g) é L1-

Liouville.

Demonstração. Consideremos, inicialmente, com uma suposição mais geral de que para

cada número inteiro positivo k a seguinte desigualdade é válida

∆rk(x) ⩽ (m− 1)
σ ′
k

σk
(rk(x)); para todo x ∈ Btk(γ(tk)), (3.35)

onde {tk}k∈N é uma sequência crescente com t1 > 1, rk(x) = d(x,γ(tk)) é a função

distância de γ(tk) e σk : [0,+∞) → [0,+∞) é a função de deformação de uma variedade

modelo m-dimensional Mσk
. Agora, para cada número inteiro positivo k difinimos a

função Fk : [0, tk − 1) → [0,+∞) dada por

Fk(r) =

∫ tk−1

r

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt.

Derivando a expressão acima com relação a r e aplicando o Teorema Fundamental do

Cálculo obtemos

Fk(r) =

∫ tk−1

r

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt = −

∫ r

tk−1

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt

⇒ F ′k(r) = −

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (r)

dt < 0.
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Agora, por (3.35) a comparação com a função rk : Btk(γ(tk)) → [0,+∞) satisfaz

∆Fk(rk(x)) = F ′′k(rk(x)) + F
′
k(rk(x))∆rk(x)

⩾ F ′′k(rk(x)) + F
′
k(rk(x))(m− 1)

σ ′
k

σk
(rk(x))

= ∆σk
Fk(rk(x))

=
d

ds

(
−

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (r)

dt

)

= −
σm−1
k (r)

σm−1
k (r)

= −1.

Além disso, teremos que

Fk(tk − 1) =

∫ tk−1

tk−1

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt = 0,

então, Fk ≡ 0 na fronteira da bola Btk−1(γ(tk)) e, consequentemente, pelo prinćıpio do

máximo teremos que

Fk(rk(x)) ⩽
DEk(x), (3.36)

onde DEk denota o tempo médio de sáıda de Dirichlet de Btk−1(γ(tk)).

Para ilustrar a ideia, suponhamos que Ric ⩾ 0 em M+, ou seja, (3.34) assegura que

B = 0. Pelo Teorema de Comparação do Laplaciano, podemos tomar σk(s) = s para

qualquer k e, assim, calcular

Fk(rk) =

∫ tk−1

rk

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt

=

∫ tk−1

rk

∫t

0 s
m−1ds

σm−1
k (t)

dt

=

∫ tk−1

rk

sm

m
|t0

σm−1
k (t)

dt.
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Substituindo os limites de ingração obtemos

Fk(rk) =

∫ tk−1

rk

tm

m
σm−1
k (t)

dt

=

∫ tk−1

rk

tm

m
· 1

tm−1
dt

=

∫ tk−1

rk

t

m
dt

=
1

m

[
(tk − 1)2 − r2k(x)

]
.

Portanto,

DEk(x) ⩾ Fk(rk) =
1

m

[
(tk − 1)2 − r2k(x)

]
,

de onde escolhendo x1 = γ(2) ∈ Btk−1(γ(tk)) para todo k, temos

rk(x1) = d(x1,γ(tk))

= d(γ(2),γ(tk))

= tk − 2,

pois, γ é uma geodésica. Além disso,

DEk(x1) ⩾
1

m

[
(tk − 1)2 − r2k(x1)

]
=

1

m

[
(tk − 1)2 − (tk − 2)2

]
=

1

m

[
t2k − 2tk + 1− t2k + 4tk − 4

]
=

1

m
(2tk − 3) .

Uma vez que {tk} é uma sequência crescente temos que limk→+∞ tk = +∞ e, assim,

lim
k→+∞ DEk(x1) ⩾ +∞.

Logo limk→+∞ DEk(x1) = +∞. Pelo Corolário 8, podemos dizer que M é L1-Liouville.
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Notemos que o ingrediente prinćıpal no argumento acima será

2tk − 3

2m
=

(tk − 1)2

2m
−

(tk − 2)2

2m

=
(tk − 1)2

2m
−
r2k(x1)

2m

= Fk(tk − 2)

=

∫ tk−1

tk−2

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt,

assim,

lim
tk→+∞ Fk(tk − 2) = lim

tk→+∞
∫ tk−1

tk−2

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt = +∞, (3.37)

quando k→ +∞ e tk → +∞. Assim, suponhamos que

Ric ⩾ −
(m− 1)B2

1+ r2γ(0)(x)
sobre M+,

para alguma constante B. Pela desigualdade triangular temos

d(γ(0),γ(tk)) ⩽ d(x,γ(0)) + d(x,γ(tk)).

Como tk = d(γ(0),γ(tk)), d(x,γ(0)) = rγ(0)(x) e d(x,γ(tk)) = rk(x), obtem

tk ⩽ rγ(0)(x) + rk(x).

⇒ tk − rk(x) ⩽ rγ(0)(x).

elevando os dois membros da desigualdade ao quadrado e somando um dos dois lados

teremos

1+ (tk − rk(x))
2 ⩽ 1+ r2γ(0)(x),

e assim,

−
1

1+ (tk − rk(x))2
⩽ −

1

1+ r2γ(0)(x)
.

Logo,

Ric ⩾ −
(m− 1)B2

1+ r2γ(0)(x)(x)
⩾ −

(m− 1)B2

1+ (tk − rk(x))2
, para todo x ∈ Btk(γ(tk)).
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Novamente pelo Teorema de Comparação do Laplaciano ( Teorema 6 ) a desigualdade

3.35 é válida com σk ∈ C2([0,+∞)) que é solução do seguinte problema
σ ′′
k −

B2

1+ (tk − rk(x))2
σk = 0

σk(0) = 0, σ ′
k(0) = 1.

(3.38)

Um calculo (veja [11]) mostra que a solução de σk de 3.38 é dada explicitamente por

σk(s) =
1

2B
t
1/2+B
k (tk − s)1/2−B

[
1−

(
1−

s

tk

)2B
]
,

onde B <

√
4B2 + 1

2
e

√
4B2 + 1

2
⩾

1

2
. Suponhamos, inicialmente, que s ∈

[
0,
tk

2

]
e

escrevemos λ =
s

tk
∈
[
0,

1

2

]
. Assim obtemos a função ρ :

[
0,

1

2

]
→ R dada por

ρ(λ) = 1− (1− λ)2B.

Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, λ) tal que

ρ(λ) − ρ(0) = ρ ′(λ) · λ,

e sendo ρ(0) = 0 teremos

ρ(λ) = ρ ′(λ) · λ.

Também,

ρ ′(λ) = 2B(1− λ)2B−1

⩾ 2B(1− 1/2)2B−1,

segue que

ρ ′(λ) ⩾ 2Bd1, onde d1 = (1− 1/2)2B−1.

Como, 1/2− B ⩽ 0 obtemos que

σk(s) =
1

2B
t
1/2−B
k (tk − s)1/2−Bρ(λ)

=
1

2B
t
1/2−B
k (tk − s)1/2−Bρ ′(λ) · λ

⩾
1

2B
t
1/2−B
k (tk − s)1/2−B2Bd1

s

tk

= t
1/2−B
k (tk − s)1/2−Bd1

s

tk
,
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logo

σk(s) ⩾ d1s para s ∈ [0, tk/2].

Quando s ∈ [tk/2, tk] teremos que λ = s/tk ∈ [1/2, 1]. Assim, ultilizando o argumento

anterior, obtemos a função ρ : [1/2, 1] → R dada por

ρ(λ) = 1−

(
3

2
− λ

)2B

.

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (1/2, λ) tal que

ρ(λ) − ρ

(
1

2

)
= ρ ′(λ) · λ. (3.39)

Como ρ(1/2) = 0, temos

ρ(λ) = ρ ′(λ) · λ.

Por outro lado,

ρ ′(λ) = 2B(3/2− λ)2B−1

⩾ 2B

(
3

2
− 1

)
e, consequentemente,

ρ ′(λ) ⩾ 2Bd2, onde d2 = (3/2− 1)2B−1.

Agora, notemos que 1−

(
3

2
− λ

)2B

< 1− (1− λ)2B, então

σk(s) =
1

2B
t
1/2+B
k (tk − s)1/2−B

[
1− (1− λ)2B

]

⩾
1

2B
t
1/2+B
k (tk − s)1/2−B

[
1−

(
3

2
− λ

)2B
]

=
1

2B
t
1/2+B
k (tk − s)1/2−Bρ(λ)

=
1

2B
t
1/2+B
k (tk − s)1/2−Bρ ′(λ) · λ.

Como ρ(λ) = ρ ′(λ) · λ, temos

σk(s) ⩾
1

2B
t
1/2+B
k (tk − s)1/2−B2Bd2

s

tk

= t
1/2+B
k (tk − s)1/2−Bd2

s

tk

= t
B−1/2
k (tk − s)1/2−Bd2s,
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portanto,

σk(s) ⩾ d2s.

Tomando d = min{d1,d2} podemos concluir que

σk(s) ⩾ ds, para todo s ∈ [0, tk].

Portanto,

Fk(tk − 2) =

∫ tk−1

tk−2

∫t

0 σ
m−1
k (s)ds

σm−1
k (t)

dt

⩾
∫ tk−1

tk−2

∫t

0 ds
m−1ds

σm−1
k (t)

dt

⩾
∫ tk−1

tk−2

d

m
tm

σm−1
k (t)

dt.

Por outro lado, notemos que tk é uma sequência crescente onde t1 > 1, e ainda, tk − 2 ⩽

t ⩽ tk − 1. Como, σ é uma função monótona crescente, temos

σk(tk − 2) ⩽ σk(t) ⩽ σk(tk − 1),

assim, obtemos que

σk(t) ⩽
1

2B
t
1/2+B
k (tk − (tk − 1))1/2−B

[
1−

(
1−

tk − 1

tk

)2B
]

<
1

2B
t
1/2+B
k t

1/2−B
1

[
1−

1

t2Bk

]

=
1

2B
t
1/2+B
k t

1/2−B
1

(
t2Bk − 1

t2Bk

)

<
1

2B
t
1/2+B
k (t1/2)

1/2−B

e, consequentemente,

1

σk(t)
>

1
1

2B
t
1/2+B
k (t1/2)1/2−B

.
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Dessa forma, teremos que

Fk(tk − 2) >

∫ tk−1

tk−2

d

m
tm

1

2B
t
(1/2+B)(m−1)
k (t1/2)(1/2−B)(m−1)

dt

=

∫ tk−1

tk−2

d

m
· 2B

t
(1/2−B)(m−1)
k

(t1/2)
(1/2−B)(m−1)dt

= c

∫ tk−1

tk−2

tm

t
(1/2−B)(m−1)
k

dt,

onde c = 2Bd/m(t1/2)
(1/2−B)(m−1). Como, tk − 2 < t temos

Fk(tk − 2) > c

∫ tk−1

tk−2

(tk − 2)m

t
(1/2−B)(m−1)
k

dt

= c
(tk − 2)m

t
(1/2−B)(m−1)
k

[(tk − 1) − (tk − 2)]

=
(tk − 2)m

t
(1/2−B)(m−1)
k

.

Para m > (m− 1)(1/2+ B) teremos

m >
1

2
(m− 1) + B(m− 1),

ou seja,

m+ 1

2(m− 1)
> B.

Portanto,

lim
tk→+∞ Fk(tk − 2) = lim

tk→+∞
(tk − 2)m

t
(1/2−B)(m−1)
k

= +∞, quando tk → +∞ e
m+ 1

2(m− 1)
> B.

Quando
m+ 1

2(m− 1)
> B, pela suposição de que B <

√
m

m− 1
segue que

DEk → +∞ quando k→ +∞,

portanto, M é L1-Liouville.
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Curvatura negativa comprimida no complementar de um semi

espaço hiperbólico

Em contraste com o que acontece no caso da curvatura não negativa, no cenário de cur-

vatura negativa os semi espaços não são grandes o suficiente para satisfazer a propriedade

D-L1-Liouville e, portanto, para concluir validade da propriedade L1-Liouville global. Va-

mos mostrar que os domı́nios apropriados são representados pelo complemento do semi

espaço.

Ao longo dessa subseção, consideramos M como uma variedade m-dimensional com-

pleta, simplesmente conexa, que satisfaz, para algum B ⩾ A > 0, às suposições de

curvatura pinçada

Ric ⩾ −(m− 1)B2 e Sect ⩽ −A2. (3.40)

Obviamente, essas condições implicam que a variedade M (Cartan-Hadamard) possui

curvatura seccional limitada inferiormente.

Sejam γ : [0,+∞) →M um raio de velocidade unitária fixado e bγ :M→ R a função

de Busemann associada. Por definição

bγ(x) = lim
t→+∞ rt(x) − t,

onde rt(x) = distM(x,γ(t). Então, a bola aberta de M em relação a γ é definido

Bγ(R) = {x ∈M, bγ(x) < R}.

Notemos que, Bγ(R) é um semi espaço em relação ao raio de velocidade unitário γ.

Normalmente

Bγ(R) = ∪t⩾0Bt+R(γ(t)).

Com feito, seja Bγ(R) = {x ∈M, bγ(x) < R}. Assim, dado y ∈ Bγ(R) obtemos que

lim
t→+∞[rt(y) − t] = bγ(y) < R.

Logo, dado ε = R > 0 existe D > 0 tal que t > 0 implica que

rt(y) − t < R,

por definição teremos,

distM(y,γ(t)) − t = rt(y) − t < R.
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Segue dáı que y ∈ Bt+R(γ(t)), portanto, Bγ(R) ⊂ ∪t⩾0Bt+R(γ(t)). Por outro lado,

tomemos z ∈ ∪t⩾0Bt+R/2(γ(t)). Então, para algum t ⩾ 0 temos

distM(z,γ(t)) < t+ R/2.

Subtraindo t dos dois lados da desigualdade e ultizando a definição teremos que

rt(γ(t)) − t = distM(z,γ(t)) < R/2.

Aplicando o limite com t→ +∞ obtemos

lim
t→+∞(rt(γ(t)) − t) ⩽ R/2 < R,

logo,

bγ(y) = lim
t→+∞(rt(γ(t)) − t) < R.

Então, y ∈ Bγ(R) e, portanto, ∪t⩾0Bt+R(γ(t)) ⊂ Bγ(R). Dessa forma, podemos concluir

que Bγ(R) = ∪t⩾0Bt+R(γ(t)).

Exemplo 5. A bola fechada B
2

γ(R) do espaço hiperbólico bidimensional H2 é D-parabólica,

independentemente do fato de seu crescimento de volume ser exponincial.

Com efeito, no modelo do semi-plano do plano hiperbólico, B
2

γ(R) é realizado como

um semi-plano fechado. Agora, no cenário bidimensional, a D-parabolicidade é invariante

em aplicações conformes. Dáı, como B
2

γ(R) é conforme ao semi-plano Π
+
, teremos que

o problema de verificação que B
2

γ(R) é D-parabólica se reduz a verificar que Π
+

é D-

parabólico. Assim, notemos que o crescimento de volume da variedade plana com bordo

Π
+
é no máximo quadrático, ou seja,

volBΠ
+

R (o) ⩽ O(R2) quando R→ +∞.

Logo, pelo Proposição 13, obtemos que Π
+

é N-parabólica e, consequentemente, D-

parabólico. Como a D-parabolicidade independe de aplicações conformes, podemos con-

cluir que B
2

γ(R) é D-parabólica.

A mesma conclusão vale em dimensões gerais para variedade Catan-Hadamard que

satisfazem (3.40), contudo precisamos de um argumento completamente diferente.

Proposição 19. Seja M uma variedade Cartan-Hadamard satisfazendo (3.40). Então a

horobola fechada Bγ(R) de M com respeito ao raio geodésico γ e D-parabólico.
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Demonstração. A verificação desse resultado sague pelo Lema 6. Com efeito, assuma

R > 1 e seja ϕ : Bγ(R)\B1(γ(0)) → R uma função definida por

ϕ(x) = (R− bγ(x)) + c · r0(x),

onde c > 0 é uma constante a ser especificada. Notemos que

r0(x) = distM(x,γ(0)) > 0,

e ainda,

bγ(x) = lim
t→+∞(rt(x) − t) < R,

logo 0 < R− bγ(x) então, ϕ(x) = (R− bγ(x)) + cr0(x) > 0 para todo x ∈ Bγ(R).

Assim, ϕ é positiva. Além disso, pelo Teorema de comparação da Hessiana e do

Laplaciano obtemos que,

∆bγ = traçoHessbγ ⩾ (m− 1)A,

assim −∆bγ ⩽ −(m− 1)A. Por outro lado, temos a seguinte EDO,
σ ′′
t − B2σt = 0

σt(0) = 0, σ ′
t(0) = 1,

então, utilizando o polinômio caracteŕıstico para resolver a EDO acima, obtemos

m2 − B2 = 0 ⇒ m = ±B,

consequentemente, a solução geral é dada por σt(x) = c1e
Bx + c2e

−Bx. Agora, com as

condições iniciais obtemos que

σt(x) = −
1

2
(eBx − e−Bx).

Dáı,

σ ′
t(x) = −

1

2
(eBx + e−Bx).

Portanto,

σ ′
0(r0(x))

σ0(r0(x))
=

−1/2(eBr0 + e−Br0)

−1/2B(eBr0 − e−Br0)
= B · (e

Br0 + e−Br0)

(eBr0−e−Br0 )
,
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isto é,

σ ′
0(r0(x))

σ0(r0(x))
= B · coth(Br0(x)).

Logo,

∆r0(x) ⩽ (m− 1)
σ ′
0(r0(x))

σ0(r0(x))
= (m− 1)B · coth(Br0(x)).

Segue dáı que

∆ϕ = −∆bγ + c · ∆r0(x) ⩽ −(m− 1)A+ c(m− 1)B coth(Br0),

e escolhendo c suficientemente pequeno obtemos

∆ϕ ⩽ 0 sobre Bγ(R)\B1(γ(0)).

Assim ϕ é uma função superharmônica com

lim
x→+∞ϕ(x) = +∞.

Podemos concluir , pelo Lema 6, que Bγ(R) é D-parabólica.

Comforme no ińıcio desta subseção, a horobola fechada Bγ(R) não é D-L1-Liouville.

Levando em consideração o Teorema 23, é suficiente mostrar que o tempo médio de sáıda

de Dirichlet DEBγ(R) de Bγ(R) é uma função finita. Com efeito, seja

ER =
R− bγ

(m− 1)A
. (3.41)

Dáı,

∆ER = −
∆bγ

(m− 1)A
,

e pela a condição de curvartura implica que

∆ER = −
∆bγ

(m− 1)A
⩽ −

(m− 1)A

(m− 1)A
= −1,

logo,

∆ER ⩽ −1 sobre B(R)
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como

ER =
R− bγ

(m− 1)A
⩾ 0, sobre Bγ(R),

obtemos do Lema 12 que DEBγ(R) é limitada superiormente por ER, que é finito. Assim,

do Teorema 23 podemos concluir que Bγ(R) não é D-L1-Liouville.

Desde que Bγ(R) éD-parabólica, quandoM é um espaço hiperbólicoH(−A2), a função

definida em (3.41) é precisamente o tempo médio de sáıda de Dirichlet da horobola.

Seja ∁Bγ(R) = {x ∈M, bγ ⩾ R} o complementar de um semi espaço emM. Apesar de

todo o semi espaço (horobola) ser D-parabólico, este não é o caso para seu complementar.

Um cálculo simples usando o Teorema da Comparação da Hessiana,( [20]), mostra que a

função

u(x) = e−A(m−1)R − e−A(m−1)bγ ,

é uma solução limitada não negativa de
u ⩾ 0 no int∁Bγ(R)

u = 0 sobre ∂∁Bγ(R).

(3.42)

De fato, notemos que R ⩽ bγ,

−(m− 1)AR ⩾ −(m− 1)Abγ,

e

e−(m−1)AR ⩾ e−(m−1)Abγ .

Logo u(x) = e−A(m−1)R − e−A(m−1)bγ ⩾ 0, para todo x ∈ ∁Bγ(x). Também,

|u(x)| = |e−A(m−1)R − e−A(m−1)bγ |

⩽ |e−A(m−1)R|+ |e−A(m−1)bγ |,

como −bγ ⩽ −R teremos que e−A(m−1)bγ ⩽ e−A(m−1)R e, assim,

|u(x)| ⩽ |e−A(m−1)R|+ |e−A(m−1)R|

= 2|e−A(m−1)R| = D.
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Portanto, u é uma função não negativa e limitada. Agora, pelo Corolário 2.4 de [20]

teremos que

Hess(e−A(m−1)bγ) ⩽ B[−A(m− 1)]e−A(m−1)bγ = −AB(m− 1)e−A(m−1)bγ ⩽ 0.

Além disso,

∆u = ∆(e−A(m−1)R − e−A(m−1)bγ)

= ∆e−A(m−1)R − ∆e−A(m−1)bγ

= −∆e−A(m−1)bγ ,

pois e−A(m−1)R é constante. Assim,

∆u = −∆e−A(m−1)bγ

= −traçoHess(e−A(m−1)bγ)

⩾ 0, no int∁Bγ(R),

e

u(x) = eA(m−1)R − eA(m−1)bγ(x) = eA(m−1)R − eA(m−1)R = 0, sobre ∂∁Bγ(R).

Portanto, u é uma solução de (3.42), onde a mesma não se anula em ∁Bγ(R).

Pela Proposição 16, a variedade com bordo ∁Bγ(R) é D-hiperbólica. Em particular,

uma solução, caso houver, do problema
∆E+ 1 = 0 no int∁Bγ(R)

E = 0 sobre ∂∁Bγ(R),

pode não ser o tempo médio de sáıda de Bγ(R), pois não há exclusividade global, mesmo

quando E é limitado.

Teorema 27. Seja (M,g) uma variedade Cartan-Hadamard satisfazendo

Ric ⩾ −(m− 1)B2 e Sec ⩽ −A2,

para alguma constante B ⩾ A > 0 no complementar ∁Bγ(R) do espaço Bγ(R) com respeito

a algum raio geodésico γ. Se h é uma métrica Riemanniana qualquer em M satisfazendo

h = g sobre ∁Bγ(R), então (M,h) é L1-Liouville.
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Demonstração. Fixemos Rk > R uma sequência divergente estritamente crescente de cons-

tantes positivas e

Ak = {x ∈M, R ⩽ bγ(x) ⩽ Rk}

para ser o horoanel contido em ∁Bγ(R). Como Ak é um subconjunto suave de Bγ(Rk),

onde o mesmo é D-parabólico, logo pelo Corolário 4 Ak também é D-parabólico. Apli-

cando os argumentos de comparação (veja [20]) teremos que

Ek(x) = −
Rk − R

(m− 1)A
· e

−A(m−1)bγ(x) − e−A(m−1)Rk

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
+
Rk − bγ(x)

(m− 1)B

satisfaz

∆Ek(x) = −
Rk − R

(m− 1)a
· ∆e−A(m−1)bγ(x)

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
−

∆bγ(x)

(m− 1)B
.

Por um lado, temos que Hessbγ ⩽ B. Dáı

∆bγ ⩽ (m− 1)B,

e ainda,

Hesse−A(m−1)bγ ⩽ −AB(m− 1)e−Abγ ⩽ 0,

segue que

∆e−A(m−1)bγ(x) ⩽ 0.

Agora, notemos que R ⩽ Rk logo −A(m− 1)R ⩾ −A(m− 1)Rk, e dáı,

e−A(m−1)R ⩾ e−A(m−1)Rk ⇒ e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk ⩾ 0.

assim,

1

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
⩾ 0.

Segue dáı que

−
Rk − R

(m− 1)A︸ ︷︷ ︸
⩽0

· ∆e−A(m−1)bγ(x)

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk︸ ︷︷ ︸
⩽0

⩾ 0,
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então,

∆Ek(x) ⩾ −
∆bγ(x)

(m− 1)B

⩾ −
(m− 1)B

(m− 1)B
= −1 em Ak.

Afirmamos que Ek(x) ⩽ DEAk onde DEAk é o tempo médio de sáıda de Dirichlet de Ak.

De fato, defina o conjunto

Ω = {x ∈ Ak,
DEAk(x) − Ek(x) < 0}

e consideremos a função u : Ω→ R dada por

u(x) = Ek − DEAk .

Notemos que

∆u = ∆Ek − ∆DEAk ,

e como ∆DEAk = −1 em Ak, temos

∆u = ∆Ek − (−1) = ∆Ek + 1.

Sendo ∆Ek ⩾ 1, segue que,

∆u = ∆Ek + 1 > 0.

Então, u é uma função limitada e subharmônica em Ω. Como Ak é D-parabólico temos

da caracterização de Ahlfors de D-parabolicidade (Proposição 16) que

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u.

Mas,

u(x) = Ek(x) −
DEAk(x) = 0 sobre ∂Ω,

então,

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u = 0.

Portanto, u(x) ⩽ supΩ u = 0 e, consequentemente,

Ek(x) −
DEAk(x) ⩽ 0 ⇒ Ek(x) ⩽

DEAk(x).
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Com isto obtemos o resultado desejado da afirmação feita. Por um lado, temos que

lim
k→+∞Ek(x) = lim

k→+∞
[
−
Rk − R

(m− 1)A
· e

−A(m−1)bγ(x) − e−A(m−1)Rk

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
+
Rk − bγ(x)

(m− 1)B

]

e, consequentemente,

+∞ = lim
k→+∞Ek(x) ⩽ lim

k→+∞ DEAk(x).

Portanto, limk→+∞ DEAk(x) = +∞. Segue do Corolário 8 que M é L1-Liouville.

Observação 22. Notemos que, quando A = B no Teorema acima a função

Ek(x) = −
Rk − R

(m− 1)A
· e

−A(m−1)bγ(x) − e−A(m−1)Rk

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
+
Rk − bγ(x)

(m− 1)B
,

é precisamente o tempo médio de sáıda de Dirichlet de Ak.

Com efeito, temos pelo Teorema de Comparação da Hessiana e do Laplaciano que

Hessbγ = A

∆bγ = (m− 1)A,

e ainda

Hess e−A(m−1)bγ(x) = −A2(m− 1)e−A(m−1)bγ(x).

Assim,

∆e−A(m−1)bγ(x) = traço(−A2(m− 1)e−A(m−1)bγ(x)).

Então,

∆Ek(x) = −
Rk − R

(m− 1)a
· ∆e−A(m−1)bγ(x)

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
−

∆bγ(x)

(m− 1)A

= −
Rk − R

(m− 1)a
· ∆e−A(m−1)bγ(x)

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk
−

(m− 1)A

(m− 1)A

= −1 no intAk.
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Fazendo bγ(x) = R temos

Ek(x) = −
Rk − R

(m− 1)A
· e

−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk︸ ︷︷ ︸
=1

+
Rk − R

(m− 1)A

= −
Rk − R

(m− 1)A
+

Rk − R

(m− 1)A
= 0.

Agora, fazendo bγ(x) = Rk tem-se

Ek(x) = −
Rk − R

(m− 1)A
· e

−A(m−1)Rk − e−A(m−1)Rk

e−A(m−1)R − e−A(m−1)Rk︸ ︷︷ ︸
=0

+
Rk − Rk

(m− 1)A︸ ︷︷ ︸
=0

,

assim, Ek(x) = 0 sobre ∂Ak. Segue dáı que
∆Ek = −1 no intAk

Ek = 0 sobre ∂Ak.

Portanto, Ek é o tempo médio de sáıda de Dirichlet de Ak.

Variedades contendo grandes cones de produto torcido

Agora consideramos o tempo médio de sáıda de Dirichlet de cones em produtos torcidos.

Seja M = [0,+∞)×r Σ um produto torcido onde Σ é uma variedade Riemanniana suave

fechada com dimensão (m−1). Para qualquer dominioΩ em Σ com bordo suave denotanos

por CΩ o cone em M sobre Ω, dado por

CΩ = {(r, θ), r ⩾ 0, θ ∈ Ω}.

Sabe-se que λ1(Ω) é simples e que suas autofunções tem sinal constante.

A próxima proposição mostra que o fato de CΩ é D-L1-Liouville depende de λ1(Ω).

Calculos semelhantes e resultados relacionados podem ser encontrados em [8], Teorema

3.1.

Proposição 20. Seja CΩ o cone sobre Ω ⊂ Σ no produto torcido M = [0,+∞)×r Σ.

i) Se λ1(Ω) > 2m então CΩ tem o tempo médio de sáıda de Dirichlet finito (e, portanto,

não é Dirichlet L1-Liouville);

ii) Se λ1(Ω) ⩽ 2m então CΩ tem o tempo médio de sáıda de Dirichlet infinito.
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Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que λ1(Ω) > 2m, seja Ω ′ ⊃ Ω tal que

λ ′ = λ1(Ω) > 2m. Agora, suponhamos que u é uma autofunção associada λ ′. Como foi

mencionada anteriormente temos que u tem sinal constante em Ω. Assim, tomemos u

estritamente positiva em Ω ′ e, consequentemente,

min
Ω
u = u0 > 0.

Consideremos a função φ(r, θ) = r2u(θ). Pela expressão do Laplaciano de M,

∆ = r−m+1 ∂

∂r

(
rm−1 ∂

∂r

)
+

1

r2
∆Σ.

Uma vez que u > u0 sobre Ω, e λ1 > 2m, podemos deduzir que

∆φ(r, θ) = ∆(r2u(θ))

= r−m+1 ∂

∂r

(
rm−1 ∂

∂r
(r2u(θ))

)
+

1

r2
∆Σ(u(θ)).

Como ∆Σ é o Laplaciano da variedade Σ teremos que r é uma constante, assim,

∆φ(r, θ) = r−m+1 ∂

∂r

(
rm−1 ∂

∂r
(r2u(θ))

)
+

1

r2
r2∆Σ(u(θ))

= r−m+1 ∂

∂r

(
rm−1 ∂

∂r
(u(θ))

)
+ ∆Σ(u(θ)).

Utilizando o fato que ∆Σ = −λ ′u(θ) tem-se

∆φ(r, θ) = r−m+12mrm−1u(θ) − λ ′u(θ)

= 2mu(θ) − λ ′ u(θ)

= −(λ ′ − 2m)u(θ).

Sendo u(θ) ⩽ u0 conclúımos que

∆φ(r, θ) ⩽ −(λ ′ − 2m)u0.

Como λ ′ > 2m e u0 > 0 temos,

1

u0(λ ′ − 2m)
> 0.

Dáı, tomemos c =
1

u0(λ ′ − 2m)
> 0 tal que

∆(cφ) ⩽ c[−u0(λ
′ − 2m)] = −

1

u0(λ ′ − 2m)
· u0(λ

′ − 2m) = −1.
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Como r,u, c ⩾ 0 teremos que

cφ ⩾ 0 sobre Ω ′

Segue do Lema 12 que DECΩ é limitado superiormente por cφ e finito.

Para demonstrar o item ii), assuminimos que λ = λ1(Ω) < 2m. Para cada R > 0

tomemos

φR(r, θ) = hR(r)u(θ),

onde u é uma autofunção associada ao autovalor λ normalizado de tal modo que

max
Ω
u = u(θ0) = 1

e

hR(r) =
1

2m− λ

[( r
R

)α
R2 − r2

]
,

com

α =
−(m− 2) +

√
(m− 2)2 + 4λ

2
.

Usando que λ < 2m,α < 2 e que

hR(1) =
1

2m− λ

[
1

R2
· R2 − 1

]

=
1

2m− λ

[
R−α+2 − 1

]
,

conclúımos que

lim
R→+∞hR(1) = lim

R→+∞
1

2m− λ

[
R−α+2 − 1

]
= +∞.

Afirmamos que hR é solução simples para o problema
h ′′
R +

m− 1

r
h ′
R −

λ

r2
hR = −1

hR(0) = hR(R) = 0, hR > 0 no (0,R).

(3.43)

De fato, veja que

h ′
R(r) =

1

2m− λ

[
α · r

α−1

Rα
R2 − 2r

]

=
1

2m− λ

[
αrα−1R−α+2 − 2r

]
,
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e

h ′′
R(r) =

1

2m− λ
(α(α− 1)rα−2R−α+2 − 2).

Assim, substituindo essas expressões em (3.43) teremos

h ′′
R +

m− 1

r
h ′
R −

λ

r2
hR =

1

2m− λ
(α(α− 1)rα−2R−α+2 − 2)

+
m− 1

r

[
1

2m− λ

(
α · r

α−1

Rα
R2 − 2r

)]

−
λ

r2

[
1

2m− λ

(( r
R

)α
R2 − r2

)]

=
1

(2m− λ)r2
(α(α− 1)rαR−α+2 − 2r2)

+
m− 1

r2
1

2m− λ
(αrαR−α+2 − 2r2)

−
λ

(2m− λ)r2
(rαR−α+2 − r2).

Dáı,

h ′′
R +

m− 1

r
h ′
R −

λ

r2
hR =

1

(2m− λ)r2
(α(α− 1)rαR−α+2 − 2r2)

+
1

(2m− λ)r2
((m− 1)αrαR−α+2 − (m− 1)2r2)

+
1

(2m− λ)r2
(−λrαR−α+2 + λr2). (3.44)

Observe agora,

α(α− 1) =

(
−(m− 2) +

√
(m− 2)2 + 4λ

2

)(
−(m− 2) +

√
(m− 2)2 + 4λ

2
− 1

)

=

(
−(m− 2) +

√
(m− 2)2 + 4λ

2

)(
−m+

√
(m− 2)2 + 4λ

2

)

=
m(m− 2) −m

√
(m− 2)2 + 4λ− (m− 2)

√
(m− 2)2 + 4λ+ (m− 2)2 + 4λ

4

=
(m+m− 2)(m− 2) + (−m−m+ 2)

√
(m− 2)2 + 4λ+ 4λ

4

=
2(m− 1)(m− 2) − 2(m− 2)

√
(m− 2)2 + 4λ+ 4λ

4

=
(m− 1)(m− 2) − (m− 2)

√
(m− 2)2 + 2λ

2
+ λ.
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Substituindo essa expressão obtemos

h ′′
R +

m− 1

r
h ′
R −

λ

r2
hR =

1

(2m− λ)r2

[(
(m− 1)(m− 2) − (m− 1)

√
(m− 2)2 + 4λ

2

)
rαR−α+2

]

+
1

(2m− λ)r2
λrαR−α+2 −

1

(2m− λ)r2
2r2

+
1

(2m− λ)r2

(
−(m− 1)(m− 2) + (m− 1)

√
(m− 2)2 + 4λ

2
rαR−α+2

)

+
1

(2m− λ)r2
(−(m− 1)2r2 − λrαR−α+2 + λr2).

Portanto,

h ′′
R +

m− 1

r
h ′
R −

λ

r2
hR =

1

(2m− λ)
[−(2m− λ)r2] = −1.

Além disso,

hR(0) =
1

(2m− λ)

[(
0

R

)α

R2 − 0

]
= 0 e hR(R) =

1

(2m− λ)

[(
R

R

)α

R2 − R2

]

=
1

(2m− λ)
(R2 − R2) = 0.

e hR(r) > 0 em (0,R). Assim, obtemos a afirmação. Agora, utilizando a expressão do

Laplaciano do produto deformado M, obtemos que φR satisfaz

∆φR(r, θ) = ∆(hRu(θ))

= r−m+1 ∂

∂r

(
rm−1 ∂

∂r
(hRu(θ))

)
+

1

r2
∆Σ(hRu(θ))

= r−m+1 ∂

∂r
(rm−1u(θ)h ′

R) +
1

r2
∆Σ(hRu(θ))

= r−m+1u(θ)[(m− 1)rm−2h ′
R + rm−1h ′′

R(r)] +
1

r2
∆Σ(hRu(θ).

Como hR(r) não depende de θ e ∆Σu(θ) = −λu(θ) obtemos

∆φR(r, θ) = u(θ)

[
(m− 1)

r
h ′
R + h ′′

R(r)

]
−

1

r2
hRλu(θ)

=

[
(m− 1)

r
h ′
R + h ′′

R(r) −
λ

r2
hR

]
u(θ)

= −u(θ) ⩾ −1,
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e φR = 0 sobre ∂CΩ,R. Por comparação temos que o tempo de sáıda de Dirichlet DECΩ,R

do cone truncado CΩ,R satisfaz

φR = 0 ⩽ DECΩ,R sobre ∂CΩ,R.

Logo,

φR ⩽ DECΩ,R em CΩ,R.

Portanto,

DECΩ,R(1, θ0) ⩾ φR(1, θ) = hR(1)u(θ) = hR(1).

Aplicando o limite com R→ +∞ obtemos

lim
R→+∞ DECΩ,R(1, θ0) ⩾ lim

R→+∞hR(1) = +∞,

dessa forma, limR→+∞ DECΩ,R(1, θ0) = +∞. Assim, o tempo médio de sáıda de Dirichelt

de CΩ é infinito.

Finalmente, suponhamos que λ = λ1(Ω) = 2m. Neste caso, tomemos φ(r, θ) =

hRu(θ) onde

hR =
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(r2 − r−m) logR− r2 log r

]
; 1 ⩽ r ⩽ R.

Assim, derivando hR(r) obtemos

h ′
R(r) =

1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(2r+mr−m−1) logR−

(
2r log r+ r2

1

r

)]

=
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(2r+mr−m−1) logR− 2r log r− r

]
,

derivando novamente,

h ′′
R(r) =

1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(2−m(m− 1)r−m−2) logR− 2 log r− 2r

1

r
− 1

]

=
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(2−m(m− 1)r−m−2) logR− 2 log r− 3

]
.

Segue que

h ′′
R +

(m− 1)

r
h ′
R −

2m

r2
hR =

1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(2−m(m− 1)r−m−2) logR− 2 log r− 3

]

+
(m− 1)

r

{
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(2r+mr−m−1) logR− 2r log r− r

]}

−
2m

r2
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(r2 − r−m) logR− r2 log r

]
.
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Distribuindo o logR e
1

(m+ 2)
teremos

h ′′
R +

(m− 1)

r
h ′
R −

2m

r2
hR =

1

m+ 2

Rm+2

Rm+2 − 1
(2−m(m− 1)r−m−2) logR+

1

m+ 2
(−2 log r− 3)

+
(m− 1)

r

1

m+ 2

Rm+2

Rm+2 − 1
(2r+mr−m−1) logR

+
(m− 1)

r

1

m+ 2
(−2r log r− r)

−
2m

r2
1

m+ 2

Rm+2

Rm+2 − 1
(r2 − r−m) logR

+
2m

r2
1

m+ 2
(r2 log r).

Dáı,

h ′′
R +

(m− 1)

r
h ′
R −

2m

r2
hR =

1

m+ 2

Rm+2

Rm+2 − 1
(2−m(m− 1)r−m−2) logR+

1

m+ 2
(−2 log r− 3)

+
(m− 1)

m+ 2

Rm+2

Rm+2 − 1
(2+mr−m−2) logR

+
(m− 1)

m+ 2
(−2 log r− 1) −

2m

m+ 2

Rm+2

Rm+2 − 1
(1− r−m−2) logR

+
2m

m+ 2
(log r)

=
1

m+ 2
(−m− 2) = −1 em 1 ⩽ r ⩽ R.

Fazendo r = 1 temos

hR(1) =
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(12 − 1−m) logR− log 1

]
= 0,

e fazendo r = R, teremos

hR(R) =
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(R2 − R−m) logR− R2 logR

]

=
1

m+ 2

[
Rm+4 − R2

Rm+2 − 1
logR− R2 logR

]

=
1

m+ 2

[
(Rm+4 − R2) logR− (Rm+4 − R2) logR

Rm+2 − 1

]
= 0.
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Notemos que,

hR(2) =
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(22 − 2−m) logR− 22 log 2

]

=
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(4− 2−m) logR− 4 log 2

]
.

Aplicando o limite com R→ +∞ em hR(2) obtemos que

lim
R→+∞hR(2) = lim

R→+∞
1

m+ 2

[
Rm+2

Rm+2 − 1
(4− 2−m) logR− 4 log 2

]
= +∞.

Novomante utilizando a expressão do Laplaciano do produto deformado M teremos que

∆φ = ∆(hRu)

= r−m+1 ∂

∂r

(
rm−1 ∂

∂r
(hRu)

)
+

1

r2
∆Σ(hRu).

Calculando as derivadas parciais e subtituindo ∆Σu = −λu teremos

∆φ = r−m+1u[(m− 1)rm−2h ′
R + rm−1h ′′

R] +
1

r2
(−λhRu)

= u

[
(m− 1)

r
h ′
R + h ′′

R

]
−
λ

r2
hRu

=

[
(m− 1)

r
h ′
R + h ′′

R −
λ

r2
hR

]
u.

Como λ = 2m e u(θ) ⩾ −1

∆φ =

[
(m− 1)

r
h ′
R + h ′′

R −
λ

r2
hR

]
︸ ︷︷ ︸

=−1

u

= −u ⩾ −1,

e φ = 0 sobre ∂CΩ,1,R. Por comparação, o tempo médio de sáıda de Dirichlet DECΩ,1,R

do cone torcido CΩ,1,R satisfaz

φ = 0 ⩽ DECΩ,1,R sobre ∂CΩ,1,R,

então,

φ ⩽ DECΩ,1,R .

Portanto,

DECΩ,1,R(2, θ0) ⩾ φ(2, θ0) = hR(2)u(θ0) = hR(2).
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Aplicando o limite com R→ +∞ temos

lim
R→+∞ DECΩ,1,R(2, θ0) ⩾ lim

R→+∞hR(2) = +∞,

consequentemente, limR→+∞ DECΩ,1,R(2, θ0) = +∞. Logo, o tempo médio de sáıda

DECΩ,1,R da região

CΩ,1,R = {(r, θ); 1 < r < R, θ ∈ Ω}

satisfaz DECΩ,1,R(2, θ0) → +∞ quando R → +∞. Portanto, CΩ possui tempo médio de

sáıda de Dirichlet infinito.

Como consequência da proposição, temos o seguinte

Teorema 28. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave m-dimensional. Suponha

que exista uma região M0 em M isométrico a um cone de produto deformado CΩ. Se

λΩ ⩽ 2m, então M e L1-Liouville.

Demonstração. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave m-dimensional e, supo-

nhamos que exista uma regiãoM0 emM tal que f :M0 → CΩ é uma isometria onde CΩ

é um cone de um produto deformado. Como λ1 ⩽ 2m temos, pela Proposição 20, que

CΩ possui tempo médio de sáıda de Dirichlet infinito. Logo, M0 também possui tempo

médio de sáıda de Dirichlet infinito. Em particular, teremos queM0 é D-L1-Liouville pelo

Teorema 23. Assim, pelo Corolário 8, podemos concluir que M é L1-Liouville.
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