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Resumo

Neste trabalho investigamos o conceito de parabolicidade em variedades Riemannianas
completas com bordo. Caracterizacoes em termos da capacidade, do principio do maximo
de Ahlfors e do critério integral de Kelvin-Nevanlinna-Royden sao estudados, além da
relacao com a existéncia do ntucleo de Green com dado de bordo to tipo Neumann ou
Dirichlet. Contribuicoes a Geometria Diferencial sao dadas em termos de estimativas de
altura e resultados do tipo slice para graficos com curvatura média constante definidos em
dominios ilimitados. Do ponto de vista da Teoria do Potencial, apresentamos condigoes
analftico-geométricas suficientes para a validade da propriedade L'-Liouville para funcoes
superharmonicas positivas. Ademais, através das técnicas aqui estudadas sao exibidos
exemplos de variedades estocasticamente incompletas que satisfazem a propriedade L'-
Liouville.

Palavras chaves: Parabolicidade; Variedades com bordo; Propriedade L'-Liouville;

CMC-Graficos; Resultados do tipo slice.



Abstract

In this work we investigate the concept of parabolicity in Riemannian manifolds complete
with boundary. Characterizations in terms of capacity, the Ahlfors maximum principle
and the Kelvin-Nevanlinna-Royden integral criterion are studied, besides the relationship
with the existence of the Green kernel with Neumann or Dirichlet boundary data. Con-
tributions to Differential Geometry are given in terms of height estimates and slice type
results for graphs with constant mean curvature defined in unbounded domains. From
the potential theoretic point of view we present sufficient analytical and geometric con-
ditions for the validity of the L'-Liouville property for positive superharmonic functions.
Furthermore, through the techniques studied here, examples of stochastically incomplete
manifolds that satisfy the L'-Liouville property are shown.

Key words: Parabolicity; Manifolds with boundary; L!-Liouville property; CMC-
Graphs; Slice type results.
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Introducao

E notério que algumas propriedades oriundas da Teoria do Potencial dependem apenas
da geometria no infinito de uma variedade Riemanniana completa nao compacta, isto é,
das propriedades de seus fins, a saber, suas componentes conexas ilimitadas. Destacam-se
dentre tais propriedades a parabolicidade e a completude estocéastica cuja validade em
uma variedade é equivalente a suas respectivas validades em todos os fins da variedade,
veja [1, 39] para parabolicidade e [19, 23] para completude estocdstica.

Os fins de uma variedade Riemanniana sem bordo podem ser interpretados como
uma variedade com bordo compacto. Mais geralmente, em variedades Riemannianas com
bordo (possivelmente ndo compacto) o conceito de parabolicidade tem-se revelado de suma
importancia na investigacao de problemas em Geometria Diferencial e Andlise Geométrica.
Neste sentido, cabe diferenciar dois conceitos de parabolicidade para variedades com bordo
que dependem das condicoes de contorno impostas, a saber, condi¢goes de Neumann ou
Dirichlet. Sob a ética estocastica, a parabolicidade sob condi¢oes de Neumann significa
que o movimento Browniano se reflete no bordo e é recorrente, i.e., ele visita infinita
vezes um conjunto compacto fixado com probabilidade 1 (ver [2, 5, 1, 4]). J& para dados
de Dirichlet, a parabolicidade ¢é interpretada em termos da recorréncia da absorcao do
movimento Browniano pelo bordo, i.e., qualquer caminho aleatério iniciado no interior da
variedade atinge o bordo (e morre) em tempo finito com probabilidade 1.

Neste trabalho iremos discutir sobre esses diferentes conceitos de parabolicidade para
variedades com bordo, determinar sua relacao hierarquica através de caracterizagoes via
principios do maximo de Ahlfors, além de apresentar aplicagoes geométricas e analitico-
funcionais desenvolvidas recentemente, mais especificamente discutiremos em detalhes os
resultados provados por D. Impera, S. Pigola e A.G. Setti em [15] e L.F. Pessoa, S. Pigola
e A.G. Setti em [31]. Um aspecto relevante neste estudo é representado pela diferenga

crucial das condicoes de bordo para com a existéncia da funcao de Green para a variedade.



Com vistas nas importantes aplicagoes investigadas para superficies minimas (vide
[37, 29, 17, 45]), e tendo em maos esta nova abordagem via Teoria do Potencial para
variedades com bordo, uma importante estimativa de altura para graficos com curvatura

média constante definidos sobre dominios ilimitados é obtida.

Teorema 17 (Estimativa de altura, [15]). Seja (N, g) uma variedade Riemanniana sem
bordo e curvatura de Ricci satisfazendo Ricn = 0. Seja X uma hipersuperficie compacta

e orientada em N x R com bordo 0L # () e satisfazendo os sequintes requisitos:

i— X tem crescimento de volume intrinseco quadrdtico
vol(Bg(0)) = O(R?), quando R — +o0;

ii— 0L estd contida no slice N x {0};

iii— Para uma escolha adequada do aplicagcao de Gauss N de L, a hipersuperficie L tem

0
curvatura média constante H > 0 e o angulo © entre N e o campo vetorial vertical —

ot

37(} ,
— |, ou seja,
2

cosB = <N, 3> <0.
ot

Se X estd contido no bloco N x [T, T] para algum T > 0, entdo

. . . s
estd contido no intervalo {5’

1
L CN 0,—1.
CNx [ , H}
Observamos que a condigao de volume vol(B%(0)) = O(R?), quando R — +oco pode

ser substituida pela condicao extrinseca mais forte
vol(BY (0)NZ) = O(R?), quando R — +o0;
que, por sua vez, decorre da relagao
Bk(0) C BR(0) N L.

Para variedades sem bordo, um trabalho cldssico de T. Lyons e D. Sullivan [50] diz
que a validade do Teorema da Divergéncia L? é equivalente & parabolicidade do espaco.
Dada a relevancia deste tipo de resultado, uma extensao do Teorema da Divergéncia 12

para variedades nao compactas com bordo foi também provada em [15].



Teorema 19 (Teorema da Divergéncia L2, [15]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
com bordo OM # () e seja v o seu campo normal unitdrio exterior. Entdo M € parabdlico
se, e somente se, o sequinte for vdlido: Seja X um campo vetorial em M satisfazendo as

sequintes condicoes:
a) [X] € L*(M)1oc (M);
b) (X,v) € L'(dM);
c) divX e Ll (M), (divX)_ € L}(M).

loc

Entao,

JM divX = LM<X, V).

Uma versao mais fraca do Teorema da Divergéncia L? para campos X satisfazendo
divX > f, com condigoes de bordo (X,v) < 0, pode ser implementada para investigar
hipersuperficies em espacos produtos do tipo N x R. De fato, o seguinte resultado obtém

ridigez sob certas condigoes para tais hipersuperficies.

Teorema 20 (Teorema do Slice). Seja (N, g) uma variedade Riemanniana sem bordo.
Seja X C N x [0, 4+00) uma hipersuperficie completa e orientada com bordo 0X # () contido

no slice N x {0} e satisfazendo a condi¢do de crescimento de volume
vol(B%(0)) = O(R?*) quando R — +oo.

Suponha que, para uma escolha adequada do aplicacao de Gauss N de L, a hipersuperficie

L tem curvatura média nao positiva H(x) < 0 e o angulo © entre N satisfaca

cosO = <N, 3> <0.
ot

Se existe algum semi-espaco N X [t,+00) de N x R tal que
vol (ZN (N x [t,+00))) < +00,
entao X C N x {0}.

Intimamente relacionada com a completude estocastica da variedade, a propriedade
de Liouville para fungoes positivas, superharmonicas e integraveis representa uma linha

de pesquisa ainda nao totalmente compreendida na Teoria do Potencial em variedades.



De fato, A. Grigor’yan em [1], [6] mostrou que essa propriedade é equivalente & nao
integrabilidade do nicleo de Green positivo do operador de Laplace. Com isto, Grigor’yan
provou que toda variedade estocasticamente completa satisfaz a propriedade L!-Liouville,
e além disso, mostrou a equivaléncia entre estas propriedades em qualquer variedade
modelo.

A equivaléncia entre completude estocastica e a propriedade L!-Liouville em geral
permaneceu em aberto até que G.P. Bessa, S. Pigola e A.G. Setti em [23] apresentaram
exemplos de variedades estocasticamente incompletas em dimensao 2 que satisfazem a
propriedade L!-Liouville. A construcao dos exemplos utiliza de modo crucial a invariancia
conforme do nicleo de Green e do operador de Laplace em dimensao 2 o que impossibilitou
sua generalizagao para dimensoes maiores.

Inspirados em [23], L.F. Pessoa, S. Pigola e A.G. Setti em [31] puseram nova luz
sobre a propriedade L'-Liouville através do desenvolvimento supracitado da Teoria do
Potencial para variedades com bordo. Introduzindo um novo conceito para a propriedade
[!-Liouville para variedades com bordo chamada de Dirichlet L*-Liouville, eles provaram
que a propriedade L'-Liouville difere completamente da completude estocéstica devido a
sua anisotropia com relacao aos fins. De fato, eles mostraram que para uma variedade ser
L!-Liouville apenas um fim deve ser Dirichlet L!-Liouville. Através disso, eles mostraram
para quaisquer dimensao diversos exemplos de variedades estocasmente incompletas que
nao possuem a propriedade L'-Liouville.

Como segunda parte deste trabalho, além de apresentarmos em detalhes os resulta-
dos descristos acima sobre a propriedade L!'-Liouville, também descreveremos os resul-
tados geométricos provados em [31] para a validade de tal propriedade. Tais resultados
se utilizam apenas de hipdteses sobre uma porcao significativa da variedade, expondo
a caracteristica anisotrépica desta propriedade. Como principais aplicacoes iremos as-
sumir condi¢oes geométricas sobre a curvatura da variedade localizadas dentro de um
semi-espaco M com respeito a algum raio geodésico y. Por um semiespaco geométrico,

queremos dizer o seguinte

Definicao 1. Sejay : [0, +00) — M um raio geodésico, parametrizado pelo comprimento
de arco na variedade Riemanniana completa (M, g). O semiespago M em relagao ay é

o dominio

M™ = U=oBe(v(t)),

4



onde B¢(p) € a bola métrica aberta de raio t > 0 centrada em p.

Teorema 26 (Pessoa-Pigola-Setti, [31]). Suponha que (M, g) é uma variedade Rieman-

niana completa satisfazendo
(m —1)B?
L+712 (%)

Jm

distancia em M de y(0). Entdo, (M, g) € L*-Liouville.

Ric(x) >

sobre o semiespaco M™, para algum 0 < B < T onde Ty () denota a funcao de

O caso onde a curvatura é negativamente pincada também é estudado seguindo as
mesmas ideias. Porém neste caso, a porgao significativa da variedade na qual impomos
condicoes geométricas é dada pelo complementar de um semi-espaco hiperbdlico dado

através da fungao de Busemann.

Teorema 27 (Pessoa-Pigola-Setti, [31]). Seja (M, g) uma variedade Cartan-Hadamard

satisfazzendo
Ric> —(m—1)B* e Sec < —A2,

para alguma constante B > A > 0 no complementar CB,(R) do semiespa¢o B (R) com

respeito a algum raio geodésico y. Se € uma métrica Riemanniana qualquer em M satis-

azendo h = g sobre 0B, (R), entdo (M, h) é L'-Liouwville.
f g v(R), 7

Por tltimo, uma curiosa relacao espectral e a propriedade L'-Liouville sao investi-
gada para variedades contendo cones, onde para qualquer Q em X com contorno suave,

denotamos por Cqo como sendo este cone em M sobre L, ou seja,
C_O_ :{(T,e), TZ> Oa CNS Q}

Teorema 28. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave m-dimensional. Suponha
que exista uma regiao Mg em M isométrica a um cone de produto deformado Cq. Se

Ao < 2m, entdo M é L'-Liouville.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1 expomos alguns
resultados preliminares que irao auxiliar nas demonostragoes dos resultados colocados no
decorrer do texto. No Capitulo 2 introduzimos as defini¢oes de capacidade e potencial

de equilibrio juntamente com os principios do maximo de Ahlfors que caracterizam as



diferentes nogoes de parabolicidade em variedades com bordo. Expomos ainda diferen-
tes nocoes de parabolicidade onde é apresentado uma hierarquia entre tais definicoes.
Também apresentamos uma construcao onde verificamos que toda variedade com bordo
admite um nucleo de Green de Dirichlet. No Capitulo 3 expomos aplicagoes dos concei-
tos vistos no Capitulo 2. A partir do principio do maximo global obtemos estimativas
tanto para H-hipersuperficies com bordo em espacos produtos como para H-graficos. Em
seguida apresentamos uma demonstracao para o Teorema da Divergéncia L? juntamente
com uma versao mais fraca do mesmo teorema. A partir dai verificamos resultados do tipo
slice. A propriedade L!-Liouville de Dirichlet para variedades com bordo é introduzida e
sua relacao com a integrabilidade do nicleo de Green de Dirichlet é investigada. Por fim,
mostramos que a propriedade L!-Liouville depende apenas da geometria de um de seus
fins, apresentamos exemplos de variedades estocasticamente incompletas que satisfazem
a propriedade L!-Liouville e demonstramos condicoes geométricas localizadas suficientes

para que uma variedade seja L'-Liouville.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar algumas defini¢oes, conceitos e resultados que serao
utilizados nos capitulos seguintes. E necessario que o leitor tenha o conhecimento basico de
algumas linguagens e resultados funamentais em Geometria de Variedades e Riemanniana
onde aqui omitiremos tais conceitos e resultados como: variedade, espagos tangentes,
métricas, conexao entre outras ideias que podem se encontradas em um bom livro que
introduza esses conceitos, a saber, [12], [10].

A derivagao covariante de tensores apresentadas em [12] permite estender as variedades
Riemannianas de certos operadores diferenciais (Gradiente, Laplaciano, entre outros.)
que sao utilizadas frequentemente no R™. Nesta secao apresentaremos alguns destes
operadores. Em tudo que segue, (M™, g = (,)4) denotard uma variedade Riemanniana

de n-dimencional com métrica g = (,)4 e conexdo de Levi-Civita denotada por V.

Definicao 2. Seja f: M™ — R uma funcao suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave VE | definido sobre M por
(VE(p),v) = X(f), (1.1)
para todo X € x(M).

A partir da definicao acima que temos que o gradiente de uma funcao suave, caso

exista, é unicamente determinado por (1.1). A existéncia é assegurada pela seguinte

Proposicao 1. Seja f: M™ — R uma funcdo suave e {eq, ..., e} um referencial orto-

normal em uma vizinhanca aberta U C M . Entao, em U temos
Vit = Zje]- (f)e]- .

7



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 8

Ademais, o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

Demonstracdo. Para a primeira parte basta ver que, sendo X = aje; em U , temos que
X(f) = Zjaiei(f) = Zj(aiei, ej(flej) = Zj(X, ej(f)e;).

Por outro lado, se {€y, ..., en} for outro referencial ortonormal em U , com €; = ajje; em

U , entdo a matriz (aij(p))nxn € ortogonal em todo p € U , e dai

Zjéj (f)é) = Zj akj Cllj ek(f)€1 = Zléklek(f)el = Zjek(f)ek.

Observacao 1. Notemos que, quando M™ = R™ podemos tomar, para 1 < i < n,

e; = Ey, o i-ésimo campo canonico em R™. Desse modo,

of of of
f=LEi(flEi=Zi—E =(=—,....,— ).
v (f) 0x4 <ax1 axn)

Consequentemente, nossa defini¢ao de gradiente de uma fung¢do combina com a dada nos

cursos de Cdlculo Diferencial e Integral para funcoes suaves f: R™ — R.

Proposigao 2. Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao

(a) V(f+g) =Vf+Vg.
(b) V(fg) = gVf+fVg.
Demonstra¢ao. Tomemos X um campo suave M, logo
(V(f+9g),X) = X(f)+X(g)
= (V. X)+ (Vg,X)
= (Vf+Vg,X),
dessa forma, é verificado o item a). Agora, para o item b) teremos
(V(fg),X) = gX(f)+fX(g)
= (gVf,X) + (fVg, X)
= (gVf+ Vg, X).

Logo, obtemos o resultado desejado.
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Definicao 3. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a funcao

suave divX : M™ — R, dada para p € M por
(dinX)(p) = trfv — (VyX) (p)), (1.2)
onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

Observacao 2. Observe que, para M™ = R™ e 1 < i < n, podemos tomar e; = Ey, o
i-ésimo campo canonico em R™. Desde que tais campos formam um referencial geodésico

em cada ponto de R™, temos

aCl;L
i
aXi ’

divX = ZiEi(ai) =3

o que concorda com a definicio dada usualmente nos cursos de Cdlculo Diferencial e

Integral para a divergéncia de um campo vetorial.

Proposicao 3. Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f: M™ — R € uma funcao

suave, entao
(a) div(X +Y) = divX + divY.
(b) div(fX) = f, divX + (VT X).
Demonstragao. Para o item (a) temos o seguinte caculo
div(X+Y) = tr{Z - Vz(X+Y)}
= tr{Z = (VzX+V2Y)}
= tr{Z - VzX}+tr{Z = V2Y}
= divX 4 divY.
Agora, para o item (b) tomemos {e;} um referencial, logo
div(fX) = (Ve (fX),e1)
= (ei(f)ei, X) + (Ve X, €1)

= (VF,X) + fdivX.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 10

Teorema 1 (Divergéncia). Seja M™! uma variedade Riemanniana compacta e orien-
tada, e X € x(M). Se M tem bordo OM possivelmente OM = () ), munido com a orientagdo
e a métrica induzidas pela inclusao1: OM — M , e v denota a normal unitdria exterior

a M ao longo de OM , entao
J (diwX)dM =J (X,v)d(oM), (1.3)
M oM

onde, na igualdade acima, interpretamos faM(X,v)d(aM) como sendo igual a 0 caso

oM = 0.

Demonstracao. O Teorema da Divergéncia é uma consequencia direta do Teorema de
Stokes.
m

Definicao 4. Seja f : M™ — R uma funcao suave. O Laplaciano de f € a funcao
Af: M™ — R, dada por

Af = div(VT).

Proposicao 4. Seja f : M™ — R wuma funcao suave em M™, e {ej,es,...,en} um

referencial movel em um aberto U C M . Entao

Af = Z{el el velel) } (14)

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U , entdo tem-se em p

Af = Z ei(ei(f))
i=1

Demonstragio. Observemos, inicialmente, que Vf = Y " ei(ei(f)) em U C M. Por

defini¢ao temos que Af = div(Vf) dai, por (1.4) obtemos

Af = Z{el el veleu \Y4i } - Z{el el (Velel) }

i=1

Como o sistema de coordenadas tomado é geodésico teremos que V. e; = 0, logo

Af = {ei(ei(f))
i=1
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Proposicao 5. Dadas f,g: M™ — R func¢oes suaves, tem-se
A(fg) = gAf + fAg + 2(Vf,Vg). (1.5)
Em particular,
L e 2
§A(f ) = fAf + |V f]~ (1.6)

Demonstragao. Notemos que, a férmula (1.6) segue diretamente de (1.5). Assim, para

esta, temos pelas Proposicao 2 e 3 que
Afg) = div(V(fg)) =div(gVTf +fVg)
= gAf+ fAg+ 2(f, Ag).
[l

Proposicao 6. Se f : M™ — R ¢é uma fun¢ao suave e U C M € uma vizinhang¢a co-

ordenada, com campos coordenados 01,...,0n, entdo o Laplaciano de f ¢ dado em U

N A
an

.. Of
Demonstragao. Tomemos Vf =) , a;, onde a; = Z). g”a—, cOmo
X;

por

1
Af:—g
V95

0
— 0X4

: 1 0
divX = ﬁ ; a_m(ai\/a)’

obtemos que

) 1 0
Af = dw(Vf):E;a—Xi(ai\/ﬁ)
1 0 » of

1 0 s of
= — - D) _
\/giz)-axi (9 gaxj)
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Proposigao 7 (Identidade de Green). Seja M™! uma variedade Riemanniana compacta
orientada, com bordo OM munido com a orientacao e a métrica induzidas pela inclusao
1: 0M — M (possivelmente OM = ()). Se f,g: M — R sao fungoes suaves e v denota a
normal unitdria exterior a M ao longo de OM , entdo

(a) (Primeira Identidade de Green)

0
J ((Vf,Vg) + fAg)dM :J 29 4(om). (1.7)
M om 0V
(b) (Segunda Identidade de Green)
og of
Ag — gAf)dM = — —g— oM). 1.
JM(f g —gAf)d LM (fav gav) d(om) (1.8)

Demonstragao. Para o item (a), basta aplicar o Teorema da Divergéncia ao campo X =
fVg. Jé oitem (b) segue imediatamente do item (a), trocando f por g em (a) e subtraindo

membro a membro as duas identidades obtidas.

]

Definicao 5. Seja f : M™ — R wuma funcdo suave. O Hessiano de f é o campo de

operadores lineares Hessf : T,M — T,M | definido para v € T,M por
(Hessf)(v) = V,, VT.
Proposicao 8. Se f: M™ — R € uma func¢ao suave, entdao
Af = tr(Hessf).

Demonstracio. E suficiente demostrar a igualdade do enunciado em cada ponto p € M.
Para isso, seja U C M uma vizinhanca de p onde esteja definido um referencial mével

{e1,es,...,en}. Entao

n n

tr(Hessf), = Z((Hessf)p(ei), ei) = Z(Vein, ei)

i=1 i=1

= div(Vf)(p) = Af(p).

1.1 O Principio do Maximo

Esta secao desenvolve o principio do maximo para equacoes diferenciais parciais elipticas
de segunda ordem. Em particular, trataremos aqui do operador linear eliptico Laplaciano,

assim como se encontra em [41].
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Lema 1. Se f,h: (M, g) — R sdo fungoes C? tais que f(p) = h(p) e f(x) = h(x) para

todos os x em wma vizinhan¢a de p, entao
Vf(p) = Vh(p),
Hessfl, > Hesshl,
Af(p) > Ah(p).

Demonstracao. Se (M, g) C (R, ggr), entdo o teorema é um célculo padrao e simples de
uma variavel. Mais geralmente, seja A : (—¢,¢) — M uma curva com A(0) = p, assim

obtemos as curvas foA: (—¢,e) > RehoA:(—¢,e) = R tal que

/ ’

df(A (0)) =df(p) = dh(p) =dh(A (0)),

!/ /

Hess f(A'(0),A"(0)) > Hessh(A\'(0),A"(0)).

Isso implica claramente o Lema, se tomarmos v =A'(0) em todos os v € T, M.

]

O Lema implica que uma fun¢ao C?, f: M — R tem Hessf|, > B, onde B é um
aplicac@o bilinear simétrico em T,M (ou Af(p) > a € R) se, e somente se, para cada

¢ > 0 existe uma fungao f.(x) definido em uma vizinhanga de p tal que

2- f(x) > f. em alguma vizinhanca de p.

3- Hessfelp > B —¢-glp (ou Afe(p) > a—e).

Essas funcoes f. sao chamadas de funcoes de suporte inferior. Pode-se usar analoga-
mente as fungoes de suporte superior para encontrar limites superiores para Hessf e Af.
As funcgoes de suporte também sao conhecidas como fungoes de barreira na teoria de EDP.

Para uma fungao continua f : (M, g) — R dizemos que: Hessf|, > B (ou Vf(p) > a)
se, e somente se, para todos € > 0 existem funcoes de suporte suave f,. satisfazendo (1)-
(3). Também se diz que Hessfl, > B (ou Af(p) > a) segura no sentido de suporte ou
de barreira. Na teoria de EDP, existem outras maneiras importantes de definir derivadas
fracas. A nocao usada aqui é guiada pelo que podemos obter da geometria.

Pode se verificar facilmente que se (M, g) C (R, gg) entao f é convexa se Hessf > 0
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em todos os pontos. Assim, f: (M, g) — R é convexa se Hessf > 0 em todos os lugares.

Usando isso, pode-se provar

Teorema 2. Se f: (M, g) — R € continua com Hessf > 0 em todos os pontos, entao f
€ constante em uma vizinhanca de qualquer mdzimo local. Em particular, f nao pode ter

um maximo global, a menos que f seja constante.

Precisaremos de uma versao mais geral desse teorema, chamada principio do maximo.
Conforme enunciado abaixo, foi provado pela primeira vez para funcgoes suaves por E.
Hopf em 1927 e, posteriormente, para funcoes continuas por Calabi em 1958, usando a
ideia de fungoes de suporte. Uma fungao continua f: (M, g) — R com Af > 0 em todos

os pontos é considerada subharmoénica. Se Af < 0 entao f é superharmonico.

Teorema 3 (O Principio do Maximo Forte). Se f: (M, g) — R ¢ uma fung¢ao continua
e subharmonico, entao f € constante em uma vizinhanca de cada mdximo local. Em

particular, se f tem um mdximo global, entao f € constante.

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponhamos que f > 0 em todos os pontos, entao f nao
pode ter nenhum ponto de maximo local. De fato, se f possui um maximo local em p € M,

entao existe uma funcao de suporte suave f¢(x) com

ii) f.(x) > f(x) para todo x perto de p,

ii) Af.(p) > 0.

Aqui (i) e (ii) implicam que f, também deve ter um ponto de méximo local em p.
Contudo isso implica que Hess . (p) < 0 o que contradiz (iii).

Agora, suponhamos que Af > 0 e seja p € M um ponto de maximo local para f. Para
T < inj(p) suficientemente pequeno, a restrigdo f : B(p,r) — R terd um maximo global
em p. Se f for constante em B(p,r) entao obtemos o resultado desejado. Caso contrério,

assuma (possivelmente diminuindo 1) que f(xo) # f(p) para alguns
Xo € 0B(p, 1) ={x e M, [x —p| =1}
e definimos

V ={x € 0B(p,7), f(x) =f(p)}
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Nosso objetivo é construir uma funcao suave h = e*® — 1 tal que

h<0 em V,

Ah >0  sobre B(p,7).

Esta fungao é encontrada selecionando primeiro um disco aberto D C 9B(p, ) que contém

V e entao ¢ é tal que

é <0, em D

(| V¢ #0  sobre B(p,7).

Como ¢ pode ser encontrada tomando ¢ = x; em um sistema de coordenadas
X1, ..., Xn centrado no ponto p onde D estd no semiplano inferior: x; < 0 (veja também

a Figura 1.1). Por tltimo, escolhemos « tao grande que
Ah = xe®(a|lVO[> + Adp) >0 sobre B(p,r).

Agora considere a funcdo f = f 4+ 6h em B(p,r). Esta funcdo tem um méximo local no

interior B(p, 1), desde que & seja muito pequeno, uma vez que isso obrigaria

f(p) = f(p) > max{f(x), z € dB(p, ).

#=0

¢=0

#<0

Figura 1.1: Construcao da fungao coordenada

Por outro lado, também podemos mostrar que f é tal que Af > ¢, obtendo assim
uma contradi¢ao como na primeira parte da prova. Para ver que o Laplaciano é positivo,
tomemos f, como uma fungao de suporte inferior para f em q € B(p,r). Entao f. + 6h

é uma funcdo de suporte inferior para f em q. O Laplaciano desta funcdo de suporte é
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estimado por
A(fe +8h)(q) = Afc(p)+dAh(q)

> —e+8Ah(q),

que para determinado & deve se tornar positivo quando ¢ — 0.

]

Uma fungao continua f: (M, g) — R é considerada linear se Hess f = 0, isto ¢, ambas
as desigualdades Hessf > 0, Hessf < 0 sao validas em todos os pontos. Isso facilmente

implica que
(foA)(t) = f(A(0)) + at,
para cada geodésica A quando f o A é convexa e concava. Assim

fo expp(x) = f(p) + glvp,x),

para cada p € M e alguns v, € T,M. Em particular, f é C* com Vf|, =v,.

De maneira mais geral, temos o conceito de funcao harmonica. Esta é uma funcao
continua f : (M, g) — R com Af = 0. O principio do maximo mostra que, se M for
fechada, todas as fungoes harmonicas sao constantes. Em variedades abertas incompletas
ou completas, entretanto, muitas vezes ha muitas fungoes harmonicas. Isso contrasta com
a existéncia de funcoes lineares, onde Vf é necessario em paralelo e, portanto, divide
a variedade localmente em um produto em que um fator é um intervalo. E um fato
importante que qualquer fungao harmonica seja C* se a métrica for C*. Usando o

principio do maximo acima, este é um resultado padrao na teoria de EDP.

Teorema 4 (Regularidade das fungoes harmonicas). Se f : (M, g) — R ¢é continua e

harmonica no sentido fraco, entao f € suave.

Demonstracao. Fixamos p € M e uma vizinhanca () em torno de p com bordo suave.
Além disso, podemos assumir que Q) esta contido em uma vizinhanca coordenada. E um
fato padrao, mas nao trivial, da teoria EDP que o seguinte problema de valor no bordo

de Dirichlet tem uma solucao:
Au = 0,

u’aQ = f|aQ
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Além disso, tal solucao u é suave no interior de Q). Agora, considere as duas funcées u—f
e f —u em Q. Se ambas forem nao positivas, entao elas devem ser ideticamente nulas e,
portanto, f = u é suave perto de p.

Caso contrario, uma dessas fungoes deve ser positiva em algum lugar. No entanto,
como u é nula no bordo de () e é subharmonico, isso implica que a mesma tem um
maximo global interior. O principio do maximo mostra, entao, que a funcao é constante,

mas isso sO é possivel se ela for nula.

1.2 Teorema da Comparacao da Hessiana e Laplaci-
ano

Nesta secao, descrevemos alguns resultados de comparacgao para o Hessiano e o Laplaciano
da fungao distancia onde tomamos como referencia o livro [48]. Comegamos mostrando

que um limite inferior (resp. Superior) na curvatura da seccional radial da forma
Sectrqq = —G(r(x)) (resp. Sectrqqa < —G(r(x))), (1.9)

implica uma estimativa superior para o Hessiana, Hessr, da funcao de distancia r(x) do

tipo

Hess(r) < ((,)g —dr®dr), (1.10)

para alguma funcao apropriada h. Pegando tragos, obteremos entao estimativas corres-
pondentes para o Laplaciano Ar. Como veremos, uma estimativa superior para Ar requer
apenas um limite inferior para a curvatura radial de Ricci, enquanto uma estimativa
inferior requer um limite superior para a curvatura seccional radial.

Precisaremos do seguinte resultado de comparacgao de Sturm. Antes disso iremos dizer

o que é uma funcao absolutamente continua.

Definigao 6. Seja (0,4+00) um intervalo em R. Uma func¢do f : (0,+00) — R € uma
funcgao absolutamente convergente em (0,+00) se para todo € > 0, existe & > 0 tal que
sempre que uma sequéncia finita de subintervalos disjuntos aos pares (xx,Yx) de (0,400)
com xx < Yk em (0,+00) satisfaz,

Z(yk —xx) <90,

k
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entao

Z If(yi) — )l < €.
K

A colecao de todas as funcoes absolutamente continuas em (0, 4o00) é denotada por

AC((0,400)).

Lema 2. Seja G uma funcao continua em [0, +00) e seja ¢, P € CH([0, +00)) com ¢’ €
AC((0,400)) as solugcoes dos problemas

¢"—=Gd <0 no (0,400), | V" —=GY =0 no (0,+4o00),
$(0) =0, ¥(0) = 0; P’ (0) > 0.
Se d(r) >0 parar e (0,T) ePp’(0) = ¢’(0), entao P(r) >0 em (0,T) e
Pl e vzom O

Demonstracao. Como P’(0) > 0, temos que P > 0 em uma vizinhanca de 0. Observamos
que se G for assumido como nao negativo, integrando a desigualdade diferencial satisfeita

por P temos

T

V(1) = $(0) +j G(s)(s)ds,

0
de forma que 1 é positivo no intervalo onde VP > 0, e concluimos que, de fato, p > 0 em
(0, +00).

No caso geral, onde nenhuma suposicao é feita no sinal de G, sejam 3 = sup{t: { >
0 em (0,t)} et =min{B, T}, de modo que ¢ e P sdo ambos positivos em (0, T). A funcao

P'd —Pd’ é continua em [0, +00) desaparece em r = 0, e satisfaz
W'd—vd) =1"d—Pd” >0,

m (0, 7). Assim, 'd —Ppd’ > 0 em [0, 1), e dividindo por ¢ deduzimos que

LA
0 > s em (0,7).
Integrando entre ¢ e (0 < € < r < T) obtemos
$(e)
br) < LI
e como
(e)  ¢'(0)
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podemos concluir, desse fato, que
$(r) <YP(r) em [0,7).

Como ¢ > 0 em (0, T) por suposicao, isso por sua vez forca T = T, pois caso contrario,
T=p < T, e terfamos, ¢(B) > 0, enquanto por continuidade, Pp() = 0, o que é uma
contradicao.

]

Usando o resultado da comparacao de Sturm acima, deduzimos um resultado de com-

paracao para solucoes de Riccati igualdades da forma
¢'+d*=G (>G,<G),

em (0, T) com comportamento assintético apropriado com r — 0%. Observe a este respeito
que a substituigao g = ¢’/ transforma a desigualdade de Riccati na desigualdade linear

de segunda ordem
9" =Gg (>Gg,<Gg),
e vice-versa.

Corolario 1. Seja G uma fungdo continua em [0,+00) e seja g € AC(0,Ty) solugies

das desigualdades diferenciais de Riccati
9{+9—%—ocG <0 gh+2—-aG>0,
x o
quase em todo ponto de (0, T;) satisfazendo a condicdo assintética
gi(t) = % +0O(1) quando t— 0T,
para todo o« > 0. Entao, Ty < Ty e g1(t) < gao(t) em (0, Ty).

Demonstragdo. Como g; = o 'g; satisfaz as condi¢oes do enunciado com & = 1, sem

1
perda de generalidade, podemos assumir que & = 1. Observe que a fungao gi(s) — — é
S

limitada e integravel em uma vizinhanca de s = 0, e seja ¢; € CL([0, T;)) a funcao positiva

em [0, T;) definida por
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Entao ¢¢(0) =0, ¢; > 0 em (0, T;), ;i € AC(0,T;)) e por calculos diretos verificamos

que

Cl){/ < Gd)l em (07T1)7 él 2 G(bg em (OaTQ)

Uma aplicacao do Lema 2 mostra que T; < Ty e

_ b1 P

_(I)l X (b2 €m (OaTl)a

g1

conforme necessario.

]

Apos esta preparagao, estamos prontos para apresentar nosso resultado de comparagao

para o Hessiana.

Teorema 5. Seja (M, (,)q) uma variedade completa de dimensio n. Tendo fixado um
ponto de referéncia o € M, seja v(x) = distpm(x,0), e seja D, = M\cut(o) o dominio
das coordenadas geodésicas normais centradas em o. Dada uma func¢ao uniforme suave

G em R, seja h a solugao do problema de Cauchy

h —Gh=0

e seja I = [0,19) C [0,400) o intervalo maximo onde h € positiva. Se a curvatura da

secao radial de M satisfaz

Sectraq = —G(r(x)) em By(o), (1.11)
entao

h/

Hess(r) < F{<’ )g —dr®@dr}, (1.12)
em (Do\{o}) N B,,(0), no sentido de formas quadrdticas. Por outro lado, se

Sectraqa < —G(r(x)) em By(o), (1.13)
entao

Hess(r) > %{(, )g —dr® dr}. (1.14)
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Demonstracao. Essencialmente seguimos a abordagem direta de P. Petersen, [41], evi-
tando assim o uso classico de campos de Jacobi.

Observe, inicialmente, que Hess(r)(gradr,X) = 0 para todo X € T,M e x € D, \{o}.
De fato, seja y uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco partindo de o
com Y(sg) = x, entdo y é uma curva integral de gradr, a saber, Y (s) = gradr(y(s)) de
modo que Vgaqrgrad r(x) = Dy (s,) Y= 0.

Em seguida, como Hess(r) é simétrico, TyM tem uma base ortonormal que consiste em
autovetores de Hess(r). Denotando por Ana(x) € Amin(x), respectivamente, o maior e o
menor autovalores de Hess(r) no complemento ortogonal de grad r(x), o teorema equivale
a mostrar que em (D, \{o}) N By, (0),

h/
h

h/
ii) se (1.13) acontece, entao Apin(x) = F(r(x)).

Seja x € Dy \{o} e, novamente, y a geodésica minimizadora que liga 0 a x. Afirmamos

(r(x)),

i) se (1.11) acontece, entao Apax(x) <

que, se (1.11) é valido, entao a funcao de Lipschitz Ay, satisfaz

d
_()\max OY) + (}\max O’Y)z < G, em S > 0,
ds

] (1.15)
Amax ©Y = S +o0(1), quando s — 07.
Similarmente, se (1.13) é vélido, entdo a fungao de Lipschitz A, satisfaz

d 2
d_(}\min O‘Y) + (}\min O‘Y) 2 G7 em s > 07

s (1.16)

1
Amin ©Y = S +o0(1), quando s —07.
/
Como ¢ = T satifaz

1
'+ d*=G em (0,1,), ¢(s)= St o(s) quando s — 0",

a conclusao necessaria segue imediatamente do Corolario 1. Resta provar que Apax € Amin
satisfazem as desigualdades diferenciais exigidas. Para este fim, dada uma funcao real

suave, denote por hess(u) o campo tensor simétrico (1,1) definido por
hess(u)(X) = Vxgradu,
de modo que,

Hess(u)(X,Y) = (hess(u)(X),Y).



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 22

Por definicao de derivada covariante em TM™* ® TM,
Vx (hess(u))(Y)) = Vx[hess(u)(Y)] — hess(u)(VxY),

de modo que, lembrando a definicao do tensor de curvatura, deduzimos a regra de co-

mutacao de Ricci
Vx(hess(u))(Y) — Vy(hess(u))(X) = R(X, Y)grad u.

Agora, tomemos u = 1(x), X = gradr, e seja y a geodésica minimizadora que liga o
a x € Dy\{o}. Para cada vetor unitario Y € TyM tal que YL 0% (so), defina um campo
vetorial Y J_Y, por translacao paralela ao longo de y. Uma vez que, como observado

acima, hess(r)(gradr) = 0, calculamos

V. thess(r)(Y)] = V.  (hess(r))(Y)+ hess(r)(D-

Y (to) Y (to) Y (to)

(V)
= Vgraa (r)(hess(r))(Y)
—  Vy(hess(r))(grad ) + R(grad r, Y)grad r
—  Vy[(hess(r))(grad )] — hess(r)(VyVr) — R(Y, grad r)grad r
— _hess(r)(hess(r)(Y)) — R(Y, grad r)grad r,
ou seja,

V. Thess(r)(Y)] 4+ hess(r)(hess(r)(Y)) = —R(Y, grad r)grad r.

Y (to)

Como Y ¢é paralelo temos

%(hess(r)(y),Y} = (V [hess(r) (Y], ),

e concluimos que

%(Hess(s))(y)(Y, Y) + (hess(r)(v)(Y), hess(r)(y)(Y)) = —Sect (YA Y). (1.17)

Agora suponha que Sect,,q = —G(r(x)). Observe que, para qualquer campo de vetor

unitario X L Ar,

Hess(7)(X, X) < Anax.
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Assim, se Y é escolhido de modo que, em s,

Hess(1)(v)(Y,Y) = Anax(Y(S0)),

entao a funcao
Hess(T) (V) (Y,Y) — Amax © Y,

atinge seu maximo em s = sg e, se neste ponto Ay, € diferencidvel, entao sua derivada
desaparece:

d d

£|50H685(Ya Y) - a|so)\max oY = 0.
Donde, usando (1.17), obtemos, em sy,

d
_()\max OY) + (}\max OY)Q < G>

ds
que é a desigualdade desejada em (1.17). O comportamento assintético de Ayax 0y préximo

a s = 0% segue do fato de que
1 +
Hess(r);((,)—dr®dr)+o(1); r— 0",

como se pode verificar por um célculo padrao em coordenadas normais em o € M. O
argumento no caso em que Sect,,q < —G é completamente semelhante.

]

Conforme mencionado acima, tomando os tragos no Teorema 5, obtemos imediata-
mente estimativas correspondentes para Ar. Em particular, se Sect,.q < —G(r(x)) segue
que

h'(r(x))

Ar(x) = (m — 1)m,

m ((Do(0))\{o}) N By, (0). Claramente, a estimativa superior correspondente se mantém
se assumirmos, em vez disso, que a curvatura seccional radial é limitada inferiormente
por —G. No entanto, neste caso, a conclusao é valida sob a suposicao mais fraca de que
a curvatura radial de Ricci é limitada inferiormente por —(m — 1)G(r(x)). Na verdade,

temos o seguinte teorema de comparacao do Laplaciano,
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Teorema 6. Mantendo a notacao do teorema anterior, suponha que a curvatura radial

de Ricci de M satisfaz
Ric(m, (), (gradr, gradr) > —(m — 1)G (1), (1.18)

para alguma funcao G € Cy([0, +00)), e seja h € C2([0,+00)) uma solucio do problema

h” —Gh > 0,
(1.19)
h(0) =0, h'(0) =1
Entao a desigualdade
Ar(x) < (m— 1)) (1.20)

mantém-se pontualmente em M\ (cut(o) U{o}), e fracamente em todo M.

Demonstracao. Seja [0,19) C [0,+00) o intervalo méximo onde h é positivo. Observe
que comparando h com a solu¢do da equagao diferencial associada a (1.19) e usando a
observagao no inicio da prova do Lema 2 mostra que se G for nao negativo, entao ry = 400.

Como na prova do Teorema 5, seja D, = M\cut(o) o dominio maximo estrelado das
coordenadas normais. Fixando qualquer x € D, N (B, (0)\o) e seja v : [0,1] - M a
geodésica minimizadora de o a x parametrizada pelo comprimento do arco. Dessa forma,

definimos
@(s) = (Ar)oy(s), se€(0,1].

Afirmamos que @ satisfaz:

—1
1) (p(s):ms +o(1), quando s — 0T,

, (1.21)
i) @'+ ——¢?< (m—1)G, sobre  (0,1.
m—1
De fato (1.21) i) segue do fato bem conhecido que

m—1
T

Ar = +0(1), quando T —0".

Quanto a (1.21) ii), observe que, tracando em (2.10), deduzimos que

%(Ar oy) + |Hess7|*(y) = —Ric(grad r, grad v) (y).
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Usando a desigualdade elementar

(Ar)?

— < [Hess(1)[?,

que por sua vez decorre facilmente da desigualdade de Cauchy-Schwarz, assim teremos

que

d Arovy
—(A
dt( roy)+ m—1

< —Ric(grad r, grad r)(y). (1.22)
A desigualdade (1.21) ii) decorre da suposi¢ao sobre Ric. Argumentando como na prova
do Teorema 5 mostra que (1.20) vale pontualmente em D, N (B, (0)\{0}). Observe agora
que um calculo em coordenadas geodésicas polares mostra que

1 0+/9g(t,0)
g(t,e) ot

Arovy(t) =

onde 0 =y(0) e g(r,0) é o determinante da métrica em coordenadas geodésicas polares.
Assim (1.20) pode ser reescrito na forma

1 0y/g(t0) _h(y

g(t,0) ot h(t)’

de onde, integrando e usando o comportamento assintético de h e \/g com t — 07, verifica

que para cada unidade de comprimento 0 € T,M,

V9(t,0) <h(t); t<min{re,c(6)},

onde ¢(0) denota a distancia de o do cut(o) ao longo da geodésica yg. Uma vez que
g(t,0) > 0 se (t,0) pertence ao dominio das coordenadas polares geodésicas enquanto,
se T, < 400, entao h(r,) = 0, deduzimos que para todo 0, ¢(0) < r, e, portanto,
D, C B, (o).

Assim, (1.20) vale pontualmente em M\ ({o} U cut(o)). Dessa forma, resta provar que

a desigualdade se aplica fracamente em todo M. Isso é garantido pelo seguinte Lema.

O
Lema 3. Defina D, = M\cut(o) e suponha que
Ar < «(r) pontualmente em Q\{o}, (1.23)

para algum o« € C°((0,4+00)). Sejav € C3(R) nao negativo e defina u(x) = v(r(x)) em

M. Suponha que

v <0 ou i)V >0. (1.24)
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Entao, temos respectivamente que
W) AUV (r) + «(r)v'(v);  v) Au <V (1) + «(T)V/(1), (1.25)
fracamente em M.

Demonstracao. Seja E, dominio maximo estrelado no qual exp, é um difeomorfismo em
sua imagem, de modo que D, = exp(E,) e temos cut(o) = 0(exp,(Eo)). Uma vez que E,
¢ um dominio em forma de estrela, podemos exaurir E, por uma familia {E}}} de dominios
em forma de estrela relativamente compactos com bordo suave. Definimos Q,, = exp,(E})

para que
Q" CcQnit, e UpQ, =D,.

O fato de cada EY ser em forma de estrela implica

d
i>0, sobre  9Q, (1.26)

onde v, denota o vetor normal unitario externo a 0Q),,. Agora, assumimos a validade

de (1.24) i). Como 1 € C*(Q,\{0}), calculando obtemos
Au > v" + «(r)v’  pontualmente em Q. \{o}.

Seja 0 < @ € CP(M). Afirmamos que, para todo n,

Jlm@>J(W+amwm+ah

com ¢, — 0 como n — 4+o0o. Como M = Q U cut(o) e cut(o) tem medida nula, a
desigualdade (1.25) i) seguira fazendo n — +o0. Para provar a afirmagao, fixamos & > 0
suficientemente pequeno e aplicamos a segunda férmula de Green em Q,\Bs(o) para

obter

0 0
J uAe :J cpAu—J @ ((p—u—u—(p> , (1.27)
0On\Bs(0) On\Bs(0) 00,UdBs(0) 0vn 0Vn

onde v, é o vetor unitario normal exterior a 0Q, U0Bs(0). Notamos que, de acordo com
(1.24) i) e (1.26),

ou :v’(r)i

< .
Ve Ve <0 sobre 0Q,

Usando isto, (1.2) e (1.27), obtemos

Jlm@>J(W+amww+aﬁ4m
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com

2% o
or (par'

I, = J uA@ — (V' + a(r)v') @] —J [u
Bs (o) 3B5(0)

Claramente, Iy — 0 quando & — 0". Por outro lado, como ¢ € CJ(M) e cut(o)
tem medida nula, usando os Teoremas da divergéncia e de Lebesgue vemos que, quando

n — +00,

an div(uVe) — J div(uVe) :J div(uVe) = 0.
Qn Q M

Isso prova a afirmagao e a validade de (1.25) ii). O caso de (1.24) iv) e (1.25) iv) pode

ser tratado de forma semelhante.

1.3 Espacos de Sobolev

Os espacos de Sobolev sao ferramentas naturais e poderosas em andlise nao linear e
geometria diferencial. Eles sao de grande ajuda na resolucao de equacoes diferenciais
parciais. Por exemplo, dado QO um dominio de R*(n > 1) e f € C!(R), é cldssico

considerar o problema de encontrar uma funciao u € C2(Q) N C°(Q) tal que

Au = f'(u),

2

em Qeu=0em0Q, onde A =—) . 39 Essa funcao u pode ser vista como um
104
ponto critico do funcional

Jw) = -J Vuldx — J f(u)dx.
Q Q
Quando f tem um crescimento razoavel, por exemplo, do tipo quadratico, a definicao
de J(u) faz sentido assim que u, |Vu| € L2(Q), que é, a grosso modo, a definicido de um
dos espacos de Sobolev mais usados. Em varias situagoes, os espacos de Sobolev estao
naturalmente associados a problemas variacionais. Sua definicao no contexto euclidiano
pode ser estendida ao contexto das variedades Riemannianas. Os espacos de Sobolev em

R™ sao bem compreendidos. Surpresas e sutilezas ocorrem no contexto das variedades
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Riemannianas. Na sequéncia, C denota uma constante positiva, cujo valor pode mudar
de linha para linha e até mesmo nela mesma.

Damos inicio com algumas linhas sobre a teoria dos espagos de Sobolev em R™. As
referéncias cldssicas sobre o assunto sao os livros de Adams [42] e de Mazj’a [52]. Dada
uma funcdo u € L'(Q) e dado um multi-indice &, definimos a derivada distributiva D,u
de u por

(Dt ¢) = (-1)" | Dugpdx,
Q
para toda @ € C®(Q). Aqui, e no que se segue, CX(X) representa o conjunto de fungoes
suaves com suporte compacto em X. Diz-se que uma distribuicao T estd no espaco L? se

existe f € LP(Q) tal que (T, @) = [, fedx.
Definicao 7. Dado k e Nk >1 ep > 1, definimos
WEP(Q) ={u e LP(Q), para qualquer |&| < k, Dqu € LP(Q)}.

Por definicao, W*P(Q) é o espaco de Sobolev de ordem p em integrabilidade e ordem
k em diferenciabilidade. O espaco W*P(Q) é um espaco de Banach quando dotado da

norma

k
wer) =) D> IDatflira).

i=0 |o|=i

Outra possibilidade ¢ definir um espago de Sobolev H} (Q) como o fecho em relagao a
norma acima || - [[ywxr do conjunto que consiste das fungoes u € C*®(Q) para as quais
|wl[wrr < 400 . Por um Teorema de Meyers e Serrin [36], para qualquer inteiro k, e
qualquer vale p > 1, Wy ,(Q) = HY (Q).

Agora voltamos nossa atencao para o caso das variedades Riemannianas. No que se
segue, seja (M, (,)g) uma variedade Riemanniana (suave) de dimensdo n > 1. Além
disso, para k € N e p > 1, definimos CP*(M) como o conjunto de funcdes u € C*®(M)
para o qual [,,|V'uPdv < +oo para todo i € {0,...,k}. Entdo, imitando a defini¢ao

acima de H} (Q), definimos o espago de Sobolev H} (M, (,)4) como segue
Definigao 8. O espago de Sobolev HY (M, (,)q) € o0 fecho em LP(M) de CY (M) para a

norma

k
wes fullug = D 11V

i=1
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Aqui, |[V'u|l, é a norma LP da fungdo |[V'u| que, por definigdo, é a norma pontual
do tensor V'u com respeito a métrica (,)4. O espago de Sobolev HY (M, (,)) é o fecho
de C¥(M) para a norma || - HHE em HY (M, (,)) ou, similarmente, o fecho de C*(M) em
HE (ML ().

No caso dos estudos realizado neste dado trabalho, estamos tomando o caso particular
onde k = 1 e p = 2. Assim utilizaremos W'2(M) para denotar o espaco de Sobolev onde

a norma sera dada por
ullwrz = [[uflee + [[Vuffe.

Vamos denotar com Wy?(D) o fecho de C®(D) em W"*(D) onde D ¢ M ¢é dominio
da variedade Riemanniana M. Observe que, se D = M for completa, entao Wé’Q(M) =

WH2(intM).

Definicao 9. O espaco Wllfc(mtD) das fungoes localmente W2-Sobolev € classicamente
definido pela condicao de que w-x € WH2(int(D)) para cada funcao de corte X €

Cx(intD). Esse fato € aprensentado na forma do Teorema de Meyers-Serrin

Teorema 7 (Meyers-Serrin, I). Seja D € M um dominio. Entao,

w2

W2 (intD) = C*(intD) N W2(iniD)

Demonstracao. Com efeito, seja N = intD uma variedade suave sem bordo, entao pode-
mos tomar um atlas enumerdvel, localmente finito e suave {Vi, — R™} com Vi compacto.
Usando o Lema de encolhimento, encontramos uma cobertura localmente finita e aberta
{Uy} tal que Uy C Vi. Definimos uma particao da unidade {x} subordinada & cobertura
{Uy} e decompomos uw € WH2(N) como u = )_, u com uy = U - Xx.

Agora, fixado ¢ > 0, e usando mollifiers, encontramos uma fungao fi, € CX(Uy) tal

que

€
lu — fillwie < oK

Assim, a soma localmente finita f = ) _, fx é suave em N e d4 uma e-aproximacao de u
no espaco WH2(intM).
O

Além disso, fungoes com suporte compacto podem ser aproximadas usando apro-

ximagoes com suporte em uma vizinhanca arbitrariamente pequena do suporte da fungao.
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Teorema 8 (Meyers-Serrin, II). Seja D C M um dominio. Entdo,

w2

W2 (intD) = C*(intD) N W2(iniD)

Além disso, se f € WH2(intD) tem suporte compacto contido em D, existe uma sequéncia

de fungoes {fn} € CX(M) tal que
If — fullwiz (o) = 0,
e pode ser organizado de forma que suppf, esteja contido em uma e-vizinhanca do suppf.

Demonstracao. Veja [15].
[l

Usando o resultado acima e a sequéncia padrao uniforme de Lipschitz de fungoes de

corte {xn} definidas por

1 se r(x)<n
Xn(X)=¢ n+1—1(x) se n<r(x)<n+1
0 se 1T(x)=>n+1,

onde 1(x) é a funcao de distancia de um ponto fixo de o € intM, verifiquemos que se M
é completa, entao

w2

W2 (intM) = Lip.(M)

De fato, seja u € W12(intM). Sem perda de generalidade, pela primeira metade do
Teorema 8, podemos assumir que uw € C*(M). Portanto, u, = x,u € Lip.(M) C

WH2(intM) e seu gradiente distributivo satisfaz a regra do produto
Vu, =uVxn, + xnVu

no intM. Como u € WH2(intM), notemos que ||[Vxnlloo — 0 € Xn — 1 quando n — +oo0,
utilizando o Teorema da convergéncia dominada podemos concluir que |Ju—u,|wi2 — 0,
com n — —+00.

Combinando isso com o Teorema 8, deduzimos

Corolario 2. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Entao,

1,2

W2 (intM) = C= (M)
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Demonstracgao. Seja u € WH2(intM). Fixando € > 0, obtemos u; € Lip.(M) tal que

€
hu—willwee < 5

Por outro lado, de acordo com a segunda metade do Teorema 8, existe u, € C*(M)

satisfazendo

€
Iy — usllwie < 5

Segue, entdo, que Uy é a e-aproximacao desejada de u em WH2(intM).

1.4 Nucleo do Calor e funcao de Green

O Nucleo do calor sera denotado por p(t,x,y) onde t > 0 é um tempo e x,y sdo pontos
em M. Assim, a probabilidade de que o movimento browniano comecando no ponto x

esteja em um conjunto mensuravel (3 C M no tempo t é dado por

J p(t,x,y)du(y),
Q

onde u é o volume Riemanniano. Em R™, o Ntcleo do calor é dado pela férmula classica

1 Ix —yf?
t = — — .

E conhecido por satisfazer a equacao do calor

ap
— =A 1.28
5 = AP (1.28)
nas variaveis (t,x) (o ponto y é considerado fixo) e os dados iniciais
p(t,-,y) = &, quando t— 07, (1.29)

onde 8y ¢ a funcao delta de Dirac.

As propriedades (1.28) e (1.29) podem ser usadas para definir o Nucleo do calor em
uma variedade Riemanniana arbitraria M, o que ¢é feito a seguir.

Qualquer fungao em (0,400) x M x M satisfazendo (1.28) e (1.29) é chamada de
solugdo fundamental da equacao do calor (1.28) em M. O Niicleo do calor é a menor

solucao fundamental positiva da equacao do calor em M. Foi demonstrado por J.Dodziuk



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 32

em [14] que o Nicleo do calor sempre existe (independentemente da completude geodésica)

e é suave em (t,x,y). Além disso, o Nicleo do calor possui as seguintes propriedades:
1. Simetria em x,y, isto é, p(t,x,y) = p(t,y, x).

2. A identidade de semigrupo: para qualquer s € (0, t)
pltxy) = | plsxzplt—s.zy)dulzl
M

3. Paratodot>0ex e M,

J Pt y)duly) < 1.
M

Seja M uma variedade Riemanniana nao compacta e completa. Para um conjunto
compacto K C M, denote QO = M\K e considere o Nticleo do calor de Dirichlet p©(t, x,y)
em Q.

Defini¢ao 10. Definimos p©? como uma funcao de t e x tal que é uma solugdo positiva

minima do sequinte problema misto em Q:
ou
ot
u=0 sobre 0QQ

Au

u(0,x) = 8y(x).

A maneira mais simples de introduzir a funcao de Green G(x,y) é a seguinte

Definicao 11. A funcao de Green € definida por

o0

G(x,y) :L p(t,x,y). (1.30)

Uma definicdo independente é a seguinte: G(x,y) é a menor solugao fundamental
positiva da equacao de Laplace em M. Seguimos a convencao de que G = 400 se nao
houver solugao fundamental positiva, que corresponde ao caso quando a integral em (1.30)

diverge. Se G # co entao temos, para qualquer y fixo

Observagao 3. Em R?, temos que G = oo(de fato, a solu¢io fundamental é dada por

logIx —yl.)
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Descrevemos agora brevimente a condicao de ?G do niicleo de Green de Dirichlet de

uma variedade M com bordo 0M, ou seja, a solucao minima positiva de

AP G = —58,(x), paratodo x,y € intM
PG(x,y)=0 se X ou y € OM.

Como no caso de variedades sem bordo, o nticleo de Green PG(x,y) pode ser definido
por um procedimento de exaustao.

Considere uma exaustao crescente de M por meio de conjuntos relativamente com-
pactos com contorno de Dirichlet suave 0Qy interceptando M transversalmente. Entéo
a sequéncia {? G} dos ntcleo de Green de Dirichlet de Qy estd aumentando e pela
desigualdade local de Harnack, a sequéncia {? G®*} diverge em todos os pontos de intM,
ou converge localmente uniformemente para uma funcao suave fora da diagonal do intM

satisfazendo
APG(x,y) = =8, (x).

Além disso, se y € intM e R > 0 tal que Br(y) € intM, entdo para todo k tal que
Br(y) € intQy e todo x € O, \Br(y) temos
PG (x,y) < sup PGO(y) < sup PG(-y).
0Bgr(y) 0BRr(y)

Pelas estimativas de limite de Schauder, segue-se que G2 (-,y) converge localmente de
maneira uniforme em M e, portanto, ?G(-,y) é continua até o bordo e desaparece sobre
oM.

O Nicleo NG de Green de Neumann, que é necessario para satisfazer a condicdo de
contorno de Neumann em M, ¢é obtido usando um procedimento de limitacao e, uma vez

que, por comparagao,
DGOk N GO« VK,
temos
ersae

As seguintes propriedades de G(x,y) serao usadas com freqiiéncia.

1. A fungdo de Green G(x,y) é finita para todo x # y ou infinita para todo x,y. No
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primeiro caso, diremos que G é finito. O valor na diagonal G(x,x) é sempre infinito. Além

disso, a singularidade de G(x,y) com x — y é da mesma ordem que em R™, ou seja,
G(x,y) =

quando T = dist(x,y) — 0.
2. Positividade: G(x,y) > 0.
3. Simetria: G(x,y) = G(y,x).

4. G(+,y) é harmoénico longe de y (na verdade, G(-,y) é superharmonico em M se for

permitido +00 como um valor da fun¢ao).

5. Uma consequéncia da minimalidade

Xlél{/l G(x,y) =0.

1.5 Desigualdade de Harnack

Nesta secao, discutimos uma estimativa importante que ¢é essencial para o estudo das
funcoes harmonicas, bem como de muitos problemas elipticos. Todas as informacoes apre-
sentadas nessa secao foram adiquiridas no livro de Peter Li, [39], onde 14 sdo apresentados
argumentos ultilizando hipdtese sobre a curvatura de Ricci.

No tratamento a seguir, apresentaremos uma prova para a estimativa de gradiente

acentuado para funcgoes positivas que satisfacam a equagao
Au = 0.

O argumento fornecera as estimativas locais e globais. Varias consequéncias imediatas da
estimativa do gradiente também serao obtidas.

O seguinte Lema sera 1til,

Lema 4. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional completa. Suponha que a

curvatura de Ricci de M seja limitada inferiomente por

Ric > —(m —1)R,
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para algum R >

e se definirmos

entao

Ah— —" | VhPR! 4+
m-—1

0 constante. Seja w uma funcao definida em M satisfazendo a equacdo

Au =0,

= |Vlog(a+u)P,

2(m — 2)

(Vv, Vh) > (m — 1)Rh.

m—1

Demonstra¢ao. Definindo a fungdo v = log(a+u), um célculo direto mostra que v satisfaz

a equagao

= — |V

Usando a férmula de Bochner, obtemos

Ah

Escolhendo um referencial ortonormal {eq, ...,

Vv, podemos escrever

= A(Vlogla+uw)) = AVvP
0%v ov ov
— 9 2R, A
oy, o oy + 2V, V(av))
0%v ov ov
= 2 2 LT ol 2 2
o Rii3 2 (Vv, VIVv[?)
IV o(m—1)Rh—2(Vv, Vh) (1.31)
aXian ’ . '

em} em um ponto de modo que [Vv|e;

3 (£ avse)
- (5) 2 (o)

m 62\) )2

2
4V Z <ax1 0x;

j=1

212
VIV 0xq 0%40%;

(1.32)
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Por outro lado,
2 2 2 2 m 2 2 m 2 2
0°v > 0°v . ZZ 0°v N Z 0°v
0x{0X; 0x10% = 0%10X = 0% 50X
" 2v \?
N v\’ N Z 2v \° (Z“ 2 ax(xaxa>
~ o\ 9x0x4 0% 0%y m—1
v \?
oy 3 v 2 (AV - axlaxl)
 \0x;0x4 0x10X o m—1
%y \?
m 2 <|AV|2 + —6x avX )
_ 9 10X
<6x16x1> + ;(axlax“> m—1
0%v ) 0%v
_ +2§ |A |4 + (26X16X1|V | ) 4 <aXlaX1>
- ax1 6x1 X, ax“ —1 m—1 m—1
m 2
m 0%v 1 1 0%v
> _ 14— ) 1.
m—1“Z_1(alaa) +m_1|Vv| +m—16151 (1:33)

No entanto, usando a identidade

ov  0%v ) ; 2
gy, V) = (VIVVE, W) WP,
concluimos que
0%
2 — —2 2 .
0%x10; VY[V, V)

Substituindo a identidade acima em (1.33), obtemos

aXaL an

v \? Tty 2 1 1
( v ) S o.m < v > F Lo L (VI T 2T
m - ; m—1 m

T2y 2 1 1
_ < v ) b ——— |V ———(VIVV2, V).
— ; m-—1 m—1

Combinando a desigualdade acima com (1.31) e (1.32) resulta

m _ 2(m —2) 2
Ah>—— |Vhfh ! —2(m—1)Rh——— = h —h2
2(m_1)|v | (m—1) — (Vv,Vh) + —
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Agora, vamos apresentar o toerema de estimativa para o gradiente.

Teorema 9. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa de dimensdo m. Suponha
que a bola geodésica By, (2p) NOM # 0. Suponha que a curvatura de Ricci em By (2p) seja

limitada inferiormente por
Ric > —(m —1)R,

para alguma constante R > 0. Se w é uma funcao positiva definida em B, (2p) C M

satisfazendo
Au =0,

entdo existe uma constante C dependendo de m tal que

|Vul? [4(m —1)% 4 2¢]R
() < 4 —2¢

2 +C(1+e1p?

para todo x € B, (p) e para qualquer e < 2.
Além disso, se OM = () com Ric > —(m — 1)R em todos 0s pontos e u sdo definidos

em M, entao

[Vul?
X

(m—1)%R

0<
4

Demonstracao. Definindo v =logu e h = |[VV|?, o Lema 4 afirma que

2(m —2 2
2= 2) 9y Thy > k2 — 2(m — 1)Rh.
m-—1 m-—1

Ah —

o [IvRIRY

2(m
Seja ¢ uma funcao de corte nao negativa e G = ¢h, entao temos

AG = (Ad)h+2(V, Vh) + GpAh
Ad 1

= —obh+2—(Vd,V(dbh Ah
5 OhT2g (Vo V(on) + o
> A hh 20, (V. V(Oh) — 2AVHPG PG+~ |VGPG !
9 AR 2(m — 1)
m 242 moo
+m’v¢’ ¢ G—ﬁd) (Vo,VG)
2(m—2) 2(m —2)
T Ve Ve
+L¢—162—2(m—1)RG. (1.34)

m—1
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Usando a desigualdade
(Vv, Vo) < [Vlp~/2G1 2,

temos que (1.34) pode ser escrito como

Ap . m—2 Sm—4 _

AG > FG—Fﬁd) <¢7VG>—2(m—_1)|V¢|¢ G
2(m—2)
1

VGG —2(m — 1)RG — (Vv,VG)

Lom
—1)

2(m

2(m —2 _ -
o ( )’Vd)’d) 3/2G3/2 + cb 1G2.
m-—1 m-—1

No entanto, no ponto méaximo xq de G, o principio do méaximo afirma que

AG(X()) < 0
e
VG(XO) =0.
Portanto, em xq, temos
sm—4 21 2
0 > (m—D(AP)G - ———IVI[d G —2(m —1)RIG
—2(m — 1)|V|V2G¥?% + 2G> (1.35)
Escolha ¢(x) = ¢(r(x)) para ser uma fungdo da distancia r ao ponto fixo p com a
propriedade que
b =1 em B, (p)
é=0 em M\B,, (2p)

—Cp'dp2< ¢’ <0 em B,(2p)\By(p),

b < Cp™? em Bp(2p)\By(p).
Em seguida, o Teorema de Comparacgao do Laplaciano afirma que
Ap = ¢'Ar+¢”

> —Ci(p 'WR+p72),
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e também
VoI < Cop .
Portanto, (1.35) produz

0 > —(C3p"VR+Cup ?)G—2(m—1)’R$G
—Csp1G¥? + 2G2

= —(C3p'G¥2VR+Cyp 2 +2(m—1)°R)G — C5p'G¥2 +2G%. (1.36)

Por outro lado, a desigualdade de Schwarz afirma que

C2
—Csp1G%2 > —eG? — =5¢72p2G

4
—C3p "WR > —¢R—Cre 1p 2,
para € > 0. Portanto, combinando isso com (1.36), obtemos
0> —(Cs(l+e Hp 2+ 2(m—1)2+¢eR)G + (2— )G~

Em particular, se ¢ < 2, entao para qualquer x € B, (p) concluimos que

2B
’(x) < < L.
[V (x) < G(xo) T—2c (1.37)
onde
B=Cs(1+e Hp 2+ (2(m—1)*+¢)R.
Logo,
[Vul? x) 2Cs(1+ e Hp 2R N (2(m—1)242¢)R
u? 4—2¢ 4—2¢

(2(m — 1)2 + 2¢)R
4 —2¢ ’

= Cll+e)p?+

para todos os pontos x € B, (p) e para todos & < 2.
Se u for definida em M, segue que |[Vv|? é uma funcio limitada. Em particular, se

tomarmos p — +oo em (1.37), entéo

2 _1)2
|V12L| ) < lim [C+eYp? + (2(m—1)%+2¢)R
u p—+00 4 —2¢

(2(m—1)%+2¢)R
4 —2¢ ’




Capitulo 1. Nocoes Preliminares 40

agora fazendo ¢ — 0 obtemos que

Iwﬁu)< mﬁﬂm—nwaoR
u2 = e50 4— 2

= 2(m—1)*R.

Isso d4 uma contradicao se 0 > (m — 1)?R/4, e assim, obtemos a segunda afirmacao.

]

A seguinte desigualdade de tipo de Harnack é uma consequéncia direta da estimativa

do gradiente

Corolario 3 (Desigualdade de Harnack). Seja M™ uma variedade completa com a cur-

vatura de Ricci limitada inferiormente por
Ric > —(m — 1)R,

para alguma constante R > 0. Se w € uma funcao positiva definida na bola geodésica

B, (2p) C M satisfazendo
Au =0,

para alguma constante A > 0, entao existem constantes Cq, C19 > 0 dependendo de m tal

que
u(x) < u(y)Coexp(CiopV'R),
para todo x,y € B,(p/2).

Demonstragao. Sejay a menor curva em By, (p) unindo y a x, e claramente o comprimento
de v é no méaximo 2p. Integrando |V logu| ao longo de y obtemos

logu(x) —logu(y) < J |V log u. (1.38)
Y

Por outro lado, aplicando a estimativa do gradiente do Teorema 9, obtemos

4(m—1)2 + 2R 1/2
JWbydg J(“m43% el +qym1m2)
Y Y

< L (CIO\/E+ C120_1>

< Clop\/ﬁ + 2C12.
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O coroldrio segue combinando essa desigualdade com (1.38), logo
logu(x) —logu(y) < J Viogu| < Clop\/ﬁ‘F 2Cy
Y
aplicando a exponencial na desigualdade acima obtemos
exp(logu(x)) - exp(—logu(y)) < exp(CiopVR) - exp(2C1),

obtemos que

u(x) < u(y)Cyexp(CiopVR).



Capitulo 2

Parabolicidade em Variedades

Riemanniana

Seja (M, (,)g) uma variedade Riemanniana orientada com bordo suave OM # 0 e v
o vetor normal unitario exterior. No que se segue, durante esse capitulo omitimos o
g situado na métrica. O interior de M (como uma variedade com bordo) é denotado
por intM = M\0OM. Um dominio em M, é um conjunto aberto nao necessariamente
conexo D € M. Dizemos que o dominio D é suave se sua fronteira topologica 0D é uma
hipersuperficie suave ' com fronteira o' = 0D U OM. Claramente, se 9M = () entao a
condicao de suavidade se reduz a usual. E um fato padrao que cada variedade com bordo
(possivelmente vazio) possui uma exaustao por dominios pré-compactos suaves. Para isso,

escolhemos uma funcao apropriada p: M — [0, +00) dada por
P =21;jp;

onde {p;} ¢ uma particao da unidade suave com suporte compacto. Segue do Teorema de
Sard que o conjunto dos valores criticos de p possuem medida nula em R, assim podemos
tomar uma sequéncia crescente {ty} — +o0o de tal forma que t é um valor regular
para Plinim € plm. Portanto, Dy = {p < tix} define a exaustao desejada com bordo
0Dy = {p = ti} suave, pois tx é um valor regular. Adotando a notac¢do em [5], para

qualquer dominio D € M definimos

3D = 3D NintM,

42
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que chamaremos de bordo de Dirichlet do dominio. Observe também que D pode incluir

parte do bordo de M. Portanto, definimos
0D =0MnND,

que pode ser chamado de bordo de Neumann de D (embora nao esteja no bordo topoldgico

do dominio).

alD c oM

Figura 2.1: Bordo de Dirichlet e bordo de Neumann.

Finalmente, a parte interior de D, no sentido de variedades com bordo, é definida como
intD = D NintM,
tal que, em particular,
D =intD U 0,D.

Agora, suponha que D C M seja qualquer dominio. Estendemos a nocao de Wllfc(D)

incluindo a fronteira de Neumann do dominio: isso é essencial para introduzir um signifi-
cado distributivo de (sub)solugoes do problema de Neumann. Assim, com um leve abuso

de notagao, escrevemos

1,2
A%

loc

(D) = {u € W"*(intQ), ¥ dominio Q cc D = intD U 9;D}.
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int M

Figura 2.2: Interior de D no sentido de variedades com bordo.

Agora, suponha que D C M seja qualquer dominio. Teremos a seguinte defini¢ao

Definicao 12. Por uma subsolu¢ao fraca de Neumann u € Wllfc

(D) da funcdo de La-

place, isto €, uma solu¢ao fraca para o problema

Au>0 no intD 2.1)
d 2.1
o <0 sobre 0:D

ov

queremos dizer que a sequinte desigualdade

—J. (Vu, Vo) >0 (2.2)

vale para toda fungao 0 < @ € CX®(D). Na verdade, uma vez que 0D tem medida nula,

podemos sempre pensar em w e Vu como definidos em todo o dominio D e escrever
D

Da mesma maneira, tomando D = M, define-se a no¢ao de subsolugdo de Neumann

fraca da equacao de Laplace em M como uma fun¢ao w € W2 (M) que satisfaz (2.2)

loc
para cada 0 < @ € C¥(M). De forma andloga, a nogdo de supersolu¢io fraca pode ser
obtida invertendo a desigualdade e, finalmente, falamos de uma solucdo fraca quando a

igualdade se mantém em (2.2) sem qualquer condi¢ao de sinal em @.

Observacao 4. A igualdade em (2.2), na definicio acima, se mantém independente do

sinal da @.



Capitulo 2. Parabolicidade em Variedades Riemanniana 45

Com efeito, seja u € Wi22 (D) uma solucao do problema (2.1). Dali, tomemos ¢ €

loc

C®(D)e@=@"—¢@ onde " e ¢ sdo a parte positiva e negativa de @, respectiva-

mente. Como (Vu, V) # 0 obtemos que [, (Vu, V@) # 0 e, consequentemente,

J (Vu, V™) >0 e J (Vu, Vo) <0.
intD intD

Assim,

—J (Vu, V™) <0 e —J (Vu,Ve—) > 0. (2.3)
intD i

intD

Por outro lado, pela Identidade de Green, temos que

0
—J (Vu,Vo©) = J @*Vu—J o
intD intD oD ov
0
= J etVu— J cp+—u
intD 91D v
=z 0,
logo,
J (Vi Vo) > 0. (2.4)
intD
Aplicando o argumento anterior para @~ temos
_ _ _Ju
—J (Vu,Vo™) = J @ Vu—J ¢ o=
intD intD oD ov
0
intD 01D ov
< 0,
isto é,
— (Vu, Ve ) <0. (2.5)
intD
Segue de (2.3), (2.4) ue [, o (Vu, @) =0¢ [ (Vu, @) =0. Portanto,
J <vu7 V(P> = <Vu7 V(P+> - <Vu7 V(P7>
intD intD
= <VU,V(P+> _J <VU,V(P_>
intD intD
= 0,

e assim, obtemos o resultado desejado.
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Observacgao 5. Claramente, na defini¢cao acima, € equivalente ezigir que (2.2) seja vdlido
para cada 0 < @ € Lip.(D). Além disso, sdo lembrados acima, que os argumentos
de densidade padrdo funcionam mesmo para variedades com bordo e, portanto, (2.2) se

estende a todos compactamente suportados 0 < @ € Wé’Q(D).

Agora estamos prontos para dar a seguinte definicao de parabolicidade na forma de

um resultado do tipo Liouville.

Definigao 13. Uma variedade Riemanniana orientada M com bordo OM # () € parabdlica

se para cada u € CO(M) N W2 (M) satisfazendo

loc

Au >0 em intM,
0
o <0 sobre OM, (2.6)
ov
supp U < +00.
\

temos que, u € constante.

2.1 Capacidade e potenciais de equilibrio

Seja M uma variedade sem bordo, dado um conjunto compacto K e um conjunto aberto

Q contendo K, a capacidade do condensador (K, Q) é definida por
Cap(K, Q) = inf {J Vul, wueC® ux>1 em K}.
Q

Quando Q=M, escrevemos Cap(K, Q) = Cap(K) e nos referimos a ele como a capa-
cidade(abstrata) de K. Um argumento de aproximagao simples mostra que o infimo no

lado direito pode ser calculado de forma equivalente sobre o conjunto
{fueLlip.(Q); u=1 em K}
Ou Mesmo em
Wo(K,Q)={ue CQ)NW,*(Q); u=1 em K}

Referimo-nos as fungoes em Wy (K, Q) como potenciais adimissiveis para o condensador
(K, Q). As propriedades de monotonicidade sdo mantidas pela capacidade, ou seja, se

K C K; sao conjuntos compactos e ) C ; sao abertos, entao

Cap(K, Q) < Cap(Ky, Q) < Cap(Kq, Q).
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De fato, fixando o conjunto aberto Q; teremos que
{fueLip.(Q1); u=1 em K} D{ueLip.(Q); u=1 em K},
entao, pela propriedade de infimo obtemos

inf{J IVul; ueLipe(Q;); u=1 em K} < inf{J IVul; ueLipe(Q;); u=1 em Kl}
o o)

1
e assim, podemos concluir que

Cap(K, Q;) < Cap(Ky, ).

Agora, fixemos o conjunto compacto K;. Como Q C Q, teremos que dado u € {v €
Lip.(Q); v=1 em K} entdo w|g, = u para algum w € {z € Lip.(Q;); z=1 em Ky}

e, consequentemente,
{velip(Q); v=1em Ki} C{z € Lip.(Q1); z=1 em K}
Segue das propriedades de infimo que
inf {JQ Vul?; u € Lipc(Q1); u=1; em Kl} < inf {JQ IVul?; ueLip(Q); u=1 em Kl} .
1
Portanto,
Cap(Ky, Q) < Cap(Ky, Q).

Dessa forma, obtemos (2.7). Com as consideragoes acima podemos definir, primeiramente,

a capacidade de um conjunto aberto U €  como
Cap(U, Q) = sup Cap(K,Q), onde K é compacto,
uok
e entao a capacidade de um conjunto arbitrario E € QO como
Cap(E, Q) = Em{l Cap(U,Q), onde U é aberto.
>

O seguinte Lema sera util na prova das Proposicoes apresentadas neste Capitulo.

Lema 5. Seja D C Q um conjunto aberto, e sejam D, e Q. sequéncias de conjuntos

abertos tais que
DCDu1 €D CDR COWC0Quii €OQ; NWDn=D; U,Q=0Q.
Entao,

lim Cap(Dn, Qn) = Cap(D, Q). (2.7)
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Demonstracdao. Sejam D & Q conjuntos abertos e D,,, QQ,, sequéncias de conjuntos aber-

tos tais que

DCDn1 €D C DR COLC 0O €O; NWDn=D; U,Q=0Q.
Obtemos, pela monotonicidade da capacidade, que se Dys1 € Dy e Q) C Qnyq entdo
Cap(ﬁn—o—ly-o-n—o—l) g Cap(ﬁn—b—l;-o-n) < Cap(ﬁna Qn)

Portanto, a Cap(Dy, Q) é monétona e ainda, como D C Dy, Qnit1 € Q podemos

concluir que
Cap(ﬁ,f)_) < Cap(ﬁn—O—laQ) < Cap(ﬁn—l—laﬂn—i—l) < Cap(ﬁnaﬂn)a
entao
Cap(D, Q) < Cap(Dy, Qn).

Assim Cap(D,, Q) é uma sequéncia mondtona decrescente limitada superiormente. Se-

gue dai que limn_, Cap(Dy, Qn) existe e

lim Cap(Dy,Qn) > Cap(D, Q). (2.8)

n—oo

Agora, vamos calcular a desigualdade contraria. Para isto, tomemos uma funcao teste

¢ € Lip.(Q) com ¢ =1 em D e para & > 0 suficientemente pequeno definimos a funcéo

omenfu(45)

Para n suficientemente grande temos que

D,C{x : 1—e<d(x) <1} (2.10)
e
{x : e<Px) <1} CQ,. (2.11)
Com efeito, no conjunto {x : 1—¢ < d(x) < 1} teremos que ¢, = 1 pois
1—e < ¢.

Somando e subtraindo € nos dois lado da desigualdade obtemos

1—2¢ < p—c¢.
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Agora multiplicando por . tem-se
1—2¢ < d—e¢ ’
1—2¢ 1—2¢
. b—e¢ . : . )
entao 1 < 126 Assim, por (2.9) obtemos o desejado. De maneira andloga, podemos
J— E p—
concluir que ¢ = 1d)—2€ Logo, dado x € D,, teremos que ¢ = 1, entao
1—
d)E:min{l,( 8) },
1—2e)
_ ) —¢
em D,,, dai se ¢, = teremos
1—2¢
1—e¢
<1
1—2¢ ’

mutiplicando a desigualdade acima por 1 — 2¢ teremos
1—e<1—2¢,

isso implica que 0 > ¢, que é um absurdo, ja que estamos admitindo ¢ > 0. Portando,
1—¢

> 1 e, consequentemente, ¢, = 1 em D,, entdo teremos (2.10). Agora, notemos

1—2¢
que (f_—;) X ¢é a parte positiva da fungao f)__;e logo
b—e¢
>0
1—2¢ ’
multiplicando por 1 — 2¢ teremos
d—e>0,

logo ¢ > ¢ > 0. Por outro lado, temos que ¢ ¢é Lipschtiziana com suporte compacto em
Q e, em particular, sobre cada Q, ja que Q = U,Q, entao ¢p(x) # 0 em Q,,. Como
para todo ponto em {x : & < ¢(x) < 1} temos que ¢.(x) # 0 e, consequentemente,
d(x) # 0 nesse mesmo conjunto, teremos (2.11). Segue que ¢, é Lipschitziana com
suporte compacto em Q,, e ¢, = 1 em Dy, entdo ¢, serd um potencial admissivel para

o condensador (ﬁn, Qn) de modo que
[ w62 = canD. 0
Assim, aplicando o limite com n — oo obtemos

|96 = tim [196.2 > lim Cap(D0)
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Agora, notemos que no conjunto {x : e < P(x) <1—¢}

_b—c
(bs - 1 - 287
assim aplicando o gradiente
b—e
=V
Ve (1 —2¢)’

N . - Vol )
entao o gradiente de ¢ serd igual a —oc’ portanto, |V,|? = (1_—28)2 Segue dai que
J|Vq)€|2 = J &ﬂ = %J V|2

{x : e<b(x)<1—¢} (1 - 28) (1 - 25) {x : e<d(x)<1l—¢}

Como {x : e < Px)<1—¢}C Qn CUQ, = Q, teremos, pela monotonicidade da
integral de Lebesgue, que

VoP < J VP

J{x ce<h(x)<l—¢} Q

Logo,

limJ|Vd)|2 = lim ! IV

e—0 e—0 (1 — 25)2 J{x pe<h(x)<l—¢}

N

. 1 9

= J |V¢|2)
Q

e concluimos que,

lim <lim Cap(ﬁn,(ln)> < limJ’V(beP < J VoI
e—0 o)

e—0 \n—oo

Como n nao depende de ¢ > 0 teremos que
lim Cap(Da, 0] < | (V0P
n—oo Q
Assim, da definicao de infimo, que dado & > 0 obtemos ¢ € {Lip.; ¢ =1 em D} tal que
J Vo> < Cap(D,Q)+5.
Q
Isso implica que,

lim Cap(Dn, Qn) < J Vo[> < Cap(D, Q) + 5.
Q

n—oo
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Como & > 0 foi tomado de maneira arbitraria, podemos concluir que

lim Cap(Dy,Qn) < Cap(D,Q). (2.12)

n—oo

Portanto, de (2.12) e (2.8) podemos concluir que

lim Cap(Dy,Q.) = Cap(D,Q).

n—oo

]

Proposicao 9. Sejam D € QO dominios relativamente compactos com contornos suaves
9D e 0,Q transversais a OM. Entdo, existe u € Wy(D, Q) N C®((Q\D) U 3;(Q\ D))
tal que 0 <u<le

Cap(D, Q) = JQ Vul?.

Demonstrag¢ao. Consideremos o problema do valor misto no bordo

Au=0 em int(Q\D)
g—:=0 em 9;(Q\D) (2.13)

u=0 em 00Q; u=1 em 0yD.

v
ou/oy=0

u=0

K Au=0

K O\K

oM aQ
e e

Figura 2.3: O potencial de capacidade para o capacitor (K, Q). Fonte: A. Grigor’yan em

[1].

Segue de [22] e da conhecidade Teoria de Regularidade Local, que (2.13) tem uma
solucao classica u € C°(Q) N C®(Q\D) U 9;(Q\D). Pelo Principio do Méximo Forte
e o Lema do Ponto de Fronteira, segue que 0 < u < 1 em O\D. Estendemos u para

Q definindo-o igual a 1 em D. Para mostrar que u € W'2(Q), escolhemos ¢ € (0,1)
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suficientemente pequeno tal que € e 1 — € sejam valores regulares de u no int(Q\D) e
em 0;(Q\ D)

u—e
1—2¢

Q. :{X; LL(X) = 5}; D :{X; LL(X) >1 _E} € U, =
de modo que u, € C2(Q .\ D,) satisfaz

Vu, =0 em int(Q\D;)
ou,
ov
u, =0 em 00Q,; u. =1 em 0¢D;

=0 em al(Qs\ﬁe)

De fato, pois como u satisfaz (2.13) teremos que

=0 em int(Q\D,),

Vu£:V(u_£): vu

1—2¢ 1—2¢

ou, 0 [u—e 1 ou 1D
v _$<1—2a)_1—2e5_0 em 91(Q\De),

u—E u—=e
1_2520 em aQQE e u£:1_2£=1 em aODe-

Agora, afirmamos que pelo principio usual de Dirichlet u, é o potencial de equilibrio do

capacitor (D¢, Q) e, em particular,

1 _
j Vup zj Vu.l = Cap(Ds, Q).
1 —2¢ Jo.\p. Q.\D.

Com efeito, seja ¢ € Lip.(Q,) com ¢ = 1 em D, uma funcio teste e ainda definimos

v=1u, — ¢, assim ¢ =u, — v e teremos que

J £|v¢|2zj (V- o)

Segue do Teorema de Sard que o conjunto dos pontos criticos de ¢ possuem medida

nula, logo integrando sobre Q. é o mesmo que integrando sobre Q. \ D,, ou seja,

J 9o = L\DE VP,
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entao,
| ver - V(e — )P
Qe N\ D¢ JOANDe.
= (V(ue —=v), V(ue —v))
”Q&\D&
— (Vue, Vu,) — QJ (Vue, Vv)
“-O'C\DC Qe\De
+J (Vv, Vv)
Q N\ De
= J IV |* — QJ (Vue, Vv)
QN De QN De
+J IVv|2.
QD
Logo,
J VP = J IVuel> — 2J (Vue, V) + J V|2 (2.14)
QD QD¢ QD¢ QD¢

Notemos que Vu, = 0 em Q N\ D, € 99(Q:\D;) = 9;Q:UdyD,. Assim, se x € 00Q,
temos que ® =0 e u, =0, logo v=_0. Agora, se x € 90D, teremos queu, =1ledp =1,
entao v = 0.

No caso em que x € 9;Q, e x € 0yD, obtemos diretamente que v = 0. Segue que

— ou, —
v = 0 em 0¢g(Q\D¢) e ainda % = 0 sobre 0;(Q D). Pela férmula de Green,

obtemos que

J VAU, = J (Vug,\/}v—J (Vue, Vv).
O\ De 9(Q:\D¢) QeNDe

assim

J (Vue, Vv) = (Vue, v)v
Q\D;

—J vAu, +J
O\ D¢ aO(Qs\Ds)Ual(QE\DS)

= —J vAu, + J (Vue, v)v + J (Vue, viv.
Qe\De aO(QE\DE)(QE\DS) al(Qe\\DE)

Como

—J VAU, = J (Vue, v)jv = J (VUue, v)v =0,
Qe\\De aO(Qe\\De)(QE\Dz)

al(Qe\Dz)

podemos concluir que,

J (Ve Vv) = 0. (2.15)
O\ D¢
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Substituindo (2.15) em (2.14) teremos que

J VP :J |Vu£|2+|Vv|2=J |Vu£|2+J V2.
Q¢ O\ D¢ O\ D¢ O\ D¢

Sendo v =0 em 0o(Q \D;) teremos que v # 0 em Q. \ D, entao,

J IVv|]? > 0.
QD¢

Segue dai que

j VP zj |Vu512+J er|2>J Vi ?
€ O\ D¢ O\ D¢ O\ D¢

e, consequentemente,

J |v¢|2>J VP,
Q.

O\ D:

como queriamos demonstrar. Agora, utilizando (2.14) fazendo ¢ — 0 teremos que

— 1
. - . 2 7 2
i Cap(D.0) = lim | VuP = m |

Pelo Teorema da Convergencia Monotona, obtemos

1
lim — J VP2 :J VP
e—0 (1 —2¢)? QA D, O\ D

e, portanto,

lim Cap(D¢, Q) = J Vul?
e—0 o\ D

Por outro lado, pelo Lema 5 podemos concluir que

Cap(D. Q) = lim Cap(D.. Q) =J

IVu/?> = Cap(D, Q) = J IVul?
O\D

Q\D

e, concluimos que u € W'2(Q) tal que u € Wy(D, Q) e

Cap(D, Q) = J
O\.D

IVul? = J IVul?.

Q

Portanto,

Cap(D, Q) :J IVul?.
Q
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Proposicao 10. Seja D um dominio relativamente compacto e seja Q5 uma exaustao
cresente de M por dominios abertos relativamente compactos com D C Q;. Suponha que
9D e a_QJ sao suaves e transversais a OM, e para todo j seja u, o potencial de equilibrio
do capacitor (D, Qj) construido na Proposi¢io 9. Entdo u; converge monotonicamente
para uma fung¢ao w € C(M) OW%C’)QC(M) NC2(MN\D) tal que 0 <u<l,u=1emD, ué
harmoénica em MN\D, o 0 em 0:(M\.D) e u é uma supersolucdo de Neumann fraca

ov
da equacdo de Laplace em M. Além disso, Vu € L2(M) e

Cap(D) = JM IVul?.

Demonstracao. Sejam D um dominio relativamente compacto e ()5 uma exaustao cres-
cente de M por dominios aberto relativamente compactos com D C Q;, logo Q5 C intQ)
e M = U;Q;. Temos, ainda, que para todo j as funcoes 1y sao potenciais de equilibrio do
capacitor (D, Q;), assim, inicialmente, vamos estender as u; de tal modo que a mesma
fique definida em toda M. Para isso, tomemos u; = 0 em M\ Q;. Segue do principio da
comparacao que

0 < uj <u,~+1 < 1 em Q]\ﬁ

e, portanto, {u]-} é uma sequéncia mondtona e limitada que, consequentemente, converge
para uma funcao u. Notemos que, como u;(x) < u(x) < 1 entdo uj; =1 em 9yD. Dessa

forma, aplicando o limite com x — y onde y € 99D obtemos

xX—y

Dai, como u; sao fungoes continuas em D, pois u; = 1 em D, e u; — u monotonicamente
podemos concluir, pelo Teorema de Dini, que u; — u uniformemente e, consequentemente,

u é uma funcao continua, e ainda

u(x) = lim uj(x) =1 em D.
)—-+o0

Além disso, pelo tipo de estimativa de Schauder contida no Lema 1 em [22] para cada
« € (0,1), para cada jo, para n > 0 suficientimente pequeno, existe uma constante C

dependendo apenas de «,m,jg e da geometria de M em uma vizinhanca
B).Oﬂ'l = {X < Qjo\ﬁ; diSt(X, aoD U aoﬂjo) 2 T]} ,
tal que para todo j = jo

) < Csup hu;(x]].

Wy 2, )
| ]”C "o B2

M
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Como {u;}jen ¢ uma sequéncia limitada em C**(Bj, ), passando a uma subsequéncia se
necessdrio, podemos concluir que a sequéncia {u;}jey converge em C>%(B;, ;) para todo
jo en > 0 de modo que a funcao limite u é harmoénica em intM\D e C? sobre 9;(M\ D),
onde satisfaz a condicao de contorno de Neumann a—:: = 0, pois u; sao sequéncias de
solucoes de Dirichlet e, portanto, u; = 0 no 9M, em particular, u; = 0 em 0;(M\D).
Resumindo, u € C°(M\D) U C2((M\D) U (3;(M\D))) é a solucdo classica do problema

de fronteira mista

Au >0 no int(M\D)

a—: <0 sobre 9;(M\D)

u=1 sobre 0¢oD
O0<u<l.

\
Por outro lado, temos que

J |Vu)-|2 = Cap(D, Qj) onde lim Cap(D, 0;) = Cap(D, Q).
0j

j—ro0
Como u; € C2(M) N W'?(intM) converge uniformemente para u, em particular, uy

converge pontualmente para u e ainda Vu,; é limitado pois,

1/2
IVujllzomy = (J !Vuj\Q) — (Cap(D,M))""?.
M

Sendo M = U;Q; e Oj C M obtemos que

1/2

IV [[2m) = (Cap(D, M))"* < (Cap(D, Q;))

Assim, obtemos a afirmagao feita anteriormente. Segue facilmente (ver, por exemplo,
Lema 1.33 em [27]) que Vu; € L*(M) e Vu; — Vu fracamente em L?(M). Pela semi-
continuidade fraca do funcional energia segue que

JM IVu? < jli_}rrol0 inf JM Vy* = jh—>I£l<> Cap(D, M) = Cap(D)
e, portanto,

J Vul? < Cap(D)
M

Por outro lado, pelo Lema de Mazur, uma combinagao convexa u; da u; é tal que Vu; —
Vu fortemente em L?(M) e para cada u; € C°(M) N W"?(intM) tem suporte compacto,

e igual a 1 em D, é um potencial admissivel para o capacitor (D, Q) e ainda teremos que

J Vul* = lim J IV, > lim ian IV [* = Cap(D).
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Segue dai que
| wup > capo),
M
e podemos concluir que
J IVu? = Cap(D).
M

Finalmente, suponhamos que u nao seja constante de modo que, pelo Principio do Maximo
Forte, w < 1 em M\D. Tomando n, — 1 uma sequéncia de valores regulares de
U e vnD) € U lo,m o ainda definimos Ty = {x, w(x) <mnn}. Assim, utilizando o fato de

que

Au=0 em ¢ M\ D

g_t: =0 sobre Iy =TLNoM
o >0 sobre 0l = ol NintM.
ov

Temos que, dado 0 < p € CP(M) segue, da Identidade de Green e frn pAu = 0, que

n

JM<Vu,Vp> _ limJ (Y, Vo)

0
Como [, p% = 0, teremos

| vuve) = m| pSt=0
M n

e podemos concluir que

J (Vu,Vp) > 0.
M

Segue dai que u é uma supersolucao de Neumann fraca da equagao de Laplace em M.

]

Agora vamos obter a caracterizagao equivalente anunciada de parabolicidade para uma

variedade com bordo nao vazio.
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Teorema 10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa e orientada com bordo
OM # &. Os sequintes sao equivalentes:

(i) A capacidade de cada conjunto compacto K em M € zero.

(i1) Para cada dominio aberto relativamente compacto D € M eziste uma sequéncia
crescente de fungoes u; € Co(M) N WH2(intM) com u; =1 em D, 0 < u5 < uj4q < 1

harmonica no conjunto
{x, 0<uj(x) <1}nint(M)
tal que,

J |Vu]-|2 — 0 quando j — +oo.
M

(11i) M € parabdlica.

Demonstra¢ao. (i) = (ii) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, orientada e com
OM # @. Suponhamos que Cap(K) = 0 para cada conjunto compacto K em M e to-
memos D € M relativamente compacto. Temos que toda variedade com bordo possui
uma exaustao por dominios pré-compactos suaves. Assim, tomemos {€);} uma exaustao
crescente de M por conjuntos abertos relativamente compactos com bordos 09D, 00Q;
suaves transversais a OM com D C ;. Teremos que u; satisfaz as condicoes acima, e
pela Proposicao 9 obtemos que

J IVu;* = Cap(D, Q).
Q-

)
Dali,
.limJ !VujIQ = .limJ !Vu,jl2
J—+00 Jm J—+o0 0.

= lim Cap (ﬁ, Qj )

j—+o00

= Cap(D)=0.

(il) = (i) Agora, suponhamos que para cada dominio aberto relativamente compacto
D @ M existe uma sequéncia de pontos u; € C2 N WH(intM) com u; = 1 em D,

0 < uj < U4 < 1 harmonica no conjunto {x, 0 <u; < 1}NintM temos ainda

j—r+o0

lim J V> = 0.
M
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Assim, é suficiente provar que Cap(D) = 0 para todo dominio aberto relativamente com-
pacto D com contorno suave 0¢gD transversal a 0M. Para isto, tomemos uma exaustao
crescente de M por dominos relativamente compactos com 0¢); suave transversal a 0M,

tal que suppu; € Q;. Entao,

Cap(D) = lim Cap(ﬁ,Qj) < lim J ’VUjPZO-
Qy

j—+o00 j——+o0

Por outro lado, como cada funcao u; € Lip.(Q;), u; =1 em D possui suporte compacto,
teremos que u; # 0 para todo x € Q; logo,
J IVy;* > 0,
Qj
e assim 0 < Cap(D) < 0 e, consequentemente, Cap(D) = 0.
(i) = (iil) Suponhamos que Cap(K) = 0 para cada conjunto compacto K em M e

tomemos u € CO(M) N W, 22

o< (M) que satisfaz, no sentido Neumann fraco,

Au >0 no intM

0

s <0 sobre oM (2.16)
ov

supp U < +00.

Seja v = suppy W —uw + 1, de modo que v > 1. Dai, pela definigao de solugao fraca do

problema diferencial (2.16), v satisfaz a seguinte condigao
J(Vv,Vp) >0, paratodo 0<peCO(M)NW,”.

Em seguida, para cada dominio D relativamente compacto, tomemos ¢ € Lip.(M) com
@=1lemDe0< @ <1 Fazendo p = *>v (M) € CO(M)NW;*(M) como uma funcio

teste, teremos que
.

O<J<Vv,Vp> = [(Vv,V(e>v )

r

= (W, V(e*)v 1+ V(v 1)

r

= |(Vv,20Vev ! — @*v 2VV)

r

= [(Vv,2¢Vev ) — J(Vv, PV AVV)

r

— [20(v.Vov ) [@2(vv.v oy

r

= [2¢(Vev ', V) — J R AU VAR VR VA
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Segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que
0< J(Vv, Vp) = 2 J o(Ve,v V) — J @ vV < 2 J eV IVV|[Ve| — J R VEEAVAVES
Como ¢ =1 em D e usando a desigualdade de Young 2ab < 2a? + 1/2b?%, obtemos que
0 < QJ VIVl —J A VAY/ o
D D

Logo,

| prvve <2 el

D D

< J 2AVe|? 4+ 1/2v V|2
D

< J zyv@12+J 1/2v Vvl
D D
Segue dai que
J vIVVP? < J 2\V@|2+1/2J IV,
D D D
e consequentemente,
| vrwee—az| wowee < 2| ver,
D D D

isto é,
J VT2 < 4] Vol
D D

Tomando o infimo do lado direito sobre todas fungoes @ € Lip. que sao igual a 1 em D,

podemos tal que
J v 'Vv[? < 4Cap(D) = 0,
D

portanto, [v~tVv[> = 0 implicando que Vv = 0 e, consequentimente, v é constante. Sendo
v =supp U — u+ 1 teremos que u = supp, u — v+ 1 = const. Entao, u = const em
todo dominio relativamente compacto D. Assim, u é constante em M, portanto podemos
concluir que M é parabdlica no sentido da definigao.

(1i1) = (1) Suponhamos, por absurdo, que existe um conjunto compacto K com capacidade
diferente de zero, ou seja, Cap(K) # 0. Dai, sem perda de generalidade, podemos supor

que K é fechado de um dominio D relativamente compacto com contorno 09D suave
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transversal a 9M. Seja u o potencial de equilibrio de D tal que u € C° N W'2(intM) é

solucao classica do problema de fronteira misto

Au >0 no intM

0

o <0 sobre 0M

ov

0<u<l e u =1 sobre 90¢D,

que é nao constante pois, como Cap(D) # 0 podemos supor, sem perda de generalidade,

que Cap(D) > 0, entéo
0 < Cap(D) :J IVul?,
M

e, portanto, |Vul? # 0. Logo, u € C°(M) N W2(intM) é uma funcao super-harmonica
de Neumann fraca limitada nao constante. Contudo, isso contradiz o fato de que M é

parabdlica, portanto, Cap(K) = 0. O

2.2 Principio do Maximo de Ahlfors, parabolicidade
e graficos minimos

Um resultado classico de L.V. Ahlfors dez que uma variedade Riemanniana N (sem fron-
teira) é parabdlica se e, somente se, para todo dominio D C N com 0D # () e para cada
bordo acima, a funcao subharmonica u em D satisfaz supp u = supyp u. O resultado
foi estendido no cendrio de p-parabolicidade em [46]. Esta Segao visa fornecer uma nova
forma de caracterizacao de Ahlfors que é valida em variedades com bordo. Este, por sua
vez, sera usado para obter estimativa da funcao altura de hipersuperficies completas com

curvatura média constante (CMC para abreviar) imersas em espagos de produto da forma

N x R.

Principio do maximo global

Vamos provar a caracterizacao da parabolicidade do tipo Ahlfors declarada no Teorema 11.
Na verdade, uma versao deste Principio do Maximo Global envolvendo toda a variedade
e sem nenhuma condicao de Neumann sera crucial nas aplicagoes geométricas. Este é o

conteido do Teorema 12 que serd demonstrado no final desta Secao.
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Teorema 11 (Principio do Méximo de Ahlfors). Uma variedade M com bordo é parabdlica
se, e somente se, o sequinte Principio do Mdximo for vdlido. Para cada dominio D C M

com oD # 0 e para todo u € C°(D) N W,

loc

(D) satisfazendo

p

Au >0 no intD
0
au <0 sobre 0,D
ov

Supp u < 400,

no sentido fraco, vale,
supu = sup u.
D 30D
Demonstragao. (=) Seja M uma variedade que é parabdlica e suponhamos, por absurdo,

que exista um dominio D € M e uma funcio u € C°(D) N W.-2 (D) satisfazendo

loc
.
Au >0 no intM
ou
— <0 sobre 0:D
ov
supp u < 400,
\

tal que

supu > sup u.
D 20D

Assim, tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

supu > supu —+ g,
D 90D

entao, definimos o conjunto aberto
D, ={x € D;u>supu— &} # 0,
D

e D, CD. Assim, definimos a u, : M — R dada por

max{u, supp u} em D
u, =
supp U — ¢ em MA\D.

Afirmamos que u, define bem uma C°(M) N W2

Lo (M)-subsolucao da equacao de La-

place am M. De fato, em D temos que

U, (x) = max{u(x),supu — ¢},
D
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entao, se u(x) < supp w — € teremos que
U (x) =supu—e¢,
D
e assim,
Au, (x) = A(supu—¢) =0 no intD.
D

Agora, se u(x) > supp u — € obtemos

e, consequentemente,
Au, (x) = Au(x) = Ono intD.
Agora, em M\D teremos que
U, =Supu— &
e, portanto,

Au, = A(supu—e¢) =0.
D

Segue dai que Au, > 0 no intM. Por um lado, em D se u < supp —¢ temos que

Ue(x) =supu—eg,
D

logo,

0 0
te _ —(supu—¢) =0 sobre 0;D
ov ov p

Por outro lado, se u > supp u — ¢ tem-se

entao,

ou, 0
v = o < 0 sobre 0,D.
ov ov

Por ultimo, em M\D obtemos

U, =supu— ¢
D



Capitulo 2. Parabolicidade em Variedades Riemanniana 64

e, consequentemente,

ou, 0
e _ —(supu—¢) =0 sobre 0;(M\D).
ov 0V p

0
Portanto, % < 0 sobre 0M. Assim, pela Identidade de Green, obtemos que

Ooue
J cpAua=J (0 e —J (Vue, Vo),
intM om0V intM

onde 0 < @ € C¥, entao

ou,

Ogj @Aus—J @ :_J (Vue, Vo).
intM om0V intM

Logo, obtemos o resultado desejado. Além disso,

supu, = supu < 400.
M D

Como M é parabdlica e u, satisfaz

4
Au, >0 no intM
ou,

<0 sobre 0M
ov

supp Ue < 400,
podemos concluir que, 1, é constante em M. Em particular, suponhamos ter escolhido

e > 0 de tal forma que supp u — € nao ¢ um méaximo local para u, entao,
Ue(x) =supu—e¢ em 0D, # (.
M

Como u, é constante em M, em particular, é constante em D, assim, podemos concluir
que
u=supu—e em D.

M

Logo, u é constante que é um absurdo. Portanto,
Supu = sup u.

D 20D
(<) Suponhamos, agora, que para todo dominio D € M com 0yD # ) e para toda fungao
ue COD)nNw,?2

loc

(D) satisfazendo

Au >0 no intM
0
au <0 sobre 0;D
ov

supp u < 400,

\
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no sentido fraco, satisfaz

Supu = sup u.
D 90D

De maneira analoga, suponhamos, por absurdo, que M nao seja parabdlica. Entao, existe

uma funcio nao constante v € CO(M) N W;22 (M) que satisfaz

loc

;

Av >0 no intM
0
ik <0 sobre oM
ov

V' =supp v < +oo.

Assim, dado n < v* consideremos o dominio
Q, ={xeM; v(x) >n}#0.

Podemos escolher 1 suficientemente préximo de v* de tal forma que intM ¢ Q.. Em

particular, teremos que
00, C{v=n} e 0,Q, =0Q,NM # 0.

Assim, v € C°(Q,) N w2

1oc(Qy) é uma subsolucao fraca de Neumann limitada em Q.

Além disso,

sup v=m<Vv"=supv,
ao.()_n Qn

o que é um absurdo, portanto, M é parabdlica. O

Se tomarmos D = M na primeira metade da prova acima, parece que a condicao de

Neumann nao desempenha nenhum papel.

Teorema 12. Seja (M, g) uma variedade parabdlica com bordo M # ). Seu € C°(M)N
W2 (int(M)) satisfaz

loc
Au >0 no mtM
Supy u < +00,

entao,

supu = sup u.
M oM
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Demonstragao. Seja (M, g) uma variedade parabélica com bordo OM # e uw € C°/(M)N
wi2

loc(int(M)) uma funcado que satisfaz

Au>0 no intM
supp U < +00.

Suponhamos, por absurdo, que

supu > sup u.
M oM

Entao, podemos tomar ¢ > 0 suficientemenete pequeno tal que,

supu > supu + 2¢,
M oM

assim definimos a funcao u, € C°(M) N Wllfc

((M)) dada por

max(u,supp,u—e€) em Qo
u, = (2.17)
Supp U — € no M\Q,,,

onde definimos o conjunto
Qs ={x €M, u(x)>supu—2¢}.
M

Como Q,, C intM, temos que U, é constante em uma vizinhanga W de 0M.. Afirmamos
que se Au > 0 fracamente no intM segue que u. é um subsolugdo de Neumann fraca
em M. Com efeito, por hipotese temos que Au > 0 fracamente no intM, logo, u é uma
funcao subharmonica e ainda, o maximo de uma fun¢ao subharmonica é subharmonica.
Por (2.17) obtemos que 1, também serd subharmonica fracamente no intM. Tomemos
uma fungao teste 0 < @ € CP(M) e notemos que u, é constante em W Nsupp(¢), assim

encontramos uma fungao de corte 0 <1 € CX(intM) tal que

(Vue, Vo) = (Vu,, V(n - ¢)).

Para isto, basta considerar o conjunto compacto K = (M\W) N suppM no intM e ainda
tomemos uma vizinhanca O € intM de K e escolhemos 0 <1 < 1 de tal modo quen =1

em Q, supp(n) C intM. Podemos concluir que

—J V.. Ve) = —J (Ve V(n - ) > 0.
M intM



Capitulo 2. Parabolicidade em Variedades Riemanniana 67

para toda 0 < ¢ € C®(M). Portanto, u. € w2

1oe(M) é uma subsolucao de Neumann

fraca da equacgao de Laplace em M. Além disso,

supu, = supu < 4o00.
M M

Como M ¢ parabdlica podemos concluir que u, é constante, ou seja,

U, =sup—e em M,
M

entao u < supy, U em M e, consequentemente, Q. = () que é um absurdo. Portanto,

sup u = sup u.
M oM

Diferentes nocoes de parabolicidade e observacoes sobre mapas
minimos

Nesta secao, levantamos diferentes conceitos de parabolicidade que podem ser encontrados
na literatura e estabelecemos algumas relagoes entre eles. Também mostramos como o
ponto de vista do Principio do Maximo de Ahlfors pode ser usado para deduzir resultados
em graficos minimos em R3.

Se M tem bordo nao vazio OM # (), uma verificacao rdpida da literatura mostra
que existem muitas definigdes (ndo equivalentes) de parabolicidade. O mais cléssico,
que também é o que adotamos ao longo do texto, foi sistematicamente usado por A.
Grigor’yan a partir de [2], [5], e afirma que M é parabdlica, desde que o movimento
browniano refletido em M seja recorrente. Isso é, equivalente a exigir a propriedade do
tipo Liouville declarada na Definicao 12 acima, que impoe condi¢oes de contorno do tipo
Neumann nas funcgoes relevantes. Por essas razoes, ao longo desta se¢ao iremos nos referir
a essa propriedade como Neumann-parabolicidade ou, resumidamente, N-parabolicidade.

Uma segunda definigao interessante pode ser encontrada em um artigo de R. F. De
Lima, [43], que estava interessado em principios de méaximo no infinito para superficies
CMC. Sua definicao vai na direcao da caracterizacao classica do Principio Maximo de
Ahlfors de variedades parabdlicas sem bordo.

Na terminologia de De Lima, temos o seguinte
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Definigao 14. Uma variedade Riemanniana (M, g) com bordo OM # () é A-parabdlica
se para toda u € CO(M)N W,

loc

(M) solugao do problema

Au >0 no mtM

supyp U < 400,

assegura que

sup U = sup u.
M oM

Como ja observamos na subsegao anterior no Teorema 12, temos que a definicao

cléssica (ou seja, Neumann) de parabolicidade implica aquela introduzida por De Lima.

Proposicao 11 (Teorema 12). Assuma que (M, g) é uma variedade N-parabdlica com

contorno OM # ) e seja w uma solugdo fraca do problema

Au >0 no intM
Supy u < +00.

Entao,

sup U = sup u.
M oM

Em particular, uma variedade N-parabdlica com bordo é A-parabdlica.

Demonstra¢ao. A mesma argumentacao apresentada no Teorema 12.

]

Finalmente, uma terceira definicao proveitosa vem de trabalhos muito recentes na
teoria das superficies minimas no espago Euclideano, [37], [17], [40] e [45]. Uma variedade
Riemanniana ¢ dita parabdlica se fun¢oes harmonicas limitadas sao determinadas por seus

valores de bordo. Isso é equivalente ao seguinte

Definigao 15. Uma variedade Riemanniana M com bordo OM # () é D-parabdlica se a

unica solucao do problema
Au=0 no ntM
u=20 sobre oM
supp U < 400

€ a funcgao constante uw = 0.
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A nocao de D-parabdlica estd relacionado com a classica de Neumann através do

Principio do Maximo de Ahlfors.

Proposigao 12. Suponha que (M, g) é uma variedade A-parabdlica com bordo OM # ()

e seja w uma solugao do problema

Au=0 no mtM
u=20 sobre OM
supyp Ul < 4o00.

Entdo, w= 0. Em particular, uma variedade N-parabolica é D-parabdlica.

Demonstragao. Seja (M, g) uma variedade A-parabdlica com bordo OM # () e ainda u

uma solucao do problema
Au=0 no intM
u=20 sobre 0M
suppy Ul < 4o0.

Aplicando a definicao de A-parabdlica as fungoes u e —u obtemos que

supu =supu

M oM
e
sup(—u) = sup(—u)
M oM
infu = infu.
M oM

Por outro lado, temos que uw = 0 sobre 0M entao,

supu =supu = 0.

M oM
e
infu=infu=0,
M oM
portanto,

supu = infu = 0.
M M
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Assim, para todo x € M temos que

0=infu<u(x) <supu=0
M M

0<u(x) <0.
Logo, podemos concluir que u = 0 para todo x € M e dai, obter o resultado desejado. [
No entanto, o inverso nao se aplica em geral.

Exemplo 1. O semi-espaco fechado

—=—m+1

R, ={(xy) eR™xR; y >0} de R™" m>2
¢ D-parabilica.

Com efeito, seja u uma fungao harmonica limitada em R™ ! que é identicamente nula

em OR™"! em outras palavra,

Au=0 em R
u=0 sobre ORT".

Entao, sua reflexao impar é limitada e harmdnica em R™*! e, portanto, pelo Teorema de
Liouville podemos concluir que u é constante em todo o R™*!. Contudo, u = 0 sobre

R e assim, u =0 em todo o R™"!. Logo,
—m-+1
u=0em R,

e, consequentemente, RTH é D-parabdlico.

Uma demonstracao alternativa, que pode ser passivel de extengoes para configuragoes
geométricas mais gerais, dependem do fato de que, usando o Nicleo de Poisson do semi-
espaco, pode-se provar que, para cada funcao limitada u € CO(RTH) que é harménica
tem a estimativa

HUHLDO(RTH) < HuHLOO(aRT“)’

. —m+l .
que, novamente, produz a D-parabolicidade de RTJF pois, u = 0 sobre OR™"! logo
HuHLOO(aRT“) =0,
entao,

||u'||L°°(]RT+1) < ||u—||[_oo(aRT+1) = 07
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consequentemente, HuHLm(RTH) =0 em R Assim, pela propriedade de norma pode-
mos concluir que uw =0 em RT. Daf, segue o resultado desejado. Por outro lado, nao
¢ Neumann parabdlica, uma vez que possui Nicleo de Green de Neumann que é dado

explicitamente em termos de todos o Nicleos de Green de R™! por

NG(x,y) = G(x,y) + G(x,y") com y' = (Y1,-- -, Ym, —Ymr1)-

E conhecido de [5] que, se M é completa com respeito a fung¢ao de distancia intrinseca d,
entao as condigoes geométricas que implicam parabolicidade dependem das propriedades
de crescimento de volume do espaco. Para darmos uma declaragao mais precisa, é conve-
niente introduzir algumas notagoes. Tendo fixado uma origem de referéncia, o € intM,
definimos B}'(0) = {x € M; d(x,0) < R} e 0BX(0) = {x € M; d(x,0) = R}, a bola
e a esfera métricas de M centradas em o e de raio R > 0 tais que esses conjuntos sao
relativamente compactos. Denotamos também por r(x) = d(x,0) a funcao distancia de
o. Claramente, r(x) é Lipschitz, portanto, diferencidvel em intM. Portanto, pela féormula

de co-drea aplicada a Tli,xm € o fato de que volBY'(0) = vol(B¥'(0) NintM), temos

diRvolBQ/l(o) = Area(0oBY'(0)), (2.18)

para todo R > 0. Dai, podemos enunciar o seguinte resultado

Teorema 13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM # (). Se, para

algum ponto de referéncia o € M,

= —|—oo7

o 1
J Area(doB}¥'(0))

entao M é N-parabdlica.
Demonstracao. Veja [5]. O

Observagao 6. F uma consequéncia da formula de co-drea que a condi¢do de crescimento

da darea seja implicada pela condi¢ao de crescimento do volume

o R
J volBM(0) oo

Este ultimo, por sua vez, seque de uma hipotese de crescimento de volume quadrdtico

volBR(0) = O(R?), quando R — 400 (2.19)
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Proposicao 13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com bordo ndo vazio

OM, e assume que

1
wol0BY (o)) ¢ L'(+00) (2.20)
ou
¢ 1 (to0) (2.21)
vol(B¥'(0)) ’ '

vale para alguma origem o € intM. Entao, (M,g) é N-parabolica e, portanta, D-

parabolica.

Demonstracao. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com M # (). Assim,

assumimos que

volBY o)) ¢ L (o)
logo,
oo R
| =
Entao, pela Observagao 6 podemos concluir que M é N-parabdlica. O

Observacao 7. Como consequéncia da formula da co-drea, a condi¢ao de crescimento de

volume (2.21) implica a condi¢ao de crescimento de drea (2.20).

Com efeito, pela desigualdade de Holder, temos

t T t . d d 1
—dr = EE—————E | 5] _ [ —=voIB . d
|, wmt = |, wmear B (dtVO o)k > ’

1/2 1/2
t T 2 d ¢ d
< volB,(0)) dt IB =T Er IB =T
(L (VO“%(O))) g OB (O)lerdr (Jo at OB o)l d’")

Agora, utilizando integracao por partes obtemos

t T d - 2 .
Lmaml&(o)!t_rdr = (W) volB,(0)l§

t 2rvolB,(0) — QrQ%VOIBt(o)It_T
_Jo (volB,(0))?

= r—2|t — Jt Ldr
~ volB.(0)" J, volB(o0)

t T > d
—F2J‘ <;Eﬁé_faj) 'EEVOIBt(O)h:rdr'
0 T
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Utilizando novamente integracao por partes, teremos que

J‘t—r 4 olB(0)|i=rdr = —rz ]t—ZJt—r dr
o volB,(0)) dt ot O E = G0B (0)0 T ), VoIB, (o)

L ¢ T
o Tyl - g
2B o]0 L volB, (0)

t T > d
+4J <VQTM) EVOlBt(O”t:TdT.
0 T

Organizando a equacao acima, teremos que

t d 2 t
—3J ;—volBt(o)|t_Tdr:3r—|g—6J —_ ar

o volB,(0)) dt volB. (o) o volB,(0)
portanto,
t T d 2 ooy
~ volB dr=——— {4+ 2| ————dr.
JO volB, (o)) at "Bt (Ol=rdr = =Copr o+ L volB,(0) "
2
Como —mg < 0, teremos que

t T d t T
— ' B (0)dr <2| ——ar.
L volB. (o)) dt " Brl0)li=rdr L volB, (o) "

Entao,

t T t T 1/2 t d 1/2
——dr < (2| ——— —volB —r
L volB, (o) " ( L volBr(o)dr> (L a B0l dr)

t 1/2
N T 1/2
= \/5 (J —(O)dr) (VOlBr(O)) .

0 VOIBT

Como volB,(0) = f; Area(0B,(0)), teremos

t N 1/2 t
J —(o)dr) gJ Area(0B,(0)),

0 VOlBr 0

ol
V2
fazendo t — 400, obtemos

J+°° ﬁd» N < roo Arca(0B,(0)).

0 VOlBT 0

5
V2
Por hipotese, podemos concluir que
+o0o
J Area(0B.(0)) = +oo.
0
Segue que a condi¢ao de crescimento de volume em (2.20) implica em crescimento da area

em (2.21).
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Em vista das aplicagoes, vale a pena observar algumas formas equivalentes importantes
de D-parabolicidade. Comegamos com uma caracterizagao ttil descrita em [18] e que em
uma forma germinativa pode ser rastreada até [1] (ver a Observagao 8 abaixo).

Se {Q} é uma exaustdo de M por uma sequéncia crescente de conjuntos abertos
relativamente compactos Qy € Qi1 com 09Qy # () transversal a OM, denotamos por

Vi a solucao do problema de Dirichlet
Avi, =0 no intM,
vi =0 sobre 0:Q;, (2.22)

vi =1 sobre 09Qx.
Note que a solugao vy que pode ser obtida por uma aplicagao padrao do procedimento
de Perron, satisfaz 0 < v < 1 e é em todos os pontos exceto em 0;Qy N 00Qx. Uma vez
que Viyq é continua em Qy, pelo Principio do Méximo Fraco usual, a sequéncia {vy} é

decrescente.

Proposicao 14. Seja M uma variedade Riemanniana com bordo OM diferente de vazio.
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i— M € D— parabilica.

ii— Para toda exaustao crescente (i com as propriedades descritas acima, a solucao vy

do problema de Dirichelt (2.22) satisfaz vii — 0 sobre M quando k — +o0.
iii— Entao existe uma exaustao crescente Oy com as propriedades descritas acima para

que Vi, — 400 quando kK — +oo.

Demonstracao. i) = ii) Seja M variedade Riemanniana com 0M ## (), suponhamos que
M seja D-parabdlica, e ainda, para toda exaustao crescente {Qy} de conjuntos relativa-
mente compactos Qk € Q1 com 0pQy # () transversal ao OM onde vy ¢é a solucao de

problema de Dirichlet:

.
A\lk =0 no intQk,

vi =0 sobre 01Q,

[ Yk = 1  sobre 00Q.
Como vy ;1 é continua em Qy segue do Principio do Maximo Fraco que {vi} é uma

sequencia decrescente, ou seja,

0< vk Sve <L
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Sendo {vi} é uma sequéncia mondétona e limitada, teremos que a mesma converge mo-
notonicamente para alguma funcao v sobre Q. Assim, pelo Teorema de Dini, podemos
dizer que essa sequéncia converge localmente uniformemente para a funcao v limitada em

M que ¢ solucao de
Av =0 no intM,

v=0 sobre OM.

Portanto, pela definicao de D-parabolicidade podemos concluir que v = 0 e, assim,
vk — 0 quando k — 4o0.

i1) = iii) E notdrio que essas condigoes sao equivalentes.
iil) = 1) Suponhamos que exista uma exaustao crescente {Qy } de abertos reltivamente
compactos Qy € Qi1 com 09Qy # ) transversal ao OM tal que {vy }xen é uma sequéncia

que satisfaz

Aviy =0 no intM,

vi =0 sobre 0:Qy,

[ vk =1 sobre 09Qx,

onde v, — 0 quando k — +o00. Tomemos u € C?(intM) N C°(M) limitada que satisfaz

Au=0 no intM

u=>0 sobre OM.

Ao dimensionar, podemos supor, sem perda de generalidade, que [u| < 1 em M. Como
u=0<ve=u<vg sobre 00,

segue do Principio do Maximo Fraco que u < vy em Qy. Aplicando o limite com k — +00

obtemos

u= lim u< lim vw=0=u<0,
k—+4o00 k—+o0

e, realizando o mesmo processo para —u, obtemos —u < vy sobre 00y e, portanto,

—u < v em Qy. Entao, aplicando o limite com k — +o00 teremos que

—u= lim —u<< lim vw=0=—-u<<0=u>0.
k—-+o0 k——+o0

Portanto, u = 0 em cada Qy e, consequentemente, w =0 em M, pois, M = U Q. O
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Observacao 8. Observamos que quando M € um dominio suave de uma variedade suave
N sem bordo, a caracterizacao dada na Proposicao 14 coincide com a noc¢ao de nao
masswidade de M apresentada em [1], ou seja, a propriedade de que M ndo suporta
uma fungao subharmonica limitada ndo negativa de modo que v = 0 sobre N\intM e

supp vV > 0.

De fato, [1], Proposicao 4.3 mostra que a média harmonica do conjunto complementar
de M ¢ o limite das solugoes para o problema (2.22) e é igual a 0 se, e somente se, M
nao for macico. No caso de variedade sem bordo, a existéncia de um conjunto macico
apropriado acaba sendo equivalente & nao parabolicidade da variedade [1], Teorema 6.1.
Como veremos na proxima subsecao, Lema 7, toda variedade Riemanniana com bordo
nao pode ser considerada como um dominio em uma variedade Riemanniana sem fronteira,

entretanto esta extensao nao ¢ parabdlica.

Proposigao 15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM diferente de
vazio. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) M é D-parabdlica.

(i) Para toda funcdo limitada uw € C®(intM) N CO(M) tal que Au =0 em intM teremos

supu =supu e infu =infu,
M IM M oM

(iii) Para todo dominio Q conexo em M e toda funcao limitada u € C®(intQ) N C°(Q)

satisfazendo Au =0 em intM temos que

supu=supu e infu =infu.
I'e) 20 Q 00
Demonstracao. (iil) = (ii) Seja Q um dominio conexo em M e u € C*®(intQ) N C°(Q)
uma func¢ao limitada que satisfazendo Au = 0 em intM tal que
supu =supu e infu =infu.
Q 20 Q 00

Pela conexidade de Q, podemos concluir que para qualquer funcao u € C*®(intM)NC°(M)

tal que Au = 0 no intM vale

supu =supu e infu = infu.
M IM M oM

(il) = (i) Agora, suponhamos que para toda funcao limitada uw € C*®(intM) N C°(M) tal

que Au = 0 no intM vale

supu =supu e infu = infu.
M IM M oM



Capitulo 2. Parabolicidade em Variedades Riemanniana 7

Tomemos a funcao limitada u € C*®(intM) N C°(M) onde a mesma satisfaz
Au=0 no intM
u=0 sobre OM,

entao,

supu=supu=0 e infu=infu=0.
M M M oM

Assim, para todo x € M obtemos que
0= i]\r}[fu <u(x) <supu =0,

isto é,

para todo x € M. Segue dai que u = 0 sobre M e, consequentemente, M é D-parabdlica.
(i) = (iil) Suponhamos que M seja D-parabdlico e ainda Q é um dominio em M onde
dado u € C®(intQ) N C°(Q) uma funcdo limitada tal que Au = 0 sobre intQ. Ao
dimensionar, podemos assumir, sem perda de generalidade, que |u| < 1 sobre M. Agora,
consideremos a func¢ao
U=1u—supu,
20
de forma que
u<supu=u=u—supu < 0 sobre 0Q
20 20

e At = Au = 0 em intQ. Seja {Qy }ren uma exaustao crescente de M e vy uma sequéncia

de funcgoes descritas na Proposicao 14. Como
u <0< vy,
sobre 0(Q N Qy), segue do Principio do Maximo Fraco que
u<ve no QNQy,
e ainda, aplicando o limite com k — +o00 obtemos que

U= lim u < lim v =0 sobre Q.
k—+o0 k—+o0
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Entao,

u—supu=u<0=u<supu.
2Q 2Q

Portanto, supo U = supyo u. Agora, tomemos a funcio —u € C®(intM) N C(Q)
limitada tal que A(—u) = 0 sobre Q. Ao dimencionar, podemos assumir, sem perda de

generalidade, que [u| < 1 sobre M. Assim, consideremos outra fungao

v = (_u) _ Sup(_u) = —Uu-+ infu < 0,
20 00

de tal modo que

sobre Q. Assim,
0>V sobre 0Q

e Av = Au = 0 em intM. Seja {Qy}ken uma exaustao de M e vy uma sequéncia de

funcoes descrita na Proposicao 14. Dald,
v<0< vy = V< v sobre 0(QN Q).
Segue pelo Principio do Méaximo Fraco que
v < v sobre QNQy
e ainda, aplicando o limite com k — +o00 teremos

v= lim v < lim v =0 sobre Q.
k—+oo k——+o0

Logo,
—u+infu<0 = infu<u sobre Q.
FYe) Yo

Portanto, infao u = infp u e, assim, obtemos o resultado desejado.

]

Talvez supreendentemente, a parabolicidade de Dirichlet implica uma versao mais forte
do Principio do Maximo de Ahlfors, que envolve fun¢des subharmonica e define a diferenca
final entre a parabolicidade de Neumann e de Dirichlet. O 1ltimo lida com funcoes
subharmonicas limitadas, cujo supremo é atingindo em 0Q = 9,0 U 0;Q), enquanto no
primeiro considera as fungoes subharmonicas limitadas superiormente, que atinge seu

supremo em 0yQ).
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Proposigao 16. Seja M uma variedade com bordo OM # (). Entdo as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) M € D-parabdlica.

(i) Para todo dominio Q C M e toda fungdo limitada u € C®(Q)NW,?2

loc

(intQ) satisfa-
zendo Au = 0 em intCQ) implica

supu = sup u.
Q 20

(ii1) Para toda funcdio limitada uw € CO(M) N W, 2

LocintM) satisfazendo Au > 0 sobre

ntM implica

sup u = sup u.
M oM
Demonstracao. (1) < (iii)
Pela Proposicao 15 temos imediatamente que (iii) = (i). Assim, basta verificar que
(1) = (iii). Suponhamos, por absurdo, que u é uma funcao limitada em M e que satisfaz
a condicao que Au > 0 no intM e
supu > supu = [

M oM

Definimos a funcao u: M — R dada por

max{u(x) — u, 0}

u(x) = ,
supp [ul + [uf
e observe que 0 <1 e CO(M)nN Wllfc(intM) N L (M) satisfaz
~ — 0 1
Au=A (max{u(x) H }> = ———A(max{u(x) — u,0}) >0 sobre intM.
supp ul + [u supp [uf + [p

Como u(x) < pu sobre 9M podemos concluir que

G max{u(x) — u, 0} L A0,
supp uf + [yl

Por tltimo, 0 < supy, U < 1. Portanto, de u é padrao concluir que uma fungao harmonica

v e COfM) N C®(intM) NL>®(M) é tal que
v > U sobre M,v =0 sobre 0M.

Isso ocorre por meio do procedimento de exaustao em [1], p.157 ou aplicando —u & técnica

de reducao descrita em [32], p.132; Teorema 4.3.2. No ultimo caso, o desaparecimento de
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v sobre 0M é provado construindo para cada ponto de 0M uma barreira global maior que
u. Como,

supv >0 =supv = supv >supv,

M oM M oM

segue que v nao é uma aplicacao constante e, consequentemente, v # 0 em M o que é um
absurdo pois, M é D-parabdlica.
(il) & (iii)
Segue, novamente, da Proposisdo 15 que (i) = (iii). Por outro lado, Suponhamos

que (i1) nao seja satisfeito. Entao, existe um dominio Q de M e uma fungao limitada

u e COl Q)N W2 (Q)NL®(Q) satisfazendo Au > 0 em intQ e

loc

supu > supu = L.
Q 20

Dado um 0 < & << 1 suficientemente pequeno, podemos construir uma funcao u €

Co(M) N WL2 (intM) N L®(M) dada por

loc

max{u(x) —u—¢,0} em Q
U (X) =
0 em M\Q

de tal modo que as seguintes condicoes sao satisfeitas:
Au, = A(max{u(x) —u—=¢,0}) >0
no intM. Como u < p sobre 0M, logo u — p— ¢ < 0, segue que
u, = max{u(x) —u—¢,0},
sobre 0M e, por ultimo, 0 < supp, we. Portanto,

supu, > 0 =supu,.
M oM

Segue entao que (iil) nao esta sendo satisfeito, e com isso obtemos o resultado desejado.

O]
Como consequéncia das proposicoes acima, temos

Corolario 4. Seja M uma variedade com bordo e Q um dominio suave em M. Se M
¢ D-parabolica entao M\Q € D-parabdlica. Se Q € relativamente compacto, e M\Q ¢é

D-parabdlica, entao M € D-parabdlica.
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Demonstracao. A primeira afirmacao segue imediatamente da Proposicao anterior (i) <
(ii1). Suponhamos agora que Q é um dominio relativamente compacto em M e M\Q é

D-parabdlica. Assim, seja a funcao limitada w € C%(intM) N C°(M) que satisfaz

Au=0 no intM

u=20 sobre 0M.

Por um lado, como M\Q é D-parabdlica obtemos que
sup wu= sup u= sup u,
M\Q (M\Q) 90QU(OM\d,0)
como Q) é relativamente compacto teremos que
supu =supu
Q 20
tal que, se supp, o U = supp o U entao o maximo de u é atingido no intM. Segue do
Principio do Méaximo Forte que u é constante em M e, portanto, w = 0 sobre O9M. Por
outro lado,
supu < supu =20
C1Ye) oM
e, portanto, u < 0. Argumentando de maneira similar para —u obtemos que
sup(—u) < sup(—u),
1Y) oM

= —inf u < —infu,
300 oM

= inf u > inf u,
300 oM

logo,

mfu>infu=0
3,0 oM

entao u > 0. Assim, u =0 em M e, consequentemente, M é D-parabdlica.

O

Observacao 9. No coroldario acima, aplicando o Lema 7 abaixo, podemos pensar em
M como um dominio de uma variedade Riemanniana N sem bordo, e olhando para a

D-parabolicidade como nao massividade de M, recuperamos [1], Proposi¢cdo 4.2.

O Corolério 4 por sua vez, implica a invariancia da D-parabolicidade sob pertubacoes

compactas.
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Corolario 5. Seja My e My variedades Riemannianas e suponha que existam conjuntos
relativamentes compactos Q1 C My e Qo C My tal que M \Qq € isométrico a Mo\ Q.

Entao, My € D-parabdlica se, e somente se, Moy 0 €.

Demonstracao. Sejam M; e My duas variedades Riemannianas e ainda suponhamos que
existam conjuntos relativamente compactos Q; C M; e Qs C My. Pelo Coroléario 4
teremos que M;\Q; é D-parabdlica. Como M;\Q; é isométrico a My\Q,, existe um
difeomorfismo f : M;\Q; — My\Q,. Assim, dado a funcdo u € C*®(int(M;\Q;)) N
Co(M;\Q;) que satisfaz

Au=0 no lHt(Ml\Ql)

u=0 sobre 9(M;\Q,),

obtemos a funcao composta v =uof ! € C®(int(Ms\Q5)) N C*(My\Q5) que satisfaz

Av = A(u e} fﬁl) =0 no int(Mz\Qg),

v=(uof ) =0 sobre 9(Ms\Qs,).
Segue que,
Av=0 no int(M\Q5)
v=0 sobre 0(My\Qs,).
Como (M\Q;) é D-parabdlico temos que u = 0 sobre M;\Q; e assim,
v=(uof =0 em My\Qy =f(M;\Q4)
=v=0em f'(M\Qy) = M;\Q;.
Portanto, My\Q, é D-parabdlica. Segue do Corolario 4 que My é D-parabdlica. n

Como ultima condigao suficiente para a ‘D-parabolicidade, temos a seguinte versao do

teste de Khas'minskii.

Lema 6 (Teste de Khas'minskii). Seja M uma variedade suave com bordo OM. Se existe
um conjunto compacto K C M e uma funcio 0 < ¢ € CO(M\intK) N Wllfc(z'ntM\K) tal

que d(x) — +oo quando x diverge, e

(intM\K),

loc

—J (Vd,Vp) <0 Y0 < pe COM\intk) n W2
ntM\ K

entio M € D-parabdlica.
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Demonstracao. Sejam M uma variedade suave e u € C°(M) N C*®(intM) uma funcao

limitada que satisfaz
Au=0 no intM
u=0 sobre OM.

Assim, vamos verificar que u < 0 sobre M e ainda, por um argumento similar podemos
mostrar também que u > 0 sobre M, e concluir que u = 0 em M. Para isto, suponhamos,
por absurdo, que

supu > 0.

M
Como u nao pode atingir seu supremo no intM teremos pelo Principio do Maximo Forte

e uw =0 sobre OM que u nao atinge seu supremo em M e, portanto,
supu < sup u.
K M
Dai, afirmamos que, dado y > 0 tal que
supu <y < supu,
K M
e ainda, escolhendo xq € M\K tal que
u(xo) >v; v=u—vy—ed,

onde ¢ > 0 é suficientemente pequeno e 0 < ¢ € CO(M\intK) N W,

loc

(intM\K) de tal

forma que
v(xo) = ulxo) =y —ed > 0.
Com efeito, tomemos € = W > (0 entao

Vixo) = ulxo) —v —ed(xo)

2u(xo) — 2y — (v — u(xo)) d(x0)
2
(u(xo) = v)(2 — $(x0))

= 5 > 0.

Obtemos assim o resultado desejado. Agora, definimos o conjunto

Q ={x; v(x) >0}
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Temos que u = 0 sobre OM, logo v = —y —e¢ como 0 < ¢ € CO'(M\ ]2) Nw,?2

loc

(intM\K)

teremos que ¢ = 0 em K entao
v=—vy<0=v<0,

e ainda, Q = {x; v(x) > 0}, segue que QN (KUIM) = 0.
Agora, suponhamos que Q nao seja limitado. Logo, existe uma sequéncia de pontos

{xxken em Q tal que xi — 400, entao

kETmV(Xk) = kgrfoo(u(xk)—v—w(xk))

= lim (u(x)—7v)—¢ lim ¢(xk).
k——+o0 k——+o0

Como u é uma funcao continua e limitada em M, teremos que limy_, o U(Xy) existe e é
finito, logo
lim v(xy) = lim (u(xx) —7v)—¢ lim P(xy) = —o0.

k——+o0 k—+o0 k—+o0

Contudo, isto é um absurdo, pois, v(x) > 0 para todo x € Q. Assim, QQ é um conjunto

limitado quando x diverge. Além disso, v =u—vy — e, obtemos
v = Alu—ed) =Au—eAd.

Sendo ¢ uma funcao subharmonica, pela Identidade de Green temos

20
0z-| veve = | pae—| o
intM\ K int M\ K a(M\K) OV

Como p > 0, teremos que Ad < 0, g—i) > 0 e assim
Av =—eAd > 0= Av =0 fracamente em Q
e ainda,
v=u—7v—¢ed <0 sobre 0Q).

Logo, pelo Teorema da Comparacao, teremos que v < 0 em Q. o que é um absurdo.

Portanto, supy, uw = 0. Agora, suponhamos, por absurdo, que

—infu =sup(—u) > 0= infu < 0.
M M M
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Como —u nao pode atingir seu supremo no intM entao pelo Principio do Méaximo Forte

e u = 0 sobre 0M segue que —u nao pode atingir seu supremo em M e, portanto,

sup(—u) < sup(—u) = infu > inf u.
K M K M

Logo existe o« > 0 tal que
infu > « > inf u,
K M

e assim, é possivel escolher xg € M\K tal que

—uU(xg) >, v=—u—oa—ed

—a —u(x)
2
de tal modo que

> 0 é suficientemente pequeno e 0 < ¢ € CO(M\intK)NW.-

onde ¢ = Loe (intMAK)

(u(xo) — ) d(xo)

v(xg) = —oa—u(xg)+ 5
_ 2a— 2u(xo) 4+ uxo)P(x0) — adp(xo)
2
(—oc—u(x0))(2 — d(x0))

— 5 > (.

Assim, podemos definir o conjunto
Q ={x; v(x) > 0}.
Temos que Q # 0 pois, xg € Q. Como u = 0 sobre 0M temos que
v=—ax—¢ep <0=v<0 sobre KUIM

e ainda Q = {x; v(x) > 0}, portanto, QN (KUdM) = . Utilizando o mesmo argumento
apresentado anteriormente, podemos concluir que Q ¢é limitado quando ¢(x) — 400 com

k — +o0 e ainda, teremos que
Av > 0 fracamente em Q

v<0 sobre 0Q),

gerando, assim, um absurdo. Portanto,

S]l\l/lp(—u) =0= 1’I\1Afu =0.

Assim, podemos concluir que

O=infu<u<<supu=0 Vx € M,
M M

logo u = 0 para todo x € M e, consequentemente, M é parabdlica.
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Ntcleo de Green de Dirichlet

A partir das consideracoes realizadas da Secao 1.4, vamos mostrar que cada variedade
com bordo admite um Nucleo de Green de Dirichlet. No entanto, ao contrario do cenério
de Neumann, a existéncia de um Nucleo de Dirichlet Green nao esta relacionada com a
parabolicidade de Dirichlet da variedade subjacente. Daremos inicio a essa Secao com o

seguinte exemplo,

Exemplo 2 (Semi-espago euclidiano). Rewvisitando o Exemplo 1. Seja

—m-+1

R, ={(x,y) e R™ xR; y > 0}.

Seja o semi-espaco fechado do R™™ m > 1. Se m = 1, jd sabemos que a partir de

: . . . =2 . .
consideracoes de crescimento de volume, na Proposicao 13, que R, € conforeimente equi-
valente ao disco unitdrio D(0,1) C R? wia a aplicacdo conforme que envia OR? para

oD(0,1)\{e'™/?}. Podemos transplantar para R? o Nicleo de Green de Dirichet
u(x,y) = —logl|(x,y)| de D(0,1)

com polos na origem.

Se m = 2, a harmonicidade nao é mais uma propriedade conforme e o crescimento de
volume de ETH € muito rdpido para ser relacionado com a parabolicidade. No entanto,
como vimos no Exemplo 1 , as conclusoes acima podem ser estendidas até mesmo para
m > 2 por meio de diferentes argumentos. Por outro lado, RTH possut um Nicleo de
Green de Dirichlet com polo 0 = (xo,Yo) € RT". E u € dado explicitamente por

mm+1 ]_ ]_
DR
G+ ,0)=C —
(p ) { |p _ C|m—1 |p _ C/lm—l }

com C'= C(m) € uma constante dimensional e o' = (X9, —Yo).

Teorema 14. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM ndo vazio. Entdo,
para todo o € intM, existe o Nicleo de Green de Dirichlet ?G(x,0) de M com polo em

0.

A prova que atualmente descrevemos depende do proximo Lema de interesse indepen-
dente. Ele afirma que toda variedade com bordo tem uma exaustao Riemanniana nao
parabdlica. Na se¢ao seguinte, fornecemos uma prova alternativa baseada na teoria da

criticidade.
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Lema 7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao m com bordo OM # ().

Entao, existe uma variedade Riemanniana (N, h) de dimensio m com ON = () tal que:
a) (M, g) € isometricamente mergulhada em (N, h) como um subconjunto fechado.

b) (N, h) ndo é parabdlica (como uma variedade sem bordo).

Demonstra¢ao. Primeiramente, estendemos a variedade Riemanniana n-dimensional (M, g)
além do seu bordo 9M # () para obtermos uma nova variedade Riemanniana (M’, g') (pos-
sivelmente incompleta) sem bordo que contém (M, g) isometricamente. Como M’ pode
ser obtido adicionando a M um colar dentro do diffeomorphic double de M, podemos
assim supor que M é um subconjunto fechado (ver por exemplo [47]). Em seguida, ex-
cluimos de M’\M uma pequena bola compacta B Seja (N, h) a variedade Riemanniana
resultante, ou seja, N = (M’\M)\El. Como CapEl > 0, segue de [35] Teoremas 3.5 e 4.4,

que N é nao parabdlica. O

Também precisamos de exaustoes suaves de uma variedade ambiente que se restrinja

as exaustoes de Lipschitz de uma dada subvariedade aberta suave.

Lema 8. Seja M subvariedade aberta com bordo OM suave dentro da variedade suave N
sem bordo. Entdo, existe uma exaustao de conjuntos relativamentes compactos {Qg} 7 N

tal que, para todo k, QY é uma hipersuperficie suave que intersecta transversalmente o

oM.

Demonstragdo. Fixemos uma exaustiao por conjuntos relativamente compactos {UY} N
da variedade Riemanniana N, com bordo suave dUY # @ e definimos UM, = (). Usando
indugao sobre k, vamos modificar cada hipersuperficie 9UJ), compacta suave dentro da

variedade aberta UM . ,\UN._; para obter uma nova hipersuperficie L, tal que:
¢) Zox é um bordo de um dominio QN tal que U |, € QN € Ul . ;;
d) Zyk intersecta transversalmente 9M (possivelmente em um conjunto vazio).
Com efeito, para isso, consideremos a inclusao
1 UQNk — N,
e aplicando o Teorema da Homotopia da Transversalidade,( [51], pag 70) obtemos um

aplicagao homotopico

. —N
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tal que, o = ji (OUL,) é tranversal a OM, ou seja, a propriedade d) é vélida. Visto que
tanto o "posto maximo” de uma aplicacao quanto os "mergulhos”sao propriedades estaveis,
ou seja, sao preservadas por homotopia, ([51], pdg. 35) podemos assumir que ji e jk|auyk
ainda sao mergulhadas. Finalmente, a homotopia pode ser obtida modificando iy apenas
em uma vizinhanca arbitrariamente pequena de QU ( veja [51] pag. 72). Portanto, se

definirmos
jk(ug‘k) = lekv
obtemos que Ly = ji(OUN) é o bordo do dominino jx (U ) = QN em M onde
B(Uy, ) €jic(Ud) € (U y),
temos que
U, € Q) € u2Nk+1'

Assim, obtemos c).

]

Demonstra¢ao do Teorema 21. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo oM
nao vazio daf, pelo Lema 7, existe uma variedade Riemanniana (N, h) onde com 0N = ()
tal que, (M, g) estd isometricamente mergulhada em (N, h) de tal modo que (M, g) é um
subconjunto fechado. Também, (N, h) nao é parabélica com GN sendo o Niicleo de Green
de N. Assim, fixemos o € intM e recordemos que GN(-,0) e P’GM(-, 0) sdo obtidos como
limite dos Ntcleos de Green de Dirichhlet de uma exaustao relativamente compacta.

De acordo com Lema 8, temos que existe uma exaustao suave de conjuntos relativa-
mente compactos {QF} 7 N tal que o € Qg e cada intersecio 0Q) N M é transversal.

Para cada k, definimos
QM = Qk" N M.

Como M C N ¢ fechado, podemos concluir que QM ¢ relativamente compacto. Além
disso, pelas condigoes de intersecio e transversalidade, podemos dizer que dQM ¢ Lips-
chitz. Portanto, {QM} M é uma boa exaustio relativamente compacta de M. Assim,

por comparagao obtemos

oM c O cN,
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e entao,
DGQQA(&O) <P GOF (x,0) < GN(x,0) sobre QM.
Agora, aplicando o limite com k — 400 concluimos que

lim DGQQA(X’o) < lim DGQE‘(x?o) < GN(x,o) sobre lim QQA =M.
k—-+o0 k—-+o0 k——+o0

Entao,
PGM(x,0) < PGN(x,0) < GN(x,0) sobre M,

o que implica que PGM(x, 0) < GN(x, 0) sobre M.

O

Observe que, a prova acima mostra que se M é uma variedade com bordo situado

dentro de uma variedade N, entao
PGM < GN. (2.23)

Teorema 15. Seja M uma variedade com bordo OM # (). Entdo para todo o € intM

existe um Nicleo de Green positivo minimo G™M (. 0) com polo em o. Além disso,
GintM('J O) - ®GM('7 0)'

Demonstracao. Seja M uma variedade com bordo OM # () e intM uma subvariedade de
M. Podemos definir o Nticleo de Green G™M do intM como sendo o limite limy_, oo > GO
onde {Q } é uma exaustao crescente do intM por abertos relativamente compactos (intM)

com bordo suave, assim, teremos que
DO D~OM
Gk (x,0) < TGY(x,0),
passando o limite

G™M(x 0) < PGM(x,0) sobre intM.

Como PGM é o Niicleo de Green de Dirichlet de M teremos que

lim G™M(x,0) < lim PGM(x,0) =0 com X € OM,
X—X X—X
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isto é,

lim G™M(x,0) = 0 quando X € OM.

X—X
Mostrando que G™M pode ser extendida para uma funcao continua fora da diagonal de
M. Agora, utilizaremos o argumento de comparacao usual. Temos que para cada conjunto

aberto {QM} na extencio de M, QM C intM fora da diagonal de Qy entdo,
DGQQA(X,O) < G™M(x, 0) sobre QM,
assim, quando aplicamos o limite com k — 400 obtemos que
DGM(x, 0) < G"M(x, 0),
sobre M. Portanto, podemos concluir que

QGM(W O) - GintM('? O)'
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Aplicacoes

3.1 Estimativas de altura para hipersuperficie CMC
em espacgos produto

Apresentamos aqui algumas aplicacoes desse principio de maximo global para obter esti-
mativas de altura tanto para H-hipersuperficies com bordo em espacos de produto quanto
para H-graficos sobre variedades com bordo.

Por uma H-hipersuperficie de N X R queremos dizer que uma hipersuperficie orientada
2 com curvatura média contante H em relagao a uma escolha de uma aplicagao de Gauss.
Um H-gréfico sobre a variedade Riemanniana m-dimensional M com bordo dM # () é

uma H-hipersuperficie mergulhada dada por
L =T, (M),
onde I, : M — M x R é definida, como de costume, por
Mu(x) = (x,u(x))

para alguma funcao suave u : M — R. As vezes, também permitiremos que u €
C*(intM) N C°(M) e, neste caso, vamos falar de um H-grafico adequado.

O vetor normal unitario para X é definido por

Ne— 1 (vyu—1).

V14 IVmul?

Com relagao a N, a curvatura média do grafico suave X é escrito como

1 Vmu
H=——div — | . 3.1
m M<\/1+|VMUP> ( )

91
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Por outro lado, seja My a variedade original M dotada da métrica retirada de M x R
através de I, de modo que Mgy seja isométrico a hipersuperficie £ de M x R com sua
métrica induzida.

Sabe-se que o campo vetorial de curvatura média da imercao isométrica I3,
H = H(x)N(x),

satisfaz
AZ Fu = TTLH7
onde Ay denota o Laplaciano em aplicagoes de varidaveis multiplas. Uma vez que Ay é

linear em relagao a estrutura Riemanniana no contradominio, obtemos

Asu= ——divy | —— | .
V1+IVMmP? V14 [Vamul?
Por (3.1) podemos concluir que

Asu= ————_H(x).

V14 | Vaul?

Com esta preparagao, comegamos observando a seguinte versao do Lema 1 em [40].

Lema 9. Seja (N, g) uma variedade completa m-dimensinal sem bordo e M C N um
dominio fechado com bordo suave OM # (). Considere um grdfico suave ¥ = 'y, (M) C

N x R sobre M com bordo suave
0L C N x {0}.

Assuma que

sup |[u] + sup [H| < +o0. (3.2)
M M

Entao, existe uma constante C = C(m, supp, [ul, supp [H|) > 0 tal que para todo & > 0 e

R>1,
Y (= 1 N
wlBE(F) < C (1 n ﬁ) vol (M N B(M)R(x)) ,

onde X é um ponto de referéncia em N e p = (X, u(X)). Além disso, a sequinte estimativa
v0lB% (P) < C{volBx(X) + Area (6]3%(7_())},

vale para quase todo R > 1.
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Demonstracao. Seja (N, g) uma variedade completa m-dimensional, M C N um dominio
fechado com bordo suave 0M # () e ainda, consederemos o grafico L =T, (M) € N x R

sobre M. Assim, notemos que
dr (%, u(x)); (x,ux)) = dnxe (X u(x); (x,u(x))
> max{dn (%, x); (%) —u(x)[}
Tomando P = (X, u(X)) teremos que

Bx(P) C ZNBR*(p).

Como
max{dn (X, x), [u(x) —u(X)[} < d=(p, (x,u(x))) <R,
temos,
dn(X,%) < R e Ju(x) —u(x)| < R.
Logo,

Bx(P) C ZNBy**(p) € (MNBR* (%) x (~R+u(X),R+u(x))
Denotando por Ty : £ — N a projecao no fator N, segue que

volB%(p) = J 1+ |Vul2dvoly.
M (BR (P))

Tomemos,

Qg = {x € MNBY; [u(x) —u(x)| < R} € M NBY(X).

Afirmamos que

Mn(BR(P)) C Qk.

Com efeito, dado y € TIn(B%(P)), existe (x,u(x)) € B5(P) tal que,
x =TIn(x, u(x)) =y.
Por outro lado, como (x,u(x)) € B%(P) obtemos que

(x,u(x)) € (MNBR(X)) x (—R +u(x), R+ u(x)),
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logo,
dn(X,x) <R e Ju(x) —u(x)| <R,

dn(X,y) <R e Ju(x) —u(y)l <R

Portanto, y € Qg e, consequentemente, Ty (B%(P)) C Qg. Assim,

.
volB%(p) < V' 1+ |Vul? dvoly
Qg

( 1 V 2
- 1+ |Vu|2_—w|u| dvoly
JQgr \/ 1 + |VU,|2

[ 1+|Vul? dvol
= ——————dvo
JOr \/ 1 + |VU|2 N
[ 1 IVul?
= ——— dvolny + J ——— dvol
Jor V14 |Vul? h or 1+ [Vul? N
[ 1 |Vul?
< —— dvoly + J ——— dvoly
IMnBY (%) /1 +[Vul? or 1+ [Vul?

2
< vol(M N BYR(X)) +J [Vul

———— dvoly.
or V1+|Vul? N

Para qualquer 6 > 0, escolhemos uma funcao de corte p da seguinte maneira;
(

1 em Br (%),
olx) = § LHIRZT oy B 1.5y (0)\By %), (3.3)
0 em outro lugar

\

onde r(x) = dn(x,X). Assim, teremos que

Vu
X=pu———,
V14 |Vul?
é um compo vetorial compactamente suportado que é nulo no 0M e aBH N 5)R(¥). Segue
do Teorema da Divergéncia que
0 = (X,v) d(dM N 3B 5)r)
JOMNABRY 4
= div(X) dvolyn
IMNBR 5z (%)
d ou Vu
= —_— oln
MA (BN, (X)) V1+IV[
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Usando (3.1) e (3.3) temos que

0 " div | pu—— % dvol
= iv — voln
MNBN, (%) V14|V

(S

" [Vul®
= pu(—mH) dvoln + J p.———=—= dvoly
IMABN ¢ (%) MBN (X)) 1+ [Vul?

+J " v((l—l—é)R—r(x)) Vu dvol
) VOIN
MA(BN, ;) (X\BY (%)) oR V14 [Vul?

_ |Vul?
= —m (X)pHu dvoly +J p————dvoly
JMmB‘[\‘Hé)R MABN, . V1 IVuP
u Vr
+J —_ <——, Vu> dvoly.
MA(BN 5 (X\BR (%)) /1 +[Vul? OR
Portanto,
[Vuf?
0 = —mJ pHu dvoly —|—J p————— dvoly
MNBY  4)x (X) MBN () 1+ |Vul?
! J u (Vr, Vi dvol
_ AVDHL VR N
oR MA(BN, r(\BR () /1 + [Vul?
Dali,
[Vul? J
p——————=dvoly = m pHu dvoly
J'MOBHM)R(X) V1+[Vuf? MABN, (%)
-l-l J u Wr, V) dvo
D —F/——— aVOIN,
OR Jmn (BN, , cGNBY ) /1 -+ [Vuf?
consequentemente,

2
J Iv—u|dvolN <
Qg

1+ |Vul?

/AN
—
<
e

z

J pHu dvoly
MnNBN (%)

(1+8)R

+ = J u (Vr, Vu) dvol
— VBV Gvoly.
OR JMA (BN, 4 n0-BYx) /14 [Vuf
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Por (3.2) teremos que

[Vul? J
———dvoly < p sup [u| sup |H| dvoln
JQR 1+ [Vul? MABN () M M

(1+8)R

dR

BN, x(O\BY (X)) M 1+ [Vul?

Como 0 < p <1 em BN (+5)  (X) obtemos

\V4 2
J &dvoh\] < mJ psup lu| sup!H!dvolN
MNBN

« V1 +|Vul?

(1+3)R ( )

d Wiz e
+—= sup [u| —=dvoly
OR JMA (BN, ®)\BY(x)) M 1+ [Vuf?

msup [u| sup IH|vol(M N BN (1+5)R)

/N

2P o) (M (B, o (1\BR(D) )

Portanto, para todo R > 1 temos que

2
g < [ A

oz V1+|Vul?

< msup [u| sup IH|vol(M N BN (1+5)R)

dvoly + vol(M N BY (X))

supp U

2ol (M (BN o (NBY (%))

+vol(M N BY (X)).
Tomando, 0 < C = max{supy, [ul, supy |H|, m} teremos que

volBE(p) < g{vol(MﬂBHé (7))+$v01(z\4m( N )r(R\BY ()))}

C
+5vol(M NBR (X))
Agora, note que

MOBR(X) € MOBN, (%) e M (BN, 5x(®\BY (X)) € MOBY, (%),

1
+— J sup Iulwr’—wdvoh\,.
Mn( Vv
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entao,
<vol (M (B ok GNBY ) = = | dvoly
SR OR JMA(BN,  xRNBY ()
1 r
< — dvolyn
OR | MNBJY 5)x (%)
2
< ﬁVOl(M N BN (a5 (X)),
e
vol(M N BY (X)) :J dvoly < J dvoln :VOI(MHBH_,_&R(Y)),
MNBY (%) MmB(1+6 (%)
logo,
1 2 _
—vol (M (BN 5 e (RNBY()) ) < covol(M 0 BY 5 ()
e
vol(M N BR (X)) < vol(M N B 5)r(X)).
Portanto,

volBg (P) <

2| O

_ 2 _ _
{vol(MmM}“lmR(x)) ﬁvol(zva l+8)R (x))+v01(MmB‘(“H5)R(x))}

= % {2 (1 + ;R) vol(M N BHM)R(?))}

1
- C(1+6R)VOI(MHBH5 ),

assim,
1
volB%(p) < C (1 + 6_R) vol(M N BN (148)R)-

Em particular, como 6 > 0, temos que

—dR<-6<«1

1
= ———>1,
OR
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pois R > 1. Assim,

volB (P)

<

g{éiRvol(Mm( Nrorr (R)\BY ()))+V01(Mmsg(z))}

C _
+§V01(M NBN. k(X))

c{éiRvol(Mm( N, R (®)\BY ()))+vol(MmB{§(f))}

+Cvol(MN BN, 5)r(X)

C {%m (M N (B 'R (X\BY (i))) - %m(m nBY (i))}
+Cvol(MN By 5)r (%))

= [vol (M (BN, GNBR () ) — vol(M B ()]

+Cvol(MN BN, 5z (X)).

Agora, aplicando o limite com & — 0 obtemos quue

volBg (P) <

C lim [vol(M N B}LB)R(%))]

+C%ig(1){6iR[vol(Mﬂ( N or(®)\BY ()))—Vol(Mmng)J]}

Cvol(MNBY(x ))+Cd£vol(MmB (%))|s—r.

S

Pela férmula da co-area obtemos

volBg(p) < Cvol(MNBY (X)) + C Area(dBy) = C (vol(M N BR (X)) + Area(dBy (x))) .

Portanto,

volB%(p) < C (VOI(M NBY (X)) + Area(dBY (x )))

Observacao 10. Notemos que, na verdade, as condi¢oes um pouco mais fracas

volBY (P) < C (1 + %) vol (MNBMN(1+ §)R(x)) (3.4)

volB% (P) < C{voBY (X) + RArea(0BY)(%)}. (3.5)
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sao obtidas mantendo a sequinte suposi¢cao
sup [uH| < 400 (3.6)
M

Com efeito, para superar o problema de que u pode ser ilimitado, seguindo a prova no

caso minimo H = 0, podemos aplicar o Teorema da Divergencia para o campo vetorial

Vu

V1+|Vul2’

onde definimos a funciao ug : M N BY (x) = R

X = pug (3.7)

Ur = ¢ u(x) se Ju(x) —u(x)| <R

u(x)+R se u>u(x)+R,

para todo R tal que u(x) — R < 0. Observe que por defini¢cao

JQ ﬂdvol J &dvol
VIEVAE Y Deeym VIFVUE

De maneira analoga ao que foi feito no Lema 9 teremos

_ - [Vuf?
volB%(p) < vol(MNBR (X)) + J ————— dvoly
or 1+ [Vul?
[Vu?

= vol(MNBR (X)) + J
MNBY (x

———— dvolyn
) /14 |[Vu?

Por (3.7) obtemos

0 = div(X) dvolyn

J MmBNHé) (%)

[

\ v
- div | pugr————— | dvoly
MABN ¢ (%) V14 |[Vul?

[ [Vugl|?
= —mpug dvoly + J p———= dvoly
IMABY 41 (®) MABN () 1+ Vul?

UR

+J .
MNBN, 51z (%) V/ 14 [Vu?

<Vp, VuR> dVOlN,
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logo
[Vug|?
0 = —mJ purH dvolyn + J p——— dvoly
MABN, 5 (X) MABN, () 1+ [Vuf?
1 J (Vr, Vug)
OR IMA(BN ;e NBR ) /1 4Vl
e, consequentemente,
[Vug|? J
P dVOlN = m puRH dVOlN
JMmBH+5)R(x) V14 |Vul? MNBY_ ;¢ (%)
1 Vr,Vu
+_J LLR—< . R> dVOlN
OR JMA(BN ; NBR(®) /1 +[Vul?
Segue dai que,
[Vuf? J [Vug/?
—————dvoly = dvoly
J_QR V1+[Vul? MMBY(x) v/ 1+ [Vul?
v 2
< J pIVug| dvol
MnBY (x) v/ 1+ [Vul?
= mJ pugrH dvoly
MNBY | 5 (%)
1 J <VT’, VU.R>
+—= UR —————= dvoly
OR IMABY  ; n NBR () /1 +[Vul
Por (3.6) obtemos
[Vuf? J
——dvoly, < m p sup [ugrH| dvoly
J_O_R \/ 1 + |V‘l,L|2 = MQBHJJ)R(Y) M
SUppq UR J (Vr, Vug) voln
6R MABN (BN (X)) /1 + [Vul?
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Como ug < R teremos que supy; Ug < R e, assim,

J [Vul? d
or 1+ |Vul?

voly < m-sup IuRHIJ p dvoly
M MnNBN L4 5)R R (X)
1 Vr,Vu
+—J M dvoly
S IMABY, e N\BY®) V1 + [Vl

= m - sup [lurH* vol(M N BE+5)R(¥))
M

+5v0l (M (B 5 (%)\BY (%)),

Tomando C = max{m, supy, [ugH|} obtemos que

volBL < J

[Vul?

or 1+ [Vul?

< sup fugHP vol (V.1 BY e (%)) + 5ol M (B, (%)\BY (%))

dvoly + vol(M N BR (X))

+vol(M N BY (X))

< (2: {VOI(M NBY (1+5)r(X) + %VOI(M N (B](\Lré)R(i)\BRN(f)))}

+% [vol(M N BR (%))] .

Com o mesmo argumento apresentado no Lema 9 podemos concluir que

volBR (p) < C (1 + ;vol(Mﬂ Bll.s)x (i))) :

. . 1 :
em particular, como & > 0 teremos que —& < 1, entao —— > 1, e assim,

volB% (P)

<

d

C {vol(M NBN sr(X) + 1vol(Mﬂ (Bl+o)r (i)\BRN(i)))}

d

+C [vol(M N BY (X))]

C {vol(M NBN R (X) + 2V01(M N (BN, s)x (z)\BRN(z)))}

g [vol(M N BR (X))]

C [vol(M N B} 5)e(X)]

.C
)

VOl(M N1 (B, ) (R)\BY (X)) — vol(M N BY (%)) .
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Aplicando o limite com & — 0 obtemos que

volBx(p) < C %ig(l) [VOl(M N B](\Z]L+6)R(§)]

+C lim % [Vol(M M (BN, 5k (X)\BY (X)) — vol(M N BY (2))]

d
< Cvol(MNBY(x )+CRd (vol(M N BN (X)) [s—.
Pela férmula da co-area teremos

volB%(p) < Cvol(M N BY (X)) + CRArea(dBL (X)) = C(VOI(MOBN( ) + RArea(dBY (X )))

Portanto,

volB% (p) < C(volBY (X) + RArea(dBy (X))).

Observacao 11. Notemos também que conclusoes semelhantes continuam a valer se a
condi¢ao de que w se anula em OM € substituida pela suposicio de que (N, No) tem sinal
constante em 0L, onde Ng = (—v,0) € o vetor normal unitdario interior ao OM X R e
assumimos que

sup [u| + sup [H| < +o0, (3.8)
M M

ou H=0.

Com efeito, temos que

1
<N,N0> = <\/W(Vu,—l),(—v,0)>

1
= W((Vua _1)7 (_Va O)>

- (vu—1) (v, 0)

1+ |Vul?

Logo,
(Vu,v) = —/1+ |[Vul2(N, Np).

Como (N, Ny) possui sinal constante podemos concluir que (Vu,v) também possui sinal

constante. Dai, aplicando o Teorema da Divergéncia ao compo vetorial

X = plu+c - sup ) - ——2

M V14 [Vu]?’

(3.9)
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onde ¢ = —sgn(Vu,v)!, e observando que, por definigao, o termo de bordo é
temos
0 > (X,v) d(dM N 3B 5)r)
JOMNOBY 4,

= div(X) dvoly.

N
J MﬂB(1+5]R

De (3.9) obtemos que

0 > J p(uw+ c-supqul)di vu

= - sup v | ——
MNABN 5 (%) M V 1+ |Vul?

[ (Vu, Vu)

+ Pt
IMABN o x) 1+ IVul?

VOlN

[ (Vp, Vu)

+ (W4c-suphl) ——=%
IMABY, 51 (%) M V 1+ [Vul?

Por (3.3) e (3.1) temos

0 > —mJ
MNBN

(1+6)R(Y)

dVOlM .

2
o+ ¢ - sup ul) - H dvoly +J [Vl
M

! J (u+c-suplul) {Vr, Vi)
OR JMA(BN. 4 (¥\BY (%)) Mo 1+ [Vup

Segue dai que

voly.

J p [Vul dvolny = mJ
- ———=dvolny > —
MNBN, () /1 +[Vul? MNBN (%)

(1+8)R
1 J " (Vr, Vu) dvol
L VI VW) ol
SR IMABY o 0B (x)) /14 [Vul?
(Vr, Vu)

1
—— J c - sup [u
oR MN(BN (*)\BR (%)) M

assim,

1Sinal da funcdo

negativo,

P - ———=—= dvoln
MABN X)) /14 [Vul?

p(w+c-supul) - Hdvoly
M

+|Vu

| 2

voln
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[Vu?
p-——————dvoly < m p(u—+c-supul) - Hdvoly
JMHB](\LFMR(X) \/ 1+ |VU|2 MHBH+5)R(Y) M
1 J (Vr, Vu)
+—= u——— dvoly.
OR JMA(BN ;o NBR(®) /14 VUl
N 1 J ¢ - sup ul (Vr, Vu) dvol
i - sup —F— AVOolN.
OR JMA(BN ; \BR(®) M /1 +[Vuf
Logo,
[Vul? [ [Vul?
———dvoly < ———— dvoln
JQR 1+ |Vuf? IMABN () /1 + [Vuf?
_ .Y
IMABN px) 1+ [Vul?
< mJ p(u—+c-supul) - Hdvoly
MOBHM)R(Y] M
+ ! J (W+c-supul) (Vr, Vi) ol
— : ————~ dvoly.
OR JMA(BN . (\BY (%)) M V14 |Vul?
Agora, utilizando (3.8) obtemos que
J —IVu|2 dvoly < mJ p(sup [ul + ¢ - sup [u|) - sup [H| dvol
N X ) ) N
og 1+ [Vuf? MMBN ,x(®) M M M
1 Vr, Vu
+— J (sup [u| + ¢ - sup |LL|)<—>2 dvolyn
OR JMA(BN 4 x ®N\BY () M M 1+ |Vl
= m(1+ c¢)suplul-sup|H| J p dvoly
M M MNBY | 5 (%)
140 !uIJ VW)
- - sup VOIN .
OR Mo IMABN e ®NBY ) /1 + [VUul?
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Dai, tomando D = max{m, supy, |ul, supy, |H|} teremos que

2
volB%Z < J [Vl

or V1+|Vul?

< m(1+ )suplul supIHIVOI(MﬂBl+5 (X))

dvoly + vol(M N B} (1+5)R (X))

61]2(1 +c)- sup ujvol(M N (BN (145)R (X)\BR (X)) + vol(M N BHH—))R(?))

< D Vol(MﬂBHM)R(Y))%-%VOI(Mﬂ( (1+5)R =(X)\BR (%))

+D vol(M N B 5)r(X)).

Realizando o mesmo processo do Lema 9, obtemos o resultado desejado. Agora, utili-
zando a hipétese de H = 0 no lugar de (3.8) juntamente com o argumento sobre o bordo
de M apresentado anteriormente e as ferramentas constadas em (3.1) aplicadas no campo

vetorial

YVu

1+ |Vup?’

X = plug + c(|ug| +R)] -

obtemos (3.4) e (3.5).

Lema 10. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana completa m-dimensional(sem bordo)
satisfazendo Secy > —K e seja M C N um dominio fechado com bordo suave OM # ().
Suponhamos que sao dados um grdfico limitado £, = Ty (U(M)) com curvatura média
limitada H, parametrizado sobre uma e-vizinhanca UW(M) de M. Seja Z =T (M). Entao,

existe uma constante C = C(m, ¢, H, K, supy, [ul, supp IH|) > 0 tal que
volBE(P) < Cool(M N BY (X)),
para todo R > 0, onde X € intM é um ponto referencial e p = (X, u(X)).

Demonstragao. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana completa m-dimensional que sa-
tisfaz

Secn > —K,

e ainda, seja M C N um dominio fechado com bordo suave 9M # (). Denotemos, como

no Lema 9, TTy : £ — N a projecao no fator N. Assim teremos que

volB% (P) = J V14 |Vul? dvoly.
TN (B (P))
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Como TN (BZ(P)) € Qr € M N BY(X) podemos dizer que

volB% (P) = J 0 V14 |Vu? dvoly < J
P

\/m dvoly.
TN (B ( MNBR (P)
Logo, devemos verificar que |Vu| é uniformenente limitado em M. Para isto, notemos
que u: U (M) = R é uma funcao limitada pois, U(M) é limitado e u é suave em todo
M e que define um grafico

ru(u(M)) - Zea
limitado, de curvatura média H também limitada. Portanto, aplicando o Teorema 1.1 de

[28] as fungoes

w(x) =supu—u(x) >0 ou w(x) =u(x)—infu >0,
M M

obtemos, para todo X € B§/2(x) C U (M) com x € M

w(x))2
2 16C
V1+[Vul2 <32 max {1, <V:5);)> } Celtwx) o ( e/2 ;

onde C = C(m, H, K, supy, [wl, supp, [H|). Como u(x) é limitada em Ue(M) teremos que

u(x) < ¢g/2,

segue dai que
1+ |Vul2 < 32max {1, {(supu — 8/2) 2/6] } @16C (supp u—e/2) o16C ((supp u—e/2)2/¢)’
M

= C'(m, &, H, K, sup [uf, sup [H]).
M M
Logo,
IVul < C'(m, &, H, K, sup [ul, sup [H])
M M

e, |Vu| é uniformemente limitado em cada bola B?/Q(x) C U (M) com x € M. Assim,

v 1+ |VU|2 dVOlN
P)

i) < [
n R

J C’ dvoly
MNBY (P)
= C'vol(MNBY(®)).

Portanto,

volBZ () < C'vol(M N BR (P)).
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Lembramos que um grafico préprio em N xR é uma superficie gréafica (topolédgica) com
bordo £ = {(x,u(x)); x € Q} parametrizado por uma funcio u € C*(Q) N C°(Q) sobre
um dominio Q C N. O bordo (topolégico) de X é claramente dado por 0X = {(x,u(x));x €
0Q)}, enquanto seu interior intX = {(x, w(x));x € Q} é uma hipersuperficie suave de N xR.
Digamos que o gréfico préprio X é um H-grafico (ou um grafico com curvatura média
constante H) se a hipersuperficie suave intZ tem curvatura média constante H em relagao
a uma aplicacao de Gauss escolhida.

O Lema 10 permite provar o seguinte teorema,

Teorema 16 (Estimativas de altura para gréficos). Seja (N, g) uma variedade Rieman-

niana completa sem bordo satisfazendo Ricy = 0 e
volBY (0) = O(R?*) com R — +oo. (3.10)

Seja M C N um dominio fechado com bordo suave OM # (). Suponha que é dado um
grdfico proprio L sobre M com 0L C N x {0} e curvatura média constante H > 0 em

relacao a aplicagcao de Gauss. Se L estiver contido em uma slice vertical, entao
2CNx|0 !
= ) H °
Demonstracdao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
L ={(x,u(x)); x € M},

é uma hipersuperficie grafica com bordo suave. Na verdade se apenas tivermos u €

C*®(intM) N C°(M), podemos sempre considerar o H(> 0)-gréfico
L ={(x ue(x)); x € M},
onde de acordo com o Teorema de Sard, 0 < ¢ < 1 é um valor regular de ul,;pm € obtemos
M, ={xeM, u(x)>e} e u(x) =u(x)—ce.

Entao, usando a Estimativa da altura no caso suave, temos

u(x) —e =ue(x) < %

=u(x) < + €.

Tl =
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1
Fazendo ¢ — 0 podemos concluir que u(x) < o De maneira analoga, tem-se

0<u, =u(x)—e.

Fazendo ¢ — 0 teremos que 0 < u(x). Portanto, u(x) € [0, } e, consequentemente, e,

consequentemente, :
1
L CNXx {O, ﬁ} .

Assim, podemos olhar X como uma hipersuperficie grafica com bordo suave 0X. Ob-
servemos, inicialmente, que X é completa. Com efeito, temos que w : M — R é uma
funcao continua, logo existe um homeomorfismo f: M — X. Como M ¢ fechado em N,
teremos que X é fechado em N x R, assim, £ é um subconjunto fechado e limitado de

uma variedade completa N x R. Logo, pelo teorema de Hopf e Rinow podemos concluir

que X é compacta e, portanto, completa. Assim, da seguinte relacao

Br(X,u(x)) € Z(BY (%) x [u(x) — R, u(x) + R]), (3.11)
segue que as bolas fechadas intrisecas em X sao compactas. Além disso, pelo Lema 10
teremos que

volBX(P) < CvolBY (%).
Contudo, de (3.10) temos que
volBR (%) < C'R?,
logo,

volB%(p) < CvolBR (x) < CC'R?* = C"R%

Segue dai que

volB%(p) = O(R?) com R — +oo0.

Portanto, ¥ possui crescimento de volume quadréatico. Em particular, pelo Teorema 13,
se denotarmos por My o dominio original M dotado da métrica induzida por X, pela
aplicacao Iy : M — M x R, concluimos que My é parabdlica. Agora, consideremos uma

funcao real w € C*°(Mg), onde w : My — R dada é por

1

V1+ [ Vu))?

w(x) =H-u(x) —
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Como Ricy > 0 obtemos pelo Teorema 3.1 de [30] que w é uma fungdo subharmonica.

Além disso, w < 0 sobre oMy

1
supw = supu | H-u(x)—
My My V14 [Vu(x)[?

= H:supu(x) < +oo.
Mgz

Logo, (Mg, gm, ) é uma variedade parabélica com bordo 0Ms # ) tal que w € C®°(Mg)N
W2 (My) satisfaz

loc

Aw >0 no intMs
supp, < +00,

assim, pelo Teorema 12, podemos concluir que

supw = supw <0,
Mz oMy

e, portanto,

My Ms
supw
MS h I l’

e consequentemente,

1

u(x) <supw < —.

M; H

Dai, para concluir a demonstragao, observemos que
m
A):LL = — . H(X) < 0
V 1+ Apmuf

Azu < O,

logo, u € C*®(Mg) é uma funcao superharmonica. Além disso, como 0L C N x {0} e
2 estd contida em alguma slice, teremos que u é limitada e w = 0 em 0My. Segue do
Teorema 12 que infp, u = infapg, u = 0. Portanto,

u(x) > infu = 0 Vx e Mg,
My
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e assim,

1
ue {O, ﬁ} para todo x € My.

Podemos concluir que

1
2 CN —1.
C N x [O,H}

]

Observacao 12. Sabe-se que no caso com bordo, a suposicdo de crescimento de volume
actma implica que o H-grdfico verticalmente limitado deve ser mecessariamente minimo.

Na verdade, de acordo com o Teorema 5.1 em [34], a mesma conclusao € vdlida se
volBgr < CleCQR2 para algumas constantes Cy, Cy > 0. (3.12)

Com efeito, tomemos OM = () assim, pelo Principio do Méximo/Minimo de Omari-

Yau, temos que existe uma sequéncia de pontos (xy)xeny em M tais que:

1
1) u(xy) < infpu+ X

1
i) Au(xg) > s Dai,

iy Vmu(xx) 1
v <¢1 T |vMu|2(xk)) 3

e consequentemente,

Y Vmu(xi) 1
mH = —div (\/1 n |VMu!2(Xk)> < o (3.13)

De maneira analoga, temos:

1
i) suppm —Eu < u(xy)

1
) Au(xy) < - Dald,

div Vmu(xx) 1
‘ <¢1+|vMur2(xk)>> k

o Vmu(xx) 1
mH = —div (\/1 = IVMuP(xk)) > (3.14)

Logo, obtemos que por (3.14) e (3.13)

e, portanto,

1 1
_= H< =
k<m <k’



Capitulo 3. Aplicagoes 111

aplicando o limite k — 400 obtemos H = 0. O mesmo resultado é obtido se (3.12) for
satisfeita, pois pelo Teorema 5.1 de [34] teremos que o Principio do Méximo/Minimo de

Omori-Yau é valido. Dai realizando o mesmo processo como acima concluimos que H = 0.

Observacao 13. O Teorema 16, vai na diregcdo de generalizar o Teorema 6 em [7] de A.

Ros e H. Rosenberg para doninios nao homogéneos.

Com efeito, assuma que m = 2, 3,4 e Secy > 0. Dai para cada |H| > 0, uma H-grafico
L =Ty (M) em N x R sobre o dominio M C N é necessariamente limitado [31, 3, 8]. Além
disso, no caso m = 2, segue do Teorema da Comparacao Bishop-Gromov que se Secy = 0

entao N possui crescimento de volume quadratico, ou seja,
volBRY < wyR?,

onde Wy denota a drea da bola unitdria em R2.

A luz das consideracoes acima, obtemos o colorario abaixo

Corolario 6. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana bidimensional completa sem bordo
de curvatura de Gauss nao negativa. Seja M C N um dominio fechado com bordo suave
OM +# (. Suponha que temos um grdfico adequado L sobre N com bordo 9L C N x {0} e

curvatura média constante H > 0 em relagao a aplicacao de Gauss. Entdo,

1
YCNx|0,—]|.
G
Demonstragao. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana bidimensional completa com cur-

vatura gaussina nao negativa. Como em uma variedade bidimensional a curvatura gaus-

siana coincide com a curvatura seccional, teremos que
Secn = 0.
Assim, pela Observacao 13 temos que N possui crescimento de volume quadratico, isto é,
volBR (%) < WyR?,

onde Wy denota a drea da bola unitaria em R?. Logo, pelo Teorema 16, podemos concluir
que

1
LCN —1.
C N x [O,H}
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Terminaremos essa secao considerrando o caso geral de uma hipersuperficie CMC
orientada no produto Riemanniano N x R. Usando os argumentos anteriores, e usando

célculos mais complexos como em [30], obtemos a prova do teorema abaixo.

Teorema 17 (Estimativa de altura). Seja (N, g) uma variedade Riemanniana sem bordo
e curvatura de Ricci satisfazendo Ricy > 0. Seja L wma hipersuperficie compacta e

orientada em N x R com bordo 0X # () e satisfazendo os sequintes:

i— X tem crescimento de volume intrinseco quadrdtico
volB%(0) = O(R?), com R — +00; (3.15)

ii— 0 estd contida na slice N x {0};

iii— Para uma escolha adequada da aplicacao de Gauss N de X, a hipersuperficie X tem

0
curvatura média constante H > 0 e o angulo © entre N e o campo vetorial verical 3t esta

) ) T 37
contido no intervalo [—

5’ 7} , ou seja,

cosO = <N, 3> <0.
ot

Se X estd contido no bloco N x [T, T] para algum T > 0, entdo
2 CNXx [0, l} :
H

Demonstragao. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana sem bordo e com curvatura de
Ricci satisfazendo

Ricy = 0.
Dai, difinimos a aplicacao f : X™ — N™ x R, que é uma H-hipersuperficie completa
orientavel isometricamente imersa em N x R e ainda, denotemos por h : ¥™ — R a

projecao da imagem de X em R sobre a imersao, ou seja, h = mgof, onde g : N™ xR — R

¢ a projecao da imagem do N™ x R em R. Obeservemos que,

Azh = mH



Capitulo 3. Aplicagoes 113

logo,
Ash =mcosOH <0
T 37 . .
onde 0 € {5, ?} representa o angulo formado entre a aplicagao de Gauss N e o campo
vetorial —. Como L tem cresimento de volume quadratico por (3.15) podemos concluir,

ot

pelo Teorema 13 que X é parabdlica e ainda, h é uma funcao superharmonica limitada
inferiormente. Assim, podemos aplicar o Principio do Maximo de Alfors e, dessa forma,

obter
inf h = inf h.
b 0%
Contudo, temos que 0~ C N x {0} e, consequentemente, h =0 sobre 0L logo

infh=infh =0
b3 pa

Por outro lado, teremos que h(x) > infs h para todo x € Z, logo, h(x) > infs h = 0, para

todo x € L. Agora, consideremos a func¢ao ¢ : Z™ — R dada por
¢ (x) = Hh(x) + cos 0.

Assim, pelo Teorema 3.1 em [30] podemos concluir que ¢ é subharménica. Como h, cos 0

sao limitados inferiormente e H é constante teremos que
|b(x)] = [Hh(x) 4+ cos0|
< H|h(x)|+ |cos 6|
< G

logo, ¢ é limitada. Dessa forma, ¢ satisfaz as hipdtesis do Principio do Maximo de Ahlfors

e assim,
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portanto,

Hh(x) -1 < ¢ <supdp = supd <O0.
z ox

Por conseguinte,

1
Assim, podemos concluir que 0 < h < 0 Segue, entao, que

1
ZCNx|0,=.
0

Observagao 14. Observamos explicitamente que (3.15) pode ser substituido pela condigdo

extrinseca mais forte
vol(BR (0) N Z) = O(R?), quando R — +oo,
que, por sua vez, decorre da relacdao
Bk(o) C BR (o) N L.
Tendo em vista a Proposicao 12, sera exposto a demonstracao do seguinte teorema

Teorema 18. Qualquer grdfico minimo completo L em R3 definido em um dominio do
plano que possui valoress de contorno ou tal que (N, Ng) tem sinal constante ao longo de

0X ¢ D-parabolico.

Demonstragao. Seja & C R?® um grafico minimo completo definido em um dominio do
plano que valore de contorno constantes, ou melhor, tal que (N, Ny) tem sinal constante
ao longo do 0X. Assim, pela Observacao 11, podemos concluir que X tem a seguinte

propriedade de crescimento de volume
volBZ(0) < CR?,

onde B%(0) denota a bola geodésica de raio R > 0 centrada em um ponto o € intL. Segue
dai,
1 R

S oy
CR ~ volBZ(o)
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integrando no intervalo [1,L], obtemos

JL 1 JL .

< b )
1 CR 1 VOIBR(O)
dessa forma,

1

L
R
SRl < J

1 VOIB%(O) ’

aplicando o limte com L — 400, temos

JLL — too
1 VOIB%(O) - ’

Segue da Observacao 7 que

“+o00 1
L Arca(d,BE(0))

Portanto pelo Teorema 13, ¥ é N-parabdlica e da Proposi¢ao 12 podemos concluir que X

é D-parabdlica. n

3.2 O Teorema de Stokes L? e resultados do tipo slice

Nesta secao, apresentamos o Teorema da Divergéncia Global e expomos uma demostragao
desse resultado, também fornecemos uma forma um pouco mais fraca desse resultado,
que envolve desigualdades diferenciais do tipo divX > f (veja a Proposigao 17 abaixo).
Este 1ltimo, junto com o Principio do Maximo de Ahlfors, é entao aplicado para provar
resultados do tipo slice para hipersuperficies em espacos produto e para graficos (veja
os Teoremas 20 e 22). Na verdade, a versao grafica deste resultado também requer um
teorema do tipo Liouville para o operador de curvatura média em variedades com bordo,

sob condigoes de crescimento de volume. Isso é modelado em [34].

Teorema de divergéncia global

Lembremos que, para um dado campo vetorial suave e compactamente suportado X em
uma variedade Riemanniana orientada (M, g) com bordo 9M # (), o Teorema de Stokes

afirma que

JM divX = LM<X, V), (3.16)
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onde v é o vetor normal exterior suave sobre 9M. Em particular, isso vale para todo campo
vetorial suave se M for compacta. O resultado ainda é valido se diminuirmos as condig¢oes
de regularidade em X para interpretar sua divergéncia no sentido de distribuicoes. Para

ser mais preciso, apresentamos a seguinte defini¢ao:

Definigao 16. Seja X um campo vetorial em M satisfazendo |X| € L1, .(M) e (X,V) €

loc
1
I—loc

(0M). A divergéncia distributiva de X € definida por

(divX, @) = —J

M(X, Vo) +J o (X,v), (3.17)

oM

para toda @ € CX(M).
Observagao 15. A definicao acima se estende trivialmente para @ € Lip.(M).

Observacao 16. Lembremos que, dado um dominio D C M, Wé’Q(D) denota o fecho de
C®(D) em WH2(D). Entdo, por arqgumentos de densidade, a definicao anterior se estende

a toda @ € CO(M) N W, *(M).

Com efeito, suponhamos que @ € C%(M) N Wé’Q(M) logo @ € Wé’Q(M). Segue que,

existe uma sequéncia (@n)ney C C2(M) tal que

lim @, =¢ em WH"?(intM).

n—+oo

Como @ possui suporte compacto em M, podemos assumir que existe um dominio Q) CC
M tal que supp@, C Q para todo n € N. Além disso, como (@n )nen converge uniforme-
mente para a funcao @, obtemos uma subsequéncia tal que a mesma convege pontualmente
para @. Assim, tomemos ¢ = maxp |@|+ 1 e definimos a aplicagao P, = fo @, : M — R

tal que P, =fo @, € Lip.(M) onde

C, t>c
flt)=¢t, —c<t<ec
—c, t< —c
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Como o suporte das @, ’s é compacto, teremos que a mesma ¢ limitada, consequentemente,

as P, ’s serao limitadas e supp,, C U. Além disso,

lim Y, = lim (fo@u)

n—-+oo n—-+oo

= lim f((pn)

n—-+oo

= f< lim (pn>
n—-+oo

no W2(intM), e ainda,

lim Py (x) = lim (fo @n)(x)

- (Xlgg @n(x))
= f((pn(x()))
- (pn(XO)a

no intM logo, P, converge pontualmente em M. Portanto,

(divX, Pp) = — JM<X, Vi) + J Y (X, V).

oM

Aplicando o limite com n — +o00 temos

@) = = tim (] oxvwn)+ i (] wax).

e pelo Teorema da Convergencia Dominada podemos concluir que

(divX, @) = — lim (JM<x,v¢n>>+ lim (LMxpn<x,v>)

n—-+oo n—-+oo

— _JM<X,V<p> + LM o(X,v).

Assim, obtemos o resultado desejado.

1
loc

Agora, suponha também que divX € L

(divX, @) = J @divX
M

(M). Entao podemos escrever
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e, portanto,

J @divX = (divX, @) = —J (X,V(p}—FJ @ (X, V).
M M oM

Em particular, se X for compactamente suportado, escolhendo ¢@ = 1 no suporte de X,

recuperamos a férmula de Stokes (3.16) para um dado campo vetorial compactamente

suportado X que satisfaz X € L{__.(M), divX € L}, . (M) e (X,v) € L{_.(OM).

loc loc loc

Observagao 17. Notemos que, por um raciocinio semelhante, se o campo vetorial |X| €

Ll

loc

(M) tem uma divergéncia fraca div € L{,.(M) e (X,v) € L{_.(0M), entao, para cada

loc loc

p e CYM) ﬂWé’Q(M) temos que div(pX) € LL_ (M). Além disso, como no caso suave,

loc

JM div(pX) = JM<Vp, X) + JM pdivX.

Com efeito, para isto tomemos @ € C® e usando (3.17) na forma da Observagao 16

obtemos

(div(pX), @) = —J

M<pX, Vo) + CJ P (X, v).

oM

Por outro lado, temos que

Vipp)=Vp-@o+p-Vo
V(pe)—=Vp-@=p-Ve,

logo,

(divpX, @) = — JM<X, Vipe)—Vp- @)+ LM P (X, v)

- —JM<X,V(p(p)>+J <p<X,Vp>+J PPp(X,v)

M oM

= (divX, pe) + JM ©(X, Vp)

r

= pedivX + J ©(X, Vp)

JM M

r

= pedivX + @(X, Vp)
JM

r

= (pdivX + (X, Vp)) ¢

JM
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Portanto, podemos concluir que

div(pX) = pdivX + (X, Vp) € Li,.(M)

loc

e, consequentemente,

J div(pX) = J pdivX + (X, Vp)
M M

= J pdivX+J (X,Vp).
M M

Assim, obtemos o resultado desejado.
Se M nao for compacta, ainda podemos provar uma versao global do Teorema de
Stokes para campos de vetores com comportamento assintéticos prescritos no infinito.

Este é o conteido do teorema abaixo

Teorema 19 (Teorema [2-divergente). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com
bordo OM # () e v o mormal unitdrio apontando para fora. Entdo M € parabdlica se,
e somente se, o sequinte for vdlido. Seja X um campo vetorial em M satisfazendo as

sequintes condicoes:
(a) X] € I*(M)15c(M) (3.18)
(b) (X,v) € L'(oM)

(¢) divX e LL (M), (divX)_ € LY{(M).

loc

Entao,

JM divX = LM(X, V).

Demonstracao. (=) Suponhamos que M é uma variedade Riemanniana parabdlica. Pelo
Teorema 10, item (ii), existe uma exaustao {Qx} de M e uma sequéncia crescente de

funcoes @, € Cc(M) N WH2(intM) suportadas em Q,, tal que 0 < ¢, < 1e

lim ¢, =1 localmente uniformemente em M e lim J Vonl* =0.
n—-+o0o n—-+oo M

Considerando, qualquer compo vetorial X que satisfaz (3.18), teremos que @, X é com-

pactamente suportado e aplicando o Teorema da Divergencia usual fraca,

JM div(pnX) = JQ div(pnaX) = ngn en(X,v) (3.19)
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Por outro lado, temos que
J div(@nX) :J (Vn, X) —I—J @ndivX
M M M
e entao,
J' (pn<X7V> :J div(enX) = J <V(pn,X> +J' PndivX
M M M M
Agora, pela Desigualdade de Holder temos
1/2 1/2
[ won| < ([ wour) (] )
M M M
e aplicando o limite com n — 400 temos
1/2 1/2
lim J <V(pn,X>‘ < lim [(J |V<pn12) + (J |X|2) ] = 0.
n—+oo | Japm n—+oo M M
Logo,
lim J (Vn,X) =0. (3.20)
M

n—+o0o

Além disso, tomando a parte positiva e a parte negativa do divX obtemos

J endivX = J Enl(divX)y — (divX)_]
M M

= JM Qn(divX), — JM ©n(divX)_.

Também,

JM PnldivX), < J

y @n(divX)_ + J

on (X, V) —J (Veom, X).
0104,

M

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona e Dominada e o fato de que 0 < ¢, < 1

podemos concluir que

JM(dith < JM(divX)+J (X,v) — lim JM<V@n,X>.

61M n—-+oo

Usando (3.20) tem-se

JM(dith < JM(divX)+J (X, V) < +00.

oM
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Portanto, divX € L'(M) e por (3.19) concluimos

JM divX = J6M<x, V).

(<) Suponhamos que M nao seja parabdlica, de forma que M possui Nticleo de Green
positivo finito e suave, onde a aplicacao G(x,y) pode ser vista como a menor solu¢ao
fundamental positiva da equagao de Laplace em M, [5] e [4]. Assim, vamos mostrar que o
Teorema Global de Stokes falha. Com efeito, para isto, tomemos uma exaustao {Q,} de
M por dominios suaves e relativamente compactos. Logo, o Nicleo de Green de Neumann

G(x,y) de M é obtido como limite das fun¢oes de Green G, (x,y) de Q,, que satisfazem

.

AGL(x,y) = —0x(y) no  intM
aGgsy) =0 sobre 9;Qn = Q, NOM (3.21)
Gn=0 sobre 09Q, = 0Q, NintM.

Seja 0 < f # 0 uma fungao suave compactamente suportada no intM. Assim, para cada

n definimos a aplicagao

) = | Gy
On
Entao, cada u,, é solucao classica positiva do problema de contorno

Au, = —f no intQ,

ou,
ov

u, =0 sobre 0¢Q,,.

sobre 0,0,

Esse fato segue de (3.21). Assim, pelo Principio do Maximo e o Lema do ponto limite, a
sequéncia é monotonicamente crescente em um dominio relativamente compacto. Logo,
pelo Teorema de Dini podemos concluir que (u,)neny converge uniformemente para a

fungao u que é solugao de

Au=—f no intM

a—uzo sobre O0M.
ov

Segue do Lema de Fatou que

J |Vul? :J lim inf|Vu,| < lim ian Vu, |2 :J Vuy,|?
M M n—+o0o n—+oo M M
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isto é,
J Vul? < J IV, . (3.22)
M M

Agora, consideremos o campo vetorial X = Vu,. Note que, X satisfaz as condigoes de

(3.18) pois, Vu € L'(M) por (3.22). Entao
X| = [Vul € L, (M),

0
e como (Vu,v) = a—u = 0 sobre 9M podemos concluir que
v

(X,v) = (Vu,v) € L{,.(M).
Por ultimo, tem-se

divX = divVu = Au e L!__(M).

loc

Por um lado, temos

J diVX:J Au = J —f#O:>J divX # 0,
M M M M

e por outro lado,

J6M<X, V) = LM(ALL, V) = LM g—:: = 0.

Portanto,

JM divX LM<X, V).

Segue que o Teorema de Stokes nao vale e, portanto, obtemos o resultado desejado. [

Usando a Defini¢ao 16, pode-se introduzir a nogao de solucao fraca de uma desigual-

dade diferencial como divX > f. Ressaltamos que divX nao precisa ser uma funcao.
Definigao 17. Seja |X| € L{,.(M) um campo vetorial que satisfaz (X,v) € L} .(0M) e

fe Ll (M). Dizemos que divX > f no sentido distributivo no intM se

loc

(divX) >J fo,
M

para cada 0 < @ € CX(M). Na verdade, de acordo com a Observagdao 16, a definicdo se
estende a toda 0 < @ € C2(M) N WH2(intM).

0
No caso especial onde f =0 e X = Vu para algum u € Wllfc(M) satisfazendo a—t €

Ll

loc (OM) obtemos a nogao correspondente de solugdo fraca de Au > 0 no intM.
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Embora elementar, é importante perceber que, como na configuracao suave, a definicao

acima é compativel com a subsolucao de Neumann fraca dada no Capitulo 2.

Lema 11. Seja u € W,?2

loc loc

0
(M) tal que a—t € LI__(0M). Entdao u é uma subsolucdo de

Neumann fraca da equagao de Laplace desde que w satisfaca

Au>0 no ntM

0
o <0 sobre OM,
ov

onde a desigualdade diferencial é interpretada de acordo com a Defini¢ao 17.

0
—ueLl

(M) tal que ™ loc

(0M), logo, (Au,v) € L}

Demonstragio. Seja u € W2 loc (OM).

loc

Assim, por definicao obtemos

(Au, @) = (divVu, @) = —JM<VLL, Vo) + LM @ (Vu,v),

onde 0 < @ € C¥(M). Entao,

ou

J pAu = (Au, @) = —J <Vu,V<P>+J P
M M om OV

e, consequentemente,

Dessa forma, obtemos o resultado desejado. O]

Raciocinando como na prova do Teorema 19, podemos agora provar o seguinte resul-

tado, que se estende a variedades com bordo como consta em [26].

Proposicao 17. Seja (M, g) uma variedade parabdlica m-dimensional com bordo M.

Seja X um campo vetorial em M satisfazendo:
(a) [XI€L*(M)
() 0> (X,v) € L, (0M).

Suponha que divX > f para alguma f € L1(M) no sentido de distribuicoes. Entao,

JMf < LM<X,V).

A mesma conclusao € vdlida se 0 < f € L{,.(M) e produz f = 0. Além disso, se divX >0

no sentido das distribuicoes, entao

JM(X, Va) < LM (X, V),

para todo 0 < ov € CX(M).
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Demonstracao. Seja M uma variedade parabdlica m-dimensional. Assim, tomemos uma
exaustao {Q }hen suave relativamente compacto de M e ainda denotemos por ¢, 0 pon-
tencial de equilibrio do capacitor (Qg, Q). Agora, estendemos @, para ser identicamente
igual a 1 em Q, e identicamente nula em M\Q,,. Entao, ¢, 1 pontualmente em M,

e como M é parabdlica, obtemos pelo Teorema 10, que

J IVenl* = 0 quando n — +oo0.

M
Contudo, uma vez que

1/2
IVonle = || wou?]
Qn

Obtemos,

IV@n|ltz2 — 0 quando n — +o0.

Mas, por hipotese, temos
J enf < (divX, ¢n)
M

N JM (X, Vn) + JaM Pn(X, V),

e aplicando a Desigualdade de Holder, temos

| ouf < (JM |><|2)1/2 (JM|V<pn|2)1/2+ |, ontxw

1/2
_ (j |><|2> IVenlls + j on (X, V).
M oM

Aplicando o limite com n — 400 obtemos que

1/2
lim J onf < lim [(J IX!2) [Vonli2
n—+oo M n—-+oo M

e pela o Teorema da Convergéncia Manoétona a integral de contorno, e a convergéncia

+J on(X,v),
oM

mondétona ou o Teorema da Convergéncia Dominada ao lado esquerdo, dependendo se

0 < el ousefel' (M) obtemos que

loc
J f= lim J onf < J <pn<X,V>=J (X, v).
M n—-+o00 M oM oM
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Agora, para a segunda parte do resultado, consideremos a funcao teste 1 = @, &, onde
0 < e CX®(M). Entao,

0 < (divX, xpn) = —JM<X,V(oc<pn)> + LM x@n(X,v)

= —J (X, aVn + V) +J a@n (X, V)
M oM

— o Vo | entx V| wpuixy

1/2
< suplal (j |><|2) IVonliz — J cpn<x,v(x>+J o (X, V).
M M M oM

Aplicando o limite com n — 400 e utilizando o Teorema da Convergéncia Mono6tona

podemos concluir que

n—-+oo n—-+oo

1/2
0 < lim |supl«f (J IXIQ) IV@n[lz| — lim J ¢n (X, Vo) + lim J xpn (X, v)
M M n—-+oo M oM

_ —JM<X, Vo) + LM (X, V).

Portanto,

JM<X, Vay < LM (X, v).

Teoremas do tipo slice para hipersuperficie em um semi-espaco

Esta subsecao ¢ dedicada a prova dos Teoremas 20 e 22. O primeiro desses resultados
envolve uma hipersuperficie completa £ contida no semi espaco N x [0, +00) do espaco
produto ambiente N x R. Assumimos que o bordo 0L # () encontra-se na slice N x {0}
e que L tem curvatura média nao positiva H < 0 em relacao a aplicacao de Gauss ”para
baixo”. O resultado afirma que, sob uma suposicao de crescimento quadratico de area em
2 e independentemente da geometria de N, o pedaco da hipersuperficie £ em qualquer
semi espago superior de N x R deve ter volume infinito, a menos que X esteja contido na
slice totalmente geodésica N x {0}.

O segundo resultado fornece uma versao gréfica deste teorema quando L = I, (M),
onde (M, g) é uma variedade orientada completa com bordo. Se M satisfaz uma suposicao

de crescimento quadratico de volume, entao cada conjunto de supernivel My ={u >t >
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0} € M tem volume infinito, a menos que X esteja contido na slice totalmente geodésica

M x {0}. Observe que M, é a proje¢ao ortogonal de £ N [t,+00) na slice M x {0}.

Teorema 20 (Teorema de Slice). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana sem bordo.
Seja L C N x [0, 4+00) uma hipersuperficie completa e orientada com bordo 0X # () contido

na slice N x {0} e satisfazendo a condicdo de crescimento de volume
volB%(0) = O(R?) com R — 4o0.

Suponha que, para uma escolha adequada da aplicacao de Gauss N de L, a hipersuperficie
X tem curvatura média nao positiva H(x) < 0 e o angulo © entre N e o campo vetorial

0 . . . 37T
— estd contido no intervalo | =, —
ot 27 2

cosO = <N, 3> <0.
ot

Se existe algum semi espaco N X [t,+00) de N x R tal que

} , oUu seja,

vol (ZN (N x [t, +00))) < +o00,
entao X C N x {0}.

Demonstragao. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana sem bordo e ainda £ C N x

[0, +00) uma hipersuperficie completa que satisfaz a condicao de crescimento de volume
volB%(0) = O(R?) com R — +oo,

logo, X é parabolica. Suponhamos, por absurdo, que X nao esteja contido na slice N x {0}.
Seja h : L — R a projecao da imagem de X em R sobre a imersao, ou seja, h = g o f
onde f: X — N x R é uma H-hipersuperficie completa orientavel e mg : N x R - R é a
projecao da imagem do N x R em R. O Principio do Méaximo de Ahlfors implica que

sup h = sup h.
b or

Mas, temos que 0X C N x{0} e, consequentemente, h(90X) = {0}, Portanto, h =0 em 0L,

segue dai que

h <suph =suph =0.
M ox
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Logo, h(X) C (—o0,0] e, consequentemente, & C N X (—o00,0] o que é um absurdo.
Suponhamos, agora, que supy h = +o0o de modo que £ N (N x {t}) # 0 para todo t > 0.

Dai, chamamos
Ly =XN (N x[t,+00)) ={p € Z;h(p) >t}

e ainda, como vol(Z¢) > vol(Zg), para todo s > t, podemos assumir que vol(X;) < 400
para todo t >> 1. Além disso, pelo Teorema de Sard podemos supor que t é um valor

regular de hli,;m. Em particular, £y é uma hipersuperficie suave completa com bordo igual
Vh
IVh|

Como o crescimento de volume de X; é finito, podemos concluir que X; é parabdlica.

Além disso, Ash = mH, onde H = H(x) cos 0 entdo, Ash = mHcos0. Segue de H < 0 e

a 0Ly = {p € L;h(p) = t} e com vetor normal unitario exterior dado por vy =

cos 0 < 0 que
Ash =mHcos0 > 0.

Logo, h é uma funcdo subharmonica em X; e satisfaz [Vh| < 1. Em particular, [Vh| €

[2(X), assim, para qualquer € > 0 definimos h, = max{h,t + ¢}. Por um lado, temos
he =h= Ay h. =As h > 0.
Por outro lado,
As h. =As (t+¢€) =0.

Portanto, h, é uma fungao subharmonica em Z; e possui energia de Dirichet finita [Vh,| €

[2(Z;). Além disso,

Oh, 0
= — t e
ov 6\/( +e)=0

em 0X¢. Logo, podemos aplicar a Proposicao 17 e obter,
divVhe = Ashe >0, [Vhe| € L*(£4) e (Vhe,v) =0

entao, podemos deduzir que h, tem que ser harmonica em X, segue que h, é constante

em todas as compomentes conexas de L. Notemos que, sobre 90X

t+e>h=t=h.,=t+e¢.
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Como h. é constante nas componentes conexas de X; podemos dizer que h, = t +
€ no intX;. Portanto, h <t+ ¢ no intX, segue daiquet < h<t+e¢ em X; e como

isso é valido para todo ¢ > 0 arbitrario, podemos concluir que
h=t em .
Portanto, sups h < 400, 0 que contradiz a suposi¢ao de h ser ilimitado. Assim,
2 C N x {0}

[]

A prova do Teorema 22 é completamente semelhante, mas requer alguma preparacao.
O proximo resultado do tipo Liouville para o operador de curvatura média é adaptado de

[34] (ver também [49], [53]). Fornecemos uma prova detalhada para fins de integridade.

Teorema 21. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com bordo OM # ().

Se, para algum ponto o € intM,

“+00 1
J Area(@,Br(0) T (3:23)

entdo o sequinte € vdlido. Sejau € C1(M) uma solucao fraca de Neumann para o problema

( Vu
div| ———=1 20 no ntM
Vv 1+ [Vuf?
0
u <0 sobre OM (3.24)
ov

supp U < 400,

entao W = const.

Observacao 18. Jd apontamos para o operador Laplace-Beltranmi ser uma solugao fraca

Vu
Neumann do div | ——— | significa que

V14 |Vu?

Vu
— —V >0, 3.25
Jth <\/1+!Vu|2 (p> ( )

para todo 0 < @ € CX(M). Como de costume, por densidade a desigualdade (3.25)

pode ser estendida para funcoes de teste compactamente suportadas 0 < @ € WH2(intM).
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Na verdade, € notorio que a mesma definicao se estende a qualquer operador eliptico da

forma;
Loy = div(®(|Vul)Vu),
onde @(t) estd sujeita a algumas condigoes estruturais. Além disso, supondo
IVu| € Li,.(0M),

esta notacdao também € coerente com a nogdao de divergéncia fraca. Ou seja, W satisfaz

0
(3.25) desde (divX,@) > 0 e o < 0 onde definimos X = vu

> el

Isso seque
imediatamente da equacao

(dwx,cp)’g—J <L,v@> +J SRS

ntM m oM \/m ov

Observagao 19. Se tomarmos ®(t) = 1 no argumento abaizo, recuperamos o Teorema

0.7 de Grigoyon, na forma de um resultado de Liouville para subsolucao C'(M) da

equacao de Laplace.

Demonstracao do Teorema 21. Seja u € C'(M) uma solucao fraca de Neumann para o

problema

( Vu
div| ———| =20 no intM,
V1+|Vul?
0

<o sobre OM, (3.26)
ov

[ supp u < +oo.

Suponhamos, por absurdo, que u nao é constante em uma bola Bg,(0) para todo Ry > 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que u < 0 em M. Definimos a funcao O :

R — R dada por
1

V12

Fixando R > Ry > 0, € > 0 e escolha p = p. g tal que

D(t) =

(

1 na BR(O),
R+e—r1(x

Rreortd o, Br1.(0)\Bx(0),
0 em outro lugar
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Inserindo a fungao teste @ = pe* em (3.25) e reorganizando obtemos que

Vu [
0< —J —— Vu) = — O (|[Vul)Vu, V(pe*)
intM < 14+ |Vul? > JintM < >

= — (O(IVul)Vu, Vpe" + pVue™)

JintM

= — (O (|Vu)Vu, Vpe')

JintM

— (O(|Vul)Vu, pVue")
JintM

= — O (|Vul*)e*(Vu, Vp)

JintM

— pet @ (|Vu?)|Vul?.

JintM
Portanto,
i R+¢—r1(x
0 < — e"d(|Vul) <Vu,V (—()>>
J(Bre (0)\Bg(0))NintM €
— e @ (|Vu|)|Vul?
JBg(0)nintM
[ R+e—r(x
- Rie 1l eop(wupivup
J(Brye(0)\Bg(0))NintM 2
[ u ‘7T u 2
= — e"O(|Vul) ( Vu,—— ) — e" @ (|Vul)|Vul
J(Brie(0)\Bg(0))NintM € Br(0)NintM
R+e¢e—r(x
_ Rte—18)  wg(vunvup.
J(Bgrie(0)\Bg(0))NintM €
R+¢e—r1(x) 5
Como feuCD(IVuI)IVuI = 0 teremos que
R+e¢e—r(x
J REe—10  ug(wunvu? > 0.
(Br+e (0)\Bg(0))NintM €
Logo,
1
0< J e"-0(|Vu|) (Vu, Vr) — J e @ (|Vul)|Vul?
(Brie(0)\Bg(0o))nintM € Bg(0)NintM

1

J e (|Vul) (Vu,Vr) >
€ J(Brye(0)\Bg(0))NintM

J e @ (|Vul)|Vul.
By (0)NintM

Usando a féormula da co-area e fazendo ¢ — 0 obtemos, para R > Ry, que

J 4 (|Vul) (Vat, Vr) > J €4 (| V) [Vl
99Bgr(0)

BR(O)mthM



Capitulo 3. Aplicagoes 131

Por outro lado, usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Hoélder, obtemos que

J e"O(|Vu)(Vu, Vr) < e D (|Vu])|Vu||Vr|
00BRr(0)

J aUBR(O)

= e @ (|Vul)|Vu

J aQBR(O)

| (eoqvu et oqvu) vy

J aUBR(O)

1/2 1/2
< (J euobuwn) ( | e“d)(IVuI)IVuF)
d9Br(0) 9pBr(0)
1/2 1/2
= (] eorvun) (] erorvumr)
90Br(0) d09Bgr(0)
Como u < 0, temos que
e <1
e ainda,
1
O(Vu]) = ——=<1
1+ |Vul?
Assim,

1/2 1/2
| eounwu v < (J eucbuwn) < | (eucbuwmw)
00BRr(0) 00BRr(0) 90BRr(0)

1/2 1/2
(j ) (J (eucbuw)rw?)
90BRr(0) 00BR(0)

— (Area(dyBg(0)))"? (J

00Br(0)

VAN

1/2
(e“CI)(IVuI)IVu!2> .
Agora, definimos
H(R) = J (e“@(|Vul)|[Vul.
0oBr(0)

Como estamos supondo u nao constante na bola Bg,(0) teremos que H(R) # 0, para todo

R > Ry. Entao,

1/2
HR) < L - ]e“d)(IVul)(Vu,Vr) < (Area(9yBg(0)))'/? (J (eu®(|Vu|)|Vu|2) .

90Br(0)

HR)® < (Area(aoBR(o)))J (0 (V)| Vul (3.27)

00BR(0)
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Portanto, pela férmula da co-area obtemos

, d d —+o00
HER) = & (J e“<1>(|Vu|)|Vu|2) ook = (J J eucbuwww) ls—r
dS \JBs(o)nintm dS d0Bs (o)

_ J D (V) Vul,
99Br(0)

segue que
e daf por (3.27),

ou seja,

Area(aoBR(o)) < [H(R)]Z

Integrando no intervalo [Rg, R] e fazendo R — +o00 concluimos que

R 1 <RH’(R)_Rd1’_1’R
LO Arca(doBg(0)) _LO_[H(R)P - ‘LO ds <W) STRTUHR) R

entao,

JR 1 . 1
R, Area(9oBgr(0)) ~ H(Ry) H(R)

Logo,
5 JR 1 . 1 . 1
1111 < — lim ——
R—+o00 |, Area(0yBr(0)) H(Ry) R=+oo H(R)
isto é,
J—l—oo 1 _ 1
R, Area(9¢Bgr(0)) ~ H(Rg)’
e assim,
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e, consequentemente, H(Rq) = 0. Portanto,

J e @ (|Vul)|[Vul?* = H(Ry) =0.
B, (0)NintM

Como e*®@(|Vul)|Vu|?> > 0 podemos concluir que
e“ O (|Vul)|Vul* =0 = [Vu> = 0.
Portanto,
Vu=0= u=const em Bg,(0),
o que é um absurdo. Assim, concluimos que u = const. ]
Agora, podemos demonstrar o Teorema de Slice para graficos.

Teorema 22 (Teorema de Slice para gréficos). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
orientada com bordo OM # 0 e vetor normal apontando para fora v e (no mdzimo)

crescimento quadrdtico de volume , ou seja,
M) 2
volBy' (0) = O(R?), com R — 400,

para alguma origem o € M. Seja L um grdfico sobre M com curvatura média H(x) < 0 em
relacdo a orientacao dada pela aplicacao de Gauss N(x) apontando para baixo. Suponha
que 0L N (M x {T}) = 0 para algum T > 0 e que pelo menos uma das sequintes condi¢oes

seja satisfeita:
(a) 0Z C M x{0} eZC M x[0,+00) ,
(b) M e X~ sao analiticos reais,

(c) Sobre 0%, a aplicagdo de Gauss N(x) de L e a aplicagao de Gauss Ny = (—v(x),0)
T 7'(}

2721

Se a parte do grafico L contida em algum semi espagco M X [t,+00) tem projecao de

do bordo OM x {t} de qualquer slice forma um angulo © € [—

vlolume finito na slice M x {0}, entdo X é uma slice horizantal de M x R.

Demonstracao. Seja L =T,(M) com u € C*®(M) e para todo s € R definimos o conjunto
M ={x € M;u(x) > s}
Pela suposicao de 90X =TI, (0M) temos que existe t > 0 tal que para todo s >t

M CC intM e vol(Mg) < 400,
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j4 que M possui crescimento quadratico de volume. Suponhamos que Mg # () para todo
s > t, caso contrario, como no Teorema 20, a prova é mais direta. Entao, pelo Teorema
de Sard, podemos escolher t < ¢ < supp, u < +00 tal que ¢ é um valor regular de U|inm-

Portanto, o subconjunto fechado
M. ={x € M;u(x) > ¢}, oM. ={x € M;u(x) = c} é uma curva suave,

¢ uma variedade completa, pois é fechada e limitada em M que é uma variedade completa

logo, M. é compacto, onde 9M. # () e possui normal unitéria exterior dado por

Yu

Ve = ———.
¢ |Vl

Em particular, como M, é uma variedade completa com crescimento de volume finito,

M. é parabdlico. Uma vez que a fungao u satisfaz
1 Vmu
H = —=div| —2——
m V14 | Vamul?

e a curvatura média nao-positiva, temos que

0 < —mH =div (k) = 0 < div <%> no intMc.

V14 | Vmul? V1+IVmul?

Assim, fixando € > 0 qualquer, teremos que a mesma desigualdade diferencial é valida,

em um sentido fraco, para a funcao
u, = max{u,c + ¢}.
Observe que, para pontos sobre o 0M,

u=c<c+e=1u, =c+ e sobre oM,,

logo,
0
te _ 0 sobre O0M..
ov
Assim, definimos o campo vetorial
VMuE

VI+IVmu?
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e inicialmente, notemos que

VMus

\V 1+ ’vMusP

divpm Xe = divm ( ) > 0 sobre intM.

e
& - i .
V1+ Vamu,? L+ [Vmue/?
Como 1+ |Vmuel? > [Vmuel? teremos que L > ! logo
‘ ‘ ’ |VI\/lu£|2 1 + |vMu£|2 ’
2 2

14 VMU T [ Vmue?
e ainda |X,| € L?(M,). Sobre 0M, temos que

<X€,V£> _ < VMuE Vu>

VIF N [Vl

1 1
= <VMu€, VLL) =0.

I+ VP [Vul

Segue que X, satisfaz
.
divpXe = 0 no intM

1> [Xe| € L*(M,)

L 0= (Xe,ve).

Aplicando a Proposicao 17, podemos deduzir que divX, = 0 sobre M, ou seja,
—mH =divpX, = H =0,

logo X, =T (M) é um grafico minimo. Como vol(M.) < 400 segue do Teorema 19 que
u. deve ser constante em cada componente conexa de M. Uma vez que em 0M. temos

que u = C e assim,
u<c+e=u, =c+¢e sobre oM,
como U, é constante em todas as componentes conexas de M. podemos concluir que
u. =c+e¢e em Me,.

Segue que ¢ < u < ¢+ ¢ sobre M.. Como ¢ > 0 foi tomado de maneira arbitraria

teremos que u = c¢ sobre M.
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Contudo, isso contradiz o fato de que Mg # ) para todo s > t. Como u é constante
em M., temos que supy U < +00. Agora, distinguimos em trés casos:

(a) Suponha que 0X C M x{0} e £Z C M x [0, +00), isso significa que u > 0 com u = 0
sobre OM.. Nesse caso, a conclusao de u = 0 segue exatamente como na demonstracao do
Teorema 20.

(b) Suponha que X seja analitica real, isto é, descrito por uma fungao real. Como
u é constante em M., onde c valor regular, podemos concluir pelo Principio da Identi-
dade para funcgoes analiticas que u é constante em todo M. Assim, obtemos o resultado
desejado.

(¢) Suponhamos que a aplicagao de Gauss N(x) de X e a aplicacao de Gauss Ny =
(—v,0) do bordo OM x {t} de qualquer slice forma um angulo 0(x) € [
bordo 0X = T'u(oM), isto é,

T 7
——,—} sobre o
272

Segue que

logo,

ou
— =(Vu,v) < 0.

ov < ) <

Pelo Teorema 22 concluimos que u = const em M. Portanto, em todos os casos obtemos

o resultado desejado. [
Como uma consequéncia imediata da demonstragao acima.

Corolario 7. Seja (M, g) uma variedade completa com bordo OM e assuma que vol(M) <
+o0o. Seja £ =T (M) um grafico com curvatura média nao positiva H(x) em rela¢ao a

aplicacao de Gauss N. Suponha que o angulo © entre a aplicacao de Gauss N do grdfico

e 0 mapa de Gauss Ng = (—v,0) de OM x {t} — M x {t} satisfaz 0 € [—g, g} Entao L
¢ uma slice horizontal de M x R.
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Demonstragao. Segue diretamente do item (c¢) do Teorema 22

3.3 Propriedade Dirichlet L'-Liouville

Nesta Secao, introduzimos a nocao de Propriedade de Dirichlet L'-Liouville para uma
variedade suave M com bordo nao vazio 0M e mostramos como essa propriedade pode
ser util quando se tenta encontrar condicoes suficientes para garantir a Propriedade L!-

Liouville global. Iniciamente, iremos apresentar o conceito de Dirichlet L'-Liouville.

Definicao 18. Seja M uma variedade suave com bordo OM ndao vazio. Dizemos que M
¢ Dirichlet L'-Liouville ( denotamos por D-L'-Liouville) se cada solu¢do L' ndo negativa
de

Au<0 no ntM

u=0 sobre OM,

€ identicamente nula em M.

Quando a variedade suave M nao tem um bordo, A. Grigor’yan [6] mostra que a
validade da propriedade L!-Liouville é equivalente & nao integrabilidade do Niicleo de
Green, de M. Uma caracterizacao semelhante também é valida para D-L'-Liouville em
uma variedade suave com bordo nao vazio temos o PG do Nicleo de Green de Dirichet.

Afim de estabelecer precisamente este resultado, damos a proxima;

Definicao 19. O tempo médio de saida de Dirichlet PE de M € definido como a solucdo
minima positiva de

APE=—1 no mtM
(3.28)
PE=0 sobre OM.

Como no caso de variedades sem bordo, o tempo médio de saida de Dirichlet PE pode
ser construido por um procedimento de exaustao.

Seja {Qy} uma exaustao crescente de M por conjuntos abertos relativamente com-
pactos (em M) com bordo suave 0oQ} que intersecta tranversalmente M, e para cada k

teremos que PECx ¢ a solucdo de

APEQx = —1 no intM
(3.29)
DEQrw — sobre 0M.
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Entdo, a sequéncia PE®* diverge em todos os pontos no intM ou coverge monotonicamente

para a funcao PE tal que

—1= lim APE? = APE no intM,

k—+o0

e ainda,

0= lim APE®x = PE,

k—+o0
Logo, PE ¢ solucdo minima de (3.28).
A consequéncia acima e o Principio de Comparacao produzem o seguinte Lema 12,

que sera util na Secao 3.4.

Lema 12. Seja M uma variedade com bordo OM, e seja E : M — R satisfazendo AE < —1

no intM, E > 0 sobre, M. Entio, PE € finito e limitado acima por E.

Demonstracao. Seja M uma variedade com OM # () e E : M — R uma funcao que satisfaz
AE < -1 no intM

E>0 sobre M.

DEQw — DE. Vimos anteriormente

onde PE é o limite da sequéncia PEC*, isto é, limy_, 4o
que
APE=—-1 no intM
PE=0 sobre M,

e segue, do Principio de Comparacao, que PE < E em M. Portanto, PE é finito e
limitado superiormente por E.

]

A relacdo entre o tempo médio de saida de Dirichlet e a propriedade D-L'-Liouville é

dada pela seguinte versao do resultado de Grigor’yan’s aludida acima.

Teorema 23. Seja M uma variedade com bordo OM. As sequintes afirmagoes sao equi-
valentes:

i) M ndo é D-L*-Liouville;

i) O Niicleo de Green de Dirichlet ®G(x,-) estd em L'(M) para qualquer x € M;

ii1) O tempo médio de saida de Dirichlet PE € finito sempre e é dado por

PE(x) = JM PG(x,y)dy. (3.30)
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Demonstracao. i) = ii) Seja u uma funcao nao negativa que nao satisfaz a propriedade

de D-L'-Liouville, ou seja,
Au <0 no intM

u=0 sobre oM,

de tal modo que u nao é identicamente nula em M. Segue do Principio do Maximo que
u é estritamente positiva no intM. Agora, fixemos um conjunto compacto V € intM, um

ponto x € V e C uma constante suficimentemente grande que satisfaz
PG(x,y) < Cu(y), Yy € dV. (3.31)

Tomemos uma exaustao relativamente compacta {Qx} ' M com V C Q; e 0oQ inter-
sectando transversalmente OM, como u é superharmonica e G (x, -) é harmonica em

M\V, segue, novamente do Principio do Méaximo que
PG (x,y) < Culy), Yy e Q\V.
Aplicando o limite com k — 400 obtemos que, para todo y € M\V

PGM(x,y) = lim PGP (x,y) < Culy).

k——+o0

Portanto, sendo P G(x,y) localmente integravel obtemos

J PG(x,y)dy = J DG(x,y)derJ PG(x,y)dy
M \% M\ V

< J QG(x,y)dy+CJ u(y)dy < +o0.
\% M\ V

Segue dai que PG(x, -) é integravel em todo M e, portanto, ?G(x,-) € L*(M).

il) = iii) Seja {Qx} M uma exaustao por dominio relativamente compactos com bordo
900y, intersectando transversalmente 9M e ainda denotamos ® G o Nicleo de Green de
Dirichlet de cada dominio correspondente. Como PG®*(x,-) estd em L'(Qy) para todo

x € Qy teremos que
J PG (x,y)dy < +oo,
Qy

e ainda
Ay PG (x,y) = —8y(x) para todo x,y € intQy

PG (x,y) =0 se Yy € 0Q.
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Obtemos entao

AX(J DGQk(x,y)dy) :J A, PG dy
Qk Qk

= J —0y(x)dy = —1 em intM,
Qy

J PG (x,y)dy =0 sobre 0Q,
Oy

logo J‘-O-k PG (x,y)dy é uma funcdo que satisfaz (3.29) e pela unicidade do problema

de Dirichlet em conjuntos compactos podemos concluir que
J PG%(x,y)dy = PE?* em Q.
Oy

Como limy_, 4o PG* = PG(x,y) obtemos que

PE(x) = lim PE®*(x) = lim J 1)GQk(x,y)f)CQ.kdy=J' PG(x,y)dy.
M

k—+o0 k——+o0 M

iii) = ii) Suponhamos que o tempo médio de saida de Dirichlet PE é finito sempre e é

dado por
PEix) = | 6lxy)dy
M
Como PE < +oo teremos que
J PG(x,y)dy < 400 para qualquer x € M.
M

Logo, PG(x,-) € L' (M) para qualquer x € M.

ii) = 1) Suponhamos que PG(x, -) € L'(M) da, definimos a funcdo u = min{® G(x, -), 1}.
Note que u é integravel ja que P G(x, -) e 1 sdo funcdes integravel. Também é nao negativa,
pois PG(x,-) e 1 sdo nao negativas, e ainda, como PG(x,-) é ndo constante, podemos

concluir que u também nao sera nao constante. Como G # 400 teremos que
APG(x,y) = —0y(x) < 0 paratodo x,y € intM,
consequentemente,

Acu=A,PG(x,y) <0 no intM,
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entdo, u é superharmonica. Uma vez que P G(x,y) = 0 sobre 0M, teremos que
u = min{®(x,y),1} = min{0,1} =0 sobre M.
Logo, u é uma funcao que satisfaz

Au <0 no intM

u=0 sobre oM,
mas, 1 # 0 sobre M, dai M nao é D-L'-Liouville. O

Observacao 20. Uma vez o Nicleo de Green de Dirichlet de uma variedade M coincide

com o Nicleo de Green do intM, ou seja,
DG(7U) - GintM('ay)'
O tempo médio de saida de Dirichlet €, de fato, o tempo médio de saida do intM pois,

M) = | 6y |

intM

DG(x,y)de DG (x,y)dy
oM

— | remyay
ntM

DEth (X)

Isto significa que PE pode ser construido por meio de uma exaustao {Qx} consistindo

de conjuntos abertos com contorno suave que sao relativamente compactos no intM.

Obtemos, como primeira consequéncia do Teorema 23, uma relagao entre a propri-
edade L'-Liouville global de uma variedade e a propriedade D-L'-Liouville para uma

subvariedade aberta com bordo suave.

Corolario 8. Seja (N, h) uma variedade com bordo vazio e M C N o fecho de uma sub-
variedade aberta suave. Entdo, EN =P EM. Em particular, se M é D-L'-Liowville entdo,
N ¢é L'-Liowville. Além disso, se existe uma sequéncia suave aberta de subvariedades My

tal que PEC(X) — 400 quando k — +oo, entdo N é L*-Liouville.

Demonstracao. Seja (N, h) uma variedade com bordo vazio e M C N uma subvariedade
aberta com bordo nao vazio fechada em N. Assim, podemos olhar (M, g) como sendo

uma variedade isometricamente mergulhada em (N, h), como um subconjunto fechado
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também, podemos supor, sem perda de generalidade, que (N,h) é nao parabdlica, ou

melhor, hiperbdlica. Nesse caso, teremos que
PeM < 6N,
Integrando obtemos que
PN = | PEMyldy < | Mxyldy = V). (3.32)
M N
Se M é D-L'-Liouville entdo PEM nao é finito, ou seja, segue de (3.32) que
o0 < EN = EN = 0.

Logo, N é L'-Liouville. Da mesma forma, suponhamos a existéncia de uma sequéncia Mg

de subvariedades abertas suaves tal que
PEMk (%) — 400 quando k — +oo.

Como cada My C N, teremos que PEMx(x) < EN(X). Aplicando o limite com k — +o0

obtemos que

+oo = lim PEM¢(x) < lim EMx(x) =EN
k——+o0 k—+o0

e, portanto, N é L'-Liouville.

]

Observagao 21. Observe que a primeira afirmacgao no enunciado do coroldrio nao decorre

imediatamente do Principio do Mdximo devido a nao compacidade da subvariedade aberta

M.

Como era de se esperar, em vista do que ocorre com a completude estocastica (veja
[19],[23]), a propriedade D-L'-Liouville é uma propriedade assintética. Dessa forma, va-
mos justificar essa afirmacao por meio de dois resultados interessantes. Para comecar,
mostramos com um argumento muito direto que variedades que sao isométricas fora de

um conjunto compacto compartilham o mesmo comportamento em relacao a propriedade

L'-Liouville.

Proposicao 18. Sejam M e My duas variedades Riemanniana com bordos 0My e 0M,
nao vazios, respectivamente. Suponha que exista uma isometria entre M\K; e Ms\Kqy
onde Ky C intMy, e Ky C intMsy sao conjuntos compactos. Entao, My é D-L*-Liowville

se, e somente se, My 0 €. A mesma conclusao € valida no caso de variedades sem bordo.
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Demonstracao. Sejam M; e My duas variedades Riemannianas com bordos 0M; e 0M,
nao vazios. Suponhamos, por absurdo, que My é D-L!-Liouville, contudo, M, nao é D-
L!-Liouville. Assim, existe uma funcdo superharménica u € L'(M,) com u = 0 sobre
0M,. Também, temos que @ : M;\K; — My\K5 é uma isometria onde K; C intM;
e Ky C intMjy sao conjuntos compactos, dai tomemos q, Qs C M; conjuntos abertos

relativamente compactos, de tal modo que
K; € QO €@ Q.

Seja uy : M{\K; — R uma funcdo dada por u; = uo ¢@. Notemos que, sendo u

integravel teremos que u; é integravel. Além disso,
Au; = Aluo @) = Au(@) para todo ponto em @(M\K;) = My\Ks.

Logo, u; é superharmonica. Por ultimo, como u é nao negativa, consequentemente,
também serd nao negativa. A fim de estender esta funcao em toda M;, consideremos
¢ = ming,\ o, W, € definimos a fungao

min{uy,c} em M;\Q,

V1 =

c em Q.
Notemos que v; estd bem definido pois, como ¢ = ming,\ o, W, teremos que u; > ¢ em
0Q,\Q; e, portanto, vi = ¢ em Q,\Q;. Também, v, é superharmonica e nao negativa em
M\Q; e Qy. Ja que o minimo de uma funcdo superharmonica ainda é superharmonica,

podemos concluir v; sera, pois
Vv = min{ul,c} em Ml\Ql € Vi =C em QQ,

onde tanto u; como ¢ sao superharmoénicas. Entao, v; é superharmonica em conjuntos

abertos que M;. Como @(0M;) = 0M, teremos que

Av; <0 no intMy

vi=0 sobre OM;.

Também, v; € L'(M;), mas v; ndo é identicamente nula em M;, o que é uma absurdo,

pois M; é D-L'-Liouville. Logo, My é D-L'-Liouville.
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A seguir, mostraremos que a validade da propriedade L*-Liouville de uma variedade
sem bordo depende da propriedade D-L'-Liouville de (pelo menos) uma de suas extre-
midades. Isso pode ser considerado como a volta do Corolario 8 quando a subvariedade

aberta M tem complementar compacto em N.

Teorema 24. Seja (N,h) uma subvariedade sem bordo. As sequintes afirmacgoes sao
validas:

i) Seja M uma subvariedade aberta em N tal N\M ¢ compacto. Se N é L'-Liouville,
entio M é D-L*-Liouville.

ii) Seja E o fim de N. Entdo, E é D-L'-Liouville se, e somente se, seu duplo Riemanniano
D(E) € L'-Liouwille.

i) N é L'-Liouville se, e somente se, pelo menos uma de suas extremidades é D-L'-

Liouwville.

Demonstracdo. Do item i) é similar ao i) no Teorema 23. Seja GN o Ntcleo de Green de

N, daf temos, por hipétese, que N é L'-Liouville, ou seja,
J GN(x,y)dx = +oo0 para todo y € N,
N
onde lembramos que GN é obtida por um processo de exaustao

lim PG =GN,
k—+o0

sendo Q) uma sequéncia de dominios abertos relativamente compactos com bordo suave.
Como N\M é compacto, podemos assumir que N\M & Q. Agora, suponhamos que

u > 0 satisfaz

Au<0 em M

u=>0 sobre OM.

Como u >0 em M e OM C Q,, teremos que infan, u=1c; > 0. Se GN = 400 obtemos

que u nao ¢ integravel em N, o que é um absudo. Agora, fixando yq € Q;, teremos que

sup GN(x,yo) = g < +00.
20,

Assim, existe A > 0 tal que u(x) > AGN(x,yo) para qualquer x € 0Q; e como GN >

DGOx, teremos que

u > AGN > APGP* sobre 0Q, UdQ;.
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Pelo Principio do Méximo obtemos
u>APG2% no 0\Qy,
e passando o limite com k — +o00

u= lim u>A lim PG =AGN no N\Q;.

k——+o0 k—+o0

Integrando em M e lembrando que Q; é compacto e GN é localmente integrével, con-

cluimos que
J u(x)dx > J u(x)dx > AJ GM(x,yo)dx = +oo0,
M M\Q, M\ Q4
dessa forma, IM u(x)dx > +o00 e, consequentemente,
J u(x)dx = 400,
M

o que é um absurdo pois, u é integravel em M. Portanto, M é D-L'-Liouville.
i) («=) Seja D(E) uma variedade Riemanniana com 0D(E) = (), onde E é um fim de N.
Seja GP(®) o Nucleo de Green de D(E). Por hipétese, temos que D(E) é L'-Liouville,

logo
J GP®)(x,y)dx = +oo para todo y € D(E),
D(E)
onde GP(®) ¢ obtido através de um processo de exaustao tal que

lim G =GP®),
k—+o00

Dessa forma, seja (), uma sequéncia de dominios abertos relativamente compactos
com bordo suave tal que o limite acima ocorre, como os fins de uma variedade sao abertos
da mesma teremos que E é um subconjunto aberto de N e ainda D(E) = E duplicado
sem bordo, logo E é um subconjunto aberto de D(E). Segue que D(E)\E é um conjunto
compacto. Assim podemos assumir que D(E)\E € Q;. Agora, tomemos uma funcao

u > 0 que satisfaz
Au<0 em E

u=2~0 sobre OE.
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Como u >0 em E e 0E C Q; teremos que infsn, w =c; > 0. Se GP(®) = 400 teremos
que uw = 400 e, consequentemente, nao sera integravel em N. o que é um absurddo.

Agora, fixemos yg € Q1 um polo de G tal que

sup G (x,yg) = ¢y < +00.
20,

Dessa forma, existe y > 0 tal que u(x) > vyG?®) para qualquer x € 0Q; e ainda, como
GP2(E) > DGOk,
teremos que
u > ‘}/GD(E) > yDGQk sobre 00 U Q.
Segue do Principio do Méaximo que
u>vyPG%* em 0Q,\Q;.
Agora aplicando o limite com k — +o00o teremos que

u= lim >vy lim P?GP® =vyG?® no DENQ;.

k—+o00 k—+o00

Integrando em E, lembrando que Q; é compacto, e que GP(F) é localmente integravel,
concluimos que

J u(x)dx > J u(x)dx > J vGP®)(x,yy)dx = 400.
E E\Q, E\Q:

Assim, [ u(x)dx > +oo e, portanto,
J u(x)dx = +o0,
E

o que ¢ um absurdo, pois u é integravel em E. Portanto, pelo Coroldrio 8, D(E) é D-L!-
Liouville.
il) (=) Seja E o fim de N, que é um subconjunto aberto pré-compacto. Por hipdtese,
teremos que E é D-L'-Liouville, e ainda, temos que D(E) o seu duplo Riemanniano, assim
pelo Corolério 8 podemos concluir que D(E) serd L'-Liouville.

iil) (<) Suponhamos que exista pelo menos uma extremidade de N satisfazendo a

propriedade D-L!'-Liuoville, logo pelo Corolério 8 teremos que N sera L!-Liuoville.
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ii1) (=) Agora, suponhamos, por absurdo, que nenhuma extremidade de N satisfaca

a propriedade D-L'-Liuoville, em outras palavra, existe um conjunto compacto K C N

tal que

N\K = U™, E4,
onde cada E; sdo extreminadades de N e PEFi sdo fungoes finitas (veja Teorema 23), para
qualquer i =1,...,m. Como cada fim é um subconjunto disjunto de N teremos que

OE; N OE; = 0.

Para qualquer i # j definimos PEEt = 0 fora de cada E;.

E;

Figura 3.1: Fins de uma variedade

Afirmamos que PEN\K = 3" PEEL Com efeito, definimos uma funcao f : N\K — R

dada por f =Y " PEF:. Notemos que

Af=A (Z DFF) = > APEF =—1no int(N\K),
i=1

i=1

e como PEFt =0 sobre 0EF, teremos que

f= Z PEE =0 sobre 9(N\K) = UQE;.

i=1

DEN\K

Segue da unicidade do tempo médio de saida de Dirichlet que f = e, portanto,

m
DEN\K — Z DEEi.
i=1
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Entao, PEN\K ¢ finito, pois Y i", PEE: ¢ finito e, consequentemente, N\K nio ¢ D-L-
Liouville. Assim, pelo item 1) teremos que N néo é L'-Liouville, o que é um absurdo.

Portanto, N possui pelo menos uma extremidade D-L!-Liouville.

3.4 Completude estocastica vs propriedade L'-Liouville

Como vimos em, A. Grigar’yan [6], aplicando a versao do Teorema 23 para variedade sem
bordo, foi provado que toda variedade estocasticamente completa é L'-Liouville. Além
disso, os dois conceitos sao de fato equivalentes para uma grande classe de variedades
rotacionalmente simétrica(veja [20]). Nesta segdo apresentaremos alguns exemplos em
qualquer dimensao mostrando que, em geral, os dois conceitos nao sao equivalentes. Isto
completa a imagem em [20], onde apenas o caso de superficies bidimensionais foi conside-
rado.
Uma vez que a propriedade L'-Liouville é equivalente & divergéncia da integral,

+o0
J G(my)dyzj J p(t,x,y)dtdy,
M M JO

uma abordagem natural para investigar sua validade é por meio de estimativas de Nticleo
do Calor, e do Nucleo de Green.

No primeiro exemplo empregamos argumentos parabolicos para mostrar a divergéncia
da integral acima. Faremos uso das seguintes estimativas nesta configuracao por A.Grigor’yan
e L.Saloff-Coste em [4].

Lembramos que uma variedade satisfaz a desigualdade parabdlica de Harnak (PHI) se

existe uma constante Cq tal que qualquer solucao nao negativa u da equacao de calor
ou = Au,
em qualquer cilindro Q = (1,7 + T) x B(x,1) com T =1? e T € (—00, +00) satisfaz

supu < Cy iglf u, (PHI)
Q_ +

onde Q_ = {T—l—%,’t-i—%} xB(x,%) eQ, = {T+%,T+T} xB(x,%).
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+T Q

O

T+34T

T+'5T
o

T +1/4T

© - —
Y
B(z1/2)

Figura 3.2: Cilindros Q, e Q_ em Q

E bem conhecido (Veja [33], Teorema 5.5.1) que (PHI) é equivalente & validade si-
multanea da duplicacao e das desigualdades de Poincaré invaridaveis de escala, e em uma

variedade completa esta implica na curvatura de Ricci nao negativa.

Teorema 25 ([4], Teorema 3.3). Seja M uma variedade completa nao parabélica completa,
OM = 0. Suponhamos que a desigualdade parabdlica de Harnack (PHI) se mantenha em
M e seja K um conjunto compacto em M. Entao, existe 6 > 0 e, para cada ty > 0 existem
as constantes positivas C e c tal que, para todo t > ty e todo x,y € Q = M\Ks, Ks a

d-vizinhanca de K,

¢ d*(x,y)

Apresentamos agora um exemplo em dimensao arbitraria de uma variedade L'-Liouville
estocasticamente incompleta com pelo menos duas extremidades.

Mas, antes iremos definir o que é uma soma conexa.

Definicao 20. A soma conexa M = My#M,y de n-variedades My e My € formada
pela exclusao dos interiores das n-bolas BY em MY e colando as variedades perfuradas

resultantes Mi{\Bi umas as outras por um homeomorfismo h: 0By — 0By, de tal modo
M = M #M;, = (M;\B) Un (M2\B,).

Exemplo 3. Seja M uma variedade Riemanniana, OM = () definida pela soma conexa

M = M #M, onde
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i) My € uma variedade Riemanniana nao parabdlica completa que suporta (PHI);

i1) My € uma variedade Riemanniana geodesicamente completa e estocasticamente incom-

pleta.
Afirmamos que M € uma variedade L'-Liouville estocasticamente incompleta.

Com efeito, como M = M1#M, e M, é geodesicamente completa e estocasticamente
incompleta, obtemos pelo Lema 3.1 de [19] que M é estocasticamente incompleta. Agora,
tomemos K C M; um subconjunto compacto contendo o disco ao longo da fronteira cuja
a colagem de M; com M, ¢ realizada. Dai, pelo Teorema 25 temos que existe 6 > 0 e,
para todo ty > 0 existem as constantes positivas C e ¢ tal que para todo t > ty e todo

x,y € Q = M;\Ks, a d-vizinhanca de K temos

p_Q( C dQ(Xay)) .

txy) > i ghalitiil-2i
9> g e (05

Consideremos o Niicleo do Calor de Dirichlet Pp© e o tempo médio de saida de Dirichlet
PEQ de Q. Como M; é uma variedade ndo parabdlica completa que suporta o (PHI)

obtemos, pelo Teorema 25, que

PEC(x) = | PG%(xy)dy

" +o0o
= J Pp(t, x,y)dtdy

JO JO

n +00 2
> J B exp (—CM> dtdy.
JQO Jtg Vl (Xu \/{) t

Como Q D QN B(x, V1) teremos que

“+00 2
DEQ(x) > J J — % _exp (—CM> dtdy
QNB(x,v1) Jtg Vi(x, \/{) t

e ainda, y € Q, logo y € B(x, V1) e, consequentemente, d(x,y) < v/t e dai

c ., C

Assim,
+0o0 2
DEQ(x) > J J — ° __exp (—CM> dtdy
anB(x,vD) Jte  Valx, \/{) t
+o00 c
= — exp(—C)dtdy.
JQQB(X,\/{) LO Vi(x, \/{) Y
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Pelo Teorema de inversao da ordem das integrais repetidas tem-se

+oo
DEQ(y >J ¢ _cJ dy dt
) to Vi(x, V1) bl )mmmﬁ)y

“+o00 c
_ Jto mexp(—C)vl(QmB(x,ﬁ))dt.

Agora, tomando ty < t; < t de tal forma que
Vi(QNB(x, V1) = Vilx, vt) = Vi(Ks),

temos

PE) > cep(-0) | L0
to 1%,
O Vi(x, V1) — Vi(Ks)
ceXp(—C)Jtl Vile Vo)

B B “+0o0 B “+o0 Vl(Ké) B
= cexp(—C) (Ll dt Ll —vl(x’\/adt)——l—oo7

WV

entao

PEC(x) = +o00.

Segue do Corolario 8 que,
+oo < EM(x),

logo EM = 400 e, portanto, M é L'-Liouville.

A seguir uma alternativa, um pouco mais geral baseada no Teorema 24. Com efeito,
suponhamos que M; seja L'-Liouville com uma extremidade, por exemplo, M; é uma
variedade modelo estocasticamente completa (veja, por exemplo [20]) e ainda My e M =
M;#M; seja como descritas acima. Tomemos também K um conjunto compacto com
bordo suave contendo os discos ao longo dos quais M; e M foram colados e denotemos
por By o fim em M\K, isométrico ao fim correspondente de M;. Como M; é L'-Liouville,
temos pelo Teorema 24 item iii) que M é L'-Liouville. Por outro lado, temos que M é
estocasticamente incompleta, pois My é estocasticamente incompleta.

No préximo exemplo, serd apresentado uma variedade L'-Liouville estocasticamente

incompleta com apenas uma extremidade.
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Exemplo 4. Seja h qualquer métrica Riemanniana em R™ que torne (R™, h) estocasti-

camente incompleta e tal que h = ggrm no semi espago superior

=m

R+ i{(Xl,...,Xm) € Rm; Xm 2 O}

Por exemplo, podemos colocar g como a métrica Riemanniana dada em coordenadas po-

lares por
g = dr* + g,(r)*de?,

com gi(r) = e” para T >> 1, g1 suave e satisfazendo g1(0) =0 e g{(0) =1 e definimos
h como sendo
g=(1-¢&g+&grm,

onde & € uma funcao de corte dependendo apenas de X, e satisfazendo

1 se xn=0
E(x) =
0 se xqu <—1L
Argumentando como em ([20], pag 318), é possivel construir uma fungao que viole o
principio do méaximo fraco no infinito e, portanto, M nao é estocasticamente incompleta.
Afirmamos que (R™, h) é L'-Liouville. Temos, pelo Coroldrio 8, que é suficiente
verificar que o semi espaco euclidiano ET é D-L'-Liouville. Apresentaremos trés maneiras
diferentes de verificar este fato. O primeiro e o segundo dependem fortemente da expressao
explicita do Nicleo do Calor e Green do semi espaco. O terceiro é um método elegante,
e ilustramos como funciona baseada em um principio de comparagao global.

Estimativa do Ncleo do Calor : Fazendo uso da expressao do Nicleo do Calor de Dirichlet

de RT P. Gyrya e L. Saloff-Coste em [38] nos d4 a seguinte estimativa inferior

M Cxmy clx —y
Do (t,x,y) > mom ex <— .
) 2 e + VB + VD) TP

t@

Assim, consideremos o Ntucleo do Calor de Dirichle p@T, o Nucleo de Dirichlet Green

DGEY ¢ o tempo médio de saida de Dirichlet DERY de RT. Dali,

r

PER = | 6 (xy)dy

JRT

WV

r +o00 m
J P (t, x, y)dtdy
JB(x,v/1) Jo

V

r J+Oo meym exp <_C’X — y’)
JBovD Jo 2 (xm + V) (Ym + V) At
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Argumentando como no Exemplo 3, chegamos a conclusao desejada.

Estimativas do Nucleo de Green : Relembrando a expressao do Nicleo Dirichlet de Green
de Dirichlet do ]R dado no Exemplo 2, temos para m > 3 que
PER = J PG (x,y)dy

=

Ry

1 1
e T
e =y T ey
onde definimos y’ = (y1,.--,Ym—1, —Ym)- Escolhendo x = (0,0,...,0,1) e colocando em

coordenadas cilindricas (1,0, %), o integrando pode ser escolhido como (z,Ym—1,Ym) =

(r-cos@,7-sin0,x), onde z= (y1,...,Ym_2). Logo
x—yl = V{x—y,x—y)
- \/<(_y17 S 7_Um727 _ymfla _Um + 1)7 (_ylu o e 7_Um72> _ymfla —Um + 1)7

e fazendo uma mudanca de variavel obtemos que

|X — yl = \/<(_Zy “Ym+1, 1— ym)7 (_Zv —Ym+1, 11— Um)>

= JZ+yh+ (1 —yn)?

= \/r2-cos29—|—r2-sin26+(1—xm)2

= /124 (1 —xp)2

De maneira analoga, teremos que

|X—UI’ = \/<(_y17"'7_ym—2>_ym—laym+1)7(_917"'7_ym—27_ym—laym+1)

= /24yt (1 +ynm)?

= \/r2 + (14 xm)?

Agora, notemos que,

1 1 1 1
K—ym2 =y ™2 [/ k= DA™ 2 [ F (xm £ 12T
1 1

2+ (xm = DI™22 12 4 (xn + ]2/
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Dessa forma definimos a funcao f : R\{r} — R dada por

1
(12 + t2)m—2/2

f(t) =

e derivando com relacao a t obtemos

—(m —2)(r? 4 t2)m—2/2
(2 +t2)m 2

f(t)
— _(m_2)(r2+t2)m—4/2—(m—2) 1
= (—m+2)(r* +t2)" ™2 . ¢,

assim, temos

1 1
P —ym=? e —ym?

= f(xm —1) —f(xm +1)
= —[f(xm — 1) —f(xm + 1)].

Aplicando o Teorema de Lagrange, podemos concluir que,

1 1
x —ym=? x—y/m?

— —(¥)

= —(-m=2)("+ &) ™%
=+ €)™,
onde & € (x;m — 1,x;m + 1) e, portanto, é estimado superiormente por

(Xm + D(xm +1)* + r2]—m/2 para X, = 3.

N | —

Clxm — D(xm + 1)2 4127 ™/2 >

Podemos, portanto, estimar

+00
rm—erJ (%m + Dl(xm +1)? +127™/2 = +00.
3

m +o0
0

Segue dai que RT é D-L'-Liouville e assim, pelo Coroldrio 8, R™ é L'-Liouville. Calculos

semelhantes levam a mesma conclusao se m = 2.

Argumento Eliptico : Descrevemos agora uma argumento eliptico. Notemos que, ao usar
os mecanismos desnvolvido até agora, os mesmos permitem obter a conclusao necessaria
com uma quantidade minima de calculos explicitos.

Dado k > 1 e consideremos uma placa

1
Qk:{xeRfigxmgk},
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e a funcao

Bl = 5 (tn = ) (K= xm).

Observemos que x,, < k e segue dai que k — X,,, € nao negativo, de modo analogo, como
1 1 - .
Xm = o teremos que X,y — X também sera nao negativo. Consequentemente, Ex é uma

funcao positiva e ainda

m 2
At = 3 o 5 (3 ) e xm)]

d J1 ) Xm
= o [ (s 1)
d (1 1
- a0 ()]
= —1, no intM,

1 1/1 1 1 1 1
Ex <E) =3 (E_E) <k_E) =0e Ex(k) =3 (k_E) (k—k) =0, sobre 0Qy.

Logo, Ex é uma solucao positva que satisfaz,
AEx =—1 no intQy
Ex =0 sobre 0Q);.

Além disso, temos que ¢ (x) = Ex(x) + €[x|> é uma funcao de Khas'minskii para Qy
1
sempre que ¢ for suficientemente pequeno, pois tomando X < ¢ < k obtemos a bola

fechada
B={xeRM" x—1|< e},
tomando a norma do maximo podemos escrever
B=[1—¢,1+¢™"

1
Assim, dado y € B x [E’ k} teremos que
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o

1 1
consequentemente, B x [E,k} C Q. Dai, teremos que 0 < ¢y (x) € C° [ O\ B x [E’ k} N

1
Wll(’fc (intQk\B X {E,k}) tal que

lim ¢i(x) = lim (Ex(x) + e)x]*) = 400

X—+00 X—+00

(Vox, Vp) :J

PR [
int(Q\B)

Jint(Qk\B) 2(Q\B) 0V

onde 0 < p € CO(Qy\ B) N W2

loc

(intQ\B). Segue que ¢y é uma fungao de Khas'minskii
e, portanto, pelo Lema 6 teremos que Qi é D-parabdlico e, consequentemente, Ey é seu
tempo média de saida de Dirichet (finito). Agora, fixando x € intQy e fazendo k — 400
obtemos que

1 1

Jim B = i 5 (=) ) = 100

Logo o limite de Ey quando k — +oo diverge e, consequentemente, pelo Corolario 8, ET

é D-L'-Liouville.

3.5 Condicoes geométricas localizadas para a propri-

edade L'-Liouville

De acordo com a teoria desenvolvida até agora, em vista dos exemplos acima, é natural
supor que a validade da propriedade L'-Liouville depende apenas de condicoes geométricas
confinadas em um dominio suficientemente grande de uma variedade.

Esta secao visa confirmar essa intuicao ao considerar trés situacoes diferentes: a pri-
meira, muito geral, envolve uma condi¢ao de curvatura de Ricci (assintoticamente) nao
negativa em um semi espaco geométrico; o segundo diz respeito ao complemento da me-
tade do espaco em situagoes hiperbodlicas, e o terceiro lida com cones de produto deformado

e depende de uma suposicao espectral.

Curvatura de Ricci em semi espacgo.

Inspirado no Exemplo 4, primeiro investigamos o papel dos limites de curvatura de Ricci

inferiores em um semi-espago geométrico. Basicamente, vamos trabalhar com a curvatura
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de Ricci nao negativa, mas uma certa quantidade de negatividade também é permitida.

Para um semi espaco geométrico, queremos dizer o seguinte

Definigao 21. Sejay : [0, +00) — M um raio geodésico, parametrizado pelo comprimento
de arco na variedade Riemanniana completa (M, g). O semi-espago M™ em relagdo ay

¢ o dominio
M™ = U=oBe(v(t)),
onde By(p) € a bola métrica aberta de raio t > 0 centrada em p.

Teorema 26. Suponha que (M, g) € uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

(m —1)B?

Ric> —— -~
1+ rfy(o) (x)

(3.34)

sobre o semi espaco M com respeito a algum raio geodésico vy, para algum 0 < B <
Jm

m—1’
Liouwille.

onde Ty (o) denota a funcio de distancia em M de y(0). Entdo, (M,qg) € L'

Demonstracao. Consideremos, inicialmente, com uma suposi¢ao mais geral de que para

cada nimero inteiro positivo k a seguinte desigualdade é valida

!/
Aty (x) < (m — 1)%(Tk(x)); para todo x € By, (y(t)), (3.35)
K
onde {tylreny é uma sequéncia crescente com t; > 1, r(x) = d(x,y(tx)) é a funcao

distancia de y(tx) e ok : [0,400) — [0,4+00) é a fungao de deformacao de uma variedade
modelo m-dimensional Mg, . Agora, para cada nimero inteiro positivo k difinimos a

funcao Fy : [0,tx — 1) — [0, +00) dada por

et [ om1(s)ds
Fk(T) = JT Wdt

Derivando a expressao acima com relacao a v e aplicando o Teorema Fundamental do

Célculo obtemos

bl L om(s)ds dt — _JT o o 1(s)ds it

Fulr) = J o () W o

o
= F(r) = -0k
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Agora, por (3.35) a comparacao com a funcao Ty : By, (v(tx)) — [0, +00) satisfaz
AF(rc(x)) = F/(r(x)) + F(mc(x))Ari(x)
> F(mc(x) + Fr(r(x)) (m — 1) = (rie(x))

= Ag Fe(ri(x))

- (_f; owl(s)dsdt>

ds o (1)

Além disso, teremos que

ty—1 t m—1
- [ s

te—1 ka_l(t)
entdo, Fx = 0 na fronteira da bola By, _1(y(tx)) e, consequentemente, pelo principio do

maximo teremos que
Fie(ri(x)) < PEi(x), (3.36)

onde PEy denota o tempo médio de saida de Dirichlet de By, 1 (v(tx)).
Para ilustrar a ideia, suponhamos que Ric > 0 em M, ou seja, (3.34) assegura que
B = 0. Pelo Teorema de Comparacao do Laplaciano, podemos tomar oy (s) = s para

qualquer k e, assim, calcular

Felre) = =0 - —dt
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Substituindo os limites de ingracao obtemos

tm
rtx—1 —
Fe(re) = ——dt
tk—1 ym
t 1
= — .t
ho omot
t—1
t
= —dt
JTK m
1
S ]

Portanto,
D 1 2 2
Ex(x) = Fy(re) = - [(te — 1) =12 (x)]
de onde escolhendo x; =vy(2) € By, _1(y(tk)) para todo k, temos
T(x1) = dxi,v(t))
= d(y(2),v(t))
= tk - 2a

pois, Y é uma geodésica. Além disso,

PEa) > o [(t— 17— i)
= -1 (-2
m
= %[ti—Ztk+1—ti+4tk—4}
T
m

Uma vez que {tx} é uma sequéncia crescente temos que limy_, o t, = 400 e, assim,

lim PEe(x1) > +oo.

k—+o0

Logo limk_, 00 PEx(x1) = +00. Pelo Corolério 8, podemos dizer que M é L'-Liouville.
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Notemos que o ingrediente principal no argumento acima sera

2t —3 (1) ([t —2)?
om om om
_ (tx —1)? B T3 (x1)
2m 2m
= Fl(tk —2)

_ thl foot (e)ds
t—2 O-El_l(t) ,

assim,

ty—+oo ty—+oo

th_l IS o !(s)ds
t—2 Gﬂl_l(t)

quando k — 400 e t, — +00. Assim, suponhamos que

para alguma constante B. Pela desigualdade triangular temos
d(y(0),y(tk)) < d(x,v(0)) + d(x, v(tx)).
Como ty = d(y(0),y(t)), d(x,v(0)) =Ty (0)(x) e d(x,y(tx)) = 1ic(x), obtem
te < Ty (x) + Ti(x).
= e —1k(x) < Ty 0)(x).

elevando os dois membros da desigualdade ao quadrado e somando um dos dois lados

teremos
1+ (b = 1(x))? <1 +72 ) (%),
e assim,
1 o 1
T4 (te—1m(x))? 1472 (%)
Logo,
) (m —1)B? (m —1)B?
Ric > > 5, Dbara todo x € By, (v(ty)).

1+ 00 T T (e —T(x)
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Novamente pelo Teorema de Comparagao do Laplaciano ( Teorema 6 ) a desigualdade
3.35 é valida com o € C%([0, +00)) que é solucao do seguinte problema
82
L+ (te — (%)) (3.38)
ox(0) =0, o, (0) =1.

1

Um calculo (veja [11]) mostra que a solugao de oy de 3.38 é dada explicitamente por

1 B B s\ 2®
ox(s) = ﬁt}j“(tk —g)/2°B [1 — <1 — E) ] :

V4B2+1  4B2+1 S 1 te
€ =z
2

onde B < —. Suponhamos, inicialmente, que s € [0,— e

2 2 2

1 1
escrevemos A = ti € {07 5] . Assim obtemos a funcao p : [O, 5} — R dada por
k

p(A)=1—(1—A)%B.

Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe A € (0,A) tal que

p(A) —p(0) =p'(A) - A,
e sendo p(0) = 0 teremos

p(A) =p'(A) - A

Também,

p'(\) = 2B(1-A)

> 2B(1-1/2)7,
segue que
p'(A) > 2Bd,, onde d; = (1 —1/2)2P 1.

Como, 1/2 — B < 0 obtemos que

(Tk(S) = —t

L 1/2-B 1/2—B .1
= —t t S A)-A
oF b ( ) p'(A)
L 1/2-8 1/2-Bomq S
> —t ty —s 2Bd; —
2B k ( k ) ltk

S

= /7 (- S)I/Q_Edlt ;
K
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logo
ok (s) > d;s para s € [0, t/2].

Quando s € [ty /2, ty] teremos que A = s/t € [1/2,1]. Assim, ultilizando o argumento

anterior, obtemos a funcao p : [1/2,1] — R dada por

3 2B

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (1/2,A) tal que

p(A) —p (1) — o'(0) A (3.39)

Como p(1/2) =0, temos

Por outro lado,

e, consequentemente,

p’(A) = 2Bd,, onde ds = (3/2—1)?PL.

3 2B B
Agora, notemos que 1 — (5 — 7\) <1—(1—2A)B, entao

1 — _r _
ouls) = =t/ Pt — )P [1- (1A
L 1/248 1/2-8 | 3 "
> —t t — 1—(=—A
2B k ( k 5) 2
1 — _
= —t/" Pt — )2 Bp(N)

2B
1 = =
_ ﬁti/Q—O—B(tk . 5)1/273‘)/()\) Y
Como p(A) = p’(A) - A, temos
S

1 - o
ok (s) ﬁt]l(/prB (tx — S)l/ziBQBdga

WV

B 5. S
= t11</2+B(tk—S)1/27Bd2t—
K

-0 P
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portanto,

ox(s) > dss.

Tomando d = min{d;, d»} podemos concluir que

ox(s) > ds, paratodo s € [0, ty].

Portanto,
t—1 tam—l s)ds
Fi(t —2) = J o ;_1( 45 41
t—2 O—k (t)
. th—l J";asm—ldsdt
- t—2 0'21_1(”
tk—1 %tm
= m_—dt.
thQ O—k 1(t)

Por outro lado, notemos que tx é uma sequéncia crescente onde t; > 1, e ainda, t, —2 <

t <t — 1. Como, o é uma funcao monodtona crescente, temos

ox(tk —2) < oy (t) < ox(tx — 1),

assim, obtemos que

Gk(t) < ﬁtk
BBl 1
< —_t]1</2+Bt}/2 Bl E]
28 L tk
B it1/2+§t1/2—§ tig — 1)
= —t . _
2B 3P
1 _ _
< ﬁtli/HB (t,/2)/2 B

e, consequentemente,
1 1
ok (t) i 1/2+§(t1/2)1/27§.
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Dessa forma, teremos que

d
te—1 —tm
Fe(te —2) > J 1 — m dt
_ 1/2+B —1 B
t—2 _—t]i/ +B)(m )(tl/z)(l/g_g)(m_l)
2B
bl g 2B 5
= J — E—(tl/Q)(1/2fB)(m71)dt
te—2 M t(1/2— )(m—1)

k

te—1 tm
= CJ —dt,

2 t](<1/2—§)(m—1)

onde ¢ = 2Bd/m(t;/2)/2-B)(m=1)  Como, t, — 2 < t temos

S (e —2)™m
Fi(ty —2) > CJ — - dt

_— tLl/QfB)(mfl)
(t —2)™

m[(tk —1) — (tx — 2]
k
(t, —2)™

t](<1/2713)(mf1)

Para m > (m — 1)(1/2 + B) teremos

m>%(m—1)+§(m—1),

ou seja,
m+1 =
— > B.
2(m—1)
Portanto,
: L (e —2)™ m+ 1
tkll>n+loo Fk(tk - 2) - tkllfﬂoo W = +00, quando tk = +o00 e m >
m+1 = m
Quando _mtl > B, pela suposicao de que B < segue que
2(m—1) m—1

PEL - 400 quando k — +o0,

portanto, M é L'-Liouville.
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Curvatura negativa comprimida no complementar de um semi
espaco hiperbdlico

Em contraste com o que acontece no caso da curvatura nao negativa, no cenario de cur-
vatura negativa os semi espacos nao sao grandes o suficiente para satisfazer a propriedade
D-L'-Liouville e, portanto, para concluir validade da propriedade L'-Liouville global. Va-
mos mostrar que os dominios apropriados sao representados pelo complemento do semi
espaco.

Ao longo dessa subsecao, consideramos M como uma variedade m-dimensional com-
pleta, simplesmente conexa, que satisfaz, para algum B > A > 0, as suposigoes de

curvatura pingada
Ric > —(m —1)B? e Sect < —AZ (3.40)

Obviamente, essas condigbes implicam que a variedade M (Cartan-Hadamard) possui
curvatura seccional limitada inferiormente.
Sejam v : [0, +00) — M um raio de velocidade unitéaria fixado e by : M — R a funcao
de Busemann associada. Por definigao
by(x) = Jim re(x) —t
onde 1¢(x) = distpm (x,y(t). Entao, a bola aberta de M em relacao a 7y é definido

By(R) ={x e M, b,(x) <R}

Notemos que, By (R) é um semi espago em relagao ao raio de velocidade unitario vy.

Normalmente
By (R) = UgzoBeir(y(1)).
Com feito, seja By (R) = {x € M, b, (x) < R}. Assim, dado y € B, (R) obtemos que
Jim fre(y) =t =by(y) <R
Logo, dado ¢ = R > 0 existe D > 0 tal que t > 0 implica que
Te(y) —t <R,

por defini¢ao teremos,

distm(y, v(t) —t = mly) —t <R
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Segue dail que y € By gr(y(t)), portanto, B (R) C UizoBiir(y(t)). Por outro lado,

tomemos z € Ug>oBiir/2(v(t)). Entao, para algum t > 0 temos
distm (z,v(t)) < t+ R/2.
Subtraindo t dos dois lados da desigualdade e ultizando a defini¢ao teremos que
re(y(t)) —t =distm(z, v(t)) < R/2.
Aplicando o limite com t — 400 obtemos

lim (r(y(t)) —t) < R/2 <R,

t—+o0

logo,

by(y) = lim (r(y(t) —1) <R.

t—+o0
Entdo, y € By (R) e, portanto, Uy>oByr(v(t)) C By (R). Dessa forma, podemos concluir
que By (R) = UrzoBeir(y(t)).

Exemplo 5. A bola fechada @i(R) do espaco hiperbolico bidimensional H? é D-parabdlica,

independentemente do fato de seu crescimento de volume ser exponincial.

Com efeito, no modelo do semi-plano do plano hiperbdlico, @i(R) é realizado como
um semi-plano fechado. Agora, no cenario bidimensional, a ‘D-parabolicidade é invariante
em aplicacoes conformes. Dai, como @i(R) é conforme ao semi-plano ﬁ+, teremos que
o problema de verificagao que @i(R) é D-parabdlica se reduz a verificar que " ¢ D-
parabodlico. Assim, notemos que o crescimento de volume da variedade plana com bordo

T é no maximo quadratico, ou seja,
=+
volBY (0) < O(R?*) quando R — +oo.

Logo, pelo Proposi¢ao 13, obtemos que m 6 N-parabdlica e, consequentemente, D-
parabdlico. Como a D-parabolicidade independe de aplicacoes conformes, podemos con-
cluir que @i(R) ¢ D-parabdlica.

A mesma conclusao vale em dimensoes gerais para variedade Catan-Hadamard que

satisfazem (3.40), contudo precisamos de um argumento completamente diferente.

Proposicao 19. Seja M uma variedade Cartan-Hadamard satisfazendo (3.40). Entao a

horobola fechada @Y(R) de M com respeito ao raio geodésico y e D-parabilico.
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Demonstracao. A verificacao desse resultado sague pelo Lema 6. Com efeito, assuma

R > 1eseja ¢ : B, (R)\B;(y(0)) — R uma fungdo definida por
$(x) = (R=by(x)) 4+ ¢ 1o(x),
onde ¢ > 0 é uma constante a ser especificada. Notemos que
ro(x) = distm (x,v(0)) > 0,
e ainda,

by (x) = lim (r¢(x) —t) <R,

t—+o0

logo 0 < R — b, (x) entdo, ¢(x) = (R — by (x)) + cro(x) > 0 para todo x € B, (R).

Assim, ¢ é positiva. Além disso, pelo Teorema de comparacao da Hessiana e do

Laplaciano obtemos que,

Ab,, =tracoHessb, > (m —1)A,

assim —Ab, < —(m — 1)A. Por outro lado, temos a seguinte EDO,

o —B%0, =0

0¢(0) =0, o{(0) =1,

entao, utilizando o polinémio caracteristico para resolver a EDO acima, obtemos

m?—B?=0= m = +B,

consequentemente, a solucao geral é dada por o(x) = c1e®* 4 coe™

condicoes iniciais obtemos que

1 —Bx
o (x) = —5(eP* — e PX)
2
Dali,
ol (x) = —=(eP¥ + e B,
Portanto,
op(ro(x))  —1/2(eBro 4 e~ Bro) (eBro + e~Bro)

GO(TO(X)) a _1/28(6Br0 - e*BfO) -0 (eBro—e—BTO) ’

. Agora, com as
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isto é,
%(T00)) _ 5 oth(Bro(x)).
0o (To(x
Logo,
Arg(x) < (m— 1)% = (m—1)B - coth(Bry(x)).

Segue dai que
A = —Aby + ¢ Arp(x) < —(m —1)A + ¢(m — 1)B coth(Bry),
e escolhendo c suficientemente pequeno obtemos
Ad <0 sobre B, (R)\Bi(y(0)).
Assim ¢ é uma funcao superharmonica com

lim ¢(x) = +oo.

X—>+00

Podemos concluir , pelo Lema 6, que @Y(R) é D-parabdlica.

]

Comforme no inicio desta subsecao, a horobola fechada @Y(R) nao é D-L'-Liouville.
Levando em consideracao o Teorema 23, é suficiente mostrar que o tempo médio de saida

de Dirichlet PEZv(R) de @V(R) ¢ uma funcao finita. Com efeito, seja

R—b
ErR=——71_. 41
T (m—1A (3.41)
Dali,
Ab
AE, — — 20y
R (m—1)A’

e pela a condicao de curvartura implica que

Ab (m—1)A
AFg = — Y < =1,
R (m—1A (m— DA

logo,

AEr < —1 sobre B(R)
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como
b _
Er = —— >0, sobre B, (R),

obtemos do Lema 12 que DEBy(R) § limitada superiormente por Eg, que é finito. Assim,
do Teorema 23 podemos concluir que B, (R) nio é D-L'-Liouville.
Desde que B, (R) é D-parabélica, quando M é um espago hiperbélico H(—A?), a funcio
definida em (3.41) é precisamente o tempo médio de saida de Dirichlet da horobola.
Seja B, (R) ={x € M, b, > R} o complementar de um semi espaco em M. Apesar de
todo o semi espaco (horobola) ser D-parabdlico, este nao é o caso para seu complementar.
Um célculo simples usando o Teorema da Comparacao da Hessiana,( [20]), mostra que a

funcao

¢ uma solucao limitada nao negativa de

u>0 no intCB. (R)
(3.42)
u=20 sobre 9CB,(R).

De fato, notemos que R < by,

—(m —1)AR > —(m —1)Ab,,

—(m—1)AR > —(m—1)Ab,, )

(& (<

Logo u(x) = e AM=HR _ e=A(m=1by > ( para todo x € 0B, (x). Também,

A(m—1)R 7A(m71)by|

() = fe~ —e

< |efA(m71)R|_’_|67A(n171)by|7

como —b,, < —R teremos que e~ Alm=1)by e~ AM=DR ¢ a55im),

u(x)] < e MmTUR| 4 e AMELR]

— 2|e—A(m—l)R| -D.
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Portanto, u é uma fungdo nao negativa e limitada. Agora, pelo Corolario 2.4 de [20]

teremos que
Hess(e AM=Uby) < B[—A(m —1)]e Am=Uby — _AB(m — 1)e Am=1by L.

Além disso,

Au = A(e—A(m—l)R_e—A(m—l)by)

pois e AM~1R & constante. Assim,
Au = —Ae Alm—1by
= —traco Hess(e A(m~1by)
> 0, no intCBy(R),
e
w(x) = eMmIR _ pA(m—1by () — pA(M—1IR _ Am—UR g  golre 90B,(R).

Portanto, u é uma solugao de (3.42), onde a mesma nio se anula em (B, (R).
Pela Proposigao 16, a variedade com bordo (B, (R) é D-hiperbdlica. Em particular,

uma solucao, caso houver, do problema

AE4+1=0 no intCB, (R)

E=0 sobre 9C0B, (R),

pode nao ser o tempo médio de saida de B, (R), pois nao ha exclusividade global, mesmo

quando E ¢ limitado.
Teorema 27. Seja (M, g) uma variedade Cartan-Hadamard satisfazendo
Ric> —(m—1)B* e Sec < —A2,

para alguma constante B > A > 0 no complementar CB.,(R) do espaco B, (R) com respeito
a algum raio geodésico y. Se h € uma métrica Riemanniana qualquer em M satisfazendo

h = g sobre (B, (R), entio (M, h) é L'-Liowwille.
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Demonstracao. Fixemos Ry > R uma sequéncia divergente estritamente crescente de cons-

tantes positivas e
A ={xeM, R<b,(x) <Ry}

para ser o horoanel contido em B, (R). Como Ay é um subconjunto suave de B (Ry),
onde o mesmo é D-parabdlico, logo pelo Corolario 4 Ay também é D-parabdlico. Apli-

cando os argumentos de comparagao (veja [20]) teremos que

Ry —R e AMUn () e AMDR R b (x)
Ek(X) = _(m . 1)A : e—A[mfl)R _ e*A(TTL*l)Rk + (m_ 1)B

satisfaz

R —R AeAlm—1)by(x) Ab, (x)
(m—1)a e AlmM=UR _e-Am=DRc  (m —1)B

AEy(x) = —
Por um lado, temos que Hessb, < B. Dai
Ab, < (m—1)B,
e ainda,
Hesse AMm=1by < _AB(m — 1)e "% €0,
segue que
AeAm-1by(x) <

Agora, notemos que R < Ry logo —A(m —1)R > —A(m — 1)Ry, e dai,

e—A(m—l)R > e—A(m—l]Rk = e—A(m—l]R o e—A(m—l)Rk > 0.

assim,

1
efA(mfl)R _ efA(mfl)Rk 2 0.

Segue dai que

Rk —R AefA(mfl)by(x)
C(m—1A e AM-DR _ g-A(m-1)Rs =0,
—_——— ~~

<0 <0
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entao,
Ab., (x)
AE > v\
K (x) (m—1)B
(m—1)B
— =1 Ax.
(m—1)B o

Afirmamos que Ex(x) < PEA* onde PEAx é 0 tempo médio de saida de Dirichlet de Ay.

De fato, defina o conjunto
Q ={x € Ay, PE*(x) — Ex(x) < 0}
e consideremos a funcao u: 3 — R dada por
u(x) = Ex — PEA-
Notemos que
Au = AEy — APEM,

DEAC = —1 em Ay, temos

e como A
Sendo AEy > 1, segue que,

Au=AEx +1>0.

Entao, u é uma fungao limitada e subharmoénica em Q. Como Ay é D-parabdlico temos

da caracterizacdo de Ahlfors de D-parabolicidade (Proposicao 16) que
Sup u = sup u.
o) 20
Mas,
u(x) = Ex(x) — PEA%(x) =0 sobre 9Q,
entao,
supu =supu = 0.
o) 20

Portanto, u(x) < supy u = 0 e, consequentemente,

Er(x) — PEM(x) <0 = E(x) < PEM(x).
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Com isto obtemos o resultado desejado da afirmacao feita. Por um lado, temos que

Rk —R e—A(m—l)by(x) - e—A(m—l)Rk Rk -b (X)
lim E(x) = lim |[— . + Y
k—+00 k—too | (M—1)A e AlM-1R _ e—A(m—1)R (m—1)B

e, consequentemente,

+oo= lim Ex(x) < lim PE*(x).
k—+o00 k—4o00

Portanto, limy_, o CEA%(x) = 400. Segue do Coroldrio 8 que M é L'-Liouville.

Observagao 22. Notemos que, quando A = B no Teorema acima a fungao

Rk —R efA(mfl)by(x) _ efA(mfl)Rk Rk _ by (X)

Ek(x) = _(m_ 1)A : e—A(m—l)R _ e—A(m—l)Rk (m— 1)B ’

¢ precisamente o tempo médio de saida de Dirichlet de Ay.

Com efeito, temos pelo Teorema de Comparacao da Hessiana e do Laplaciano que

Hessby, = A

e ainda
Hess e AM=Ubv(x) — _A2(1q — 1) AlM=1by(x)
Assim,
Ae Am=1oy(X) - — fraco(—A2(m — 1)e Am—Dby(x)y,
Entao,
ARy(x) = —Re=R AR Aby()

(m—1)a " e—A(mM—1)R _ g—A(m—1)Ry (m—1)A

R —R Ae—A(m—1by () (m—1)A
(m— 1)a e A(M-DR _ g—A(m-1)Rx (m—1)A

= —1 no intAy.
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Fazendo b, (x) = R temos

R, —R e—A(m—l]R _ e—A(m—l)Rk Rk —R
o (m — 1)A ' \e—A(m—l)R — e~ A(m—1)Rx + (TTL _ 1)A
=1

Ex(x) =

 R-R  Re—R
= Tm—DA m—1a "

Agora, fazendo b, (x) = Ry tem-se

Rk _ R e—A(m—l)Rk _ e—A(m_l)Rk Rk. — Rk
Ex(x) = _(m— DA " e—A(m—1R _ g—A(m—1)Ry T (m—1)A"
~ 7 N

assim, Ey(x) = 0 sobre 0Ay. Segue dai que
AEyx =—1 no intAy

Ex =0 sobre 0Aj.

Portanto, Ey é o tempo médio de saida de Dirichlet de Ay.

Variedades contendo grandes cones de produto torcido

Agora consideramos o tempo médio de saida de Dirichlet de cones em produtos torcidos.
Seja M = [0, +00) X, £ um produto torcido onde £ é uma variedade Riemanniana suave
fechada com dimensao (m—1). Para qualquer dominio Q em X com bordo suave denotanos

por Cn o cone em M sobre Q, dado por
C_Q :{(T7e)7 T > Oa 0 € Q}

Sabe-se que A;(Q) é simples e que suas autofungdes tem sinal constante.
A préxima proposicao mostra que o fato de Co é D-L'-Liouville depende de A (Q).
Calculos semelhantes e resultados relacionados podem ser encontrados em [8], Teorema

3.1.

Proposicao 20. Seja Cqo o cone sobre QO C L no produto torcido M = [0, +00) X, X.

i) Se A (Q) > 2m entdo Cq tem o tempo médio de saida de Dirichlet finito (e, portanto,

ndo ¢ Dirichlet L'-Liouville);

ii) Se M (Q) < 2m entdo Cq tem o tempo médio de saida de Dirichlet infinito.
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Demonstracdo. Suponhamos, primeiramente, que A;(Q) > 2m, seja Q' O Q tal que
A=A (Q) > 2m. Agora, suponhamos que u é uma autofuncao associada A’. Como foi
mencionada anteriormente temos que u tem sinal constante em (). Assim, tomemos u

estritamente positiva em Q' e, consequentemente,

minu = ugy > 0.
Q

Consideremos a funcao ¢(r,0) = r?u(0). Pela expressao do Laplaciano de M,

0 0 1
A=v T (ymrl ) A
T or (T 6r> + 2o

Uma vez que u > ug sobre Q, e Ay > 2m, podemos deduzir que

Ap(r,0) = A(r*u(0))

0 0 1
= = (T = (1Pu(8) ) + A (u(8).
or or 2
Como Ay ¢é o Laplaciano da variedade X teremos que T é uma constante, assim,
—m+1 0 m—1 0 2 1 2
Ap(r,0) = r — [T —(r*u(0)) | + =7r°Az(u(0))
or or 2
0 0
= = (e = (u(8) ) 4 Az (u(6)).
or or

Utilizando o fato que Ay = —A'u(0) tem-se
Ap(r,0) = v ™ 2mr™lu(8) —A'u(0)
= 2mu(0) — A u(0)
= —(A =2m)u(0).
Sendo u(0) < ug concluimos que
Ap(r,0) < —(A —2m)uy.

Como A" > 2m e uy > 0 temos,

1
—_—— > 0.
Up(A’ —2m) >
Dai, tomemos ¢ = ; > 0 tal que
b N UO(}\/ — 2m) d
1
Alcp) < c[—ug(A ' —2m)] = —————— - yy(A' —2m) = —1.

ug(A’ —2m)
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Como 1,u,c > 0 teremos que
ce >0 sobre Q'

Segue do Lema 12 que PE€ ¢ limitado superiormente por ce e finito.
Para demonstrar o item ii), assuminimos que A = A;(Q) < 2m. Para cada R > 0

tomemos
@r(r,0) = hr(r)u(6),
onde u é uma autofuncao associada ao autovalor A normalizado de tal modo que

maxu = u(fy) =1

com

x = 5
Usando que A < 2m,x < 2 e que
1 1
hg(1l) = — .R>—1
r(L) 2m — A [RQ }
1 — a2
— at2 _q
2m —A [ I
concluimos que
i 1) =1l R™*2 —1] = +o0.
el = i g = e

Afirmamos que hg é solugao simples para o problema

m—1 A
h,’{—i—Th,’z—r—QhR:—l

(3.43)
hR(O) = hR(R) =0, hg >0 no (0, R)

De fato, veja que

1 a—1
he(r) = X {op rRa R? — 21‘]
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e

1 x—2p—
h{{(r):2m_}\(oc(oc—1)r ZRT*T2_9).
Assim, substituindo essas expressoes em (3.43) teremos
m—1 A 1 x—2p—a+2
hy + r_h{z_r_2hR = 2m_7\(oc(oc—1)r R™%F2 —2)
m—1 1 rol
: R* —2
+ T [2m—7\ (oc R« r)}
A 1 T\ %
A N\ r2_ 2)
12 l2m—)\ ((R) ’ }
= ;(oc(oc—l)r“R’““—QrQ)
(2m — A)r?
m—1 1 x
= 2m_)\(ocr°‘R 2 _9r?)
A
- ochoc+2_ 2'
(2m —A)r2 r )
Dai,
m—1 A 1 ap—o+2 2
1 _
+m((m— 1)0(1‘“]2 e (m— 1)21‘2)
1 AP—&X
+—(2m_)\)r2(—m~ R™*F2 4+ Ar?). (3.44)
Observe agora,
2) 2)24+4 —2)2+4
Ma—1) = ( (m — +\/2m +)\)< (m )+7\_1>
[ —(m—=2)+/(m—2)2 + 4\ m+\/m 2)2 + 4\
B 2
mm—2) —my/(m—2)2+4A — (m—2)/(m—2)2 +4A + (m —2)2 4+ 4A

4

(Mm+m—2)(m—2)+ (—m—m+2)/(m—2)2+ 4\ + 4A
4

2m—1)(m—2) —2(m—2)/(m—2)2 +4A 4+ 4A
4

_ (m—l)(m—Z)—(m2—2)\/(m—2)2+27\_I_)\.
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Substituindo essa expressao obtemos

y, om—=1, A B 1 (Mm—1D(m=2)—(m—1)/(m—22+4A\ . ..o
e T M rQhR o (2m—A)r2 [( 2 TR
+ )\T(XR—OH-Q_ 1 2T2
(2m — A)r2 (2m — A)r2
N 1 —(m—l)(m—Q)—i—(m—1)\/(m—2)2-1—4?\TOCR_OC+2
(2m — A)r? 2
+ ;(—(m— 1)2r2 — Ar®R™**2 £ Ar?).
(2m — A)r?
Portanto,
, m—1 , A 1 9
——hy— —hg=———[—(2m — =—1.
hg + " hg rZhR (2m—7\)[ (2m —A)r]
Além disso,
1 0\* 1 R\*
hg(0)= —— (=) R®*=0| =0 e hg(R) = —|(= | R*—R?
0= Gy (=) ¥ 0 =0 em = gy [(7) |
1
— _— RZ—R2 :O
(2m—7\)( )

e hg(r) > 0 em (0,R). Assim, obtemos a afirmacao. Agora, utilizando a expressao do

Laplaciano do produto deformado M, obtemos que @y satisfaz

Ag(r,0) = A(hgu(0))

0 0

— r_m“a— (rm_l—(hgu(e))) + %AZ(hRu(e))
T or T

d iy L
= TS (M u(0)hy) + 5 As (heu(0))

1
= ™ (0)[(m — )™ Phi ™R ()] + S Ax (heu(0).

Como hg(r) ndao depende de 0 e Asu(0) = —Au(0) obtemos

Aoelr0) = (@) | "4 g - Showue)
— {(m_l)h{pth{{(r)—%h]z} u(6)
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e @r = 0 sobre 9Cq . Por comparagao temos que o tempo de safda de Dirichlet PEC2x

do cone truncado Cq g satisfaz
er =0< DECor gobre 0Co r.
Logo,
er < PEC2® em Cqr.
Portanto,
PECCX(1,00) > @r(1,0) = hr(1)u(0) = he(1).
Aplicando o limite com R — +o00 obtemos

lim PECeR(1,80) > lim hg(l) = +oo,

R—+00 R—+00
dessa forma, limg_, ;oo PEC2R(1,00) = +00. Assim, o tempo médio de saida de Dirichelt
de Cgo ¢ infinito.
Finalmente, suponhamos que A = A;(Q) = 2m. Neste caso, tomemos @(r,0) =

hru(6) onde

hr

1 Rm—|—2
 m+2 [me —1

(rQ—rm)logR—rzlogr} - 1<r<R

Assim, derivando hg(r) obtemos

hi(r) = ! R (2r +mr ™ 1) logR — ( 2rl +21

(M) = 1o R r+mr og Tlogr Tr
1 Rm+2

= [RmH_1(2r+mr_m_1)logR—2rlogr—r} ,

derivando novamente,

hi(r) = ! [ R (2—m(m—1)r ™ %) logR —2logr — 21'1 - 1]
m+2 [Rm+2 — 1] ¥
1 RM+2
T m+2 {Rmﬂ — 1(2 —m(m—1)r ™ ?)logR—2logr — 3] ,
Segue que
hg + (m— Uh{z — Qri;hR = m:- ; {Rnli‘:‘;j 1(2 —m(m—1)r ™) logR — 2log T — 3]

+

(m—l){ 1 { RM+2

—m-—1
" o—— RmH_l(Zr—{—mr )logR—erogr—r]}

2m 1 { R™M+2

=y Rm+2 -1

b— (r2—rm)logR—r2logr} .
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1
Distribuindo o logR e teremos
(m+2)
(m—1) 2m 1 RM+2 o 1
" / _ m—2
hR+ hR—?hR = m+2Rm+2_1(2—m(m—1)T )IOgR—f—m—H(—QlOgT—i)))
(m_l) 1 Rm+2 —m—1
+ " m+2Rm+2_1(2r+mr )log R
—1 1
+(mr )m+2(—2rlogr—r)
2m 1 RmF2
_r_2m+2Rm+2—l(r —1 ™) logR
2m 2
r—2m+2(1‘ logr).
Dali,
(m—1) 2m 1 RM+2 o 1
" / _ m—2
hg + hR—?hR = m+2Rm+2_1(2—m(m—1)r )logR+m—+2(—210gr—3)
(m—l) Rm+2 o
mi2 Rmr gt mr ) logR
(m—1) 2m  RmM*2 2
—21 —1)— 1—r ™) logR
gz Pleer— U - o e Lo ) s
2m
1
+m+2(ogr)
1
m
Fazendo r = 1 temos
1 Rm+2

hg(1)

= 12—1"™)logR—1logl| =0
mr2 R )log Og} ’

e fazendo v = R, teremos

1 Rm+2 ) o )
hr(R) = s Rm+2—1(R — R ™)logR—R%logR
1 'Rm+4_R2
= log R — R?*log R
m+2 | Rm2_1 8 °8 }
B 1 [(R™"* —R%)IogR — (R™™ —R?)log R
- om+2| Rm+2 ]

|-
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Notemos que,

1 RmM+2 ) o ,

hr(2) = —— Rm+2_1(2 —2"™)logR —2%log 2
1 RmM+2 B

T omt2 [Rm+2—1(4_2 m)IOgR—‘llogZ}

Aplicando o limite com R — 400 em hg(2) obtemos que

Rm+2

1
lim hg(2) = lim [

Rm—|—2 _ 1(

4—2"")1ogR —4log2| = )
R—+o00 R—+oo M + 2 )Og 8 ] too

Novomante utilizando a expressao do Laplaciano do produto deformado M teremos que
Ap = A(hgru)
0 0 1
= Tierl— Ymil—(hRU) + S Asx (hRLL)
or or 2

Calculando as derivadas parciais e subtituindo Asu = —Au teremos

1
A = v ulfm = D™ hy + ™ i 4 S (Aheu)

(m—1) A

(m—1) A

Como A =2meu(f) > —1

(m—1)

A
Ap = { h,’a—l—h{{—r—ghg}u

e @ = 0 sobre 9Cq 1 r. Por comparacio, o tempo médio de saida de Dirichlet PECe.1x

do cone torcido Cq ; r satisfaz
©=0< DECorr gobre 0Co 1R,
entao,
@ < PECoLE,
Portanto,

PECo1R(2,0)) = @(2,00) = hg(2)u(8y) = hg(2).
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Aplicando o limite com R — +o00 temos

lim PEC2R(2,00) > lim hg(2) = +oo,

R—400 R—+o0

consequentemente, limg_, o YEC21R(2,0y) = 4o00. Logo, o tempo médio de saida
g

DECo1r da regido
CQ,LR = {(1‘79), l1<r<R, B¢ O}

satisfaz PEC1r(2,0,) — +oo quando R — +o00. Portanto, C possui tempo médio de

salda de Dirichlet infinito.

Como consequéncia da proposicao, temos o seguinte

Teorema 28. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave m-dimensional. Suponha
que exista uma regiao Mg em M isométrico a um cone de produto deformado Cq. Se

Ao < 2m, entio M e L'-Liouville.

Demonstragao. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave m-dimensional e, supo-
nhamos que exista uma regiao My em M tal que f: My — Cq é uma isometria onde Cq
¢ um cone de um produto deformado. Como A; < 2m temos, pela Proposicao 20, que
Cq possui tempo médio de saida de Dirichlet infinito. Logo, M também possui tempo
médio de saida de Dirichlet infinito. Em particular, teremos que Mg é D-L*-Liouville pelo

Teorema 23. Assim, pelo Corolério 8, podemos concluir que M é L!-Liouville.
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