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Resumo

Este trabalho esta baseado em [4] e tem como objetivo provar que métricas criticas do
funcional volume sobre uma variedade de dimensao 4 compacta, simplesmente conexa
com tensor de Bach nulo e bordo isométrico a uma esfera padrao, devera ser isométrica a
uma bola geodésica em um espaco forma simplismente conexo R* H*ou S*. Além disso,
mostraremos que em dimensao 3 o resultado é sempre valido se trocarmos a hipotese
da métrica ter o tensor de Bach nulo pela hipotese mais fraca do tensor de Bach ter

divergéncia livre.



Abstract

This work is base in [4] and aims to show that a Bach-flat critical metric of the volume
functional on a simply connected 4 dimensional manifold with boundary isometric to a
standard sphere must be isometric to a geodesic ball in a simply connected space form
R*, H* or S* . Moreover, we show that in dimension three the result even is true replacing
the Bach-flat condition by the weaker assumption that manifold has divergence-free Bach

tensor.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar variedades Riemannianas com tensor de Bach nulo.
Diante destas condi¢oes somadas com a hipdtese da variedade ser compacta com bordo,
estudaremos sob quais circunstancias esta variedade se tornara isométrica a uma bola
geodésia em espaco forma simplesmente conexo R™ H™ ou S™. De fato, estudaremos o
caso 4-dimensional no qual esta variedade tem bordo isométrico a uma esfera. Mostrare-
mos também que, com uma hipotese mais fraca, podemos ter um resultado analogo em
dimensao 3.

Em 2009, Miao e Tam em [14] e [15], inspirados por um resultado obtido em [12],
assim como, pela caracterizacao dos pontos criticos do funcional curvatura escalar total,
estudaram propriedades variacionais do funcional volume restrito ao espaco das métricas
de curvatura escalar constante sobre uma dada variedade compacta com bordo. Depois,
em um célebre artigo, Corvino, Eichmair e Miao em [11], estudaram este problema em um
contexto mais geral. De fato, eles estudaram o problema modificado de encontrar pontos
estacionarios para o funcional volume sobre o espago das métricas cuja curvatura escalar
¢ igual a uma constante dada. Para fazer isto, eles localizaram uma condigao satisfeita
por tais pontos estacionarios para dominios limitados suaves.

Recordemos agora a definicao de métricas criticas estudadas por Miao e Tam. Por

simplicidade, estas métricas serao chamadas de Métricas Criticas de Miao-Tam.

Definicao 1. Uma métrica critica de Miao-Tam € a tripla (M™, f g) onde M ¢é uma
variedade Riemanniana compacta de dimensao pelo menos 3 e bordo OM suave tal que

f: M"™ — R € uma fungao suave naio negativa com f~1(0) = OM e que satisfaz

Ly(f) =g,

onde Ly € a L2-forma adjunta da linearizacio do operador curvatura escalar de Lgy. Cha-

maremos f de fung¢ao potencial.



Conteudo 2

Recordemos que £j(f) = —(Af)g + Hessf — fRic, tal igualdade pode ser vista, por
exemplo, em [5]. E assim temos que a equacao fundamental de uma métrica critica de
Miao-Tam seré dada por:

—(Af)g 4+ Hessf — fRic = g.

A partir da descoberta dessas métricas criticas, Miao-Tam seguiram analisando exemplos
e possiveis classificagdes destas estruturas. Em [15] eles investigaram variedades Rieman-

nianas com premissas de conformidade-plana e conseguiram provar o seguinte resultado:

Teorema 1 (Miao-Tam, [15]). Seja (M™,f,g), comn > 3, uma métrica critica de Miao-
Tam sobre uma variedade conformemente-plana, simplesmente conexa, compacta e bordo
isométrico a uma esfera padrao S™Y. Entio (M™,g) € isométrico a uma bola geodésica

em um espago forma simplesmente conexo R™ H™ ou S™.

Este resultado motivou os autores em [4] a estudarem o caso mais geral onde a varie-
dade possui tensor de Bach nulo. Com objetivo de compreendermos melhor o enunciado
do resultado principal iremos definir o tensor de Bach para variedades Riemannianas
de dimensao maior ou igual a 4 a partir dos tensores de Weyl e Ricci. Tal tensor foi

introduzido no inicio da década de 1920 no estudo de relatividade conforme em [3] .

Defini¢ao 2. (Tensor de Bach) Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo

maior ou igual a 4, entao o sequinte tensor
Bij = —— V*V"Wiji + ——RiuaWi,
n—3 n—2
€ conhecido com tensor de Bach.

Para variedades 3-dimensional o tensor de Bach é dado através do tensor de Cotton
por:

Bij = Vi Cuij.

Dizemos que uma variedade (M™, f, g) tem o tensor de Bach nulo quando Bi; = 0. Nas
variedades 4-dimensionais compactas os pontos em que o tensor de Bach se anula sao
os mesmo pontos criticos de conformidade do funcional W(g) que é definido a partir da

integral do modulo ao quadrado do tensor Weyl, ou seja,

W:J W2 dM.
M



Conteudo 3

Nao é dificil de verificar que métricas que sao conformente planas ou métricas Einstein
devem ter tensor de Bach nulo. Destacamos que, Cao e Chen estudaram os bem conhecidos
solitons de Ricci sobre a condicao do tensor Bj; ser nulo, e desta forma conseguiram
classificar tais estruturas. Para mais detalhes, veja as referéncias |7, 8.

E bem conhecido que variedades compactas de dimenséo 4 tem um comportamento
especial o qual pode ser constatado em [1, 2, 5| e [17]. Diante disso, nossa investigacao se
voltara para métricas criticas do funcional volume que possuem tensor de Bach nulo em
dimensao 4. De fato, iremos substituir a hipotese de conformidade flat no resultado de
Miao e Tam pela condi¢ao do tensor de Bach ser nulo, que é mais fraco que o anterior.

Agora, enunciamos o primeiro resultado deste trabalho.

Teorema 2. Seja (M*,f, g) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-
plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrao S®. Entdo, (M*,f, g)
¢ isométrica a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conero R*, H* ou
S*, provido que

J 2B (Vf, Vf) dM4 > 0.
M
Como consequéncia direta do teorema acima, obtemos:

Corolario 1. Seja (M*,f,g) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade,
simplesmente conexa, compacta, com tensor de Bach nulo e bordo isométrico a uma esfera
padrao S®. Entao (M*,f,g) € isométrica a uma bola geodésica em um espago forma

simplesmente conexo R* H* ou S*.

Baseado no teorema acima ¢ natural se perguntar o que acontece em dimensao 3. Para
isso, inspirandos nas ideias desenvolvidas em [9], veremos que o resultado pode ser me-
lhorado pela condi¢ao de que o tensor de Bach tem divergéncia livre. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Teorema 3. Seja (M3, f, g) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-
plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrio S*. Se divB(Vf) =0
em M onde B € o tensor de Bach, entiao (M3, f,g) € isométrica a uma bola geodésica em

um espago forma simplesmente conexo R3, H? ou S3.

Da mesma forma temos uma consequéncia direta do teorema acima.



Conteudo 4

Corolario 2. Seja (M3, f, g) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-
plesmente conexa, compacta, com tensor de Bach com divergéncia livre e bordo isométrico
a uma esfera padrao S?. Entdao (M3, £, g) € isométrica a uma bola geodésica em um con-

Junto simplesmente conexo de um espaco forma R3, H? ou S3.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos mostrar algumas defini¢oes e propriedades inerentes as variedades

Riemannianas as quais serao utilizadas no decorrer deste trabalho.

1.1 Nocgoes Basicas

Denotaremos por M™ ou simplesmente M uma variedade n-dimensional suave com mé-
trica g(-,) = (-,+). V serd a conexdo Riemanniana de Levi- Civita associada a M , o
espaco das funcoes diferenciaveis sobre M sera denotado por C* e o espaco dos campos

diferenciaveis sobre M sera denotado por X(M) .

Definicao 3. Seja f: M™ — R™ uma func¢ao suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave VT definido sobre M™ por
(VFf, X) = X(f),
para todo X(f) € X(M).

Definigao 4. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a func¢ao

suave div: M™ — R | dada para p € M por
(divX)(p) = tr{v — (V. X)(p)},
onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

Definicao 5. Seja f : M™ — R™ uma fungao suave. O Laplaciano de f é a fun¢ao
Af: M — R dada por
Af = div(VT).

b}
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Definigao 6. Seja f: M™ — R™ uma funcao suave e p € M. O Hessiano de f € o campo

de operadores lineares (Hessf), : T,M — T,M, definido para v € T,M por
(Hessf), (v) = (V, V1) (p).

Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao de v a

uma vizinhanca de p em M™, entao
(Hessf)p(v) = (VxVT)(p).

A partir da definicao do Hessiano de f, podemos expressar o Laplaciano de outra

forma. Vejamos.
Proposicao 1. Se f: M™ — R™ ¢ uma funcdo suave, entao
Af = tr(Hessf).

Demonstracao. Seja p € M e U uma vizinhanga de p onde esteja definida um referencial

ortonormal {ey, e, ..., e, }. Entao

n

tr(Hessf), = <Z(HeSSf)p(ei)aei>
= () _VeVf.e)yp
— a(VA(p)
= Af(p).
O

Vejamos agora como os simbolos de Christoffel de uma conexao Riemanniana podem
ser calculados através dos componentes gi; da métrica. Para o que segue, considere a
matriz positiva definida matriz G = (gyj), que admite uma inversa que sera denotada por

G—l — gl)
Temos que,

Defini¢ao 7. (Simbolos de Christoffel) Seja M™ wvariedade Riemanniana com conexdo

de Levi-Civita V. Dado um referencial ortonormal {0:} em M, definimos os simbolos de

Christoffel Ty por

<Vaiaj7 ak> = Z riTjngmka
m=1
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desta forma os simbolos sao os coeficientes da métrica resultante de uma conexdo entre

os campos coordenados. Podemos, ainda, reescrever a exrpressao por

1
<vaiaj7 o) = §(aigjk + 0;gik — akgij)-

1.2 Algumas definicoes sobre tensores

Dentro deste estudo, os tensores serao a principal ferramenta para encontrarmos os resul-
tados desejados, portanto iremos agora pontuar as defini¢coes e algumas propriedades de

tensores.

Definigao 8. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e V* o espago dual de V.

Um s-tensor covariante em V é uma aplicagao multilinear

T:Vx.---xV—7R.
—_—

S

Um r-tensor contravariante € uma aplicacao multilinear

T:V¥x.---xV"— R.
|

T
Um tensor do tipo(r,s) € um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplica¢ao

multilinear

T:V*x---xV*jx}/x---xV—HR.

~
N ~
T N

Passamos agora a defini¢do de tensores em uma variedade Riemanniana

Definicao 9. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade M™ é

um tensor sobre o C®(M)-mddulo X(M). Assim, um (v, s)-tensor A é uma aplicacao
A X" (M) x X(M)* — C™®(M)

multilinear sobre C*®, com r-uplas contravariantes e s-uplas covariantes. Mais preci-
samente, A é uma aplicagao multilinear sobre C*(M) que associa a cada (r+$)-upla

(YL, - YT, XY oo XS) uma funcgdo diferencidvel
f=AYL . Y, XL XS MY — R.

A seguir definiremos alguns tensores fundamentais no estudo de geometria Riemanni-

ala.
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Definicao 10. Seja (M", g, f) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann ¢ o (1,3)-tensor
Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),

dado por
Rim(X,Y,Z) = VyVXxZ —VxVvZ+VxvZ,
para todo X,Y,Z € X(M) Em coordenadas, temos
SN IR )
TEOxET O T oxk T URxL

Além disso, quando necessdrio, faremos a sequinte convengao aai = 0;.
X

Também por vezes iremos interpretar o tensor Ry, como um (0,4)-tensor, definido por
R :X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M)

onde

Rm(X7 Y7 W7 Z) = g(Rm(X7 Y7 W)7 Z)

Em coordenadas, temos

Rm (04, 05, 0k, 01) = Rijia.
Proposicao 2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(1) R (X, Y, W, Z) = =R (Y, X, W, Z) =R, (Y, X, Z,W).
(2) Rn(X,Y,W,Z) =R,(W, Z,X,Y).
(3) Primeira Identidade de Bianchi
Rn(X,Y,W,Z) + R, (Y, W, X, Z) + R\, (W, X, Y, Z) = 0.

Em coordenadas,

Rijit + Rjkit + Riiju = 0.
(4) Segunda Identidade de Bianchi

(VWRTTL) (X7 Y7 Z7 U) + (VYRm) (W7 X7 Z7 U) + (VXRm) (Y7 Wa Za ) u) =0.
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Em coordenadas se torna
V1iRijks + VjRiiks + ViRjus = 0.
Para as demonstragoes dos itens veja [6].
Defini¢ao 11. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0,2)- tensor
Ric: X(M) x X(M) — C®(M),
como sendo o traco do tensor curvatura de Riemann, isto €,
Ric(X,Z) = tr{Y — R (X, Y)Z}
onde X,Y,Z € X(M). Em coordenadas temos que
(Ric)ik = Rix = ¢’'Ryjur.

Definicao 12. A curvatura escalar de uma variedade € a funcao R : M — R dada
por

R = trRic.

Em coordenadas

R = gikRik.
Proposicao 3. Em uma variedade Riemanniana (M™, g), vale

(1) Identidade de Ricci contraida
Vj Rik - ViRjk = glsleiJ_ks
(2) Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes
. 1
g] V]‘Rik = §V1R

Demonstragao. Para o item 1, tomamos o traco na segunda Identidade de Bianchi, a fim

de obtermos:
0 = ngVleiks + levj Ritks + leVileks

= ¢"ViRjiks + V(9" Riwks) + Vi(9" Rjics)

= g"ViRijks VjRik — ViRjx



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 10

Portanto,

glslejiks = Vj Rix — ViRjk-

Além disso, podemos reescrever a equacgao acima fazendo uma pequena troca de indices,
obtendo
ls
ViRjx = V;Rix + 9 V1 Rjiks.-

Mostraremos agora o item 2. Tomando o trago da equagao obtida no item 1, temos que
Vi@ Rj) = ¢*V;iRix + ¢ Vi(g'*Rjis)
ViR = gjkvj Rik + g ViRis.
Logo,
ViR = 29jkv]' Rik;
onde fizemos as trocas convenientes dos indices s com k, e 1 com j. O

A proxima igualdade é demonstrada utilizando propriedades inerentes aos (0,2)- ten-
sores cuja demonstragdo pode ser encontrada em [16] ou de maneira mais geral, pelas

notas de Topicos Avancados de Geometria descritos na referéncia [18].

Proposigao 4. (Identidade de Ricci) O tensor de Ricci satisfaz a sequinte igualdade:
VxVyRic(Z,W) — VyVxRic(Z, W) = Ric(R (X, Y)Z, W) + Ric(Z, R (X, Y)W).

Finalizaremos esta subsecao relembrando a equacao de Codazzi de acordo com a refe-
réncia [6]. Sua importancia neste trabalho vem do fato que iremos utilizar conjuntos de
niveis regulares para obter informacoes globais na variedade.

Dada uma imersao isométrica : £ — M, onde (M™, g) é uma variedade Riemanniana
de dimensao 1, denotaremos por X(Z)* o espaco dos campos diferenciaveis de vetores

normais a X. A segunda forma fundamental de £ pode ser considerada como um tensor
h:¥(Z) x X(X) x ¥(2)*,

definido por
h(X,Y,n) = (h(X,Y),n),

onde h indica a segunda forma fundamental de ¥ e 1 um campo de vetor normal & X.
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Com a notacao acima é possivel provar a seguinte identidade, conhecida como equacao
de Codazzi:

onde V e R denotam a conexao e o vetor curvatura de Riemann em M™, respectivamente.

1.3 Meétricas Criticas de Miao-Tam

Nesta se¢ao, iremos introduzir as métricas criticas de Miao-Tam. Os estudos de tais
estruturas iniciaram no trabalho [13], onde destacamos que os autores obtiveram uma
caracterizacao de pontos criticos através do estudo variacional para o funcional volume
restrito ao espago das métricas de curvatura escalar constante e com métrica prescrita no
bordo. Tais pontos criticos, serao chamados mais adiante, de métricas criticas de Miao-
Tam.

Em seguida, Miao-Tam em [14], voltaram-se para os estudos das métricas criticas do
funcional volume, através da equagao de Euler-Lagrange associado a variagao do funcional
volume. Eles investigaram tais variedades sob hipoteses da métrica ser de Einstein e
conformemente plana. Mais precisamente, eles provaram que uma métrica critica Einstein
é isométrica a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo R™, H™ ou
S™. Alem disso, eles substituiram a hipétese de Einstein por localmente conformemente
plana com bordo isométrico a esfera e obtiveram o mesmo resultado para as variedades
simplesmente conexas.

Definiremos a seguir as métricas criticas de Miao-Tam por

Definicao 13. Uma métrica criticas de Miao-Tam é uma tripla (M™, g, f), n > 3,
onde (M™, g) € uma variedade Riemanniana compacta e conexa com bordo OM suave e f é

uma fungao nao negativa suave em M tal que £71(0) = OM e satisfaz a sequinte equacao,
—(Af)g + Hessf — fRic = g. (1.1)
Isto em coordenadas pode ser reescrito por:
—(Af)gi; + ViVf —fRy; = gy5. (1.2)
Tomando o trago desta equacgao obtemos,

(M —1)Af 4+ Rf = —. (1.3)
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Por questoes de praticidade iremos utilizar mais comumente nas demonstragoes as
duas equacoes a cima em detrimento de 1.1.
Alguns exemplos foram construidos por Miao-Tam em [13]. O primeiro deles se trata

das bolas geodésicas do espaco euclidiano com a métrica canonica.

Exemplo 1. Considere M™ C R™ uma bola geodésica centrada na origem e raio Ry e a

- ’ _ _ R IxI? : n s o
fungao f definida por f(x) = ) 21 Consideremos em R™ a métrica candnica g
em M a métrica restrita. Daf, aa_; = —n"jl, e assim temos

1

1
Hessf= ———
ess 79

Portanto,

—(Af)g + Hessf — fRic = —~ g —

TL—l 97

n—1
e além disso =1 = 0M. Logo, (M™, g) € uma métrica critica de Miao-Tam.

Em seguida, temos que as bolas geodésicas da esfera candnica também representam

uma meétrica critica de Miao-Tam.

Exemplo 2. Considere S® € R""! e p = (0,---,0,1) € S™. Sejam M™ C S™ uma
bola geodésica centrada em p de raio Ry < 5 e f a fungao definida por f(xi,--- ,xn,t) =

1 t ; o . , B
E(ﬂ)sRO — 1), onde r € a distdncia geodésica de (X1, ,Xn,t) a p. Assim t =cosr e

t € a funcao altura relativa a p.

»
| <

Figura 1.1: Distancia da geodésica a p

Dai, obtemos

1
Hessf=— —  Hess(t) =——— 4.
€ss (n —1)cosRy ess(t) (n— 1)cosRog
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Portanto,

nt B t
(n— 1)cosRog (n— 1)congg

_$<C02R0 B 1) (n—1)g

nt—t—(n—1)t+ (n—1)cosRy
(n —1)coshRy

—(Af)g + Hessf — fRic =

= 9
e f71(0) = oM. Assim, (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.
Por fim, também temos as bolas geodésicas do espaco hiperbélico como exemplo.

Exemplo 3. Considere R™! = (R™*! ds?), onde ds* = dx?+-- -+ dx% —dt?. Considere
H™ = {(x1, - ,%n,t) € R 4o x2 —t2 = —1,t > 1} mergulhado em R™! ¢

seja g a métrica induzida. Nessas condi¢oes, g € uma métrica Riemanniana. Agora fize

p=1(0,---,0,1) € H" e considere M™ C H™ uma bola geodésica centrada em p de raio
Ro € a fungdo f definida por f(x1,- -+, Xn,t) = = (1— cCoOsSthTO) =L (1—00:—hRO>, onde
r € a distincia geodésica de (X1, ,Xn,t) a p. Dai,
Hessf = L Hess(t) = ¢
~ (n—1)coshR, - (n— l)coshRog'

Portanto, temos

nt t
(n— l)coshRog (n— 1)coshRog
1 t
— (1- ) 1
+n —1 ( coshRg (n )9
nt—t+ (n—1)coshRy — (n — 1)t

B (n —1)coshRq 9

—(Af)g + Hessf — fRic =

= g,
e f1(0) = OM. Assim, (M™,g,f) € uma métrica critica de Miao-Tam.

O fato de que os exemplos acima possuem curvatura escalar constantes nao uma é
coincidéncia. De fato, sempre que uma variedade Riemanninana obedece a Equacao (1.2)

ela tem curvatura escalar constante, diante isso temos a seguinte proposicao.

Proposicao 5. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entao (M™,g) tem

curvatura escalar constante.
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Demonstracao. Para iniciar a demonstracao afirmamos que div(Hessf) = Ric(Vf)+VAf.

De fato, veja que utilizando a Identidade de Ricci temos

div(Hessf); = ViV Vif
= Vi ViVif
= ViViiVif + Riia Vi f
= ViAf + Ry V. f.

Agora, tomando o divergente na Equacao (1.2) e aplicando a segunda Identidade de

Bianchi contraida duas vezes, temos
0 = divg = div(—(Af)g+ Hessf — fRic)
1
= —VAf + Ric(Vf) + VAf — f§VR — Ric(VrH)
1
= f-VR
53 VR
ou seja , VR = 0 em M\0OM. Como 0M tem medida nula, usamos a continuidade da

curvatura escalar R e o fato de M ser conexa, para concluir que R é constante em M, o

que conclui a proposicao. O

Agora, iremos demonstrar dois lemas que sao diretamente ligados ao fato da variedade

ser uma métrica critica de Miao-Tam e serao ferramentas importantes neste trabalho.

Lema 1. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entao
R
f(ViRjk - V]-Rik) = Rijksvsf + E(Vifgjk - ijgik) - (Viijk - ijRik)-

Demonstra¢ao. Primeiramente iremos calcular Vi(fRjy) a partir da equagao (1.2). De
fato, derivando ambos os lados de (1.2) juntamente com o fato da métrica ser paralela,

obteremos:

—Vi(Af)g]‘k + ViVJ—ka — vi(ijk) =0.

Isto implica que,

Vi(ijk) = —Vi(Af)g]’k + ViVijf. (1.4)
Como R é constante temos a partir de (1.2) a seguinte identidade,

R
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Agora utilizando essa igualdade e substituindo em (1.4) temos que,
VilfRj) = ViV;Vif — (ViAf) g
Assim utilizaremos que

(n—1)Af+Rf =—n

Para obter
Af — n+ an
n—1
E, assim,
R

Portanto, temos que
R
Vi(ijk) = ViV)-ka+ mvifgjk)

Utilizando a identidade de Ricci encontramos o valor para V;(fRix) dai subtraimos

Vi(fRjk) — V;(fRix) e concluimos o Lema. O

Agora do posse deste Lema 1, iremos retomar algumas defini¢oes feitas na secao an-
terior para o que segue. Considere uma variedade Riemanniana de dimensao pelo menos
3, dai definimos os tensores abaixo.

Primeiramente o tensor de Weyl, que é dado a partir do tensor curvatura de Riemann por

1
Riji = Wijk1+—2(Rikg]’l+legik_Rilgjk_Rjk9il) - (

n— n_1)(n_2)(9jlgik_9i19jk)-

Agora iremos relembrar a definigao do tensor de Cotton, que é dado por

Cijx = ViRjk — VR — (ViRgjx — VjRgix).

2(n—1)
Este tensor tem propriedades importantes que nos interessam no desenvolver das demons-

tragoes e também o associam ao tensor Weyl, sao elas,
Proposicao 6. (Propriedades do tensor Cotton)
1. O tensor Cotton € antissimétrico, ou seja, Cijx = —Ciy.
2. O tensor Cotton tem traco-livre, ou seja, Cijx + Cyij + Cjxi = 0.

3. O tensor Cotton € identicamente nulo em dimensao 2.
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4. Para dimensoes maiores que 3 a nulidade do tensor Weyl implica na nulidade do

tensor Cotton.

Para o que iremos trabalhar os tensores de Cotton e Weyl se relacionam da seguinte

forma para uma variedade de dimensao pelo menos 4,

n—2
Cijr = _n—_gvlwijkl-

Para finalizar, temos o tensor de Schouten A dado por

1 R

= a9

Para o que segue iremos definir o 3-tensor auxiliar Tijx dado por

n—1 R
Ty = ﬁ(Rikvjf_Rjkviﬂ_m(gikvjf_gjkvif) (gikRjs Vs f—gjkRis Vi f).

L1
n—2
E importante notar que o tensor Tijx € definido similarmente ao tensor Dyj, mostrado nos

estudos sobre solitons de Ricci. Assim agora podemos anunciar nosso proximo lema.

Lema 2. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entao a identidade abaizo
€ vdlida.

fCi]-k = Tijk + Wijksvsf.

Demonstracao. Primeiro, usando a definicao do tensor de Cotton e o fato da curvatura

escalar ser constante, chegamos a expressao

fCiyjx = f(ViRjx — VjRjx) — f(ViRgjx — V;Rgix)

2(n—1)
fCiyjx = f(ViRjk — VR ).

Substituindo esta tltima identidade no Lema 1, temos que:
R
fCijx = Rijrs Vs + E(vifgjk — Vjfgu) — (ViRj — VjRy).
Agora usando a definigao do tensor de Weyl temos que,
1
Rijrs Vst = Wi Vs + E(Rikgjs + Rjsgik — Rjsgik — Risgjk — Risgjx — Rjigis )V
R

T m—1n-2

) (9js9ix — GisGjk) Vsf
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Substituindo essa expressao no que encontramos sobre fCyji , temos que:

1
fCijx = Wijks Vs + E(Rikg]’s + Rjsgik — RjsGik — RisGjk — RisGjx — Rjigis) Vf

R R
Tmom—2 (9js9ix — GisGji) Vs + ﬁ(vifgjk — Vjfgik) — (ViRjx — VjRix)
= Wijks Vf + Tijx



Capitulo 2

Lemas Chaves

Nesta secao iremos demonstrar e enunciar os principais lemas que serao utilizados na
demonstracao dos teoremas principais.

Para simplificar o desenvolvimento dos resultados a seguir definimos a seguinte funcao p
sobre M™,

2 R
p = |VI?+ f+ 2,
n—1 n

Afirmamos que

1

§Vp = fRic(VT).
De fato, é imediato que

1 1 R
—Vp = Hessf(Vf) + ——Vf+ ——fVf
2 n—1 n—1

Agora usando (1.2) e (1.3) na mesma, temos que

14 Rf
+1Vf

1
§Vp = Hessf(Vf) +

= Hessf(Vf) — (Af+1)Vf
—  fRic(Vf),

o que prova o afirmado.

Para o que segue tome pontos regulares da funcao suave f definida sobre M e considere

\Yai

g normal ao nivel L. = {p € M : f(p) = c}. Dai, podemos

o campo de vetores v =

calcular a segunda forma fundamental do nivel . a qual é dada por

hil' = _<V€iv7 ei>>

18
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onde {eq, ...,en_1} € um referencial ortonormal de Z.. Desta forma, tomando o traco de

hi; obtemos a curvatura média H nos pontos de X,

n—1
1
H=—— Hessf(ey, e;).

No préximo lema iremos estudar o comportamento do tensor auxiliar T sobre o conjunto

de nivel ..

Definigao 14. O traco de um tensor A é dado pela aplicagio,
c:C— S*(T*«M)

definido por
(C(A))(Xa Y) = Z A(Xa €1, Y7 ei)
i=1

onde {e;} é uma base ortonormal de TM e C = Ker(b) e a aplicacao b € a simetrizacao

de Bianchi.

Lema 3. Seja (M™, g, ) uma métrica critica de Miao-Tam. Seja L. : {p € M;f(p) = ¢}
um conjunto de nivel de f. Se gqv € a métrica de M induzida a X., entao em qualquer

ponto onde Vf £ 0 temos que

n

9 1
2(n—2)

n—1)2 = H
TR = 22V 3 fhan — el + VEoP,
a,b=2

(n
onde Vp = 2fRic(Vf) e hqp e H sdo respectivamente a sequnda forma no nivel e a

curvatura média em L. e VE € a conexdo de M restrita a L.

Demonstracao. Para demonstrarmos o Lema 3 é importante observar que o tensor T
possui trago nulo em quaisquer dois indices. Com efeito, tomando o traco em i e Xk,

deduzimos que

R(n—1) n—1 R(n—1) Rgjx
Teip = ———V.f——R: fo " .f ) f
kjk n_g VT aRiVk g Vit gVk
1 1
+m(n—1)stst—mgijkSV5f
Rg: Rg;s
= Nikg o Mg op_g
n—2 n—2

Prosseguindo, note que Tiji = Tjix, o que implica, Ti;x = 0. Por fim, a propriedade de

antissimetria também fornece que T = —Txix = 0, 0 que prova o afirmado.
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Agora consideramos um referencial ortonormal {ey, e, ..., e} tal que e; = <+ € ea, ..

A
VT
tangente a X. Calculando a norma do tensor T neste referencial vemos que

|Tijk|2 = Tijk‘Tijk
n—1 R
= 5 (Rix Vjf — Rj Vi f). Tij — m(gikvl'f — gjk Vif). Tijx

1
+—=(9ikRjs Vs — gjxkRis V). Tijx,
n—2
e desde que Tijx possui trago nulo, obtemos
n—1

Ty = E(Rikvjf — Rji Vi) Ty

Aplicamos novamente a definigao do tensor Tijx para obter

5 €n

2RRic(VT, V)

n—1)>2 R(n—1
Tyl = ﬁmikvjf — R Vifl* — ﬁ(kmvjf — Rk Vif) (gik Vjf — g5 Vif)
(n—1)
+m(Rikvjf — Rk Vif)(gikRjs Vs f — g5k Ris V)
Mm—12 . 5 ) 5 2RPm—1)__, (n—1)
— o - ) IR =1
Q(n_2)2(|R1c| [VF|* — IRic(VT)[F) 22 V" + (n—2)
(n—1) ) (n—1) ) 9
2 e
(n—2) RRic(VTf, VT) (n—2) IRic(VT)|%,
ou seja,
N (e LTI oy 2R’ —1) _
ITyil” = 2(n—2)2(|R1C| |VE|* — [Ric(VT)[7) “m_922 N1
+ =D rRic (v ) — D oRic (v

(n—2)? (n—2)?

Prosseguindo, mostraremos o valor de [fT|? usando que %Vp = fRic(VT).

Veja que,
2 (=102 . 2oz . oy 2R —1) 5o
- R — R S Lt
IfT]| 2(n—2)2(| ic)?|VF|*f* — |Ric(V1)f|?) 22 f2IVA
n—1 ) n—1 .
+ ((n — 2))2 4RRic(VF, VI)f? — ((n - 2))2 2[Ric(VF)f|?
n—1)?2_ . 2(n—1)%1 2R?(n —1
- O Ricrviee - 2 e - 2 e
m—1) . , 2mn—1)1_ ,
+4(n_2)2RRlc(Vf, V1)f — 11vol
=12 oo M(—1) s 2R’ (n—1) , o
= 2RIV — S Il = S
2(n—1
=Y pvp, ).

(n—2)?
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Assim, isolando o termo |Ric|?|Vf|?f? ficamos com

o(n—1)2 y , o nn—1) _ , 2R*(n—1) ,_ ., 2(n—1
b S ——— R
T IRicP|V*f2 = [fT]>+ —(n_2)2|Vp| + (n—2p VA (n—2)? f

Por outro lado, a segunda forma fundamental no nivel X, dada por

\V4i
hay = _<ea (W) ,€b>

= f
IVfIV Vb

1 1 fR
= fRa a )
!Vfl{ b (n—l—i_n—l)gb}

onde 2 < a,b < n . Consequentemente, tomando o trago na expressao acima, obtemos a

curvatura média

1 b 1 fR
H = — [f) Ryq— —1
M [ QZ_2 (n—1+n—1)(n )]

1
1
= 1+fR
!Vﬂ( + fRy1).

Dai, podemos calcular o valor de [h|? e H2.Veja que:

he = |V1f|2 [f2Ric2 _ szab.(%ﬁab +(n— 1)((1%?;}
~ v []&R - 2f<1 +_fR)(R Rip) — 2f2 Z R: _f2R2
+M]
mn—1)
€
H = (f°RY; + 2fRyy 4 1).

V]2
Além disso, desde que
H2
— h2—

H
h'a — — Yab| — )
b n_lgb 1

a b
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entao, podemos deduzir

1 1 fR 1
e — 2 — —_ J— J—
E E Mab 9ab| Ea Eb ‘ N [fRab (n—1+n—1) gab:| |Vf|(1+fR11)

1 fR+ 172
— — — | fRap — fRyy — 1 — ”
Z;\ e L

1 e (2 nR%lfz + f2R2 — 2f2RR11
= [f IRic|® — ( )} |Vf|2 Z RI,.

|V £|2 n—1

Agora utilizando as consequéncias da funcao auxiliar p, temos que

1 1
fR ——fRic(VTf, VT
1= E ic( Vf) = 2|Vf|2
E também,
1
fR1a = —=TfRic(VH, Vp,eq ——V
! IVfI ie(Vf,ea) = g7 (VP €a) = 55,
Agora retornando a ) > ¢ hap — %gabP temos que
H 1 TIR2 f2 + f2R2 — 2f2RR11
hop — WP = [f2R 2 ( 11 )} R?
;;' b o der! o LRl = n—1 |Vf|2Z la
1 Rf 1
= — f) — R*f? — 1)f?|Ric/?
(jeqa (Ve V) o + pn — PRI
n
s f 2 Py >
Logo, manipulando essa igualdade, obtemos
R2f2
f2Ric)> = |Vf|QZ|hab gabl T
Rf n
—(Vp, Vf Vo, V)% + V=pl.
Agora, substituindo em (2.1), teremos
nn-—1) 2R?(n —1) 2(n—1)
fT? 4+ —= 2 —f2 |2 — =———Rf f
T+ S Vol + =t PV — S RA(V. V1)
2(n—1) H
= |[VIP=——=|(n—DIVF? ) |hap — ——gavl* + R*f* — f
Nl [(n v %r b el 4 R — S (Y, V)
b
que pode ser reescrito como
2(n 1)? n(n—l)
T = vttt I abl? + )"
n— nn-—
( )|vzp|2 n )|Vp|2. (22)

+(n—2)2 C2(n—2)2

2
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Em seguida vamos utilizar a decomposicao Vp = (Vp)* + (Vp)N, ou seja,

nn-—1) nn-—1)

vipm oz Ve VI = g ptvee)’
= ;((T?—__;))QN(VP)ZJr(Vp)N,el)Q)
~ nn-—1)
= o ve el

Agora, pelo mesmo argumento, iremos decompor o termo ((“—IIVpI2 em parte tangente

e parte normal, donde obtemos o seguinte

nn-—1) ~ nn-—1) nn-—1)
2(n—2)2|vp|2 T 2m—2)? 2(n — 2)?

Agora, substituindo a igualdade acima em (2.2), temos que

(V)N P + Vo™,

e = et Z| o= gl + 2|VT}(|§;;_1)2)2<Vp,Vf>2+%W%P
—%Wpﬁ
g 2 hen gl RV (R
e TN - S (Ve
|Vf|42((“_21)22§| o gl + LR — M g
= Y e — gl v

Logo concluimos o que foi enunciado no teorema e encontramos a seguinte equacao,

n—1
e =200t 3 e g+ Y

X 12
= b sV 23

O

Agora no que segue, como consequéncia do Lema 3 iremos estudar algumas proprie-

dades acerca dos conjuntos de nivel com as métricas de Miao-Tam.

Proposigao 7. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com T = 0. Seja ¢ um
valor reqular de f e seja £ ={p € M;f(p) = c} um conjunto de nivel de f. Considerando
e, = % e escolha um referencial ortonormal {es, ..., en} tangente ao nivel X. Sobre essas

condicoes afirmamos que:
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(a) A sequnda forma fundamental hqy de X € dada por hqp, = %gab.
(b) Riq =0 para todo a > 2 e ey é um autovetor do Ric.

(c) |VT| é constante em X.

(d) A curvatura média de X € constante.

(e) Em X, o tensor de Ricci ou tem um unico autovalor ou tem dois autovalores distintos
com multiplicidade 1 en—1. Ademais, o autovalor com multiplicidade 1 tem direcao

do |VT].
(f) Riabe =0 para todo a,b,c € {2,...,n}.

Demonstragao. O item (a) decorre diretamente da hipotese de que T = 0 e o Lema
3, pois a soma de dois temos positivos sendo nula, obriga ambos serem nulos. Para

demonstrarmos o item (b) vamos usar substancialmente que T = 0, mais precisamente

note que,
|Vf|2 (eh Vf Vf) - T(ei7 €1, el)
n—1 R
= E(Ruvﬂc — R Vif) — m(guvlf — gu Vif)
1
+m(911Risst— 911Ris V).
Agora fazendoi=a > 2
n—1 1
0 = _Q(Rlavlf) n_2911Rasvsf
1 1
— MR V) — Ric(VT, eq)
—2 -2
1
— SRV - —|Vf|R1a
n—
= R1a|Vfl.

Logo,
Rla - O
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O item(c) tem demonstracao bem direta, pois

V.V = V(Vf, V)
= 2(V,Vf,Vf)
= 2Hessf(eq, VT)
= 2(Af+1)g(eq, VF) + 2fRic(eq, V)
= 2fRic(eq, VI)

= 0.

A ultima igualdade é devida ao item (b). Para mostrar o item (d), considere a equagao

de Codazzi abaixo e tome o seu traco,

Riabe = Vihea — Vihoa, (2.4)
para a,b,c € {2,...,n}. Dai,

Riv = VEH — gae Vihpa.
Do item (a), temos que hqp = %gab. Portanto substituindo na equacao acima, obtemos

Riv = V%H—Qacvfhba

— ZH_ a Jva ZH
vb 9e n_lvc

— ViH- 2 vy

n—1
= VIH- ng: (VH, e.)

1
= VIH— ——VZH
Vi n—lvb

n—2
= DR

No entanto pelo item (a) juntamente com o item (c¢) temos que Ry, = 0. Logo, VH =0
em X o que implica que H é constante em X.
Para o item (e), sabendo o vetor e; é autovetor do Ricci, tome um referencial {ey, ..., e, }

que diagonaliza o Ric, isto é, dai temos que Ric(ex) = Axex para todo k € {1,...,n}.
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Agora utilizamos que T = 0 e tomamos o Ty, para ab > 2, note que

0 = Taw
= T R Vi R Val) = (guoVif — g1 Vaf)
b (garR1Vf — guRa Vo)
= T RalVI gVl gV
+$galesvsf - gleasvsf-%
— 2—:;Rab|Vfl — %gabWﬂ + — 291b<Vf7 €a)

1
——gabRi1sVsf — Ra1| VAl
+n_29 bR1 g1bRa1| VA

Logo,
R 1
0=(n—1)Rap|VFl — Egaﬂvﬂ + mgabAﬂVﬂ-
Dali, temos que Rqp = %gab, de onde obtemos que todos os autovetores diferentes de

e; sao iguais, o que implica que os mesmos possuem multiplicidade n — 1.

Para mostrarmos o item(f), iniciaremos pela equagao de Codazzi para garantir que
Rlabc = V%hca - V})ihba-

Pelo item (a) temos as seguintes igualdades

H
hca — Egca

H

hya = a-
b n—lgb

Entao, substituindo na equacao obtida por Codazzi, temos que

H
Rlabc :Vgﬁgca_ %Tl—l

Jva-
Utilizando que H é constante em X, derivadas se anulam. Portanto,
Riabe = 0.
]

Lema 4. Seja (M™, g,f) uma métrica critica de Miao-Tam com T = 0. Entao C = 0,

logo dizemos que (M™,g) tem o tensor de Weyl harménico.
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Demonstracao. Primeiramente usamos o Lema 2 juntamente com a hipotese de que o

tensor Tijx = 0, para deduzimos
fCiyjk = Tijkx + Wi Vif
= Wijklvlf.
Por outro lado, como o tensor de Weyl é antissimétrico nas duas tltimas entradas, temos

que

fCijkaf = WijkIVIkaf =0.

Agora, considere um ponto regular p € M. Seja L um conjunto de nivel da funcao
associado ao ponto p. Escolhemos um referencial qualquer (02, ...,0™) para L e expresse

em coordenadas locais (f,02,...,0™) de tal forma que a métrica local é dada por

1
= df? 4+ gap(f,0)d0de®.
Denotando por
\Yai
e — 01 = ——
temos
\Y%i
Vif=(Vf 0) =(Vf, —=)=1
1 < ) 1> < 7|Vf|2>
e

Vof = (VF,04) = |VF*(0,,04) =0,
para todo a> 2. Como ja sabemos que fCyj Vi f = 0, é imediato que
me - 0

para todo i,j = 1,--- ,n. Além disso, pela equagao de Codazzi e pelos resultados encon-

trados na proposicao anterior temos que,
N v z —
Rlabc = Vbhac - Vc hab =0. (25)

Ao tomarmos o trago, obtemos

Rla == O

Portanto, pela formula do tensor de Weyl obtemos a seguinte identidade,

1
Wiabe = Riabe — :(Rlbgac + Rac91b — Ricgab — Rabgic)

" R (gacio — GreGar)
(TL—l)(TL—Q) gacglb glcgab .

- RlabC7
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ou seja, Wigpe = 0, por (2.5). A partir disso, por ser o traco ser representado por indices

repetidos e o fato de que o tensor T é nulo junto do Lema 2, segue que

fcabc - Wabcsvsf
- \/Vabclvlf
= Wabcl

= 0,

para todo a,b,c > 2. Agora resta apenas mostrar que fC;4p = 0 para todo a,b > 2. De

fato vejamos primeiramente que

fCiab = Wiabes Vst
= Wianig®'Vf
= W1ab1911V11c
= Wiani|VH]?
= —Wia|VH]?
1

— ——W(Vf,d,, VF,0p).

Portanto, nos interessa descobrir o valor de W(Vf, 04, Vf, 0y ). Para isso iremos desen-

volver a expressao do tensor de Weyl adequando a estas entradas, logo temos que

R
a ) R y Va, ) a
WWW(Vf,b V{ ab) ’Vﬂ2 (Vf 0. Of ab) + (TL— 1)(TL—2)9 b
1 .
_m(RlC(Vf, Vf)gab + Rab).

Diante disso, nos voltamos a analisar e calcular a segunda forma fundamental de £ no
referencial local (f,0%,...,0™) com o intuito de calcular R(Vf,d4,0f,0p). Veja que a

segunda forma é dada por,

1
haw = —(VI, V40

1

= ——(Vf, ) T

vtV h 2

1

= m((Vf, F}lbaf> + (VH, Fﬁb62> + - 4+ (VT 00)
1

- W<Vf, Fcllbaf)

1
— T
|Vf| ab
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Expressando os simbolos de Christoffel através dos coeficientes da primeira forma temos

que
1 .
Fap = §Zgll(aa9bi+ab91a—ajgab)
j
1
= -9"(0aGv1 + 0 Yg1a — O7Gab)

2
1
= _§|Vf|26f(9ab)

1
2V (gav)

e voltando para a igualdade (2.6)

Vi

ab —
Pela Proposic¢ao 1, temos que |Vf| é constante em L. Portanto,

[04,Vfl = Vyidq— Vo VFf
= |Vf(V5,0a — Va,0¢)
= [VP()_ (T —TE)dw)

K
= 0.

\Y4i

Em seguida, iremos calcular as projecoes de V Tt Do referencial de X. Obviamente

temos,

\Y i >
[VERT

e como consequéncia, derivando em ambos os membros na direcdo de ~i-, dai

|Vf|
VT
e

af>.

= <Vf7 af) = <Vf:

0 = Vg (VF,

A4
IVf

\Y4i

Considerando as outras diregoes tangentes, temos 0 = (Vf,0,), derivando em ambos os

membros na direcao de ~&. Dai, seguira que

\Vfl
Vf
\Y4i
- <v%aa7m>
== —<Vf,Vafaa>

= |Vf|*(df, Vo, 0¢)
ik

= 2 0a((e1,e1)).
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Para calcularmos W(Vf, 0., Vf, 0y ) precisamos obter R(VTf, 04, Vf,0p) 0 qual é dado

IVﬂ2
por

1
VA2

R(Vf,04,VF,0p) = VoV, — VyiVa0y + Viveo,0v, V).

|v1f|2<

Como concluimos anteriormente que [V, 0] = 0, simplificamos a expressao acima por

1 1
’vﬂzR(Vf, aa, Vf, ab) = ’Vﬂz <V vaab - vav ab + V [Vf,04 ab, Vf>
1
= !Vf’2<v aVvtdp — VviVa0p, VI)
1
- |Vf|2 <va(v ab) vf> |Vf|<v v%ﬂabavf)
Utilizando que [Vf, 0] =0 e V IV_I 0, obtemos
1
|Vf|2R(Vf,aa,Vf, 0p) = N ——(Vg¢(Va0yp), VI) — IVfI<v Vw ab,Vf)
\Yi 1
= ——(h, f, f
IVfI( b) — |Vf|2 =z (Vo VI, V V)
= E(h ) — == (Vo VFE, ) (VaVF,dc))
- |Vf| ab |Vf|2 b - a 9 C
\Yi 1
e p——— ha BT 7ac a fa ac
o (e ~ g 2 (Ve V06N (Ve T 20)
\Yi
= W(hab)_hach%-
Disto, pela Proposicao 7, deduzimos que,
\Y% i H?

R(Vf, 04, VF, 0y) =

—H a - T N9 ao-
V2 Vim—1) 2% m—1)32Je

Tomando o trago da equagao acima ¢é imediato que

1 i H?
VP R(VTf,Vf) = |Vf|H m_1)

Logo podemos escrever a curvatura de Riemann por

Ric(Vf, V)

R(VF,0, V. 0p) = —

gab-

Pela Proposicao 7, temos os autovalores e autovetores de Ricci,assim podemos escrever,

< ﬂQRic(Vf, V) = A

Ric(0q,0p) = HGab-
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Assim,
1
fCra L W(VHF, 0., VH, D
1 1
= ———R(Vf,0,, V£, 0 ————  (Ric(VT, Vf)ga Ravg(VTE, VF
o ( b)+’vﬂg(n_2)( ic( )gab + Ravg( )
—Ric(Vf,0p)g(0q, V) —R(04, VI)g(VT, 0y)
R
— awg(VF, V) —g(Vf,0 VA, 04
Ric(VF, VF) 1 , Rob R
= —————(q — R f,Vf)ga — a
Vim0 9% T wEm o) eV VI9ee + T — ey 9o
_ A + A + 82 _R11+R22+"'+Rnn
T T qde T e T an (m—1)n—2) Je
B A A w A4+ n—1)u
n—lgab+n—29ab+n—29ab (n—l)(n—2)gab

= 0

Portanto, temos que fCyx = 0 em p € M tal que p ¢ ponto regular de f. Ademais,
utilizamos o Lema 2 para concluir que fCijx = 0 em M™. Usando isso obtemos que
Cijx = 0 em M\ OM e o resultado do lema segue a partir da continuidade do tensor de

Cotton. =

Para finalizar esta se¢ao iremos apresentar um resultado fundamental sobre a integral

de uma métrica de Miao-Tam.
Lema 5. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entao,

J f°B(VFf, VF)dM, = — 2T
M

=
Demonstrag¢ao. Como foi definido anteriormente podemos escrever o tensor de Bach por

1
Byj = ——= Vi ViWijia +
n—3

1
— R Wi

Sabendo que em dimensao maior que 3,

(m—2)
Cijk - _mvlwijkb

tomamos a derivada em ambos os lados para obter

1 1
ViV Wi = ——— Vi Casn.
n—SVkvl il n—2vk Ik

Portanto, unindo essas equagoes temos uma nova féormula para o tensor de Bach que é

dada por,

1
By = —Q(chkji + Rt Wik
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Consequentemente
(TL — 2)fQB(Vf, Vf) = fQVkajiViijf + RklwikjlfQViijf. (27)

Em seguida, utilizando as propriedades da cadeia e do produto da conexao Riemanniana,

temos a seguinte igualdade
Vi(fPCrij VifVif) = f2Vi(Cyi;) VifVif + 2 Cri; Vi VifV;
+2Crij Vif Vi Vi + 2f Vi fCyi; Vi FV;5 £

Vemos que alguns termos se anulam devido as propriedades do tensor Cotton, mais pre-

cisamente a permutacao de indices e o trago das trés entradas em Vf. Logo
Vi (f?Cri; VifV;f) = 2V Coi; VifVif + 2 Cri; Vif Vi V5.
Assim podemos reescrever (2.7) como
(n —2)f*B(VFf, VF) = =V (f*Cyij VifV;f) — f2Criy Vif Vi VT + Rig Wik 2 Vi fV; f.

Aplicando a integral, temos que a primeira nula pelo teorema da divergéncia, e utilizare-

mos a Equagao (1.2) para simplificar o segundo membro da igualdade. Assim,

J M(n — 2)f°B(VF,Vf) = JM —f*Cy Vif ViV f + R Wigi F2 Vi V5
= — JM 2Crij Vif (fRy + gij (1 + AF)) + Rig Wi Vi f V5 f
= JM 2Ciij VifRyy + JM 2Ciij Vifgi (1 + AF) + R W 2V V5
= JM f2(fCiij) VifRiy + Ria Wik F2 Vi fV;5 f.

Por outro lado, usando o Lema 2 para desenvolver a equacao acima, deduzimos que

J (n—2)f*B(Vf,Vf) = f2(fCxij) VifRij + Ra Wi F2Vif V5 f
M

IM
r

— 2(Tiij + Waijs Vsf) VifRy + Ry Wi Vi fV; f

IM
r

= fQTkijvikajJrJ 2 Wiijs Vs TVifRy; + J R Wik F2 Vi fV; 1.
JM M M

Sabendo que os indices repetidos indicam um traco, nos dois tltimos fatores acima temos
o trago do tensor Weyl em duas entradas que, de acordo com suas propriedades, se anula.

Portanto,

J (TL — Q)fZB(Vf, Vf) = J f2Tki]~Vika]-.
M M
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Dai,

J (n — 2)f2B(Vf, V) =
M

—

2Tij V3 fRix
M

DN | —

Pela propriedade de anticomutatividade e o Lema 1, temos que

1
J (Tl. — 2)sz(Vf, Vf) = 5 J fQTi]'ijfRik — f2TijkViijk
M M
1
= 5 J f2Ti]'k (V)’fRik — Viijk)
M
n—2

= — = 2| T |2
T e

Logo,

J f2B(Vf, Vf) = 2Tl
M

ﬁjm

J f2Tij Vi fRi — F2Tiji VifRji.
M
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Prova dos Resultados

3.1 Prova do Teorema 2

Teorema 4. Seja (M*,f, g) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-
plesmente coneza, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrao S®. Entdo, (M*,f, g)
¢ isométrica a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo R* H* ou
S*, provido que

J 2 B (Vf, Vf) dM4 > 0.
M

Demonstracio. Primeiramente, temos que M* satisfaz fM f?B(Vf, Vf)dM4 > 0, pelo

Lema 5 temos que

1

2 -
JMf B(Vf, Vf) = 5 — 1)

J 2 Tijil* > 0.
M
Portanto, é direto que

Tijk =0.

De posse disto, utilizando o Lema 4, temos a nulidade do tensor de Cotton. Assim a

equacao obtida pelo Lema 2, se torna
WiiaVif = Ciji — Tijx
= 0.

Agora, considere um ponto p € M*, ponto regular da funcao potencial f e escolha um

\4i

Nk Entao,

referencial ortonormal em p,{ey, ez, €3, 4}, tal que e; =

Wijia =0, (3.1)

34
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para todo i,j,k = 1,2, 3, 4.

Mostraremos que Wjiji1 = 0 sempre que V,f # 0. Note que o tensor Weyl tem trago nulo
em todo par de indices, logo para analisarmos a nulidade do tensor Weyl Wjjiq com todos
os indices diferentes, devemos recair sobre o caso Wijx; = 0.

Em seguida iremos analisar os casos nos quais esses indices podem ser repetidos. Primei-

ramente relembraremos as propriedades do tensor Weyl:
1. Wi = 0.
2. Wit = —Wjia = Wik = —Wijie
3. Wijia = Wi
4. Wisj1 + Wigja + Wigjz + Wigja = 0,

onde i,j,k,l € {1,2,3,4}.

De posse dessas propriedades, devemos calcular Woiji, Wiy, Waiji.  Iniciaremos pelo
Waijk.

E imediato que Wayj e Woyji sao nulos. Em seguida, temos Wosii que se anula pela
propriedade (2). Assim vejamos as possibilidades de Wagax, Waga1 = 0 por (3.1) e Wazey =
0 pela propriedade (1) acima. Assim faltam as seguintes possibilidades Waga3 € Wagay.

Note que,

Waia1 + Woagoo + Wosas + Woyoy =0

Wasas = —Wayay.
Portanto, usaremos novamente esta propriedade do trago para encontrar
Wai31 + Waass + Waass + Waygy = 0,

o que implica,

Wiz = —Wigsa. (3.2)

E pela propriedade (2) temos que Wagog = Wia30 € Woyoq = Wiays. Utilizando novamente

a propriedade do traco temos
Wiia1 + Wazas + Wigaz + Wiaas =0,

ou seja,

W4343 = _W4242' (33>
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Comparando as expressoes (3.2) e (3.3) podemos deduzir que
Waios = —Wizaz = Wagzs = —Wingo = Wigas.
Logo, Wh303 = Woy94 = 0. Para encontrarmos Ws3o4, basta observar que
Wis14 + Wagag + Wisgs + Wizas =0,

de onde obtemos

W2324 =0.

Vejamos as possibilidades Wassi € Wasa. E direto que Waggy = 0 € Wasggo = —Wasgag = 0,
W335 = 0 pela propriedade (1) e Wazzy = —Whasys que se anula devido a

Woi41 + Wagge + Wasgs + Woygy = 0.

Adiante, para encontramos as possibilidades de Wa34y, € direto que Wazy; = Wasyy =0 e
W2342 = W2324 = 0, restando apenas o W2343 que é nulo por W2343 = —W2334 = 0. Para
concluirmos, devemos ainda mostrar a nulidade de todas as possibilidades de Woy;5,¢
direto que Way; = 0, para Waysj temos Woygr = 0, Wagos = 0, Woyoz = —Wogoy = 0 €
Wy = Waszps = 0. Ja para W243j7 temos Woayzr = 0, Wayzp = —Woyo3 =0 Woyzz =0 e

Woy34 que se anula por
Woiz1 + Waazg + Wasss + Wayss = 0.

Finalizando, olhamos para as possiveis combinacoes de indices de Wayyj, que sao Wagyy =
0, Wasss = —Woyos = 0, Woyus = 0 e Woyuus que se anula por Woyyz3 = —Woyzy = 0. Assim,
concluimos todas as possibilidades para Woyjy.

Partindo agora para a andlise de Wsiji, primeiramente ¢ direto que Wiy = Wiz =0 e
como Wayij = —Whosij = 0, ja o Wisj se anula pela propriedade (1) citada acima. Res-
tando apenas calcularmos as possibilidades de W3yij, iniciamos mostrando que Wsy1c =
—Ws41 = 0. Para as possibilidades de W34y, temos que Wiyo1 = 0 e Wag90 = 0 por (3.1)

e a propriedade (1) respectivamente. J4 Ws493 obtemos a nulidade por

Wsy03 = Wagss = 0.

W3424 = W2434 = 0.
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A seguir vejamos as possibilidades de Ws43; que sao, Wsag1 = 0, Way30 = —Wigsy = 0,

W33 = 0 e Way34 que se anula pela equacao,
W31 + Waazp + Wasgs + Wiysy = 0.

Desde que todos os termos que sao nulos exceto o W3y34 € pela igualdade obtemos que ele
também é nulo.

Para finalizar a analise de indices do tensor Weyl devemos calcular W34y, que possui as
seguintes possibilidades W34 = 0,W3440 = —Woy34 = O, W34y = 0 € Wiy = —Wiy34 €

para esta tltima possibilidade temos o seguinte
W3i31 + Wiazp + Waszsgz + Wayzs = 0.

Na qual ja obtemos todos os termos se anulam menos o Wsy34 que pela igualdade se anula.
Portanto, obtemos a nulidade de W3y para todos 1,j, k € {1,2, 3, 4}.

Por ultimo, nos resta apenas verificar a tnica possibilidade de Wi que é Wiyas que se
anula pela propriedade (1), e todas as outras possibilidades ja foram calculadas anterior-
mente acima nas combinacoes dos indices anteriores. Entao, concluimos que W = 0.
Ademais, utilizando um referencial de coordenadas adequado, podemos concluir através
do estudo feito em [10| que f e g sdo analiticas, por isso f ndo se anula em nenhum con-
junto aberto nao-vazio de M*, e, portanto, os pontos regulares sao densos em M*. Logo,
segue que M* é conformemente planos e assim podemos usar o Teorema 1 e concluir o
que (M*, g) é isométrico a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo

R* H* ou S* . O

3.2 Prova do Teorema 3

Teorema 5. Seja (M3, f,g) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-
plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padriao S?. Se divB(Vf) =0
em M onde B € o tensor de Bach, entao (M3,f,g) € isométrica a uma bola geodésica em

um espaco forma simplesmente conexo R3 H? ou S3.

Demonstragao. Iniciaremos denotando o tensor de Cotton através do tensor de Schouten,
dado por
Cijk = ViAjk — VA



Capitulo 3. Prova dos Resultados 38

Pois, por definicao temos que

Logo,

Aj = nT(R)'k -

Que ao derivarmos, obtemos

1 ViR
Vi = =5 (ViR = 5 S0

Assim fazendo uma conta analoga para o VjAjx, mostramos o afirmado.

Portanto nos voltamos a calcular o divergente do Bach em Vf, temos que

viBij = Vivkcijk
= Vivk(ViA]’k - Vink)
- VinViAjk - VinVj Aik-

Pela identidade de Ricci, podemos simplicar a equagao acima por

ViBiy; = —RuViAy + RiaViAy + Ry VicAn
= Rijklvail- (34)

Como estamos em dimensao 3, usaremos que o tensor de Weyl é nulo. Assim unindo a

(3.4) com a definigao em (1.3), obtemos que

ViBij = RijuViAu
= AiijLVkAﬂ + Ajlgikvail
—Augik VAl — Ajgu VAl + Aic VicAy;
+A;1ViAin — Au VAL — Ajgu ViAn
= AuCyi + A VA + A Vil — Au VAL
_Ajkgilckil - AjkgilviAkl
= RixCyi + A ViAu — A ViA

= —RikCjxi.
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Portanto, aplicando Vf acima, concluimos que

(divB)(Vf) = ViByV;f
— CjiRuVyf
= —%(C]—kiRiijf + Cy;iRy; Vi f))
= L Cii(RuYy T~ Ry Ti)

1
= chjiTkji-

Nesta tltima igualdade usamos o Lema 1. Por fim, utilizando que o tensor de Weyl é nulo

usamos o Lema 2 para obter

(divB)(Vf) = im?.

Como estamos supondo M com (divB)(Vf) = 0 temos que o tensor de Cotton se anula
em toda M, ou seja, M é conformemente plana, logo ao aplicarmos o Teorema 1 obtemos

o resultado desejado. [
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