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Resumo

Este trabalho está baseado em [4] e tem como objetivo provar que métricas críticas do

funcional volume sobre uma variedade de dimensão 4 compacta, simplesmente conexa

com tensor de Bach nulo e bordo isométrico a uma esfera padrão, deverá ser isométrica a

uma bola geodésica em um espaço forma simplismente conexo R4,H4ou S4. Além disso,

mostraremos que em dimensão 3 o resultado é sempre válido se trocarmos a hipótese

da métrica ter o tensor de Bach nulo pela hipótese mais fraca do tensor de Bach ter

divergência livre.
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Abstract

This work is base in [4] and aims to show that a Bach-flat critical metric of the volume

functional on a simply connected 4 dimensional manifold with boundary isometric to a

standard sphere must be isometric to a geodesic ball in a simply connected space form

R4,H4 or S4 . Moreover, we show that in dimension three the result even is true replacing

the Bach-flat condition by the weaker assumption that manifold has divergence-free Bach

tensor.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar variedades Riemannianas com tensor de Bach nulo.

Diante destas condições somadas com a hipótese da variedade ser compacta com bordo,

estudaremos sob quais circunstancias esta variedade se tornará isométrica a uma bola

geodésia em espaço forma simplesmente conexo Rn,Hn ou Sn. De fato, estudaremos o

caso 4-dimensional no qual esta variedade tem bordo isométrico a uma esfera. Mostrare-

mos também que, com uma hipótese mais fraca, podemos ter um resultado análogo em

dimensão 3.

Em 2009, Miao e Tam em [14] e [15], inspirados por um resultado obtido em [12],

assim como, pela caracterização dos pontos críticos do funcional curvatura escalar total,

estudaram propriedades variacionais do funcional volume restrito ao espaço das métricas

de curvatura escalar constante sobre uma dada variedade compacta com bordo. Depois,

em um célebre artigo, Corvino, Eichmair e Miao em [11], estudaram este problema em um

contexto mais geral. De fato, eles estudaram o problema modificado de encontrar pontos

estacionários para o funcional volume sobre o espaço das métricas cuja curvatura escalar

é igual a uma constante dada. Para fazer isto, eles localizaram uma condição satisfeita

por tais pontos estacionários para domínios limitados suaves.

Recordemos agora a definição de métricas críticas estudadas por Miao e Tam. Por

simplicidade, estas métricas serão chamadas de Métricas Críticas de Miao-Tam.

Definição 1. Uma métrica crítica de Miao-Tam é a tripla (Mn, f,g) onde M é uma

variedade Riemanniana compacta de dimensão pelo menos 3 e bordo ∂M suave tal que

f :Mn −→ R é uma função suave não negativa com f−1(0) = ∂M e que satisfaz

L∗
g(f) = g,

onde L∗
g é a L2-forma adjunta da linearização do operador curvatura escalar de Lg. Cha-

maremos f de função potencial.
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Conteúdo 2

Recordemos que L∗
g(f) = −(∆f)g + Hessf − fRic, tal igualdade pode ser vista, por

exemplo, em [5]. E assim temos que a equação fundamental de uma métrica crítica de

Miao-Tam será dada por:

−(∆f)g+Hessf− fRic = g.

A partir da descoberta dessas métricas críticas, Miao-Tam seguiram analisando exemplos

e possíveis classificações destas estruturas. Em [15] eles investigaram variedades Rieman-

nianas com premissas de conformidade-plana e conseguiram provar o seguinte resultado:

Teorema 1 (Miao-Tam, [15]). Seja (Mn, f,g), com n ⩾ 3, uma métrica crítica de Miao-

Tam sobre uma variedade conformemente-plana, simplesmente conexa, compacta e bordo

isométrico a uma esfera padrão S(n−1). Então (Mn,g) é isométrico a uma bola geodésica

em um espaço forma simplesmente conexo Rn,Hn ou Sn.

Este resultado motivou os autores em [4] a estudarem o caso mais geral onde a varie-

dade possui tensor de Bach nulo. Com objetivo de compreendermos melhor o enunciado

do resultado principal iremos definir o tensor de Bach para variedades Riemannianas

de dimensão maior ou igual a 4 a partir dos tensores de Weyl e Ricci. Tal tensor foi

introduzido no início da década de 1920 no estudo de relatividade conforme em [3] .

Definição 2. (Tensor de Bach) Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana de dimensão

maior ou igual a 4, então o seguinte tensor

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWijkl +

1
n− 2

RklWikjl,

é conhecido com tensor de Bach.

Para variedades 3-dimensional o tensor de Bach é dado através do tensor de Cotton

por:

Bij = ∇kCkij.

Dizemos que uma variedade (Mn, f,g) tem o tensor de Bach nulo quando Bij = 0. Nas

variedades 4-dimensionais compactas os pontos em que o tensor de Bach se anula são

os mesmo pontos críticos de conformidade do funcional W(g) que é definido a partir da

integral do módulo ao quadrado do tensor Weyl, ou seja,

W =

∫
M

|Wg|
2dMg.



Conteúdo 3

Não é difícil de verificar que métricas que são conformente planas ou métricas Einstein

devem ter tensor de Bach nulo. Destacamos que, Cao e Chen estudaram os bem conhecidos

sólitons de Ricci sobre a condição do tensor Bij ser nulo, e desta forma conseguiram

classificar tais estruturas. Para mais detalhes, veja as referências [7, 8].

É bem conhecido que variedades compactas de dimensão 4 tem um comportamento

especial o qual pode ser constatado em [1, 2, 5] e [17]. Diante disso, nossa investigação se

voltará para métricas críticas do funcional volume que possuem tensor de Bach nulo em

dimensão 4. De fato, iremos substítuir a hipótese de conformidade flat no resultado de

Miao e Tam pela condição do tensor de Bach ser nulo, que é mais fraco que o anterior.

Agora, enunciamos o primeiro resultado deste trabalho.

Teorema 2. Seja (M4, f,g) uma métrica crítica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-

plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrão S3. Então, (M4, f,g)

é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo R4,H4 ou

S4, provido que ∫
M

f2 B (∇f, ∇f) dMg ⩾ 0.

Como consequência direta do teorema acima, obtemos:

Corolário 1. Seja (M4, f,g) uma métrica crítica de Miao-Tam sobre uma variedade,

simplesmente conexa, compacta, com tensor de Bach nulo e bordo isométrico a uma esfera

padrão S3. Então (M4, f,g) é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma

simplesmente conexo R4,H4 ou S4.

Baseado no teorema acima é natural se perguntar o que acontece em dimensão 3. Para

isso, inspirandos nas ideias desenvolvidas em [9], veremos que o resultado pode ser me-

lhorado pela condição de que o tensor de Bach tem divergência livre. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Teorema 3. Seja (M3, f,g) uma métrica crítica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-

plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrão S2. Se divB(∇f) = 0

em M onde B é o tensor de Bach, então (M3, f,g) é isométrica a uma bola geodésica em

um espaço forma simplesmente conexo R3,H3 ou S3.

Da mesma forma temos uma consequência direta do teorema acima.
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Corolário 2. Seja (M3, f,g) uma métrica crítica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-

plesmente conexa, compacta, com tensor de Bach com divergência livre e bordo isométrico

a uma esfera padrão S2. Então (M3, f,g) é isométrica a uma bola geodésica em um con-

junto simplesmente conexo de um espaço forma R3,H3 ou S3.



Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste capítulo iremos mostrar algumas definições e propriedades inerentes as variedades

Riemannianas as quais serão utilizadas no decorrer deste trabalho.

1.1 Noções Básicas

Denotaremos por Mn ou simplesmente M uma variedade n-dimensional suave com mé-

trica g(·, ·) = ⟨·, ·⟩. ∇ será a conexão Riemanniana de Levi- Civita associada a M , o

espaço das funções diferenciáveis sobre M será denotado por C∞ e o espaço dos campos

diferenciáveis sobre M será denotado por X(M) .

Definição 3. Seja f :Mn → Rn uma função suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave ∇f definido sobre Mn por

⟨∇f,X⟩ = X(f),

para todo X(f) ∈ X(M).

Definição 4. Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a função

suave div :Mn → R , dada para p ∈M por

(divX)(p) = tr{v→ (∇vX)(p)},

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

Definição 5. Seja f : Mn → Rn uma função suave. O Laplaciano de f é a função

∆f :M→ R dada por

∆f = div(∇f).

5
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Definição 6. Seja f :Mn → Rn uma função suave e p ∈M. O Hessiano de f é o campo

de operadores lineares (Hessf)p : TpM→ TpM, definido para v ∈ TpM por

(Hessf)p(v) = (∇v∇f)(p).

Segue das propriedades da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão de v a

uma vizinhança de p em Mn, então

(Hessf)p(v) = (∇X∇f)(p).

A partir da definição do Hessiano de f, podemos expressar o Laplaciano de outra

forma. Vejamos.

Proposição 1. Se f :Mn → Rn é uma função suave, então

∆f = tr(Hessf).

Demonstração. Seja p ∈M e U uma vizinhança de p onde esteja definida um referencial

ortonormal {e1, e2, ..., en}. Então

tr(Hessf)p = ⟨
n∑

i=1

(Hessf)p(ei), ei⟩

= ⟨
n∑

i=1

∇ei
∇f, ei⟩p

= div(∇f)(p)

= ∆f(p).

Vejamos agora como os símbolos de Christoffel de uma conexão Riemanniana podem

ser calculados através dos componentes gij da métrica. Para o que segue, considere a

matriz positiva definida matriz G = (gij), que admite uma inversa que será denotada por

G−1 = gij.

Temos que,

Definição 7. (Símbolos de Christoffel) Seja Mn variedade Riemanniana com conexão

de Levi-Civita ∇. Dado um referencial ortonormal {∂i} em M, definimos os símbolos de

Christoffel Γij por

⟨∇∂i
∂j,∂k⟩ =

n∑
m=1

Γmij gmk,
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desta forma os símbolos são os coeficientes da métrica resultante de uma conexão entre

os campos coordenados. Podemos, ainda, reescrever a expressão por

⟨∇∂i
∂j,∂k⟩ =

1
2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij).

1.2 Algumas definições sobre tensores

Dentro deste estudo, os tensores serão a principal ferramenta para encontrarmos os resul-

tados desejados, portanto iremos agora pontuar as definições e algumas propriedades de

tensores.

Definição 8. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e V* o espaço dual de V.

Um s-tensor covariante em V é uma aplicação multilinear

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s

−→ R.

Um r-tensor contravariante é uma aplicação multilinear

T : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸
r

−→ R.

Um tensor do tipo(r,s) é um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplicação

multilinear

T : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸
r

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s

−→ R.

Passamos agora a definição de tensores em uma variedade Riemanniana

Definição 9. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade Mn é

um tensor sobre o C∞(M)-módulo X(M). Assim, um (r, s)-tensor A é uma aplicação

A : X∗(M)r × X(M)s −→ C∞(M)

multilinear sobre C∞, com r-uplas contravariantes e s-uplas covariantes. Mais preci-

samente, A é uma aplicação multilinear sobre C∞(M) que associa a cada (r+s)-upla

(Y1, · · · , Yr,X1, · · · ,Xs) uma função diferenciável

f = A(Y1, · · · , Yr,X1, · · · ,Xs) :Mn −→ R.

A seguir definiremos alguns tensores fundamentais no estudo de geometria Riemanni-

ana.



Capítulo 1. Noções Preliminares 8

Definição 10. Seja (Mn,g, f) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann é o (1,3)-tensor

Rm : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M),

dado por

Rm(X, Y,Z) = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z,

para todo X, Y,Z ∈ X(M) Em coordenadas, temos

Rm(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)
∂

∂xk
= Rl

ijk

∂

∂xl
.

Além disso, quando necessário, faremos a seguinte convenção ∂
∂xi = ∂i.

Também por vezes iremos interpretar o tensor Rm como um (0,4)-tensor, definido por

Rm : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) −→ C∞(M)

onde

Rm(X, Y,W,Z) = g(Rm(X, Y,W),Z).

Em coordenadas, temos

Rm(∂i,∂j,∂k,∂l) = Rijkl.

Proposição 2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades

(1) Rm(X, Y,W,Z) = −Rm(Y,X,W,Z) = Rm(Y,X,Z,W).

(2) Rm(X, Y,W,Z) = Rm(W,Z,X, Y).

(3) Primeira Identidade de Bianchi

Rm(X, Y,W,Z) + Rm(Y,W,X,Z) + Rm(W,X, Y,Z) = 0.

Em coordenadas,

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0.

(4) Segunda Identidade de Bianchi

(∇WRm)(X, Y,Z,U) + (∇YRm)(W,X,Z,U) + (∇XRm)(Y,W,Z, ,U) = 0.
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Em coordenadas se torna

∇lRijkS +∇jRliks +∇iRjlks = 0.

Para as demonstrações dos itens veja [6].

Definição 11. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0,2)- tensor

Ric : X(M)× X(M) −→ C∞(M),

como sendo o traço do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric(X,Z) = tr{Y 7−→ Rm(X, Y)Z}

onde X, Y,Z ∈ X(M). Em coordenadas temos que

(Ric)ik = Rik = gjlRijkl.

Definição 12. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M −→ R dada

por

R = tr Ric.

Em coordenadas

R = gikRik.

Proposição 3. Em uma variedade Riemanniana (Mn,g), vale

(1) Identidade de Ricci contraída

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks

(2) Segunda Identidade de Bianchi contraída duas vezes

gjk∇jRik =
1
2
∇iR.

Demonstração. Para o item 1, tomamos o traço na segunda Identidade de Bianchi, a fim

de obtermos:

0 = gls∇lRjiks + g
ls∇jRilks + g

ls∇iRljks

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) +∇i(g

lsRljks)

= gls∇lRijks∇jRik −∇iRjk
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Portanto,

gls∇lRjiks = ∇jRik −∇iRjk.

Além disso, podemos reescrever a equação acima fazendo uma pequena troca de índices,

obtendo

∇iRjk = ∇jRik + gls∇lRjiks.

Mostraremos agora o item 2. Tomando o traço da equação obtida no item 1, temos que

∇i(g
jkRjk) = gjk∇jRik + gls∇l(g

jkRjiks)

∇iR = gjk∇jRik + gls∇lRis.

Logo,

∇iR = 2gjk∇jRik,

onde fizemos as trocas convenientes dos índices s com k, e l com j.

A próxima igualdade é demonstrada utilizando propriedades inerentes aos (0,2)- ten-

sores cuja demonstração pode ser encontrada em [16] ou de maneira mais geral, pelas

notas de Tópicos Avançados de Geometria descritos na referência [18].

Proposição 4. (Identidade de Ricci) O tensor de Ricci satisfaz a seguinte igualdade:

∇X∇YRic(Z,W) −∇Y∇XRic(Z,W) = Ric(Rm(X, Y)Z,W) + Ric(Z,Rm(X, Y)W).

Finalizaremos esta subseção relembrando a equação de Codazzi de acordo com a refe-

rência [6]. Sua importância neste trabalho vem do fato que iremos utilizar conjuntos de

níveis regulares para obter informações globais na variedade.

Dada uma imersão isométrica ψ : Σ→M, onde (Mn,g) é uma variedade Riemanniana

de dimensão n, denotaremos por X(Σ)⊥ o espaço dos campos diferenciáveis de vetores

normais a Σ. A segunda forma fundamental de Σ pode ser considerada como um tensor

h : X(Σ)× X(Σ)× X(Σ)⊥,

definido por

h(X, Y,η) = ⟨h(X, Y),η⟩,

onde h indica a segunda forma fundamental de Σ e η um campo de vetor normal á Σ.
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Com a notação acima é possível provar a seguinte identidade, conhecida como equação

de Codazzi:

⟨R(X, Y)Z,W⟩ = (∇Yh)(X,Z,W) − (∇Xh)(Y,Z,W)

onde ∇ e R denotam a conexão e o vetor curvatura de Riemann em Mn, respectivamente.

1.3 Métricas Críticas de Miao-Tam

Nesta seção, iremos introduzir as métricas críticas de Miao-Tam. Os estudos de tais

estruturas iniciaram no trabalho [13], onde destacamos que os autores obtiveram uma

caracterização de pontos críticos através do estudo variacional para o funcional volume

restrito ao espaço das métricas de curvatura escalar constante e com métrica prescrita no

bordo. Tais pontos críticos, serão chamados mais adiante, de métricas críticas de Miao-

Tam.

Em seguida, Miao-Tam em [14], voltaram-se para os estudos das métricas críticas do

funcional volume, através da equação de Euler-Lagrange associado à variação do funcional

volume. Eles investigaram tais variedades sob hipóteses da métrica ser de Einstein e

conformemente plana. Mais precisamente, eles provaram que uma métrica crítica Einstein

é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo Rn,Hn ou

Sn. Alem disso, eles substituiram a hipótese de Einstein por localmente conformemente

plana com bordo isométrico a esfera e obtiveram o mesmo resultado para as variedades

simplesmente conexas.

Definiremos a seguir as métricas críticas de Miao-Tam por

Definição 13. Uma métrica críticas de Miao-Tam é uma tripla (Mn,g, f), n ⩾ 3,

onde (Mn,g) é uma variedade Riemanniana compacta e conexa com bordo ∂M suave e f é

uma função não negativa suave em M tal que f−1(0) = ∂M e satisfaz a seguinte equação,

−(∆f)g+Hessf− fRic = g. (1.1)

Isto em coordenadas pode ser reescrito por:

−(∆f)gij +∇i∇jf− fRij = gij. (1.2)

Tomando o traço desta equação obtemos,

(n− 1)∆f+ Rf = −n. (1.3)
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Por questões de praticidade iremos utilizar mais comumente nas demonstrações as

duas equações a cima em detrimento de 1.1.

Alguns exemplos foram construídos por Miao-Tam em [13]. O primeiro deles se trata

das bolas geodésicas do espaço euclidiano com a métrica canônica.

Exemplo 1. Considere Mn ⊂ Rn uma bola geodésica centrada na origem e raio R0 e a

função f definida por f(x) = R2
0

2(n−1) −
|x|2

2(n−1) . Consideremos em Rn a métrica canônica g

em M a métrica restrita. Daí, ∂f
∂xi

= − xi

n−1 , e assim temos

Hess f = −
1

n− 1
g

e

∆f = −
n

n− 1
.

Portanto,

−(∆f)g+Hessf− fRic =
n

n− 1
g−

1
n− 1

g,

e além disso f−1 = ∂M. Logo, (Mn,g) é uma métrica crítica de Miao-Tam.

Em seguida, temos que as bolas geodésicas da esfera canônica também representam

uma métrica crítica de Miao-Tam.

Exemplo 2. Considere Sn ⊂ Rn+1 e p = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn. Sejam Mn ⊂ Sn uma

bola geodésica centrada em p de raio R0 <
π
2 e f a função definida por f(x1, · · · , xn, t) =

1
n−1

(
t

cosR0
− 1

)
, onde r é a distância geodésica de (x1, · · · , xn, t) à p. Assim t = cosr e

t é a função altura relativa a p.

Figura 1.1: Distância da geodésica a p

Daí, obtemos

Hess f =
1

(n− 1)cosR0
Hess(t) = −

t

(n− 1)cosR0
g.
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Portanto,

−(∆f)g+Hessf− fRic =
nt

(n− 1)cosR0
g−

t

(n− 1)cosR0
g

−
1

n− 1

( t

cosR0
− 1

)
(n− 1)g

=
nt− t− (n− 1)t+ (n− 1)cosR0

(n− 1)coshR0
g

= g,

e f−1(0) = ∂M. Assim, (Mn,g, f) é uma métrica crítica de Miao-Tam.

Por fim, também temos as bolas geodésicas do espaço hiperbólico como exemplo.

Exemplo 3. Considere Rn,1 = (Rn+1,ds2), onde ds2 = dx2
1+ · · ·+dx2

n−dt2. Considere

Hn = {(x1, · · · , xn, t) ∈ Rn+1; x2
1 + · · · + x2

n − t2 = −1, t ⩾ 1} mergulhado em Rn,1 e

seja g a métrica induzida. Nessas condições, g é uma métrica Riemanniana. Agora fixe

p = (0, · · · , 0, 1) ∈ Hn e considere Mn ⊂ Hn uma bola geodésica centrada em p de raio

R0 e a função f definida por f(x1, · · · , xn, t) = 1
n−1

(
1− coshr

coshR0

)
= 1

n−1

(
1− t

coshR0

)
, onde

r é a distância geodésica de (x1, · · · , xn, t) à p. Daí,

Hess f = −
1

(n− 1)coshR0
Hess(t) = −

t

(n− 1)coshR0
g.

Portanto, temos

−(∆f)g+Hessf− fRic =
nt

(n− 1)coshR0
g−

t

(n− 1)coshR0
g

+
1

n− 1

(
1 −

t

coshR0

)
(n− 1)g

=
nt− t+ (n− 1)coshR0 − (n− 1)t

(n− 1)coshR0
g

= g,

e f−1(0) = ∂M. Assim, (Mn,g, f) é uma métrica crítica de Miao-Tam.

O fato de que os exemplos acima possuem curvatura escalar constantes não uma é

coincidência. De fato, sempre que uma variedade Riemanninana obedece a Equação (1.2)

ela tem curvatura escalar constante, diante isso temos a seguinte proposição.

Proposição 5. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam. Então (Mn,g) tem

curvatura escalar constante.
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Demonstração. Para iniciar a demonstração afirmamos que div(Hessf) = Ric(∇f)+∇∆f.

De fato, veja que utilizando a Identidade de Ricci temos

div(Hessf)i = ∇k∇k∇if

= ∇k∇i∇kf

= ∇i∇k∇kf+ Rkikl∇lf

= ∇i∆f+ Ril∇lf.

Agora, tomando o divergente na Equação (1.2) e aplicando a segunda Identidade de

Bianchi contraída duas vezes, temos

0 = div g = div(−(∆f)g+Hessf− fRic)

= −∇∆f+ Ric(∇f) +∇∆f− f1
2
∇R− Ric(∇f)

= f
1
2
∇R,

ou seja , ∇R ≡ 0 em M\∂M. Como ∂M tem medida nula, usamos a continuidade da

curvatura escalar R e o fato de M ser conexa, para concluir que R é constante em M, o

que conclui a proposição.

Agora, iremos demonstrar dois lemas que são diretamente ligados ao fato da variedade

ser uma métrica crítica de Miao-Tam e serão ferramentas importantes neste trabalho.

Lema 1. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam. Então

f(∇iRjk −∇jRik) = Rijks∇sf+
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik) − (∇ifRjk −∇jfRik).

Demonstração. Primeiramente iremos calcular ∇i(fRjk) a partir da equação (1.2). De

fato, derivando ambos os lados de (1.2) juntamente com o fato da métrica ser paralela,

obteremos:

−∇i(∆f)gjk +∇i∇j∇kf−∇i(fRjk) = 0.

Isto implica que,

∇i(fRjk) = −∇i(∆f)gjk +∇i∇j∇kf. (1.4)

Como R é constante temos a partir de (1.2) a seguinte identidade,

∇i(∆f) = −
R

n− 1
∇if
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Agora utilizando essa igualdade e substituindo em (1.4) temos que,

∇i(fRjk) = ∇i∇j∇kf− (∇i∆f)gjk

Assim utilizaremos que

(n− 1)∆f+ Rf = −n

Para obter

∆f = −
n+ Rf

n− 1
n

E, assim,

∇i(∆f) = −
R

n− 1
∇if

Portanto, temos que

∇i(fRjk) = ∇i∇j∇kf+
R

n− 1
∇ifgjk)

Utilizando a identidade de Ricci encontramos o valor para ∇j(fRik) daí subtraímos

∇i(fRjk) −∇j(fRik) e concluímos o Lema.

Agora do posse deste Lema 1, iremos retomar algumas definições feitas na seção an-

terior para o que segue. Considere uma variedade Riemanniana de dimensão pelo menos

3, daí definimos os tensores abaixo.

Primeiramente o tensor de Weyl, que é dado a partir do tensor curvatura de Riemann por

Rijkl =Wijkl+
1

n− 2
(Rikgjl+Rjlgik−Rilgjk−Rjkgil)−

R

(n− 1)(n− 2)
(gjlgik−gilgjk).

Agora iremos relembrar a definição do tensor de Cotton, que é dado por

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)
(∇iRgjk −∇jRgik).

Este tensor tem propriedades importantes que nos interessam no desenvolver das demons-

trações e também o associam ao tensor Weyl, são elas,

Proposição 6. (Propriedades do tensor Cotton)

1. O tensor Cotton é antissimétrico, ou seja, Cijk = −Cikj.

2. O tensor Cotton tem traço-livre, ou seja, Cijk + Ckij + Cjki = 0.

3. O tensor Cotton é identicamente nulo em dimensão 2.
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4. Para dimensões maiores que 3 a nulidade do tensor Weyl implica na nulidade do

tensor Cotton.

Para o que iremos trabalhar os tensores de Cotton e Weyl se relacionam da seguinte

forma para uma variedade de dimensão pelo menos 4,

Cijk = −
n− 2
n− 3

∇lWijkl.

Para finalizar, temos o tensor de Schouten A dado por

Aij =
1

n− 2
(Rij −

R

2(n− 1)
gij).

Para o que segue iremos definir o 3-tensor auxiliar Tijk dado por

Tijk =
n− 1
n− 2

(Rik∇jf−Rjk∇if)−
R

n− 2
(gik∇jf−gjk∇if)+

1
n− 2

(gikRjs∇sf−gjkRis∇sf).

É importante notar que o tensor Tijk é definido similarmente ao tensor Dijk mostrado nos

estudos sobre solítons de Ricci. Assim agora podemos anunciar nosso próximo lema.

Lema 2. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam. Então a identidade abaixo

é válida.

fCijk = Tijk +Wijks∇sf.

Demonstração. Primeiro, usando a definição do tensor de Cotton e o fato da curvatura

escalar ser constante, chegamos a expressão

fCijk = f(∇iRjk −∇jRjk) −
1

2(n− 1)
f(∇iRgjk −∇jRgik)

fCijk = f(∇iRjk −∇jRik).

Substituindo esta última identidade no Lema 1, temos que:

fCijk = Rijks∇sf+
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik) − (∇iRjk −∇jRik).

Agora usando a definição do tensor de Weyl temos que,

Rijks∇sf = Wijks∇sf+
1

n− 2
(Rikgjs + Rjsgik − Rjsgik − Risgjk − Risgjk − Rjkgis)∇sf

−
R

(n− 1)(n− 2)
(gjsgik − gisgjk)∇sf



Capítulo 1. Noções Preliminares 17

Substituindo essa expressão no que encontramos sobre fCijk , temos que:

fCijk = Wijks∇sf+
1

n− 2
(Rikgjs + Rjsgik − Rjsgik − Risgjk − Risgjk − Rjkgis)∇sf

−
R

(n− 1)(n− 2)
(gjsgik − gisgjk)∇sf+

R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik) − (∇iRjk −∇jRik)

= Wijks∇sf+ Tijk



Capítulo 2

Lemas Chaves

Nesta seção iremos demonstrar e enunciar os principais lemas que serão utilizados na

demonstração dos teoremas principais.

Para simplificar o desenvolvimento dos resultados a seguir definimos a seguinte função ρ

sobre Mn,

ρ = |∇f|2 + 2
n− 1

f+
R

n− 1
f2.

Afirmamos que
1
2
∇ρ = fRic(∇f).

De fato, é imediato que

1
2
∇ρ = Hessf(∇f) + 1

n− 1
∇f+ R

n− 1
f∇f

Agora usando (1.2) e (1.3) na mesma, temos que

1
2
∇ρ = Hessf(∇f) + 1 + Rf

n− 1
∇f

= Hessf(∇f) − (∆f+ 1)∇f

= fRic(∇f),

o que prova o afirmado.

Para o que segue tome pontos regulares da função suave f definida sobre M e considere

o campo de vetores v = ∇f
|∇f|

normal ao nível Σc = {p ∈ M : f(p) = c}. Daí, podemos

calcular a segunda forma fundamental do nível Σc a qual é dada por

hij = −⟨∇ei
v, ej⟩,

18
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onde {e1, ..., en−1} é um referencial ortonormal de Σc. Desta forma, tomando o traço de

hij obtemos a curvatura média H nos pontos de Σc,

H = −
1

|∇f|

n−1∑
i=1

Hessf(ei, ei).

No próximo lema iremos estudar o comportamento do tensor auxiliar T sobre o conjunto

de nível Σc.

Definição 14. O traço de um tensor A é dado pela aplicação,

c : C −→ S2(T ∗M)

definido por

(c(A))(X, Y) =
n∑

i=1

A(X, ei, Y, ei)

onde {ei} é uma base ortonormal de TM e C = Ker(b) e a aplicação b é a simetrização

de Bianchi.

Lema 3. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam. Seja Σc : {p ∈M; f(p) = c}

um conjunto de nível de f. Se gab é a métrica de M induzida a Σc, então em qualquer

ponto onde ∇f ̸= 0 temos que

|fT |2 =
2(n− 1)2

(n− 2)2
|∇f|4

n∑
a,b=2

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
n− 1

2(n− 2)
|∇Σρ|2,

onde ∇ρ = 2fRic(∇f) e hab e H são respectivamente a segunda forma no nível e a

curvatura média em Σc e ∇Σ é a conexão de M restrita a Σc.

Demonstração. Para demonstrarmos o Lema 3 é importante observar que o tensor T

possui traço nulo em quaisquer dois índices. Com efeito, tomando o traço em i e k,

deduzimos que

Tkjk =
R(n− 1)
n− 2

∇jf−
n− 1
n− 2

Rjk∇kf−
R(n− 1)
n− 2

∇jf+
Rgjk

n− 2
∇kf

+
1

n− 2
(n− 1)Rjs∇sf−

1
n− 2

gjkRks∇sf

=
Rgjk

n− 2
∇kf−

Rgjs

n− 2
∇sf = 0

Prosseguindo, note que Tijk = Tjik, o que implica, Tiik = 0. Por fim, a propriedade de

antissimetria também fornece que Tikk = −Tkik = 0, o que prova o afirmado.
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Agora consideramos um referencial ortonormal {e1, e2, ..., en} tal que e1 =
∇f
|∇f|

e e2, ..., en

tangente a Σ. Calculando a norma do tensor T neste referencial vemos que

|Tijk|
2 = Tijk.Tijk

=
n− 1
n− 2

(Rik∇jf− Rjk∇if).Tijk −
R

n− 2
(gik∇jf− gjk∇if).Tijk

+
1

n− 2
(gikRjs∇sf− gjkRis∇sf).Tijk,

e desde que Tijk possui traço nulo, obtemos

Tijk =
n− 1
n− 2

(Rik∇jf− Rjk∇if).Tijk

Aplicamos novamente a definição do tensor Tijk para obter

|Tijk|
2 =

(n− 1)2

(n− 2)2
|Rik∇jf− Rjk∇if|

2 −
R(n− 1)
(n− 2)2

(Rik∇jf− Rjk∇if)(gik∇jf− gjk∇if)

+
(n− 1)
(n− 2)2

(Rik∇jf− Rjk∇if)(gikRjs∇sf− gjkRis∇sf)

= 2
(n− 1)2

(n− 2)2
(|Ric|2|∇f|2 − |Ric(∇f)|2) − 2R2(n− 1)

(n− 2)2
|∇f|2 + (n− 1)

(n− 2)2
2RRic(∇f,∇f)

+
(n− 1)
(n− 2)2

2RRic(∇f,∇f) − (n− 1)
(n− 2)2

2|Ric(∇f)|2,

ou seja,

|Tijk|
2 = 2

(n− 1)2

(n− 2)2
(|Ric|2|∇f|2 − |Ric(∇f)|2) − 2R2(n− 1)

(n− 2)2
|∇f|2

+
(n− 1)
(n− 2)2

4RRic(∇f,∇f) − (n− 1)
(n− 2)2

2|Ric(∇f)|2.

Prosseguindo, mostraremos o valor de |fT |2 usando que 1
2∇ρ = fRic(∇f).

Veja que,

|fT |2 = 2
(n− 1)2

(n− 2)2
(|Ric|2|∇f|2f2 − |Ric(∇f)f|2) − 2R2(n− 1)

(n− 2)2
f2|∇f|2

+
(n− 1)
(n− 2)2

4RRic(∇f,∇f)f2 − (n− 1)
(n− 2)2

2|Ric(∇f)f|2

=
(n− 1)2

(n− 2)2
2|Ric|2|∇f|2f2 − 2(n− 1)2

(n− 2)2
1
4
|∇ρ|2 − 2R2(n− 1)

(n− 2)2
f2|∇f|2

+4
(n− 1)
(n− 2)2

RRic(∇f,∇f)f2 − 2(n− 1)
(n− 2)2

1
4
|∇ρ|2

=
(n− 1)2

(n− 2)2
2|Ric|2|∇f|2f2 − n(n− 1)

2(n− 2)2
|∇ρ|2 − 2R2(n− 1)

(n− 2)2
f2|∇f|2

+
2(n− 1)
(n− 2)2

Rf⟨∇ρ,∇f⟩.
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Assim, isolando o termo |Ric|2|∇f|2f2 ficamos com

2(n− 1)2

(n− 2)2
|Ric|2|∇f|2f2 = |fT |2+

n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρ|2+2R2(n− 1)
(n− 2)2

f2|∇f|2−2(n− 1)
(n− 2)2

Rf⟨∇ρ,∇f⟩.

(2.1)

Por outro lado, a segunda forma fundamental no nível Σ, dada por

hab = −

〈
ea

(
∇f
|∇f|

)
, eb

〉
= −

1
|∇f|

∇a∇bf

= −
1

|∇f|

[
fRab −

(
1

n− 1
+

fR

n− 1

)
gab

]
,

onde 2 ⩽ a,b ⩽ n . Consequentemente, tomando o traço na expressão acima, obtemos a

curvatura média

H = −
1

|∇f|

[
f

n∑
a=2

Raa −

(
1

n− 1
+

fR

n− 1

)
(n− 1)

]
= −

1
|∇f|

[fR− fR11 − 1 − fR]

=
1

|∇f|
(1 + fR11).

Daí, podemos calcular o valor de |h|2 e H2.Veja que:

|h|2 =
1

|∇f|2

[
f2Ric2 − 2fRab.

(1 + fR

n− 1

)
gab + (n− 1)

(1 + fR)2

(n− 1)2

]
=

1
|∇f|

[
f2Ric2 − 2f

(1 + fR

n− 1

)
(R− R11) − 2f2

n∑
a=2

R2
1a − f2R2

11

+
(fR+ 1)2

(n− 1)

]
e

H2 =
1

|∇f|2
(f2R2

11 + 2fR11 + 1).

Além disso, desde que ∑
a

∑
b

∣∣∣hab −
H

n− 1
gab

∣∣∣ = |h|2 −
H2

n− 1
,
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então, podemos deduzir∑
a

∑
b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 =
∑
a

∑
b

∣∣∣− 1
|∇f|

[
fRab −

(
1

n− 1
+

fR

n− 1

)
gab

]
−

1
|∇f|

(1 + fR11)
∣∣∣2

=
∑
a

∑
b

∣∣∣− 1
|∇f|

[
fRab − fR11 − 1 −

fR+ 1
n− 1

)
]∣∣∣2

=
1

|∇f|2
[
f2|Ric|2 −

(nR2
11f

2 + f2R2 − 2f2RR11

n− 1

)]
−

2f2

|∇f|2
n∑
a

R2
1a.

Agora utilizando as consequências da função auxiliar ρ, temos que

fR11 =
1

|∇|2
fRic(∇f,∇f) = 1

2|∇f|2

E também,

fR1a =
1

|∇f|
fRic(∇f, ea) =

1
2|∇f|

⟨∇ρ, ea⟩ =
1

2|∇f|
∇aρ.

Agora retornando à
∑

a

∑
b |hab − H

n−1gab|
2 temos que

∑
a

∑
b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 =
1

|∇f|2
[
f2|Ric|2 −

(nR2
11f

2 + f2R2 − 2f2RR11

n− 1

)]
−

2f2

|∇f|2
n∑
a

R2
1a

=
1

n− 1

( Rf

|∇f|2
⟨∇ρ,∇f⟩− 1

|∇f|2
R2f2 +

1
|∇f|2

(n− 1)f2|Ric|2

−
n

4|∇f|4
⟨∇ρ,∇f⟩2 − 1

2|∇f|4
|∇Σρ|2

)
.

Logo, manipulando essa igualdade, obtemos

f2|Ric|2 = |∇f|2
∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
R2f2

(n− 1)

−⟨∇ρ,∇f⟩ Rf

(n− 1)|∇f|2
+

n

4(n− 1)|∇f|4
⟨∇ρ,∇f⟩2 + 1

2|∇f|2
|∇Σρ|2.

Agora, substituindo em (2.1), teremos

|fT |2 +
n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρ|2 + 2R2(n− 1)
(n− 2)2

f2|∇f|2 − 2(n− 1)
(n− 2)2

Rf⟨∇ρ,∇f⟩

= |∇f|2 2(n− 1)
(n− 2)2

[
(n− 1)|∇f|2

∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 + R2f2 −
Rf

|∇f|2
⟨∇ρ,∇f⟩

+
n

4|∇f|4
⟨∇ρ,∇f⟩2 + 1

2|∇f|2
|∇Σρ|2

]
,

que pode ser reescrito como

|fT |2 = |∇f|4 2(n− 1)2

(n− 2)2
∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
n(n− 1)

2|∇f|2(n− 2)2
⟨∇ρ,∇f⟩2

+
(n− 1)
(n− 2)2

|∇Σρ|2 −
n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρ|2. (2.2)
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Em seguida vamos utilizar a decomposição ∇ρ = (∇ρ)Σ + (∇ρ)N, ou seja,

n(n− 1)
2|∇f|2(n− 2)2

⟨∇ρ,∇f⟩2 =
n(n− 1)
2(n− 2)2

⟨∇ρ, e1⟩2

=
n(n− 1)
2(n− 2)2

(⟨(∇ρ)Σ + (∇ρ)N, e1⟩2)

=
n(n− 1)
2(n− 2)2

⟨(∇ρ)N, e1⟩2)

Agora, pelo mesmo argumento, iremos decompor o termo n(n−1)
2(n−2)2 |∇ρ|

2 em parte tangente

e parte normal, donde obtemos o seguinte

n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρ|2 = n(n− 1)
2(n− 2)2

|(∇ρ)N|2 + n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρΣ|2.

Agora, substituindo a igualdade acima em (2.2), temos que

|fT |2 = |∇f|4 2(n− 1)2

(n− 2)2
∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
n(n− 1)

2|∇f|2(n− 2)2
⟨∇ρ,∇f⟩2 + (n− 1)2

(n− 2)2
|∇Σρ|2

−
n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρ|2

= |∇f|4 2(n− 1)2

(n− 2)2
∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
n(n− 1)
2(n− 2)2

|(∇ρ)N|2 + (n− 1)2

(n− 2)2
|∇Σρ|2

−
n(n− 1)
2(n− 2)2

|(∇ρ)N|2 − n(n− 1)
2(n− 2)2

|(∇ρ)Σ|2

= |∇f|4 2(n− 1)2

(n− 2)2
∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
(n− 1)2

(n− 2)2
|∇Σρ|2 −

n(n− 1)
2(n− 2)2

|∇ρΣ|2

= |∇f|4 2(n− 1)2

(n− 2)2
∑
a,b

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
(n− 1)
2(n− 2)

|∇Σρ|2

Logo concluímos o que foi enunciado no teorema e encontramos a seguinte equação,

|fT |2 =
2(n− 1)2

(n− 2)2
|∇f|4

n∑
a,b=2

|hab −
H

n− 1
gab|

2 +
(n− 1)
2(n− 2)

|∇Σρ|2. (2.3)

Agora no que segue, como consequência do Lema 3 iremos estudar algumas proprie-

dades acerca dos conjuntos de nível com as métricas de Miao-Tam.

Proposição 7. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam com T ≡ 0. Seja c um

valor regular de f e seja Σ = {p ∈M; f(p) = c} um conjunto de nível de f. Considerando

e1 =
∇f
|∇f|

e escolha um referencial ortonormal {e2, ..., en} tangente ao nível Σ. Sobre essas

condições afirmamos que:
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(a) A segunda forma fundamental hab de Σ é dada por hab = H
n−1gab.

(b) R1a = 0 para todo a ⩾ 2 e e1 é um autovetor do Ric.

(c) |∇f| é constante em Σ.

(d) A curvatura média de Σ é constante.

(e) Em Σ, o tensor de Ricci ou tem um único autovalor ou tem dois autovalores distintos

com multiplicidade 1 e n−1. Ademais, o autovalor com multiplicidade 1 tem direção

do |∇f|.

(f) R1abc = 0 para todo a,b, c ∈ {2, ...,n}.

Demonstração. O item (a) decorre diretamente da hipótese de que T ≡ 0 e o Lema

3, pois a soma de dois temos positivos sendo nula, obriga ambos serem nulos. Para

demonstrarmos o item (b) vamos usar substancialmente que T ≡ 0, mais precisamente

note que,

1
|∇f|2

T(ei,∇f,∇f) = T(ei, e1, e1)

=
n− 1
n− 2

(Ri1∇1f− R11∇if) −
R

n− 2
(gi1∇1f− g11∇if)

+
1

n− 2
(gi1Ris∇sf− g11Ris∇sf).

Agora fazendo i = a ⩾ 2

0 =
n− 1
n− 2

(R1a∇1f) −
1

n− 2
g11Ras∇sf

=
n− 1
n− 2

(R1a∇1f) −
1

n− 2
Ric(∇f, ea)

=
n− 1
n− 2

R1a|∇f|−
1

n− 2
|∇f|R1a

= R1a|∇f|.

Logo,

R1a = 0.
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O item(c) tem demonstração bem direta, pois

∇a|∇f|2 = ∇a⟨∇f,∇f⟩

= 2⟨∇a∇f,∇f⟩

= 2Hessf(ea,∇f)

= 2(∆f+ 1)g(ea,∇f) + 2fRic(ea,∇f)

= 2fRic(ea,∇f)

= 0.

A última igualdade é devida ao item (b). Para mostrar o item (d), considere a equação

de Codazzi abaixo e tome o seu traço,

R1abc = ∇Σ
bhca −∇Σ

bhba, (2.4)

para a,b, c ∈ {2, ...,n}. Daí,

R1b = ∇Σ
bH− gac∇Σ

chba.

Do item (a), temos que hab = H
n−1gab. Portanto substituindo na equação acima, obtemos

R1b = ∇Σ
bH− gac∇Σ

chba

= ∇Σ
bH− gca

gba

n− 1
∇Σ

cH

= ∇Σ
bH−

gbc

n− 1
∇Σ

cH

= ∇Σ
bH−

gbc

n− 1
⟨∇H, ec⟩

= ∇Σ
bH−

1
n− 1

∇Σ
bH

=
n− 2
n− 1

∇Σ
bH.

No entanto pelo item (a) juntamente com o item (c) temos que R1b = 0. Logo, ∇H = 0

em Σ o que implica que H é constante em Σ.

Para o item (e), sabendo o vetor e1 é autovetor do Ricci, tome um referencial {e1, ..., en}

que diagonaliza o Ric, isto é, daí temos que Ric(ek) = λkek para todo k ∈ {1, ...,n}.
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Agora utilizamos que T ≡ 0 e tomamos o Ta1b para ab ⩾ 2, note que

0 = Ta1b

=
n− 1
n− 2

(Rab∇1f− Rb1∇af) −
R

n− 2
(gab∇1f− g1b∇af)

+
1

n− 2
(gabR1s∇sf− g1bRas∇sf)

=
n− 1
n− 2

Rab|∇f|−
R

n− 2
gab|∇f|+

R

n− 2
g1b∇af

+
1

n− 2
gabR1s∇sf− g1bRas∇sf.

|∇f|
|∇f|

=
n− 1
n− 2

Rab|∇f|−
R

n− 2
gab|∇f|+

R

n− 2
g1b⟨∇f, ea⟩

+
1

n− 2
gabR1s∇sf− g1bRa1|∇f|.

Logo,

0 = (n− 1)Rab|∇f|−
R

n− 2
gab|∇f|+

1
n− 2

gabλ1|∇f|.

Daí, temos que Rab = R−λ1
n−1 gab, de onde obtemos que todos os autovetores diferentes de

e1 são iguais, o que implica que os mesmos possuem multiplicidade n− 1.

Para mostrarmos o item(f), iniciaremos pela equação de Codazzi para garantir que

R1abc = ∇Σ
bhca −∇Σ

bhba.

Pelo item (a) temos as seguintes igualdades

hca =
H

n− 1
gca

e

hba =
H

n− 1
gba.

Então, substituindo na equação obtida por Codazzi, temos que

R1abc = ∇Σ
b

H

n− 1
gca −∇Σ

b

H

n− 1
gba.

Utilizando que H é constante em Σ, derivadas se anulam. Portanto,

R1abc = 0.

Lema 4. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam com T ≡ 0. Então C ≡ 0,

logo dizemos que (Mn,g) tem o tensor de Weyl harmônico.
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Demonstração. Primeiramente usamos o Lema 2 juntamente com a hipótese de que o

tensor Tijk ≡ 0, para deduzimos

fCijk = Tijk +Wijkl∇lf

= Wijkl∇lf.

Por outro lado, como o tensor de Weyl é antissimétrico nas duas últimas entradas, temos

que

fCijk∇kf =Wijkl∇lf∇kf = 0.

Agora, considere um ponto regular p ∈ M. Seja Σ um conjunto de nível da função

associado ao ponto p. Escolhemos um referencial qualquer (θ2, ..., θn) para Σ e expresse

em coordenadas locais (f, θ2, ..., θn) de tal forma que a métrica local é dada por

g =
1

|∇f|2
df2 + gab(f, θ)dθadθb.

Denotando por

∂f = ∂1 =
∇f
|∇f|2

,

temos

∇1f = ⟨∇f,∂1⟩ = ⟨∇f, ∇f
|∇f|2

⟩ = 1

e

∇af = ⟨∇f,∂a⟩ = |∇f|2⟨∂1,∂a⟩ = 0,

para todo a⩾ 2. Como já sabemos que fCijk∇kf = 0, é imediato que

fCij1 = 0.

para todo i, j = 1, · · · ,n. Além disso, pela equação de Codazzi e pelos resultados encon-

trados na proposição anterior temos que,

R1abc = ∇Σ
bhac −∇Σ

chab = 0. (2.5)

Ao tomarmos o traço, obtemos

R1a = 0.

Portanto, pela fórmula do tensor de Weyl obtemos a seguinte identidade,

W1abc = R1abc −
1

n− 1
(R1bgac + Racg1b − R1cgab − Rabg1c)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(gacg1b − g1cgab).

= R1abc,
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ou seja, W1abc = 0, por (2.5). A partir disso, por ser o traço ser representado por índices

repetidos e o fato de que o tensor T é nulo junto do Lema 2, segue que

fCabc = Wabcs∇sf

= Wabc1∇1f

= Wabc1

= 0,

para todo a,b,c ⩾ 2. Agora resta apenas mostrar que fC1ab = 0 para todo a,b ⩾ 2. De

fato vejamos primeiramente que

fC1ab = W1abcs∇sf

= W1abig
si∇sf

= W1ab1g
11∇1f

= W1ab1|∇f|2

= −W1a1b|∇f|2

= −
1

|∇f|2
W(∇f,∂a,∇f,∂b).

Portanto, nos interessa descobrir o valor de W(∇f,∂a,∇f,∂b). Para isso iremos desen-

volver a expressão do tensor de Weyl adequando a estas entradas, logo temos que

1
|∇f|2

W(∇f,∂a,∇f,∂b) =
1

|∇f|2
R(∇f,∂a,∂f,∂b) +

R

(n− 1)(n− 2)
gab

−
1

|∇f|2(n− 2)
(Ric(∇f,∇f)gab + Rab).

Diante disso, nos voltamos a analisar e calcular a segunda forma fundamental de Σ no

referencial local (f, θ2, ..., θn) com o intuito de calcular R(∇f,∂a,∂f,∂b). Veja que a

segunda forma é dada por,

hab =
1

|∇f|
⟨∇f,∇a∂b⟩

=
1

|∇f|
⟨∇f,

∑
k

Γkab∂k⟩

=
1

|∇f|
(⟨∇f, Γ 1

ab∂f⟩+ ⟨∇f, Γ 2
ab∂2⟩+ · · ·+ ⟨∇f, Γnab∂n⟩

=
1

|∇f|
⟨∇f, Γ 1

ab∂f⟩

=
1

|∇f|
Γ 1
ab. (2.6)
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Expressando os símbolos de Christoffel através dos coeficientes da primeira forma temos

que

Γ 1
ab =

1
2

∑
j

g1j(∂agbj + ∂bgja − ∂jgab)

=
1
2
g11(∂agb1 + ∂bg1a − ∂fgab)

= −
1
2
|∇f|2∂f(gab)

= −
1
2
∇f(gab),

e voltando para a igualdade (2.6)

hab = −
∇f

2|∇f|
(gab).

Pela Proposição 1, temos que |∇f| é constante em Σ. Portanto,

[∂a,∇f] = ∇∇f∂a −∇∂a
∇f

= |∇f|2(∇∂f
∂a −∇∂a

∂f)

= |∇f|2(
∑
k

(Γk1a − Γka1)∂k)

= 0.

Em seguida, iremos calcular as projeções de ∇ ∇f
|∇f|

∇f
|∇f|

no referencial de Σ. Obviamente

temos,

1 = ⟨∇f,∂f⟩ = ⟨∇f, ∇f
|∇f|2

⟩,

e como consequência, derivando em ambos os membros na direção de ∇f
|∇f|

, daí

0 = ∇ ∇f
|∇f|

⟨∇f, ∇f
|∇f|2

⟩

= ⟨∇ ∇f
|∇f|

∇f
|∇f|

,∂f⟩.

Considerando as outras direções tangentes, temos 0 = ⟨∇f,∂a⟩, derivando em ambos os

membros na direção de ∇f
|∇f|

. Daí, seguirá que

0 = ∇ ∇f
|∇f|

⟨∇f,∂a⟩ = ⟨∇ ∇f
|∇f|

∇f
|∇f|

,∂a⟩

− ⟨∇ ∇f
|∇f|
∂a,

∇f
|∇f|

⟩

= −⟨∇f,∇∂f
∂a⟩

= |∇f|2⟨∂f,∇∂a
∂f⟩

=
|∇f|2

2
∂a(⟨e1, e1⟩).



Capítulo 2. Lemas Chaves 30

Para calcularmosW(∇f,∂a,∇f,∂b) precisamos obter 1
|∇f|2

R(∇f,∂a,∇f,∂b) o qual é dado

por

1
|∇f|2

R(∇f,∂a,∇f,∂b) = −
1

|∇f|2
⟨∇a∇∇f∂b −∇∇f∇a∂b +∇[∇f,∂a]∂b,∇f⟩.

Como concluímos anteriormente que [∇f,∂a] = 0, simplificamos a expressão acima por

1
|∇f|2

R(∇f,∂a,∇f,∂b) = −
1

|∇f|2
⟨∇a∇∇f∂b −∇∇f∇a∂b +∇[∇f,∂a]∂b,∇f⟩

= −
1

|∇f|2
⟨∇a∇∇f∂b −∇∇f∇a∂b,∇f⟩

=
1

|∇f|2
⟨∇∇f(∇a∂b),∇f⟩−

1
|∇f|

⟨∇a∇ ∇f
|∇f|
∂b,∇f⟩.

Utilizando que [∇f,∂b] = 0 e ∇ ∇f
|∇f|

∇f
|∇f|

= 0, obtemos

1
|∇f|2

R(∇f,∂a,∇f,∂b) =
1

|∇f|2
⟨∇∇f(∇a∂b),∇f⟩−

1
|∇f|

⟨∇a∇ ∇f
|∇f|
∂b,∇f⟩

=
∇f
|∇f|

(hab) −
1

|∇f|2
⟨∇b∇f,∇a∇f⟩

=
∇f
|∇f|

(hab) −
1

|∇f|2
⟨∇b∇f,

∑
c

⟨∇a∇f,∂c⟩⟩

=
∇f
|∇f|

(hab) −
1

|∇f|2
∑
c

⟨∇b∇f,∂c⟩⟨∇a∇f,∂c⟩

=
∇f
|∇f|

(hab) − hach
c
b.

Disto, pela Proposição 7, deduzimos que,

1
|∇f|2

R(∇f,∂a,∇f,∂b) =
∇f

|∇f|(n− 1)
Hgab −

H2

(n− 1)2
gab.

Tomando o traço da equação acima é imediato que

1
|∇f|2

R(∇f,∇f) = ∇f
|∇f|

H−
H2

(n− 1)
.

Logo podemos escrever a curvatura de Riemann por

R(∇f,∂a,∇f,∂b) =
Ric(∇f,∇f)
n− 1

gab.

Pela Proposição 7, temos os autovalores e autovetores de Ricci,assim podemos escrever,

1
|∇f|2

Ric(∇f,∇f) = λ

e

Ric(∂a,∂b) = µgab.
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Assim,

fC1ab = −
1

|∇f|2
W(∇f,∂a,∇f,∂b)

= −
1

|∇f|
R(∇f,∂a,∇f,∂b) +

1
|∇f|2(n− 2)

(Ric(∇f,∇f)gab + Rabg(∇f,∇f)

−Ric(∇f,∂b)g(∂a,∇f) − R(∂a,∇f)g(∇f,∂b)

−
R

|∇f|2(n− 1)(n− 2)
(gabg(∇f,∇f) − g(∇f,∂b)g(∇f,∂a))

= −
Ric(∇f,∇f)
|∇f|2(n− 1)

gab +
1

|∇f|2(n− 2)
Ric(∇f,∇f)gab +

Rab

n− 2
−

R

(n− 1)(n− 2)
gab

= −
λ

n− 1
gab +

λ

n− 2
gab +

µ

n− 2
gab −

R11 + R22 + · · ·+ Rnn

(n− 1)(n− 2)
gab

= −
λ

n− 1
gab +

λ

n− 2
gab +

µ

n− 2
gab −

λ+ (n− 1)µ
(n− 1)(n− 2)

gab

= 0

Portanto, temos que fCijk = 0 em p ∈ M tal que p é ponto regular de f. Ademais,

utilizamos o Lema 2 para concluir que fCijk ≡ 0 em Mn. Usando isso obtemos que

Cijk = 0 em M \ ∂M e o resultado do lema segue a partir da continuidade do tensor de

Cotton.

Para finalizar esta seção iremos apresentar um resultado fundamental sobre a integral

de uma métrica de Miao-Tam.

Lema 5. Seja (Mn,g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam. Então,∫
M

f2B(∇f,∇f)dMg = −
1

2(n− 1)

∫
M

f2|T |2

Demonstração. Como foi definido anteriormente podemos escrever o tensor de Bach por

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWijkl +

1
n− 2

RklWijkl.

Sabendo que em dimensão maior que 3,

Cijk = −
(n− 2)
(n− 3)

∇lWijkl,

tomamos a derivada em ambos os lados para obter

1
n− 3

∇k∇lWijkl = −
1

n− 2
∇kCijk.

Portanto, unindo essas equações temos uma nova fórmula para o tensor de Bach que é

dada por,

Bij =
1

n− 2
(∇kCkji + RklWikjl).
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Consequentemente

(n− 2)f2B(∇f,∇f) = f2∇kCkji∇if∇jf+ RklWikjlf
2∇if∇jf. (2.7)

Em seguida, utilizando as propriedades da cadeia e do produto da conexão Riemanniana,

temos a seguinte igualdade

∇k(f
2Ckij∇if∇jf) = f2∇k(Ckij)∇if∇jf+ f

2Ckij∇k∇if∇jf

+f2Ckij∇if∇k∇jf+ 2f∇kfCkij∇if∇jf.

Vemos que alguns termos se anulam devido as propriedades do tensor Cotton, mais pre-

cisamente a permutação de índices e o traço das três entradas em ∇f. Logo

∇k(f
2Ckij∇if∇jf) = f

2∇kCkij∇if∇jf+ f
2Ckij∇if∇k∇jf.

Assim podemos reescrever (2.7) como

(n− 2)f2B(∇f,∇f) = −∇k

(
f2Ckij∇if∇jf

)
− f2Ckij∇if∇k∇jf+ RklWikjlf

2∇if∇jf.

Aplicando a integral, temos que a primeira nula pelo teorema da divergência, e utilizare-

mos a Equação (1.2) para simplificar o segundo membro da igualdade. Assim,∫
M

(n− 2)f2B(∇f,∇f) =

∫
M

−f2Ckij∇if∇k∇jf+ RklWikjlf
2∇if∇jf

= −

∫
M

f2Ckij∇if(fRkj + gkj(1 + ∆f)) + RklWikjlf
2∇if∇jf

=

∫
M

f3Ckij∇ifRkj +

∫
M

f2Ckij∇ifgkj(1 + ∆f) + RklWikjlf
2∇if∇jf

=

∫
M

f2(fCkij)∇ifRkj + RklWikjlf
2∇if∇jf.

Por outro lado, usando o Lema 2 para desenvolver a equação acima, deduzimos que∫
M

(n− 2)f2B(∇f,∇f) =

∫
M

f2(fCkij)∇ifRkj + RklWikjlf
2∇if∇jf

=

∫
M

f2(Tkij +Wkijs∇sf)∇ifRkj + RklWikjlf
2∇if∇jf

=

∫
M

f2Tkij∇ifRkj +

∫
M

f2Wkijs∇sf∇ifRkj +

∫
M

RklWikjlf
2∇if∇jf.

Sabendo que os índices repetidos indicam um traço, nos dois últimos fatores acima temos

o traço do tensor Weyl em duas entradas que, de acordo com suas propriedades, se anula.

Portanto, ∫
M

(n− 2)f2B(∇f,∇f) =
∫
M

f2Tkij∇ifRkj.
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Daí, ∫
M

(n− 2)f2B(∇f,∇f) =

∫
M

f2Tijk∇jfRik

=
1
2

∫
M

f2Tijk∇jfRik − f2Tijk∇ifRjk.

Pela propriedade de anticomutatividade e o Lema 1, temos que∫
M

(n− 2)f2B(∇f,∇f) =
1
2

∫
M

f2Tijk∇jfRik − f2Tijk∇ifRjk

=
1
2

∫
M

f2Tijk (∇jfRik −∇ifRjk)

=
n− 2
n− 1

∫
M

f2|Tijk|
2

Logo, ∫
M

f2B(∇f,∇f) = 1
2(n− 1)

∫
M

f2|Tijk|
2.



Capítulo 3

Prova dos Resultados

3.1 Prova do Teorema 2

Teorema 4. Seja (M4, f,g) uma métrica crítica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-

plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrão S3. Então, (M4, f,g)

é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo R4,H4 ou

S4, provido que ∫
M

f2 B (∇f, ∇f) dMg ⩾ 0.

Demonstração. Primeiramente, temos que M4 satisfaz
∫
M
f2B(∇f,∇f)dMg ⩾ 0, pelo

Lema 5 temos que ∫
M

f2B(∇f,∇f) = −
1

2(n− 1)

∫
M

f2|Tijk|
2 ⩾ 0.

Portanto, é direto que

Tijk = 0.

De posse disto, utilizando o Lema 4, temos a nulidade do tensor de Cotton. Assim a

equação obtida pelo Lema 2, se torna

Wijkl∇lf = fCijk − Tijk

= 0.

Agora, considere um ponto p ∈ M4, ponto regular da função potencial f e escolha um

referencial ortonormal em p, {e1, e2, e3, e4}, tal que e1 =
∇f
|∇f|

. Então,

Wijk1 = 0, (3.1)

34
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para todo i, j,k = 1, 2, 3, 4.

Mostraremos que Wijkl = 0 sempre que ∇pf ̸= 0. Note que o tensor Weyl tem traço nulo

em todo par de índices, logo para analisarmos a nulidade do tensor Weyl Wijkl com todos

os índices diferentes, devemos recair sobre o caso Wijk1 = 0.

Em seguida iremos analisar os casos nos quais esses índices podem ser repetidos. Primei-

ramente relembraremos as propriedades do tensor Weyl:

1. Wiikl = 0.

2. Wijkl = −Wjikl =Wjilk = −Wijlk.

3. Wijkl =Wklij.

4. Wi1j1 +Wi2j2 +Wi3j3 +Wi4j4 = 0,

onde i, j,k, l ∈ {1, 2, 3, 4}.

De posse dessas propriedades, devemos calcular W2ijk,W3ijk,W4ijk. Iniciaremos pelo

W2ijk.

É imediato que W21jk e W22jk são nulos. Em seguida, temos W231k que se anula pela

propriedade (2). Assim vejamos as possibilidades deW232k,W2321 = 0 por (3.1) eW2322 =

0 pela propriedade (1) acima. Assim faltam as seguintes possibilidades W2323 e W2324.

Note que,

W2121 + W2222 +W2323 +W2424 = 0

W2323 = −W2424.

Portanto, usaremos novamente esta propriedade do traço para encontrar

W3131 +W3232 +W3333 +W3434 = 0,

o que implica,

W3232 = −W3434. (3.2)

E pela propriedade (2) temos que W2323 =W3232 e W2424 =W4242. Utilizando novamente

a propriedade do traço temos

W4141 +W4242 +W4343 +W4444 = 0,

ou seja,

W4343 = −W4242. (3.3)
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Comparando as expressões (3.2) e (3.3) podemos deduzir que

W2424 = −W4343 =W3434 = −W3232 =W2323.

Logo, W2323 =W2424 = 0. Para encontrarmos W2324, basta observar que

W1314 +W2324 +W3343 +W4344 = 0,

de onde obtemos

W2324 = 0.

Vejamos as possibilidades W233k e W234k. É direto que W2331 = 0 e W2332 = −W2323 = 0,

W2333 = 0 pela propriedade (1) e W2334 = −W2343 que se anula devido a

W2141 +W2242 +W2343 +W2444 = 0.

Adiante, para encontramos as possibilidades de W234k, é direto que W2341 =W2344 = 0 e

W2342 = W2324 = 0, restando apenas o W2343 que é nulo por W2343 = −W2334 = 0. Para

concluirmos, devemos ainda mostrar a nulidade de todas as possibilidades de W24ij,é

direto que W241j = 0, para W242j temos W2421 = 0, W2422 = 0, W2423 = −W2324 = 0 e

W2424 = W2323 = 0. Já para W243j, temos W2431 = 0, W2432 = −W2423 = 0 ,W2433 = 0 e

W2434 que se anula por

W2131 +W2232 +W2333 +W2434 = 0.

Finalizando, olhamos para as possíveis combinações de índices de W244j, que são W2441 =

0, W2442 = −W2424 = 0, W2444 = 0 e W2443 que se anula por W2443 = −W2434 = 0. Assim,

concluímos todas as possibilidades para W2ijk.

Partindo agora para a análise de W3ijk, primeiramente é direto que W31jk =Wjk31 = 0 e

como W32ij = −W23ij = 0, já o W33jk se anula pela propriedade (1) citada acima. Res-

tando apenas calcularmos as possibilidades de W34ij, iniciamos mostrando que W341k =

−W34k1 = 0. Para as possibilidades de W342k, temos que W3421 = 0 e W3422 = 0 por (3.1)

e a propriedade (1) respectivamente. Já W3423 obtemos a nulidade por

W3423 =W2334 = 0.

E,

W3424 =W2434 = 0.
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A seguir vejamos as possibilidades de W343j que são, W3431 = 0, W3432 = −W2334 = 0,

W3433 = 0 e W3434 que se anula pela equação,

W3131 +W3232 +W3333 +W3434 = 0.

Desde que todos os termos que são nulos exceto o W3434 e pela igualdade obtemos que ele

também é nulo.

Para finalizar a análise de índices do tensor Weyl devemos calcular W344k, que possui as

seguintes possibilidades W3441 = 0,W3442 = −W2434 = 0,W3444 = 0 e W3443 = −W3434 e

para esta última possibilidade temos o seguinte

W3131 +W3232 +W3333 +W3434 = 0.

Na qual já obtemos todos os termos se anulam menos oW3434 que pela igualdade se anula.

Portanto, obtemos a nulidade de W3ijk para todos i, j,k ∈ {1, 2, 3, 4}.

Por último, nos resta apenas verificar a única possibilidade de W4ijk que é W4444 que se

anula pela propriedade (1), e todas as outras possibilidades ja foram calculadas anterior-

mente acima nas combinações dos índices anteriores. Então, concluímos que W = 0.

Ademais, utilizando um referencial de coordenadas adequado, podemos concluir através

do estudo feito em [10] que f e g são analíticas, por isso f não se anula em nenhum con-

junto aberto não-vazio de M4, e, portanto, os pontos regulares são densos em M4. Logo,

segue que M4 é conformemente planos e assim podemos usar o Teorema 1 e concluir o

que (M4,g) é isométrico a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo

R4,H4 ou S4 .

3.2 Prova do Teorema 3

Teorema 5. Seja (M3, f,g) uma métrica crítica de Miao-Tam sobre uma variedade sim-

plesmente conexa, compacta e bordo isométrico a uma esfera padrão S2. Se divB(∇f) = 0

em M onde B é o tensor de Bach, então (M3, f,g) é isométrica a uma bola geodésica em

um espaço forma simplesmente conexo R3,H3 ou S3.

Demonstração. Iniciaremos denotando o tensor de Cotton através do tensor de Schouten,

dado por

Cijk = ∇iAjk −∇jAik.
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Pois, por definição temos que

Aij =
1

n− 2
(Rij −

R

2(n− 1)
gij).

Logo,

Ajk =
1

n− 2
(Rjk −

R

2(n− 1)
gjk).

Que ao derivarmos, obtemos

∇iAjk =
1

n− 2

(
∇iRjk −

∇iR

2(n− 1)
gjk

)
.

Assim fazendo uma conta análoga para o ∇jAik, mostramos o afirmado.

Portanto nos voltamos a calcular o divergente do Bach em ∇f, temos que

∇iBij = ∇i∇kCijk

= ∇i∇k(∇iAjk −∇jAik)

= ∇i∇k∇iAjk −∇i∇k∇jAik.

Pela identidade de Ricci, podemos simplicar a equação acima por

∇iBij = −Ril∇lAij + Rkl∇kAlj + Rijkl∇kAil

= Rijkl∇kAil. (3.4)

Como estamos em dimensão 3, usaremos que o tensor de Weyl é nulo. Assim unindo a

(3.4) com a definição em (1.3), obtemos que

∇iBij = Rijkl∇kAil

= Aikgjl∇kAil +Ajlgik∇kAil

−Ailgjk∇kAil −Ajkgil∇kAil +Aik∇kAij

+Ajl∇iAil −Ail∇jAil −Ajlgil∇kAil

= AikCkji +Aik∇jAki +Ajl∇iil−Ail∇jAil

−AjkgilCkil −Ajkgil∇iAkl

= RikCkji +Ajl∇iAil −Ajk∇lAkl

= −RikCjki.
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Portanto, aplicando ∇f acima, concluímos que

(divB)(∇f) = ∇iBij∇jf

= −CjkiRik∇jf

= −
1
2
(CjkiRik∇jf+ CkjiRij∇kf))

=
1
2
Ckji(Rik∇jf− Rij∇kf)

=
1
4
CkjiTkji.

Nesta última igualdade usamos o Lema 1. Por fim, utilizando que o tensor de Weyl é nulo

usamos o Lema 2 para obter

(divB)(∇f) = 1
4
|C|2.

Como estamos supondo M com (divB)(∇f) = 0 temos que o tensor de Cotton se anula

em toda M, ou seja, M é conformemente plana, logo ao aplicarmos o Teorema 1 obtemos

o resultado desejado.
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