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Resumo

Neste trabalho, apresentamos dois métodos do ponto proximal para encontrar zeros de
campos de vetores possivelmente nao-mondtonos que sao escritos como diferenca de dois
campos monotonos maximais em variedades de Hadamard. O primeiro método é uma
extensao natural do método do ponto proximal para diferenca de fungoes convexas e que
generaliza o método do ponto proximal para campos vetoriais monétonos maximais. O
segundo método é uma versao inercial do primeiro e é novo inclusive no contexto monétono
em variedades de Hadamard. Para ambos os métodos, provamos que, caso existam, os
pontos de acumulacao da sequéncia gerada pelos algoritmos sao solugoes do problema.
Com hipéteses adicionais razoaveis, estabelecemos condicoes suficientes para limitacao e
convergencia global da sequéncia. Alguns experimentos numéricos ilustram os resultados

obtidos.

Palavras-chave: Método de ponto proximal; diferenca de campos vetoriais monétonos ma-

ximais; variedades de Hadamard.
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Abstract

In this work, we present two proximal point methods to find zeros of possibly non-
monotone vector fields which are written as the difference of two maximal monotone
fields in Hadamard manifolds. The first method is a natural extension of the proximal
point method for difference of convex functions and which generalizes the proximal point
method for maximal monotone vector fields. The second method is an inertial version
of the first one and it is new even in the monotone context in Hadamard manifolds.
For both methods, we prove that every cluster point of the sequences generated by the
algorithms, if any, are solutions of the problem. Under reasonable additional hypotheses,
we establish sufficient conditions for boundedness and global convergence of the sequence.

Some numerical experiments illustrate the results obtained.

Keywords: Proximal point method; difference of maximal monotone vector fields; Hadamard

manifolds.
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Introducao

Os operadores monétonos foram introduzidos pela primeira vez por (MINTY, 1960)
no contexto de redes elétricas, e depois, na configuracao de equacgoes diferenciais parci-
ais por (BROWDER, 1983). As principais ideias no estudo dos operadores monétonos
ficaram claras na década de 70 pelos trabalhos de (BREZIS, 1973; BREZIS; HARAUX,
1976) e (ROCKAFELLAR, 1970, 1976). Nas décadas seguintes, operadores mondtonos
maximais rapidamente encontraram aplicacoes e agora desempenham um grande papel
na otimizagao e anélise convexa. Referimos a (BORWEIN, 2010) que faz um breve levan-
tamento da histéria do assunto nos ultimos 50 anos.

O problema de encontrar um zero de operadores mondtonos maximais T, ou seja,
0€eT(x) (1)

inclui, como casos especiais, problemas de otimizacao e min-max, problemas de comple-
mentaridade e desigualdades variacionais. Ele encontra muitas aplicagoes importantes em
campos cientificos, como processamento de imagens, visao computacional, aprendizado de
maquina e processamento de sinais. Por esta razao, nos ultimos anos muita atencao tem
sido dada ao desenvolvimento de métodos numéricos eficientes e implementéveis para re-
solver este problema em diferentes contextos; veja por exemplo (ROCKAFELLAR, 1976;
ALVAREZ; ATTOUCH, 2001; CRUZ NETO et al., 2006; LI et al., 2009; WANG et al.,
2015; ANSARI; BABU, 2020; ANSARI et al., 2020; ANSARI; BABU, 2021).

Uma das abordagens fundamentais para resolver (1) é o método do ponto proximal
(MPP). Em 1976, o notavel trabalho de (ROCKAFELLAR, 1976) considerou o método
do ponto proximal, introduzido pela primeira vez por (MARTINET, 1970), para encontrar

uma solugdo da inclusdo (1). Em um espaco de Hilbert H, ele gera uma sequéncia {x*}
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que satisfaz

1
= T(XkJrl) - (Xk _ Xk+1), (2)
223

onde {p} é uma sequéncia auxiliar de parametros positivos e x° é um ponto inicial ar-
bitrario. Se o operador monétono maximal T é o subdiferencial de uma fun¢ao convexa

f, entdao o método do ponto proximal (2) torna-se

x* = arg min{f(x) + LHx — x5} (3)
xeH 21y

O MPP (3) encontra, sob hip6teses razodveis, um ponto de minimo de f. Em 2002,
(FERREIRA; OLIVEIRA, 2002) propuseram uma extensao do método do ponto proxi-
mal (3) para o cendrio nao linear das variedades Riemannianas, mais precisamente, para
uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa de curvatura seccional nao
positiva (chamada variedade de Hadamard). Anos depois (LI et al., 2009) propuseram
uma extensdo do método do ponto proximal (2) na mesma configuragdo de variedades
de Hadamard, provaram sob algumas hipéteses razodveis que a sequéncia gerada por (2)
converge para uma singularidade de um campo vetorial monétono. Desde entao, mui-
tos autores estudaram métodos de pontos proximais em variedades de Hadamard, veja
por exemplo (ANSARI et al., 2019; BENTO et al., 2015; SOUZA, 2018; WANG et al.,
2015, 2016) e em variedades Riemannianas mais gerais ou espagos nao lineares; veja por
exemplo (BACAK, 2013; BENTO et al., 2016; HUANG; WEI, 2022; LEUSTEAN et
al., 2018). Nos ultimos anos, a otimiza¢ao em variedades Riemannianas ganhou muito
interesse tanto do ponto de vista tedrico quanto de aplicacao. Nesse sentido, o desenvolvi-
mento de técnicas e algoritmos de otimizagao em variedades, especialmente para fungoes
nao diferenciaveis, tem aumentado amplamente. Do ponto de vista computacional, lidar
com algoritmos em variedades Riemannianas tem uma vantagem em relagao ao espaco
Euclidiano porque problemas nao convexos no sentido classico podem se tornar convexos e
problemas de otimizacao restrita podem ser vistos como irrestritos através da introducao
de uma métrica Riemanniana apropriada tornando assim a versao Riemanniana de um
método mais eficiente que sua versao Euclidiana. Por exemplo em (FERREIRA et al.,
2019), problemas de otimizagao Euclidiano restrito com a funcdo objetivo nao convexa
tendo um gradiente nao Lipschitz, pode ser visto como um problema de otimizacao Rie-

manniana irrestrito com a funcao objetivo convexa tendo gradiente Lipschitz, com isso o
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método do gradiente Riemanniano teve melhor desempenho computacional que o método
do gradiente Euclidiano. O trabalho de (CRUZ NETO et al., 2006) apresenta alguns
exemplos de operadores nao monotonos na configuragao Euclidiana que passaram a ser
mond6tonos na configuracao Riemanniana. Nas aplicacoes, destacamos o surgimento de
imagens multivaloradas, dados que consistem em orientacoes em difracao de elétrons re-
troespalhados e tensores de difusao em imagens de ressonancia magnética; ver por exemplo
(BERGMANN et al., 2021) e suas referéncias.

Em 2015, (SOUZA; OLIVEIRA, 2015) consideraram pela primeira vez, no contexto
das variedades de Hadamard, uma anéalise de convergéncia do método do ponto proxi-
mal para uma importante classe de fungoes (possivelmente) ndo convexas que podem ser
escritas como diferenga de duas fungoes convexas (chamadas fungoes DC). No cendrio
Euclidiano, DCA (DC Algoritmos) foi o primeiro algoritmo para programacao DC; veja
(PHAM; SOUAD, 1986). A partir desse algoritmo, surgiram diversas variantes do DCA
e diversos problemas tedricos e praticos foram descobertos ao longo dos anos, resultando
em uma vasta literatura sobre o assunto; veja (THI; PHAM, 2018) para uma perspec-
tiva histérica. Nas ultimas décadas, a programagao DC tornou-se muito popular e um
grande numero de artigos sobre o tema tem surgido; veja a recente revisao da literatura
(OLIVEIRA, 2020). No entanto, esse assunto ainda nao foi profundamente explorado no
cenario Riemanniano.

Sabemos que a soma de dois operadores monoétonos é um operador mondétono, en-
quanto que a diferenca de dois operadores mondétonos nao é necessariamente um operador
mono6tono. Portanto, o problema de encontrar um zero da diferenca de dois operado-
res mondtonos pode ser um problema nao mondtono, dessa forma os métodos classicos
para operadores monotonos existentes na literatura nao podem ser aplicados. O mesmo
generaliza o problema de encontrar os pontos criticos da diferenca de duas funcoes con-
vexas e nao foi estudado extensivamente mesmo na configuracao linear; ver por exem-
plo, (ALIMOHAMMADY et al., 2014; ALIMOHAMMADY; RAMAZANNEJAD, 2016;
MOUDAFI, 2008, 2015; NOOR et al., 2009).

Neste trabalho propomos dois métodos de ponto proximal para encontrar zeros de um
campo vetorial (possivelmente) ndo monétono que pode ser escrito como a diferenga de
dois campos vetoriais monétonos maximais (chamados campos vetoriais componentes) em

variedades de Hadamard, ou seja, propomos métodos do ponto proximal para o problema
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de inclusao variacional

0 e A(x) —B(x), (4)

onde A e B sdo campos vetoriais mondtonos maximais na variedade de Hadamard M, de

dimensao finita. O Problema (4) é equivalente ao problema de encontrar x € M tal que
A(x) NB(x) #0. (5)

O Problema (5) ainda nao foi estudado no cendrio de variedades de Hadamard e, uma vez
que o subdiferencial de uma fungao convexa é um campo mondétono maximal, claramente
(5) generaliza o problema de encontrar pontos criticos de fun¢ées DC. Uma interessante
aplicacdo da diferenga de operadores mondtonos em espagos lineares é dada por (AT-
TOUCH; THERA, 1996). Eles mencionam que a maioria das equagdes que surgem na

fisica, economia, entre outras, podem ser escritas como segue
0 e C(x) =A(x)+ B(x), (6)

onde A e B sao possivelmente operadores multivalorados. A divisao do operador C na
soma de dois operadores A e B geralmente tem um significado fisico ou economico, pois
A e B podem ter propriedades muito distintas. Em vez de estudar diretamente (6), os
autores em (ATTOUCH; T HERA, 1996) propuseram uma transformacao de dualidade

equivalente e consideram a seguinte diferenca de operadores multivalorados
0e A (y) =B ' (~y)

oferecendo uma nova abordagem de dualidade para algumas questoes centrais na teoria
das desigualdades variacionais e operadores monétonos maximais.

Sabe-se que lidando com algoritmos DC, apenas resultados de convergéncia parcial sao
obtidos (no sentido de que cada ponto de acumulagao da sequéncia gerada pelo método, se
houver, é uma solu¢ao do problema DC) sob hipétese razodveis. Além dos resultados de
convergencia parcial para o caso mais geral de diferenca de campos vetoriais mondtonos
maximais, também apresentamos condigoes suficientes para limitacao e convergéncia glo-
bal do MPP que sao novas mesmo para funcoes DC. Vale ressaltar que o M PP para dife-

renga de campos vetoriais monétonos maximais generaliza os trabalhos (LI et al., 2009)
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(tomando o campo vetorial da segunda componente como nulo) e (SOUZA; OLIVEIRA,
2015) (considerando os campos vetoriais mondtonos maximais como subdiferenciais de
fungdes convexas).

O método do ponto proximal calcula a cada iteragao o conhecido operador resolvente
introduzido por (MOREAU, 1965). Infelizmente, em muitos casos interessantes, a ava-
liacao do operador resolvente é tao dificil quanto resolver o problema original (1). Por
outro lado, em muitos problemas, o operador T pode ser escrito como a soma de dois ope-
radores mondtonos maximais, a saber, T = A + B, tal que o operador resolvente de cada
componente é muito mais facil de calcular do que o operador original T. Os chamados
métodos forward-backward superam essa desvantagem combinando os resolventes de cada
componente para encontrar uma solug¢ao do problema original; por exemplo o algoritmo
de (DOUGLAS; RACHFORD, 1956) entre outros.

Ja (POLYAK, 1964) introduziu o chamado método heavy ball para minimizacao de
uma funcao convexa suave. A diferenca em relacao ao método gradiente é que a cada
iteragao, um ponto de extrapola¢do (que combina as iteragoes atuais e anteriores) ¢ usado
em vez da iteracao atual. Essa pequena alteracao melhora o desempenho do método gra-
diente. Dessa forma, (ALVAREZ; ATTOUCH, 2001) adaptaram essa ideia ao método do
ponto proximal para operadores monétonos maximais que ficou conhecido como método
do ponto proximal inercial (MMPI). No contexto Euclidiano, métodos inerciais foram
considerados no caso particular de fungoes DC em (MAINGE; MOUDAFI, 2008; OLI-
VEIRA; TCHEOU, 2019). No entanto, até onde sabemos, nao existe nenhum estudo do
método do ponto proximal inercial para inclusao variacional envolvendo a diferenca de
dois campos vetoriais mondtonos maximais em variedades de Hadamard.

Nesse sentido, o segundo método proposto é uma versao inercial do M PP para dife-
renca de dois campos vetoriais monétonos maximais em variedades de Hadamard. Além
disso, vale a pena mencionar que o MPPI ainda é novo em alguns casos particulares em
variedades de Hadamard, a saber, se B(x) =0 em (5) temos uma versao inercial-mMPPI
do método do ponto proximal considerado por (LI et al., 2009) para encontrar uma singu-
laridade de um campo vetorial monétono maximal; se A(x) = 0g(x) e B(x) = 0h(x) em
(5), onde g e h sao fungoes convexas, entao nosso MPPI se torna uma versao inercial do
método do ponto proximal para fungoes DC ( f(x) = g(x) —h(x)) proposto por (SOUZA;
OLIVEIRA, 2015); se A(x) = 0f(x) e B(x) = 0 em (4), onde f é uma fungdo convexa,
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entao temos uma versao inercial do método do ponto proximal proposto por (FERREIRA;
OLIVEIRA, 2002) para problemas de minimizagao convexa; e finalmente, se o parametro
que aparece na direcao do método inercial MPPI é zero, temos o MPP para diferenca de
campos vetoriais mondtonos maximais.

Para o MPPI provamos que todo ponto de acumulacao da sequéncia, se houver, é
uma solucao do problema de inclusao variacional. Além disso, apresentamos algumas
condicoes suficientes para limitacao e convergéncia total do MPPI que sao novos mesmo
para fungoes DC em variedades de Hadamard.

Apresentamos alguns experimentos numéricos para ilustrar os resultados obtidos. Os
exemplos apresentados envolvem funcoes convexas e fungoes DC nao convexas em uma
variedade de Hadamard genuina (com curvatura nao constante diferente de zero) e no
cenario Euclidiano envolvendo diferenca de operadores mondétonos.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 relembramos alguns
notagoes, defini¢oes e resultados preliminares sobre variedades Riemannianas, convexidade
e campos vetoriais em variedades de Hadamard que serao usados ao longo deste trabalho.
No Capitulo 2, apresentamos o MPP para a diferenca de campos vetoriais mondtonos
maximais. No Capitulo 3, apresentamos o MPPI para a diferenca de campos vetoriais
mondétonos maximais. No Capitulo 4, sao apresentados experimentos numéricos para
apoiar os resultados tedricos obtidos e ilustrar a viabilidade e eficiéncia dos métodos

propostos. Finalmente, algumas conclusoes sao apresentadas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos, resultados e notagoes ja existentes
na literatura que darao suporte tedrico em todo texto desta tese. Vamos apresentar
algumas notagoes e propriedades fundamentais sobre geometria Riemanniana (veja (DO
CARMO, 2015) e (SAKALI, 1996)), conceitos e resultados cldssicos da teoria de otimizacao
em variedades Riemannianas (veja (UDRISTE, 1994)), definigoes e notagoes de campos
vetoriais em variedades de Hadamard (veja (LI et al., 2009) e (CRUZ NETO et al., 2000)),
e as nocoes e resultados de resolventes de um campo vetorial em variedades de Hadamard

(veja (LI et al., 2011)).

1.1 Variedades Riemannianas

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes, propriedades e notacoes fundamentais
de variedades Riemannianas, que podem ser encontradas em (DO CARMO, 2015), (SA-
KAI 1996) e (UDRISTE, 1994). Mais precisamente, veja esses conceitos e resultados
em variedades de Hadamard em (DO CARMO, 2015, Capitulo VII) e (SAKAI, 1996,
Capitulo V).

Seja M uma variedade diferencidavel m-dimensional e conexa. Assumimos que M pode
ser dotada de uma métrica Riemanniana (-,-), com a norma correspondente indicada por

|| - ||, para tornar-se uma variedade Riemanniana.

Definicao 1. O espaco tangente de M em p € M € denotado por T,M e o fibrado
tangente de M € dado por TM = Upem T, M, que € naturalmente uma variedade. Um

campo vetorial X em M é uma aplicacao X : M — TM que associa a cada p € M
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um X(p) € T,M. O campo vetorial X é diferencidvel se a aplicacio X : M — TM ¢

diferencidvel. O conjunto de todos os campos vetoriais em M de classe C* € denotado

por X(M).

Definigao 2. Seja f : M — R uma funcdio de classe Ct. Dado x € M, chamamos de

gradiente de f em x, o unico campo vetorial grad f(x) tal que
(grad f(x),v) = V,f =df,(v), Vv e TM.

Definicao 3. Dada uma funcio f : M — R de classe C? sua Hessiana em x € M € a

aplicacao linear Hess f(x) : M — T,M dada por
Hess f(x)v =V, grad f = d(grad f),(v), Vv e T{M.

Definigao 4. Seja v : [a,b] — M uma curva suave por partes ligando p a q pontos de
M, isto €, y(a) =p ey(b) = q. O comprimento da curvay usando a métrica, € dado por
L(y) = fz Iy (t)||dt. Assim, a distincia Riemanniana d(p,q), € definida minimizando
este comprimento sobre o conjunto de todas essas curvas ligando os pontos p e q. A

funcgao distancia Riemanniana d : M X M — R induz a topologia original em M.

Defini¢ao 5. Seja V a conexio Levi-Civita associada a (M, (-,-)). Sejay:1— M uma
curva suave em M. Diz-se que um campo vetorial X é paralelo ao longo de vy se Vif, =0.
Sey' em si € paralelo ao longo de 7y, entdo dizemos que y € uma geodésica e, neste caso,

V']l € constante. Quando ||y'|| =1, v é chamada normalizada.

Observacao 1. Dado que a equag¢ao geodésica Vz/, = 0 ¢ uma equagao diferencial or-
dindria ndo linear de sequnda ordem, entdo a geodésica y(-) =Yy(+,p) € determinada por

sua posicio p € M e sua velocidade v € T,M em p.

Definicao 6. A restricio de uma geodésicay : 1 — M a um intervalo fechado e limitado
la,b] C I € chamado de segmento geodésico e denotaremos o conjunto de todos 0s seg-
mentos geodésicos ligando dois pontos p e q por I,q. Diz-se que um segmento geodésico
ligando p a q em M € minimal se seu comprimento for igual a d(p, q). Nesse caso, diz-se

que a geodésica € minimizante.

Definicao 7. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa em p € M se

toda geodésicay(t) que parte dep estd definida para todo t € R. A variedade Riemanniana
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M é chamada (geodesicamente) completa se € (geodesicamente) completa em todo ponto

P <M.

Observagao 2. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Prova-se que para todo
a€R, coma>0 aigualdade yq,(t) = vy(at) € valida para todo t € R. De fato, basta
usar o Lema 2.6 em (DO CARMO, 2015) e o fato que M é completa.

Definicao 8. Seja M uma variedade Riemanniana completa e p € M, a aplicag¢ao expo-

nencial exp, : T,M — M ¢ definida por

exp, v =Y, (1,p),

onde Y(-) = vv(+,p) € a geodésica partindo de p com vetor velocidade v.

Observagao 3. Segue da Observagao 2 que exp, tv = v,(t,p). Note que a aplicagio

exp,, € diferencidvel em T,M para todo p € M.

O resultado que veremos a seguir conhecido como Teorema de Hopf-Rinow (veja
por exemplo (DO CARMO, 2015) e (SAKAI, 1996)) assegura que qualquer dois pontos
p e ¢ em M podem ser ligados por um (ndo necessariamente tinico) segmento geodésico
minimal. Além disso, (M;d) é um espaco métrico completo e, subconjuntos fechados e

limitados sao compactos.

Teorema 1. (Teorema de Hopf-Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana. As

sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) Para todo ponto p € M, exp,, estd definida em todo o T,M.
(ii) Os subconjuntos limitados e fechados de M sao compactos.

(111) (M, d) é um espago métrico completo, onde d € a distancia Riemanniana.
(iv) M € (geodesicamente) completa em p € M.

(v) M € (geodesicamente) completa.

Além disso, cada um dos itens acima (1) — (v) implicam na sequinte condi¢ao:

(vi) Para quaisquer dois pontos p,q € M eziste um segmento geodésico y (minimal)

ligando p a q tal que L(y) = d(p, q), isto é, v é uma geodésica minimal.
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Demonstracao. Veja (DO CARMO, 2015, Teorema 2.8) e (SAKAI, 1996, Teorema 1.1).
[

Seja v : [a,b] - M um segmento geodésico ligando p := y(a) a q = y(b) em M.
Para cada t € [a, b], a conexao Levi-Civita V induz uma isometria linear, relativa a (-, -):

Py v via) @ Ty@M = T, )M, que é definida por
Py,y(b),y(a)(v) = V(Y(b))a a7b S R?U € TY(GJM7

onde V é o tnico campo vetorial satisfazendo V://’(t) =0 para todo t e V(y(a)) =v.

Definicao 9. A aplicacdo Py y(v)y(a) € chamada o transporte paralelo ao longo de y de

Y(a)=p ay(b)=gq.

Observacao 4. Para quaisquer a,b, by, by € R valem as sequintes condigoes:

(i) Py v(b2)v(61) © Py y o) v(@) = Pyy(ba)y(a);

(ii) a aplicagao inversa de Py y(v)y(a) € denotada por P;’;(b) TyoyM = T, (oM,

yy(a)

com

71 .
Py )y (@) = Pyvla)y(b);

(111) no caso em quey € uma geodésica minimal ligando os pontos p e ¢ em M o trans-

porte paralelo ao longo dey dep a q serd denotado por Pqp : T,M — TqgM.

Definigao 10. Sejam X,Y,Z € X(M), o tensor curvatura R € definido por
R(X,Y) =VxVyZ - VyVxZ -V |y xZ,

onde [X,Y] =YX —=XY (operagao colchete, veja Capitulo 0 em (DO CARMO, 2015)).

Definigao 11. Sejam X, Y € X(M), a curvatura seccional com respeito a X e Y € dada
por

KX, Y) = ((RIX, Y)Y, X))/ (IXIPIYIP = (X, Y)),
onde ||X|]? = (X, X).

Definicao 12. Uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa de curva-

tura seccional nao positiva € chamada de variedade de Hadamard.



Capitulo 1. Preliminares 11

Vejamos agora alguns exemplos de variedades de Hadamard, ou seja, variedades Rie-

mannianas de curvaturas seccional K nao positiva.

Exemplo 1. Se M = R™ ¢ o espagco Fuclidiano m-dimensional com a métrica usual,

entao a curvatura de M € constante K = 0.

Exemplo 2. Se M = H™ € o espagco Hiperbdlico com a métrica giy; = %1, entao a

curvatura de M € constante K = —1.

Exemplo 3. Sejam P™ o conjunto das matrizes simétricas, PT o cone das matrizes
simétricas semidefinidas positivas e Pt o cone das matrizes simétricas definidas positivas
nxn. Seja M == (P}, (-,-)) a variedade Riemanniana dotada da métrica Riemanniana
dada por

(U, Vix == tr(VXTUX™), XeM, U,V e TxM,

onde tr(X) denota o traco de X € P™ e TxM ~ P™, com a correspondente norma denotada
por || . ||; veja (ROTHAUS, 1960). Neste caso, para quaisquer X,Y € M a inica geodésica

ligando esses dois pontos é dada por:
'Y(t) = X1/2 (Xfl/QYxfl/Q)t X1/27 ,Y/(O) — X1/2 ln(X71/2YX—1/2)X1/27

t € [0, 1], veja, por exemplo,(NESTEROV; TODD, 2002) e (BENTO et al., 2015). Mais
precisamente, M é uma variedade de Hadamard, veja, por exemplo, (LANG, 2012, Te-
orema 1.2., pagina 325). Pode-se calcular a curvatura de M e verificar que ela possui
curvatura nao constante; veja (LENGLET et al., 2006, pdgina 428).

A aplicagao exponencial expy : TxM — M e exp;1 : M — TxM sua inversa sao dadas

da sequinte forma
expy V = X1/2eX PVXTEX/2 oy 1Y = XV P (X V2YX T V/2)X2,

veja (BHATIA, 2009, Capitulo 6) e (BOUMAL, 2022, Capitulo 11).

O teorema a seguir garante que uma variedade de Hadamard tem a mesma topologia

e estrutura diferenciavel dos espacos Euclidianos R™.

Teorema 2. (Teorema de Cartan-Hadamard) Sejam M uma variedade de Hada-
mard, entao M € difeomorfa ao espaco Fuclidiano R™, m = dim M. Mais precisamente

exp, : oM — M, € um difeomorfismo de classe C* para cada p € M.
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Demonstrac¢ao. Veja (DO CARMO, 2015, Teorema 3.1) e (SAKAI 1996, Teorema 4.1
pégina 221). O

Observagao 5. Sejam M uma variedade de Hadamard e p € M. Pelo Teorema de
Cartan-Hadamard podemos definir a inversa da aplicagao exponencial expg1 M= T,M
e obtém-se a sequinte relacao entre a distancia Riemanniana e a inversa da aplicag¢ao

exponencial:
d(p.q) = [[exp, " ql|.

L ¢ uma aplicagdo de classe C*®, seque da relacdo acima que d*(p,-) € também

de classe C*. Foi provado em (SAKAI, 1996, Proposicio 4.8 pdgina 108) que

Como exp,

1 _
grad 5d*(p, q) = —exp, " q.

Definicao 13. Um triangulo geodésico /\(p1, P2, P3) de uma variedade Riemanniana € um
conjunto que consiste em trés pontos distintos p1,p2 e p3 chamados vértices do triangulo
e trés segmentos de geodésicas minimizantes chamadas lados do triangulo vyi : [0,1;] — M
ligando esses trés pontos comi=1,2,3. O dngulo o := Z(v;(0), —yi_,(li_1)) € chamado

angulo interno do vértice correspondente.

Além de propriedades topoldgicas e diferencidveis, algumas propriedades geométricas
similares as dos espacos Euclidianos também sao obtidas em variedades de Hadamard,

como o teorema a seguir.

Teorema 3. (Teorema de Comparag¢do para Tridngulos)
Seja A(p1, P2, P3) um triangulo geodésico, yi : [0,1i] — M a geodésica ligando pi a Pit1,
L=L(vi) e & == Z(yi(0), —v;_,(Li_1)) para cada i=1,2,3. Entdo,

X+ g + &3 <,

B+17,, — 2Ll cosog g < 1. (1.1)

Em termos da distancia e da aplicacao exponencial, a Desigualdade (1.1) pode ser reescrita

da sequinte forma:

d*(pi, Pis1) + A (Pis1, Pise) — 2(expy | Pisexpp Pive) < d*(pi1,Pi); (1.2)
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desde que <exp;{1 PiyeXP;L Pir2) = A(Pit1, Pi)A(Pis1, Pisa) cOS otiy1.
Demonstragao. Veja (SAKAI, 1996, Proposigao 4.5 pagina 223). O]

Usando as propriedades do transporte paralelo e da aplicagao exponencial, obtemos a

seguinte proposicao que serd usada com frequéncia nas proximas secoes.

Proposicao 1. Seja M uma variedade de Hadamard. Sejam x,y,x € M e {x*},{y*} c M

tais que x* — x e y* — y. Entdo, as sequintes condicoes sao vdlidas:
(i) Para todoy € M, temos exp ly = exp,'y e exp,'x* — expy’x.
(ii) Se v € TaM e v* = v, entio v € T,M.

(iii) Dados, u*,v* € TaM e uw,v € TM, se U — u e VX — v, entdo
(uk,v*) = (u,v).

(itv) Para todo w € TzM, a fungdo F : M — TM definida por F(x) = Py zu para cada

x € M € continua em M.
(v) exp;k1 XK = expytx.

Demonstragao. Veja (LI et al., 2009) e (BATISTA et al., 2020). O

1.2 Convexidade em Variedades Riemannianas

Nesta secao, apresentamos algumas definigoes, notagoes e propriedades de convexidade
em variedades Riemannianas. Os resultados apresentados, bem como outros resultados
de convexidade em variedades Riemannianas podem ser encontrados, por exemplo, em
(BOUMAL, 2022), (FERREIRA; OLIVEIRA, 2002), (UDRISTE, 1994) e (CRUZ NETO
et al., 1998). Muitos dos resultados a seguir sao vélidos para variedades Riemannianas,
mas focaremos apenas nas variedades de Hadamard que sera o ambiente a ser desenvolvido

o trabalho de tese.

Definicao 14. Um subconjunto C C M € dito convezo se, para quaisquer pontosp, q € C,
a geodésica ligando o ponto p a q estd contida em C, isto €, sey : [a,b] - M € uma
geodésica tal que y(a) =p a y(b) = q, entao y((1 —t)a+ tb) € C para todo t € [0,1],
isto €, y(la,b]) C C.



Capitulo 1. Preliminares 14

Definicao 15. Uma funcdao f: M — R € conveza se, para todo segmento de geodésica

v :la,b] = M ligando p a q em M, a composi¢ao foy :[a,b] = R é conveza, isto €,

fly(t)) = (foy)((1 —t)sy +tso) < (1 —1)(foy)(s1) + (foy)(sa),

para todo t € [0,1] e quaisquer s1,sy € [a,b], tais que y(a) = p e y(b) = q. Se a

desigualdade acima for estrita para s; # so, entdo f € estritamente convexa.

Definicao 16. A funcio f : M — R € fortemente convexra se existir uma constante
positiva m, para todo segmento de geodésica y : [a,b] — M ligando p a q em M, a

composicao foy:[a,b] = R € fortemente convexa, isto €,

FY (1) = (Foy)((1 =ty +ts2) < (1= 1)(Foy)(s1) + (Foy)(s2) = HIN (D1 D)t

para todo t € [0,1] e quaisquer sq,ss € [a,bl, tais que y(a) =p e y(b) =q.

Condigao de primeira ordem para convexidade de uma funcao f : M — R de classe

Ch

Teorema 4. A funcdo f: M — R de classe C! € conveza se, e somente se, para qualquer

ponto x € M e toda geodésicay : [0,4+00) — M, com y(0) = x, vale a desigualdade
fly(t)) — f(x) = t{grad f(x),v'(0)).

Demonstragao. Veja (CRUZ NETO et al., 1998, Teorema 3.1). O
Condicao de segunda ordem para convexidade de uma funcao f : M — R de classe C2.

Teorema 5. Uma funcdo f: M — R de classe C? € convera se, e somente se, para todo

x € M, a Hessiana de f é semi-definida positiva, isto é,
( Hess f(x)v,v) >0, Vv € T,M.

Demonstrag¢ao. Veja (CRUZ NETO et al., 1998, Teorema 3.2) e (UDRISTE, 1994, Teo-
rema 6.2 pagina 82). O
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Exemplo 4. Seja M = (P}, (-,+)) a variedade de Hadamard do Ezemplo 3, onde P™ | ¢é
o cone das matrizes simétricas definidas positivas 1 X n e a métrica Riemanniana € dada

por

(U, V)x == tr(VX'UX™), XeM, U,V € TxM.

Para quaisquer X,Y € M a unica geodésica ligando esses dois pontos é dada por:
v(t) = X1/2 (X—I/QYX71/2)J‘ X2 /(0) = X2 In(X~/2YX1/2)X1/2,

t € [0, 1], cuja aplicacdo exponencial e sua inversa sao dadas da sequinte forma
expy V = X1/2eX PVXTEX2 oy Ty = X2 (XTV2YXTV/2)X 2,

O gradiente e a Hessiana de uma funcao duas vezes diferencidvel f: P% . — R sao dados

por
1
grad f(X) = Xf'(X)X e Hess f(X)V = Xf’"(X)VX + §(Vf/(X)X + X (X)V)

onde V € TxM, f'(X) e f”(X) sao o gradiente e a Hessiana Euclidiana de f respectiva-
mente; veja por exemplo (ALMEIDA et al., 2020) e (BENTO et al., 2015).

Veremos agora alguns exemplos de fungoes convezas e nao converas em PT .

(i) f1(X) = aln(detX)?, a € Ry, € convera. De fato, o gradiente e a Hessiana

euclidiana de f1 sao dados por:
f(X) = 2aln(det X)X e f/(X)V = 2a tr(X V)X ' —2aln(det X)X VX1,

Entao, grad £1(X) = 2aln(det X)X e Hess f,(X)V = 2a tr(X"1V)X.

Assim, para cada X e todo V € TxM, temos
(Hess £1(X)V,V) = 2a [tr(X'V)]? > 0.

Portanto, f1 € uma funcdao convexa pelo Teorema 5.

ii) f2(X) = bln(det X)*, b € R, € conveza. De fato, o gradiente e a Hessiana Eucli-
(i) ++ g
diana de fy sio dados por: f5(X) = 4blIn(det X)3X 1 e
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(iii)

(iv)

f(X)V =12b In(det X)? tr(X" V)X~ — 4bIn(det X)3X VX1,

Entao, grad f5(X) = 4bIn(det X)3X e Hess fo(X)V = 12bIn(det X)? tr(X~1V)X.

Assim, para cada X e todo V € TxM, temos
(Hess f(X)V, V) = 12bIn(det X)* [tr(X 'V)]* > 0.

Portanto, fy € uma fungao convexa pelo Teorema 5.

f3(X) = bln(det X)* — aln(det X)?, a,b € R, ndo é convexa. De fato, seque de

(1) e (i1) que
grad f3(X) = 2In(det X) (Qb In(det X)? — a)X

Hess f5(X)V = 2tr(X'V) <6b In(det X)* — a) X.

Assim, para cada X € PT, e todo V € TxM, temos

(Hess f3(X)V,V) =2 [tr(X"'V)]? <6b In(det X)* — a) <0,

desde que det X € [e” V 6%, eVn], Logo, f3 nao € convexa pelo Teorema 5.

f4(X) =bln(det X), b € R, € convexa. De fato, o gradiente e a Hessiana Fucli-
diana de f4 sio dados por: f)(X) =bX 1 e fj(X)V = —bX VX1, Seque que,

grad f4(X) =bX e Hess f4(X)V = 0.

Entao, para cada X € P% e todo V € TxM, temos que (Hess f3(X)V,V) = 0.

Portanto, f4 € uma funcdao convexa pelo Teorema 5.

(v) f5(X) = e "X a € R, ¢ conveza. De falo, o gradiente e a Hessiana euclidiana

de f5 sdo dados por: f5(X) = ae® "X ¢ f/(X)V = a?e® "XV, Entdo,

1
grad f5(X) = ae® "™XX? ¢ Hess f5(X)V = a®e® "RIXVX + §ae‘l X (VX + XV).
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Assim, para cada X € PT, e todo V € TxM, temos que
(Hess £5(X)V, V) = ae® "Xtr((al + X H)V?) > 0.

Portanto, f5 € uma funcdao convexa pelo Teorema 5.

(vi) f5(X) = et —In(det X) ndo é convexa. De fato, seque de (iv) e (v) que

grad fg(X) = e"XX2 — X

1
Hess fg(X)V = 2 XXVX + 5e“X(VX + XV) —2V.

Para cada X € P e todo V € TxM, temos que

( Hess fs(X)V, V) = "X tr((I+ X1 V2) — 2tr((VX1)?).

Definicao 17. Seja f: M — R uma funcao convexa. O subdiferencial de f em x € M é

definido por
of(x) = {u € TM; (u, exp ' y) < fly) —f(x), vy € M}

O vetoru € 0f(x) € chamado o subgradiente de f em x. Em particular se f € diferencidvel,

temos que 0f(x) ={grad f(x)}, para todo x € M; veja (BENTO et al., 2017) .

Proposicao 2. Seja {x*} uma sequéncia limitada em M. Se a sequéncia {V¥} € tal que

vk € 0f(x*) para cada k € N, entdao {v<} € também limitada.
Demonstracao. Veja (BENTO; MELO, 2012, Proposigao 3.2). O
A proposicao a seguir mostra que o subdiferencial 0f(x) de f em x € M nao é vazio.

Proposicao 3. Seja M uma variedade de Hadamard e seja f : M — R wuma funcao

convexa. Entao, para todo x € M, existe s € T,M tal que
f(y) > f(x) + (s,exp, 'y), Yy € M.

Demonstragao. Veja (FERREIRA; OLIVEIRA, 2002, Teorema 3.3). ]
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Seja f: M — R uma funcao convexa. Dado A > 0, a regularizacao de Moreau-Yosida

de f é a funcao f) : M — R dada por

falx) = inf (f(y) + S@(x,y))

yeM

Proposicao 4. Seja f: M — R uma funcdo conveza, entao para todo x € M e A > 0,

existe um unico ponto, denotado por pa(x), tal que

F(pa() + S pa(x), %) = Fa(x)

caracterizada por A(exp;;(x) x) € of(pa(x)).

Demonstragao. Veja (FERREIRA; OLIVEIRA, 2002, Lema 4.2). O]

1.3 Campos Vetoriais Monétonos em Variedades de

Hadamard

Nesta secao, apresentamos algumas definicoes, notagoes e propriedades de campos
vetoriais em variedades de Hadamard; veja por exemplo (CRUZ NETO et al., 2000), (LI
et al., 2009) e (LI et al., 2011) para mais detalhes.

Seja X(M) o conjunto de todos os campos vetoriais A : M — 2™ de valores multiplos,
de modo que A(x) C T,M para cada x € M e o dominio D(A) de A é fechado e convexo,
onde o dominio D(A) de A é definido por

D(A) ={x € M; A(x) # 0}.

Na definigao abaixo, o conceito de campos vetoriais (estrita e fortemente) monétono
em variedades Riemannianas foi introduzido pela primeira vez em (NEMETH, 1999) para

o caso de valor tnico e em (CRUZ NETO et al., 2000) para o caso de valores multiplos.
Definigao 18. (LI et al., 2009) Seja A € X(M). Entao, A € dito

(i) mondtono se a sequinte condi¢io € vdlida para quaisquer x,y € D(A):

(u,exp'y) < (v, —expy'x), Vu e A(x) e Vv € A(y); (1.3)
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(i) estritamente mondtono se (1.3) d vdlida com a desigualdade estrita para quaisquer

x,y € D(A) com x #y, isto ¢,

(u,exp;'y) < (v,—exp,'x), Yu e A(x) e Vv € A(y); (1.4)

(11i) fortemente mondtono se existe p > 0 tal que, para quaisquer x,y € D(A), temos

(w,expy'y) — (v, —expy ' x) < —pd’(x,y), Yue A(x) e Vw € Aly);  (1.5)

(iv) mondtono mazimal se € mondtono e a sequinte implicacdo € vdlida para quaisquer

x € D(A) eue T,M:

(u,exp'y) < <U,—6Xp;1 x), Vy e D(A)ev € Aly) = u e A(x). (1.6)

Vejamos agora alguns exemplos de campos vetoriais monétonos e nao monotonos.

Exemplo 5. (CRUZ NETO et al., 2000, Proposi¢io 4.2)

Se f: M — R € convexa, entao of € mondtono.

Exemplo 6. (CRUZ NETO et al., 2002, Proposi¢ao 3.2)
Para todo p € M fizado, o campo vetorial gradiente grad %dz(p, q) = —exp;1 q € forte-

mente monotono, onde q € M.
Exemplo 7. (CRUZ NETO et al., 2002, Proposi¢io 3.4)
(i) A funcgdio f: M — R € conveza se, e somente se, o campo vetorial grad f é mondtono.

(ii) A funcao f: M — R ¢é estritamente convexa se, e somente se, o campo vetorial

grad f € estritamente monaotono.

(111) A fungao f: M — R € fortemente convexa se, e somente se, o campo vetorial grad f

¢ fortemente mondtono.

Observacao 6. Pelo Exemplo 6 o campo vetorial grad %dQ (p,-) € fortemente mondtono.

Entao, pelo item (iil) do Exemplo 7 a funcdo %dQ(p, -) € fortemente convezxa.

Observacao 7. Os exemplos acima de campos vetoriais mondtonos sao subdferenciais de

fungoes convexas. Veremos no capitulo de experimentos numéricos exemplos de campos
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vetoriais mondtonos que ndao sio subdiferenciais de fungoes convexas, conforme (ROC-
KAFELLAR, 1966, Teorema 3), por que nao sio operadores ciclicamente mondtonos;

veja (PHELPS, 1997).

Exemplo 8. Suponha que A € X(M) é mondtono. Seja z € D(A) e defina o campo

vetorial B: M — 2™ por
B(x):=A(x) —pexp,'z, ¥x € D(A), p>0.

Entao, B € fortemente mondtono; veja (LI et al., 2009) e (LI et al., 2011). De fato, dados
x,y € D(A), w e B(x) ev € B(y), temos que

u=1u—pexp, 'y

evV="yv— pexp;1 z, we A(x),veAy).

Segue da monotonicidade de A que (T,exp,'y) — (V, —exp;1 x) < 0, o que implica em
(u+ pexpy ' z,exp, ' y) — (v+ pexp, ' z,—exp, ' x) < 0.

Assim,

(u,expity) — (v, —expy ' x) < —pllexpyt z,exply) + (expyt zoexpyt X)L (17)

Agora, pelo tridangulo geodésico /\(z,x,y) com 0 = Z(exp,'z,exp'y), entio pelo Teo-

rema 3, temos
d?(z,x) + d?(x,y) — 2(exp; ' z,exp; 'y) < d*(z,y). (1.8)

Analogamente, considere o triangulo geodésico A(z,y,x) com 0 = A(expglz, expglx),
temos

d*(z,y) + d*(y,x) — 2(exp1;1 z, eXp;1 x) < d*(z,x). (1.9)

Somando as Desigualdades (1.8) e (1.9), temos

2d*(x,y) — 2[{expy " z, expyy) + (expy ' z, expyt )] <0,
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isto ¢,

—[(expy ' z, exp 'y) + (expy ' z,expy ! x)] < —d*(x,y). (1.10)

Seque de (1.7) e (1.10) que
(u,exp'y) — (v, —expy ' x) < —pd*(x,y),Vu € B(x) e Vv € B(y).

Portanto, B € fortemente mondtono.

Exemplo 9. (BATISTA et al., 2016, Lema 3.1)
Sejam A,B € X(M) mondtonos maximais tais que D(A) = D(B) = M.. Entdao, A+ B ¢é

um campo vetorial mondétono mazximal.

Pelo Exemplo 9 a soma de dois campos vetoriais mondtonos é sempre monotono. No

entanto, a diferenca de dois campos vetoriais monétonos nao é necessariamente monétono.

Exemplo 10. Sejam A(X) = grad f1(X) e B(X) = grad f5(X) os campos vetoriais gradi-
entes das funcoes convezas f1(X) = aln(det X)? e f5(X) = bln(det X)*, respectivamente,
conforme Exemplo 4 nos itens (i) e (i), respectivamente. Seque do Exemplo 7 que A e B
sao campos vetoriais mondtonos. Por outro lado, para B(X) — A(X) = grad f3(X), onde
f3(X) = f2(X) — f1(X) € uma fungao ndao convexa pelo Exemplo 4 item (iii), assim, pelo

Ezxemplo 4, temos que B — A nao é monadtono.

As nogoes de semicontinuidade superior e Kuratowski semicontinuidade superior, bem
como os conceitos de localmente limitado foram estendidos para o cendario de variedades

de Hadamard por (LI et al., 2009) na seguinte definicao:

Definicao 19. Sejam A € X(M) e x € D(A). Entao, dizemos que A é

(i) semicontinua superior em X se, para qualquer conjunto aberto V satisfazendo A(X) C
V C TiM, existe uma vizinhanga aberta U(Xx) de X tal que PxxA(x) C V para todo
x € U(x);

(i1) Kuratowski semicontinua superior em X se, para qualquer sequéncia {xi} C D(A) e

{fuel € TM com cada w € A(xy), as relagoes lim x, = X e lim we = w implicam
k—o00 k—o0

ue A(x).

(#i) localmente limitado em X se existe uma vizinhan¢a aberta U(X) de X tal que o conjunto

Uxeu)Al(x) € limitado;
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(iv) semicontinua superior (resp. Kuratowski semicontinuo superior, localmente limitado)
em M se for semicontinua superior (resp. Kuratowski semicontinuo superior, localmente

limitado) em cada ponto x € D(A).

Observagao 8. Como observado em (LI et al., 2009) semicontinuidade superior implica
Kuratowski semicontinuo superior. Por outro lado, a reciproca também é verdadeira se A

for localmente limitado em M.

Vejamos em seguida um exemplo de campo vetorial mondtono maximal e Kuratowski

semicontinuo superior.

Exemplo 11. (LI et al., 2009, Teorema 5.1)
Seja f: M — R uma funcdo convexa semicontinua inferiormente em M. Entao, 0f € um

campo vetorial mondtono maximal e Kuratowski semicontinuo superior.
A seguinte proposicao mostra que a maximalidade implica Kuratowski semicontinuo
superior. Seja x € D(A) e seja T : TgyM — 2™*M aplicacao definida por

T(u) = Pxexp Alexpg u), Yu € TyM. (1.11)

Proposigao 5. Seja A € X(M). Considere as sequintes afirmagoes.
(i) O campo vetorial A € mondtono mazimal.

(ii) Para cadax € D(A), a aplicagdo T : TyM — 2TM definida em (1.11) é Kuratowski

semicontinuo superior em Tz M.
(11i) O campo vetorial A é Kuratowski semicontinuo superior em M.
Entao, (1) = (ii) = (iii).
Demonstragao. Veja (LI et al., 2009, Proposicao 3.5). ]

Em seguida, apresentamos alguns resultados de campos vetoriais mondtonos maximais

que serao usados posteriormente na prova de nossos resultados.

Proposigcao 6. Suponha que A € X(M) é mondtono mazximal e D(A) = M. Entdo, A €

localmente limitado em M.

Demonstracgao. Veja (LI et al., 2009, Lema 3.6). ]
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Exemplo 12. Seja f: M — R uma funcao convexa semicontinua inferiormente em M.

Seque do Exemplo 11 e Proposicao 6 que 0f € localmente limitado.

Observacao 9. Suponha que A € X(M) seja mondétono mazimal e D(A) = M. Se {x*}
¢ limitada e V€ € A(XX) para todo k € N, entio {V*} € limitada. De fato, se A = Of
onde f € como no Exemplo 12, a afirmacao seque pela Proposicio 2. Agora se A € um
campo vetorial mondtono maximal qualquer, seque da limitacao de {x*} que a sequéncia
{d(x™, x})} € limitada para todo 1,k € N. Assim existe C > 0 tal que d(x°,x*) < C, para
todo k € N. Defina a vizinhanca aberta de x° dada por V = {x € M;d(x°,x) < C + 1}.
Segue da Proposi¢io 6 e Defini¢io 19 (iii) que UxeyvA(x) € limitado. Como x* € V e
vk € A(xN), concluimos que {V¥} é limitada e a afirmacdo estd provada. Esta afirmacao

pode ser encontrada também em (BATISTA et al., 2016, Proposicio 3.6).

Dizemos que x € D(A) é uma singularidade de A se 0 € A(x). O conjunto de todas

as singularidades de A é denotado por A~1(0), isto é,
A7H0):={x € D(A);0 € A(x)}.
A seguinte proposicao sobre a unicidade de singularidade é uma consequéncia direta da

monotonicidade estrita.

Proposigao 7. Seja A € X(M) estritamente mondtono. Entao, A tem no mdzimo uma

sigularidade.

Proposigao 8. Seja A € X(M) um campo vetorial mazimal, fortemente mondtono com

o dominio D(A) = M. Entao, existe uma unica singularidade de A.
Demonstragao. Veja (LI et al., 2009, Teorema 4.3). ]

O conceito de resolvente de um campo vetorial A € X(M) foi introduzido e estudado
para o cendrio de variedades de Hadamard em (LI et al., 2011) como veremos na seguinte

definicao e proposicoes posteriores.

Definig¢ao 20. Dados A >0 e A € X(M), o resolvente de A de ordem N € a aplicacdo de

valores muiltiplos J3 : M — 2M definida por

J(x) :={z € M;x € exp, AA(z)}, ¥x € M.,
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Observacao 10. Como mencionado em (LI et al., 2011, Observagdo 3) pela defini¢do
de resolvente de um campo vetorial, o dominio do resolvente J§ € a imagem do campo
vetorial definido por x — exp, AA(x). Vamos denotar essa imagem por R(exp ) AA(-)).
Entao temos que

DUQ) = R(exp(.)AA(-)).

Apresentaremos agora a definicao de aplicacoes firmemente nao expansivas em varie-

dades de Hadamard, introduzida nesse cenario em (LI et al., 2011).
Definicao 21. Seja C C M um conjunto convexo e fechado. Uma aplicacio T : C — M
€ firmemente nao expansiva se a aplicacao ¢ : [0,1] — R, definida por

¢(t) == d(exp, texp, ' Tx, expy, texp;1 Ty), vVt € [0,1]

€ nao crescente para quaisquer x,y € C.

Em seguida, apresentamos um resultado importante em aplicagoes firmemente nao

expansivas.

Proposicao 9. Seja T : C C M — M, onde C é um conjunto convexo e fechado. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes.
(i) T € firmemente nao expansiva;

(ii) Para quaisquer x,y € C e t € [0,1], tem-se

d(T(x), T(y)) < dlexpy texp, ' Tx, expy texpy Ty).

Demonstracao. Veja (LI et al., 2011, Proposigao 5). O

O seguinte resultado estabelece uma relagao da propriedade de nao expansividade do

resolvente com a monotonicidade do campo vetorial correspondente.

Proposigao 10. Seja A € X(M). As sequintes afirmagoes sao vdlidas para qualquer
A> 0.

(i) O campo vetorial A é mondtono se, e somente se, J3 € de valor tinico e firmemente

nao erpansivo.
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(ii) Se D(A) = M, o campo vetorial A é mondtono maximal se, e somente se, |3 é de

valor inico, firmemente nao expansivo e o dominio D(J{) = M.

Demonstracao. Veja (LI et al., 2011, Teorema 4). O]



Capitulo 2

Método do ponto proximal

Os resultados deste capitulo encontram-se em (ANDRADE et al., 2021).
Considere uma classe especial de problemas de minimizacao nao convexos, conhecidos
como problemas de minimizagao DC:

min f(x) = min g(x) —h(x), (2.1)

xeR™ xeR™

onde g,h : R™ — R sao fungoes convexas. A fungao f é chamada uma fun¢do DC (i.e.
diferenca de duas fungoes convexas) e é limitada inferiormente.

O estudo de algoritmos para resolver problemas de minimizagao DC tem seu primeiro
e mais popular algoritmo, denominado DCA (DC Algoritmos), proposto e apresentado
em (PHAM; SOUAD, 1986) no ano de 1986. Desde este algoritmo, varias variantes de
DCA surgiram e varias questoes tedricas e praticas foram descobertas ao longo dos anos,
resultando em uma vasta literatura sobre o assunto; veja (THI; PHAM, 2018) para uma
perspectiva historica.

No ano de 2003, (SUN et al., 2003) propuseram um algoritmo de ponto proximal para
o Problema (2.1) que usam as propriedades das duas fungbes convexas separadamente.
Em 2006, esse trabalho foi complementado com os resultados de (MOUDAFT; MAINGE,
2006).

Em (SOUZA; OLIVEIRA, 2015) o algoritmo proposto por (SUN et al., 2003) é es-
tendido a estrutura das variedades Riemannianas, onde é proposto um algoritmo para

encontrar pontos criticos da funcao objetivo f, ou seja, resolver o seguinte problema

encontrar x* € M tal que 0g(x*) N oh(x*) # 0, (2.2)

26
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onde M é uma variedade de Hadamard, dg e 0h sao campos vetoriais de valores multiplos
monoétonos maximais. O algoritmo é o seguinte:

Algoritmo DCPPA.

Passo 1: Dado um ponto inicial x° € M e uma sequéncia de niimeros positivos {i} tal
que 0 < a< e <b.

Passo 2: Dado x* € M, calcule
Wk € 9h(x*) e defina y* = exp .« (Lw").

Passo 3: Calcule

1
X = arg ){reli’\r/ll{g(x) + mdQ(X,yk)}.

Se x**1 = x¥, pare. Caso contrério, defina k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

Neste trabalho, estamos interessados em resolver o seguinte problema:
encontrar x* € M tal que A(x*) N B(x*) # 0 (2.3)

que é uma generalizagdo do Problema (2.2) a campos vetoriais de valores multiplos
mondtonos maximais quaisquer A e B no contexto de variedades de Hadamard. Mais pre-
cisamente, apresentamos aqui métodos que generalizam o DCPPA proposto por (SOUZA,;
OLIVEIRA, 2015). No cenario linear, (MOUDAFT, 2015) propos um algoritmo baseado
no operador resolvente e na aproximacao de Yosida para resolver (2.3). Vale ressaltar que
no cendrio linear nossos métodos sao diferentes dos métodos propostos em (MOUDAFI,

2008, 2015).

2.1 Algoritmo MPP

Ao longo deste texto, assumimos que M é uma variedade de Hadamard de dimensao

finita e A, B € X(M) sdo campos vetoriais monétonos maximais com D(A) = D(B) = M.

Definicao 22. Um ponto x* € M satisfazendo (2.3), diz-se um ponto critico do campo
vetorial possivelmente nao mondtono A — B. O conjunto dos pontos criticos de A — B ¢é
definido por

S={x"e M;A(x*) N B(x*) # 0}.
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Observagao 11. No caso particular, onde A = 9g e B = 0h sdo subdiferenciais das
fungées converas g e h respectivamente, S é o conjunto solugdo do Problema (2.2), isto
é, o conjunto S coincide com o conjunto dos pontos criticos da fun¢ao DC f. Veja (JOKI

et al., 2018) para uma discussao muito interessante sobre a criticidade das fungoes DC.

Neste trabalho, supomos que S # (). Note que uma condicio necesséria e suficiente

para que um ponto X seja um ponto critico de A — B, ou seja, solugao de (2.3) é que
1 —1
:Lexpx Yy € A(X)a

onde y = exp, (uw), para qualquer w € B(x) e ¢ > 0 um numero real. Baseado na
afirmagdo acima vamos definir nosso método do ponto proximal (MPP) para resolver o
Problema (2.3).

Método do ponto proximal - MPP.

Passo 1: Dado um ponto inicial x° € M, considere a,b > 0. Seja {ux} uma sequéncia

auxiliar de niimeros positivos tal que

as e <b (2.4)
Passo 2: Dado x* € M, escolha
wk € B(x*) e defina y* := exp,« (uew®). (2.5)
Passo 3: Calcular x**!' € M tal que
k+1 1 —1 .k
0e A(x") — o exXp 1y (2.6)
k

Se x**1 = x¥, pare. Caso contrario, defina k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observagao 12. Note que se B(x) = 0, entdo por (2.5) teremos y* = x* tornando (2.6)
em

1
0€ A(X*) — —exp_li x¥,
M

recuperando assim o algoritmo proposto por (LI et al., 2009) para o problema de encontrar
singularidades de um campo vetorial de valores miltiplos mondtono maximal em varieda-

des de Hadamard, que generaliza o método do ponto proximal para resolver problemas de
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minimizacao convexa em variedades de Hadamard considerado por (FERREIRA; OLI-
VEIRA, 2002). Se A =9g e B = 0h, onde as aplicagdes 9g e Oh sao subdiferenciais das
fungoes convexas g e h, respectivamente, entao usando a Proposi¢ao 4, o MPP se torna
o algoritmo

wk € dh(x*), y* = exp x (ew®).

1 1
0c dalx<1) — — -1 Ky gkt : d2 k
g(x*) o SPae Y= x arg )r(reu,\ri{g(X) + o (x,y*)}

proposto por (SOUZA; OLIVEIRA, 2015) para resolver o problema de otimiza¢ao DC.
Portanto, o MPP generaliza alguns métodos existentes em variedades de Hadamard para
um contexto mais geral. Além disso, alguns resultados apresentados meste trabalho sdo

novos inclusive no cendrio euclidiano.

Em seguida, estabelecemos a boa definicao das sequéncias {x*} e {y*}, bem como uma

regra pratica de parada para o MPP.
Proposicao 11. As sequintes afirmacoes sao validas:
(i) A sequéncia {x*} e {y*} sao bem definidas;
(ii) Se x*Tt =x* entado MPP para em uma solucio de (2.3).
Demonstracdo. A boa definicao das sequéncias {y*} and {x*} segue diretamente do fato
que M é uma variedade de Hadamard e, para cada k € N o campo vetorial

1
x— A(x) — —expglyk
i

¢ fortemente monoétono pelo Exemplo 8 e mondtono maximal pelos Exemplos 9 e 11 e,
portanto, tem uma tnica singularidade pela Proposicao 8.

Para provar a segunda afirmacao, observe que a partir de (2.5) e (2.6), temos que

1

_ 1 _
—explyf €B(x) e —expliy* e AXM.
Hi Hi

Assim, se x**! = x¥, obtemos

1 1
—exp_r Yy  €B(x*) e —exply*e AKX
Hi Hic
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1
Portanto, H_ exp;klyk € A(x*) N B(x¥), isto é, A(x*) N B(x*) # 0 e consequentemente
Kk

x* é uma solucao de (2.3). O

2.2 Analise de convergéncia

O objetivo desta secao é estudar as propriedades de convergéncia do MPP. A partir de
agora, consideramos {x*} a sequéncia gerada pelo MPP e, tendo em vista a Proposicao 11,
assumimos que x**1 = x¥ para todos os k € N. Agora vamos estabelecer suas proprieda-
des de convergéncia. Comecando com a seguinte proposicao que desempenha um papel

importante na analise de convergéncia do MPP.

Proposicao 12. Suponha que A ou B é p-fortemente mondtono. Entao,

1
(p + E) d(x* xF) < ||ka+17xkvk —urt (2.7)

para qualquer v& € A(x*) e uk*tt € B(x**1).

Demonstra¢ao. Suponhamos que A é monétono e B é p-fortemente monétono. O outro

caso ¢ analogo. Por (2.5) e (2.6), temos

1 1

—explyf €B(x) e —expl,yt e ARMT).
i Hi

Dado x € M, sendo B p-fortemente mondtono, obtemos

1
<M_ exp Y*, exp x) — (u, —expy ' x*) < —pd*(x,x"), Vu e B(x). (2.8)
K

Segue da monotonicidade de A que

1
—1 k —1 —1
(— exp i Y5, exp e X) < (v, —exp, X

MY Vv e Ax). (2.9)
Hi

Tomando x = x**! em (2.8), x = x¥ em (2.9) e somando essas desigualdades, temos que

1 _ _ _ _
o [{exp_d y*, exp i M) + (exp L y*, exp L, x6)] <
k
(2.10)

<uk+17 _ eXp;kl+1 Xk> + <vk7 - eXp;kl Xk+1> - pd2 (Xk+17 Xk)u
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para qualquer v € A(x¥) e uk*t! € B(x*1). Seja A(y*,x*,x*1) o triangulo geodésico

k+1)

com 0 = A(exp;kl Yy~ exp, 1 Entao, pelo Teorema 3, temos que

Q%(y*, x5) + a2, x5 1) — 2(expl y¥, exp ol X < d2(yk, Xk, (2.11)
De forma analoga, considerando o triangulo geodésico A(y*, x**1, x*) com
0 = Z(exp il y*, exp Ly x5,
temos
dZ(yk, x4 d2(x* 1 xR) — 2(exp_ i1 yk,exp;kl+1 x*) < d?(y*,xM). (2.12)
Adicionando (2.11) e (2.12), obtemos
d*(x**1, x*) < (exp y*, expd XY + (exp Ly Yo, exp il xF). (2.13)

Sendo i > 0, para todo k € N, e usando (2.13) in (2.10), temos

1
u_dZ(Xk+17xk) < <uk“,—exp;k1+1 Xk> + <Vk —exp k k+1> de(XkJrl,Xk). (2.14)
k

Assim, usando o fato que 0 < a < px < b, obtemos
(p—l— b) d2( k+1 Xk) < <uk+1’_exp;k1+1 Xk> + <\)k —exp_, -1 k+1>’ (215)

para todo v € A(x¥) e uktt € B(x*™!). Por outro lado, usando as propriedades de
transporte paralelo, temos que exp_l,, x* = =P i exp ! ¥ (veja (LI et al., 2009)),

e consequentemente

(W —exp Ly x) 4+ (v, —exp ! X9 = (P v —uM T exp LX),

Assim, usando este fato em (2.15), temos

(p + b) d?(x* T x*) < (P v —uM T exp L, x5, (2.16)
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para todo vk € A(x*) e u**t! € B(x**!). Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

em (2.16), obtemos

1 _
(p + E) d? (X x5) [ Prer v — W[ exp il X<

para todo v € A(x¥) e uk*t! € B(x*!). Portanto, usando agora na desigualdade acima
o fato que, em variedades de Hadamard, | exp_/,, x*|| = d(x**!,x*), segue o resultado

desejado. O

Observacao 13. Vale ressaltar que supor a monotonicidade forte de A ou B em vez de
apenas monotonicidade nao € uma suposicao restritiva. De fato, se a monotonicidade
forte nao vale para A e B, podemos obter outra decomposi¢dao que satisfaca esta condi¢ao

da sequinte forma:
T(x) = A(x) = B(x) = [A(x) — pexp; 'yl — [B(x) — pexpy ' yl,

para p > 0 arbitrdrio ey € M fizado. Sabemos que A(x) = A(x) — pexpyly e

B(x) = B(x) — pexp; 'y sdo p-fortemente mondtonos; veja Exemplo 8.

A seguir mostramos que a distancia Riemanniana entre duas iteradas consecutivas do
MPP tende a zero quando k tende a oo, que é uma propriedade cldssica de métodos de

ponto proximal.

Proposicao 13. Suponha que {x} é limitada, entdo existem constantes L,M > 0 tais

k+1,Xk)

que |[Pc1 v — u*H| < L e limsupd(x = M, para quaisquer v& € A(x¥),

k—o0
uktt € B(x**1) para todo k. Além disso, se A ou B € p-fortemente mondtono e

1
(p + E) M >L, (2.17)
entdo lim d(x*™ x*) =0.
k—o0

Demonstragdo. Como {x*} é limitado, segue da maximalidade de A e B (veja Proposicio 6)
que existem constantes K;, Ky > 0 tais que |[v¥|| < K; e |[u¥|| < K, para todo k. Assim,

pela desigualdade triangular, temos

1Pyt V™ — W < IPyesn V]| + [lu .
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Usando o fato de que a aplicagao transporte paralelo é uma isometria, temos
Pt v — UM < Li= Ky + Ky, (2.18)

para todo k, e consequentemente, a desigualdade estd provada. Agora, como {x*} é limi-
tada, segue que a sequéncia {d(x**!,x¥)} é limitada. Denote por M = lim sup d(x***, x*).
k—o0

Assuma por contradicdo que M > 0 e, suponha que A ou B é p-fortemente mondtono

com p > 0 satisfazendo (2.17). Assim, combinando novamente (2.7) e (2.18), temos

1
(p + E) d(Xk+1,Xk) < ||ka+17xk\)k —'LLk+1|| < L.

Tomando o limsup,_,,, na desigualdade acima, isso implica que (p + %) M < L que é

uma contradicao. Portanto, a afirmacgao esta provada. O

Observagao 14. Se A(:) = 0g(-) e B(-) = 0h(-) com g e h fungdes convezras e, conse-
quentemente A e B sao campos vetoriais mondtonos mazimais. Sendo f(x) = g(x) —h(x),
entao (2.17) € substituida pela limitagao inferior de f. No entanto, a prova ainda se-
gue de uma desigualdade como (2.7), mais precisamente, seque da sequinte desigualdade
%dQ(xk“,xk) < f(x%) — f*, onde f* = infem f(x); veja (SOUZA; OLIVEIRA, 2015,
Proposi¢ao 5). Lidando com campos vetoriais mondtonos mazximais gerais, precisamos de
uma suposi¢ao mais geral. Porém, vale a pena mencionar que a desigualdade (2.17) nao

¢ restritiva devido ao fato de que o parametro p pode ser tomado grande o suficiente para

que (2.17) seja vdlida; veja Observagao 13.

2.2.1 Analise de convergéncia parcial

Ao lidar com fungoes DC, sabe-se que apenas resultados de convergéncia parcial sao
obtidos, no sentido de que os pontos de acumulacdo da sequéncia (se houver) sdo pon-
tos criticos da funcao objetivo. Isso foi comprovado por varios métodos, por exemplo,
DCA ver (PHAM; SOUAD, 1986; TAO; AN, 1997), DCA refor¢ado (ver (ARTACHO et
al., 2018; ARTACHO; VUONG, 2020)), subgradiente escalonado (ver (FERREIRA et al.,
2021)), método do ponto proximal (consulte (ALMEIDA et al., 2020; CRUZ NETO et al.,
2020; MOUDAFI; MAINGE, 2006; SOUZA; OLIVEIRA, 2015; SOUZA et al., 2016; SUN
et al., 2003)), método do feixe proximal (consulte (OLIVEIRA, 2019)), feixe duplo (con-
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sulte (JOKI et al., 2018)), codiferencial (consulte (BAGIROV; UGON, 2011)) e método
inercial (ver (OLIVEIRA; TCHEOU, 2019)). Para obter resultados de convergéncia total,
ou seja, convergencia de toda a sequéncia, alguns trabalhos tém considerado a propriedade
Kurdyka-Lojasiewicz da func¢ao objetivo; ver por exemplo (ARTACHO; VUONG, 2020;
CRUZ NETO et al., 2020; FERREIRA et al., 2021; THI et al., 2018).

Nesta subsecao apresentamos resultados de convergéncia parcial para o MPP. Na
subsecao seguinte, apresentamos resultados de convergéncia total para o MPP para o
caso mais geral da diferenca de campos vetoriais monétonos maximais em variedades de
Hadamard que estende, por exemplo, alguns resultados em (SOUZA; OLIVEIRA, 2015).
Introduzimos uma suposicado sobre o parametro proximal {p} e uma continuidade de

Lipschitz de B para obter a convergéncia total da sequéncia para um ponto critico de

A — B.

Teorema 6. Suponha que {x*} € limitada e A ou B € p-fortemente mondtono. Entao,

todo ponto de acumulacdio de {x*} é um ponto critico de A — B.

Demonstracao. Considere x, um ponto de acumulacao de {x*}, e seja {x*} subsequéncia
de {x*} convergindo para x. Sendo {w} e {y*} limitadas, podemos tomar sem perda de
generalidade subsequéncias {j;} e {y®} convergindo respectivamente para u e y. Da

kj+1

Proposicao 13, temos que x — X. Segue por (2.5) que

1 1k K;
u—kjexpxkjy e B(x9).

Pela monotonicidade de B, temos

1
<H_ exp;klj yki,exp;klj z) < (u,—exp, ' xM), Vue€B(z), z€ M.
k;

Fazendo j — 400 na tltima desigualdade e usando a Proposicao 1, obtemos

1
<:L exp,ly,expy lz) < (u,—exp,'x), Yuc€B(z), ze M,

e consequentemente, pela maximalidade de B, temos

1
Eexpzly € B(x). (2.19)
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Agora, de (2.6), temos

1 —1 K; ki+1
u—kjexpxkﬁly e A(XTT).

De modo analogo, pela monotonicidade de A, segue que

1
<M_ exp;klj+1 ykj,exp;klj+1 z) < (u,—exp, ' XY Vu e A(z), Vze M,
k;

e fazendo j — +o00, temos pela maximalidade de A que

1
" expy 'y € A(x). (2.20)

1
Portanto, de (2.19) e (2.20), temos que — exp, 'y € A(x) N B(x) o que significa que (2.3)
u

vale, ou seja, x ¢ um ponto critico de A — B. O

Observacao 15. Vale ressaltar que a suposicao de p-forte monotonicidade de A ou B

foi usada na prova do Teorema 6 apenas para garantir que se XX — x com j — oo,

entio X1 — x. Em outras palavras, a hipétese acima foi assumido para aplicar Pro-

k1 x%) = 0. Portanto, podemos substituir

posicao 18, ou seja, para obter que lim d(x X

k—o0
a p-forte monotonicidade de A ou B pela suposicao de que klim d(x**1,x*) = 0. Por
—00
exemplo, no caso mondtono considerado em (LI et al., 2009) e no contexto de fungoes
DC (possivelmente nao convezas) estudadas em (SOUZA; OLIVEIRA, 2015) a condi¢ao

K1 X} =0 € vdlida. Além disso, este tipo de condicio é assumida, por exemplo,

klim d(x
—00

em Leustean et al. (LEUSTEAN et al., 2018) que estudam o método do ponto proximal
em espagos CAT(0) (incluindo variedades de Hadamard); veja Condi¢io (C2) e Lema

3.3.

2.2.2 Condicoes suficientes para limitacao

Como mencionado anteriormente, alguns trabalhos vém provando a convergéncia to-
tal da sequéncia para diversos métodos aplicados a fungoes DC supondo a propriedade
Kurdyka-Lojasiewicz da fungao objetivo; veja (ARTACHO; VUONG, 2020; CRUZ NETO
et al., 2020; FERREIRA et al., 2021; THI et al., 2018). No entanto, mesmo neste caso,
supoe-se que a sequéncia gerada pelo método seja limitada. O objetivo desta subsecao é
introduzir condic¢oes suficientes para garantir a limitacao da sequéncia gerada pelo nosso

método. Vale ressaltar que este resultado é novo mesmo para problemas DC no cenario
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Fuclidiano. Para isso, consideramos as seguintes suposi¢oes no campo vetorial B e nos
parametros proximal p,. A partir de agora, vamos considerar o MPP substituindo a

condigao (2.4) pela condi¢ao mais fraca:
0< e < b. (2.21)

(A1) Dados x,y € M, existe uma constante L > 0 tal que ||lu— Py yv|| < Ld(x,y), para
quaisquer u € B(x) e v € B(y).
(A2) A sequencia de nimeros positivos {p} satisfaz Z L < 00.

k=0

Observagao 16. Vale a pena mencionar que a suposi¢io (Al) é uma extensao natural
da continuidade Lipschitz do gradiente da funcao DC para a diferenca de campos veto-
riais monotonos mazximais. Na literatura de algoritmo para fungoes DC' alguns trabalhos
tém considerado o caso nao suave onde f(x) = g(x) — h(x) com g,h fungées convezas,
possivelmente nao suaves e h uma funcio Ct, ou seja, h € diferencidvel e seu gradiente
¢ Lipschitz continuo; veja por exemplo (ARTACHO et al., 2018; ARTACHO; VUONG,
2020; CRUZ NETO et al., 2020; THI et al., 2018; SOUZA et al., 2016). No contexto
de campos vetoriais, a condi¢ao (A1) implica que o campo vetorial B é ponto-ponto. Por
outro lado, a suposicao (A2) nao € restritiva, pois o parametro W € escolhido livremente
satisfazendo 0 < W < b, para todo k € N; veja por exemplo (FERREIRA; OLIVEIRA,
2002; MOUDAFI, 2015)

Por uma questao de completude, apresentamos a seguinte ferramenta técnica que serd

usada posteriormente.

Lema 1. Sejam {0}, {Bx} e {yx} trés sequéncias de nimeros ndao negativos satisfazendo

et < (14 By)ax +vi. Se Z Pr < +oo e Zyk < 400, entao {oq} € convergente.
k=0 k=0

Demonstragao. Veja (POLYAK, 1987, Lema 2 pédgina 44). ]

Sob as afirmacoes (Al) e (A2), mostramos que a sequéncia gerada pelo MPP é limi-

tada.

Teorema 7. Se as suposicies (Al) e (A2) sdo vdlidas, entdo {d(x*,x*)} € convergente

para cada x* € S. Em particular, {x*} é limitada.
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Demonstracao. De (2.6), temos que exp;kl+1 y* € A (xF )

e consequentemente
Y~ € expert A (XK.

Isso significa que x**' =4 (y*) e por (2.5), temos
X = ]ﬁk(expxk ew™),

onde w* = B(x¥). Seja x* € S fixado e escolha w* € A(x*) N B(x*) tal que

X" = ]ék (expx* }‘LkW*)

Sendo A monoétono maximal pela Propositao 10, seu resolvente é firmemente nao-
expansivo. Assim, usando o fato que o resolvente do campo A é firmemente nao expansivo,

segue da Proposicao 9 que

A(x*x*) = d(J] (expye muew®), T4 (expy. wew™))

< d(expye pew®, exp,. w*).

Aplicando agora, a desigualdade triangular no segundo membro da desigualdade acima,

temos que

d(xk+17 X*) < d(expxk kak7 X*) + d(X*7 E€XPyx l’l‘kw*)

< d(x, %) + d(expe ew™, x5) + d(x*, exp,- ww”).

Segue da Observagao 5 que d(exp,« ew™, x¥) = e |[w¥|| e d(x*, exp,- mew*) = w|[w*||,
entao aplicando novamente a desigualdade triangular e em seguida usando a condicao

(A1) e o fato que a aplicacao transporte paralelo é uma isometria, obtemos

d(x*xT) < AR xT) 4 W+ | lwe|
< d(xk, x*) + uk(||wk — ka,x*w*H + [Pk W™ ||) + w||w*|
<A, x) (LA (xS, x) + [w* ) + pael|w* |

(1 + D) d(x*, %) + 2w |-
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Portanto, aplicando o Lema 1 com og, = d(x*,x*), Bx = Lux e v = 2 |[w|
levando em conta que (A2) é vélida, entao concluimos que {d(x*,x*)} é convergente e,

consequentemente {x*} ¢ limitada. O

O préximo resultado, mostra para a sequéncia gerada pelo MPP, um comportamento

cléssico do método do ponto proximal, que é lim d(x*™!, x*) = 0. Diferentemente da

, X
k——+o0

Proposigao 13, o resultado nao assume a limitagao da sequéncia ou a monotonicidade

forte do campo vetorial B.

Corolério 1. Se as suposicoes (Al) e (A2) sao vdlidas, entdo klim d(x* x*) = 0.
—400

Demonstragao. De (2.14), temos

1 _ _
H_dQ(Xk+17 Xk) < <uk+17 - eprkl+1 Xk> + <vk) - eXpXkl Xk+1>a
k

com uft! = B(x**!) e vk € A(xX).

Usando o transporte paralelo, temos que exp;kl+1 xk = —Pyer1 yx exp;k1 x**1 e entao,
L o ki1 _k k k+1 -1k
Ed (%) <[ Pyer v —w | [ exp e x|
Isso implica que
d(x XY < (Ve A+ D, (2.22)
tendo em vista que ||exp;k1+1 x¥|| = d(x*,x*) > 0. Como, pelo Teorema 7, {x*} é

limitada, temos pela Proposicao 6 que as sequencias {u*} e {v¥} sao limitadas. Portanto,

combinando (2.22) com (A2), temos que limy_, o d(x*™1, x*) = 0. O

2.2.3 Condicao suficiente para convergéncia total

Nesta subsecao, apresentamos uma condicao suficiente para obter a convergéncia total
da sequéncia gerada pelo nosso método. Sob as suposicao (Al) e (A2), provamos pelo

Corolério 1, que lim d(x*™,x*) = 0. Segue de (A2) que lim p = 0. Sendo que esta
k——+o0 k—+o00

sequéncia auxiliar de parametros é escolhida livremente satisfazendo algumas condigoes

adequadas, vamos toma-la de tal forma que ela nao vai a zero mais rapido que d(x**!, x¥).

Isso nos leva a seguinte condicao:
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(Xk—l—l7 Xk)

(A3) Suponha que lim =0.
k—o0

293

Observacao 17. Uma suposi¢ao semelhante foi considerada, por ezemplo, em (LEUSTEAN
et al., 2018) em espagos CAT(0) (que inclui variedades de Hadamard). Em (LEUSTEAN
et al., 2018), assume-se que a sequéncia {W} ¢ nao-crescente; veja (LEUSTEAN
et al., 2018, Condigio (C2)). Além disso, se a sequéncia {u} satisfaz Y o 1y = o0,
eles obtém que (A3) vale; veja (LEUSTEAN et al., 2018, Lemma 3.3). Em (MOUDAFI,

2015) a condi¢do (A3) também é assumida.

Provamos abaixo que todo ponto de acumulacao da sequéncia gerada pelo nosso
método é um ponto critico de A — B. Em seguida, mostramos que a sequéncia converge

para um ponto critico de A — B.

Teorema 8. Se as suposicoes (A1) — (A3) sao wvdlidas, entdo todo ponto de acumulagao

de {x*} é ponto critico de A — B.

Demonstragdo. Seja X € M um ponto de acumulagao arbitrario de {x*} (o mesmo existe
pelo Teorema 7), entdo existe {x¥} subsequéncia de {x*} tal que li}rgo x = x. Pelo
Coroldrio 1, temos que limj_,o Xt = X. Além disso, por (2.5) te]:mos whi = B(xM),
entao pela Proposicao 6, temos que {w"i} é limitada. Portanto, sem perda de generalidade,
podemos (se necessario) tomar uma subsequéncia {w*i} convergindo para Ww.

Sendo W% = B(x¥), pela monotonicidade de B, temos

k

(w 1‘,exp;k1j z) < (u,—exp, ' xM), u=B(z), Vz€ M,

Fazendo j — oo, obtemos que
(w,exp;z) < (u,—exp,'x), u=B(z), Vze M.

Pela maximalidade de B, segue que w = B(X).

Por outro lado, de (2.6), temos
1

u—kj exp 1Yo € A(x

kj+1)
9

.1 _ o L _
onde Yy = exp i W, Afirmamos que ,ll)m ™ eXpXklj LYY =W, e assim, W € A(X).
j—o0 [y,
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De fato,

1 _ _ _ 1 _ . A
Hu_k e><pxk1j+1 Yy — P g Wl < HH_k eprkle Y — kaj+17xkjwkl |
j j

—{-HPijH e wh — kajujv_\)H. (2.23)

Vamos provar que o lado direito da desigualdade acima se anula quando j — oo.

Primeiro, note que pelo fato que a aplicagao transporte paralelo é uma isometria e usando

1
que Wk = — exp kl] y¥i, temos para o primeiro termo que
X

i

1 _ _ .
I e Y = P w2 =

j
1 _ A 1 _ _ 1 _ . A
= I e 2 (e 0P )
j j j
1 1
= 5 <d2(ij+1,ykj) + d2(ykj s ij )) - 2—< eXp;kl].H ykj y kaj+1yxkjwki>.
"’ij ij

Usando mais uma vez a isometria do transporte paralelo e as seguintes igualdades

— —1
P« kj+1 (kaj+17xk-) =P« x eP x kj+1 (exp ks

y),x ) y],x] y],x x5 +1

k.]'+1

k) — —1
y 1) = TexXp X , segue que

1 _ _ .
| exp iy — Pogen iy W =

K;
1
— H_2<d2(xkj+1,ykj) +d2(ykj,xkj)>
K;
2 —1 K; k;
_lJv_k Pykj7xkj“(expxkj+1y ),Pykj7xkj+l(Pij+l7xkjW )
j
1

2 1
= —(a*(xMttyh 2 xMY) ) — 2 — Lkt po o (— ETLARY
},Lij <d (X 7y ) + d (U 7X )> ukj < expykj X 3 yk] ,Xkl ( ukj expxkj y )>

Sendo o transporte paralelo uma isometria linear, obtemos que

1 —1 .,k 1 -1 k; 1 —1 ks
Pykjyxkj (LL_kJ eXpij y )) = p,_ijykj’ij (expxkj y )> = —u—kj expyk]’ X',



Capitulo 2. Método do ponto proximal 41

implicando que

1 _ . .
Hu_eprkli“ ykl — PXk]-+1’ijwkl”2 =
k;
1 2 ki+1 o K 201,k & 1 1 ket 1 1k
= H_Q d®(x™ .y 1)—i—d(y X)) _211_ —expyij) ’—u—expyijl
kj k,j kj
1 1
— u—2 (dQ(ij—b—l,ykj) + dZ(ykj’ij)> _ Qu_2< eXp . Xk +1 eXp;klj ij>. (2‘24)
k; K;

K5+ Yk xK), temos

Do triangulo geodésico A(x
QP y9) 4 a2y, x9) — 2exp X9 exp ] ) < 2, x5

Usando a tltima desigualdade em (2.24), temos

! e K K; 1 ki+1 L Kj
Hu—hexpxkjﬂy J—kajﬂ’ijw )|| < u_kjd(x it xR,

Fazendo j — oo na desigualdade acima e usando (A3), segue que

1
lim || ——exp i, Y — P g1 g Whi || = 0. (2.25)
j—o0 p
Agora, observe que
HPij+17ijij — kajujv_\)“ = HP KL wh — P K1 kg (ka] ¥W H = HW ) — PX ; YV\)H

Como x* — X e wN — W fazendo j — co na igualdade acima obtemos

lim HP k+1 5 w ’—P k+17W|| =0. (2.26)

]4)00

Portanto, usando (2.25) e (2.26) em (2.23), temos

1
lim — exp_y, Ly =w.
j—o0 I"Lk

Usando agora a monotonicidade de A, temos que

1 _ . _
<H_ expx,}jﬂykl,expxklj+1 z) < (u,—exp, ' XM VueA(z), ze M.
k;
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Fazendo j — oo, obtemos
(w,exp;'z) < (u,—exp,'x), VYue€A(z), z€ M.
Pela maximalidade de A, segue que W € A(X) e assim W € A(X) N B(X) implicando
que X é um ponto critico de A — B, isto é, X € S. O
Mostraremos agora a converge total da sequéncia para um ponto critico de A — B.

Teorema 9. Se as suposicoes (A1) —(A3) sdo vdlidas, entio {x*} converge para um ponto

critico de A — B.
Demonstracdo. De fato, em virtude do Teorema 7 a sequéncia {x*} é limitada. Seja {x"i}

subsequéncia de {x*} tal que lim x* =x* € M. Assim,
j—00

lim d(x,x*) = 0.
)—0o0

Como x* é um ponto de acumulacao de {x¥}, segue do Teorema 8 que x* € S. Entao, pelo

Teorema 7, a sequéncia {d(x*,x*)} é convergente implicando que

lim d(x*,x*) = 0.
k—o0

Portanto, {x*} converge para x* € S, ou seja, {x*} converge para um ponto critico de

A —B.



Capitulo 3

Método do ponto proximal inercial

Neste capitulo, apresentamos um método de ponto proximal inercial (MPPI) para

resolver o Problema (2.3), ou seja,
encontrar x* € M tal que A(x*) N B(x*) # 0,

via generalizacao do MPP, estudado no capitulo anterior. Os resultados deste capitulo
encontram-se em (ANDRADE et al., 2022).

No cendrio linear, (ALIMOHAMMADY; RAMAZANNEJAD, 2016) propuseram um
algoritmo de ponto proximal inercial para a diferenca de operadores mondétonos maximais
baseado no método considerado por (MOUDAFI, 2015). Esses métodos sdo baseados
no operador resolvente e na aproximacao de Yosida. Vale ressaltar que no cenario li-
near nossos métodos sao diferentes dos algoritmos propostos em (MOUDAFI, 2008, 2015;
ALIMOHAMMADY; RAMAZANNEJAD, 2016).

3.1 Algoritmo MPPI

Lembrando que M é uma variedade de Hadamard de dimensao finita, A e B € X(M)
sa0 campos vetoriais mondtonos maximais com D(A) = D(B) = M, o conjunto solucao
de (2.3), isto é,

S ={x" € M;A(x*) N B(x*) # 0},

o conjunto dos pontos criticos de A — B é considerado nao vazio.

Baseado no MPP, temos o seguinte método do ponto proximal inercial:

43
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Método do ponto proximal inercial - MPPI
Passo 1: Dados um ponto inicial X € M, p > 0, vk € [0, %) e considere a,b > 0.

Defina x ! = x" e seja {1k} uma sequéncia de nimeros positivos tal que

Passo 2: Dado x* € M, defina d* =y exp_! x*~. Escolha
w* € B(x*) e defina y* := exp,x e (W* + d¥). (3.2)
Passo 3: Calcule x*™! € M tal que
K+1 1 1k
0e A(x“) — I»L_ exp i Y- (3.3)
K

Se x**! =xk ¢ d* = 0, pare. Caso contrério, defina k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observacao 18. Observe que se yi = 0, para todo k € N no MPPI, entdo d* = 0 e
(3.2) se torna

wk € B(x*) ey® = exp o ew®.

Neste caso, o0 MPPI reduz-se ao MPP. Sendo, x*" € M definido como (3.3), se B(x) =
oh(x) e A(x) = 0g(x), onde g,h: M — R sdo fungdes convexas, entio (3.3) é equivalente
a

1
k+1 __ : 2 k
X = arg){reuhq{g(X) + _ukd (%, y )k

Portanto, vemos que neste caso, o MPPI torna-se o MPP para funcoes DC' proposto por
(SOUZA; OLIVEIRA, 2015). Assim, MPPIL com vy, = 0, para todo k € N, é uma ge-
neralizacdo do MPP e pode ser visto como uma extensao a diferenca de campos vetoriais
mondtonos mazimais do método considerado em (SOUZA; OLIVEIRA, 2015) para dife-
renca de fungoes convexas. Neste caso, nosso método € diferente dos métodos reqularizados
para a diferenca de operadores mondtonos mdzximos propostos por Moudafi (MOUDAFI,
2008, 2015) na configuracao linear.

Proposigao 14. As sequéncias {y*} e {x*} geradas pelo MPPI sdo bem definidas. Além

disso, se Xt =x* ¢ d* =0 o MPPI para em um solucdo de (2.3).
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Demonstragdo. A boa definicao das sequéncias {x*} e {y*} segue da Proposicao 11. Para

a prova da segunda parte, temos por (3.2) e (3.3) que
1 _ 1 _
—expry*—d € B(x*) e —expliy*e AR,
Hi Hi
Assim, se x**! = x* e d* =0, obtemos

1 _ 1 _
—expry“ €B(x*) e —exply*eA(XN).
Hi Hic
1
Portanto, — exp_! y* € A(x*) N B(x*), isto ¢, A(x*) N B(x*) # 0 e consequentemente
Hi

x* é uma solucdo de (2.3). a

Agora, apresentamos uma andlise de convergéncia para o MPPI para a diferenca
de campos vetoriais monétonos maximais (que é um campo vetorial possivelmente nao

monotono).

3.2 Analise de convergéncia: caso possivelmente nao
mondtono

O objetivo desta secao é estudar as propriedades de convergéncia do MPPI . A partir
de agora, consideramos {x*} a sequéncia gerada pelo MPPI e assumimos que x**1 #£ x¥,
para todo k € N. Agora vamos estabelecer suas propriedades de convergéncia. Semelhante
ao M PP, provamos a seguinte proposicao que desempenha um papel importante na analise

de convergéncia do MPPI .

Proposicao 15. Suponha que A ou B é p-fortemente mondtono. Entao,

1
(p + B) d(Xk+1,Xk) < HPXk,Xk+1Uk+1 —VkH + gd(xkaxkil)v (3.4)

para quaisquer V€ € A(xX) e ukt! € B(x*+1).

Demonstracao. Vamos supor que A é mondtono e B é p-fortemente mondtono. O outro

caso é analogo. Por (3.2) e (3.3), temos

1 1
™ expry* —d“ e B(x*) e —expliy*e AR
K K
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Dado x € M, como B é p-fortemente monotono, entao

1
<M_ exp;klyk — d¥, exp;k1 x) — (u, —exp, ' x*) < —pd?(x,x*), VueB(x). (3.5)
Kk

Segue da monotonicidade de A que

1
—1 k —1 —
(— exp i1 Y™, eXp i X) < (V, —expy

I Vv e Ax). (3.6)
Hk

Tomando x = x**! em (3.5), x = x* em (3.6) e somando essas desigualdades, temos

1
—[{expli y* — d*, exply

Kkt
M )t

(exp iy, exp il X)) <
(3.7)

<uk+1

T eXp;kl-H Xk> + <vk — €XpP, k1 k+1> de (Xk+17 Xk) + <dk7 eXp;kl Xk+1>7
para quaisquer v* € A(x*) e Ut € B(x*1). Seja A(y¥, x*, x*1) o tridngulo geodésico

k+1)

com 0 = é(exp;kl yk, exp;k1 X . Entéo, pelo Teorema 3 (Teorema de comparagao para

triangulos), temos

d?(y*, x*) + d?(x*,x ) — 2(exp !l Y exp i XM < d(y* ). (3.8)
Similarmente, para o triangulo geodésico A(y*, x*™1 x*) com 6 = Z(exp;kl+1 yk, exp;kl+1 x5)
temos

d*(y*, x ) + @ (M xM) — 2(exp L y* exp il xF) < Ay xF). (3.9)

Adicionando (3.8) e (3.9), obtemos
d?(x* xR < (exp;kly ,eXp_ X<+ (exp;}Hyk,eXp;}H x*). (3.10)

Sendo . > 0, para todo k € N, e usando (3.10) em (3.7), temos

idQ(ka’Xk) <
M

<uk+1, _ eXp;le Xk> + <Vk _ eXp k k+1> de (er-i-l7 Xk) + <dk’ eXp;kl Xk+1>.

(3.11)
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Assim, usando o fato que 0 < . < b, obtemos

1
(p + E) A2 (T XR) < (UM —exp L xF) 4 (v —exp XY 4 (dF exp il xETY),

(3.12)
para quaisquer v € A(x*) e uktt € B(x**1).
Por outro lado, usando as propriedades de transporte paralelo, temos que
exp, Lkt = — Py xki1 exp;kl+1 x e, consequentemente,
(W —exphy XY 4 (VS —exp P xFT) = (P enuf T = vE exp ! kM),
Portanto, usando este fato em (3.12), tem-se
1
(p + B) d* ("1 x*) < (P e u® T — v 4 dF exp XM, (3.13)

para quaisquer V¥ € A(x*) e uk+! € B(x*+1).
Aplicando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade triangular em

(3.13), temos

1
(o4 3 ) @000 € (a0 ¥ ) s o+

para quaisquer v € A(x*) e uktt € B(x**1).

Usando o fato que, em variedades de Hadamard, temos || exp_/ x**!|| = d(x**!,x*) e

k—l”_ ( k k 1)

[d¥|| = Iy exp i x Yid segue que

1
(p + B) AT xF) [P et T — V8| - yped (x4, x4,
para quaisquer v € A(x¥) e ukt! € B(x**!). Portanto, o resultado segue usando o fato
que vy € [0, 5). L

Observacao 19. Relembramos que, embora em nossa prova precisamos da monotoni-
cidade forte de apenas um dos campos vetoriais A e B, wvale a pena mencionar que a

monotonicidade forte de A e B nao € uma suposicao restritiva, veja Observagdao 13.

Mostramos também, que a distancia Riemanniana entre duas iteradas consecutivas

do MPPI tende para zero quando k tende para oo, que é uma propriedade classica de
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métodos de pontos proximal.

Proposicao 16. Suponha que {x*} € limitada, entio existem constantes L,M > 0 tais

Ve < L e limsupd(x*™,x*) = M, para quaisquer v¢ € A(x*),

k—o0
uktt € B(x*™1) para todo k. Além disso, se A ou B € p-fortemente mondtono e

que [Pk yeriu® Tt

p 1
—+—-|M>L 3.14
(2 + b) : (3.14)
entdo lim d(x*** x*) = 0. Consequentemente lim ||d*| = 0.
k—00 k—00

Demonstragdo. Como {x*} é limitada segue da maximalidade de de A e B (veja Pro-
posicdo 6) que existem constantes K, Ky > 0 tais que [V¥]| < K; e |[u¥|] < Ky para todo

k. Assim, pela desigualdade triangular, temos
[Py it W — VFI| P el 4 V5l
Usando o fato que a aplicacao transporte paralelo é uma isometria, temos
P e u T — V¥ < L= Ky + Ky, (3.15)

para todo k, e consequentemente, a desigualdade esté provada. Por outro lado, sendo {x*}

k+1 k+1 Xk).

x*)} é limitada. Denote por M = lim sup d(x

k—o0
Assuma por contradigdo que M > 0 e, suponha que A ou B é p-fortemente monétono

limitada, entao a sequéncia {d(x

com p > 0 satisfazendo (3.14). Assim, combinando (3.4) e (3.15), temos

1
(p+g) A(x* x%) < HkaH,kak—ukHH+gd(Xk,Xk_1) L+ d( k X&),

1
Tomando o limsup na desigualdade acima, isso implica que (g + E) M < L, o que é
k—o0

uma contradicao. Portanto, a afirmacao esta provada. Portanto, hm d(x**. x*) = 0.

(k kl)

Consequentemente hm |d¥|| = hm vk expd x* 7| = hm Yid = 0, onde foi

K xk=1) B)‘ ]

usado o fato que d(x 5

= || exp_s X* ! e v € [0,

Observagao 20. Semelhante ao que foi comentado na Observagao 14, se A(-) = 9g(-)
e B(-) = Oh(:) com g e h fungdes converas e, consequentemente A e B sao campos

vetoriais mondtonos mazimais. Sendo f(x) = g(x) —h(x), entao (3.14) € substituida pela
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limitagdo inferior de f. No entanto, a prova ainda seque de uma desigualdade como (3.4),
mais precisamente, %d2(xk+1,xk) < f(x%) — f*, onde f* = infyem f(x); veja (SOUZA;
OLIVEIRA, 2015, Proposi¢ao 5). Lidando com campos vetoriais mondétonos mazimais
gerais, vale a pena mencionar que a condi¢ao (3.14) ndao € restritiva porque o parametro

p pode ser tomado grande o suficiente para que (3.14) seja vdlida; veja Observagao 13.

3.2.1 Analise de convergéncia parcial

Nesta subsecao, apresentamos resultados de convergéncia parcial para o MPPI. Na
subsecao seguinte, apresentamos resultados de convergéncia total para MPPI para o
caso mais geral de diferenca de campos vetoriais monétonos em variedades de Hada-
mard. Além disso, introduzimos uma suposicao sobre o parametro proximal {}, sobre

k k-1

a sequéncia {y,d(x",x* ')} e uma continuidade Lipschitz de B para obter convergéncia

total da sequéncia para um ponto critico de A — B.

Teorema 10. Suponha que {x*} € limitada e A ou B € p-fortemente mondtono. Entao,

todo ponto de acumulacdo de {x¥} é um ponto critico de A — B.

Demonstracdao. Considere x, um ponto de acumulacao de {x*}, e seja {x*} subsequéncia
de {x*} convergindo para x. Sendo {u} e {y*} limitadas, podemos tomar sem perda de
generalidade subsequéncias {;} e {y%} convergindo respectivamente para w e y. Pela

kj+1

Proposi¢ao 16, temos que x — X. Segue por (3.2) que

1 1.k K k;
u—kjexpxkjy i —dY e B(x9).

Pela monotonicidade de B, temos

1 —1 K K; —1 —1 K
<FL_k] exp g Y — d S exp_ z) < (u,—exp, x9), VYue B(z), ze M.

Fazendo j — 400 na tltima desigualdade e usando a Proposicao 1, obtemos

1
<:L exp,y,expy z) < (u,—exp,'x), Yu€B(z), ze M,

e consequentemente, pela maximalidade de B, temos

1
o exp, 'y € B(x). (3.16)
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Agora, de (3.3), temos

1 —1 K; ki+1
u—kjexpxkﬁly e A(XTT).

Similarmente, pela monotonicidade de A, temos

1
—1 k; —1 —1
(—exp g Y7, exp .1 z) < (u,—exp, x

kj+1>
Hi;

, YueA(z), Vze M,

e fazendo j — +o00, obtemos que

1
<:L expyly,exp,tz) < (u,—exp, 'x), VYuc€ A(z), Vz€ M.

Segue da maximalidade de A que

1
Eexpgly € Ax). (3.17)

1
Portanto, de (3.16) e (3.17), temos :Lexp,jly € A(x) N B(x) o que significa que (2.3) é

satisfeito, isto é, x é ponto critico de A — B. O

Observagao 21. Assim como no Teorema 6 a suposicao de p-forte monotonicidade de

k

A ou B foi usada na prova do Teorema 10 apenas para garantir que se X9 — X com

kj+1

j — 00, entao x — x. Em outras palavras, a hipdtese acima foi assumido para aplicar

k+1,Xk)

a Proposicao 16, ou seja, para obter que klim d(x = 0; veja Observagao 15.
—00

3.2.2 Condicoes suficientes para a limitagao

Como mencionado no Capitulo 2, recentemente, alguns trabalhos comprovaram a con-
vergéncia de toda a sequéncia para diversos métodos aplicados a fungoes DC supondo a
propriedade Kurdyka-Lojasiewicz da fun¢ao objetivo; veja (ARTACHO; VUONG, 2020;
CRUZ NETO et al., 2020; FERREIRA et al., 2021; THI et al., 2018). No entanto, mesmo
neste caso, supoe-se que a sequéncia gerada pelo método seja limitada. O objetivo desta
subsecao ¢é introduzir condicoes suficientes para garantir a limitacao da sequéncia gerada
pelo nosso método. Vale ressaltar que este resultado é novo mesmo para problemas DC

no cenario Euclidiano. Para isso, vamos considerar nesta se¢cao o MPPI substituindo a
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condigao (3.1) pela condi¢ao mais fraca:
0< e <b. (3.18)

Consideramos também as seguintes suposicoes sobre o campo vetorial B, os parametros

proximal py e a sequéncia de nimeros nao negativos {y,d(x*,x* 1)}

(A1) Dados x,y € M, existe uma constante L > 0 tal que ||[u — PxyV|| < Ld(x,y), para

quaisquer u € B(x) e v € B(y).

(A2) A sequéncia de numeros positivos { } satisfaz Z L < 00.
k=0

(A3) A sequéncia {yrd(x*,x*"1)} é limitada.

Observacao 22. Como mencionado na Observacio 16, (Al) é uma suposicao do tipo
Lipschitz para campos vetoriais, ou seja, a suposi¢cao (Al) € uma extensao natural da
continuidade de Lipschitz do gradiente da funcao DC para a diferenca de campos vetoriais
mondtonos maximais. No contexto de campos vetoriais, a condicdo (Al) implica que o
campo vetorial B € ponto-ponto. Jd, a condi¢ao (A2) € uma suposicao classica em métodos
de pontos prozimal; veja por exemplo (FERREIRA; OLIVEIRA, 2002). Lidando com
funcoes DC tem sido natural supor a limitacao da sequéncia para diferentes métodos;
veja por exemplo (SOUZA; OLIVEIRA, 2015; MA]NGE; MOUDAFI, 2008, OLIVEIRA;
TCHEOU, 2019; ARTACHO; VUONG, 2020; CRUZ NETO et al., 2020; FERREIRA
et al., 2021; THI et al., 2018; ALMEIDA et al., 2020; BENTO et al., 2015). Alguns
trabalhos substituiram essa suposicao pelo conceito de desiqualdade Kurdyka-Lojasiewicz;
veja por exemplo (ARTACHO; VUONG, 2020; CRUZ NETO et al., 2020; FERREIRA et
al., 2021; THI et al., 2018). Aqui, consideramos a suposi¢ao de limitagdo (A3) para obter
que {x*} € limitada. E bastante natural porque vy € [0, £), para todo k € N, e 0o método do
ponto proximal e suas variantes geralmente tém a propriedade que {d(x*,x*71)} converge

para zero.

Teorema 11. Suponha que S # (. Se as suposicoes (A1), (A2) e (A3) sao vdlidas, entdio

{d(x*,x*)} € convergente para cada x* € S. Em particular, {x*} ¢ limitada.

Demonstragio. Por (3.3), temos que exp_l,, y* € weA(x**!) e consequentemente

yk € eXPyk+1 LLkA(Xk+1).
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Isso significa que x**' = J (y*) e de (3.2), temos
X =T (expy (W + ")),
onde w* = B(x¥). Seja x* € S fixado e escolha w* € A(x*) N B(x*) tal que
X" =7, (exp,. mew®).

Como A ¢é monodtono maximal, pela Proposicao 10, seu resolvente é firmemente nao

expansivo. Assim, da Proposicao 9, temos

d(x*x*) = d(JR (expye p(W + d¥)), T4 (expy. ew™))

< dlexpyx (WS 4+ d5), exp,. ww™).
Aplicando a desigualdade triangular, segue que

A x*) < d(expyr p (W + dF),xF) + d(x*, expy. pew®)

< d(x, %) + d(expe (W 4+ d%), %) 4+ d(exp,. pwow™, x*).

Sabemos pela Observacao 5, que d(exp,« pe(W* + d*),x*) = w[|w* + d¥|| e
d(x*, expy. W) = py||[w*||, entao aplicando novamente a desigualdade triangular e
em seguida usando a condi¢ao (A1) e o fato que a aplicacao transporte paralelo é uma

isometria, obtemos

d(x* x*)

d(x*, %) + W+ d¥|| + puclw? |

N

d(x, %) + (W' = P oW | 4 [P oW+ [[5]) + pc[w” |

N

d(x*, x*) 4 e (Ld(x*, x*) + [[w*|| + [[d*[]) + p|[w*]]

(14 meL)d(x™, x*) 4 peyed (X, %) + 2w

Agora aplicando o Lema 1 para as sequéncias numéricas o = d(x*,x*), Bx = Lux
e N = weyrd(x, x* 1) + 2w ||[w*|| e levando em conta que (A2) e (A3) sdo validas,

concluimos que {d(x*,x*)} é convergente. Consequentemente {x*} é limitada. O
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O corolario abaixo apresenta uma importante propriedade, que é um comportamento
classico do método do ponto proximal. A sequéncia gerado pelo MPPI satisfaz a seguinte
propriedade: lim d(x*"!,x*) =0. O resultado nao assume a limitacao da sequéncia ou

k—+00

a monotonicidade forte do campo vetorial B como na Proposicao 16.

Corolario 2. Se as suposicoes (Al), (A2) e (A3) sao vdlidas, entdo

Demonstragao. De (3.11), temos

1
) < el X4 (el X+ (¥, et ),
k

uktl = B(x**1) e vk € A(xN).

Usando o transporte paralelo, temos que exp_! X" = =P, i1 exp_, x* entdo,
Lo ki1 k k K+
—d?(x* %) < (P et v 1 d ,€Xp_ b ).
Hi ’

Aplicando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1 _
™ A? (XM xF) <[Py e T —vE 4 dN|| [lexpl X<
K

Isso implica que

d(x* %) < ([ + [VE) A+ yd(xE X)), (3.19)

k+1|| (Xk+1,xk) > 0.

onde foi usado o fato que || exp_;

Segue do Teorema 11, que {x*} é limitada, entao pela Proposicao 6 e (A3) as sequéncias
{uk}, (v} e {yrd(x®, x* 1)} sdo limitadas. Portanto, fazendo k — oo em (3.19) e usando
(A2), temos que lim d(x** x*) =0. O

k——+o0

3.2.3 Condicao suficiente para convergéncia total

Nesta subsecao, apresentamos uma condicao suficiente para obter a convergéncia total

da sequéncia gerada pelo MPPI. Sob as suposicoes (Al), (A2) e (A3) provamos que
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lim d(x** x*)

= 0 que é um comportamento classico do método do ponto proximal.

Segue de (A2) que klim ue = 0. Uma vez que esta sequéncia auxiliar de parametros é
——+00

escolhida livremente satisfazendo algumas condig¢oes adequadas, como feito no capitulo 2

k+1 Xk)

vamos tomé-la de tal forma que ela nao véa a zero mais rapido que d(x . Isso nos

leva a seguinte condigao:

(A4) Suponha que lim
k—o00 8873

Sabemos pelo Teorema 11 que a sequéncia gerada pelo MPPI é limitada, ou seja, possui

pontos de acumulacao. No teorema abaixo, provamos que todo ponto de acumulacao da

sequéncia gerada pelo MPPI é um ponto critico de A — B.

Teorema 12. Se as suposicoes (Al) — (A4) sao vdlidas, entao todo ponto de acumulacdo

de {x*} é ponto critico de A — B.

Demonstracdo. Seja X um ponto de acumulacao arbitrario de {x¥}, o qual existe pelo
Teorema 11. Seja {x} uma subsequéncia de {x*} tal que x — X. Pelo Corolério 2, temos

j+1

que lim x*' =x. Além disso, por (3.2) temos W% = B(x¥), entdo pela Proposicio 6,

j—o00
segue que {w¥i} é limitada. Portanto, sem perda de generalidade, podemos (se necessario)

tomar uma subsequéncia {W*} convergindo para w.

Como w" = B(x") da monotonicidade de B, temos

k

(w ",exp;kl], z) < (u,—exp, ' xM), VYu=B(z), z€ M.

Fazendo j — oo, obtemos
(W, exp;'z) < (u,—exp,'X), u=B(z), Vz€ M.

Pela maximalidade de B, segue que w = B(X).

Por outro lado, segue de (3.3) que

1 —1 k; kj+1
H_kjeprijy (S A(X ) )7

onde Yy = exp i i, (WS + dM).
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1
Afirmamos que lim — exp_ ' yM =W, e assim, W € A(X).
j—roo My
Com efeito,
1

||H—k exp;kljﬂ ykj — Pij+1XWH g
j

Huikjexp LY P g (WS )| [P (W 4 ) — P 9]l
(3.20)
Vamos provar que o lado direito da desigualdade acima se anula quando j — oo.
Primeiro, note que pelo fato que a aplicagao transporte paralelo é uma isometria e usando

1 .
que wki + db = H_ exp;klj ykl, temos para o primeiro termo que
k;

1 _
||u—eXpXk1ij —P K51 K (w 5 dh H2
kj

= exp oy e expd yP ) — 2 (ex P g (W dY)
= },L]2<j P x+1 Y ij P Y ™ P k+1y 5N

1 1

(0 @y 19) ) = 2o (exp i v P w9+ 90 ),

)

Novamente pela isometria do transporte paralelo e as seguintes igualdades

| (Pk+1 k)—Pk ke P ok ks ( pk yki>:—exp xf+l , segue que

Y Xt yI,x yIxT x5 41

1 _ . _ _
l— exp_d 1y =Pl g (W + d9)|* =

Hi;
= 1 <d2( k+1;ykj)+d2(ykjyxki)>
”k
2
_u—k<Pykj7ij+l (eXp;kll+1 yk))7PykJ Xk]+l(P k +1 k ( k] + dkj))>
j

1 2 1
= a?(xM Tty + d*( ki,xki)> ——<—exp XN P ok (—exp & k")>.
Hk < Y Y Hik; yIxD M, 5 Y

Como o transporte paralelo uma isometria linear, obtemos que

1 1) L k) L —1 Kk
Pyki,xkj (H_k] eprkj U ]) - H»_ijythkj (eprkj U ]> - _I,l_kl eXpykj X ]7
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implicando que

1 _
P ¥ = Py g W+ a9 =
k;
1 2 ki+1 k; 2 K; K; ]' —1 _ki+1 1 Jk;
= — T YY) +dH YT, %) ) —2—( —exp i X9, ———exp X
I"ij I‘”Lk.j Y "'Lk] !

1 1
= (dQ( Syl + dz(ykj,xkj)) — —< exp_y X9 exp_ ij>- (3.21)
FLk

Pelo tridngulo geodésico A(x®™1 y*, xM), temos

d2(xk]-+1’ykj) + d2(yk]- ) o 2<6Xp k +1 eXp;klj ij> < dQ(ijJrl,ij).

Usando a tltima desigualdade em (3.21), temos
! > K5 K; K; 1 Ki+1 Uk
HEGXpijHU i _kaiﬂ,xki (W i+ d ))H < Ed(x it x J)_
] )

Fazendo j — oo na desigualdade acima e usando (A4), obtemos

1
lim H—expkHy — P g (W 5 4 d)|| =o0. (3.22)
j—o0 LL

Agora, usando o fato que P K % =Py ok (P 3 ,), a isometria do transporte pa-

ralelo, a desigualdade triangular, (A1) e ||dkl|| = [y exp X9 =y d (X9,
temos que
”Pk+1 k( ’—l—dk) Pk+17W|| —||Pk+1 k( ]—l—dk) Pk+1 k(Pk7W)||

=|wh +d% —P_, _W||

X ),X
< Wk =P g W[+ [d¥|

< LA(x9, %) + i A, 1),

Pelo Corolario 2, temos que lim ykjd(xki,xki_
j

') = 0. Assim, fazendo j — oo na
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desigualdade acima e usando o fato que x¥ — X, obtemos
lim [|P k1 i (W +d¥) = P i W] = 0. (3.23)

j—o0

Fazendo j — oo em (3.20) e, usando (3.22) e (3.23), temos

1 .
lim — exp L ykl =W.
j—roo Wi x

Usando agora a monotonicidade de A, temos que

1

—1 K; —1 —1
(— €XP_k+1 Y75 €XD_ k541 z) < (u,—exp, X
k;

kj+1>

Fazendo j — oo, obtemos

(w,exp;'z) < (u,—exp,'x), Yue€A(z), z€ M.

, YueA(z), ze M.

Pela maximalidade de A, segue que w € A(X), e portanto, w € A(X) N B(X) implicando

que X é um ponto critico de A — B, isto é, X € S.

]

Mostramos no teorema abaixo que a sequéncia gerada pelo MPPI converge para um

ponto critico de A — B.

Teorema 13. Se as suposicoes (Al) — (A4) sdo vdlidas, entdo {x*} converge para um

ponto critico de A — B.

Demonstragao. Com efeito, segue do Teorema 11 que a sequéncia {x*} ¢ limitada, entao

existe {x®} subsequéncia de {x*} tal que lim x* = x*. Assim,
] —0

lim d(x",x*) = 0.
j—o00

Como x* é um ponto de acumulacdo de {x*}, segue do Teorema 12 que x* € S. Entao,

pelo Teorema 11, a sequéncia {d(x*,x*)} é convergente implicando que

lim d(x*,x*) =0.
k—o0

Portanto, {x¥} converge para x* € S, ou seja, {x} converge para um ponto critico de

A — B.

]
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3.3 Analise de convergéncia: caso mondtono

Ressaltamos que o MPPI é novo, no cenario de Hadamard, mesmo para resolver
campos vetoriais mondétonos. Portanto, consideramos uma versao mondétona do MPPI
fazendo B(x) = 0. Entao, o MPPI se torna o seguinte:

MPPI: versao monétona - mMPPI

Passo 1: Dados um ponto inicial x” € M, yy € [0,5) e considere a,b > 0. Seja {p}

0

uma sequéncia de ntimeros positivos tal que 0 < a < w < b. Defina x ! = x°.

Passo 2: Dado x* € M, defina d* =y exp x* ' e

Yy~ = expe wed®. (3.24)

Passo 3: Calcule x**! € M tal que

1
0cA(x) — ™ exp i y~. (3.25)
k

Se x*t1 =xk e d* = 0, pare. Caso contrério, defina k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

O objetivo desta secao é estudar as propriedades de convergéncia do mMPPIL. Como
o problema agora é mondtono é natural que obtenhamos os mesmos resultados que na
versao possivelmente nao mondtona sob suposicoes menos restritivas.

Para provar a convergéncia do mMPPI vamos considerar A~1(0) C M o conjunto de

singularidades de A e assumir que A~1(0) # 0, ou seja,
AH0)={xeM; 0 A(x)} #0.

Nesta secao, também consideramos a seguinte condicao:

[e¢]

Zykd(xk,xk’l) < 0. (3.26)
k=0
Observacgao 23. Em espagos de Hilbert, (ALIMOHAMMADY; RAMAZANNEJAD, 2016;
KHATIBZADEH; RANJBAR, 2015) consideram (3.26), isto €, Y % Yi|[x*—x*"!{| < oo.
Uma suposi¢ao semelhante foi considerada, por exemplo, em (ALVAREZ; ATTOUCH,

x* 1% < o0.

2001, Teorema 2.1), onde assume-se que Y p o Yi|[x* —

Os préximos resultados garantem que a sequéncia {x*} gerada pelo mMPPI converge
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para uma singularidade de A.
Teorema 14. A sequéncia {d(x*,x*)} € convergente para cada x* € A=1(0) e, em parti-
cular, {x*} € limitada.

k+1)

Demonstracao. Por (3.25), temos que exp;kl+1 y* € mA(x e consequentemente

y* € expen A (XK.

Isso significa que x**1 = ﬁk (y*) e por (3.24), temos y* = exp,« wed* implicando que
X =8 (expr (ped®)).

Seja x* € A~1(0) fixado, entao 0 € A(x*) tal que

X" = ]f}k(expx* w0) = ]ﬁk(x*).

Como A é mondétono maximal, pela Proposicao 10, seu resolvente é firmemente nao

expansivo. Assim, pela Proposition 9, temos

d(x 1 x*) = d(JR (expye ed®), I (x¥))
< d(expye ped®, x*)
< d(x*,x*) + d(expye pied®, x*)

A(x*, x*) + || d¥|

d(xk7 X*) + Hkka(Xk, Xk_l)a

onde a desigualdade triangular foi aplicada e o fato que M é uma variedade de Hadamard,
ou seja, d(expy pcd®, x*¥) = [l exp ! (expyw e d®) || = pucl|d¥]].

Portanto, aplicando o Lema 1 com oy = d(x*,x*), Bx = 0, Nc = weyed(x®, x5 1) e
levando em conta que Y o Vied(x*,x*71) < 0o e {p} ¢ limitada, segue que {d(x*,x*)} é

convergente. Consequentemente {x*} é limitada. O

Corolario 3. A afirmacao a sequir € vdlida
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(Xk+1)

1
Demonstragao. Por (3.25), temos que H_ exp;kl+1 yke A e seja x* € A~1(0), con-
k

sequentemente pela monotonicidade de A temos que

1
(— eXp;klﬂ Uku eXp;k1+1 x*) < (0, — expy- - k+1> 0. (3.27)
293

Seja A(y*,x*™,x*) o triangulo geodésico com 6 = Z(exp_, y*, exp_, x*), entdo pelo

Teorema 3
d?(y*, x4 d?(x* T x) —2<exp;k1+1y , €Xp LX) < diyR xt). (3.28)
Sendo e > 0, segue de (3.27) e (3.28) que
d2(9k7xk+1) + d2(Xk+1,X*) < dQ(yk,X*)- (329)
Pela desigualdade triangular, temos que
d*(y*,x*) < Ay, xF) + d(x, )12 = d*(y*, %) + 2d(y"*, x)d(x®, x) + d?(x*, x"),
(3.30)
entao por (3.29) e (3.30), segue que

d®(y* X < APy x) 4 2d(y < X d (xS xT) + [ (x5, x) — @2 (T x)]L (3.31)

Sendo y* = exp,x wed®, temos d(y*,x*) = weyrd(xk, x*71) entao klim d(y*, x*) = 0.
—00

Assim, fazendo k — oo em (3.31) e usando o fato que {d(x*,x*} é convergente, obtemos

khm d(y*,x**) = 0. Entdo, usando desigualdade triangular, temos que
—00
lim d(x*,x*) < lim [d(x*"!,y*) + d(y*, x)] = 0.
k—o00 k—o00
Portanto, lim d(x*™! x*) =0. O
k—o0

Teorema 15. A sequéncia {x*} gerada pelo mMPPI converge para uma singularidade de

A.

Demonstracao. Em virtude do Teorema 14 basta mostrar que todo ponto de acumulacao
de {x*} pertence a A=1(0). De fato, se x* é um ponto de acumulacio de {x*} que pertence

a A71(0), entdo existe uma subsequencia {x*} convergindo para x*, logo {d(x",x*)}
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converge a zero. Como pelo Teorema 14, temos que {d(x*,x*)} é convergente, entdo
{d(x*,x*)} converge para zero, e consequentemente, {x*} converge para x* € A=1(0).

Agora, provaremos que um ponto de acumulacao arbitrario X de {x*} pertence a A=1(0).

Seja {x%} uma subsequéncia de {x*} tal que lim x* = X. Pelo Coroldrio 3, temos que
j—o0

lim x4+ =x.

)—0o0

Como y* = exp,« med®, temos que d(y*, x*) = weyd(x®, x*1), entao

lim d(y*,x*) = 0. Assim, lim d(ykj,x}‘) = 0, entdo lim y* = X. Pelo item (i) da

k=00 j—+oo j—roo

Proposigao 1, segue que lim exp;kle Y% = expy'x = 0. Sendo {my;} limitada, temos
)—+o00

que

. 1 _ .

lim — exp k1]-+1 yY =0.
j X
j—+o00 Lij

1
Usando agora a monotonicidade de A para — exp;klj+1 yk e A(xM ), temos
k;

1
—exp L yMexp L z) < (u,—exp XM vYue A(z), ze M.
Hi; Kt Y X z
)

Fazendo j — 400 na tltima desigualdade e usando a Proposicao 1, temos que

(0,expylz) < (u,—exp,'X), VucA(z), z€ M.

Portanto, a maximalidade de A implica que 0 € A(X), isto é, X € A~1(0). H



Capitulo 4

Experimentos numeéricos

Neste capitulo, realizamos alguns experimentos numéricos para ilustrar nossos resul-
tados tedricos. Usamos os métodos do ponto proximal para resolver diferentes problemas.

Os experimentos numéricos sao codificados em MATLAB R2020b em uma maquina
com Intel(R) Core(TM) i7, CPU de 2,3 GHz e 8 GB de memdria. Consideramos exemplos
em uma variedade de Hadamard genuina (com curvatura diferente de zero) e no cendrio
Euclidiano. No contexto de Hadamard, usamos o pacote para otimizacao em variedades
"MANOPT”; veja (BOUMAL et al., 2014). O critério de parada usado foi d(x**!,x*) < €
ou o numero de iteracoes atingir “maxiter”. Este critério também ¢é usado no contexto
Euclidiano onde a distancia Riemanniana ¢ a norma FEuclidiana. Para cada exemplo
abaixo, executamos o algoritmo 100 vezes usando diferentes pontos de partida aleatdrios
e consideramos diferentes dimensoes. Em todos os exemplos, comparamos o desempenho
do método com diferentes escolhas do parametro py.

Antes de apresentar os exemplos, vamos definir a variedade de Hadamard que consi-
deraremos na sequéncia. Referimos a (ABSIL et al., 2009) para mais detalhes.

Sejam P™ o conjunto das matrizes simétricas, P o cone das matrizes simétricas semi-
definidas positivas e PT, o cone das matrizes simétricas definidas positivas n x n. Seja

M := (P}, (-,-)) a variedade Riemanniana dotada da métrica Riemanniana dada por
(U, V)x = tr(VX'UX), XeM, U,V € TxM,

onde tr(X) denota o traco de X € P™ e TxM ~ P™, com a correspondente norma denotada

por || . ||; veja (ROTHAUS, 1960). Neste caso, para quaisquer X, Y € M a tnica geodésica

62
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ligando esses dois pontos é dada por:
,Y(t) — X1/2 (X_1/2YX_1/2)tX1/2,Y/(0) — X1/2 IH(X_l/zYX_1/2)X1/2,

t € [0, 1], veja, por exemplo,(NESTEROV; TODD, 2002) e (BENTO et al., 2015). Mais
precisamente, M é uma variedade de Hadamard, veja, por exemplo, (LANG, 2012, Te-
orema 1.2., pagina 325). Pode-se calcular a curvatura de M e verificar que ela possui
curvatura nao constante; veja (LENGLET et al., 2006, pagina 428).

A aplicacio exponencial expy : TxM — M e sua inversa expy ' : M — TxM sdo dadas

da seguinte forma
expy V = XV/2XTIVXTEX1/2 g 1Y = X210 (X 2V X /2) X2,

veja (BHATTA, 2009, Capitulo 6) e (BOUMAL, 2022, Capitulo 11).

Neste contexto, para gerar as matrizes aleatérias usamos o comando ”"manifold.rand”.
Os subproblemas sao resolvidos usando a rotina ”steepestdescent” com o loop interno
parando se a norma do gradiente for menor que € = 107 ou o ntmero de iteracoes

atingir “maxiter = 1000”.

Problema 1. Consideramos o problema de minimiza¢do convexa

min f(X),

XeM

onde f(X) = %ln(det(X))2 € convexa conforme item (1) no Ezemplo 4, em M, porém
verifica-se que f nao é convexa no sentido Euclidiano. Claramente, este problema pode
ser visto como 0 € A(X) — B(X) para A(X) = gradf(X) e B(X) =0, onde A é um campo
vetorial mondtono mazimal pelos Exemplos 4 e 11. A solu¢do da equagdo 0 = gradf(X)
¢ uma matriz X* tal que det(X*) =1 e, portanto, f(X*) = 0. Seque pelo Exemplo j que
gradf(X) = In(det(X))X e hessf(X)V = tr(X"V)X.

Problema 2. Consideramos o problema DC nao convexo

min f(X) = g(X) —h(X),

XeM

onde f(X) = In(det(X))* — 2In(det(X))? + 1 com g(X) = In(det(X))* +1 e



Capitulo 4. Experimentos numéricos 64

h(X) = 21In(det(X))? funcoes convexas conforme item (1) e (ii) no Ezemplo 4. Vale res-
saltar que g e h nao sao funcoes convexas no sentido Fuclidiano. Apesar da converidade
de g e h em M, temos que f é um funcao nao-convexa em ambas as configuragoes Eucli-
diana e Riemanniana. Claramente, este problema pode ser visto como 0 € A(X) — B(X)
para A(X) = gradg(X) e B(X) = gradh(X), onde A e B sao campos vetoriais mondtonos
mazimais pelos Exemplos 4 e 11. A solugcao da equacdo 0 = gradf(X) € uma matriz X*

tal que det(X*) =1, det(X*) = e ou det(X*) = e~ ! com )I(Ill’{l/l f(X) =0.
€

A seguir, consideramos alguns problemas onde o campo vetorial é definido no espaco
Euclidiano incluindo casos em que o campo vetorial ndo é o subdiferencial (ou o gradiente)

de uma funcao convexa.

Problema 3. Sejam os operadores A, B : R? — R? dados por A(x) = (% — X9, X1 + %)
e B(x) = (x2,—%1) com x = (x1,%2). Temos que A € fortemente mondtono e mazximal e B
¢ monotono mazimal mas nenhum deles € o subdiferencial de uma funcao convexa porque
ndo sao operadores ciclicamente mondtonos; veja (ROCKAFELLAR, 1966, Teorema 3).

Considere o problema de inclusao variacional
0e C(x)=A(x)—B(x)

que € equivalente a mostrar que A(x) N B(x) € nao vazio, para algum x € R?. Podemos
facilmente mostrar que tomando x* = (0,0), temos que 0 € A(x*) N B(x*). Assim,

x* = (0,0) € uma solucdao da inclusdo variacional acima.

Problema 4. Consideramos o problema DC ndao convexo

in f(x) = g(x) — h
i, 1) = g(x) — h(x)
1
onde x = (X17 XQ)} f(X) = §HX’H2+ ||XH _maX{—Xl, 0}—maX{—X2, O} com g(X) = ||XH2+ HX”
1
e h(x) = §HX||2 + max{—x1, 0} + max{—x,, 0} funcoes fortemente convexas. Claramente,
este problema pode ser visto como 0 € A(X) — B(X) para A(x) = 0g(x) e B(x) = oh(x),

onde A e B sdo operadores mondtonos maximais (ponto conjunto); veja Exemplo 11.

Comparamos o desempenho do MPP e MPPI para diferentes parametros py e yx em

varias instancias. Nos experimentos iremos denotar por MPP o caso do MPPI com vy, = 0,
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para todo k € N conforme mencionado anteriormente. Os resultados sao apresentados
na Tabela 4.1 para o Problema 1, Tabela 4.2 para o Problema 2, Tabela 4.4 para o
Problema 3 e Tabela 4.3 para o Problema 4. Nestas tabelas, a coluna n denota a dimensao,
W e Yx mostram as escolhas destes parametros em MMP e MMPI, min.iter.(k) (resp.
min. time(s)) e max. iter. (resp. max. time(s)) sdo o nimero minimo e o maximo de
iteragoes (resp. tempo de CPU em segundos) até que o método satisfaga a regra de parada,
respectivamente, e med. iter. (resp. med. time(s)) representa a média de iteragdes (resp.
tempo de CPU) em 100 execugoes.

Nas tabelas, apresentamos os resultados do MPP e MPPI para diferentes valores de
e Yx. Mais precisamente, consideramos para os Problemas 1, 2 e 3 valores de py constantes
satisfazendo as condicoes 2.4 e 2.21 para o MPP e as condigoes 3.1 e 3.18 para o MMPI,
além de valores de ;. varidvel satisfazendo a hipdtese (A2) para ambos os métodos. Como
o Problema 4 nao satisfaz a condicao (Al), para esse problema consideramos apenas
valores de y, constante. Em todos os problemas consideramos diferentes valores de vy
constantes para ambos os métodos.

As Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 para o Problema 1, Figuras 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 para o
Problema 2, Figura 4.9 para o Problema 3 e Figura 4.10 para o Problema 4 ilustram
o comportamento dos métodos MPP e MPPI em relacao aos valores w, |d¥|| e
[f(x¥)] (ou ||C(x*)||). Essas figuras comprovam que os exemplos considerados satisfazem
algumas hipotese e resultados apresentados anteriormente.

Nas figuras apresentamos os resultados de uma rodada do método MPP e trés va-
riacoes do método MPPI a saber MPPI 1, MPPI 2 e MPPI-v. As variacoes do MPPI
depende dos valores de py escolhido. Os valores de . e vy usados no MPP, MPPI 1,
MPPI 2 e MPPI-v sao respectivamente py = 0.1 e yx =0, i =5 e yx = 0.01, uie =1

10
k+1)
no MPP, MPPI 1, MPPI 2 e MPPI-v sao respectivamente uy =1 ey =0, i =0.1 e

e vk =0.1, p = ( 5 € Yk = 0.1 para o Problema 1. Os valores de py e vy usados

2
Yk =0.01, we =0.5e v =0.1, u = m e Yx = 0.1 para o Problema 2. Os valores
de py e yx usados no MPP, MPPI 1, MPPI 2 e MPPI-v sao respectivamente p, = 0.1
103
evk =0, e =0Heve =01, e =1e€e vy =05, W = meykzo.ﬁ’) para

o Problema 3. Para o Problema 4, consideramos apenas MPP, MPPI 1 e MPPI 2 com

valores de iy =1l ey =0, ik =5 e yx = 0.1, i = 1 e yx = 0.01, respectivamente.
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o A(x*+1, x¥)
Em cada uma das figuras, do lado esquerdo apresentamos a variacao de ———

e
Hi
|d¥|| para 0 MMPI, uma vez que o critério de parada desse método ¢ d(x*™! x*) < ¢ e

5 ) ~ d(Xk+1, Xk) )
|d*|| < e. Para o MMP, apresentamos a variagao de ———————. Dessa forma ilustramos
Hk

que as condigoes (A3) para MPP e (A4) para o MPPI sao satisfeitas. As figuras do lado
direito, mostram o comportamento da imagem do campo ao longo da sequéncia.

Os experimentos apresentados comprovam a eficicia do MPPI para resolver diferentes
tipos de problemas. No Problema 1, o MPP coincide com método do ponto proximal
proposto por (FERREIRA; OLIVEIRA, 2002), no Problema 2 coincide com o método
do ponto proximal para fungoes DC proposto em (SOUZA; OLIVEIRA, 2015) e no Pro-
blema 4 coincide com método do ponto proximal proposto por (SUN et al., 2003). Con-
forme observamos nas tabelas, o MPPI supera o MPP em média de tempo, mesmo o
algoritmo tendo um passo intermediario a mais que o MPP. Nos Problemas 1, 3 e 4, o

MPPI também ganha do MPP em média de iteradas. Somente no Problema 2, os dois

métodos tiveram performance similar.
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Figura 4.1: Algoritmos MPP e MPPI para Problema 1 com n = 5.
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Capitulo 4. Experimentos numéricos

71

T r T T r T T 10° T r r r T T T
A, 1 — & —MPP
3 —© —mMPPI 1
S —© —mMPPI2
.~
< oo —© —mMPPlv
100 \\\\ ~ ]
e, o o<
N S h
] 8-> O~
— N N -
= N RS ~
x 10° LU ~ ]
¥ \ 8 = \ Ne o
10718 F o 1 NS -
8 AN . .
MPP A ~a. o
§ mMPPI 1 e ~ ~.
1020r mMPPI2 | ] 10710 NS AN g
mMPPLy N S,
—-A-—d) o-—-0 X
1025 1 ki1 3ok, 1 No-—
— & —dx*! Xy, i
10715 L L L L g
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 8
iteration iteration

Figura 4.3: Algoritmos MPP e MPPI para Problema 1 com n = 50.
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Figura 4.6: Algoritmos MPP e MPPI para Problema 2 com n = 25.
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Figura 4.7: Algoritmos MPP e MPPI para Problema 2 com n = 50.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos dois métodos do ponto proximal para encontrar zeros
de campos de vetores possivelmente nao-mondtonos que sao escritos como diferenca de
dois campos mondtonos maximais em variedades de Hadamard. O primeiro método é
uma extensao natural do método do ponto proximal para diferenca de fungoes convexas
e que generaliza o método do ponto proximal para campos vetoriais mondtonos maxi-
mais. O segundo método é uma versao inercial do primeiro e é novo inclusive no contexto
monotono em variedades de Hadamard. Para ambos os métodos, provamos os resultados
padroes em programacao DC mostrando que, caso exista, cada ponto de acumulacao da
sequéncia gerada pelos métodos é solucao do problema. Além disso, sob hipdteses adicio-
nais razoaveis, apresentamos algumas condigoes suficientes para limitacao e convergéncia
total dos métodos propostos. Tais condigoes sao novas mesmo para o contexto das fungoes
DC.

[lustramos os métodos com alguns experimentos numéricos em uma variedade de Ha-
damard genuina (com curvatura nao constante diferente de zero) e no espago Euclidiano.
Nao era nossa intencao competir com métodos classicos ou outros algoritmos especifi-
camente desenvolvidos para o problema, mas sim mostrar que uma abordagem geral
usando nossos métodos funciona bem em diferentes configuracoes, como problemas de
minimizacao convexo e nao convexo, inclusao mondétona e nao monodtona. Acreditamos
que um dos fatores que explica o interesse pelo método do ponto proximal estd em sua
simplicidade e facilidade de implementacao para uma ampla classe de problemas. Por
todas estas razoes, surgiram varias variantes deste método e as suas propriedades foram

descobertos ao longo dos anos, resultando em uma vasta literatura sobre o tema. Espera-
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mos que nosso trabalho abra caminho para o desenvolvimento futuro de outros métodos
para campos vetoriais nao mondtonos em variedades Riemannianas.

Acreditamos que uma possibilidade para pesquisas futuras seria propor um método
inexato para os métodos apresentados neste trabalho. Um exemplo seria usar o con-
ceito de enlarguecimento de campos vetoriais em variedades de Hadamard como proposto
em (BATISTA et al., 2016). Outra proposta seria estudar o caso restrito do problema

abordado nesse trabalho.
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