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“FEducar verdadeiramente nao é ensinar
fatos novos ou enumerar formulas prontas,

mas sim preparar a mente para pensar”.

Albert Einstein.



Resumo

Neste trabalho, estudamos condigoes necessarias e suficientes para a convergéncia forte
do método de projecoes alternadas em espacos de Hadamard. Este resultado é novo
mesmo no contexto de espacos de Hilbert. Em particular, encontramos condi¢oes em que
a sequencia gerada pela iteracao de um ponto por projecoes converge fortemente e respon-
demos parcialmente a questao principal que motivou o artigo de Bruck (veja J Math Anal
Appl 88:319-322, 1982). Aplicamos essa condi¢ao para generalizar o teorema de Prager
para variedades de Hadamard e generalizar o teorema de Sakai para uma grande classe de
sequencias que possui medida total com respeito a medida de Bernoulli. Em particular,
respondemos a um problema que estava em aberto ha muito tempo, relacionado a con-
vergencia forte do metodo de projegdes sucessivas em espagos de Hilbert (veja J. Convex
Anal. 16, 633-640, 2009). Além disso, estudamos o método de projecoes alternadas para
uma sequencia decrescente de conjuntos convexos e fechados encaixados em variedades
de Hadamard e obtemos uma prova alternativa para a convergéncia do método do ponto
proximal. Em espacos p-uniformemente convexos estudamos uma versao generalizada do
classico método das projecoes alternadas para operadores firmemente nao-expansivos e
encontramos condigoes suficientes para a convergéncia forte desse método.

Palavras-Chave: Espagos de Hadamard. Problema de Viabilidade Convexa. Projecoes
Alternadas. Operadores Firmemente Nao-Expansivos. Espacos Uniformemente Conve-

XOS.



Abstract

In this work, we provide a necessary and sufficient condition under which the method
of alternating projections on Hadamard spaces converges strongly. This result is new
even in the context of Hilbert spaces. In particular, we find the circumstance under
which the sequence generated by iteration of a point by projections converges strongly
and we answer partially the main question that motivated Bruck’s paper (see J. Math
Anal Appl 88:319-322, 1982). We apply this condition to generalize Prager’s theorem for
Hadamard manifolds, and generalize Sakai’s theorem for a larger class of the sequences
with full measure with respect to the Bernoulli measure. In particular, we answer to a
long-standing open problem concerning to the convergence of the successive projection
method (see J. Convex Anal. 16, 633640, 2009). Furthermore, we study the method
of alternating projections for a nested decreasing sequence of convex and closed sets on
Hadamard manifolds and we obtain an alternative proof of the convergence of the proximal
point method. In p-uniformly convex spaces we study a generalized version of the classical
method of alternating projections for firmly nonexpansive mappings and find sufficient
conditions for the strong convergence of this method.

Keywords: Hadamard Space. Convex feasibility Problem. Alternating Projections.

Firmly Nonexpansive Mappings. Uniformly Convex Space.
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Introducao

O método das projegoes alternadas foi introduzido por von Neumann [64] em 1933 para
resolver o problema de viabilidade convexa, ou seja, encontrar um ponto na intersecao de
conjuntos convexos. O problema de viabilidade convexa é muito importante em diversas
areas cientificas, como matemaética e ciéncias fisicas, veja por exemplo [12, 28, 30, 68].
Seja N > 2 um inteiro e suponha que Cq, ..., Cyn s@o conjuntos convexos e fechados de
um espaco de Hadamard H cuja intersecao é nao vazia. Denotaremos por P; a projecao
sobre C;. Agora considere uma sequéncia (jn) tomando valores em In = {1,2,..., N},

escolha um ponto xg € H e defina a sequéncia (x,) por
Xn = Pjn(xnflh (1)

para todo n € N. Esse processo é conhecido como o método das projecoes alternadas.
Uma questao importante é encontrar condi¢oes suficientes sob as quais a sequéncia (x,,)
converge. Os principais exemplos de espagos de Hadamard sao os espacgos de Hilbert,
variedades de Hadamard e R-trees. No cenario em que H é um espaco de Hilbert e cada
conjunto convexo e fechado C; é um subespago linear, von Neumann em [64] provou que
se N = 2, entdao a sequéncia (x,) converge para a projecao de x sobre C; N Cy. Este
resultado foi generalizado por Halperin em [38], para N > 2 subespagos considerando
uma sequéncia periddica (jn ). Prager em [52], provou que se X é um espaco de Hilbert de
dimensao finita entao a sequéncia (x,,) definida por (1) converge para qualquer sequéncia
(jn), nao necessariamente periédica. Este resultado foi estendido por Amemiya e Ando em
[2] para espagos de Hilbert com dimensao infinita, mas a sequéncia (x,,) converge apenas
fracamente. Sakai, em [55], generalizou os resultados de Halperin para o caso em que as
sequéncias (jn ) sao quase-peridédicas. Em particular, obteve a convergéncia forte do resul-
tado de Amemiya e Ando em [2] quando a sequéncia é quase-periddica. A convergéncia
em norma nao ocorre para quaisquer N > 3 subespacos lineares fechados e qualquer

sequéncia (jn). Kopeckd e Paszkiewicz provaram em [42] que para qualquer espaco de

1



Sumario 2

Hilbert de dimensao infinita existem trés subespacos fechados de modo que para qualquer
xo € H diferente de zero, existe uma sequéncia (j,) para o qual (x,) nao converge forte-
mente. Em particular, as iteracoes randomicas nem sempre convergem fortemente. Uma
pergunta natural surge, “quais sao as sequéncias (j,) tais que a sequéncia (x,,) converge
fortemente independente do ponto de partida e dos subespagos fechados?”. Por outro
lado, até onde sabemos, o resultado mais geral relacionado a esta questao encontra-se em
[55], onde a convergéncia forte é estabelecida para sequéncias quase-periédicas. O espago
de sequéncias cujos termos pertencem ao conjunto {1, 2, ..., N} tem uma medida natural
conhecida como medida de Bernoulli. Do ponto de vista da medida, surge uma questao
natural “Qual é o tamanho do conjunto de sequéncias (j,,) que responde a questao acima?”
Nesse sentido, usaremos técnicas de teoria ergodica para provar que independentemente
do ponto de partida e dos subespacos fechados, o conjunto das sequéncias (j,) tal que
a sequéncia (x,) converge fortemente tem medida de Bernoulli total, isto é, a sequéncia
(xn) converge para quase toda sequéncia (jn). Além disso, provaremos que o conjunto
das sequencias quase-periodicas tem medida de Bernoulli nula.

No cenério em que H é um espago de Hilbert e cada conjunto convexo e fechado C nao
¢ necessariamente um subespago, Bregman em [19] estudou o mesmo problema de von
Neumann, mas considerou um caso mais geral com dois subconjuntos fechados e convexos.
Ele provou que a sequéncia (x, ) converge fracamente para a projecao de x sobre C; N Cs.
Este resultado nao pode ser estendido para convergéncia em norma sem condicoes extras.
Para mais detalhes veja [15, 39, 41, 46].

Bruck e Reich em 1977, veja [23], provaram a convergéncia forte da sequéncia (xy)
quando existe algum j tal que C; é compacto e P; é usado infinitas vezes nas iteragoes.

Um avanco interessante no método das projecoes alternadas é estuda-lo em espacos de
Hadamard, em particular em variedades de Hadamard. Esses espacos possuem uma es-
trutura adequada para desenvolver métodos de otimizacao, inclusive, alguns dos métodos
classicos de otimizacao ja foram extendidos para estes espagos, enquanto que outros ainda
sao temas de recentes pesquisas, veja por exemplo [4, 6, 11, 59]. Nessa dire¢ao, Bacdk,
Searston e Sims em [8] generalizaram o resultado de Bregman para esses espacos. Eles
consideraram uma noc¢ao de convergéncia fraca em espacos de Hadamard que foi introdu-
zida por Jost em [40]. Esta no¢ao de convergéncia fraca coincide com a convergéncia fraca

usual em espacos de Hilbert. E importante enfatizar que esta é uma grande contribuicao
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visto que a estrutura linear se tornou dispensavel. Eles também provaram que se C; e Cy
sao limitadamente regular, entao a sequéncia (x, ) converge fortemente. Em variedades de
Hadamard, Cruz Neto et al. em [31], mostraram a convergéncia do método das projegoes
alternadas para qualquer sequéncia (j;, ), desde que os conjuntos convexos Cy, Co, ..., Cn
satisfacam a condicao de Slater, isto é, C; U Cy,U--- U Cy tem interior nao vazio. Em
espagcos de Hilbert esta condicao é equivalente a de limitadamente regular, como mostrado
em [17], mas no contexto de variedades de Hadamard ainda é uma questdao em aberto.
Em [47], mostramos que a condigao de Slater nao é necesséria, isto é, dados conjuntos
convexos Cyq, Cq,...,Cn com intersecao nao vazia em uma variedadde de Hadamard e
uma sequéncia (j,,) qualquer, o método das proje¢oes alternadas converge para um ponto
da intersecao.

Neste trabalho, apresentamos os principais resultados obtidos em [47], onde estudamos
uma condigdo necessdria e suficiente para a convergéncia forte da sequéncia (x,) em
espacos de Hadamard. Este resultado é novo mesmo em espacos lineares, pois nenhuma
hipdtese de periodicidade ou quasi-periodicidade é assumida na sequéncia (j,). FEssa
condicao nos permite responder parcialmente a questao principal que motivou o artigo de
Bruck em [22], e também generalizar o teorema de Prager para variedades de Hadamard,
ou seja, iteracoes randomicas sempre convergem em variedades de Hadamard. Além disso,
generalizamos o teorema de Sakai para uma grande classe de sequéncias (j,,) que contém
as sequéncias quase-periodicas, estudamos o método de projecoes alternadas para uma
sequencia decrescente de conjuntos convexos encaixados em variedades de Hadamard e
obtemos uma prova alternativa para a convergéncia do método do ponto proximal. Mais
informagoes sobre o método do ponto proximal em espacos de Hadamard podem ser
encontradas em [9, 35].

Outra abordagem comum para resolver problemas de viabilidade convexa é através
do método de subgradiente ciclico, inicialmente estudado em [27] por Censor e Lent em
espacos Euclidianos e generalizado para variedades Riemannianas de curvatura seccional
nao negativa por Bento e Melo em [16]. Esta abordagem também foi estudada em [67]
no contexto de variedades com curvatura seccional limitada inferiomente. Em particu-
lar, resolvendo o problema de viabilidade convexa para alguns modelos de variedades de
Hadamard, Wang et al. em [66] provaram que este método converge linearmente para

CiN---NCN. Além disso, eles observam a influéncia da curvatura na taxa de con-
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vergéencia. Por outro lado, o método de projecoes alternadas nao requer limitagao inferior
da curvatura seccional.

Também estudamos um método mais geral do que o método das projecoes alterna-
das, que tem como objetivo resolver o problema de encontrar um ponto que pertenca a
intersecao dos conjuntos formado pelos pontos fixos de uma quantidade finita de ope-
radores definidos em um espaco geodésico. Essa situacao ocorre em muitos problemas
matemadticos, em particular, em um problema de viabilidade convexa [12]. Mais especifi-
camente, considere as aplicacoes T, To, ..., Ty : X — X definidas em um espago métrico
completo (X, d) e uma sequéncia (j,) tomando valores em I,, ={1,2,..., N}, escolha um

ponto xy € X e defina a sequéncia (x,) por

d(T, (xn-1),%xn) < €, paracadaneNn>1, (2)

onde ) | €, < 00.

Dado um subconjunto nao vazio C de um espaco métrico (X, d), dizemos que uma
aplicacao T : X — X satisfaz a propriedade (P) quando Fix(T) # 0 e existem 1 > 1 e
3 > 0 tais que

d(Tx,u)' < d(x,u)t — pd(Tx,x)",

para todo x € C e u € Fix(T).

Estamos interessados em considerar a sequéncia gerada por (2) no caso em que 0s
operadores Ty, ..., Ty satisfazem a propriedade (P), e em particular quando sao aplicacoes
firmemente nao-expansivas definidos em espagos p-uniformemente convexos, veja [4]. Os
operadores firmemente nao-expansivos foram introduzidos primeiramente por Bruck em
[21], para estudar retragoes em espagos de Banach, que definiu uma aplicagao firmemente
nao-expansiva T : C C E — E, onde C é um subconjunto convexo e fechado de um espaco

de Banach E, como sendo uma aplicacao que satisfaz a seguinte desigualdade
IT) =TI < (1 =A)(Tx = Ty) + Alx =y,

para todo x,y € C e A € [0, 1[. Esse conceito também foi explorado em [23, 53], ainda em
espacos de Banach. Em cenarios nao lineares, os operadores firmemente nao-expansivos
foram estudados em espagos geodésicos, por exemplo, em [3, 4, 49, 54]. Nesses espagos,
denotamos por z = (1 — A)x @& Ay um ponto que pertence ao segmento geodésico [x,yl.

Dado um subconjunto convexo C de um espaco geodésico X, uma aplicagao T: C C X — X
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é dita firmemente nao-expansiva quando satisfaz
d(Tx, Ty) < d((1 = A)x ®ATx, (1 — )y & ATy),

para todo x,y € Ce A € [0, 1[.

Um exemplo importante de operador firmemente nao-expansivo é a projecao sobre
conjuntos convexos e fechados em espagos CAT(0) (veja [4]), assim o método (2) generaliza
o método das projegoes alternadas definido em (1). O resolvente de uma fungao convexa
prépria, semicontinua inferiormente definida em espagos CAT(0) também é um operador
firmemente ndo-expansivo, para mais detalhes veja [5]. Bauschke, Combettes Reich [14]
estudaram o método (2) no caso particular em que T; (1 = 1,2) é o resolvente de uma
funcao convexa definida em espacgos de Hilbert, onde os autores mostram que a sequéncia
gerada pelo método converge fracamente para um ponto de minimo (caso exista) de um
problema associado a duas fungoes convexas.

O método (2) foi estudado por Ariza, Lépez e Nicolae em [4], onde mostraram que
a sequéncia (x,) gerada por este método converge fracamente para um ponto fixo dos
operadores T; (1 =1,2,...N), desde que cada T; seja firmemente nao-expansivo e definido
em um espago p - uniformemente convexo. Os autores também mostraram que (x) é
assintoticamente regular.

No caso de uma tunica aplicacao firmemente nao-expansiva T definida em espacos de
Banach p-uniformemente convexo, o método (2) converge fracamente, como mostrado em
[25, Teorema 15.1], mas em geral nao ocorre a convergéncia forte, veja [36]. A convergéncia
forte também nao ocorre mesmo no caso em que N = 2 e as aplicagoes Ty, Ty sao projegoes
sobre subconjuntos convexos e fechados de um espago de Hilbert, veja [15, 39, 41, 46].

Como foi exposto acima, a convergéncia fraca do método (2) ja foi bem estudada,
enquanto que a convergéncia forte ainda pode ser explorada. Assim, pretendemos estudar
condigbes necessarias e suficientes para a convergéncia forte do método (2) no caso em
que consideramos operadores satisfazendo a propriedade (P) em espagos p - uniforme-
mente convexo, em particular, obtendo novos resultados de convegéncia em CAT(k), e

generalizando alguns resultados em CAT(0).



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos as notagoes e alguns resultados preliminares que serao usados

ao longo da tese.

1.1 Teoria da medida

Nesta secao apresentamos alguns conceitos basicos de teoria da medida, que podem ser

encontrados em [26, 37, 63].

Definicao 1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma dlgebra de conjuntos sobre X € uma

colecao A de subconjuntos de X satisfazendo
1. Xe A;
2. Se E € A, entao E€ € A, onde E€ denota o complementar de B em relagao a X;
3. Se BE1,E5 € A, entao E; UE, € A.

Definicao 1.2. Uma dlgebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de X se também for

fechada para uniao enumerdvel, isto €, se &5 € A paraj =1,2,..., entao

g ca
j=1

Definicao 1.3. Um espaco mensurdvel é uma dupla (X,B) onde X é um conjunto e
B ¢ uma o-dlgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sao chamados conjuntos

mensurdaveis.

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto qualquer.

6
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1. Denotemos por 2% a familia de todos os subconjuntos de X. FEntio B = 2% ¢

claramente uma o-dlgebra.
2. B ={0,X} € também uma o-dlgebra.

Note que se B é uma o-dlgebra de X, entao {§, X} C B C 2X | ou seja, {0, X} é a menor

o-algebra e 2X é a maior o-algebra de X.

Proposigao 1.5. Considere uma familia nao-vazia {B; : 1 € 1} qualquer de o-dlgebras.

Entao a interseccao

B=()B:

iel
também é uma o - dlgebra.

Observagao 1.6. Seque da Proposicao 1.5 que a menor o-dlgebra que contém & € dada

pela interseccao de todas as o-dlgebras que contém &,

Definicao 1.7. A o-dlgebra gerada por uma familia & de subconjuntos de X € a menor

o-algebra que contém a familia &.

Exemplo 1.8. A o-dlgebra de Borel de um espago topoldgico (X, T) € a o-dalgebra gerada
por T, isto €, gerada pelos conjuntos abertos de X. Neste caso, os conjuntos mensurdveis

recebem o nome de borelianos.

Definicao 1.9. Seja X um conjunto com uma o-dlgebra A. Uma medida em A, é uma

funcgao w: A — [0,00] com as propriedades abaizo:

2. Se (En)nen € uma cole¢ao enumerdvel de conjuntos mensurdveis, disjuntos dois a

dois, entao
28 <U En) = Z H(En)-
n=1 n=1

A tripla (X, B, n) é chamada espaco de medida. Quando p(X) < oo dizemos que p é

uma medida finita e se u(X) = 1 dizemos que p é um medida de probabilidade.

Exemplo 1.10. Seja X um conjunto e consideremos a o-dlgebra B = 2X. Dado qualquer

p € X, considere a fungdo &, : 2% — [0, 00] definida por
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1,sep e A;
5p(A) =
0,sep & A.

A medida &, € chamada de medida de Dirac no ponto p.

Sejam (Xj, Aj, 1), j =1,...,n espacos de medida finita, isto é, tais que p;(Xj) < oo.
E possivel tornar o produto cartesiano X; x ... x X;; um espaco de medida, da seguinte
forma. Considere em X; x ... x X;; a o-algebra gerada pela familia de todos os conjuntos
da forma E; x ... X Ey com E; € A;j. Ela é chamada o-4lgebra produto e é representada

porA1®---®An.

Proposicao 1.11. Existe uma tunica medida i em (X; X ... X Xpn, A1 ®---® Ay) tal que
WE; x -+ xEn) = wi(Ey) - un(En) para todo By € Ay, ..., E € An. Em particular, n

¢ uma medida finita.
Demonstragao. Veja [37, pagina 152]. ]

A medida p dada pela proposicao acima é denotada por L = py X - - - X i, e é chamada

de medida produto. Desta forma, fica bem definido o espaco produto
(Xl X XXn7A1®"'®An7FL1 X X Hn)-

Vamos apresentar agora a construgao do produto de uma familia enumeravel de espagos
de medida de probabilidade.
Sejam (Xj, Aj, 1), j € 1, espacos de medida de probabilidade. O conjunto de indices

tanto pode ser I = N como I = Z. Consideremos o produto cartesiano

£=T1% =1{05)enx € X5).

jel

Definicao 1.12. Chamamos cilindros de ¥ os subconjuntos da forma
[(m; A, - Axd = {(xi)iens xi € A for m <1<k,
onde mel, m<keA; €A para todo m <j <Kk.

Exemplo 1.13. O préprio £ € um cilindro, pois podemos escrever, por exemplo, ¥ =

1, X].
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Definicao 1.14. A o-dlgebra produto em X é a o-dlgebra B gerada pela familia de todos

0s cilindros de X.

Proposicao 1.15. Eziste uma unica medida w em (X, B) tal que

rm; Am, o Anl) = wi(Am) - e (An),
para qualquer cilindro [m; A, ..., Anl. Em particular, w € uma medida de probabilidade.
Demonstragao. Veja [37, pagina 157]. ]

A medida de probabilidade u dada pela proposicao acima é chamada medida produto
e é representada por H K e o espaco de probabilidade (X, B, u) construido desta forma
jel
¢ denominado espaco produto dos espagos (Xj, Bj, 1;),j € L.

Quando todos os espacos de medidas sao iguais, a medida produto é chamada de

medida de Bernoulli, como definido abaixo.

Definigao 1.16. Dado um espaco de medida de probabilidade (X, A, V), a medida produto

w=vlde X! ={(xj)jer; x; € X} € chamada de medida de Bernoulli.

Estes espacos podem ser usados para modelar sequéncias de experimentos randoémicos
idénticos em que o resultado de cada experimento é independente dos demais. O espaco
das sequéncias introduzido no préximo exemplo sera de grande importancia no estudo da

sequéncia definida em (1).

Exemplo 1.17. Considere o conjunto B ={1,2,--- ,N} e uma medida de probabilidade
p em B onde p; = p({i}) € positivo para cada i . Denotamos por L o espago produto BY
munido da o-dlgebra produto A e da medida de Bernoulli pY, que denotaremos por P.
Isso significa que cada elemento de £ € uma sequéncia infinita de niumeros naturais cujos
termos pertencem ao conjunto{1,2,...,N}. A o - algebra A de X € gerada pelos cilindros
elementares

(M &, - -, o] i={(Xi)ien; X1 = &g param < 1 < kb

Além disso, a medida P € caracterizada por

k
Pl o, -, 00d) = [ [ -
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1.2 Teoria ergddica

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados basicos de Teoria Ergddica.

Para mais detalhes, veja [51, 63].

Definicao 1.18. Sejam (X, A) e (Y, B) espacos de medida. Dizemos que f : X — Y é

uma transformacao mensurdvel se f1(E) € A, para todo E € B.

Definicao 1.19. Seja (X, B, 1u) um espaco de medida e seja f: X — X uma transformacao
mensurdvel. Dizemos que a medida 1 é invariante por f se wW(f~*(E)) = W(E) para todo

congunto mensurdvel B C X.

Seja (X, X, ) um espaco de medida e f : X — X uma transformacao mensuravel.

Escreveremos f* = fo...of (n vezes) para denotar a n-ésima iterada de f.

Definicao 1.20. Seja f : X — X wma transformacao mensurdvel. Dizemos que um

subconjunto A C X € invariante (por f) quando f~1(A) = A.

O resultado abaixo é um dos teoremas mais importantes em teoria ergodica e é essencial

na prova de alguns resultados desse trabalho.

Teorema 1.21 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f : X — X uma transformagao men-
surdvel e w uma medida de probabilidade invariante por f. Dada uma funcdo integrdvel

@ : X =R, o limite

n—1
¢(x) = lim — D o(P(x),
j=0

existe em W-quase todo ponto x € X. Além disso, a funcao @ € integrdvel e satisfaz

J @du=J @ dp.
X X

Demonstracao. Veja [63, pagina 73]. O
Outro conceito importante em teoria ergddica é a ergodicidade.

Definicao 1.22. Seja u uma medida de probabilidade invariante por f : X — X. Dizemos

que W € ergodica para f quando para todo subconjunto invariante A tem-se w(A) =0 ou

wA)=1.
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Quando a medida invariante i no Teorema 1.21 é ergddica, a fungao @ é constante e

@ = J @ dp.
X
A medida de Bernoulli é um exemplo importante de uma medida invariante ergddica

pela transformagao deslocamento (shift) de Bernoulli, que definimos no préximo exemplo.

Exemplo 1.23. Seja (X, A, v) um espaco de probabilidade qualquer. Considere o espaco
produto L = XN, munido da o-dlgebra produto B = AN e da medida produto p = vN. O
operador deslocamento (ou shift) de Bernoulli 3 : £ — X ¢é definido por

[3(0(170627""06117"') = (06270637"'7061’1.7"')7
observe que B (a1, Koy ...y O,y . ) = (41, Ko, .- -).

Proposicao 1.24. A medida de Bernoulli de ¥ ¢ invariante e ergodica em relacdo ao

deslocamento de Bernoulli [3.

Demonstragao. Veja [63, pagina 109]. ]

Segue do teorema Ergddico de Birkhoff e da ergodicidade da medida de Bernoulli, que
dado um conjunto mensuravel E C X, para p-quase todo o € X, tem-se

n—1

lim — > Xe (B (w) = P(E), (1.1)

n—oo T “4 0
j=
onde Xg denota a funcao caracteristica de E. Ou seja, o tempo médio de visita a qualquer

subconjunto mensuravel E existe e é igual a medida de E, para quase todo ponto x.

1.3 Variedades Riemannianas

Denotaremos por M™ (ou simplesmente M) uma variedade Riemanniana conexa de di-
mensao N e classe C*®, (,) sua métrica Riemanniana, com a correspondente norma deno-
tada por || ||, V sua conexao Riemanniana, T,M o plano tangente a M no pontop € M e
X(M) o conjunto dos campos de vetores C* de M. A seguir, iremos relembrar algumas

definigoes e proposigoes, que podem ser encontradas com maiores detalhes em [32].

Definigao 1.25. Seja « : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes. O comprimento

da curva «, denotado por L(«), € definido por

b
Lo = | o] at.

a
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Definicao 1.26. Sejam M uma variedade e f : M — R uma funcao de classe Ct. O
gradiente de f, denotado por grad f, € o unico campo grad f € X(M) definido por

(grad f(p),v) = Df,(v), VveT,M.
Proposigao 1.27. Se f,g: M — R sao fungoes diferencidaveis , entao
(a) grad (f+g) =grad f+grad g.
(b) grad (fg) =g-grad f+f-grad g.
Demonstracao. Veja [32, pagina 93]. ]

Proposicao 1.28. Sejam f: M — R uma funcao diferencidvel, p € M, v € T,M e

:(—e, &) — M uma curva suave tal que x(0) =p e «’(0) =v. Entdo

(grad f,v), = %(f o a)(t)

t=0

Demonstragao. Veja [32, pdgina 93]. ]

Agora vamos apresentar algumas defini¢oes e proposigoes relacionadas a curvatura de

uma variedade Riemanniana, que serao utilizadas para definir variedades de Hadamard.

Definigao 1.29 (Curvatura). A curvatura R de wma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) —
X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ—VxVvyZ+ V[X7Y]Z, Z e X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.
Observe que se M = R"™, entao R(X,Y)Z = 0 para quaisquer X, Y, Z € X(R"™).

Proposigao 1.30. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:
(1) R € C*®(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto ¢,
R(fX; + gXy, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xq, Y1),

R(X1, Y1 4 gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(Xq, Ya),

f; g € COO(M); X17 X27 Y17 Y2 € :{(M)
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(il) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
C®(M)-linear, isto €,

R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,
feC®M), Z, We X(M).
(ii1) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

(iv) Para quaisquer X, Y, Z, T € X(M) valem as sequintes propriedades de simetria:
(a) (RIX,Y)Z, T) 4+ (R(Y,Z)X, T) + (R(Z,X)Y,T) =0
(b) (R(X,Y)Z, T) =—(R(Y,X)Z,T)
(c) (RIX,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)
(d) (R(X,Y)Z, T) =(R(Z, T)X,Y).
Demonstracao. Veja [32, pdgina 93]. ]

A proxima definicao é essencial para definir curvatura seccional variedades Riemanni-

anas.

Proposicao 1.31. Seja 0 C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M

e sejam X,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

_ (Rix,y)x,y)
Ko W) = (BT P — )2

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.
Demonstracao. Veja [32, pagina 104]. ]

Definigao 1.32 (Curvatura Seccional). Dado um ponto p € M e um subespago bi-
dimensional o C T,M, o nimero real K, (o) = K, (x,y), onde {x,y} € uma base qualquer

de o € chamado curvatura seccional de o em p.
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1.4 Variedades de Hadamard

Definigao 1.33. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se para
todop € M, a aplicagao exponencial, expy, estd definida para todov € T,M, isto €, se as

geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Se M ¢é uma variedade Riemanniana conexa e p,q € M, entdao existe uma curva
diferenciavel por partes ligando p a q, isto é, existe uma curva « : [a,b] — M com
a(a) =p e a(b) = q e uma particio a =ty < t; < --- < t, = b de [a,b] tal que  é
diferencidvel em cada intervalo [t;_;, t;]. Usando este fato podemos definir uma distancia

em uma variedade Riemanniana, como segue:

Definigao 1.34. Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dados p,q € M, defini-

mos a distancia d(p, q) por
d(p, q) = inf{ L(«); € uma curva diferencidvel por partes lingando p a q)}

onde L(a) indica o comprimento da curva .
Proposicao 1.35. Com a distancia d, M € um espaco métrico, isto é:

(1) d(p,q) >0 ed(p,q)=0=p=gq;

(2) d(p,q) = d(q,p);

(3) d(p,v) < d(p,q) +d(q, 7).
Demonstracao. Veja [32, pagina 164]. O
Observagao 1.36. A topologia induzida por d coincide com a topologia original de M.
A seguir, lembramos a definicao de espaco métrico completo.

Definicao 1.37. Uma sequéncia (x) de um espaco métrico (M, d) diz-se uma sequéncia

de Cauchy quando, para todo € > 0, existe ng € N tal que
mneN mn>ny= dxm,,x.) <e€.

Definicao 1.38. Dizemos que um espaco métrico é completo, quando toda sequéncia de

Cauchy for convergente.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 15

O teorema de Hopf e Rinow mostra algumas condigoes que sao equivalentes a uma

variedade Riemanniana M ser geodesicamente completa.

Proposigao 1.39 (Hopf-Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana coneza e p € M.

As afirmagoes abaizo sio equivalentes:

(a) exp, estd definida em todo o T,M, isto €, M € geodesicamente completa.
(b) Os conjuntos limitados e fechados em M sao compactos.

(c) M € completa como espago métrico.
Além disso, cada uma das afirmagoes acima implicam que

(d) Para todo q € M existe uma geodésicay ligando p a q com comprimento dey igual
a d(p,q).

Demonstragao. Veja [32, pdgina 162]. ]
Finalmente podemos definir o conceito de variedade de Hadamard:

Definicao 1.40. Dizemos que uma variedade Riemanniana € uma variedade de Hadamard
quando M ¢ completa, simplesmente coneza e a curvatura seccional K,(o) < 0 para

quaisquer subespaco bi-dimensional 0 C T,M ep € M.
A seguir apresentamos um exemplo especifico de variedade de Hadamard.

Exemplo 1.41. Denote por ST, o cone das matrizes simétricas positivas definidas nxn.

E possivel mostrar que o par M = (Sm (-,-)), com a métrica induzida pela hessiana

++

FEuclideana de @(X) = —Indet X, isto €,
(U, Vix = tr(Ve”(X)U) = tr(VX'UX™), XeM, U VeTxM,

¢ uma variedade de Hadamard cuja a unica geodésica ligando os pontos X, Y € M € dada
por

y(t) = X2 (XT2YX72)X¢,
Para mais detalhes, veja [43, pdgina 323].

Em geral, a aplicacao exponencial é uma funcgao de classe C* definida apenas em uma
vizinhanca Q da origem em T,M e um difeomorfismo sobre sua imagem. No caso em que
M ¢é uma variedade de Hadamard, temos o seguinte resultado, mostrado por Elie Cartan

e Jacques Hadamard.
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Proposicao 1.42 (Teorema de Cartan-Hadamard). Seja M uma variedade de Hadamard.
Entao M € difeomorfa a R™, n = dim M; mais precisamente , expp : T,M — M € um

difeomorfismo.
Demonstracao. Veja [32, pagina 165]. O

Sejam M uma variedade de Hadamard e q € M. Pelo teorema de Cartan-Hadamard
podemos definir a inversa da aplicagao exponencial expg1 : M — TyM e obter a seguinte

relacao entre distancia Riemanniana e aplicacao exponencial

d(p, q) = llexpy ' pll.

1.5 Espacos CAT(0)

Nesta segao, apresentamos as definicoes e alguns resultados preliminares a respeito dos
espagos CAT(0). Para mais detalhes, consulte [7].
Seja (X, d) um espaco métrico. Uma aplicacdo continua vy : [0,1] — X é chamada de

caminho e seu comprimento é definido por

onde o supremo ¢é tomado sobre o conjunto de todas as particoes 0 =tg < t; < --- <t
do intervalo [0,1]. Dados x,y € X, dizemos que um caminho vy : [0,1] — X liga x a y
quando y(0) =x e y(1) =vy.

Um caminho vy : [0.1] = M é chamado de geodésica quando para cada s,t € [0, 1], tem-se

d(y(s),y(t)) = d(v(0),y(1))ls — tl,
isto é, quando é parametrizado proporcionalmente ao comprimento de arco.

Definigao 1.43. Dizemos que (X, d) € um espaco geodésico quando dois pontos quaisquer

x,y € X podem ser ligados por uma geodésica.

Observacao 1.44. Pode acontecer de existir mais de uma geodésica ligando dois pontos.
Quando quaisquer dois pontos x,y € X podem ser ligados por um unica geodésica, dizemos

que o espago € unicamente geodésico, e denotamos tal geodésica por [x,y].
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Dado z € [x,yl, com x # y, existe uma geodésica vy : [0,1] — X ligando x a y e para
t = d(x,z)/d(x,y) tem-se y(t) = z. Para simplificar a notagao, escreveremos simples-
mente z = (1 — t)x + ty e dizemos que z é uma combinacao convexa de x e y. Um
subconjunto C de um espaco geodésico (X, d) diz-se convexo quando todo par de pontos

x,y € C pode ser ligado por uma geodésica em X e sua imagem estd contida em C.

Definicao 1.45. Um triangulo geodésico A(p1,p2,P3) em um espaco geodésico X € um

conjunto formado por trés segmentos de geodésicas
Y1 [0,1] — M, Yo : [0,1] — M, Y3 . [0,1] — M,

de modo que y1(1) =p2 =v2(0), v2(1) =ps =7v3(0) e ys(1) =p1 =v1(0).

Os segmentos geodésicos sao chamados de lados do triangulo geodésico e sao denotados
por [P1,P2], [PQ,Ps] (S [P37P1]-

Dizemos que z € A(p1, P2, P3) quando z pertence a algum dos lados do triangulo, por
exemplo z € [p1, pal.

Dado um triangulo geodésico A(p, q, 1) em M, existe um triangulo de comparagao em

R?, isto é, trés segmentos de reta [p, ql, [§,T] e [F,p] em R?, tais que

d(p,q) =llp—ql, d(q,7) = lg =7l e d(r,p) = [F —pl,

como mostra a figura 1.1. O triangulo de comparacao é inico a menos de isometrias em

R2,

P P

Figura 1.1: Triangulo geodésico e triangulo de comparagao.

Dado z € A(p1, P2, P3), digamos z = (1 — t)p; + tpa, o0 ponto de comparacao de z
no triangulo A(pi, p2, ps) é dado por z = (1 — t)p; + tps. A seguir apresentamos uma

importante nocao geométrica em espagos geodésicos.
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Definicao 1.46 (Angulo entre duas geodésicas). Seja (X, d) um espago geodésico. Defi-

nimos o angulo entre duas geodéscias vy, : [0,1] — X com y(0) = B(0) por

(v, B) == limsup £L(y(t),y(0), B(s)).

s,t—07F

onde y(t),v(0), B(s) sdo os vértives do triangulo de comparacao A(y(t),y(0),B(s)).

Definigao 1.47 (Espacos CAT(0)). Seja X um espago geodésico. Dizemos que X € um
espago CAT(0) se para todo triangulo geodésico A(p, q,r) e x € [p,r],y € [p, ql, tem-se

d(x,y) < [x—yll,

onde X e Y sao os pontos de comparagao correspondentes no triangulo de comparagao

A(p,q,T). Essa definicao estd ilustrada na figura 1.2.

Figura 1.2: Triangulo geodésico e triangulo de comparagao.

Observacao 1.48. Os espacos CAT(0) também podem ser definidos através da com-
paracao entre angulos, mais precisamente, X € um espaco CAT(0) quando o dangulo de
um triangulo geodésico em X nao € maior do que o angulo correspondente de seu triangulo

de comparacao. Para ver essa e outras defini¢oes equivalentes de espagos CAT(0), con-

sulte [7].

Se (X, d) é um espago CAT(0), entao para todo triangulo geodésico com vértices p, q, T

e x € [q,1], temos

d(p,x) < Ip—x. (12)
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Dada uma geodésica y : [0, 1] — X ligando g a T, note que

p—y®)* = Ip—((1—t)g+1tr)|?

= p—alP —t(p—q,7—q) —t(q—p,q —7) + t°|g —7|°

= lp—allf—tp—qr—P+p—aq)—tqa—7+7—p,q—7) +t’[q 7|
= 1=Yp—qlP+t(=p—qr—p)—(T—p,q—7)) — (t—t*)]|qg — 7|
= (1—=t)[p—ql* +t|F —pl* -t —t)llg — 7|

= (1—1t)d*(p,q) +td*(p,7) — t(1 —t)d*(q,7).
Assim, a desigualdade (1.2) é equivalente a
d*(p,y(t) < (1 =t)d*(p,q) +td*(p,7) —t(1 —t)d*(q,7), V p,greX.  (1.3)
Ou seja, em espacos CAT(0) a funcao quadrado da distancia é fortemente convexa.

Definigao 1.49 (Espacos de Hadamard). Um espago CAT(0) completo é chamado de
espaco de Hadamard.

Exemplo 1.50 (Espacos de Hilbert). Os espagos de Hilbert sao exemplos de espagos
de Hadamard em que seus segmentos geodésicos sao segmentos de retas. Além disso, é

possivel mostrar que um espaco de Banach é CAT(0) se, e somente se, for um espaco de

Hilbert.

Exemplo 1.51 (R-tree). Um espag¢o métrico (X,d) é um R-tree quando for unicamente

geodésico e quaisquer x,y,z € X satisfazendo [x,y] N[y, z] ={y}, tem-se
[x,z] = [x,yl U ly, zl.

A seguir, apresentamos exemplos de espacos R-tree, que podem ser encontrados em

[20, pagina 168].

Exemplo 1.52. Considere o conjunto X = (0, 00) x (0,00) e a distancia entre dois pontos

x = (x1,%2) ey = (yY1,Y2) definida por

X1+ Y1+ Ixa —ya| se x2 # Yo,
d(x,y) =

X1 —y1| s€ X2 = Ya.

O espaco métrico (X, d) € um R-tree. Os grafos métricos simplesmente conexos e o cone

assintotico do espago hiperbolico H™ também sao exemplos de R-tree.
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Um classe importante de espacos de Hadamard sao as variedades de Hadamard.

Exemplo 1.53 (Variedade de Hadamard). Toda variedade de Hadamard, isto €, uma
variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional nao

positiva, ¢ um espaco de Hadamard.

1.6 Espacgos CAT(k)

As defini¢oes e propriedades dessa secao podem ser encontradas em [20]. Todo espago
CAT(k) com k < 0 é também um espago CAT(0) (veja [20, Teorema 1.12]). Por esse
motivo, vamos definir a seguir os espacos CAT(k) para k > 0. Assim como na secao
anterior, definimos os espacos CAT(k) com k > 0 através de comparacao de triangulos.
Denotamos por M a variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, de di-
mensao 2, com curvatura seccional constante e igual a k. Usaremos o simbolo p. para
indicar a funcao distancia em M2. Lembramos que M?2 ¢ unica a menos de isometrias
(veja [29, pagina 41]). Podemos considerar M3 sendo a esfera S2 = {(x,y); X +y? = %}

com a métrica induzida de R?, nesse caso, tem-se

diam(M3) = sup{p«(x,y);x,y € Mi} = —.

SNk

NG

Definigao 1.54. Seja (X, d) um espago geodésico e sejam p,q,r € X. O perimetro do

Denotaremos por D, o diametro de M2, isto é, D, =

triangulo geodésico A(p,q,r) € o nimero real d(p, q) + d(q,r) + d(r,p).

Em espagos CAT(0), qualquer triangulo geodésico admite um triangulo de comparagao
em R2. Para garantir a existéncia de triangulos de comparacio em M é necessdrio

hipoteses adicionais.

Proposicao 1.55. Seja (X, d) um espago geodésico e considere pontos p,q,T € X e um
nimero real k > 0. Se o perimetro do triangulo geodésico A(p, q,1) € menor do que 2D,

entdo existe um tnico triangulo de comparagio em M?2.
Demonstracao. Veja [20, pagina 24]. ]

Definicao 1.56. Sejam X um espago geodésico, k um nimero real positivo, A um triangulo

geodésico em X com perimetro menor do que 2D e considere A o respectivo triangulo de
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comparacao em M2. Dizemos que A satisfaz a desigualdade CAT(k) quando para todo
X,y € A, tem-se
d(x,y) < p«(x,9),

onde X,y sao os pontos de comparacao de X,y respectivamente.

Definig¢ao 1.57. Dado k > 0, dizemos que um espago geodésico X é um espaco CAT(k)
quando todo triangulo geodésico em X com perimetro menor do que 2D satisfaz a desi-

gualdade CAT(k).

Observagao 1.58. Se (X,d) € um espagco CAT(k) com k > 0, entao dados dois pontos
x,y € X com d(x,y) < Dy existe uma inica geodésica ligando x ay (veja [20, pdgina

160)).
Proposicao 1.59. Seja X um espacgo geodésico.

a) Se X é um espago CAT(k), entdao X € um espago CAT(k’) para todo k' > k.

b) Se X é um espago CAT(k’) para todo k' > Kk, entao X € um espago CAT(k).
Demonstragao. Veja [20, pagina 165]. ]

Exemplo 1.60. Seja M uma variedade Riemanniana completa. FE possivel mostrar que
M ¢é um espaco CAT(K) se, e somente se, todas as cuvaturas seccionais de M sao menores

ou iguais a k e M € simplesmente conexa (veja [20, pdgina 173]).

Exemplo 1.61. Os espacos R - trees definidos nos Exemplos 1.51 e 1.52 sao espacos
CAT(k) para todo x € R. Reciprocamente, se um espagco métrico é CAT(k) para todo

k € R, entao ele é um espaco R-tree.

1.7 Projecoes sobre conjuntos convexos em espacos

de Hadamard

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e propriedades basicas relacionadas a projecao

sobre conjuntos convexos. Para maiores detalhes, consulte [7].

Definicao 1.62. Seja H um espaco de Hadamard. Um conjunto C C X € convexo, se
para quaisquer pontos p,q € C o unico segmento geodésico ligando p a q em IH estd

contido em C.
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Exemplo 1.63. Seja H um espaco de Hadamard. Dado p € H e a > 0, a bola fechada

de centro p e raio a é convezxa, isto €, o conjunto
B(p,a) ={x € X;d(x,p) < a}

¢ convero. De fato, dados x,y € B(p,a), considere vy : [0,1] — H a 1inica geodésica

ligando x ay, seque da desigualdade (1.3) que
a2(y(t),p) < (1 —t)d(x,p) + td*(y,p) — t(1 — t)d(x,y) < a>.

Observagao 1.64. Existem espacos métricos geodésicos em que as bolas fechadas ndao sao
convezas, basta considerar por exemplo uma bola B de raio maior do que /2 na esfera
unitdria S* C R3¥munida da métrica induzida do R?, de fato dados dois pontos p,q € B

com d(p, q) > 7, a geodésica minimizante ligando p a q nao pertence a B.

Exemplo 1.65 (Pontos fixos). Sejam H um espago de Hadamard, C C H um conjunto
convezo e fechado e F : C — C uma aplicagao nao-expansiva, isto é, d(F(x),F(y)) <

d(x,y) para todo x,y € C. Entdo, o conjunto de pontos fizos de F, ou seja,
Fix(F) .= {x € C;x = F(x)},

¢ fechado e convexo. Além disso, de acordo com [7, Teorema4.1.1], quando C ¢é limitado,

o conjunto Fix(F) € ndo vazio.
Dado um espago métrico (X, d) e um conjunto C C X, definimos a fungao distancia
d(x, C) .= inf{d(x,p);p € C}.
Considere a aplicacao ponto - conjunto Pc : X — 2X definida por
Pc(x) :={p € C;d(x,p) = d(x, C)}.
A aplicacao Pc é a projecao sobre o conjunto C.

Definicao 1.66. Dizemos que C C X € um conjunto Chebyschev quando para cada x € X,

a projecdo Pc(x) € um conjunto unitdrio.

A seguir, reunimos algumas propriedades da projecao sobre conjuntos convexos em

espagos de Hadamard.
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Proposigao 1.67. Sejam (H,d) um espaco de Hadamard e C um conjunto convexo.

Entao:
1. O conjunto C é Chebyschev,

2. Sez & C, entio a(z,Pc(z),y) = m/2, onde «(z,Pc(z),y) denota o angulo entre

[Pc(z),z] e [Pc(z),yl, ou equivalentemente,

d*(z,y) = d*(Pc(2), z) + d*(Pc(2), y). (1.4)

3. A projecao Pc € ndo-expansiva, isto €,

d(Pc(x),Pcly)) < d(x,y),

para qualquer x,y € X.
Demonstragao. Veja [7, pagina 38]. ]

Em variedades de Hadamard, temos a seguinte caracterizagao para a projecao sobre

conjuntos convexos:

Proposicao 1.68. Seja M uma variedade de Hadamard e C um conjunto convexo e

fechado de M.. Entao z € C satisfaz
(exp;ly,exp,'x) <0 Yy e C,
se, e somente se, z = Pc(x).

Demonstragao. Veja [35, pagina 262] e [65, pagina 92]. ]

1.8 Projecao sobre subespacos em espacos de Hilbert

Quando trabalhamos com projecao sobre subespacos vetoriais em espacos de Hilbert, a
aplicacao projecao (projegao ortogonal) admite outras propriedades interessantes, sendo
que na prova de algumas delas é essencial o fato do espaco ser linear. Reunimos algumas

dessas propriedades a seguir:

Proposicao 1.69. Sejam H um espaco de Hilbert e C um subespaco fechado de H e P a

projecao sobre C. Entao
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1. P € linear, idempotente (P? = P) e auto adjunto.

2. Para todo u,v € H com u L v, temos

[+ VI[P = [l + [P,

3. Ix — Px||> = |Ix||? — [IPx]|> V¥x € H.
4. IPx]| < |Ix|| para x € H e a igualdade ocorre se, e somente, se Px = x.
Demonstracgao. Veja [18, pagina 111]. ]

Enunciamos a seguir dois lemas, que serao usados para generalizar o teorema de Sakai

na Secao 2.2. Para ver a prova desses resultados, consulte [55].

Lema 1.70. /55, Lemma 2] Sejam yi,Ysz, ..., Yk, Yxs1 elementos de um espago de Hilbert.

Entao,

k
it —yil® <k Y lynes —yall,
n=1

e a igualdade vale se, e somente se, Yyn =y +((n—1)/k)(yx+1—y1) paran = 1,2, ..., k+1.

Lema 1.71. [55, Lemma 3] Seja P a projecao ortogonal sobre um subespago fechado de

um espago de Hilbert e considere x,y € H. Entao,

I =yl < llx — Pyl + [lx — PxI* + 2lly — Pyll*.

1.9 Funcoes convexas em variedades de Hadamard

Nesta segao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados a respeito de funcgoes convexas

definidas em variedades de Hadamard.

Definicao 1.72. Seja M uma variedade Hadamard. Dizemos que uma funcao f: M — R
¢ convezxa quando para toda geodésica y : R — M a funcao foy : R — R for conveza,

1sto €, quando

fly((1 —t)a+tb)) < (1 —t)f(y(a)) + tf(y(b)),

para todo t € [0,1] e a,b € R. Se a desigualdade for estrita para todo t € (0,1), dizemos

que f € estritamente conveza.
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Proposicao 1.73. Se f; : M — R € uma funcao convera e c¢; > 0 para cada

n n
i=1,2,...,n, entdo a funcdio f = Z cify dada por f(x) = Z cifi(x) também € conveza.
i=1

i=1

Demonstragao. veja [62, pagina 67]. ]

Observacao 1.74. Se f : M — R ¢ convexa, entdo f € localmente Lipschtiziana, e

portanto, continua. Para consultar a prova desse fato, veja [62, pdgina 70].

Para a defini¢ao a seguir, dados g, € M, considere vy : [0,1] — M a tnica geodésica

ligando q a 1.

Definicao 1.75. Uma funcao f : M — R ¢é k-fortemente convera quando existe uma

constante k > 0 tal que
f(y(t)) < (1 —t)f(q) + tf(r) — kt(1 — t)d*(q,7),
para todo q,7r € M et € [0,1],.

Segue da definicao que toda funcao f : M — R fortemente convexa é estritamente

convexa.

d 2
(p,x) ¢

Exemplo 1.76. Fizado p € M, a funcao pp : M — R dada por p,(x) = 5

fortemente conveza. Além disso, pp € diferencidvel e

grad (pp(y)) = —exp, ' (p).
A prova desse resultado pode ser encontrada em [56, pdgina 106].
A partir da definicao de funcao fortemente convexa, é possivel mostrar que:

Proposicao 1.77. Se f : M — R é uma func¢ao k-fortemente convexa e g: M — R €

conveza, entao a soma f+ g: M — R € k-fortemente conveza.

Proposicao 1.78. Se f: M — R € k-fortemente convexa, entdo f admite exatamente um

ponto de minimo. Além disso, se x* € o ponto de minimo de f, tem-se
f(x*) + k- d*(x", y) < fly)
para todoy € M.

Demonstracao. Veja [7, pagina 48|. O
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Definigao 1.79. Seja f : M — R uma fun¢ao convexa. Dado py € M, dizemos que

s € TpoM € um subgradiente de f em pgy se

f(p) = f(po) + (s, exp,, (p)),

para todo p € M. O conjunto dos subgradientes de f em pg € chamado de subdiferencial

de f em pg e é denotado por of(po).
Observacao 1.80. Note que 0 € of(p) se, e somente se, p é ponto de minimo de f.

Proposicao 1.81. Se f : M — R € uma fun¢do convera e py € M, entio 0f(py) €

convezo, compacto e nao vazio.
Demonstracao. Veja [62, pdgina 74]. O

Lema 1.82. Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R uma fun¢ao convexa.
Se a sequéncia {xy,vi} C TM € tal que (xi,vi) = (x,v) € TM e v € 0f(xy) para todo
k € N, entao v € 0f(x).

Demonstragao. Veja [44, Lema 2.4]. O

1.10 Espacos uniformemente convexos

Dizemos que um espaco de Banach X é p-uniformemente convexo, com 2 < p < o0, se

existe uma constante ¢ > 0 tal que para quaisquer x,y € X, tem-se

P P

1 1 1
< _ P _ P_
SIP + Sl =

X+y
2

X+y
2

A nocao de espagos p-uniformemente convexos em espagos de de Banach foi introdu-
zida em 1944 por Ball, Carlen e Lieb em [10].

1

p—1
para 1 < p < 2 e p-uniformemente convexo com ¢ = 1 para 2 < p < oo. Para mais

detalhes, veja [10, Teorema 1].

Exemplo 1.83. Os espacos L, sio 2-uniformemente convexos com ¢ =

Em 2011, Naor e Silberman [48] introduziram a nogao de espa¢o métrico p-uniformemente

convexo.
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Definicao 1.84. Fizado 1 < p < oo. Dizemos que um espaco métrico (X,d) € p-
uniformemente convexro com parametro ¢ > 0 quando (X,d) € um espaco geodésico, e

para quaisquer pontos x,y,z € X e t € [0, 1], tem-se
dlz, (1= tx + ty)° < (1= 0d(z 0P +tdz )P — St —Ode ). (15)
Observacao 1.85. A partir de (1.5) € possivel mostrar que X € unicamente geodésico.

Em cenérios nao lineares, temos os exemplos a seguir.

Exemplo 1.86. Dado k > 0, seja X um espago CAT(k) com diam(X) < 7/(2+/x). Entao
X € um 2 - espago uniformemente convexo com pardmetro ¢ = (11— 2y/ke)tan(y/xe) para
qualquer 0 < € < 1/(2y/k) — diam(X) (veja [50, Proposicao 3.1]). Dado um conjunto
convexo e fechado C de X, a projecao Pc : X — C esta bem definida e para cada x € X a
projecao Pc(x) € um conjunto unitdrio, isto €, todo conjunto convezo e fechado C de X é
Chebyschev (veja [20, pagina 176] e [33, Teorema 3.5]). Por outro lado, nesse espago a

projecao em geral nao € um operador nao-exrpansivo, mas para x € X ey € C, tem-se

d(Pc(x),y) < d(x,y).

Exemplo 1.87. Segue da desigualdade (1.3) que todo espago CAT(0) € 2-uniformemente

convero com parametro ¢ = 2, sem restricoes sobre o diamento do espaco.

1.11 Sequéncias Fejér e quase-Fejér convergente

Definigao 1.88. Dado um espaco métrico (X, d), dizemos que uma sequéncia (xn) € Fejér

convergente para um subconjunto (3 C X quando para cada a € Q) tem-se
d(Xn+17 (l) < d(Xn, (1),
para todo n € N.

Defini¢cao 1.89. Dado um espaco métrico (X,d), dizemos que uma sequéncia (x,) €
quase-Fejér convergente para um conjunto (O quando existe uma sequéncia de numeros

reais ndo negativos (€n) tal que Y o €y < 00 € para cada a € Q tem-se
d(XTL+17 Cl) < d(Xna Cl) + €n,

para todo n € N.
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A principal propriedade de uma sequéncia quase-Fejér é apresentada a seguir, e sua

demonstragao é semelhante & encontrada em [24, Teorema 1] no contexto euclidiano.

Proposigcao 1.90. Seja (X, d) um espaco métrico. Se uma sequéncia (xn) € quase-Fejér
convegente para um subconjunto conjunto nao vazio Q, entao (xn) € limitada. Além disso,

se (xn) possui algum ponto de acumulacao x* em Q, entdo (xn) converge para x*.

Observacao 1.91. Segue das definicoes acima que toda sequéncia Fejér convergente para

Q € quase-Fejér convergente para ().



Capitulo 2

Convergéncia do Método das

Projecoes Alternadas

Neste capitulo estudaremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para a convergéncia forte
do método das projecoes alternadas em espacos de Hadamard. Essa condicao nos permite
responder parcialmente a questao principal que motivou o artigo de Bruck em [22]: ”Sob
quais hipdteses as iteragoes randomicas de projecoes sobre conjuntos convexos e fecha-
dos gera uma sequéncia convergente?”, e também generalizar o teorema de Prager para
variedades de Hadamard, ou seja, a sequéncia gerada por iteragoes randomicas sempre
converge em variedades de Hadamard. Além disso, generalizamos o teorema de Sakai para
uma grande classe de sequéncias (jn ) que contém as sequéncias quase-periédicas. Também
estudaremos o método de projecoes alternadas para uma sequéncia decrescente de con-
juntos convexos encaixados em variedades de Hadamard e obtemos uma prova alternativa
para a convergéncia do método do ponto proximal.

Os resultados obtidos neste capitulo deram origem ao seguinte trabalho:

e Melo, f.D.L., da Cruz Neto, J.X., de Brito, J.M.M. Strong Convergence of Alterna-
ting Projections. J Optim Theory Appl 194, 306-324 (2022).

2.1 Método das projecoes alternadas

Vamos fixar a seguir algumas notacoes que serao utilizadas ao longo desse capitulo. De-
notamos um espago de Hadamard por H, conjuntos convexos e fechados de H, com

intersecao nao vazia, por Cy, Co, ..., Cn, e por (x,) a sequéncia gerada pelo método das

29
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projecoes alternadas introduzido em (1). Provamos a seguir que se (x,;) tem pelo menos
um ponto de acumulacao, entao ela converge fortemente. Antes de provar este resultado,

precisamos do lema a seguir.

Lema 2.1. Se & é um ponto de acumulagdo da sequéncia (x,,) definida por (1) e todos os
indices aparecem infinitas vezes na sequéncia (jn) entdo & € C;1N...N CN e a sequéncia

(xn) converge para &,

Demonstracao. Afirmamos que se § € C;N...NCq com 1 < d < N entao existe algum

1> d tal que § € C;. De fato, suponha que x,,, — & e defina
Ly = min{k >ny :jx >d} e 1 =min{k:n, > Li}.
Em seguida, defina
l, = min{k > n,, :jx >d} e 71 =min{k:ng > Ly}
Indutivamente, podemos construir sequéncias (lg) e (rg) onde rg =1 e
ls =minfk >n,_, :jx >d} e 7r¢=min{k:ng >1}, VseN.

Observe que existe uma subsequéncia (lg, ) tal que j,,, = 1 > d, onde by, = lg, para

Sm

todo m € N.
Mostraremos que & € Ci, de fato, suponha por absurdo que & ¢ C; e tome

a € CyN...NCn. Pela desigualdade (1.4) segue que
d*(&,a) > d*(Pi(&), &) + d*(Pi(&), a).
Sendo & # Pi(£), temos d2(&, a) > d2(P;(£), a). Daf existe & > 0 tal que
d(&, a) — d(Py(&), a) > 48. (2.1)

Para simplificar a notacao, defina yx = x,, para cada k € N, assim klim Yy = &.
— 00

Segue das definigoes acima que existem u,p € N com n, > mn, tais que

d(yTw a) < 67 d(yTu’ E') <d e j1u+1 =1

Denotamos por Qn a aplicacao Pj, e definimos R}, por

R?n::Qnan—lo---on—l—lan‘v
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Segue da defini¢ao da sequéncia (lg) que 1 < jn < d sempre que n,, < N < ly41.

Sendo £ € C;N---NCq €jy,,, =1, temos

RnTerl(‘E) = Q“Tp R Qlu“ R Qnm-O-l(a)
= Qmp o...leuH(é)
= Qmp o...oP;(§).

Por outro lado, R."", (y,,) = C jecoes sdo aplicacoes na i
or outro lado, My, +1 Yr,) = yrp- Oomo as projecoes sao aplicagoes nao-expalsivas,

temos
d(yr,, RA7 4 (E) = d(RY” 4 (yr,) RAT ()
< d(yT‘u7Ev)'

Sendo d(yr,, &) < 9, pela desigualdade triangular segue que

My

ARy, 1(8),8) < ARLT41(8),yr,) + dlyr,, &) < 26.

Agora observe que
nr,

d(E,a)—25 < d(&,a)—d(RI?,,(E),£)

Ty

< ARy (&), a)
= d(Qn,, 0...0Pi(&),Qn,, o...oPi(a))
= d(Pi(&), a).

Em particular d(&, a) — d(Pi(&), a) < 28, mas isso contradiz a desigualdade (2.1). Por-
tanto & € C;.

Sendo x,, — &, a menos de uma subsequéncia de (jn) e uma reordenagao dos
indices dos conjuntos C].’s, podemos assumir que j,, = 1 para todo k € N, e dai
Xn, = Pj, (xn,,) € Ci para todo k € N, em particular, & € C;. Pela afirmagao que
provamos acima, existe 1 > 1 tal que & € C;. A menos de uma reordenacao dos indices
dos conjuntos Cj/s, podemos assumir que 1 = 2, isto é, & € Cy. Se N = 2 a prova esta
concluida, caso contrario, podemos repetir este argumento um nimero finito de vezes para

provar que & € C;N---N Cyx. Agora, observe que
d(xn+1, &) = d(Pj, (xn), P5, (£)) < d(xn, &),

para todo n € N. Sendo x,,, — &, segue que x, — &, o que completa a prova do lema.

O
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Como consequéncia do lema anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Se a sequéncia (xn) definida por (1) tem pelo menos um ponto de acu-
mulagdo, entdo a sequéncia (xn) converge para algum & € H. Além disso, se

1e{1,2,...N} e jn =1 para infintos valores de n, entao & € C;.

Demonstra¢ao. Considere para cada i € {1, ..., N}, o conjunto Ay ={n :j, = i} e defina
A = {1 : A;éinfinito}. Por definicdo da sequéncia (x,) existe ng € N tal que n > nyg
implica que j, € A. Agora, considere a sequéncia (ix) onde ix = jx4n, para todo k € N.

Defina a sequéncia (zy) onde zy = P;i (zx_1) para todo k € N, onde zy = xy,,. Pelo

o
Lema 2.1 a sequéncia (zy) converge, pois estamos considerando somente as projecoes
sobre conjuntos convexos e fechados C{s com i € A. Sendo zx = Xyin,, tem-se que a

sequéncia (x,,) converge. H

Observacgao 2.3. A existéncia de um ponto de acumulacao € uma condi¢cao necessdaria
para a convergéncia forte da sequéncia (xn) definida por (1). No Teorema 2.2 mostramos
que esta condicao é suficiente quando H é um espaco de Hadamard. FExistem algumas
situagcoes em que a existéncia de um ponto de acumulacao € garantida. Por exemplo,
se H € uma variedade de Hadamard, entao a sequéncia (xn) tem pelo menos um ponto
de acumulacdo, pois nesses espacos toda sequéncia (xn) limitada admite algum ponto de
acumulacao. Se C; € compacto e o indice j aparece infinitas vezes na sequéncia (jn),
entao a sequéncia (xn) também tem algum ponto de acumulagcdo. Na préxima sec¢ao,
definiremos as sequéncias quase-normais e mostraremos na prova do Teorema 2.18 que se
H € um espaco de Hilbert, a sequéncia (jn) € quase-normal e Cy,...,Cn sao subespagos

lineares fechados, entdo a sequéncia (xn) tem pelo menos um ponto de acumulacgao.

No Capitulo 3, estudaremos um método mais geral do que o de projecoes alternadas, e
o Teorema 2.2 pode ser obtido como consequéncia de um resultado de convergéncia desse
método, a saber, o Teorema 3.9.

O teorema acima responde parcialmente a questao principal que motivou o artigo de
Bruck em [22]: ”Sob quais hipdteses as iteragoes randomicas de projegdes sobre conjuntos
convexos e fechados gera uma sequéncia convergente?”, e como consequéncia, obtemos
o corolario a seguir, que generaliza um resultado de Bruck de espacgos de Hilbert para

espagos de Hadamard, que é um cendrio nao linear.
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Corolario 2.4. Se eziste algum j € {1,2,... N} tal que C; € compacto, entdo a sequéncia
(xn) definida por (1) converge para qualquer sequéncia (jn) onde o indice j aparece infinitas

vezes na sequéncia (jn ).

Prager em [52] mostrou a convergéncia do método das projecoes alternadas em espagos
de Hilbert de dimensao finita. O resultado abaixo generaliza o resultado de Prager para

variedades de Hadamard, que é um espago nao necessariamente linear.

Corolario 2.5. Sejam H uma variedade de Hadamard e Cq,...,CN conjuntos convexos
e fechados de H cuja a interse¢do € nao vazia. Entdo a sequéncia (xy) definida por (1)

converge para qualquer sequéncia (jn).

O corolario acima também generaliza um dos resultados obtidos em [31], onde os
autores mostram a convergéncia do método das projecoes alternadas em variedades de

Hadamard quando C; N Cy N --- N Cyn tem interior nao vazio.

2.2 Generalizacao do Teorema de Sakai

Quando H é um espaco de Hilbert e os conjuntos C{s sao subespagos lineares, o método
de projecoes alternadas ja foi estudado durante muito tempo e por varios autores, como
explanado na introducao, mesmo assim a convergeéncia forte da sequéncia gerada por este
método ainda depende da ordem em que as projegoes sao aplicadas, ou seja, depende de
escolhas especificas da sequéncia de indices (jy).

E importante lembrar que em 1962 Halperin mostrou em [38] a convergéncia forte do
método de projecoes alternadas em espacos de Hilbert assumindo que a sequéncia (jy)
é periddica e em 1995 este resultado foi generalizado por Sakai em [55] para sequéncias
quase-periddicas. Apenas em 2017, foi mostrado por Kopeckd and Paszkiewicz em [42] que
a convergéncia forte nao ocorre para quaisquer subespagos lineares Cq,...,Cn (N >3) e
qualquer sequéncia (j,,). Assim, um problema natural é estudar uma classe de sequéncias
de indices mais geral que as quase-periddicas, onde a convergéncia forte ainda ocorre.
Nesta se¢ao, mostramos que o conjunto das sequéncias (jn ) em que o método de projecoes
alternadas nao converge fortemente tem medida de Bernoulli nula, e além disso exibimos
uma classe de sequéncias (j,) com medida total onde a convergéncia forte é garantida, ou
seja, generalizamos o teorema de Sakai para quase todas a sequéncias de indices (j,,). Ao

longo desta se¢ao, supomos que cada i € Iy aparece infinitas vezes na sequéncia (j,).
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Definicao 2.6. Para cada j € In, considere a sequéncia crescente de numeros na-
turais (kn) tal que jx, = j. Dizemos que uma sequéncia (jn) € quase-periddica se

I(§) = sup(kny1 — kn) € finito para todo j.

n
Observagao 2.7. Fquivalentemente, uma sequéncia € quase-periodica quando existe um
numero positivo L tal que qualquer bloco com L elementos consecutivos de (jn) possui

todos os indices de 1.

O exemplo a seguir é uma motivacao para estudar a convergéncia forte do método de
projecoes alternadas para sequéncias de indices mais gerais. Nesse exemplo exibimos uma
sequéncia de indices que nao é quase-periddica, mas o método (1) gera uma sequéncia

(xn) com velocidade de convergéncia maior quando comparada com a ordem periddica.

2
Exemplo 2.8. Sejam Cy, Cy, C3 conjuntos dados na figura (2.8), onde cosn = E Ob-

serve que C; N Cy N C3 ={0} e considere as projecoes Py, Po, P3 sobre Cy, Cq, C3 respecti-

vamente.

Cy

Ui G

Figura 2.1: Problema de viabilidade convexa

Note que

Pi(x,y) = (x,0), Pa(x,y) = (x+y x+y)’ Pyx.y) = (x+2y 2x+4y).

2 72 5 7 5

Apds simples manipulacoes algébricas, obtemos

ProProPi ) = (55 ) (020

(Py0 P (2 w) = o (2.2).
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Agora, considere a sequéncia periddica de indices (j) = (1,2,3,1,2,3,...). Apresentare-
mos duas sequéncias de indices nao periodicas na qual em uma delas o método de projecoes
alternadas converge mais rapido quando comparado com a sequéncia (ji) periddica e na

outra a convergéncia € mais lenta. Considere as sequéncias nao periodicas

(T‘l) = (]‘727371?27 17273’ ]‘723]‘?2’ 1727371727 1727172’ ]‘72737"')7

(s) = 1,2,3,1,2,3,...,1,2,3,1,2

'
10blocos

1,2,3,1,2,3,...,1,2,3,1,2,1,2,

102 blocos

1,2,3,1,2,3,...,1,2,3,1,2,1,2,1,2,

103 blocos

1,2,3,1,2,3,...,1,2,3,1,2,1,2,1,2,1,2, . ..

10¢blocos

Denotamos por (xn)«, @ sequéncia gerada pelo método de projecao usando os indices (o).

Para analisar qual sequéncia de indices é mais rapida vamos considerar a subsequéncia

(Xn,) de (xn) com ny = 6k + 9k?. Nesse caso, note que

(tn) =1(1,2,3,1,2,1,2,3,1,2,1,2,1,2,3,...,1,2,....1,2,1,2,3).
|

3k—1 blocos 12

(n) =1(1,2,3,1,2,3,...,123).

~
2k+3k?2 blocos 123

Assim, obtemos as sequintes sequéncias:

, 3 2k+3k?
(xni)y = (PaoPao PPy = (2] x.2x

3\ 1
(X'le)Tl = (E) 23k[3k—1)/2 (X, 2X)

(el _ (8VEY " (10)
|(xnk)h|‘(1_o) (ﬁ) s

quando k — +o00. Isso significa que a sequéncia (1) € mais rdapida que a periddica (ji).

Portanto,

Considerando agora a subsequéncia (xn,,) de (xn) onde Ny = 3(10 4+ 102 + ...+ 10™) +

m(m+ 1), obtemos as sequintes sequéncias
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3 10+102+---410™ 3 n(n+1)
o= (15) (3) 20

3 10+10%+---+10™ 1 142441
(Xnp)s, = (E) (5) (x,x).

(xn )yl V5 (ﬁé)m“‘”” o
G ad V2 \ 10 ’

quando m — +o0o. Assim, a sequéncia de indices (s1) € mais lenta que a sequéncia

Portanto,

periddica (ji1). Concluimos que dependendo do problema, a melhor ordem para aplicamos
as projecoes, isto €, aquela que nos fornece a maior velocidade de convergéncia, pode
nao ser a sequéncia periodica, assim, € interessante estudar a convergéncia do método de

projecoes alternadas para sequéncias de indices mais gerais do que as periodicas.
A seguinte definicao é essencial para generalizar o teorema de Sakai.

Definigao 2.9. Dizemos que uma sequéncia (jn) € quase-normal se existem um nimero
positivo L, uma sequéncia de blocos disjuntos (Ry) de elementos consecutivos (jn) com L
termos, onde cada bloco Ry possui todos os indices de Iy e uma fungao f: N — (0, 00)
com lim f(ny) =400 tal que

Ny —+00

e¢]

1
- = _l_oo7
Z ny - ()

k=1
onde jn, € o primeiro elemento do bloco Ry e ny € uma sequéncia crescente.
Observacao 2.10. Tseng e Bertsekas em [61] introduziram o conceito de ordem quase-
ciclica, que possui algumas semelhancas com a defini¢cao acima. FEste conceito também foi

estudado por Leyner e Reich em [1].

No préximo resultado, obtemos uma condicao suficiente para garantir que a sequéncia

(jn) seja quase-normal.

Proposicao 2.11. Suponha que existem um nimero inteiro positivo L, uma sequéncia
de blocos disjuntos (Ry) e elementos consecutivos de (jn) com L termos, onde cada bloco
Ry possui todos os elementos de In. Para cada k € N, seja Sy o bloco formado pelos
elementos entre Ry_1 e Ry, que eventualmente pode ser vazio. Assim, a sequéncia (jn)

pode ser vista da sequinte forma:

813%1829%2 PN ,Rk_lskka e
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Seja [8x| o nimero de elementos do bloco 8y e ¢ > 0 uma constante. Se

k
D IS8 <c -k VkeN, (2.2)

i=1

entdo a sequéncia (jn) € quase-normal.

Demonstrag¢ao. Denotamos por jn, o primeiro elemento do bloco Ry. Observe que
k
i=1

Agora considere uma funcao nao descrescente f : N — (0,00) tal que f(ny,) = logk.

Temos que
= 1 = 1
Z - f(ny) - Z K
k=1 k=1
(1 + (k—1)L+ Z |51|) -log k
i=1
= 1
Z
é (14 (k—1)L+c-k)-logk
= 1
> )

(L+c)k-log(k)

I
érf

Portanto, (jn) é quase-normal.

]

Denotamos por A o conjunto das sequéncias quase-normais, por Q o conjunto das
sequéncias quase-peridédicas e por B o conjunto das sequéncias (jn) que satisfazem a

desigualdade (2.2). Mostraremos a seguir que Q C B C A.
Corolario 2.12. Toda sequéncia (jn) quase-periddica é quase-normal.

Demonstragao. Seguindo a notacdo da definicado (2.6), considere L = 121)'85\1 I(5).
Afirmamos que qualquer bloco R com L elementos consecutivos de (jn) possui todos
os elementos de Iy. De fato, dado j € Iy, temos que L > I(j) e segue da definigao de 1(j)
que existe algum jx € R tal que jx =j. Assim, podemos considerar a sequéncia de blocos
disjuntos (Ry) onde cada Ry tem L elementos consecutivos de (j,,) e o primeiro elemento
de Ry € jn, com ny = 1+ (k—1)L. Usando a notacao da Proposicao 2.11 temos que

8, = () para todo m € N. Portanto, segue da Proposicao 2.11 que (jn) é quase-normal.

O
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Apresentamos a seguir uma sequéncia (jn) com os elementos em {1,2,3} que é

quase-normal, mas nao é quase-periddica.

Exemplo 2.13. Considere a sequéncia abaizo, onde temos blocos consecutivos Ry = {123}

intercalados por blocos da forma S ={1212...12}.

123123 ...12312123123...1231212 123123 - - - 123121212 123123 .. . 123 ...
. N ————

10blocos 102 blocos 103 blocos 104 blocos

. 1+1__ ~ .o~
Para cada 1 € N, seja ky = 109—1. Usando a notacao da Proposicao 2.11, note
que 8; # 0 se, e somente se, 1 = ki para algum 1 € N e além disso |Sy,| = 2L

Dado k € N tal que ki < k < k41, temos
k 1 !
101+1 -1
Si|l = Sk, (t+1) < —— <k
2_18i=0 Byl=) 2=l 5
i=1 j=1 j=1
Pela Proposicao 2.11, a sequéncia (jn) € quase-normal. Por outro lado, esta sequéncia

nao € quase-periodica, pois para cada n € N temos blocos 1212 ---12 com 2n elementos

distintos de 3.

Agora usaremos algumas técnicas de teoria ergddica para estudar os conjuntos A e Q

com relacao a medida de Bernoulli no espaco de sequéncias X.
Proposicao 2.14. P(A) =1, onde P € a medida de Bernoulli em X.

Demonstracao. Seja & ={1,2,..., NN e considere a medida de Bernoulli ? em Z. Segue

da discussao na Secao 1.2 e da igualdade (1.1), que existe um subconjunto Q C £ com

P(Q) =1 tal que para cada &« = (1, Ko, ..., &n,...) € Q, tem-se
= i
Jim — Z Xe (B! () = P(E), (2:3)

onde E é o cilindro [1;1,2,...,N] e P(E) = p1p2...pn < 1. Pela desigualdade entre as
médias AM-GM segue que

Prtpzt...+pn\N 1
NN

O<a:p1p2...pN<< N

Tome o € Q. Observe que P~ '(«) € [1;1,2,...,N] se, e somente se, o = 1,

o1 = 2,...,04n—1 = N. Considere uma sequéncia crescente (ny), onde B™ !(«) €
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[1;1,2,...,N] e a sequéncia de blocos (Ry) com N termos cujo primeiro elemento € jy, .

Segue de (2.3), que existe m tal que n > m implica que

1 — 3a
< Z <5 (2.4)

j=0

wlp

Observe que se j = ny — 1 para algum 1, entdao Xe (B () =1 e que Xe(B' () = 0 caso

contrario. Portanto,
lefl

3 Xe(pi() =

j=0

Tome ny, > m. Por (2.4) segue que para k > Ky,

a< k<3a
2 11%% 2

Agora, considere a funcao f: N — (0, 00), onde f(n) = log (n + %) Tem-se

=~
—

1

= 1
Z Ny - f(ny)

k=1

[l
’EM

1 00
Mg - f le k—Zkl

r
ks
L

I\’I

Ry
e - f(y) 2klog (2k + 1)—2kloga

I
81

Isso prova que Q C A. Em particular, P(A) = 1.
L]

De maneira similar, podemos provar que o conjunto B das sequéncias (jn) que satis-

fazem a condicdo (2.2), também tem medida total.
Proposicao 2.15. P(B) =1, onde P € a medida de Bernoulli em X.

Demonstracao. Considere o cilindro E = [1;1,2,---N], cuja medida de Bernoulli é

P([1;1,2--- ,N]) =p1p2...pn =a > 0.

Como a medida de Bernoulli é ergédica em relagao ao operador shift 3 : ¥ — X, pelo
teorema ergédico de Birkhoff existe um subconjunto Q C £ com P(Q) = 1 tal que se

o= (0, %o, ..., 0%n,...) € Q, entao

Jim S e (pi() = P(E). (2.5)
=0
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Em particular, existe uma sequéncia crescente (ny) tal que ™ (o) € [1;1,2,...,N]
para todo k € N. Por definicao da transformacao shift, temos
Rk = (ocnk, ocnk+1, ey ocnk+(N_1)) = (]_, 2, ey N)
Segue de (2.5) que
. 1 . 1 k
a= lim —#{1<j<ne : B (x)e1;1,2...,N]} = lim —.
Tome ko € N tal que k > kj implica
a < k < 3a
2 n 2
Sendon, =1+ (k—1)L+ Z]le ISi|, para k > kg, temos
2 mn 2 3a k 3a
= < 2k
n —_—
™ 3a
= 14+ (k—1L+ Z 1Ss| < —
k
Lk 2k
= — Si< —
2 ;' 3a
k
2 L
= Sil<|z7—=—3
Y isi<(5-3)
Tomando ¢ = max {Z LISl e %}, obtemos
i=k
D IS <c -k VkeN.
i=1
Como Q C B, entao P(B) = 1.
O

Apesar do conjunto das sequéncias quase-normais ter medida total, existem sequéncias

(ue Nao sao quase-normais.

Exemplo 2.16. Considere a sequéncia abaixo onde temos blocos consecutivos 123 inter-

calados por blocos da forma {1212 ...12}.
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12312312123121212312121212312121212.. ..

Note quen; =1,y =4,n3=9 ¢

ne = (k—1)-34+1-242-2+---(k—2)-2+1
(k—2)(k—1)

= 3k—=1)+2-
(k—1) + ;

+1

= k2

Dada uma fungao f : N — (0,00) tal que lim f(ny) = oo, existe M > 0 tal que

N —00

< M. Portanto,
f(ny)

Assim, essa sequéncia nao € quase-normal.
Agora, vamos provar que o conjunto Q tem medida zero.

Proposicao 2.17. P(Q) =0, onde P € a medida de Bernoulli de X.

Demonstra¢ao. Denotamos por Qi o conjunto das sequéncias quase-periddicas (jn) tais
que max Ij) < k. Afirmamos que P(Qx) = 0. De fato, considere o cilindro
SN
Ex =[1;1,1,1,...,1]. Segue da discussao na Segao 1.2 e da equagao (1.1), que existe um
—_—

2k termos
subconjunto Qi C X com P(Qy) =1 tal que para cada & = (1, Xg, ..., Xn,...) € Qy,

tem-se

]
ngrfwanEkB P([1;1,1,...,1]) > 0.

Em particular, se o« € y, entdo existe j tal que PI~'(x) € Eyi, isto 6,
® = Xjy1 = ... = Kjpok—1 = 1. Isso implica que « ¢ Q. Portanto, QO N Qy é

vazio e P(Qy) = 0. Como Q = U Qy, segue que
k=1

i? (Qx) =0.
k=1
O

No préximo resultado, generalizamos o teorema de Sakai para sequéncias de indices

quase-normais. Na prova desse resultado, usamos o Teorema 2.2, assim, obtemos uma
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aplicagao do Teorema 2.2 em espacos de Hilbert. Em particular, encontramos uma classe
maior de sequéncias (jn) contendo as sequéncias quase-periddicas tais que a sequéncia

(xn) gerada pelo método de projecoes alternadas converge.

Teorema 2.18. Sejam X um espaco de Hilbert e Cy, ..., Cn subespacos fechados. Se a
sequéncia (jn) € quase-normal, entdo a sequéncia (xn) definida por (1) converge forte-

mente.

Demonstrac¢ao. Usando a notagao dada na definigao (2.9), considere a sequéncia

L-2

Yk =) Ixngricn —xn4ill”

i=0
Mostraremos que existe uma subsequéncia crescente (by) tal que

1

< —
Y f(ny, )Ny,

De fato, suponha por absurdo que isso nao ocorre, assim existe kg € N tal que

1

k } ko = Yx 2 _— .
I o
Como a sequéncia (j,) é quase-normal, segue que

o0 o0

1
ZUk? Zm:_FOO'

k=1 k=ko

Por outro lado, sendo os blocos Ry’s disjuntos dois a dois, temos

o0
Zyk < Z Ixi — xip1ll?

k=1 i=1

12— Ibxi gl

[
M

||Xi
1
x1|* — im xnll?

o
[

< +o00.

Mas isso é uma contradigao, concluindo a prova da afirmagao.

Para simplificar a notacao, definimos w; = xy,, para todo L € N. Seja P a projegao
ortogonal sobre um subespaco fechado de X. Segue do Lema 1.71, que para qualquer
x,y € X temos

I =yl < lbx — Pyl + [lx — PxI* + 2lly — PylI*. (2.6)
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Afirmamos que a subsequéncia z, = wy, ¢ convergente. De fato, dado m < ny,, segue

de (2.6) que
1z = Xmll* < llzic = Xmial? + llzic = Py, (i)l 4 2lxm — Xl

Considere 1 € N tal que 1 < v < ny, —m. Aplicando (2.6) recursivamente, obtemos

m+r—1 m+r—1
k — Amll X k =™ Am+r k — Fjil~k i A1 - .
lzi — xmll?> < llzie = Xl + lzx — Pj, (zi)II” + 2 lIxi — X411 (2.7)
i=m i=m

Tomando m = nyp, com by < by e 1 =ny,, — Ny, em (2.7), temos

‘I’Lbk—l Tl.bk—l
1z — 21l < Z Iz — Pji(zk)HQ + 2 Z i = xiqll?. (2.8)
‘L:lel i:TLbl

Por hipétese, a sequéncia (jn,) ¢ quase-normal. Logo, para cada ny,, <1i < ny, — 1 existe
h(i) com ny, < h(i) < np, + L —1 tal que j; = jr), portanto xi,xni) € Cj,. Pelo

Lema 1.70 segue que

llzi — Pji(zk)HQ <z = xnp P
h(i)—1
< (h() —mp) D ke — I
s:nbk
< (L=1yy,.
Pela desigualdade acima e (2.8), temos
lekfl
lz — 2zl < (o, =) (L= Dyp, +2 D lxi —xi4al?
i:ﬂ.bl
TLbk—l
< L-(Moye)+2 D I —xiql?
i:nbl
L nbk—l
< +2 xXi — Xiz1|%
—
Observe que lim f(ny, ) = +o00 e a série Z Ixi — X1/ converge. Pela desigualdade

brx—o0 .
i=1
acima, segue que a sequéncia (zy) é de Cauchy e portanto a sequéncia (x,) tem algum
ponto de acumulacao e pelo Teorema 2.2 garantimos que a sequéncia (x,,) é convergente.

]
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2.3 Método do ponto proximal

Nesta segao, estudamos a sequéncia (x,,) definida por (1), mas aqui a sequéncia (jn)

assumi valores no conjunto dos niimeros naturais. Mais precisamente, considere o método
Xn = PTL (anl) (29)

onde P, é a projecao sobre C,,. Como aplicacao, mostramos que o método do ponto
proximal pode ser visto como um método de projecoes alternadas. Em particular, obtemos
uma prova alternativa para a convergéncia do método do ponto proximal.

Primeiro, vamos provar o seguinte lema, que em particular nos da informacgoes sobre

a intersecao dos conjuntos (Cj)g’il a partir da sequéncia gerada por (2.9).

Lema 2.19. Seja H uma variedade de Hadamard e (Cj);?‘;l uma familia enumerdvel de

conjuntos convexos e fechados de H tal que C; D Co D ... D Cyy.... A sequéncia (xn)

definida por (2.9) é limitada se, e somente se, ﬂ Cn #0.

n=1

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que a sequéncia (xy) é limitada. Pelo teorema de
Hopf-Rinow (x,) admite algum ponto de acumugao x*, isto é, existe uma subsequéncia

(xx;) convergindo para x*. Dado k € N, tem-se x;, € Cy para todo m > k, como Cy ¢

fechado, entao x* € Cy, logo x* € ﬂ Cx. Em particular (), Cx # 0.
k=1

o0
Reciprocamente, suponha que ﬂ Cn # 0, isto é, existe a € [y, Cx, dai

n=1

d(xk+1,a) = d(Pc, (%), Pe, (@) < d(xk, a).
Logo (xy) é limitada. H

Proposicao 2.20. Seja M uma variedade de Hadamard e (Cj)j"‘;1 uma familia enu-
merdvel de conjuntos convexos e fechados encaizados de M, isto é, C; D Cy D -+ D
Cy---.5e C:=pr, Cx #0, entio a sequéncia (xn) definida por (2.9) converge para um

ponto de C.

Demonstracao. Segue do Lema 2.19 que (xy) é limitada. Seja x* um ponto de acumulacao

de (xx), pelo Lema 2.19 tem-se x* € C. Dai

d(xx+1,x") = d(Pc, (xk), Pc, () < d(xk, x").

Isto é, (d(xy,x*)) é decrescente, portanto d(x;,x*) — 0. a
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Observacao 2.21. Pelo Lema 2.19, se a sequéncia gerada por (2.9) € ilimitada, entdo
a intersecao dos conjuntos (Ci) € vazia e se a sequéncia gerada € limitada, entao a in-
tersecao dos conjuntos (Ci) € nao vazia e além disso essa sequéncia converge para um

ponto da intersecao.

Considere uma variedade de Hadamard M, uma funcao convexa f: M — R e xg € M.

O método do ponto proximal é definido por

A
X'k—b—l - arg min {f(y) + ?kd2(xk7y)} 9 (210)
Yy

eM
onde Ay € R satisfaz 0 < Ay < A para algum A > 0.
Este método estd bem definido, pois dado p € M, pelo Exemplo 1.76 a fungao
y — d*(p,y) é fortemente convexa e sendo f convexa, pela Proposi¢io 1.77
tem-se que a fungao
y o fly)+ ey, p),
¢ fortemente convexa e pela Proposicao 1.78 admite um tnico ponto de minimo, para

mais detalhes sobre este método, consulte [35]. Para cada k € N, considere o conjunto

Cr ={y € M;f(y) < f(xpe1) )

Como f é convexa, para cada k € N, o conjunto Cy é convexo e fechado. Além disso, por

definicao do método do ponto proximal, tem-se

A
Fxer) < Flx) + 7 d% (e, xi0) = Fxie).

Isto é, a sequéncia (f(xy)) é decrescente, logo os conjuntos Cq, Cy,...,Cy ... satisfazem

as hipoteses da Proposicao 2.20, ou seja,
1. Cy é convexo e fechado para todo k € N.
2.G0C D+ DCy---

A proposicao a seguir mostra que o método do ponto proximal aplicado a uma funcgao

convexa f: M — R é equivalente ao método de projecao aplicado aos conjuntos
Cr ={y € M f(y) < flxii)}-

Proposigao 2.22. Sejam M uma variedade de Hadamard, f: M — R uma funcdo con-
vexa e (xx) a sequéncia gerada pelo método do ponto prozimal. Se Cy ={y € M, f(y) <

f(xx+1)}, entdo Pc, (%) = Xky1, onde Pc, (X) € a projecdao de x sobre Cy.
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Demonstrag¢ao. Por (2.10), tem-se

0€a <f+ %‘P(Xk? -)) (Xk+1) = Of(Xpeq1) + A - 0 (%) (Xi41)-

d2
Pelo Exemplo 1.76 a fungao y — M ¢ diferenciavel e

2

d*(p,y) =
rad( 5 = —exp, Pp.

Logo,
Ak -expy ! (xi) € 0f(xy). (2.11)

Pela definicao de subgradiente, temos
f(y) = flac) + (M- expyl, (ad, expl (y), Yy e M.

Em particular,

fly) — f
(expy (xi), expl (y)) < ) }\k(xk“) <0, Vye Cy.

Segue da Proposicao 1.68 que xx4+1 = Pc, (xx). H

A seguir mostramos uma prova alternativa do método do ponto proximal.

Teorema 2.23. Sejam f: M — R uma funcgdo convexa e S # 0 o conjunto dos minimi-
zadores de f. Seja (xx) a sequéncia gerada por (2.10) e Cx ={y € M, f(y) < f(xx41)}-
Entao

S - ﬁ Ck.
k=1

Além disso, (xn) converge para algum ponto de S.

Demonstracao. Mostraremos que S coincide com a interseccao dos conjuntos convexos
Cn. De fato, se x € S, entao f(x) < f(xk41)) para todo k € N, logo x € (N, Cx.
Reciprocamente, dado x € [y, Cx, pela Proposigao 2.20 a sequéncia (xy) converge para
algum x* € M, logo

lexpy,,, (il = d(xic, Xi1) — 0.

Além disso, em (2.11) mostramos que

Ak - exp;klﬂ(xk) € of(xy).
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Sendo 0 < A < A, segue do Lema 1.82 que 0 € 0f(x*), ou seja, x* é ponto de minimo.

Pela definicao dos conjuntos C;,, temos
f(x) < flx1), VkeN

Assim, f(x) < f(x*) = minf e portanto x € S. Segue da Proposicao 2.20 que (xn)

converge para algum ponto de S. O



Capitulo 3

Convergeéencia Forte do Método

Alternado Generalizado

Neste capitulo estudamos a convergéncia forte de um método alternado inexato para
operadores mais gerais que projecoes e também para cenarios mais gerais, em particular
obtendo resultados para a convergéncia forte da composicao de aplicagoes firmemente nao-
expansivas em espagos p-uniformemente convexos, obtendo novos resultados em CAT (k)

e generalizando alguns resultados em CAT(0).

3.1 Operadores firmemente nao-expansivos

As definigoes e exemplos apresentados nesta podem ser encontrados em [4].

Definigao 3.1. Seja C um subconjunto convexo nao vazio de um espaco p-uniformemente
convero (X,d). Dizemos que uma aplicacio T : C — X € firmemente nao-expansiva

quando

d(Tx, Ty) < d((1 —A)x @ ATx, (1 —A)y & ATy),

para todo x,y € C e A € [0, 1[.

Exemplo 3.2. Seja X um espago CAT(0) e uma fungdio f : X —] — 0o, +00] conveza,
semicontinua inferiormente e prépria (i.e., nao € constante e igual a +00), o resolvente
de f, definido por

1
Jax = argmin |f(y) + —d?(x,y) |,
yeX 2\

onde A > 0, € firmemente ndao-expansivo.

48
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Exemplo 3.3. Seja X um espaco CAT(0) e f a funcao indicadora de um conjunto convexo
C C X, usto €,

0, se xeC,
f(x) =
oo, se x¢&C.

E possivel mostrar que f é uma funcao convexa e para cada A,
J}\X = Pc(X).

Em particular, a projecdo sobre conjuntos convexos e fechados de um espaco CAT(0) €

firmemente nao-expansiva.

Definigao 3.4. Seja C um subconjunto ndao vazio de um espaco métrico (X, d). Dizemos
que uma aplicagio T : C — X satisfaz a propriedade (P) quando Fix(T) # (0 e existem
L>1¢ep >0 tais que

d(Tx,u)' < d(x,u)' —Bd(Tx,x)",

para todo x € C e u € Fix(T).

Exemplo 3.5. Se X é um espago p-uniformemente convexo com parametro ¢ e C um
subconjunto nao vazio de X, entao toda aplicacao firmemente nao-expansiva T : C — X
com Fix(T) # 0 satisfaz a propriedade (P) com 1 =p e p =c/2. De fato, dado x € C,

u e Fix(T) e A€ (0,1), tem-se

dw, Tx)? = d(Tu, Tx)P
< d((1—ANu®ATu), (1 —A)x & ATx)P
< d(w, (1—A)x @ ATX)P
< (1—A)d(u, %) +Ad(w, Tx)P — %m —A)d(x, Tx)P.

Assim,

d(w, TP < d(w, x)P — %?\d(x, Tx)P.
Fazendo A — 17, obtemos
dP (u, Tx) < dP(u,x) — %dp (x, Tx).

Exemplo 3.6. A projecao sobre conjuntos convexos e fechados em espacos CAT(0) sa-

tisfaz a propriedade (P) com B = 1; de fato, no Exemplo 1.87 vimos que todo espaco
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CAT(0) € 2-uniformemente convexo com parametro ¢ = 2 e pelo Exemplo 3.5 a projecao

sobre subconjuntos convexos de CAT(0) € firmemente ndao-expansiva.

Exemplo 3.7. Seja X um espago completo CAT(k) (com diam(X) < 7/(24/k) para
k > 0) e C C X um subconjunto convexo e fechado de X. Lembre-se que se k > 0, entdo
a projecao sobre um conjunto convexo e fechado Pc : X — C ndo necessariamente € nao-
expansiva. No entanto, ela satisfaz a propriedade (P) com 1 =2 e 3 =c/2. Para provar

este fato, usamos que a proje¢ao em espagos CAT(k) satisfaz a desigualdade
d(Pc(x),a) <d(x,a), VxeX, VaecC.

E que todo espago CAT(k) (com diam(X) < 7t/(24/k)) é 2-uniformemente convexo (veja
Exemplo 1.86). De forma anéloga ao Exemplo 3.5, podemos usar estes dois fatos para

mostrar que Pc satisfaz a propriedade (P).

3.2 Meétodo alternado generalizado

Considere as aplicagoes Ty, To, ..., Ty : X — X definidas em um espaco métrico completo
(X,d) e uma sequéncia (j,) tomando valores em I, = {1,2,..., N}, escolha um ponto

Xo € X e denotamos por (x) a sequéncia introduzida em (2), isto é, definida por

d(Tjn(Xn—l)aXn) < €n, paracadaneN,

onde ) | €, < 00.

Em espacos em que a projecao sobre conjuntos convexos estda bem definida, considere
conjuntos convexos e fechados Cy, Cs,...,Cn e as aplicagdes T; = P¢, (projegao sobre
Ci), ou simplesmente P;; nesse caso o método (2) se torna uma versao inexata do método

de projecoes alternadas, isto é,
d(Pj, (xn-1),xn) < €n, paracadaneN, (3.1)

onde ) ° | €y < 00.
Ariza et al. mostraram em [4] que se os operadores T; satisfazem a propriedade (P),

entao a sequéncia obtida por este método é assintoticamente regular.

Teorema 3.8. [/, Theorem 3.1]. Sejam (X,d) um espago mélrico e aplicagoes

Ti,....,Tn : X = X satisfazendo a propriedade (P). Se ﬂil Fix(Ty) # 0, entao dado
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qualquer ponto inicial xo € X, a sequéncia (xn) definida por (2) € assintoticamente regu-
lar, isto €,

lim d(Xn,Xn+1) =0.
n—oo

Em [4], os autores também estudaram a convergéncia fraca desse método no contexto
de espacos p-uniformemente convexo, mas a convergéncia forte foi pouco explorada. Na
proxima secao estudaremos a convergéncia forte desse método sob algumas hipoteses

adicionais.

3.3 Analise de convergéncia

No teorema abaixo, provamos que se a sequéncia (x) definida por (2) em um espago
p-uniformemente convexo tem pelo menos um ponto de acumulagao, entao converge forte-
mente. Vale ressaltar que nao supomos que o ponto de acumulacao pertence a intersecgao
dos conjuntos convexos.

Teorema 3.9. Seja (X, d) um espago p-uniformemente convexo completo e suponha que
N

as aplicacoes Ty, ..., Ty : X = X sdo firmemente nao-expansivos com ﬂ Fix(Ty) # 0. Se
a sequéncia (xn) definida por (2) tem pelo menos um ponto de acumiu:lclzg:cio, entao (Xn)
converge fortemente para um ponto de ﬂFix(Ti), onde 1 é o conjunto dos indices que
aparecem infinitas vezes na SeqUENCLQ (];E)I

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que todos os indices aparecem

infinitas vezes na sequéncia (j, ), de fato segue da defini¢ao de I que existe ny € N tal que
n>nyg=jn €l
Agora redefinimos a sequéncia (xy) da seguinte forma
Zg = Xngy, Zk = Xk4n,, VK EN.

Por definicao, em relacdo a sequéncia (zy), todos os indices aparecem infinitas vezes.
Agora, considere & um ponto de acumulacao de (x,,).

Afirmacgao 1: Se & € Fix(T;) N--- N Fix(Ty) com 1 < d < N entao existe algum i > d
tal que & € Fix(Ty).
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De fato, suponha que x,,, — & e defina
L= IIllIl{k >mng jk > d}, T = mln{k My > 11}

Agora defina

l, = min{k > n,, :jx > d}, 12 =min{k:ng > L}

Procedendo indutivamente, construimos sequéncias (ls) e (rg) onde rg =1 e
ls =min{k >n,_, 1jx > d}, 1 =min{k:ny > 1},

para todo s € N. Observe que existe uma subsequéncia (1s, ) tal que j,,, =1 > d para
todo m € N, onde by, = 15,,.

Mostraremos que & € Fix(T;). De fato, suponha por absurdo que & ¢ Fix(T;) e tome
a € Fix(T;) Nn---NFix(Ty). Como T; satisfaz a propriedade (P), temos

d” (&) > Sd"(Ty(£).€) + d° (Ti(&), ).

Sendo & # Ti(&), tem-se d(&,a) — d(Ti(&),a) > 0. Assim, existe & > 0 tal que
30 < d(&,a) — d(Ti(&), a). Segue das definigdes acima que existem w,p € N com p > u
tais que

D e <8, dyr,,8) <5, dlyr,. &) <3,

onde Yy = xn, para todo k € N eji ., =1i. Segue da defini¢ao de (1) que
n, <n<ly=1<j, <d

Para simplificar a notagao, denotaremos por Qn o operador Tj, e dados n,m € N com

n > m, denotamos por R}, o operador

n—1 m’

ool 00T, 0T

m+1

Sendo & € Fix(T;) N--- N Fix(Ty), temos

RnTZ—Q—l(Ev) - QTITp ©:-:0 Q1u+1 O“'OQnru+1(E')
Qoo Qu(E)
= Qnrp OOTI(E)
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Como Q,, é nao-expansivo, segue da definigdo da sequéncia (x,,) e da desigualdade trian-

gular que

d(yrp7 R::EH (yTu)) = d(yrpa QTp 0---0 Qnru+1 (yfu))

< A(Yr,s Qr, (Yr,—1)) + d(Qr, (Yr,—1), Qry 00 Q1 (U, ))
< €, +dYr,—1,Qrp,m10-:0Qny iy (Yr,))

< ep+dYr,—1, Qr,—1(Yr,—2))

+ d(Qrp—1(Yr,—2), Qr,—10--0Qny i (Yry))

< eptep1+dYr,2,Qr, 200 Qn, 1, (Yr,))

S €, tE 1t T e

< i €s

<5

Como d(yy,, &) < 8 e Qn é nao-expansivo, concluimos que

Ny oy TLTP TLTp

d(yr,, R (E) < Ay, R (Ye)) + ARYP L (yr), REP 4 (E))
< 0+d(yr,, &)
< 20.

Sendo d(ys,, &) < 9, segue da desigualdade triangular que

d(RY™4(8),8) < d(RY” 4(8),ys,) + d(yr,, &)
< 30.

Agora observe que
d(&,a) =35 < d(&a)—d(Ry?,,(E),8)

< d(RY”,4(8), @)

— d(Qn, 0+ 0 T(E),Qn,, 0+ 0 Ti(a))

< d(Ti(€), Ti(a))

= d(Ti(&), a).
Assim, d(&, a) — d(Ti(&), a) < 30, que é uma contradi¢ao, pois & foi escolhido de forma
que d(&,a) — d(Ti(&), a) > 45. Portanto, &; € Fix(T;).
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Mostraremos agora que (x) converge para &. De fato, podemos supor a menos de
uma subsequéncia de (jn, ) e uma reordenacao dos indices das aplicagoes T; que jn, =1

para todo k € N. Note que

d(Tle (Xnk)axnk) g d(Tle (Xnk)7 Tnk (Xnk—l) + d(Tle (Xnk—l)axnk)

< d(Xnk—laxnk) + €TLk'

Como jn, = 1 para todo k € N, segue do Teorema 3.8 que 1}5%0 d(Ti(xn, ), xn,) = 0,
portanto & € Fix(Ty).

Pela Afirmacao 1, existe i > 1 tal que & € Fix(T;), a menos de uma reordenagao dos
indices das aplicacoes T; podemos assumir que i = 2. Se N = 2 a prova estd completa,
caso contrario podemos repetir esse argumento uma quantidade finita de vezes para provar

que & € Fix(T;) N --- N Fix(Tn).

N
Finalmente, dado a € F:= ﬂ Fix(T;), para cada n € N, tem-se

i=1
dxn+1, &) < AT, (xn), T (8) + dxns, b, ()

< d(Xn, ‘E) + €n+1-

Como a sequéncia (€,) é somavel, entao (x,) é quase-Fejér convergente para F. Além
disso, ja mostramos que (x,) admite algum ponto de acumulacao & € F, dai segue da

Proposicao 1.90 que (x,) converge para & € F. H

Observe que a prova do Teorema 3.9 continua valida sob hipéteses mais gerais, como
enunciado a seguir.

Teorema 3.10. Seja (X, d) um espago métrico completo e suponha que as aplicag¢oes
N

Ti,..., Tn : X = X sao nao-expansivas com ﬂ Fix(Ty) # 0 e satisfazem a propriedade
(P). Se a sequéncia (xy) definida por (2) tem ;726}0 menos um ponto de acumulacdo, entao
(xn) converge fortemente para um ponto de ﬂFix(Ti) #+ (), onde 1 € o conjunto dos
indices que aparecem infinitas vezes na sequénz?(lz (n).

No caso em que X é um espaco CAT(0) e as aplicagoes T; s@o projecoes sobre conjuntos
convexos e fechados, obtemos uma condigao necessaria e suficiente para a convergeéncia

forte da sequéncia gerada por uma versao inexata do método de projecoes alternadas em

espagos CAT(0) completo.
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Corolario 3.11. Seja X um espago CAT(0) completo e Cq,...,Cn conjuntos convexos e
fechados de X cuja intersecao C; N --- N CN € nao vazia. Se a sequéncia (xn) definida
por (3.1) tem pelo menos um ponto de acumulag¢ao, entao a sequéncia (xn) converge

fortemente para um ponto de ﬂ Cy, onde 1 € o conjunto dos indices que aparecem infinitas
iel
vezes na sequéncia (jn ).

Observacao 3.12. Quando €,, =0 em (2) para todo n natural, o Coroldrio 3.11 se torna

o principal resultado obtido em [}7], que corresponde ao Teorema 2.2 do capitulo anterior.

3.4 Regularidade de conjuntos

Estudaremos agora outras condicoes, necessarias e suficientes, para a convergéncia do
método. A seguir definimos condicoes de regulariedade de uma quantidade finita de

conjuntos.

Definicao 3.13. Seja X um espaco métrico. Considere conjuntos Aq,...,An C X e
n

A=A
i=1

(i) Dizemos que A1, A, ..., Ay C X sao limitadamente regular se para qualquer con-

junto limitado S C X e qualquer € > 0 existe & > 0 tal que

max{d(x,A1),...,d(x,An)} <& = d(x,N,A;) <€, ¥x€S.

(ii) Dizemos que os conjuntos Ay, Aa, ..., Ay sao limitadamente linearmente regular se

para cada conjunto limitado existir uma constante 1 > 0 tal que

dist(x, A) < nmax{dist(x,A;), i=1,...,m}, Vx € S.

(111) Dizemos que os conjuntos Ay, Ag, ..., Ay sao linearmente regular se existir uma

constante n > 0 tal que

dist(x, A) < nmax{dist(x,A;), i=1,...,m}, V¥x € X.

Observagao 3.14. Segue da defini¢ao que (iii) = (il) = (1).

A nocao de regularidade de conjuntos apresentadas na definicao acima ja foi estu-

dada em ambientes mais particulares, onde foram encontradas condigoes suficientes para
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garantir que uma colecao finita de conjuntos sao linearmente regular, veja por exemplo
[13, 17, 34, 58]. Destacamos que em [17], os autores mostram que se a intersecao de
conjuntos convexos e fechados de um espaco de Hilbert Cy, C,, ..., C,, tem interior nao

vazio, entao Cq, Cy, ..., C,, sao linearmente regular.

N
Lema 3.15. A sequéncia (x,) definida por (2) converge parax € ﬂ Fix(Ty) se, e somente
se, =
N

lim d(xn, (] Fix(Ty)) =0.

n—oo !
i=1

Demonstragdo. Seja C = NN Fix(T;). Para cada & € C e i€ N | temos

d(XiJrla E»)

N

d(T,, (%), T, (&) + dxig1, T, (x1))

< d(xi, &) + €iq-

Somando a desigualdade acima comi=mn,.... n+p—1,

n+p—1 n+p—1 n+p—1

D dlxin &)< ) Al &)+ ) e

i=n

Isto é,

d(xnip, &) S d(xn, &)+ ) e (3.2)

Pela desigualdade triangular e (3.2),
d(%nsp Xn) < d(Xngp, &) + d(E,xn) < 2d(xn, &) + ) €
Tomando o infimo sobre & € C, temos
d(Xn4p,Xn) < 2d(xn,C) + Z €5.

Sendo lim d(x,,C) = 0 e ) ;° € < oo, segue que a sequéncia (x,) é de Cauchy, e
n—oo

portanto converge para algum x € X, sendo C fechado e lim d(x,,C) = 0, segue que
n—oo

x € C. ]

A seguir apresentamos uma definicao de error bound em espagos métricos. No cendrio
linear, esta definigao foi explorada em [45, 57] para estudar condicoes suficientes para
garantir a convergéncia forte de iteradas de um operador nao-expansivo para um ponto

fixo.
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Definigao 3.16. Considere uma aplicacao T : C C X — X com Fix(T) # (0. Dizemos que
T admite um error bound quando para cada conjunto limitado U C C existe uma fung¢ao

f:[0,00) — [0,00) tal que lig(l]f(t) =0e
d(x, Fix(T))) < f(d(x,Tx)), Vxe U. (3.3)

Exemplo 3.17. Por defini¢ao, a projecao sobre conjuntos convexos e fechados admite

um error bound, ocorrendo a iqualdade em (3.3) para f(t) =t.

Exemplo 3.18. Considere o espaco R? munido da norma euclidiana e T : R? — R? uma

rotacao de angulo © em relagao a origem, com 60 € (0,27). Note que T satisfaz um erro

bound, com f(t) = [2(1 — cos0)]"2t. De fato
d(x, Fix(T)) = d(x,{0}) = [|x].
Além disso,
d(x, Tx)* = |x||* + ||Tx||* = 2||Tx]||[|x]| cos(6)
= 2(1—cos0)||x||.

Logo,
d(x, Fix(T)) = [2(1 — cos 0)]"2d(x, Tx).

Para o préximo resultado, consideraremos o método (2) com a sequéncia (j, ) periddica,
isto é, (1,2,...,N,1,2,...N,...).
Teorema 3.19. Seja (X, d) um espago métrico completo e Tp, ..., Ty : X = X operadores
N
satisfazendo um error bound, a propriedade (P) e F := ﬂ Fix(T;) # 0 . Se os conjuntos
i=1
Fix(T), Fix(Ty), ..., Fix(Tn) sdo limitadamente reqular, entao a sequéncia (xn) definida

por (2) converge para x* € F.

Demonstracao. Dado & € F, segue da propriedade (P) que existem 1 > 1 e 3 > 0 tais que

Bd(Tjn+1 (X'Tl)’ Xn)l < d(xﬂa E:)l - d(Tjn+1 (X'Tl)a 6)1
< d(Xn, Ev)L - [d(xn+17 E») - d(Tjn+1 (Xn)u XTIJrl]l'

Para nt = kN + 1, temos jni =1 para todo k € N. Por (3.4), tem-se

Bd(Ti(xni )7 Xn}()l g d(Xn]i{, Ev)l - [d(xn}<+17 Ev) - d(T]

Kk (Xn}c)vxn}frl)]l'

ni+l
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Seja 6k = d(xniJrla E’) - d(T (X'ni )7 XniJrl)' Da“iu

jn}{Jrl k
Bd(Tl (Xni )7Xn}()l < d(xn}(+17 E)l - Gllc

1-1
- (d(xn}grlv E,) - Gk) (Z d(xn}wtlv E»)lseli> :

s=1

Note que
’d(xn}{Jrlu EI) _ ekl = |d(xn}<+17 é) _ d(xn}{+17 E») + d(Tjn;;Jrl (Xni)7xn}<+l)|
- d(Tjni+1 (Xni)7xn}<+1)

< d(xnia Xn}<+1) + €n1“<+1'
Segue do Teorema 3.8 que
lim d(xpiyq1,&) —C =0.
bk%oo k

Pela Proposicao 1.90, as sequéncias (d(xni,é)) e (Cx) sao limitadas. Assim, segue da
desigualdade (3.5) que
lim d(Ti(xp: ), xn )t = 0.

n—oo

Como T; adimite um error bound, segue que

lim d(x,;, Fix(Ti))" = 0.

n—oo
Mostraremos agora que klim d(xkn+j, Fix(Ty)) = 0 para todo j € {1,2,...,N}. De fato,
—00

dado u € Fix(Ty) e j < i, temos

s=i—1
d(xenj, W) < d(XNs, Xkt (s+1)) + d(Xeni, 0. (3.6)
s=i
E paraj > 1,
s=j—1
d(Xienj, W) < d(Xengisw) + Z d(XkNts)s XNt (s41))- (3.7)

Tomando o infimo sobre u € Fix(T;) nas desigualdades (3.6) e (3.7), obtemos as desigual-

dades (3.8) e (3.9) para j <1iej > 1irespectivamente

s=i—1
d(XkNJrijiX(Ti)) < d(XiNts)s XN (s+1)) T d(Xien1, Fix(Ti)), (3.8)
s=j
s=j—1
d(xien+, Fix(T) < dlion, FIX(T)) + D d(Xienes), Xiena(s41))- (3.9)

s=1
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Sendo klim d(xknti, Fix(Ti)) = 0 e limy 00 d(Xn, Xnt1) = 0, segue de (3.8) e (3.9) que
—00

lim d(xk_N+j,FiX(Ti)) :0, J = 1,2,...,N.

k—o0

Assim lim d(x,, Fix(T;)) =0 para i € {1,2,..., N}. Portanto,

k—o00

lim max{d(xn, Fix(Ty)),..., d(xn, Fix(Tn))} = 0.

n—oo

Como Fix(Ty),..., Fix(Ty) sao limitadamente regular, segue que

lim d(xn, () Fix(T;)) = 0.

n—oo !
i=1

.
Pelo Lema 3.15, concluimos que a sequéncia (x,,) converge para algum x* € ﬂ Fix(Ty).

i=1
]
Corolario 3.20. Seja (X, d) um espago p-uniformemente convexo e suponha que T, ... Ty :

X — X sao operadores firmemente nao-expansivos satisfazendo um error bound e F :=
N
ﬂ Fix(Ty) # 0 . Se os conjuntos Fix(Ty), Fix(Ts), ..., Fix(Tn) sao limitadamente reqular,
i=1

entdo a sequéncia (xy) definida por (2) converge para x* € F.
Demonstracao. Segue do Exemplo 3.5 e Teorema 3.19. O]

Corolario 3.21. Seja X um espaco CAT(0) e considere conjuntos convexos e fechados

Ci,Cs,...,Cn limitadamente reqular e com C; N ---NCn # 0. Entdo a sequéncia (Xn)
N

definida por (3.1) converge para um ponto de C = ﬂ C;.

i=1
Demonstracao. De fato, pelo Exemplo 3.6 para cadai € {1,2,..., N} a projecao P; satisfaz
a propriedade (P). Além disso, a aplicacao projecao naturalmente satisfaz um error bound,

com f(t) =t. Portanto, a convergéncia segue do Teorema 3.19. O]

Sabemos que a projecao sobre conjuntos convexos e fechados em espacos CAT(k) em
geral nao é nao-expansiva. Mesmo assim, o corolario a seguir garante a convergéncia forte
do método de projecoes alternadas em CAT(k), com diam(X) < 7t/(24/K), pois nesses
espagos a projecao sobre conjuntos convexos e fechados satisfaz a propriedade (P), como

mostrado no Exemplo 3.7.
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Corolério 3.22. Seja X um espago CAT(k) com diam(X) < 7/(2v/k) para k > 0 e
considere conjuntos convezos e fechados Cyi, Cy, ..., Cn limitadamente reqular e com CyN

-+ N CNn # 0. Entao a sequéncia (xn) definida por (3.1) converge para um ponto de

N
C=[)C.

i=1
Observagao 3.23. No Teorema 3.19, a hipdtese da aplicagio Ty (i = 1,2,...,N) sa-
tisfazer um error bound ndo pode ser omitida sem acrescentar outras hipoteses; de fato
mesmo no caso de uma unica aplicagao firmemente nao-expansiva T definida em espacos
de Banach p-uniformemente convexo o método (2) converge fracamente, como mostrado
em [25, Teorema 15.1], mas em geral nao ocorre a convergéncia forte, veja [36].

A hipdtese dos conjuntos Fix(Ty), ..., Fix(Tn) serem limitadamente reqular também

nao pode ser omitida, pois a convergéncia forte nao ocorre mesmo no caso em que N = 2
e as aplicacoes T1, Ty sao projecoes sobre subconjuntos convexos e fechados de um espaco

de Hilbert, veja [15, 39, 41, 46].

3.5 Taxa de convergéncia

Nesta se¢ao vamos estudar a taxa de convergéncia da sequéncia gerada pelo método (2) no
caso exato, isto é, €, = 0 para todo n € N, os conjuntos dos pontos fixos das aplicagoes
T, sao limitadamente linearmente regular e cada T; satisfaz um error bound da forma
f(t) = «t® para algum « > 0 e © > 0. Em particular, obteremos a taxa de convergéncia

do método de projecoes alternadas em CAT(0) e CAT(k) para k > 0.

Teorema 3.24. Seja (X, d) um espaco métrico completo e aplicagoes Ty,..., Ty : X — X
satisfazendo um error bound da forma f(t) = ot® com o« > 0 e © > 0, a propri-
edade (P) com paramentro 1 e p e F = ﬁFix(Ti) # 0 . Suponha que os conjun-
tos Fix(Ty), Fix(Ty), ..., Fix(Tn) sdo Zimitadic;;lente linearmente regqular e seja (xn) € a

sequéncia gerada pelo método (2) com €, =0 para todo n € N.

a) Se© > 1, entdo (xn) converge linearmente para F, isto €, existe ng € N tal que

1
T

d(xn+17 F) < []- - 6(00’])71/9] d(Xn, F)u vn > Ny.

(b) Se0 <0 <1, entao existe ng € N tal que

i

A1, F) < [1= Blom)0d (xn, VO] dlxn, ) V>,
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Demonstracao. Pela propridade (P), para cada u € F, temos
BdI(TjnH(xn),xn) < dY(xn,u) — dl(TjnH(xn),u). (3.10)
Como Ty, ..., Ty admite um error bound dado por f(t) = at®, com 0 > 0, temos
d(xn, Fix(Tj,,,)) < f(d(xn, T, (xn))) = @~ d(xn, T, (xn ).

Elevando ambos os lados da desigualdade acima por é, obtemos

oY d(xp, Fix(T;

In+1

))1/9 < d(xnaT)'nﬂ(Xn))l- (3'11)

Sendo Ty, Ts, ..., Ty limitadamente linearmente regular, existe 1 > 0 tal que

(o)~ 0d(xn, F)Y® < o« Y0d(xy, Fix(T;

In+1

))!e (3.12)

Por (3.11) e (3.12), temos

(on) ™% d0xn, FIV® < d(xn, Ty, ()
Segue de (3.10) que
Blom) V0d(xn, F)V® < d'(xn,u) — d'(xny1,u), VucF
Logo,
Blom) Y 0d(xn, F)V® < d'(xn, F) — d' (xnp1, F). (3.13)
Pelo Teorema 3.19 tem-se

lim d(x.,F)=0.

n—+o0o

< 1, assim

D| —

Logo existe ng € N tal que d(x,,F) < 1 paran > ngy. Como 0 > 1, temos
d(xn, F)V > d(xn,F)', ¥n>mny
Segue de (3.13) que
Blom) YOd(xn, F)' < d'(xn, F) — d'(xni1,F), VN >,

Assim,
1
1

d(XnJrla F) < [1 - B(Om)_l/e} d(xnv F)> vn > Nyg.

Nesse caso, concluimos que (x,,) converge linearmente para F.
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Para 0 < 0 < 1, segue de (3.13) que
1
A1, F) < 1= Blan)™0d (xn, YO dln, F).

Considerando as aplicagoes T; sendo projecoes sobre subconjuntos convexos e fecha-
dos de um espago CAT(0), obtemos a seguinte taxa de convergéncia para o método das
projecoes alternadas em CAT(0), que generaliza a taxa de convergéncia obtida por Bac¢ak

et al. [8] para N conjuntos. O

Corolario 3.25. Seja X um espaco CAT(0) e considere conjuntos convexos e fechados
Cy, Co, ..., CN limitadamente linearmente reqular com parametromn >0 e com CyN---N

Cn # 0. Entao a sequéncia (xn) definida por (3.1) (com €, = 0 VYn € N) converge
N

linearmente para um ponto de C = ﬂ Ci, mais especificamente
i=1

/ 1
d(XTH—l) C) < 11— _2d(xn7 C)
n

Demonstragao. De fato, pelo Exemplo 3.6 cada projecao Pj satisfaz a propriedade (P)
com p = 1 e admite um error bound da forma f(t) =t ,isto é, x =1e 0 = 1. Além

disso, Fix(P;) = Cy,...,Fix(Pn) = Cy s@o limitadamente linearmente regular. H

Outra consequéncia do Teorema 3.24 é a taxa de convergéncia em espagos CAT(k)

com diam(X) < 7t/(2+/x).

Corolério 3.26. Seja X um espago CAT(k) com diam(X) < 7/(2v/k) para k > 0 e
considere conjuntos convezos e fechados Cy, Co, ..., CN limitadamente linearmente reqular

e com C1N---NCN # 0. Entao a sequéncia (xy) definida por (3.1) (comen, =0 ¥Yn € N)
N

converge linearmente para um ponto de C = ﬂ Ci, mais especificamente
i=1

A1, €) < \/ e

para todo € satisfazendo 0 < € < 7/(2y/k) — diam(X).

Demonstracao. De fato, no Exemplo 3.7 vimos que a projecao sobre subconjuntos con-
c
vexos e fechados de um espago CAT(k) satisfaz a propriedade (P) com B = 2 onde

c = (m—2y/ke)tan(y/ke) com 0 < € < 11/(2y/k) — diam(X). O



Consideracoes Finais

Estudamos a convergéncia forte do método das projecoes alternadas e mostramos que
quando se trata de projecoes sobre subespacos de um espago de Hilbert o método converge
fortemente para quase todas as ordens (j,) (segundo a medida de Bernoulli) em que
as projecoes sao aplicadas. No entanto, esse resultado nao pode ser generalizado para
qualquer ordem (j,) sem hipéteses adicionais, veja [41]. Em particular, generalizamos o
principal resultado obtido por Sakai [55] para uma classe de sequéncias com medida total
que contém as sequéncias quase-periddicas e respondemos a um problema aberto de longa
data [1, 60]: “quais sdo as sequéncias (j,) tais que a sequéncia (x,,) converge fortemente
independente do ponto de partida e dos subespagos fechados?”. Quando as projecoes
ocorrem sobre conjuntos convexos e fechados de um espaco de Hilbert, mesmo no caso N =
2, em geral o método ndo converge fortemente, veja [39], mas em [4] os autores mostram
a convergéncia fraca do método quando as projecoes sao aplicadas na ordem periddica.
Em [22], Bruck considerou o caso de trés conjuntos convexos, fechados e simétricos de um
espaco de Hilbert e mostrou que nesse caso a sequéncia gerada pelas iteragoes randomicas
das projecoes sobre estes convexos converge fracamente. Nesse contexto, pretendemos
analisar, em trabalhos futuros, se em geral a convergeéncia fraca ocorre para todas as
ordens (jn) e caso a resposta seja negativa, construir um exemplo para o qual ndo ocorra
a convergéncia fraca, assim como estudar uma grande classe de sequéncias (j,,) de modo

que a convergéncia fraca seja garantida.
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