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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, exploramos “marginally outer trapped surface (MOTS)”
Y2 em um conjunto de dados inicias M3 para as equacoes de Einstein-Maxwell sem campo
magnético e com constante cosmolégica A. Assumindo que £ é MOTS estdvel e tem
género g(X), nés obtemos uma desigualdade que relaciona a area de £2, g(X), A e a carga
q(XZ) de 2. No caso da igualdade, provamos que localmente M é um cilindro sobre 2.
Se A > 0, nés concluimos que £? é uma 2-esfera redonda. Nés também mostramos que
localmente este conjunto de dados iniciais pode ser mergulhado como uma hipersuperficie
tipo-espago no espaco-tempo de Nariai carregado. Na segunda parte, nés consideramos
Y2 C M uma superficie two-sided, fechada, minima, estritamente estavel que localmente
minimiza a massa de Hawking carregada, provamos um resultado de rigidez local e con-
cluimos que uma vizinhanca de £? em M ¢é isométrica ao espaco Anti-de Sitter Reissner-
Nordstrom. Ao mesmo tempo, deduzimos uma estimativa para a area de uma superficie
¥? C M two-sided, compacta de género g(Z) que é localmente minimizante de drea. No
caso da igualdade, provamos que X tem curvatura Gaussiana constante e localmente M
¢ um cilindro sobre £2. Na ultima parte, nés consideramos hipersuperficies em espacos
conformemente plano e provamos uma extensao do Teorema de Jellett. Também prova-
mos uma desigualdade tipo Heintze-Karcher, e apresentamos uma familia a 1-parametro
de espagos conformemente plano (todos distintos dos espagos formas) nos quais vale a
desigualdade tipo Heintze-Karcher.

Palavras-chaves: Marginally outer trapped surface; Massa de Hawking carregada;

Teorema de Jellett; Desigualdade tipo Heintze-Karcher .
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Abstract

In the first part of this work we explore marginally outer trapped surface (MOTS) £2 in a
initial data set M3 for the Einstein-Maxwell equations without a magnetic field and with
cosmologial constant A. Assuming that X2 is stable MOTS and has genus g(Z), we obtain
an inequality relating the area of £2, g(X), A and the charge q(X) of Z. If equality occurs,
we prove that locally M splits along 2. In the particular case A > 0, we conclude that X2
is a round 2-sphere. We further show that these initial data sets locally embed as spacelike
hypersurfaces into the Charged Nariai spacetime. In the second part we consider £2 ¢ M
a two-sided compact embedded strictly stable minimal surface which locally maximizes
the charged Hawking mass. Under suitable constrains on M, we establish a local rigidity
result and conclude that there exist a neighborhood of £? in M isometric to the Reissner-
Nordstrom-Anti-de Sitter space. At the same time, we will deduce an estimate for area
of £2 € M a two-sided compact embedded surface of genus g(Z) which is locally area-
minimizing. In the equality case, we prove that the induced metric on ¥ has constant
Gauss curvature and locally M splits along X2. In the last part we consider a class of
conformally flat spaces and we will prove an extension of Jellett’s theorem. We also prove
a Heintze-Karcher type inequality and we presented a 1-parametric family of conformally
flat spaces, all distinct from space forms, where it holds a Heintze-Karcher type inequality.

Keywords: Marginally outer trapped surface, charged Hawking mass, Jellett’s theo-

rem, Heintze-Karcher type inequality.
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Capitulo 1

Introducao

Inicialmente, consideremos uma variedade Riemanniana 3-dimensional (M3, g) e uma

superficie £2 em M. Cai e Galloway provaram o seguinte resultado (veja [12]):

Teorema 1.1. (Cai-Galloway) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura
escalar ndao-negativa. Se % é um 2-toro two-sided mergulhado em M que localmente é
minimizante de drea, entao M € plana em uma vizinhanca de ¥, ou seja, existe uma

vizinhanca de X em M isométrica ao produto
((_eu €) X Za dt2 =+ 92)7
onde gy, a métrica sobre X, induzida de M, € plana.

Dois resultados similares ao teorema acima foram obtidos por Bray-Brendle-Neves [9]

para o caso g(X) = 0 e Nunes [26] para o caso g(X) > 2, mais especificamente

Teorema 1.2. (Bray-Brendle-Neves) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com cur-
vatura escalar limitada inferiormente por uma constante positiva, ou seja, existe ¢ > 0
tal que Ry = 2c. Se X? € uma 2-esfera mergulhada em M que localmente é minimizante

de drea, entao

47t
1 < —.
c

Além disso, se vale a igualdade acima, entdo existe uma vizinhanca de £ em M isométrica

ao produto ((—e,€) x Z,dt? + gx), onde (£, gs) € a esfera redonda de raio %

1



Capitulo 1. Introducao 2

Teorema 1.3. (Nunes) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar
limitada inferiormente por uma constante negativa, ou seja, existe ¢ > 0 talque Ry >
—2c. Se L2 € uma superficie de Riemann fechada, two-sided mergulhada em M de género

g(Z) = 2 que localmente é minimizante de drea, entdo

55 dnlo(D) — 1)

Além disso, se vale a igualdade acima, entdo existe uma vizinhanca de £ em M isométrica
ao produto ((—e, €) x £, dt>+gyx), onde (X, gx) tem curvatura Gaussiana constante igual

a —C.

As provas dadas por Cai-Galloway, Bray-Brendle-Neves e Nunes para os teoremas
anteriores sao distintas, mas Micallef e Moraru [25] deram uma prova unificada para tais
teoremas.

Do ponto de vista da Teoria da Relatividade, podemos enunciar os Teoremas 1.1,1.2
e 1.3 como (M, g,K) sendo um conjunto de dados inicias para as equagoes de Einstein-
Maxwell com tempo-simétrico (ou maximal), ou seja, a segunda forma fundamental K
de M é nula (ou trK = 0), satisfazendo a condicao de energia dominante (Definigao
2.1). Nos Capitulos 2 e 3 desta tese trabalharemos com um conjunto de dados iniciais
(M3, g,K,E, i, ]) (campo magnético nulo). Uma pergunta importante é saber se existem
versoes mais gerais, nao-tempo-simétrico, por exemplo, para os teoremas acima. Nessa

diregdo, Galloway e Mendes obtiveram a seguinte versao do Teorema 1.2 (veja [16]).

Teorema 1.4. (Galloway-Mendes) Seja (M3,g,K) um conjunto de dados iniciais em
um espaco-tempo (M*,v). Seja £2 uma MOTS esférica fracamente outermost e outer
minimizante de drea em M3. Suponha que evista wma constante ¢ > 0 talque T —|J| > ¢

em M. Entao,

4
=< L
C

Além disso, se wvale a igualdade, entdo uma vizinhanca U =~ [0,€) x £ de X em M ¢é
isométrica ao produto ([0,€) x X,dt? + gx), onde (£2,gs) € a 2-esfera redonda de raio

\%. Também, para cada slice Ly =~ {t} x L, temos que K|t s, x1.5, = 0, para todo x € L.
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Aqui T = G(u,u) e J(-) = G(u, )lt,m, para cada p € M onde G = Ricy — %y éo
tensor de Einstein e u é um vetor tipo-tempo normal a M apontando para o futuro.
O caso similar ao Teorema 1.3, no contexto de nao-tempo-simétrico foi provado por

Mendes [23], mais precisamente o autor obteve o seguinte resultado

Teorema 1.5. (Mendes) Seja (M3, g,K) um conjunto de dados iniciais em um espago-
tempo (M*,v). Seja £% uma MOTS fechada fracamente outermost e orientdvel de género
g(Z) > 2 em M. Suponha que exista uma constante ¢ > 0 talque L — |J| > —c em M. e

K € 2-convexo. Entao,

55 dnlo(D) — 1)

Além disso, se wvale a igualdade, entao uma vizinhangca U = [0,€) X £ de X em M é
isométrica ao produto ([0,€) x L, dt*+ gs),onde (X2, gs) tem curvatura Gaussiana cons-
tante Ky = —c. Também, para cada slice Ly ~ {t} x Z, temos que K|t 5, x1.5, = 0, para

todo x € ¥;.

No Capitulo 2, obtemos um resultado na direcao dos Teoremas 1.4 e 1.5 em um
conjunto de dados inciais nao-tempo-simétrico com campo elétrico nao-nulo. O Teorema
obtido inclui o caso em que ¢g(X) = 1 e unifica, nesse contexto, os resultados obtidos
por Galloway-Mendes e Mendes, citados acima. Obtemos uma desigualdade envolvendo
a area de X, o género g(Z), a constante cosmoldgica A e a carga elétrica q(Z) de X. No

caso da igualdade obtemos o resultado principal desse capitulo, mais precisamente:

Teorema 1.6. (Teorema 2.1) Seja (M3, g,K,E, w,]) um conjunto de dados inicias com
div E = 0. Seja £2 € M uma MOTS orientdvel, fechada que separa M e € fracamente

outermost. Suponha que w—|J| =0 em M, e que K € 2-convezro. Entao, se
16m%q(X)?
2|

uma das sequintes condigoes € satisfeita:

AlZ| + =4m(1—g(1)),

1. Se X € outer minimizante de drea e A > 0, entdo X € uma 2-esfera e existe uma
vizinhanga externa U =~ [0, €) x Z de £ em M que € isométrica a ([0, €) x Z, dt?*+ga)
onde ga € a métrica da esfera redonda com curvatura Gaussiana constante ky =

A+ [E]2.
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2. Seg(X)=1eA <0, entio existe uma vizinhan¢a externa U~ [0,€) x L de £ em

M que € isométrica a (10, €) x L, dt* + go), onde go € uma métrica plana em X.

3. Se g(X) >1 e A <0 entao existe uma vizinhanga externa U ~ [0,€) X £ de £ em
M que € isométrica a ([0,€) x £,dt?> 4+ ga), aqui (£, gn) tem curvatura Gaussiana

constante ks = A + [E|?.

Além disso, em todos os itens acima cada slice Ly =~ {t} x L € totalmente geodésica como
subvariedade do espago-tempo, ou seja, X+ (t) =x_(t) =0, K(-,)lrz, =0, K(vy, lrs, =
0e]=0.

Observacgao 1.1. No capitulo 2, se¢ao 2.1, definimos | e J.

Para finalizar o Capitulo 2 provamos um teorema que afirma: um conjunto de dados
inicias sob as hipoteses do Teorema 2.1 item 1, é realizado como hipersuperficie tipo-espaco
do espago-tempo de Nariai carregado.

No Capitulo 3 tratamos de conjuntos de dados iniciais maximal, ou seja, trK = 0,
com campo elétrico. Novamente, olhando de um ponto de vista da Teoria da Relatividade
temos que, se vale a condicao de energia dominante para um conjunto de dados iniciais
maximal com campo elétrico, entao R > 2|E[> + 2A, onde R é a curvatura escalar de M.

Inicialmente observe que, Maximo e Nunes [22]| provaram o seguinte resultado

Teorema 1.7. (Mdzimo-Nunes) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana 3-dimensional
com curvatura escalar R > 2. Se L C M € uma 2-esfera estritamente estavel minima mer-
gulhada em M que localmente maximiza a massa de Hawking, entao a curvatura Gaussi-
ana de X € constante e igual a é para algum a € (0,1) e uma vizinhanca de £ em M ¢é
isométrica ao espago deSitter-Schwarzschild ((—e, €) X £,gq) para algum € > 0.

Note que, no teorema acima temos uma limitacao inferior da curvatura escalar de M

por uma constante positiva. Assumindo uma limitacao da curvatura escalar por uma

constante negativa, Barros, Batista e Cruz [6] obtiveram o seguinte teorema

Teorema 1.8. (Barros-Batista-Cruz) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com cur-

vatura escalar limitada inferiormente por uma constante /A. Seja X C M € uma superficie
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fechada, minima, two-sided estritamente estdvel mergulhada em M que localmente mazi-

miza a massa de Hawking. Entao,

<A1 + %A) 5] = 2mx(£),

aqui Ay € o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso, se A = —6 entdo uma

das sequintes condicoes € satisfeita:

1. Se ¥ € uma 2-esfera, entao X tem curvatura Gaussiana constante igual a % e
uma vizinhanca de ¥ em M € isométrica ao espaco Anti-deSitter Schwarzschild

((_ev €) X 827 (gadss)a) para algum € >0.

2. Se X tem género g(L) > 2, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a —%
e existe uma vizinhanca de Z em M que € isométrica a ((—e, €) X f,ﬁ) para algum

€ >0, aqui gq € uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a -1.

3. Se L tem género um, entao X tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e
existe uma vizinhanca de £ em M que é isométrica a ((—e, €) x X, gL) para algum

€ >0, aqui gl € uma métrica plana em M.

Os Teoremas 1.7 e 1.8 podem ser enunciados no contexto de Teoria da Relatividade
trocando a variedade Riemanniana (M, g) por um conjunto de dados iniciais maximal
(M, g,K) para as equagoes de Einstein-Maxwell sem campo elétrico e que satisfaz a
condi¢ao de energia dominante com constante cosmolédgica positiva, no Teorema 1.7, e
negativa no Teorema 1.8 . Nesse contexto, Baltazar, Barros e Batista [5] obtiveram uma
versao do Teorema 1.7 para o caso de campo elétrico nao-nulo, os autores consideraram

0 caso tempo-simétrico e provaram o seguinte resultado

Teorema 1.9. (Baltazar-Barros-Batista) Seja (M3, g, E) um conjunto de dados iniciais
3-dimensional tempo-simétrico para as equacoes de Einstein-Mazxwell com campo elétrico
E. Assuma que a densidade de carga € zero, isto é, div E = 0 e satisfazendo a condi¢ao
de energia dominante para os campos de matéria nao-eletromagnéticos R > 2 + 2|EJ%.
Se L C M ¢é um 2-esfera estritamente estavel minima mergulhada em M que localmente

maximiza a massa de Hawking carregada, entao a curvatura Gaussiana de X é constante
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wgual a # para algum a € (0,1), e uma vizinhanca de ¥ em M € isométrica ao espago

deSitter Reissner-Nordstrom ((—e, €) X LX,gq,a) para algum € >0 e q = ﬁ [ (E,v).

No capitulo 3 consideramos conjunto de dados iniciais maximal, ou seja, quando K é
um (2,0) tensor tal que tr K = 0. Observe que um conjunto de dados iniciais tempo-
simétrico sao casos particulares de conjuntos de dados iniciais maximal. Nosso primeiro
resultado do Capitulo 3 é uma versao do Teorema 1.8 para o caso de campo elétrico

nao-nulo. Provamos o seguinte teorema:

Teorema 1.10. (Teorema 5.2) Seja (M3,9,K,E,w,J) um conjunto de dados iniciais
mazimal satisfazendo a condicao de energia dominante, ou seja, R = 2|E> + 2A, aqui
E € X(M) € tal que divE = 0. Seja  — M uma superficie mergulhada em M two-sided,

estritamente estdvel, minima e que mazximiza localmete a massa de Hawking carregada.

Entao,
167%q(X)?
(A + A) 5]+ % = 2m(%),
aqui Ay € o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso, se A = —3 entao uma

das sequintes condigoes € satisfeita:

1. Se X é uma 2-esfera, entdo L tem curvatura Gaussiana constante igual a é e uma
vizinhanca de £ em M € isométrica ao espaco Anti-deSitter Reissner-Nordstrom

((—e, ) x S?, (gm,q,A)) para algum e > 0.

2. Se X tem género g(L) > 2, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a —%
e existe uma vizinhanca de £ em M que € isométrica a ((—€, €) X f,ﬁ) para algum

€ >0, aqui gq € uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a -1.

3. Se X tem género um, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e
existe uma vizinhanga de & em M que € isométrica a ((—e, €) x X, gl) para algum

e >0, aqui gl € uma métrica plana em M.

Nosso segundo resultado de rigidez do Capitulo 3 é uma versao do Teorema 1.3 para o

contexto de Teoria da Relatividade, com campo elétrico nao-nulo e constante cosmologica
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negativa. Um resultado similar foi provado por Baltazar-Barros-Batista [5] com uma
limitagao inferior positiva da curvatura escalar (constante cosmoldgica positiva). Obtemos

o seguinte resultado:

Teorema 1.11. (Teorema 3.3) Seja (M3, g, K, E, u,]) um conjunto de dados inicias ma-
zimal que satisfaz a condigdo de energia dominante, ou seja, R > 2|E[*—6, aqui E € X(M)
€ tal que divk = 0. Seja L — M uma superficie mergulhada em M fechada, two-sided

que localmente é minimizante de drea, entao L satisfaz

16m%q(X)?
1z

Além disso, se vale a igualdade uma das sequintes condigoes € satisfeita:

3Iz| > dn(g(L) - 1).

1. Se ¥ tem género g(X) > 2, entao L tem curvatura de Gauss constante ky = |[E[>—3

e existe uma vizinhanca de & em M isométrica a ((—8,8) x L, dt* + gx).

2. Se X tem género igual a um, entdo X tem curvatura de Gauss constante Ky =0 e
existe uma vizinhanca de & em M isométrica a ((—8,8) x T2, dt?> + g5 ), aqui g5 €

uma métrica plana em T?.

3. Se L tem género zero, entdo L tem curvatura de Gauss constante ky = [E|> — 3 e

existe uma vizinhanca de & em M isométrica a ((—8,8) x S?,dt® + gx).

No Capitulo 4, obtemos resultados relacionados a espacos conformemente plano. Em
meados do século XIX, Jellett [20] provou que uma superficie star-shaped M C R? de
curvatura média constante é uma esfera redonda. E importante ressaltar que Jellett ja
utilizou a chamada féormula de Minkowiski para obter tal resultado. Tendo em mente
a ideia de Jellett, Barros e Sousa, em [7], obtiveram um resultado semelhante na esfera

Euclidiana S™™!. Os autores provaram o seguinte teorema:

Teorema 1.12. (Barros-Sousa) Seja ™ C S™' uma hipersuperficie star-shaped com

curvatura média constante. Entao L™ € uma esfera geodésica.

Considerando uma bola B! de raio r centrada na origem munida da métrica g con-
R . 7. . — 2 .
forme a métrica Euclidiana (,), ou seja, g = e“(*F) () aqui, [x|*> = (x,x). Provovamos

0 seguinte teorema:
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Teorema 1.13. (Teorema 4.2) Seja E™ wma hipersuperficie star-shaped fechada em
Bl = (B G) com curvatura média constante H. Suponha que w” (|x|*)—u’(|x*)? > 0,

entao M € totalmente umbilica.

Usando a mesma hipdtese sobre a fungao u e um teorema provado por Li e Xia [21],
obtemos uma desigualdade do tipo Heintze-Karcher, com funcao pontecial sendo o fator

conforme o do campo posicao de (B!, g). Obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 1.14. (Teorema 4.4) Seja Q C B™ um dominio compacto com bordo suave

", Suponha que u”(t) —u’(t)? = A(t) para todo t € [0,72). Se 0 > 0,H > 0 e A satisfaz

A(t) >0

tA(t) +2A(t) >0
entao

(n+1)J

¢dQ < J 2 do. (1.1)
Q

s H

Além disso, se a igualdade vale em (1.1), entdo L é umbilica.

Por fim, provamos uma proposicao que nos permite exibir uma familia a 1-parametro
de espacos conformemente plano, todos distintos dos espacgos formas, onde vale uma

desigualdade do tipo Heintze-Karcher.



Capitulo 2

Rigidez de MOTS em um conjunto

de dados 1inicias

2.1 Preliminares

Seja (M*,y) uma variedade Lorentziana de dimensao 4, conexa e temporalmente orien-
tada. Seja R, a curvatura escalar de M e F é uma 2-forma em M. As equacgoes de
Einstein-Maxwell, com constante cosmolégica A € R para a tripla (M* vy, F) é expressa

pelo seguinte sistema

R
Ric, — %y + Ay = 8n(Tg+T); (2.1)

dF =0; div,F = 0. (2.2)

Aqui T denota o tensor energia-momento do campo eletromagnético definido por

1 1
Te=— (FoF— ~[F2 -
F 47'((0 4| "y Y)v

onde (FoF)yp =VYF4iFpj, e T é um 2-tensor covariante simétrico em M, que representa
o tensor energia-momento da matéria nao-eletromagnética. Dizemos que (M*,vy,F) é um
espago-tempo se é solugao de (2.1)-(2.2).

Um conjunto de dados iniciais (sem campo magnético) para as equacoes de Einstein-

Maxwell consiste em uma n-upla
(M?,9,K,E, 1)),

9
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aqui (M3, g) é uma variedade Riemanniana de dimensdao 3 orientada com M C M e
g =vIM, K é a segunda forma fundamental de M sobre M com respeito ao vetor normal
unitario tipo-tempo na direcao futuro u, E € X(M) o campo elétrico, n = T(u,u),
J(-) == T(u,-) sao respectivamente, a densidade de energia e a densidade de momento
para os campos nao-eletromagnéticos. Além disso, o conjunto de dados iniciais satisfazem

as equacoes de vinculo

1
§(R +(trK)P2—[K?) = A+[EP+8mu;

div(K— (trK)g) = 8mJ,

aqui R denota a curvaura escalar de M. Dizemos que um conjunto de dados iniciais ¢é

tempo-simétrico se K = 0 e maximal se trK = 0.
Definigao 2.1. Um conjunto de dados iniciais (M3, g, K, E, u,]) satisfaz

1. A condicao de energia dominante (DEC) carregada para os campos ndo-

eletromagnéticos se

T(v,v) 20,

para todo vetor tipo-tempo v na direcao futuro.

2. As equagoes de vinculo de Finstein-Maxwell sao ditas sem matéria carregada se

divE=0em M.

A condigao de energia dominante implica que p > |J|g (veja [18]). Para um conjunto
de dados iniciais maximal (ou tempo-simétrico) a condi¢ao de energia dominante implica
em

R > 2A + 2|E%.

Definicao 2.2. Se £ < M ¢é uma superficie two-sided, fechada, mergulhada em M, naos

definimos a carga q(X) relativa a E por

4(5) 1L<E,v>do,

:47t

aqui v € um campo vetorial normal a £ e g = {(,).
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Seja 2 uma superficie two-sided, conexa, fechada e mergulhada em M. Entao X
admite um campo vetorial normal unitario suave v, tinico a menos de sinal. Por convencao

diremos que v aponta para fora de X. Pelas equacoes de Gauss-Codazzi temos que
Gu, 1) + G(u,v) = A+ [EP* + 87( + J(v)),
aqui G = Ric, — %y ¢ o tensor de Einstein. Note que,
Gu,u) +G(u,v) >A+[E? & u+Jv)=>0. (2.3)

Considere os campos vetoriais normais nulos na direcao futurol, =u+vel =u—v

ao longo de X, apontando para fora e para dentro de X, respectivamente.

Definicao 2.3. As sequndas formas fundamentais nulasx, eX_ de £ em M sao definidas
por

X+(X,Y) =v(Dxls,Y) =K(X,Y) £ A(X)Y), X, Y € TZ,

aqui D € a conexao de Levi-Civita de M e A € a sequnda forma fundamental de X em M

com respeito a V.
Definicao 2.4. As curvaturas médias nulas 0F de L em M sdo definidas por
0F = try xu = trsK £ H,
aqui H € a curvatura média de ¥ em M.
Note que se M é tempo-simétrico entao 0 coincide a curvatura média de £ em M.

Definigcao 2.5. Se 07 ¢ 0~ sdo ambas negativas, dizemos que L € uma trapped surface.
Se 07 < 0, dizemos que L € uma outer trapped surface. Finalmente, se 07 =0, dizemos

que X é uma marginally outer trapped surface ou simplesmente uma MOTS.

Observe que, no caso que M ¢ tempo-simétrico, X ser MOTS ¢é equivalente a ser
minima. Por simplicidade usaremos as seguintes notacoes 6 = 07, x =x, and L = 1.
Considere uma variacao normal de £ em M, ¥ = X, com campo variacional dado

por V(t) = % = vy, O € C®(Xy), aqui v¢ é o vetor normal unitdrio a £y em M
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apontando para fora de X;. Denote por 0(t) a curvatura média nula de X; com respeito

a ly =u+ v¢. A primeira variacao de 0(t)(veja [4]) é dada por

d 1
ae(t) = —Ad +2(XH, Vidy) + (Qt + divy X' — [X'? + 0(t)trg, K — 562(t)) o
e
.1 1
Q = §th — (Glu,u) + G(u, v¢)) — §Ix %

aqui A¢, V¢ e div, sao o Laplaciano, gradiente e o divergente, respectivamente, de L e x*
é a segunda forma fundamental nula de X, Ky, é a curvatura Gaussiana de L, e X' é o
campo vetorial em L dual da uma forma K(v¢, )|y . O operador £ : C*(Z¢) — C®(L;)
dado por

L(de) = —Arde 4+ 2(X", Viedye) + (QF + dive X' — [X') by (2.4)

¢ chamado de operador de estabilidade para MOTS.

Observacao 2.1. No caso tempo-simétrico, usando a equacao de Gauss podemos veri-
ficar que o operador £ coincide com o operador de Jacobi —A — Ric(v,v)) — |A]? para

hipersuperficies minimas

Em geral o operador £ nao é auto-adjunto, mas possui propriedades importantes dadas

pelo lema abaixo (veja [4]).

Lema 2.1. As sequintes propriedades sao vdlidas para o operador L, onde L ¢ MOTS

fechada.

1. Existe um auto-valor real Ay = A (L) chamado auto-valor principal, tal que para
qualquer outro autovalor A, tem-se Re(A) = Ai. A auto-funcao @ associada a Ay é
unica a menos de uma constante multiplicativa, e pode ser escolhida como estrita-

mente positiva.

2. N\ = O(resp., Ay > 0) se, e somente se, existe Pp € C®(E) P > 0 tal que L(P) >
O(resp. L(P) > 0).

Considere o operador “simetrizado” Ly : C*(Z) — C*°(X) dado por
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Lo(d) :==—-Ad + Qo,

obtido de £ fazendo X = 0. Temos o seguinte lema relacionando os primeiros auto-valores

de Lye L.
Lema 2.2. Se X € fechada entao A\ (Lo) = A1(L). Consequentemente, se A{(£L) > 0 entao
| v+ Qf1do > 0 (25)
para toda f € C®(X).
Demonstragao: veja [17] m

Definicao 2.6. Uma MOTS fechada L ¢ dita estdvel se existe uma funcao @ € C®(X)
tal que @ >0 e L(@) = 0. Pelo Lema 2.1, & ser estdvel é equivalente a A (L) = 0.

2.2 Rigidez local de MOTS estaveis em um conjunto
de dados inicias

Nesta secao, provaremos uma estimativa de area para MOTSs estaveis em um conjunto de
dados iniciais, e posteriormente provamos um resultado de rigidez local para um conjunto

de dados iniciais quando assumimos igualdade nesta estimativa.

Proposicao 2.1. Seja £2 uma MOTS estdvel fechada e orientdvel com género g(Z) em
um conjunto de dados iniciais (M3, g, K, E, u,J). Suponha que u+J(v) =0 em X, aqui v
€ o campo vetorial normal unitdrio exterior que aponta para fora de X. Entdo a drea de

2 satisfaz
16mq(X)?
2]

Além disso, se vale a igualdade, entao L tem curvatura Gaussiana constante ks = A+|E|?,

AlZ) + < Am(1— g(X)). (2.6)

sequnda forma fundamental nula x de X € identicamente nula, w+ J(v) = 0 em X e

AM(Lo) =A1(L) =0. Se A >0 entao L € uma 2-esfera redonda.
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Demonstracao: Por hipotese, A{(£) > 0, onde £ é o operador MOTS de estabilidade.

Usando o Lema 2.2 e fazendo f = 1 na desigualdade (2.5) teremos

0 < L Qdo = L (Kz — (G(u,u) + G(u,v)) — %IxIQ)) do.

Usando o teorema de Gauss-Bonnet, a desigualdade de Holder e a hipétese w+ J(v) > 0

obtemos

1
0 < | (ke A+ iR~ ) do
>

< | (ke (A4 ER) do
x

— dm(1—g(D) — Alz|— JZ EPdo

16m2q(X)?

< dm(1—g(x)) — Azl - =T

o que implica na desigualdade (2.6). Se vale a igualdade em (2.6) entdo as desigualdades
acima sao todas igualdades, logo x = 0, G(u,u) + G(u,v) = A +|E[? com [E|* constante,
pn+J(v)=0em X e [, Qdo =0. Observe que Q = Ky — A — [E[>. Novamente usando
(2.5) tem-se

0 < L(nww<p)||2+Q(oc+<p)2)dcr
_ J(||V<p||2+Q<p2)dc+2ocJ Qodo,
> >

para todo o« € R e ¢ € C®(X). Portanto [y Qedo = 0 para toda ¢ € C®(X), logo
Q =0, o que implica Ky = A + [E[2. Por outro lado, segue do Lema 2.2 que A;(Ly) > 0,
e considerando f = 1 na desigualdade abaixo teremos

JeUIV AP+ Qf)

A(Lo) < —0,
1( 0) J'ZdeA

acima usamos o fato que vale a igualdade em (2.6). Dai A;(Ly) = 0, logo 0 = A;(Ly) >

A (L) >0, ou seja A (L) = 0. Segue que, se A > 0 entao L é uma 2-esfera redonda. =
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Antes de enunciarmos nosso principal resultado dessa secao, vamos enunciar dois lemas

e fixar algumas terminologias que serao utilizadas posteriormente.

Lema 2.3. Seja X2 uma MOTS fechada em um conjunto de dados iniciais M3 = (M3, g, K).
Se A1 (L) = 0 entao existe uma variacao t v+ Ly de g =X em M, t € (—e, €), tal que Ly
¢ uma hipersuperficie de curvatura média nula constante © = 0(t) pra cada t € (—e€,€).
Além disso, {L}e(—c.e) € uma foliagdo em uma vizinhanga de Z em M com vetor variacio-
nal % = ¢V, aqui v¢ € um vetor unitdrio normal exterior a Li, e ¢y : Ly = {t} x L - R

¢ uma func¢ao positiva.

Demonstragao: veja [15].

Lema 2.4. Seja f € C([0,€)) en,&,p € C°0,€)) funcgoes tais que max{f,p} > 0,
E>0,1n1>0,f(0)=0, e

Fon(t) < L f(s)E(s)ds + f(t)p(t) Vi€ [0, e).

Entao £ <0.

Demonstracao: veja [23].
[
Seja £ uma MOTS que separa M, denotaremos por M a regiao de M formada por
L e pela regiao fora de I (sentido de v). Dizemos que I é fracamente outermost se nao
existe uma outer trapped surface em M homodloga a X. Por fim, dizemos que X é outer

minimizante de érea, se |Z| < |Z| para toda superficie £ em M, homéloga a .
Observacgao 2.2. Se L é uma MOTS fechada fracamente outermost, entao X é estdvel.

Observagao 2.3. Seja Q a regido compreendida entre Ly e Ly. Supondo que divE = 0
seque do Teorema da Divergéncia que

(E,vi)doy — J (E,vo)do

2o

0= J divEdM = J
Q¢

Xy

Dai, q(Zi) = q(Xo) para toda variagdo normal suave Ly de L.
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Provaremos agora o resultado principal desta secao.

Teorema 2.1. Seja (M3, g,K,E, u,]) um conjunto de dados inicias com divE = 0. Seja
22 C M uma MOTS orientdvel, fechada que separa M e € fracamente outermost. Suponha
que Lw—|J| =0 em M e que K € 2-convexo. Entao, se

167%q(X)?

AlZ] +
Z]

— an(1 — g(£)), (2.7)
valem as sequintes afirmacoes:

1. Se X € outer minimizante de drea e A > 0, entao L é uma 2-esfera e existe uma
vizinhanga externa U =~ [0, €) x Z de £ em M que € isométrica a ([0, €) x Z, dt?*+ga)
onde ga € a métrica da esfera redonda com curvatura Gaussiana constante ky =

A+ [EP

2. Seg(X)=1eA <0, entio existe uma vizinhan¢a externa U~ [0,€) x L de ¥ em

M que € isométrica a ([0, €) x L, dt* + go), onde go € uma métrica plana em X.

3. Se g(Z) > 1 e A <0 entdo existe uma vizinhanga externa U ~ [0,€) X L de L em
M que € isométrica a ([0,€) X £, dt?> + ga), aqui (£, gn) tem curvatura Gaussiana

constante ks = A + |E|%.

Além disso, em todos os itens acima cada slice Ly ~ {t} x L € totalmente geodésica como
subvariedade do espago-tempo, ou seja, X+(t) =x-(t) =0, K(-,-)|rz, =0, K(vy, vz, =
0e]=0.

Demonstracgao: Inicialmente note que £ é MOTS estavel, pois é fracamente outer-
most (Observagao 2.2). Consequentemente, como p+ J(v) > n—1J| = 0 e assumindo que
vale a igualdade em (2.7) temos pela Proposigao 2.1 que A(£) = 0, logo podemos usar o

Lema 2.3. Seja entao {Zi}ie(—e.e), 0(t), e ¢y dados pelo Lema 2.3. Dal

0'(t A 1 1
) _ A +2(XY, —Vid) + Q' — X' + dive X' — =0(t)* + 0(t)try, K
b ON b 2
1
= diviY' — Y+ Q' — =0(t)* + 0(t)trg, K

2
< diviY' 4+ Q'+ 0(t)trs K,
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aqui Y* := X' — V,In ¢,. Portanto, observando que 0(t) e 0’(t) sdo constantes ao longo

de X; e usando o Teorema da Divergéncia, para cada t € [0, €), teremos

1 .
0'(t) J —doy —0(t) J try, Kdoy < Q' doy
paly by palt Jz,

i 1
< [ (Ke— AR - R ao

uzt

< | (K — (A+[EPR)) doy.

uzt

Por Gauss-Bonnet e a Observagao 2.3, segue que

2 2
(1) | grdov—0(t) [ tre,Kdoy < dn(1—g(z)) — Az~ A
n b 2 =
16m*q(X)? 16m2q(%)?
= AL AL = 0T alE)”
= 1zl = IZ]
= A(Z]—[Z4)) + 167°q(2)? (i _ L)

' =)

Supondo o caso 1), ou seja, X é outer minimizante de area e A > 0 e observando que K é

2-convexo, ou seja, try, K > 0,Vt € [0, €) temos que

1 167T2q(2)2
G’tJ —do —GtJ trs, Kdoy < — 9% g5 g
W] grdo—o0) | trekaoy < SEAEE(RI-E)
< CIZd =12
rt d
= C| —|x|d
Jo dS’ s
rt
= C (J H(s)cl)sdcfs) ds
Jo s
rt
< C| 0(s) (J ¢sdGs> ds,
Jo s

onde C = 167‘&+§Z)Q. Portanto,

9’(t)J idcrt gJ 0(s) (CJ d)sd(rs) ds +9(t)J try, Kdoy, Vte[0,¢€).
paN d)t 0 Xs P

Dai, pelo Lema 2.4, temos que 0(t) = 0 para todo t € [0, €), isto é, todas as desigualdades
acima devem ser igualdades. Logo Yt =X'—ViIlnd, =0, x* =0, u+J(v¢) =pu—1J]| =0
em U = [0,€e) xX. Além disso, || = |Z| Vt € [0,€). Como 0'(t) =0, entao usando (2.4)
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e o Lema 2.1, temos que X; é MOTS estavel. Dai pela Proposicao 2.1, L; tem curvatura
Gaussiana constante Ky, = A+ [E[? para cada t € [0, €). Como t — |Z;| é constante para
todo t € [0, €), tem-se

d
0= a|zt| = L H(t)$doy,

o que implica em H(t) = 0 para cada t € [0,€), pois 0 = O(t) > H(t) e & = ¢ > 0.
Entao, Xy ¢ uma MOTS minima, o que implica em try, K = 0. Nesse caso, a curvatura
média nula 0_(t) = try, K — H(t) de X, com respeito a 1_(t) = u — v{ também ¢ nula.

Aplicando %G(t) = L(d¢) para 07 (t) e oy = —dy, teremos

d

0= ae—(t) = —Acd; +2(XY, Vi) + (QF +dive X — X Py, (2.8)
aqui
1
Qt_ - K}:t_(G(u7u)+G(u7_vt))_§|Xt—|2
1
= A+[EP—(G(u,u) + Gu,—vy)) — §|><i|2
1
= —8ﬂ(u+l(—vt))—§|xt_!2
L T
= —167]| 2Ixfl 7
(§]
Xt =—-Xt= —lvtq)t.
a ¢

Substituindo as expressoes obtidas em (2.8), temos

Vid
Off

Integrando a equagao acima sobre X, obtemos

Ay +

1
n (&rm ; Z|xt|?) be =0,

Vidi =Ixt =]l =0 em U.

Segue que K|y, s, x1.5, = 0 e que (X¢,g¢) ¢é totalmente geodésica em M para cada

t € [0, €), onde g é a métrica sobre L, induzida de (M, g).
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Escrevendo g = ¢?dt? + g sobre U ~ [0, €) x I e observando que ¢ = ¢ depende
apenas de t € [0, €), temos que g; nao depende de t. Fazendo a mudanca de variavel
ds = ¢(t)dt, d(t) = ¢y, obtemos que g terd a estrutura ds? + g sobre U, onde (X, gn)
tem curvatura Gaussiana constante ky = A + |E|*.

Supondo o item 2), ou seja, g(£) =1 e A < 0 teremos

el(t)J lth — G(t)J try Kdoy < A(Z]—|Z¢)) + 16m2q(Z)? (i _ L)
£ P £, 1zl Iz

= —A(Zd — 5] + 1672q(2)? (llfl - ﬁ)

167c2q(2)2)
R G L2 NP
167c2q(Z)2) Jt d
— (A 2EAET s s
( 2[4l 0 d3| |

p o 1
<A+ ZIIZ] )L <JZSH(S)¢SdGS> ds

< CJ(:G(S) (L d)sdcrs) ds,

1672 q(X)?2

Ty S C. Dai, procedendo da mesma

onde C é uma constante positiva tal que —A +

forma que o item 1 concluimos o resultado. O item 3 segue de forma analoga.

Observagao 2.4. Uma vez que ] =0, K(-,-)lrz, =0, K(vy, )z, =0 e Iy € totalmente

geodésica em M temos que a curvatura média T de M em M* depende apenas de t € [0, €).

2.3 O espaco-tempo de Nariai carregado

O espago-tempo de Nariai carregado 4-dimensional, de parametro de massa m, carga

elétrica g e constante cosmoldgica A > (0 é localmente isémetrico a
— us
N =R x (o, &) %, y = —sin®(ar)dt® + dr? + p2gee, (2.9)

aqui p e & sdo constantes que dependem de m,q e A (veja [14]).
Nesta secao, provaremos que os conjuntos de dados iniciais considerados no Teorema

2.1, item 1, sao realizados como hipersuperficies tipo-espaco no espago-tempo de Nariai
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carregado. Inicialmente faremos uma observacao importante para a demonstracao do
nosso préximo resultado. Dada uma funcao suave r: [0, €) — R tal que r(s) € (0 1) e

2

(r'(s))? > 1, considere a hipersuperficie
N ={(t(s),7(s),z) : s €[0,€), z€ S*} C N,

aqui

t(s) = J VP =1,

)y sin(a-r(w))
Considere uma parametrizacao local (T)(t,r, x,y) = (t,7,9(x,y)) de N, aqui ¢ é uma
parametrizacao local de S% e ¢(s,x,y) := av)(t(s),r(s), X,Y) uma parametrizacao local de

N. Os campos coordenadas {¢s, ¢, dy} em N sao dados por
d)s - t/at + T/ara d)x = aX) d)y = aya

aqui {0¢, 0y, 0x, Oy} sa0 os campos coordenados em N. Usando a expressao da métrica em
(2.9) podemos verificar que (N, g) é uma hipersuperficie tipo-espaco em N isométrica ao
cilindro ([0, €) x S?, ds? + p? - gs2), aqui g é a métrica induzida de N. Suponha que 0y
aponta para o futuro e seja P a segunda forma fundamental de N em N. Supondo que u
¢ um vetor unitario tipo-tempo normal a N que aponta para o futuro, temos que

T/

u = ad; + b0d,, onde a = eb=+/(r")2%—1.

sin(ar)

Usando a férmula de Koszul podemos verificar que (veja [23])

P((bm d)x) = P(d)Sa d)y) = P(q)xa q)x) = P(¢y7 d)x) = P(¢x> (by) = P((bya d)y) = 0?

logo a curvatura média o de N é dada por

r(s) + o((1'(s))* — 1) - tan " (acr(s))
({521 |

G(S) = P(d)Sad)s) =

Teorema 2.2. Seja (M3,9, K, E, 1, ]) um conjunto de dados inicias. Suponha que sdo
satisfeitas as hipoteses do Teorema 2.1 item 1, entao existe uma vizinhanga U =~ [0, €) x £
de X em M que pode ser isometricamente mergulhada no espaco-tempo de Nariai carregado
(N, v) como uma hipersuperficie tipo-espaco tal que g = y|u ¢ a métrica induzida de N

e Klu € a sequnda forma fundamental de U em N.
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Demonstragao: Pelo item 1 do Teorema 2.1, existe uma vizinhanga U ~ [0,€) x X

de £ em M isométrica a ([0,€) x S? ds* + p? - gs2), onde p? = ﬁ\EP Além disso,

pela Observacao 2.4, temos que a curvatura média T de U em M* depende somente de
se[0,¢e).

Seja W :={(x,y) e R?: x € (0,%),y > 1} e F:[0,e) x W — R? o campo vetorial

’ 2x

definido por
F(s,x,y) = (y, —a(y? — 1) tan " (ax) + 7(s)\/y2 — 1) .

Como a derivada de F em relacao a (x,y) é continua, temos que para cada ponto (xg,Yo) €

W existe uma tnica solugao ((s) = (x(s),y(s)) € W para o problema de valor inicial

¢'(s) = F(s,&(s));
C(0) = (x0,Y0),

aqui 0 < s < € < €. Neste caso, obtemos que

x'(s) = yls),
y'(s) = —ally(s))* — 1) tan™" (ox(s)) +(s) v/ (y(s))? — 1,

¢(0) = (x0,Yo), x(s) € ( ,%) e x'(s) =y(s) > 1 para todo s € [0,€). Entao r(s) = x(s)

satisfaz

r(s) + o (r'(s))? — 1) - tan ! (aur(s))
(r'(s))? —1 |

Assim, definindo ¥: U = [0,€) x S*> — N por ¥(s,z) := (t(s), (s), z) onde t é dada por

[ =1,

o sin(o-r(w))

T(s) =

t(s) =

bl

temos um mergulho isométrico de U € U ~ [0,€) x S* em N. Como K(-,-)|]ts, = 0
e K(vi,-)lrz, = 0, temos que K é determinada pela curvatura média T = K(v,v) e a
segunda forma fundamental P de N em N é determinada pela curvaturma média o = T,

logo K restrito a U é a segunda forma fundamental de U em N.



Capitulo 3

Rigidez de Superficies em um

conjunto de dados iniciais maximal

3.1 Preliminares

Neste capitulo denotaremos um conjunto de dados iniciais somente como (M?, g, K, E),
ou seja, omitiremos p e J. Iniciaremos com a definicao de massa de Hawking carregada
e provaremos resultados que servirao de alicerce para a demosntragao dos resultados

principais.

Definigao 3.1. Dada (M, g) uma variedade 3-dimensional e ¥ — M uma superficie
fechada mergulhada em M, entdo a massa de Hawking carregada de L € definida por

O ZE /x(E) | 4nq(D)? 1 2 2
mc“(z)_(mmé( > T g 16nL (H +3C> dG)’ (3.)

1
aqui B € X(M), x(X) € a caracteristica de Euler de L, q(X) = E{J (E,v)do € a carga
ba

elétrica de £, H € a curvatura média de £ e { = infp (R — 2|E)?).

Observagao 3.1. Se um conjunto de dados iniciais (M, g,K, E) maximal satisfaz a
condicao de energia dominante carregada, vimos que R > 2|E> + 2A. Dai { > 2A,
logo fazendo um escalonamento na métrica g se necessdario, podemos assumir sem perda

de generalidade que ¢ = 2.

22
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Seja (X, gs) uma superficie fechada com curvatura Gaussiana constante k. Fixemos
. ; ; 3 () =Kk —_Ap2_2m g _
trés nimeros reais m, g e A < 0 tais que a equagao pquy/\yk(r) =k—5T T+ ==0
tem solucoes positivas, e seja sg a maior delas. Defina a variedade (sg, 00) X £ munida da

métrica

dr?

2
- ~ 2
Pm7Q7A7£(T) +17gs (3.2)

gm,qJ\ﬁ -

Para o caso particular k = 1 temos a variedade 3-dimensional Anti-de Sitter Reissner-

Nordstrom, que denotaremos por (M g A, 9m,q,A). Fazendo pm g (1) i=1— %rQ— 27“‘ +

2 Ve . z
%, temos que a métrica em M, g A serd
dr?
Pm,q,A(T)

onde gg» denota a métrica da esfera redonda S? e os parametros m, q e A sdao a massa,

2
gqu,/\ = +T 9827

carga e a constante cosmoldgica, respectivamente. O campo elétrico é o campo vetorial

suave E € F(TMm,q,/\,i) dado por

Ady/Prgail(T)
E= S

2

T

A curvatura escalar de ((sg, 00) X 2, Qm,q,/\,ﬁ) ¢ dada por R = 2|E|? 4+ 2A. Dado um slice
2, = {r} x £ no espaco Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom, com vetor normal unitario
N; = \/Pm,q,A(T)0r, é facil ver que a carga do slice L, é igual a q. Apds uma mudanga

de variavel podemos escrever a métrica (3.2) da seguinte forma

I g AR = ds® +u(s)?gs.

Apds uma reflexao da métrica g QAR podemos definir uma métrica completa, periddica
e rotacionalmente simétrica em R x L com curvatura escalar R = 2|E|? + 2A.

Além disso u satisfaz a equacao diferencial nao-linear

gy 1 k—u'(s)? 1 [ Au(s)* + g2
“(S)_é(W>_§(W>‘ .

Observagao 3.2. Dado um slice . no espago Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom temos

que

d
amCH(Zr) = 0.
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Escolha um campo vetorial normal unitario v ao longo de X e seja £y C M uma
variacao normal suave de X, ou seja, Ly = {f(t,x) : x € L} aqui f: (—e,e) Xx L = M é
uma func¢ao suave satisfazendo

o fy =f(t,-) : L - M é uma imersao para cada t € (—e, €);

e f(0,x) = x para cada x € Z;

of

. a(o,x) = ¢(x)Vv(x) para cada x € £, aqui ¢ € C*®(X).

Lema 3.1. (Primeira variacao da massa de Hawking carregada) Considerando

a definicao (3.1) temos que

ek

Z|2 J
= — AsHd — R)Hobd
o (167:)3L¢ 8 G+(167t§ Z(C JHbdo

bk 8m(g(Z)—1)  (32m*q(2)* .
(1671)3L {QK” 1] +< e A

1 2 LOIE[y 2 d 2
* 2|ersz0)}“’“+4<167:) a7

Demonstracao: Sendo

d
amCH(Zt)

—_—
N

+

N=

LS x(Z) 4nq(Z)? 1J 2, 2
mCH(Zt)_(lGTt)%( 5 + T 167 s, Ht+3C do¢

e pelo fato de que %(dO't) = —H;¢ddo; temos

d 1 \zt|—%J X(Zy)  4mq(Zy)? 1 J , 2
T )= — = Hed.d — HZ+2C)d
dthH( t) 5 (167‘[)% . tdrdoy 5 + = 167 )5, i+ 3C (o

’Zt|% ( d 2 -1 2 _QJ
+ dm—q(X¢)7|Z 4+ 4mq(Xy)%|Z
(167_[)% dtq( t) | t’ q( t) ’ t| -

.|z 2
(’16;53 (J 2HH/doy —J (Ht2 + §c> th)tdot) .
2 Z.t Zt

Usando as equagoes

Ht(btdﬁt)

H'(t) = Az, d¢ + Ric(ve, vi ) + AiPde e
2Ric(vy, vi) + 2[A* = Ry — 2K + H% + A,
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obtemos
d |22 J — Ay (L) |22 J —32r%q(Z)°
—m x> = H do + H o
dt CH( t) (167‘()% Zt ’Zt| td)t t (167‘[)% Zt |Zt|2 td)t t
|22 J 1 J 2 J ¢
H¢°d H d -H d
+ (167‘()% . 2] . t A0y tpedoy + Ztg tpedoy
_1 1
1 (X4 2 d 9 |Zt|2J 64712q(2t)2
- — —q(X Hid:d
+ 4 (167[) dtq( t) + (167‘[)% r, |Zt|2 td)t Ot

pE;
L'J Ht(Rt_2Kt+Ht2+|At|2)¢td6t
(1671)2 Js,

9 2
+ (167-[)% JZt (Ht + §C> Ht(btdO't.

Avaliando em t = 0 concluimos o lema.

J d)tA):t H.doy —
pIN

Teorema 3.1. Se (M3,g) é uma wvariedade Riemanniana com curvatura escalar
R > 2|E2 + 2A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Suponha que £ — M € uma
superficie fechada two-sided com curvatura média nao negativa que € ponto critico para a

massa de Hawking carregada, entao

1. ou ¥ € minima;

2mx (X
2. ou L é umbilica, sua curvatura Gaussiana satisfaz Ky = %, e ao longo de X,

R = 2|E|? + 2A € constante. Além disso, se v é um campo normal unitdrio em X,

entao B e v sao linearmente dependentes.

Demonstracgao: Observe que, pelo Lema 3.1, podemos escrever a primeira variagao

da massa de Hawking carregada da seguinte forma

d oz L/IE\2d
amCH(Zt) T e JZ(AZH+Z,(Z)H)¢da+ 1 (167r> dtq(it) i
onde
_ —Am(g(X) —1) 16m%q(Z)? 1 1 , 1 J )
Z(%) 5 — Ky — P +5R=0+7 (2 5 ZH do ). (3.4)
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1
Desde que R > 2|E2 +2A e |A2 > EHQ, temos

1
—(R—c)>|E|2 e J<2IAI2 T H2do) do > 0.
z

Logo usando esses fatos e Teorema de Gauss-Bonnet tem-se

JZ 2(5)do = L —4m(g(Z) — 1))d0_J Ky do L 16m*q(£)?

A IZI2
+ lj (R—c)do+1J <2|A|2—ij H2d0) do
2 pu 4 z |Z| >
1672 q(X)?
> —ng(x) — 1)~ 2ax(x) - I [ epas
x
2 2
= _M+J |E|2d0'.
|Z] s

Pela desigualdade de Holder temos que

2 2
J |E|2do' > % )

Portanto,
L Z(X)do > 0.
Como X ¢é ponto critico da massa de Hawking carregada, temos que
L(AZH + Z(Z)H)dpdo = 0.

Por hipdtese H > 0. Entao, como consequéncia do Principio do Maximo temos que H = 0

ou H > 0. Supondo que X nao é minima, temos que

1
—AsH 2)=0.
1 sH+Z(Z) =0

Dali,

1
J Z(X)do = —J m|VH|2dcr <0
> >

Assim, J Z(X)do = 0 o que implica em H constante e Z(X) = 0. Portanto £ é umbilica,
b
R = 2[E]2 + 2A em Z. Além disso, se v é um campo normal unitario em X, entao E e v

sao linearmente dependentes e [E|? é constante. Logo

16m%q(X)?
2]
—An(g(X)—1) 2mx(Z
E por (3.4) chegamos que Ky = mg(z) — 1) = W ). ]

Z] Z]
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3.2 Estabilidade e massa de Hawking carregada

Dada uma superficie £ < M3, associamos o operador de Jacobi dado por
L = As + Ric(v,v) + |A]%,

aqui Ay é o Laplaciano de £ com a métrica induzida, Ric é a curvatura de Ricci de M e
A é a segunda forma fundamental de X. Denotaremos por A;(L) o primeiro autovalor de

L. Temos associado ao operador L a forma quadratica
J($) = —L dLddo, para toda ¢ € C®(X).
Uma superficie £ < M3 é chamada estdvel se J($p) > 0 para toda ¢ € C*®(ZX).
Observacao 3.3. Note que nesse caso tem-se A(L) > 0.

Se tivermos A;(L) > 0 entao dizemos que X é estritamente estdavel. Note que
J(d) > Ai(L) 5 $?do para toda ¢ € C®(Z). Donde obtemos a seguinte equagao de
estabilidade

A1(L) L $*do + JZ(Ric(v, v) +|AP)d*do < L IVdl*do, V€ C®(Z). (3.5)

Lema 3.2. (Segunda variacdo da massa de Hawking carregada) Considerando

a Defini¢ao (3.1) e supondo que L é ponto critico para a massa de Hawking carregada

temos que
d2
el T, —
dtQmCH( )t:O
2|2 9 mcn () 2 (2
_ L - Lo —H
T i R KRR L
~ 3mcn(X) cLo A 2
Imenl®) (L quw) ol LH Lodo
;2 J KH2+2C> (¢L¢—H2¢2—di\)z(vxx))—QHL’(O)‘D}
(167)3 Jx 3
baf: 647 q(X)? 242

£z 1287m2q(X)? J 25z 64m? a2 )
| H = 2 S (s
T et mZp s 99 T aen T ae

ZF 128 d
(16m)3 [XP dt

t=0

q(XtV

J Hddo,
t=0JZ
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ﬁ(O,x).

aqui X(x) = o

Demonstracgao: Derivando a expressao da primeira variagao da massa de Hawking

carregada e avaliando em t = 0 teremos

d2

© cH(Z) t:0=

o LE T(x(D)  4nq(r)’ 1 J ( ) z) )
1 (16m)? <Ld>Hdo> ( 5+ ] 67 )y H +3c do
LIEE f 2o L (xm 4mq(£)’

+ 2(167T)% L( oL + H*d” + divs (VxX))do 5 + ]
1 , 2

- o), (H +§c) )

! £ J ¢Hdo {47( d—2q(Zt) |Z|_1+4nq(2)2|2|_2j ¢Hdo
2 (16m)2 Jx dt> =0 r
1 , 2

T ( zQHLq)dG—L (H +§c) H¢do>]
1]z|2 d ) )J pas ( d> )
_ el Zt -

T 2 (16m) (4” at ! )t:o PR {om? ™ gl -
3 |Z3 2 T3 d

+ 5(1671)% <L ¢Hd0> 4mq(X) %( d_ _0) L ¢Hdo

_ H= 4nq(2)2j (L + H2p? + divy (VxX))do
(1671)2 b3

1 z| 2 o 2 2 ) )
+ 2(16%)% L ¢éHdo (Jz 2HL¢pdo J; (H + 3C ¢Hdo

2L (QJ (Ld))2dcr+2J HL’(O)d)dG—éLJ GH’Lpdo
2 5 5 5

(167)
+ J (H2 + §c> (—dLdp + H2Pp? + div;(VXX))dcr) ,
>

na expressao acima usamos os seguintes fatos

d2
1o —(doy)| =I[—¢Lp + H>*Pp? + divs (VxX)] do
t=0
d —(doy) = —¢Hdo
at '
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Supondo que X é ponto critico para a massa de Hawking carregada obtemos que

(167)% mcp(X) d? . 25 |2
_ e 5 L Hdo + [47t @q(zt) » X7 4 4mq(X)7|Z] Jz d)HdO'}
— L 2HLpdo — L (H2 + %c) Hdédo. (3.6)

Substituindo a equagao (3.6) na expressao inicial obtemos o resultado.

Proposicao 3.1. Seja (M3,g) wma variedade Riemanniana com curvatura escalar

R > 2|EP + 2A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Se L — M3 € uma superficie

two-sided, minima, fechada, estritamente estdavel e que maximiza localmente a massa de

Hawking carregada, entao

16m2q(X)?
(AL (L) + Az + |—g|() = 27y (X).
Além disso, ao longo de X, temos que A = 0, R = 2|E]?> + 2A, Ric(v,v) = —Ai(L) e a
21t (Z
curvatura Gaussiana satisfaz Ky = 7?}(:(| )

Demonstracao: Seja X(t) < M? uma variacao normal suave de £ dada pelo campo

vetorial X = ¢v, aqui ¢ € C*(Z). Usando o Lema (3.2) temos que

f—;mCH(Z(”) = 5'61') JX(L¢)QdU—m;+>:(|Z)JZ(¢L¢)dG
* 5oty P14
G e J, wado
B _(1@33 {2 L(L¢)2do_ (2A+ 3277?,52)2 - 47%2)) L (de)do} .

Como X maximiza localmente a massa de Hawking carregada, obtemos que

_ 2 . 32mq(X)? 47TX(Z))
QL(Ld)) d6<< 2\ P + 5 L ¢Lodo. (3.7)

Tomando uma auto-funcao relacionada ao primeiro autovalor teremos que
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1672q(X)?

L)+ A+ =

> 2mx (Z).
Novamente, pela equagao de Gauss, temos
2Ric(v,v) + 2|A? =R — 2Ky + H2 + |A[%

Tomando a funcao ¢ = 1 na desigualdade de estabilidade obtemos que
1
A (D)Z] + —J (R+|A]*)do < J Ksdo.
2 ) b

Sabendo que R > 2|E|? 4 2A e pela desigualdade de Holder temos

16m%q(X)?

(D) + A+ =2

< MD)IE 4+ yzy/\+J E2do
pu

1
< J szo——J (R+|A|2)d0+|Z|A+J Edo
> 2 > >

< J szo—lj (R+|Al2)d0+|Z|A+1J (R — 0)do
> 2 > 2 >
< 2my(X).
Dai,
1672 q(X)?
(L) + A+ % _ omy(£).

Logo, ao longo de Z, temos A = 0 e R = 2[E]* + 2A. Pela igualdade na equacio de

estabilidade para ¢ =1 teremos
J (Ric(v,v) +A(L))do = 0.
b
Portanto, o primeiro autovalor de L 4+ A;(L) é zero, logo Ric(v,v) = —A;(L). Por fim, da

21y (X)
iz

equacao de Gauss teremos Ky = [

Proposicao 3.2. Seja (M3,g) wma variedade Riemanniana com curvatura escalar
R > 2E]? + 2A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Se L — M3 ¢ uma superficie
minima, fechada e estavel satisfazendo

16m%q(X)*

(A(L) + A)IZ[ + 5 2mx (2).
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Entao existe € > 0 e uma func¢do suave w: X x (—e, €) — R tal que
Iy = {expx(p(t, x)v(x));x € I}

¢ uma familia de superficies fechadas com curvatura média constante. Além disso, para
cada x € L e para cada t € (—e, €), as sequintes propriedades sao satisfeitas

x®,

1(0,x) =0 m

0,x)=1 eJ (u(t,-) —t)do =0.
b

Demonstracao: veja [6].

Usando a proposicao anterior podemos definir uma aplicacao fy : ¥ — M dada por

fe(x) = expy (u(t, x)v(x))

para cada t € (—e, €). Note que £y = L. Seja v¢(x) o campo vetorial normal unitdrio ao
longo de X; tal que vo(x) = v(x) para todo x € L, denotaremos por do; o elemento de
volume de X; com respeito a métrica induzida por f;.

Consideremos o operador de Jacobi
L(t) = AZ(t) + Ric(vy, Vi) + |At|27

aqui Ay (y) denota o Laplaciano de Z(t) com respeito a métrica induzida e Ay a segunda
forma fundamental de X(t) com respeito a v(t).

Definimos a func¢ao lapso p(t) : Z(t) — R para cada t € (—e, €) por

pulx) = (Vix) 330 )

Lema 3.3. A funcdo pi(x) satisfaz H'(t) = L(t)pt, aqui H(t) representa a curvatura

média de Z(t) com respeito a Vvy.

Usando as Proposicoes 3.1, 3.2 e o lema anterior temos que, para cada t € (—e, €) a
curvatura média H; da foliagago CMC X; < M em uma vizinhanca de X satisfaz

d .
EHt . = Ric(v,v) = —A(L) < 0.

Diminuindo €, caso necessario, temos que, para t € (0,€), Hy < 0 e para t € (—¢,0)

tem-se Hy > 0, ou seja, H é decrescente em t.
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Lema 3.4. Considere (M3 g), £ e {Z(t)he(_e.c) como na Proposicao 3.2., entio temos

que
J (Ric(ve, Vo) + 1A pedoy = J (Ric(ve, Vi) + 1A doy
I(t) I(t
\V4 2
v o] Shlao ey,

I(t
1

aqui B(t,x) € uma fung¢ao ndo positiva e py = 0] J prdoy.

Demonstracao: Veja [6] m

3.3 Rigidez de superficies estritamente estaveis em
um conjunto de dados iniciais maximal

Nosso primeiro resultado trata de superficies estritamente estaveis, minimas que local-
mente maximizam a massa de Hawking carregada. Iremos considerar conjunto de dados

iniciais maximal que satisfaz a condicao de energia dominante.

Teorema 3.2. Seja (M3, g, K, E) um conjunto de dados iniciais mazimal satisfazendo a
condicao de energia dominante, ou seja, R = 2|E[*+2A, aqui E € X(M) € tal que div E =
0. Seja ¥ — M uma superficie mergulhada em M fechada, two-sided, estritamente

estavel, minima e que maximiza localmente a massa de Hawking carregada. Entao

1672q(X)?
o+ A+ T IEE —omz), (35)
aqui Ay € o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso se A = —3 entdo uma

das condi¢oes sao satisfeitas:

1. Se L ¢ uma 2-esfera, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a é e uma
vizinhanca de X em M € isométrica ao espaco Anti-deSitter Reissner-Nordstrom

((—e, €) x S%, (gm,q,n)) para algum € > 0.

2. Se L tem género g(L) > 2, entao X tem curvatura Gaussiana constante igual a

—% e existe uma vizinhanga de ¥ em M que € isométrica a ((—e, €) X £,Gq) para

algum € > 0, aqui gq € uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a -1.
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3. Se X tem género um, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e

existe uma vizinhanca de £ em M que € isométrica a ((—e, €) X f, g.) para algum

e >0, aqui g}, € uma métrica flat em M.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.1 temos que o operador de Jacobi de X é dado por
L = A — A (L), e pela Proposigdo 3.2 podemos construir uma foliagdo {X(t)}jyj<e CMC

em torno de X = X,. Usando o Lema 3.4, a formula de Gauss e a primeira variacao da

massa de Hawking carregada temos que

& men(zt)) = E;:'QH(t) UX (Ric(ve, ve) + IAL2) prdor + 2m(Z(1))p,

- 167tq( ( (1)? ) pdc]
) t t

z 2 - B -
2 (1)

Ot
327 () P%

2 2 2
+ H’(t)G(t,x)JrQTEX(Z(t))m—%ﬁt—<3Hit) +/\) Lptdct]

Novamente pela férmula de Gauss, obtemos

d Ok [ B , H(t)  lerq(2)?
frmen(z0) = =i B[ (Re2as (1 HE) ) ao - AT,
+ H'(1)0(t,x) —I—EL( ) |Vpp;|2 dct} . (3.9)

Como pg(x) = 1, diminuindo € se necesséario, podemos supor que p¢(x) > 0, para cada

t € (—e,e) ex € L(t). Usando o fato de que R = 2|E|? + 2A e a desigualdade de Holder

teremos

o 167r2q(2)2>
0 < El*doy — ————
Pt (sz| | t Z(t)]

o - , Hm?)) 16mq(E)?
5 Lm (R 2N + (IAtI 5 doy (1) N

v 2
n H’(t)e(t,x)+mJ Ve
st) Pt

N
|

doy.
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Como H; é uma funcao decrescente, teremos %mCH(Zt) > 0, parat € [0,€), e

%mCH(Zt) < 0, para t € (—e, 0]. Portanto, obtemos que
men(Ze) = men(),

para todo t € (—e, €). Por outro lado, £ maximiza localmente a massa de Hawking carre-
gada, isto é, mcnu(Xi) < mcn(X).  Dai segue que %mCH(Z(t)) = 0, para
t € (—e,€e). Assim, pelo Teorema 2, X(t) é umbilica, R = 2[E|*> + 2A e |E| é cons-
tante ao longo de Z(t). Dai py = 1 para cada t € (—e, €). De fato, pela equacao (3.9)

obtemos

2
H/(1)(t, x) +mJ Wp;' do, =0,

st) Pt

para todo t € (—e,€). Sendo H'(t)0(t,x) > 0 e pg = 1 segue a afirmacao. Usando
esse fato e a Proposicao 3.2, concluimos que p(t,x) = t para todo (t,x) € (—e,e) x X.
Assim, podemos afirmar que em uma vizinhanca de X a métrica pode ser escrita na forma
g=dt? + gs ).

A métrica induzida em X(t) evolui da seguinte forma

0

3¢9z = —2pAy.

Sendo py = 1, Z(t) umbilica tem-se

0

3¢9m0 = —H(t)gz (1),

para todot € (—e, €). Dai gs(t) = e*JSH(S)ngz. Supondo 1) temos que L tem curvatura
Gaussina constante positiva. Logo gr = a?gs2, onde a? = %. Donde gz (+) = uq7a(t)2982
t € (—e, €), aqui

Uq,a(t) = ae

Jt H(s)ds

1
2 Jo

com q(Z) = q = a?[E|]. Observe que a funcao u(t) satisfaz a equacao

g L 1—u'(t)? 1 /=3u(t)*+q°
o3 (S ) -2 () .
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Dai, por unicidade de solugoes de EDO temos que ((—e, €) x L) é isométrico a parte do
espaco Anti-deSitter Reissner-Nordstrom.

Supondo que 2) ocorre temos que X terd curvatura Gaussina constante negativa, logo
Jsr(t) = Uq.a(t)?gs , t € (—e€, €), aqui

Ug.alt) = ae 2

com a? = ﬁ. Note que nesse caso temos que u(t) satisfaz a equacao diferencial
1 /—1—u'(t)? 1 [/ —3u(t)*+ g2
vt =(——rr—" )| ————— ). 3.11
(t) 2 ( u(t) 2 u(t)3 (3:11)

Dai, usando o mesmo argumento anterior temos que existe uma vizinhanga de ¥ em
M isométrica a ((—e,€) x L,g, q) onde g, 4 ¢ uma métrica com curvatura Gaussiana

constante igual -1. O item 3) segue de modo andlogo. n

3.4 Rigidez de superficies estaveis em um conjunto
de dados iniciais maximal

Nesta segao obtemos uma desigualdade envolvendo a area de I, a carga q(X) e o género
g(Z), quando a constante cosmoldgica A é negativa. para constante cosmoldgica negativa.

Quando a igualdade ¢é atingida provamos que localmente M ¢é um cilindro sobre L.

Teorema 3.3. Seja (M3,g,K,E) um conjunto de dados inicias mazimal que satisfaz
a condicio de energia dominante, ou seja, R > 2|E|> — 6, aqui E € X(M) € tal que
div E = 0. Seja L — M uma superficie mergulhada em M fechada, two-sided que

localmente € minimizante de drea, entao L satisfaz

1672q(X)?

3|z —
2|

2 4m(g(Z) —1).

Além disso, se vale a igualdade uma das condi¢oes sao satisfeitas:

1. Se X tem género g(X) > 2, entdo X tem curvatura de Gauss constante Ky = [E[*—3

e existe uma vizinhanca de & em M isométrica a ((—8,8) x L, dt? + g5 ).
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2. Se L tem género igual a um, entdo L tem curvatura de Gauss constante Ky =0 e
existe uma vizinhanca de £ em M isométrica a ((—8,8) x T2, dt?> + g5 ), aqui g5 €

uma métrica plana em T2.

3. Se X tem género zero, entao X tem curvatura de Gauss constante

Ks = |E|*—3 e existe uma vizinhanca de £ em M isométrica a ((—5,8)xS?, dt®*+gx).
Demonstracgao: Inicialmente, note que se L é localmente minimizante de area entao
| (Rie(v.v) +1API9d0 < | 1VoPdo
para toda ¢ € C®(X). Daf olhando para a forma quadrética J(¢) = — [y dLddo teremos
) = = | bapdo— | (Riclv,v) + AP)¢*do

> J yv¢|2da—J IVo|*do = 0.
z z

Portanto X é estavel, logo

16m2q(X)?
|

A igualdade é satisfeita se, e somente se, ao longo de L tivermos A = 0, R = 2|E|*> — 6,

x| — 2 4n(g(X) —1).

Ric(v,v) =0 e Ky = |E|?> — 3, com |E| constante. Pela Proposicao 3.2 existe uma familia
{Zi}te(—e.e) de superficies compactas CMC em uma vizinhanca de £ = X,. Note que a

curvatura média da foliagago CMC, L = X, evolui da seguinte forma
0

EH(U = _AZ(t)pt — (Ric(ve, ve) + |At|2)pt-

Sabendo que po(x) = 1 e usando a férmula de Gauss temos

190 1 R¢ H(t)? | |A?
——H(({t) = ——A — ==K
0, Ot (t) oc ()Pt (2 (1) T 5 + 5
1
< _p_AZ(tht —(JE*=3) + Kst)-
t

Integrando a desigualdade anterior obtemos

0 1 1
SHit | do < = | SIVePdo — | [EPdo+ 35+ 2mx()
ot s(t) Pt st PY ()

—16m%q(Z)?

Py

~X
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Como div E = 0 sabemos que q(X;) = q(X) para todo t € (—e, €). Dai

0 1 —16m2q(X)? 1672q(X)?
—H(t)J Lao, < ZHWAE Lo gy O0AE)
X (t)

at o = 5
= 16m°q(X)? <i — i) + 3(1Z<] —1Z])
Z] |z ! '
Logo
0 1 16m2q(X)?
|zt|—H(t)J Lao, < 9 s 4 am(sd — (5.
ot £(t) Pt 2|

Suponha que |Z;| < C para todo t € (—e, €) daf

0 1
|zt|a—tH(t)J Lo,

() Pt

N

pois H(s) é constante ao longo de X;.

1
Fazendo @(t) = J —doy, &(t) = J prdoi ek =
5, Pt bt
a equacao acima da seguinte forma

1672q(X)?

7| +3C, podemos escrever

t

IZtI%H(t)(p(t) < KL H(s)&(s)ds. (3.12)

Como py = 1, podemos assumir que
— < P < 2,
para todo t € (—e, €). Dal,
1
§|Zt| < &(t) < 2|Z¢| para todo t € (—e, €).
Diminuindo € se necessario, podemos supor que

1
§|Z| < |Z¢] < 2|Z).
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1 1
Portanto, ZIZI < &(t) < 4/Z]. De modo andlogo temos que 4_1|Z| < @(t) < 4/X]. Dai

1 4

Afirmamos que existe & > 0 tal que H(t) < 0 para todo t € [0, d).
De fato, seja &6 < € arbitrario e suponha que exista ty € [0,0) tal que H(ty) > 0.
Defina o conjunto I := {t € [0, to]; H(t) > H(ty)} e denote por t* = inf I. Note que se

t* > 0 entao pelo Teorema do Valor Médio, existe t; € (0,t*) tal que

*) *E
H(t) = ' H(Y)

t=t;
Usando (3.12) e (3.13) obtemos que
Ht) < K—t*r H(s)&(s)ds

h ’Zt1’(p(t1) 0

4kt* t
< K—2H(t*)J £(s)ds

Z] 0

16k(t*)?
< ——=—H(t").

o

[ X
Dai, tomando & < % temos uma contradicao, logo t* = 0. Portanto
K
0 =H(0) = H(to) > 0,

d
o que prova a afirmacao. Daf a]Zt! <0Vtel0,d),ouseja, || < |Z| paratodot € [0, ).

De modo analogo podemos provar que E|Zt| >0V te (-9,0], o que novamente implica
em || < |Z| para todo t € (—5,0]. Como X é localmente minimizante de drea tem-se
|Zi| = |X| para todo t € (—90,0). Segue que L; é totalmente geodésica, |E¢| é constante,
Ks, = [E¢* — 3, Ry = 2|E(|*> — 6 e Ric(v,v¢) = 0. Para o item 1) é imediato ver que se
g(X) > 2 entao temos Ky < 0 e usando um argumento padrao pode-se mostrar que existe
uma vizinhanga de £ em M? isométrica a ((—8,8) x L, dt>+gs). Os itens 2) e 3) seguem

de forma andaloga.



Capitulo 4

Teoremas do tipo Jellett e
Heintze-Karcher em espacos

conformemente plano

4.1 Preliminares

Seja u : [0,1%) — R uma funcao suave com r < oo. Considere a funcao radial h : B —
R dada por h(x) = u(|x[?) definida em uma bola Euclidiana de raio r e centrada na
origem, aqui [x]* = (x,x) e assumimos que B! := R™™! quando r = co . Seja g a

métrica obtida através de uma mudanga conforme na métrica Euclidiana (,) dada por
g= e2h<v ).
Fixemos a seguinte notacio B" = (B! g).

Definicao 4.1. Um campo vetorial V € X(M) € um campo vetorial conforme associado

ao fator \ se satisfaz

ng = 211)9;

aqui (M, g) € uma variedade Riemanniana e Ly € a derivada de Lie da métrica com

respeito a V.

39



Capitulo 4. Teoremas do tipo Jellett e Heintze-Karcher em espacos
conformemente plano 40

O campo vetorial posicao é um campo que associa para cada x € B"! o vetor
X = > x10;. O campo vetorial X em (Bn+L (,)) é conforme, i.e., a derivada de Lie de

(,) com respeito a X &

onde f = 1.
Sob a mudanga conforme g = €*"(, ), o campo vetorial x permanece conforme e temos

que
L9 =209,
onde o(x) = 1+ 2u/(|x?)| X |? (veja [8]). Em relagao a métrica Euclidiana temos que
Vh=2u'(x)X e V(e?") =4e™u'(xP*)X.

O teorema seguinte é de suma importancia para a demosntracao do nosso primeiro

resultado deste capitulo.

Teorema 4.1. (Barros-Sousa) Seja L™ uma hipersuperficie de uma variedade Rieman-

1

. =+l . . =+ =
niana (M~ ,9g) e seja V um campo vetorial conforme em M~ . Se N € um campo

vetorial unitdrio normal a L™ em M e f(p) =g(N, V), p € L™, entio

Lf = —ng(V, VH) — n(pH + N(1p)), (4.1)

onde H € a curvatura média de X™, \ € o fator conforme de'V e L € o operador de Jacobi

dado por L = A+ |A]2 + Ric(N, N).

Demonstracao: (veja [7])
]
Sabemos que a funcao suporte f(p) := g(N, X) tem sinal bem definido se est4 definida
em um hipersuperficie star-shaped, entao suponhamos que f < 0 (o caso em que f > 0

obtemos uma proposigao andloga que resulta na demosntracao do resultado principal).
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Proposicao 4.1. Seja X o0 campo posicao para BT em relacdo a origem. Seja L™ uma

hipersuperficie star-shaped de B™' com curvatura média constante H e N um campo

vetorial unitdrio normal a L™ em B, Suponha que u”(|x?) —u/(]x*)? > 0. Se
f(p) zg(N,Y), P € M entao
Af + |A*f > —noH. (4.2)
Demonstragao: Pelo teorema anterior temos que
Lf = —noH —nN(o). (4.3)
Dai, como Vo = 4e2™M(u” (|x|?)|x]2 + u’(|x]?) 7 temos que
N(o) = g(Vo,N)
= e (W (X)X 4w (1) F.
Fazendo N = e"N temos que (N,N) =1 e
Ric(N.N) = e "Mda(n— D/ (%) —u” (%)X, N)* —4nu/(xf*)
" (P)IXP —4n — 1)u'ux|2)2|?|2}.
A equagao (4.3) serd
Af+IAPE + e Mam— 1D/ (X% —u” (X)X, N)2 — 4nu/(|x]?)
— (X)X —dn— 1)u'(rx12)2|7|2}<7, N)
= —noH —4ne Mu/ (X x> + w' () (X, N).
Usando o fato de que f < 0 teremos
Af+APE + e ™Mam— 1D/ (X)) —u” (X)X, N)2 — 4nu’(]x]?)
— 4w (X)X —4(n - 1)u/(|x|2)2|7|2}<7, N)
< AF+IAPT+ e M4(n— D/ (Ix)? —u” (XX — 4nu/ (1x?)

— 4" (X)X —4(n — 1)u'(|x|2)2|7|2}<?, N)

= Af+ |APF—dne (" (IxP)x> + u'(Ix[*) (X, N).
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Dai

—noH — dne M/ (xR +u (X)X, N)

< AF AP — dne M (IP)x + ! (IX2) (X, N).

Donde concluimos a inequacao (4.2). ]

O lema seguinte foi obtido por Alias, Lira e Malacarne em [2] férmula (8.4).

Lema 4.1. (Alias-Lira-Malacarne) Seja ™ uma hipersuperficie em (M““,g) com campo

vetorial normal N, e seja V um campo conforme em M associado ao fator . Entdo
divs (V") = n +nHg(N, V),
aqui H € a curvatura média de X™.
Demonstracao: Veja [2] ]

Proposicao 4.2. Seja x : I™ — B wuma imersio isométrica de uma variedade

Riemanniana fechada Z™ em B™1. Entao

J fHdo = —J odo, (4.4)
z z

onde H € a curvatura média de ™.

Demonstragao: Segue diretamente do lema anterior.

4.2 Um Teorema do Tipo Jellett para espagos con-
formemente plano

Antes de demonstrarmos nosso primeiro resultado deste capitulo, faremos os seguintes

exemplos:

Exemplo 4.1. Seja a funcdo uy : [0,00) — R dada por ug(t) = 0. Entdo BT =

(R™*1.G) € o espaco Euclidiano com a métrica candnica.
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Exemplo 4.2. Seu_:[0,1) - R € dada por u_(t) =In (ITQ,C), entdo temos que BT =

(B, 9) € o espago hiperbolico H™ ' no modelo do disco de Poincaré.

Exemplo 4.3. Seu, :[0,00) — R € a funcao dada por u,(t) =In (i—t) entio B =

(R™1.G) € o espaco ST\ {p}, isto €, a esfera menos um polo.
Note que, para os exemplos acima se ¢ € {0, —, +} entao u (t) — (u’ (t))2 =0.

Exemplo 4.4. Dado a > 0 considere a fun¢do u(t) = e *t, aqui t > 0. Assim obtemos
uma familia de espagos conformemente plano B™ = (R™1 G), distintos dos espagos

formas, tais que u”(t) — (u’(t))2 > 0, para todo t > 0.

Teorema 4.2. Seja ™ uma hipersuperficie star-shaped fechada em B™ com curvatura

média constante H. Suponha que w”(|x|?) —u'(|x|*)? > 0, entao M € totalmente umbilica.
Demonstragao: Note que a inequagao (4.2) da Proposi¢ao 4.1 implica que

J Al*fdo > —nJ oHdo. (4.5)
z z

Usando o fato que H é constante e a Proposicao 4.2 temos

J fnH?do = —nJ oHdo. (4.6)
z z

Assim (4.5) e (4.6) implicam que
J (JA]> = nH?)fdo > 0.
b

Como f < 0 concluimos que |A|> = nH?2, ou seja , M é totalmente umbilica. n

4.3 Desigualdade do Tipo Heintze-Karcher em espacos

conformemente plano

Definicao 4.2. Uma tripla Riemanniana (M““,g, V) € constituida por uma variedade

(n+1)-dimensional suave e conexa M, uma métrica Riemanniana g em M e uma fungdao

nao-trivial V-em M.
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—n+1

Definicao 4.3. Uma tripla Riemanniana (M~ ,q,V) € chamada estdtica se

AVg—V’V + VRic = 0. (4.7)

Uma tripla Riemanniana (M“H,g, V) é chamada sub-estdtica se existe um (2,0) tensor
Q tal que

VQ :=AVg—V°V + VRic > 0. (4.8)

Nesse caso, chamaremos V de funcao potencial.
Li e Xia provaram o seguinte teorema (Veja [21]):

Teorema 4.3. Sejam uma tripla Riemanniana (Mn“,g, V) sub-estdtica. Dado Q C M
um dominio com bordo suave L. Seja H a curvatura média normalizada de X e assuma
que V>0 em Q e H > 0. Entao,

(n+1)J

VdO < J A (4.9)
Q

s H

Além disso, se a igualdade vale em (4.9), entao L é umbilica.
Baseado no resultado acima provamos nosso segundo resultado deste capitulo.

Teorema 4.4. Seja Q C B um dominio compacto com bordo suave ™. Suponha que

u”(t) —u'(t)?2 = A(t) para todo t € [0,7%). Se 0 > 0,H >0 e A satisfaz

A(t) >0
(1) £ 20 (1) = 0,

entao

(n+1)J

¢dQ < J 2 do. (4.10)
Q

s H

Além disso, se a igualdade vale em (4.10), entdo X é umbilica.
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Demonstracgao: Note inicialmente que

Ric(v,v) = Ricgnt1(v,v) — (n—1)V?h(v,v) + (n —1)v(h)?
— {Ah+n[VhP)v?
= —dn— D (X)X, )" = 2(n— D/ (KPP +4(n— D/ (k) (X, v)?
— 4u” (X)X PVE = 2(n + D/ (X — 4(n — 1)u/(|x|2)2l7|2|\)|2
= d(n— D (KP)? —w” (1K) 1K, v)* = 2(n — Du/ (X vl?
— 4w (PR PV = 2(n + Du' (kPP — 4n — D (X)X v
> An— D/ (X2 = w” (%)X PvE = 2 — D/ (X2 v
— 4u” (X)X PVE = 2(n 4+ D/ (KPP — 4n — Du/ (X)X v

= —dn(u/ (X)X +u (X))

Ou seja, Ric(v,v) = —4n(u” ([x2)|X]* +u/(Ix[)[v[%. Por outro lado, usando o fato de

que Vo = 4de 2" (u”(|x)?) x> + v/ (|x[? ))7, calcularemos V0. Por definicao

Vo(X,Y) = g(VxVo,Y)
= G(Vx(e M (IXP)x* +u' (x*)X),Y)

= glde (W (X)X +w (X)) Vx X + X(de M (X Ix* + /(X)) X, Y).

Note que,

X(de 2™ (KPP +uw/(Ix1?) = 4g(V(e ™ (IxI?) x> +u'(1x*), X)
= 4g(2e ™" (1) x? + 20 (X)X
— 4 (KPP A+ w (xP)) e M (1x2) X, X)

= Se M (IxPPA (IX?) + 2A (X)) G (X, X).
Portanto,

Vo(X,Y) = 4e*2h(u“(|x|2)rx|2+u'ux|2))cr§(x,v)
+ 8e M (IXPA(IX1?) + 2A(Ix*)g(X, X)g( X, Y).
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Dai,

Ao = e M (X)X +w (k) o(n + 1) + 8e M (IxPA (IxI*) + 2A(1xI*))IxI*.

E finalmente,

(Aog—V o+ oRic)(v,v) = 4(u” (X + ' (X)) o(n + Vv

+ 8PN (IXI?) + 2A (X)) IxPIvI?

— A (X)X 4w (X)) ol

— (XN (X2) + 2A (X)) (X, v)?

— dno(u” (X)X + /(X[ v?

= 8(XPA () + M) (KPP = (X v)?)
A tripla Riemanniana (B™*! o) = (BM*! g, 0) é sub-estatica. Usando o Teorema 4.3
concluimos o resultado. [

No Teorema 4.4 acima apresentamos uma classe de espagos conformemente plano

onde vale a desigualdade do tipo Heintze-Karcher, esta classe inclui o espaco Euclidiano,
o hemisfério aberto e o espaco hiperbélico. Mostraremos na proposicao a seguir que para

toda funcao positiva A(t) existe uma solucao u(t) satisfazendo as hipdteses do Teorema

acima mencionado.

Proposigao 4.3. Dado a > 0, seja A : [—a,a] — R uma funcao continua. Para todo

b > 0, existe uma unica solu¢ao para a equagao
w(t) = (W) +At), w0) =up,u(0) = : up,uy € R, (4.11)
definida em [—, &, aqui « = min{a, b/M} e M = sup A(t) + b>.
Demonstracgao: Dado b > 0, seja f: [—a, a] x [—b,b] — R definida por

f(t,x) = A(t) + x%
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Considere a mudanca de varidvel v = u’, nds temos que u é uma solucao de (4.11) se
)

e somente se v é uma soluao de
v/ (1) = f(t,v(t)), v(0) =vg € R. (4.12)

Sendo f continua e Lipschitziana com relacao a variavel x, pelo Teorema de Picard te-
mos que existe uma tinica solugao de (4.12) definida in [—«, «], aqui « = min{a, b/M} and
M = sup|A(t)] + b2 Para concluir a prova, é suficiente considerar a funcao
u: [—a, o] — R definida por

t
u(t) =up+ L v(s)ds.
[

Ressaltamos que a Proposicao 4.3 nos da um método para construir espacgos conforme-
mente plano onde vale uma desigualdade do tipo Heintze-Karcher. Para tanto, devemos
escolher funcoes A(t) que satisfacam as hipdteses do Teorema 4.3, e aplicar o resultado

da proposicao citada. No exemplo a seguir, consideramos uma funcao especifica A(t) e

obtemos explicitamente a expressao da funcao u(t).

Exemplo 4.5. Dado a > 0, seja A : [0, %) — R definida por
A(t) = a®(e @t —e2%),

Note que A(t) satisfaz as hipdteses do Teorema 4.3. De fato, seque do Exemplo 4.5
que A(t) >0, Vt € [0,2). Além disso,

A (1) +2A0(1) = a*t(—ae ' +2ae ) +2a’(e ¢t — e 29

= (2—at)a?(e t —e29Y) 1+ adte 29t > 0.

at

Finalmente, note que a fun¢ao u(t) = et sé solugdio da equagao

Com isso, temos uma familia 1-paramétro de espagos conformemente plano, todos distin-

tos dos espacos formas, onde vale uma desigualdade do tipo Heintze-Karcher.
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