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Resumo

Nesse trabalho estudamos a controlabilidade aproximada para a equacao linear de difusao

ou o
L AU = iXis
at+ u VX+;WX1

onde A é um operador fortemente eliptico, v é o controle lider globalmente distribuido,
Wi, ..., Wy sao os seguidores localmente distribuidos, x¥ é a funcao caracteristica de O e
Xi ¢ a fungao caracteristica de O; que serao definidos posteriormente.

Usaremos a estratégia de Stackelberg - Nash para mostrar que sobre certas condigoes

o problema acima ¢ aproximadamente controlavel em um tempo T > 0.

v



Abstract

In this work we study the approximate controllability for the linear diffusion equation

ou =
aJrAu:var;wixi

where A is a strongly elliptic operator will be defined later, v is the leading globally
distributed control, wy, ..., wy is the followers locally distributed, x is the characteristic
function of O and x; is the characteristic function of O; will be defined later.

We'll use the strategy of Stackelberg-Nash to show that under certain conditions the

above problem is approximately controllable on a time T > 0.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitos sistemas da natureza hé a possibilidade de intervencao que permite exercer
algum tipo de controle sobre eles. No proprio cotidiano do ser humano, ele esta sempre a
procura de controlar algo, seus gastos por exemplo, de tal modo que isso gere um estado
final desejado. Basicamente a origem da teoria de controle sao os sistemas de regulagem
onde procura-se desenvolver um processo automatico para que um sistema fique numa
situagao de equilibrio. Assim um sensor detecta se o sistema esta ou nao desregulando e
um controlador atuaria automaticamente para restabelecer o equilibrio. Claro que muitos
mecanismos engenhosos foram desenvolvidos durante milénios para resolver este prob-
lema, porém um caso interessante e bastante conhecido era o de controle de velocidade
de moinhos de vento. Huygens' inventou um instrumento conhecido como flyball que na
pratica resolvia o problema. Esta mesma idéia do flyball foi usada depois por Watt? em
maquinas para o controle de fluxo de vapor que funcionava, na pratica, como um problema
de excesso de vibragao para velocidades muito altas. Motivado por isso, Maxwell elaborou
um modelo matematico para o flyball e colocou o problema de eliminagao das vibragoes
como um problema de estabilizacao. Podemos afirmar que este foi o primeiro problema
matemaético da teoria de controle ao qual se tem conhecimento. No comeco do século XX,
o desenvolvimento das redes de comunicagoes telefonicas, propiciou o aparecimento de
novos modelos e a utilizacao de métodos da teoria de funcoes a variaveis complexas para

eliminagao de ruidos e filtragens de sinais. Os trabalhos pioneiros nesta linha deveu-se a

1C. Ruygens 1629 - 1695
2J. Watt 1736-1819
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Blackman®, Bode* e Nyquist® do grupo do laboratério Bell. O conjunto de métodos desen-
volvidos por eles influenciaram bastante a engenharia e é chamado de teoria de controle
classica, isso foi mais ou menos em 1930. Depois da segunda guerra mundial os métodos
de otimizagao ganharam importancia e ¢ um mérito da teoria de Pontriaguin o estudo da
teoria de controle 6timo. O desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos propiciou
uma nova abordagem para os sistemas de controles lineares. Assim, nas décadas de 1960 e
1970 foi desenvolvido uma teoria estrutural dos sistemas de controle. E nesta abordagem
"moderna"baseada no espaco de estados dos sistemas sao importantes os conceitos de con-
trolabilidade e observabilidade introduzidos por Kalman, conforme Zuazua [21]. No final
do século passado desenvolveram-se os métodos geométricos para o estudo de sistemas de
controle nao linear. Em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controles de
Sistemas Distribuidos que o mateméatico Jacques Louis Lions® pela primeira vez introduziu
o conceito de controlabilidade aproximada para a equagao do calor em [11] criando uma
grande familia de problemas aproximadamente controlaveis. Nesse mesmo encontro, J.L.
Lions mostrou que a controlabilidade aproximada era consequéncia imediata do Teorema
de Hanh-Banach, quando no problema aparece o funcional custo para se obter esse tipo
de controlabilidade e ainda caracterizou os controles que aproximam o estado ideal do
sistema por meio das solucoes de um sistema de otimalidade. Essa dissertacao é baseada
no artigo de Lions e Diaz [5], no qual é analisado a controlabilidade aproximada para a
equacao do calor com um operador fortemente eliptico de segunda ordem.

Inicialmente consideraremos um sistema onde o estado é governado pela solugao de
uma equacao diferencial. Esse tipo de sistema recebe o nome de sistema distribuido.
Assumiremos que podemos agir nesse sistema com uma hierarquia de controles. Existe
um controle lider, v, e os seus n controles seguidores, Wy, ..., w,. Apds uma observacgao,
o lider fara uma escolha e seus seguidores procuram por um equilibrio de Nash de suas
fungoes custo. A estratégia de Stackelberg - Nash consiste em distribuir os seguidores em
conjuntos abertos Oi, disjuntos dois a dois, de tal forma que, apés uma anélise, o lider
fara a escolha final de todo o sistema.

Essas situagoes ocorrem em muitos problemas do meio ambiente e nas engenharias, os

31904 -1990

41905 - 1982

SH. Nyquist 1889 - 1976
6J.L. Lions 1928-2001



Capitulo 1. Introducgao 3

quais em muitos casos o sistema em questao nao é distribuido. Para a formulacao do nosso
problema imaginemos um lago em um determinado local, representado por um dominio
Q C R™ O estado é denotado por u que é uma funcao vetorial w = (wq,...,u,), onde
cada 1 é uma funcao de x € Q e t € [0,+00], onde t o tempo. Cada funcao wu; pode
ser vista como as concentracoes das variagoes quimicas no lago ou mesmo seus organis-
mos hospedeiros. No local existem Py, ..., P, agentes locais, ou mesmo certos organismos
vivos como as plantas. Cada P; poderé fazer uma escolha w; com algumas restrigoes e
dentre elas existe um lider que fard uma escolha v. Denotamos por £ = 9(Q x (0,T)).

Portanto a equacao que rege esse problema ¢ dada por

0
6—1: + Au = Fontes + Causas 4 Controle Global + Controle Local em Q

u(x,0) = up(x) em Q (1.1)

u = 0 sobre L.
O objetivo geral do lider ¢ manter o lago o mais limpo possivel com o menos custo
e tempo. Em outras palavras, se a situacao em t = 0 nao é inteiramente satisfatoria, o
lider deseja conduzir o sistema em um intervalo de tempo escolhido (0, T) o mais proximo
possivel do estado ideal denotado por u'. Cada P; tem essencialmente a mesma meta, mas
P; devera seguir algumas restricoes para que o estado u fique préximo de sua localizagao.

Para isso introduzimos a funcéo p;, suave em Q tal que
pi(x) >0, pi = 1 proximo de P;. (1.2)

Entao P; tentara escolher w; de tal maneira que o estado no tempo T esteja proximo de

piu’ com o menor custo possivel. Introduzimos assim o funcional custo
1! 2 Xi T2
Ji(viwi, ... ,wy) =3 widxdt—k? [pi(u(-, T) —u')]*dx, (1.3)
0 Jo; Q

onde a primeira integral representa o custo de w;, «; € uma constante positiva dada e
a segunda integral ¢ a distancia do estado atual no tempo T e o estado desejado u'. A

funcao pi(x) funciona como um peso, ou seja, faz com que o sistema nao seja cooperativo.

O operador A : H{(Q) — H™1(Q) ¢ definido por:

Ao ==Y g0+ Y b0 oL 4 el (1.4)
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Assumiremos que a equacgao que rege o estado do sistema é dada por

ou b

a +AUZVX+;W1X1 em Q,
B 1.
u(x,0) = up(x) em Q, (1.5)

u = 0 sobre X,

onde x é a caracteristica de O C Q e x; € a caracteristica de O; C Q, v é o controle
globalmente distribuido em O e w; é o controle localmente distribuido em O;. A funcao
pi(x) funciona como um peso, ou seja, faz com que o sistema nao seja cooperativo, dessa
forma dados O; N O; =.

Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 2 listamos alguns resultados classicos e fixamos algumas notacoes que
serao utilizados no decorrer desse trabalho, os quais serao enunciados sem demonstracao
e com indicacoes das referéncias para possiveis consultas.

No capitulo 3 provaremos algumas propriedades importantes para o operador eliptico
A e estudaremos a existéncia e unicidade de solugao para o problema (1.5).

Finalmente, no capitulo 4 demonstraremos a contrololabilidade aproximada para o
problema (1.5), a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash e a otimalidade dos seguidores

e do lider.



Capitulo 2

Terminologia e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes, notagoes basicas da teoria de Equacgoes difer-
enciais parciais e os resultados preliminares fundamentais que serao usados ao longo desse
trabalho. As demonstracoes desses resultados nao serao feitas mas poderao ser encon-

tradas nas reférencias bibliograficas.

2.1 Nocoes Basicas de Distribuicoes Escalares e Es-
pacos de Sobolev

No decorrer desse trabalho denotaremos por () um aberto limitado do R™ e a norma em
L#(Q) como | - [i2(q) ou simplesmente | - |. Outras normas serdo especificadas de acordo
com o contexto dos resultados trabalhados.

Seja f : QO — R uma funcao continua. Denotaremos o suporte de f como sendo o

conjunto

supp(f) = {x € Q;f(x) # 0},
Representaremos por C(Q)) o espago vetorial das fungoes infinitamente diferenciaveis
com suporte compacto em Q.

Um multi-indice é uma n-upla & = (4, ..., &) de nimeros naturais. Escreveremos
n

|| = E «; e representamos D como
i=1
ol

0% ... 0%
Dizemos que uma sequéncia (Un)nen converge para u € Ci°(Q) quando:

D> =

(i) Todas as u, possuirem suporte em um compacto K C Q;
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(ii) A sequéncia (uUn)nen converge para u uniformemente em K juntamente com suas
derivadas de todas as ordens.

O espago vetorial C3°(Q) munido com as propriedades (i) e (ii) acima sera denotado
por D(Q). Uma distribuicao sobre Q) é uma forma linear e continua sobre D(Q), ou seja,
é uma aplicacao T : D(Q) — R tal que
1. T(af +Bg) = «T(f) +BT(g),Vf,ge D(Q),V«, B €R;

2. Se @, — @ em D(Q), entao T, — T em R.

O valor de T aplicado numa funcao ¢ seréd denotado por <T, (p>. A seguir, definimos
uma noc¢ao de convergéncia para esse funcionais. Dizemos que T,, — T em D(Q) quando
<Tn, (p> — <T, (p> em R para todo @ € D(Q). O espaco das distribuicoes sobre Q
com essa no¢ao de convergéncia serda denotado por D’(Q). Definimos também a derivada
distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear D*T : D(Q) — R dada por

(DT, @) = (—1)I*(T,D*p), V¢ € D(Q).

Sejam p € [1,00) e m € N. Denotaremos por W™P(Q) como sendo o espago das
fungdes u € LP(Q) tais que D*u € LP(Q) para todo multi-indice & com || < m, ou
ainda,

WmP(Q)={uel?(Q); D*uelP(Q), V| <m}.
A norma nesse espago sera denotada por

ullwmrioy = (Y ID%ulf,) "™,

lo|l<m
Com essa norma, pode-se provar que W™P(Q) é um espaco de Banach (Ver [4] ). Esses

espagos sao chamados de espacos de Sobolev. Quando p = 2 eles recebem uma notacao
especial, a saber,

Wwm2(Q) = H™(Q).
Mostra-se que H™(Q) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(W V)m@) = Y (D*u, D),

loel<m

onde (-,-) = (+,")12(q) € o produto interno em L?(Q) (Ver [14]). Embora D(Q) seja
denso em LP(Q) = WOP(Q), em geral D(Q) nao é denso em W™P(Q). Dessa forma,

o
denotaremos por WP (Q) = Wmp(Q) = que também é um espago de Sobolev e se

p = 2 denotaremos WP (Q) = HI*(Q). O dual topologico de Wy P (Q) sera denotado

1 1
por W-™P(Q), onde — + — = 1.
P P
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2.2 Resultados de Analise, Medida e Teoria do Cont-

role

Consideremos T > 0, X um espago de Banach e p € [1, 00]. Definimos
LP(0,T; X) ={u: [0, T] — X; u é mensuravel e |[u(t)||x € LP(0,T)}
com a norma
-
m el = (| Tt ga)
Se p = 0o, munimos L*(0, T; X) com a norma
(1I) [t o,mx) = sup essfu(t)]x.
te(0,T)
O espago LP(0, T; X) e L*(0, T; X) s@o espagos de Banach munido com a norma (I) e (II)
respectivamente (Ver [13]). Um caso particularmente importante é quando p = 2 e X for

um espaco de Hilbert. Nesse caso o espaco L2(0,T;X) é um espaco de Hilbert munido

com o produto interno

T

(W, V)12(0,13%) :J (u(t),v(t))xdt, Yu,v e L*(0,T; X).
0

Com isso, temos os seguintes resultados:

Lema 2.2.1. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos que X — Y. Sel < r <
s < 00, entao L5(0,T; X) < L"(0,T;Y)

Demonstragao: Ver [13] u

1 1
Teorema 2.2.1. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e ——I—a =1. SeuelP(0,T;X")
P

ev € LP(0,T;X) entdo a dualidade entre esses espacos € dada por

G
<u’V>LP(0,T;X’)><LP(0,T;X) = L (u(t),v(t))dt.

Demonstracao: Ver [18]. u

Teorema 2.2.2. Consideremos X eY espacos de Hilbert tais que X — Y, u € LP(0,T; X), u’ €
LP(0,T;Y) el <p < oo. Entioue C°0,TLY).

Demonstracao: Ver [4] n

Definigao 2.2.1. Sejam D um conjunto compacto de R e f: D — R™. Dizemos que

f satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre D se:
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(1) f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fizo;
(i1) f(t,x) € continua em x para cada t fizo;
(111) Para cada compacto U C D existe uma fungao real integravel my(t) tal que

[f(t,x)] < my(t), V(t,x) € U

Teorema 2.2.3. (Carathéodory) Consideremos R = {(t,x) € R™" |t —to| < a, |x —
Xo| < b} com a,b >0 e f:R — R"™ satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre R.

Entao o problema de valor inicial

x' = f(t,x)
(2.1)
x(to) = xo
tem uma solu¢ao x(t) em algum intervalo |t —to] < B, f > 0.
Demonstragao: Ver [14]. u

Corolario 2.2.1. Sejam D um aberto de R™ e f satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory

sobre D. Entdo (2.1) tem solu¢ao para qualquer (to,%xo) € D.
Demonstracao: Ver [14]. n

Corolario 2.2.2. Sejam [0,w] X B, onde 0 <w < 400, B={x € R™;||x]| <b, b>0}e¢

f satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory. Seja @ solugao de

x' = f(t,x)
(2.2)
x(0) =xo, Ixol <'b.

Suponhamos que em qualquer intevalo 1 onde @ esteja definida tenhamos |@(t)] < M,
para todo t € I, M independe de t e M < b. Entao @ tem um prolongamento até [0, w].

Demonstracao: Ver [14]. u

Definicao 2.2.2. Sejam H; e Hy espacos de Hilbert e T : Hy — Hy um operador linear
e limitado. Entao o operador adjunto T* : Hy — Hy satisfaz

(Tx,y) = (x,T*y), Vx € Hy, Yy € Ha.

Teorema 2.2.4. (Ezisténcia e Unicidade) Seja T : Hy — Ha como na definig¢ao (2.2.2).
Entao o operador T* : Hy — Hy existe, € unico e € linear e limitado. Além disso,

(e R
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Demonstragao: Ver [10]. u

Lema 2.2.2. (Desigualdade de Gronwall) Consideremos w uma fun¢ao nao negativa em
quase todo ponto e integravel em (0,T), @ : [0,T] — R wma fun¢io continua e nao
negativa tal que

e(t) < C+J u(s)e(s)ds, vte [0,T],C > 0.
0

Entao
t

o(t) <Cexp(J

) u(s)ds).

Demonstragao: Ver [7]. n

Teorema 2.2.5. Sejam k € N, ayj,bi, a9 € CKLQ),f € W*2(Q) com Q de classe

Ck*2. Suponhamos que w € H(Q) € solugdo fraca de

Au=~fem Q
(2.3)
u=0 em 0Q.

Entio u € W*t22(Q) e existe uma constante positiva C = C(k, Q, aij, by, ag) tal que

lulwrrzza) < C|f[lweza) + [ullt2(a))

Demonstracao: Ver [1]. u

Teorema 2.2.6. Sejam X um espago de Banach e X" o seu dual topoldgico. Consideremos
u,g € L0, T;X). Sdo equivalentes:
T

(i) u(t) = E—f—J g(s)ds, & € X nao depende de t;
0
(i1) Para cada @ € D(0,T) tem-se:

T T
- | werwa= | grve(a
0
112) Para cada x' € tem-se
P da x' € X’
d

S u(0.x)

[

/\
(@]
-
x\

\/
D
3
w
>
—

Demonstragao: Ver [16]. u

Teorema 2.2.7. Sejam X um espago de Banach reflexivo e seja (xn) uma sequéncia

limitada em X. Entao (x) admite uma subsequéncia fracamente convergente em X.
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Demonstracao: Ver [4].

Teorema 2.2.8. Seja F C E um subespaco linear. Se para cada funcional linear f € E*
tal que
(f,x) =0, VxeF

implicar que f =0, entdo F = E.
Demonstragao: Ver [4]. ]

Teorema 2.2.9. (Du Bois Raymond) Sejam u € Li,.(Q), onde Q C R™ aberto e limi-
tado. Se
J u(x)-v(x)dx =0, Vve D(Q),
o)

entao u = 0 quase sempre em Q.
Demonstragao: Ver [15]. u

Teorema 2.2.10. (Regra da Cadeia) Sejam g uma funcao de classe CH(R) tal que g(0) =
0ellg’(s)]] <M, Vs €R e para alguma constante M. Seja w € WHP(Q) com 1 < p <

0o. Entao

0 0
(gou)=(g’'ou) v i=1,...,n.

WP (Q
gouce€ (Q) e o o

Demonstragao: Ver [15] u

Teorema 2.2.11. Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T reqular.

2
(1)Se n > 2m temos que H™(Q) — LP(Q), onde p € [1, n—T;m]
(ii) Se n = 2m, entado H™(Q) — LP(Q), onde p € [1, 00).
(11i) Sen=1em > 1, entdo W™P(Q) — L>®(Q).
Demonstragao: Ver [4]. n

1 1
Lema 2.2.3. (Desigualdade de Young) Sejam p > 1,q > 1 tais que = + q = 1. Entao

1 1
ab < ];ap-f-abq, VGBO,Vb 20

Demonstracao: Ver [4]. n
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1 1
Lema 2.2.4. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € L9(Q), com 1—) + a =1

el <p<oo. Entiofgel}(Q)e

J gl < Iflir () |glaca).
Q

Demonstracao: Ver [4]. u

Teorema 2.2.12. Sejam X e Y espagos de Banach tais que X — Y e 0 < p < oo. Entao
LP(0, T;X)NLP(O, T;Y)=LP(0, T; XNY).

Demonstragao: Ver [11] |

Teorema 2.2.13. (Representagdo de Riesz) Sejam 1 < p < oo e @ € (LP(Q))’. Entdo

1 1
existe um unico w € L9(Q), com — 4+ — =1 tal que

(@,f) = L uf, Vf € LP(Q).

Além disso,

|u|Lv(Q) = |(p|(LP(Q))/-

Demonstragao: Ver [4] |

Teorema 2.2.14. (Laz - Milgram) Seja V um espago de Hilbert. Se a(u,v) é uma forma
bilinear, continua, coerciva em V X V e f é uma forma linear continua sobre V, entdao o
problema variacional abstrato

a(u,v) = (f,v)

possui uma unica solu¢ao w € V. Além disso, a aplicagao f — u € linear e lipschitziana

1

de V' em V com constante de Lipschitz igual a o« *, onde & é a constante de coercividade

de a(u,v).
Demonstragao: Ver [15]. u

Teorema 2.2.15. Sejam V um espacgo de Hilbert, A C V um conjunto convexo e F uma
funcao Gateauz-Diferencidvel tal que F' : A — R € um funcional linear. Entdo sao
equivalentes:

(i) F € estritamente convexo;

(i) F(v) > F(u) — (F/(uw),v —u), Yu,v € A.
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Demonstracao: Ver [6]. u

Definicao 2.2.3. Sejam X um espaco topologico e f: X —> R. Dizemos que f € semicon-
tinua inferiormente em xo € X se para cada € > 0 existe uma vizinhanga Vy, em torno
de xo tal que

f(x) > f(xo) — ¢,
para cada x € Vy,. Equivalentemente, f € semicontinua inferiormente em xq se

lim inf f(x) > f(xo)

X—>X0

Demonstragao: Ver [4] n

Teorema 2.2.16. Sejam X um espago de Hilbert e F um funcional convero e Gateauz
diferencidvel com F' continua. Se uw € X entdo sao equivalentes:
(i) w € solugao de inf F(u);

X

eX

(it) (F'(u),v—u) >0, WeX;
Demonstragao: Ver 6] u

Teorema 2.2.17. Sejam E um espago reflexivo e F: E — R convexa, coerciva e semi-
continua inferiormente. Entao F possui um ponto de minimo global. Além disso, se F é

estritamente convexa, entao este ponto € unico.
Demonstracao: Ver [6]. n

Teorema 2.2.18. (Fenchel - Rockafellar) Consideremos X e Y espagos de Hilbert, A €
L(X)Y), f: X — RU{oo} eg:Y — RU{o0} fungdes semicontinuas inferiormente e
convexas. Sejam

v = inf{f(x) + g(Ax)}

xeX
v = inf {f"(=A"q) + ¢"(q))}
qev*

onde f*(p) = sup[<p,x> — f(x)] € a conjugada de f. Se 0 € int[A(D(f)) — D(g)l, entdao

xeX
temos:

(i)v+v: =0
(ii)Eziste q" € Y* tal que f*(—A*q’) + g*(q’) =Vv*

Demonstragao: Ver [3]. n
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Teorema 2.2.19. Sejam Q C R™ um aberto limitado, a € L*(Q x (0, T)) eb € (L*(Q x
(0, )™ e @o € L2(Q) tal que @ € solugio de

0
—a—f +A*@ + ap — div(be) =0
@=0emX (2.4)

¢(T) =¢° em QO
Se@=0em O x(0,T), onde O C Q, entdo @° =0, isto ¢, @°(x) =0, Vx € Q.
Demonstracao: Ver [§]. n

Definicao 2.2.4. Um sistema de equacoes diferenciais € exatamente controldvel em
um tempo T > 0 se, e somente se, dados g e f1, funcionais definidos em um espaco de
Banach Y (Também chamadas de espago das fungdes admissiveis para o sistema), existir

uma fungao controle v : [0, T] — R™, tal que o problema de Cauchy

0:X = F(t, X,v)
X‘t:O = fo

satisfaz X‘t:T = f;. Se f; = 0, dizemos que o sistema € nulo controldvel ou tem a

propriedade de controlabilidade nula.

Definicao 2.2.5. Dizemos que um sistema € aproximadamente controldvel em um
tempo T > 0 se, e somente se, para cada fo,f1 € Y e ¢ > 0 dado, existe um controle

v:[0,T] — R™ tal que a solugcao do problema de Cauchy associado ao sistema

atX = F(t,X,V)
X‘t:ﬂ = fo

satisfaz

||x\t:T —fi|ly <.

Em outras palavras, o espaco das funcoes admissiveis € denso em Y.

Teorema 2.2.20. (Alternativa de Fredholm) Sejam H um espaco de Hilbert e
K:H — H wm operador linear compacto. Entao:

(i) dimN(1d —K) € finito;

(ii) Im(1d — K) € um subespaco fechado e Im(Id —K) = (N(Id — K*))+;

(11i) (Id — K) € injetivo se, e somente se, for sobrejetivo;
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(iv) dimN(Id — K) =dimN(Id — K*);

onde denotamos por Im(1d—K) a imagem do operador (I1d —K), N(Id—K) € o nicleo
do operador (Id — K) e Id € o operador identidade.

Demonstragao: Ver [19] u

Teorema 2.2.21. (Da continuagio unica de Mizohatta) Seja w(x,t) uma solu¢io da

equagao (1.5), definida na vizinhanca da origem, satisfazendo

0
u(x,t) :% =0

para X, = 0. Entao w(x,t) € nula na vizinhang¢a da origem.

Demonstragao: Ver [20] u



Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucoes

3.1 Propriedades do operador A

Primeiramente provaremos algumas propriedades importantes do operador eliptico A
definido em (1.4) que serao de grande auxilio na prova da existéncia e unicidade de

solugbes para o problema (1.5).

Teorema 3.1.1. O operador adjunto de A, denotado por A* € dado por

* LI vy & D " dby(x)
Afv=— Z_ a (aij(x)a—;) + ; bi(X) a;}l + (ao(X) — ; aXlX >V,
onde aij(x),bi(x), ap(x) € L*(Q).

Demonstragao: Integrando por partes e usando o fato de u,v € H}(Q), temos:

0 0 = d
- (—1 ! §X)g) )+ (;bl(x) S v) (@)
=9 d = 9 . dbi(x)
= (u,—”Z_ @005 ) + (u,;bi(x) S X 3 V) (1 ao(v)
= (u, A*v)

Teorema 3.1.2. Se ayj(x), bi(x), ag(x) € L*(Q). Entao A € continuo.

15
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Demonstragao: Sejam u,v € H}(Q). Assim, usando o Teorema (2.2.11) temos

= ou , ov = 0
A < ij || oo A A~ bi 00
Al < 3 ol [ gl 3 ol 1S

ij=1

J ullvidx
Q

<o | (Ivullovi+ [Tl + ful) éx
<C, (IVuHVvI + Inablauliv| + yu||v|)
< C1 (ullyca Mg + Collwlian My + Callwllg oMy o)
= CHuHH})(Q)”VHH})(Q)
onde C; = max{||aij||co, [|billoo, [|@0]|ec} € € = C1 + C1Cs + C1Cs.
Portanto A é continuo. ]

A demonstracao da coercividade é mais delicada e nao vale em geral, mas contornare-

mos esse fato usando o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Assumiremos que o operador A seja fortemente eliptico, ou seja, existe

1 > 0 tal que

J Z aij (X) iy iy dx > oq!VuI%z(Q] > 0.
Entao existem constantes y = Y(||bi||so, &1, ||aol|os) € B tais que:

BJ Vu[*dx < (Au, u)+yJ u?dx.
o

Demonstracao: Com efeito,

oc1|Vu|2L2(Q) J Zau XUy Uy, dX

i,j=1

< (Au,u) — J bi(x uxludX—J ag(x)u?dx
QZ Q o

i=1
n

<Auw+Y ||bi||ooJ Vululdx + ||a0||OOJ Wdx
i=1 Q Q

Notemos que, se ¢c,d € R e € > 0 entao:

d 1
cd = V2ec—— < ec?+ —d?
V2¢e 4e

n
o
Dai, seja ¢ tal que EZ IIbi]lo = 71 Entao:
i=1

D bl
X i=
ol Vit < (Aww) + 3 | [Vupax (2

Hlaalle) | i
Q Q

4e
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donde obtemos

BIVquQ(Q) < (Au,u) +1/J u?dx,

Q
D IIbdlles

1 i=1
onde f=—ey=———
p=75cv le
Agora podemos enunciar o seguinte resultado:

+ [l aoleo- u

Teorema 3.1.3. Se a;j(x), bi(x), ap(x) € L*(Q), entdo existem constantes y(||billoo, X1, |[@o||o0)

e u =y tal que o problema

Au+pu="FfemQ
: (3.1)
u =20, sobre X.

tem uma tnica solugao fraca em HY(Q).

Demonstragao: Considere f € 1L2(Q) e p > y. Para aplicarmos o Teorema de Lax-
Milgram consideremos a forma bilinear associada ao problema (3.1) dada por:

Aulu,v) =J uvdx,
Q

onde Ay (u,v) = A(u,v)+ uJ uvdx. De maneira analoga ao que foi feito com o operador
Q
A (Vide Teorema (3.1.2)), segue que:

Aulu,v) < C||“||H5(Q)||V||H5(Q) + HC4||U||H(1)(Q)||V||H3)(Q) < OCHuHH})(Q)HVHH})(Q)a

onde o« = min{C, C4}. Para a coercividade usamos o Lema (3.1.1), como segue:

BHuH)Qq(l)(Q) <A(w,u) +VJ

u?dx < (Au,u) + uJ u?dx.
Q

Donde segue que, °
B2y < Awluww).
Como a forma linear u — J fudx é linear e continua, concluimos pelo Teorema de
Lax-Milgram que o problema ?31) tem uma tnica solugao em H(Q). [ ]
Dessa forma podemos obter uma caracterizacao do espectro, a partir da Alternativa

de Fredholm, para o problema (3.1).

Teorema 3.1.4. Considere o operador A definido em (1.4) com aij(x), bi(x), ap(x) €

CHQ) eu € H)(Q). Entio ocorre exatamente uma das alternativas abaizo:

(i)Alternativa 1: O problema Aw = f possui uma tnica solucio para cada f € 12(Q);
(i1) Alternativa 2: O problema homogéneo Au = 0 possui solu¢ao nao trivial w # 0;
(iii) Se ocorrer a sequnda alternativa, a dimensao do micleo N ={u € H}(Q) ; Au=

0} € finita e € igual a dimensao do subespago N* ={u € H}(Q) ; A*u = 0}.
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(iv) O problema Aw = f tem uma solugdo fraca para cada f € L?(Q) se, e somente se,

<f,v> — J fvdx, Vv e N*
Q

Demonstracao: Seja y > 0 como no Teorema (3.1.3). Portanto o problema (3.1) tem
uma tnica solugao para cada f € L*(Q). Defina o operador S, : L*(Q) — H{(Q) tal que
S, (f) =u se, e s6 se, u € H(Q) é solugao fraca de (3.1). Mostraremos que o operador
Sy esté nas condigoes da Alternativa de Fredholm. De fato, pelo Teorema (3.1.3) temos
que S, estd bem definido e como o operador A ¢ linear, segue que S, ¢ linear. Note que,
para qualquer que seja f € L2(Q) temos:
Bl ) < Arfw ) = | fux < Cihago g
ou seja,
1Sy Flliy o) < %Iflm(a)-
Dai segue que o operador S, é continuo. Como Hj(Q) < L*(Q) continua e compacta-

mente, entao o operador S, é compacto de L*(Q) em L?(Q). Portanto

Au=f S Aut+vyu=~Ff+yu
s u=S5,(f+vyu) =S,(f) +vS,(u)
& u—vS,(u) =S, (f).

Logo o problema Au = f equivale a
u—Ku=S,(f),
com K =S, (u) compacto de L*(Q) em L*(Q). Dai, segue da Alternativa de Fredholm,
que s6 pode ocorrer uma das alternativas acima. Como o operador A é linear temos que a
segunda alternativa nao pode ocorrer, pois se ocorresse terfamos a solugao trivial u = 0,
donde segue que somente o item (i) pode ocorrer.
|
Em vista do Teorema (2.2.4) segue que o adjunto de A, A*, também ¢é linear, continuo e
coercivo. Isto seré de grande importancia no calculo da otimalidade do lider pois garantira

a existéncia e unicidade de certos problemas muito tteis nesse estudo.
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3.2 Existéncia e Unicidade de Solugao

Sejam Q C R™ um aberto e (0,T) C R. Escrevemos Q = Q x (0,T) e £ = 9Q.

Estudaremos a existéncia e unicidade de solucao para o seguinte problema:

d
a—?%—Au:fem Q
u =0 sobre £ = 3(Q) (3.2)

u(x,0) = up(x) em Q,

onde A é o operador definido em (1.4), o qual satisfaz as hipoteses dos Teoremas (3.1.1)

e (3.1.2).

Teorema 3.2.1. Sejam uy € HY(Q) e f € 1%(Q). Entdo o problema (3.2) tem uma inica

solucao tal que

u € L2(0, T; H(Q) N H2(Q)),

u € L2(0,T; L2(Q)),

! (3.3)
2 (Wt &) + (Aw, &) = (f, b), Vb € D(0,T),

u(x,0) = up(x).

Demonstragao: Como H}(Q) ¢ separavel entao existem wy, ..., W, ... tais que:

w; € H{(Q),VieN

(wi,wj) =0, sei#je (wi,wj) =1, sei=j (3.4)

Wi, wml = Hy(Q).
Esta ultima afirmacao significa que as combinagoes lineares finitas desses elementos sao
densas em H}(Q). Escreveremos Vy,, = Wy, ..., W] o subespago gerado por wy, ..., Wy.
Como V,, = H}(Q), temos que existe Uy € Vin tal que Ugm — U em HA(Q). Consid-

eremos o seguinte problema aproximado

(3.5)
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m m
Se Ugm = Z Ajom (t)wj e um (0 Z gjm (0)wj entdo fazendo v = wj em (3.5), obtemos:
j=1 j=1

(3.6)
Jjm(0) = ajom.
Fixado m e denotanto
z=(z1,...,Zm) = (g1m,- - -, gmm) €
Zy = (a10m7 R amOm)
entao (3.6) pode reescrito como sucede
z' =F(t,z
(t,2) (3.7)
Z(O) = Zo,

onde F(t,z) = (Fi(t,2),...,Fn(t,z)) com

Fi(t,z) = —(Azi, wy) + (f, w;).
Seja D = [0,T] x B, onde B={z € R™ | |z] < b} com b > 0 e zy € B. Logo, fixado z o
termo (Az;,wj) nao depende de t e como f € L*(Q) implica que F(t, z) ¢ mensuravel para
cada t € [0,T] com z fixoe j =1,..., m. Agora, fixado t o termo (f,w;) ndo depende de
z e a aplicagao

Ag: R™ — HL(Q)
z=1(21,...,2m) — No(z Zz]w]

¢é continua, visto que

m m
Ao(2) Iz —|Zz)w)m1 <O w20 1z)'"? = Clzle
j=1 j=1

Temos também que a aphcagao7
Ar: HY(Q) — R
z € [wi,...,wnl = Ay(z) = (Az,w;)
é continua, pois o operador A é continuo! Logo a aplicacao
AioAg: R —R
z = (Az, wj)
é continua para todo j = 1,...,m e t fixado. Assim, como z varia em B existe uma

constante kg > 0 tal que |(Azm,wj)| < kg. Logo, temos que:

It 2)] < [(Azj, wi)l + [(f, w;)]

<
< kg +|(f, wy) = my(t),
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onde m;(t) é integravel, donde segue que Fj(t, z) é integravel em [0, T]. Assim F(t,z) esta
nas condigoes de Carathéodory e pelo Teorema (2.2.3) o problema (3.7) tem solu¢ao em
algum intervalo [0, t;n], 0 < t,, < T. Tomando r = u,, € V;;, em (3.5), obtemos:

1d,_ o, _1d, , ,
§a|um| <§a|um| +0€||Um||H(1)(Q)

< (U, um) + (Aum, um
(2 ) 2( ) (3.8)
< |f|L2(Q_)|um’]_2(Q)

1 1
< éyﬂ%}(ﬂ) + §|um|%_2(g)7

onde « é a constante de coercividade do operador A. Integrando em (0,t), 0 < t < ty,,

obtemos:

t

hum(®)Esc) ~ o Oy <R, + | Rim(5)F0s
A 0 (3.9)

< +J \um(s)’%%mds-
0

Como u, (0) = ugm converge para ug em H(Q) e HY(Q) — [?(Q), entdo a sequéncia
(Um (0))men € limitada em L2(Q). Dai
t
()P ) < +J i (5) 20, ds. (3.10)

0

Pela Desigualdade de Gronwall, resulta:

um (DlF2 ) < N, (3.11)

onde N = cexp(T). Seja B como no Corolario (2.2.2). Fazendo esse conjunto maior, caso
necessério, para que N < b2 Logo, pelo Corolério (2.2.2), u(t) tem um prolongamento
até [0, T]. Assim, para cada m existe u,, solu¢do do problema aproximado. Integrando

(3.8) de 0 a T, temos:

1 (7 d ! !
- Bad 2 2 <c J 2 d
2J0 dt|um|L2(Q) +(XL Hum”Hé(Q) Sa+ 0 |um(s)|L2(Q) S (3.12)
g C1 + NT7
ou seja,
-
ci+ NT
| ey, < ER, (3.13)
0 x

donde segue que (i) € limitada em L2(0, T; H(Q)). Como H}(Q) é fracamente relati-

vamente compacto, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u,,), tal que

Uy — wem L2(0, T; HY(Q)) (3.14)
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Identificando L2(0, T; HA(Q)) com o seu dual L2(0, T;H™1(Q)), entao de (3.14) temos:

T T
J (um(t),w(t))dt — J (u(t),w(t))dt, Vw € L*(0,T; H 1(Q)). (3.15)
0 0

Tomemos w(t) =0(t) -v,0 € D(0,T) e v e H1(Q), entao (3.15) equivale a

T T
J (um (4), v(£))B (1)t —>J (W), v(£)B(t)dt, (3.16)
0 0
donde (um(t),v(t)) — (u(t),v(t)) no sentido das distribui¢des em [0, T. E como % é
continua em D’(0, T), temos
d d
(Um (1), v(t)) — —(u(t),v(t)), em D’(0,T). (3.17)

dt dt
Temos também que o operador A : Hj(Q) — H™!(Q) ¢é continuo, e portanto, temos que
(AU, W) — (Au,w) em L2(0, T;H1(Q)). Dai,

JT(Aum(t),w(t))dt N JT(Au(t),w(t))dt. (3.18)

0 0
Tomando w = 0(t) - v, 8 € D(0,T),v € H!(Q), obtemos:

T T
J (Aum(t),v(t))0(t)dt —>J (Au(t),v(t))0(t)dt. (3.19)
0 0

Concluimos que A(um,v) — (Au,v) no sentido das distribui¢oes. Para provarmos que
u € L2(0, T; H2(Q)) usaremos o Teorema (2.2.5).

Com efeito, fazendo r = ul, em (3.5) temos

|u£n|?_2(g) + (Aunuuw/n) = (fv uTIn)
< |f|?_2(Q)|u1,n|?_2(Q) (3.20)

1 1
< §|f|%2(Q) + §|u;n|%2(g)-

Como A é positivo, ele admite uma unica raiz quadrada, veja por exemplo [17]. Dessa

forma
Alwml) = s LAy, P (3.21)
rom 2 dt

Substituindo (3.21) em (3.20) e integrando de 0 a T, obtemos

1 1
(t) %Z(Q)dt + §|A1/2um(t)|2 - §|A1/2um(0)|2
T (3.22)

(7 1
<5 | R | R
0
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se, e somente se,

T T

.
QJ yu;n(t)y%g(mdtgCQHum(O)Hi%(Q)JrJ 1f(t) iz(ﬂ)dtJrJ uf (D)2 0,dt,  (3.23)
0 0 0

onde ¢y ¢ a constante de continuidade de A. Como u, (0) — 1y em L3(Q), entao essa

sequéncia é limitada. Como f(t) € L2(Q), entao

}
J ()0t < c. (3.24)
0

Como L?(0, T; L*(Q)) é Banach, entao (u},) tem uma subsequéncia, ainda denotada pela
mesma notagao, tal que w/,, — &, onde & € [*(Q). Mas

d d
— — ! ) 3.25
dt(un‘h\)) — dt(u>v)> em D (OaT) ( )

Segue que & = u’, donde u/(t) € L?(Q). Multiplicando a equagio aproximada (3.5) por

O(t) € D(0,T), integrando de 0 a T com n > m, fixo obtemos:

T T

(Aun(t),r)0(t)dt = J (f(t),r)0(t)dt. (3.26)
0

(Gilum(t.r00) + |

dt 0
Fazendo n — +o00 e, usando as convergéncias (3.17) e (3.19), obtemos:
d T T
<a(u(t), T), e(t)> + L (Au(t),r)0(t)dt = JO (f(t),T)0(t)dt, (3.27)
para todo 1 € Vi, e 0 € D(0,T). Por densidade, (3.27) vale para todo r € H}(Q) no
sentido das distribui¢oes. Escrevendo L(t) = f(t) — Au(t) obtemos:

< — J()T(u(t),v)e’(t)dt,r> = <LT L(t)0(t)dt, r>,Vr € H(Q) (3.28)

E assim,
-

— JT(u(t),V)B’(t)dt = J L(t)0(t)dt (3.29)
0 0

no sentido das distribuigoes. Devido a cadeia de imersoes H}(Q) — [3(Q) — H 1(Q),

segue que L € L2(0, T; L%(Q)). Pelo Teorema (2.2.6) temos

T

u(t) = E—FJ L(s)ds, (3.30)
0
donde
(w(v),0(0)) = (L(1),6(t)), ¥0 € D(O,T). (3.31)
Em outras palavras, u/(t) = L(t) no sentido vetorial das distribui¢oes, e como L €

L2(0,T;L2(Q)) segue que,

u =Lem [%0,T;[?(Q)), (3.32)
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e, assim

u 4+ Au=fem L%(0,T;L%2(Q)). (3.33)

Escrevemos Au(t) = G, onde G = f(t)—u'(t) € L2(Q) e pelo Teorema (2.2.5) com k = 0,
segue que

u € (0, T; H(Q)). (3.34)

Dessa forma tem-se pelo Teorema (2.2.12) que u € L?(0, T; H{(Q) N H(Q)).
Vamos agora verificar a condigao inicial u(0) = ug(x). Como (uw,,) é limitada em
L2(0, T; H(Q)) e (1)) élimitada em L%(0, T; L2(Q)), devido a cadeia de imersoes H} (Q) —
/

[2(Q) < H!(Q) existem subsequéncias de (u,,) e (ul ), ainda denotadas da mesma

forma, tais que

PT(um(t),v)G’(t)dt — J (u(t),v)0’(t)dt (3.35)
JO 0
(&
rT T
(ur, (t),v)0(t)dt —>J (u'(t),v)0(t)dt, (3.36)
JO 0

onde 0 € C![0,T],0(0) = 1, 8(T) = 0, Vv € L2(0, T; H}(Q)). Dai,

Td T d
L i (wm(t),v)0()]dt — L S [(ut),ve(t)dt, (3.37)
o que acarreta
—(um(0),v) — —(1(0),v). (3.38)

Mas, por hipotese, u, (0) = wgm — Ug, donde segue, por unicidade do limite, que
u(0) = uy.
Unicidade: Suponhamos que u; e up sejam solu¢oes do problema (3.3). Dessa forma

W =1u; — Uy é solucao de

C;—Vtv L AW=0em O,
w = () sobre X, (3.39)
w(0) =0 em Q.
1 2 dw(t) 2 5
Notemos que §alw(t)! = m Ww(t)) e (Aw,w) > «w|* > 0. Da equagao (3.39),
obtemos:
L (OR + (Aw,w) =0 (3.40)
2 dt ’ ’
donde
1d

~ S P <o. (3.41)
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Integrando de 0 a s e usando a condi¢ao w(0) = 0, obtemos:

0< w(s)? <0, Vs el0,T] (3.42)
Portando w = 0 quase sempre, e assim, U; = Uy quase sempre. [



Capitulo 4

Controlabilidade Aproximada

Nesse capitulo mostraremos a controlabilidade aproximada para o sistema (1.5) em um
tempo T > 0, a existéncia e a unicidade do equilibrio de Nash, a otimalidade para os

seguidores e para o lider.

4.1 Controlabilidade Aproximada

Definimos o funcional custo como sendo:

1 %
Ji(v;wla s 7Wn) = 5"Wi"%2(OiX(O,T)] + ?all(u(aT) _uT)H%2(_Q_) (41)

O lider faz uma escolha v e os seus seguidores tentam encontrar um equilibrio de Nash

para seu custo, ou seja, eles procuram por controles wy, ..., wy tais que
Ii(V;Wb Ce Wi, Wi, Wiy L., W) < Ji(V;Wl, Ce Wi, Wi, Wi L, W), (4-2)

para todo w; € L2(OQ; x (0, T)). O lider deseja que o estado global u(-, T) em todo dominio
Q esteja tao perto quanto possivel de u'. Isto ocorrerd se para cada estado ideal u' o
sistema for aproximadamente controlavel, ou seja, se

"u(x, t;v;wy,...,wy) descreve um subespaco denso do espaco determinado por v"

A equagao que rege o estado do sistema é dado por (1.5). Assumiremos que

1€ L*(Q),p1 20
P (Q),p (4.3)
pi=1em G; C Q,
onde G; é uma regiao préxima de wj.
Assumiremos também que v € L2(O0 x (0, T)), w; € L2(O x (0,T)) e u(x,t) é a solucao

tinica do problema (1.5). Com isso temos o seguinte resultado:

26
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Teorema 4.1.1. Quando a inequagao (4.2) tem solug¢ao inica e v percorre o conjunto
L2(0 x (0,T)), as funcoes u(x,t) descrevem um subespaco denso de L2(Q). Em outras
palavras, se a estratégia de Stackeberg - Nash é sequida o sistema (1.5) é aproximadamente

controldvel.

Demonstragao: Assumindo que w; é solugao tnica da inequagao (4.2), entao

d ~ . J(wi + hwi) —J(w)
3Pt _ — —
Vgl = fim, n °
ou seja,
T
J J wiw;dxdt + ociJ p2(u(-, T) —ul)u(T)dx = 0, (4.4)
0 Joy 0
onde 1(t) é solucao de
ou - .
a—i—Au:wiXi, em Q(i=1,2,...,n)
W(0) =0 em Q (4.5)
u = 0 sobre X.
De fato, analisando cada termo separadamente de (*) temos
11
lim —4= i+ hwi)? —wildxdt
hirBOh{f Joix(o,T)[(w T il }
= lim —{ 2wy + hwy ) dxdt
hirgoh{2 Oix(O,T)( wiw; + hw;”)dxd } (4.6)
= J wiw;dxdt,
OiX(O,T)
e7
D 2 o Ti2ae - %[ 2 T2
hlinoh{ 5 JQ P [u(T) + hu(T) —u'*dx 5 “Qpl[u(T) u'] }dx
o L& 2 . Y T 2~ (T _ T2
=t 2502~ 2R — T + T — () -]}
— 5 Lo 2 Ty~ ~
= hllrgo Y JQ plh[Q(u(T) u )u(T) + hu(T)_ dx
ERT ﬁ 2 T~ ~
~ tim & {JQ 0 [20(T) ~ wT)E(T) + hii(T)] ax}

(4.7)
Inicialmente daremos uma caracterizacao para o seguidor wi,i = 1,...,n. Para isso,

introduzimos o estado adjunto p; dado por

0p;
_ai +A*p1:0, emQ

pi(x, T) = p?(u(T) —uT"), em O (4.8)

pi =0, sobre X.
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onde A* denota o adjunto de A. Multiplicando (4.8); por 1(t), integrando de 0 a T e

usando a equacao (4.5);, obtemos

T apl ~ T * ~ ~ T ! aﬁ 7
— ~u(t)dt+ | A'pi-u(t) =—ps -u(t)‘ + | (=— 4+ Au)p;idt

——pu() ~uDET) + | povpdt (49

Integrando em Q) obtemos

]
J p%(u(T)—uT)ﬁ(T)dx:J J 0T dxdt (4.10)
QO 0O

0 i

Substituindo (4.10) em (4.4) temos

.
J J wiw;dxdt + ociJ p2(u(-, T) —uh)u(T)dx
0 Jo; Q

T
= J J wiﬂzidxdt + & J J piﬁ)idxdt (411)
0 JO;y 0 JO;

1

.
= J J (Wi + OCipi)V’Didth =0, VW’K)I < L2(Oi X (O, T))
0 JO;y

Dai,
Wi = —pPiX{ (.S.em Oi X (O,T) (412)
Concluimos entao, que se w = {wyq, ..., wy} & um equilibrio de Nash, temos que
ou + Au + i (08 % Q
Nt iPiXi = el
ot - PiX X
0pi «
—5¢ TAP=0emQ (4.13)
uw(0) =0,p:(x,T) = p{(u(T) —u'), em Q
u=0,p; =0 sobre X.
Provaremos que o conjunto wu(-, T;v;wy,...,wyn) = u(T) é denso em [2(Q), onde u

¢ solucao de (4.13) e v percorre o conjunto L2(O x (0,T)). Como o sistema ¢é linear, por

translacao, assumiremos que u' = 0. Seja f € L2(Q) e suponhamos que

(w(T),f)r2(0) =0, Vv e L*(O x (0,T)). (4.14)

Observe que para cada lider v temos uma solucao tnica u(t), portanto a equacao acima

¢ valida para todo u(T).
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Considere {@, 1, ..., Y} solucdo do sistema adjunto
0
——(p+A*(p =0, em Q
oy
atl + A; = —o;x em Q
O(T) =f+) pii, em Q (4.15)
i=1
$(0) =0, em Q

@ =1P; = 0 sobre X.

Multiplicando (4.15); por u e (4.15), por p;, respectivamente e integrando de 0 a T e

depois em Q, temos:

T T T
o) T 0
—J —(p-udt+J (A" - @)udt :—(p-u‘o—i—J (p-(—u—i—Au)dt
0 0

. ot ot
n T
ou
——(f 2P, w(T — +A t
(1 3 sl Doiwoy | |0 5+ Avaxa
= 0.
(4.16)
Também,
Tall) T T
J atl'pidt'f‘J Awi'pi'@dt:_J o expidt
0 0
T a : T
BT - p(T) + ju)l-( P +A*p):—o<ij orgxdt
T ap T
@(wi(T),pi(T))me J Wi (=P Ao )dxdt — — J J pipxdt
0 JO a 0 JO

(4.17)
Somando de 1 a n, usando (4.8), (4.13)3, (4.15)3 e o fato de que u' = 0 obtemos:

—(f+ Zwl )03, w(T))2(q) = —(f,w(T Zwl o1 w(Mza),  (4.18)
T ou T T S
J J ©(— + Au)dxdt = J J evxdxdt —J J ) Z o pixidxdt (4.19)
0Jo Ot 0 Ja 0Jo 5
e

D (WM, pi(Miza) = Y _ (Wi, piu(Mizi) = )_(Wipf, w(T)iza)  (4.20)

i=1 i=1 i=1
Substituindo (4.18), (4.19) e (4.20) em (4.16) e (4.17) e somando essas equagoes, temos

que:
-

() i) + j

J @vxdxdt = 0. (4.21)
0 Ja
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Usando a hipotese (4.14) temos,
T
J J pvdxdt =0, Vv € [*(Q). (4.22)
0Jo
E pelo Teorema de Du Bois Raymond, segue que:
@=0qg.sem O x (0,T)q.s (4.23)
Pelo Teorema de Continuacao Unica de Mizohata, obtemos que:
@=0em Q x (0,T). (4.24)
Com esse resultado temos que ; é solucao de
0y
A i = 0
ot A
P(0) =0em Q (4.25)
P = 0 sobre X.
Multiplicando (4.25); por {; obtemos
1£|1|)-|2+(A11)~ Pi) = 0. (4.26)
2 dt 1 19 1
Sendo (A, Pi) = 0, visto ser o operador A coercivo, segue que:
1d 5
—— 2 <0. 4.27
ot (a.27)
Integrando de 0 a t e usando a condicao inicial 1(0) = 0, obtemos:
Wi (t)* <0, (4.28)

donde segue que P = 0 em Q. Da igualdade (4.14) e (4.15)3 chegamos a conclusao que

f = 0. Pelo Teorema (2.2.8) segue que o espaco das fungoes admissiveis ¢ denso em L?(Q),

donde segue o resultado.

4.2 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Counsideremos

Hi = L*(0: x (0,T))
H=H; x...x Hy,

(4.29)
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e seja
Li: Hi — H(l)(Q)
(4.30)
Lﬂ//—\\)/i - ﬁl(T)7
onde 1;(T) é solucao de
ouy -~ .
ot —|—Au1 = WiXi, em Q(l: ]_,2,...,T1,)
1 (0) =0em Q (4.31)

u; = 0 sobre X

Pelo Teorema (3.2.1) temos que 1; € L2(0, T; HA(Q)) e ;" € L2(0,T;L%(Q)) e usando o
Teorema (2.2.2) temos que w; € C°(0,T; L3(Q)). Em particular, u; € C°(0, T; H)(Q)) o

que garante que L; estd bem definido. Se multiplicarmos (4.31); por ; e integrarmos de

0 a T e sobre Q, obtemos:

JT(J{,ﬁi)dtJrJ

0 0

T T

(Aw, u;)dt :J

J Vf\\)_{ﬁ/idtdx.
0 Jo;

Usando Cauchy-Schwarz e o fato do operador A ser coercivo temos:
O‘||1Ii||$1(1) < Wil oy ileza) < Blwillng g,

onde B ¢ uma constante de imersao de H} em L*(Q). Dai,

sup | wi(t)[[rg < Cllwi
0<t<T

H; -

Donde segue que:
1%l cooramgian < Clwilln,,
ou seja,
ILewilly @) < Clwilln,

Pelo Teorema (2.2.11) tem-se

Portanto L; € £(H;; L2(Q)) para todo i =1,...,n. Seja z solucao de

%
ot
z(0) =0em Q

z = () sobre X.

+Az=vx em Q

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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Seja u solucao da equacao (1.5);. Entdo n = u — z é solucao da equagao

A1 + AT] - Z WiXi. (439)

Pela definicao do operador L;, temos:

u(m, T;v;w) Z Lowi +2(T (4.40)
ou ainda,
n
=Y w+z(T). (4.41)
i=1
Portanto o funcional (4.1) pode ser reescrito como sendo
1 o ® =
i) = il oY Lo ey (142)
i=1

T — 2T Como w; é um equilibrio de Nash entdo vale a equacio de Euler -

onden' =u
Lagrange (4.4) que, de acordo com (4.42), pode ser reescrita da seguinte forma:

n

(Wi, Wi, + i (p3 Z Liwi, Liwi)2(q) = «i(pin’, Liwi) 2 (q).- (4.43)

i=1

Como L; € £L(H;,[%(Q)), entao L € £L(L?(Q,H;)) e assim,

(Wiavf\\’:)Hi =+ Oéi(l—i*(p% ZLiWi)aV/\Z)LQ( Q) = 0‘1(1—*( : T) VAVJi)LNQ)- (4-44)
i=1
Portanto,
wi+oLi(p? Y Liwy) = ai(Lipin") em L*(Q). (4.45)

i=1

Quando i varia de 1 a n podemos imaginar que
f=(ou(Lipin'), ..., on(Lypin")) (4.46)
¢ um vetor de H. Entao para todo f € H defina o operador

(Lw, W) = (f,W)

Lw = wi+ L1 (02 Y Lowy) (4.47)

i=1

Le £(H,H).
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Mostraremos que (4.47) tem solugdo tnica para cada f € H o que acarretard na
existéncia e unicidade para o equilibrio de Nash. Assim, devemos mostrar que L satisfaz

as condigoes do Teorema de Lax - Milgram. De fato, L ¢ linear. Pois

Llys +wi) =yi+wi+oqli(p? ) Li(yi +wi))

i=1
n

=Yi+ O‘iLi*(p% Z Liyi) + wi + o‘il—?(p% Z Liwy)

i=1 i=1

= Ly1 + LW;L.

L ¢ continua, pois o operador aL¥(p?n") ¢ continuo. Para provar a coercividade usaremos

indugao finita. Se n =1 temos
(Lw, w) = |W1|%11 + Oéi||plL1W1||2Lz(Q) P |W1|%{1 = |W|124 (4.48)

Suponhamos n > 1. Entao

(Lw, w) ZIWJH +Zocl plsz],pl Wiiz(q)- (4.49)

mn
Notemos que Z ’Wi|121i = ||W||%1 e
i=1

n n n n
piZLJ—W]— = piZL]—Wj —|—ij1_jo —ijLjo
i=1

- (4.50)

:Z Lw)+Zp]Lw]

j=1

Suponhamos agora que «; = «. Portanto, temos que:

D wilpi ) Liwy piliwiizay =) ) pjLiwy, piliwi)iz(a)
i=1 j=1 i=1  j=1
+Z(X(Z(p1 P )L W]?plLlWl)LZ(Q)

mn
(o) + o Z ((pi — pj)Lywy, piLiwi)12(0)

(4.51)

Usando o fato de L ser continuo e aplicando a desigualdade elementar 2ab < a® + b?
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coma=0eb >0 temos,

n n n
o > (D (pi— p)Lwy, piliwi)izia)l < & > [pi — pjlloollPillool Liwillez (o) LWl )

ij=1 i=1 =

n
< Ocléﬂ,?g {le pj”ooHpiHoo}Cl ijZ_I |Wi|Hi|Wj|H)’

< aCr max {[lpi — pjloollPilloc W

Isijsn
(4.52)
Logo,
n n
(Lw,w) = [wl}+ ) ailpi ) Liwy, piLliwi)rz(a)
i=1 i=1
o 2
= ||W||%4+0¢’ZPJ—1W1 L2(0) —I-OLZ1 P;)Liwj, piLiwi) 120
i
(4.53)
|VV||2 —CX’ Z LW)7pII—lWl)L2(Q)‘
i,j=1
> [lwllfi — «Cy max {[lpi = pjlloollpi [locHIWIIT
= (1= €y max (o = psllsllosflc)) w1
Onde C; =  Dax {ci,cj), ci,c5 constantes de continuidade de Ly, L; respectivamente.
\1‘?)\
Suponha que max {||pi — Pjllel|Pilloo) s€ja suficientemente pequeno de tal forma que
AN ’]\
Ko=1-aCi max o~ pilollpilloc} > 0.
Dai obtemos,
(Lw, W) > Kollwlf?,. (4.54)
Pelo Teorema de Lax-Milgram segue a existéncia e unicidade para o problema
Lw =f, (4.55)

onde w ¢é o equilibrio de Nash e f ¢ dado em (4.46). Logo temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Suponhamos que

x=o«; >0
(4.56)

 fax {llpi = pjllocllpilloct < €.

Entao existe um tinico equilibrio de Nash wi para o funcional J.
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4.3 Otimalidade para os Seguidores

De acordo com o Teorema (4.1.1) a inequagao (4.1) tem solugao tnica, ou seja, o prob-
lema (4.13) é aproximadamente controlavel. Para isso mostramos que (4.1) implica em
(4.4). Agora mostraremos que vale a reciproca, para assim concluir a boa defini¢do dos

seguidores. Para isso usaremos o Teorema (2.2.15).
Teorema 4.3.1. O funcional (4.1) é estritamente convexo.

Demonstragao: Com efeito, sejam A € (0,1), w; # w; e u # U. Escrevemos

~

Jiw) = Ji(w) + Ji(w),

onde
~ 1
Ti(w) = —j wldxdt
2 Jox(0,1)
e
T. & T2
Jolw) = 2T = wliEaga)-
Portanto,

r

JiAwi + (1 —Awy) = Dwy + (1 — A)wi)2dxdt

JO;x (O,T)

1

2

1 — —
- Nwi 4+ 2A(1 — A wiw; + (1 — A)Qwizdxdt
2 Joix0,1)
1 r

2

1

< A2W? + AL — AW + A1 —A)wi” + (1 —A)%w; dxdt
uPOiX(O,T]
= A2 4 (1 — A)wy dxdt
2 Jox0,1)
=Niwi) + (1= NJi(wi),Vi=1,...,n,
(4.57)
isto &,
JiAwi 4+ (1 =A)wi) = AJi(wi) + (1= A)Ji(w),¥V1=1,...,n. (4.58)
Agora, escrevendo u' = Au' + (1 — A)u', obtemos:
~ . 2
T+ (1— M) = % o? [?\(u—uT) F (=A@ —u"] dx
Jo
:% pf[mu—uT)?H)\u—A)(u—uT)(ﬁ—uT)
JO
(1 —A)?(ﬁ—uT)ﬂ dx
< S| oAM= A @Y
JO

(1 — 7\)2(ﬁ—uT)2}dx

= Ai(w) + (1 =A)i(w)
(4.59)
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Dai segue que J; ¢ estritamente convexo, donde segue que (4.4) equivale a (4.1). |

4.4 Otimalidade Para o Lider

Consideremos o seguinte funcional

1

6 =5 ] vaxa (4.60)
2 Joxm

que denota o custo que o lider faz com a sua escolha v. Queremos que este custo seja
minimo de tal forma que a solugao no instante final esteja bem préximo do estado ideal.

Nesse sentido, temos o seguinte problema de minimizacao

inf J(v)
(4.61)
sujeito a u(T) € u' + ¢B,
onde B = {f € L?Q; ||f|lr2q < 1}, € > 0 e u é solugdo do problema (4.13). Introduzimos

os seguintes funcionais

1

Fi(v) = —J vZdxdt (4.62)
2 Jox(o,m)

0, seucu’ +eB
Fy(w) (4.63)
+o00, seugu’ +¢eB

Assim, (4.61) torna-se equivalente a encontrar

inf {Fy(v) +F2(M(v))}, (4.64)

vel2(Q)
onde M : L2(O x (0,T)) — L2(Q) é tal que M(v) = u(T;v). Pela regularidade da
u, segue que M é um operador linear e continuo. Aplicando o Teorema (2.2.18) com
F, =f,F, =g e A =M, obtemos:

inf {Fy(v) + Fo(M(W))} = — _inf {F{(M"f) + Fj(—f)}, (4.65)

vel2(Q) fel2(Q)

onde M* : L2(Q) — L2(O x (0,T)) é o operador adjunto de M e

Fiw) = sup {(w,w)—Fi(w)}
wel2(Q)
¢ a conjugada de F;. Usando a equagdo (4.21) temos que

J pvxdxdt = J fu(T)dx, (4.66)
0x(0,T) Q
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onde @ & solugao de (4.21). Dai
J pvxdxdt = (M(v), ), (4.67)
Ox(0,T)
ou ainda,
(v, M*f) = (v, 9), (4.68)
donde segue que M*f = . Observe que
Fi(f) = sup { V) —Fi(v)}
verz(Q
1
= sup {J v 2dxdt — —J vidxdt} (4.69)
vel2(Q) Jox 0x(0,T)
1
= sup —J v 2dxdt,
vel2(Q 2
ou seja,
Fi(v) =Fi(v). (4.70)
Temos ainda,
F3(f) = sup {(f,® —Fale))}
perrla) (4.71)
= sup {(f,9)k
pcuT+eB
Escrevendo @ = u' + g temos
F5(f) = sup{f,u’ +eg}
geB
= (f,u") + esup{(f, g)} (4.72)
g€eB
= (f,u”) +ef[f]li2(a)
De (4.70) e (4.72) segue que
1
inf {F1( )+ F(M(v))} =— inf {—J @*dxdt + €]|f[ 2 () — (f,ul)}
vel2(Q fel2(Q 2 Ox(0,T)
(4.73)
Seja F: L2(Q) — R o funcional dado por
1
F(f) = _J o2dxdt + ][]l 20y — (F,u). (4.74)
2 Jox(o,m
Temos que (4.61) equivale a
inf {Fl( )+ F(M((V))}=— inf {F(f)} (4.75)
veL2(Q feL2(Q)

Para mostrar a existéncia e unicidade de (4.61) usaremos o Teorema (2.2.17).

Afirmacao 1: F(f) é semicontinua inferiormente.
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Com efeito, seja {f,} C L2(Q) uma sequéncia tal que
fr — f, (4.76)

onde f € L?(Q) ¢é tal que {@,Wy,...,Pn} é solucao de (4.15). Devemos mostrar que
F(fn) — F(f) em L?(Q). De fato, para cada n € N considere o seguinte problema
aproximado

—@Pn+A @ =0, em Q

©n =0, sobre (4.77)

n

En(T)=Ffn+ > W(T)piem Q.

i=1

Dessa forma o,, = f,, — f é solugao de
—0n +A%0,, =0, em Q
o, =0, sobre X (4.78)
on(-,T)=f, —f,em Q.

Multiplicando (4.78); por o, e integrando em Q obtemos
|0-n|%2(Q) < C|fn - ﬂLQ(Q)‘ (479)

Fazendo n — oo temos 0, — 0 em [?(Q). Mas, observe que subtraindo (4.77)3 de

(4.15)3, obtemos que @, — @ em L[*(Q). Portanto,

1
F(fn) = —J fidth‘l—E“an]_Q(_Q_) — (fn,uT)
2 Jox(o,m) (4.80)
= = @Zdxdt + €||[fnll12(q) — (fn,u').
2 Joxom
Fazendo n — oo segue o resultado.
Afirmacao 2: F(f) é estritamente convexo.
Com efeito, sejam A € (0,1) e r,s € L2(Q). Dai,
1
FIAr+ (1 —=A)s) = —J (M*(Ar + (1 —A)s))?dxdt
2 Jox(o1) (4.81)

+e| AT+ (1 = A)s|iz(0) — (Ar+ (1 — A)s,u')
Note que, usando a desigualdade elementar 2ab > a? +b% com a > 0 e b > 0, temos

lj (M*(Ar 4+ (1 —A)s))?dxdt
O

2 ox(0.7)

== {N(M*1)? + 2A(1 = A)MFrM*s + (1 — A)*(M*s)? }dxdt
%JPOX(O,T)

= {N(M*1)2 + AL = A)((M*1)? + (M*s)?) + (1 — A)?(M*s)?} dxdt
%me(om

== {AM*1)? + (1 —A)(M*s)? }dxdt,
2 Jox(o,1)

(4.82)
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e também,
AT+ (1 = A)s[l2i0) < Allrlleo) + (L =A)lIsllizq) (4.83)
(Ar+ (1 =A)s,—u") =A(r,—u’) + (1 = A)(s,u’).
Dai, segue que
F(AT 4+ (1 —A)s) < AF(r) 4+ (1 — A)F(s). (4.84)
o que acarreta em F ser estritamente convexo.
Afirmacao 3: F(f) é coerciva.
Devemos provar que
lgli_rgooinf% >¢€, e>0. (4.85)

Para a prova desse resultado usaremos os argumentos como em Fabre-Puel-Zuazua [8] e
Zuazua [21].

Seja g; uma sequéncia em L*(Q) divergente e ¢; solu¢do tnica de

—(p)f +A*@; =0, em Q
¢@; =0, sobre X (4.86)

7 e @; = —. Por linearidade segue que @;j é solugao de

—@;' +A*9; =0, em Q
®; =0, sobre X (4.87)
@;(T) =79;, em Q.

1 g
Logo F(g;) = EL ( T)(M*gj)dedt + €|l gjll2(q) — (gj,uT) que ao dividirmos por |gj|
X (0,

tem-se .
9] _ @J (M*gj)?dxdt + ¢ + (gj,u')
|gj] 2 Joxom (4.88)
= MJ (@7)%dxdt + e + (gj, u').
2 Joxom

Para provarmos a coercividade distinguiremos dois casos:

j——r00

Primeiro Caso: lim ian ((Tj)Qdth > 0;
Ox(0,T)
Como |gj| — oo quando j — oo temos que o primeiro termo de (4.88) tende a

infinito enquanto que os outros dois permanecem limitados.

j——0c0

Segundo Caso: lim ian ((Tj)dedt =0;
- 9% (0,T)
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Dai, extraimos uma subsequéncia de (@;), ainda denotada da mesma forma, tal que
J (@3)%dxdt — 0, (4.89)
Ox(0,T)

quando j — oo. Notemos que [gj| < 1, e podemos extrair uma subsequéncia convergente
em L2(Q) tal que
G — 7, em [2(Q). (4.90)

Denotemos por @ solugao tinica de
®=0, em2 (4.91)

Mostraremos que @; — @ em L?*(0, T; L?(Q)). Com efeito, seja 6 € L?(0, T; L*(Q)) e seja

u solugao tnica do seguinte problema

WA AL=0em Q
u = 0 sobre X, (4.92)
u(0) =0em Q.

Multiplicando (4.87); por u e integrando em Q obtemos

—(@5 ,Wi2(q) + (A*P5, Wi2(q) =0
& —(0;5(T),w(T))r2(0) + (@5, 0" + Au)r2(g) =0 (4.93)
& (97,0)12(0) = (5, w(T))12(q)-

Como gj — g em L*(Q) entdo

(95, w(T))r20) — (9, u(T))r2(0) (4.94)
Multiplicando (4.91) por u e integrando em Q obtemos:
(©,9)12(0) = (g, w(T))r20)
= jgnm(gj,u(T))La(Q> (4.95)
= lim (@5, u(T))12(0)
j——00

Logo @5 — @ em L?(0, T; L?(Q)). Por (4.89) segue que

=0, em O x(0,T) (4.96)
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Pelo Teorema (2.2.19) temos que g = 0 donde gj — 0 em L[*(Q) e assim segue (4.85).
Pelo Teorema (2.2.17) temos que o problema (4.61) tem solugao tnica e global.
Vamos agora dar uma caracterizacao para o controle lider v a partir de uma certa

desigualdade variacional. Seja f solugao de (4.73). Pelo Teorema (2.2.16) temos que:
(F'(f),v—f) > 0,Vv e L*(Q). (4.97)
Mas,

F(f + A(v— 1) :%(M*(er?\(v—f)) M (F 4 AV — )iz (001
+elf +A(v—"F)lz — (F+A(v—1F),u")

= §(M f+AM*v —AM f,M f+AM*v — M f)LQ(OX(O,T))
If +A(v—1)2,
€ f+A(v—1~),u’
If +A(v—f)|;2 — ( Jut)
Dai,
d 1 * * * * *
SFE+A =]\, = (5 L QMY — MA, M + AM*v — AM*) 12 (0 (0.1))
(f,v—f)
—f T)
M yer e AR SR ) N
* * <f \)> 2 T
= (M*v — M*f, M*f)120x(01)) + € il —elff = (v—"~f,u’)
(4.99)

Como M*f = ¢ temos,

d . f,v
aF(f"’}\( )|}\:0 ( — O, (P)]_Q Ox(0,T)) + €< |f| > - E|-F| - (V_f7uT)7 (4100)

onde V= M*v. Como f é o infimo de F, entao, em particular, f ¢ infimo de

€.
Fi(v) = M(v,v)- (4.101)
Dali,
Fi(f) < Fi(v), Vv € 1*(Q), (4.102)
em particular para v ="V temos
€ ~
m(v,f) < el (4.103)

Assim,

d
V=0, @)z(0x(0,1) + M —elfl = (V—f,u’) Z AV —1)

A= (4.104)
= (F'(f),v—f).
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para todo v € L2(Q). Para cada f € L2(Q), seja ¢ solucao de
—@ ' +A*@ =0, em Q

(M) =1+ Z Cipi, em Q.
i=1

onde (; é solucao de
~+ A =0, em Q
(i =0, em X (4.106)
G(T) = pfu(T), em O
e u é solugao tunica de
ou

— + AU+ ) Gxi = @xem Q
ot ; (4.107)

u=0em X, u(0) =0 em Q.
Sejam @ =V — @ e ¥; = Vi — Vi solucoes de
—® +AP=0em Q
@ = 0 sobre X (4.108)

Q(T)=v—Ff+ ) p¥i(T) em Q
i=1

Yi +A¥i = —xi@x; em Q
¥i = 0 sobre ~ (4.109)
¥:(0) =0 em Q.

respectivamente. Multiplicando (4.107); por (V — @) e integrando em Q obtemos,

J w(M@(T) — @(T))dx — J u(v— @)’dxdt
Q Q

n (4.110)
—I—J Z o Gixi(V — @)dxdt + J
Qi=1

UA*(V— @)dxdt = J ex (v — @)dxdt.

Q Q

Multiplicando (4.106); por y; — Yy, obtemos

L UMFT) —yi(T)dx + j LAT: — o) dxdt +j L7 — v0) dxdt = 0,

Q Q
(4.111)

ou ainda,

J u(T)@(T)dX—J u@’dxdt
o Q

n (4.112)
+ J Z o Gixi@dxdt + J
Qi=1

uA*pdxdt = J exedxdt

Q Q
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e
J—HWHUM+JCﬁﬂM&+JQﬂumnﬂ (4.113)
Q Q Q
Substituindo (4.108) e (4.109) em (4.112) e (4.113) obtemos, respectivamente:
Jmnwnm+{§]mﬂ@ma:J@@@Mt (4.114)
Q Qi1 Q
e
- | wwton = | ammmex (4.115)
Q e}
Substituindo (4.115) em (4.114) temos,
J u(T)e(T)dx — J G(Tyi(T)dx = J eexdxdt, (4.116)
o o} Q
ou ainda, apos inserirmos os valores de (;(T) e @'T) temos,
J u(M—f+ Z P:iv1i(T))dx — J P2uw(Myi(T)dx = J @epxdxdt, (4.117)
Q i=1 Q Q
o que implica em,
J w(M®—fdx = J @V — @)dxdt. (4.118)
Q Ox(0,T)
Substituindo (4.118) em (4.104) obtemos,
(W(T, v —1)) + el —elfl = (V—f,u’) >0, VV € [*(Q), (4.119)
donde,
(W(T) —ul, v —f) + ep| — elfl = 0, Vv € L2(Q). (4.120)
Com isso demonstramos o seguinte Teorema de otimalidade para o lider
Teorema 4.4.1. O melhor lider para o sistema (1.5) com wy = —«; (i, onde (i satisfaz

—+A*G =0, em Q

Ci =0, sobre

Cl(T) = p%LL(T), em Q?
€ aquele que minimiza

1
— J vZdxdt
2 Ox(0,T)
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sujeito a condicao w(T) € uT + B e € dado pela solugcdo @ do sistema

9 +AP=0em Q
©® =0 sobre X

QM =V—1+) p¥i(T) em Q,

i=1

com yi satisfazendo
Vi + AV = —oPxi em Q
Yi =0 sobre X
Y:(0) =0 em Q.

e f € unicamente determinada pela sequinte desigualdade variacional

(WT)—u", v—f) +ep|—elfl > 0, VV € L2(Q).
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