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“O 1mpossivel é apenas uma grande pala-
vra usada por gente fraca, que prefere vi-
ver no mundo como ele estda, em vez de
usar o poder que tem para mudd-lo, me-
lhord-lo. Impossivel nao é um fato. E uma
opiniao. Impossivel nao € uma declaracao.
Eum desafio. Impossivel € hipotético. Im-
possivel € tempordrio. O impossivel nao
eziste”.

Muhammad Ali.



Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para a equacao de Korteweg - de
Vries super-simétrica (s-KdV). Mais precisamente, primeiro estudamos a boa colocagao
local do referido problema com restrigao sobre o tamanho da norma do dado inicial em
espacos de Sobolev com peso e de indice inteiro maior ou igual a trés, e, por tultimo,
provamos que sem o uso de pesos na norma do dado inicial, o problema é mal posto
em espacgos de Sobolev de qualquer ordem, no sentido de que a aplicacao dado inicial
- fluxo nao é suave. As principais ferramentas para a obtencao do primeiro resultado
foram: o Teorema do Ponto Fixo para Contragoes junto com as propriedades de efeito
regularizantes de tipo Kato e da funcao maximal para fluxo da equacao de Korteweg- de
Vries linear. Ja o segundo resultado é provado por redugao ao absurdo e para isso, usamos
as mesmas ferramentas da primeira parte junto com uma versao do Teorema da Funcao

Implicita.

Palavras-chaves: Comportamento assimptotico em relagao a variavel espacial, Equacao

KdV super-simétrica, Ma colocagao.
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Abstract

We study the Cauchy problem for the super-symmetric Korteweg-de Vries equation(s-
KdV). More precisely, first we study the local well-posedness of this problem with restric-
tion on the size of the norm of the initial data in weighted Sobolev spaces of index integer
larger than three, and finally, we prove that without the use of weights in norm from the
initial data, the problem is ill-posed in Sobolev spaces of any order, in the sense that the
initial data - flow is not smooth. The primary tools for obtaining the first result were
the Fixed Point Theorem for contractions along with the properties of Kato’s smoothing
effect and maximal function to the flow of the linear Korteweg-de Vries Vries equation.
The second result is proved by reductio ad absurdum, and for this we use the same tools

of the first part along with a version of the Implicit Function Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho discutiremos a boa colocacao local com dado inicial pequeno e a ma

colocacao das solugoes reais do problema de Cauchy para a equacao KdV supersimétrica

dru + 03U 4 6ud,u — 3vd2v =0
0tv+ 03v 430, (uwv) =0 (1.1)
u(x, 0) = up(x), v(x,0) = vo(x),
nos espagos de Sobolev usuais com peso. Aqui, u = u(x,t) e v =v(x,t) sdo fungdes reais
e x,t € R. Esta equagdo é encontrada em [6].
Um de nossos interesses reside no estudo da boa colocagao de problemas de Cauchy

(isto é, de valor inicial) de equagoes diferenciais parciais de evolugao do tipo

du+ PO, )u=TF(t,u,du, - ,0%u) € X
u(0) =ug(x) €Y,

(1.2)

onde u = u(x,t), x é variavel espacial, t é o tempo, X e Y sdo espacos de Banach, P
é uma fungao polinomial e F : [0, To] x Y — X é uma func@o continua em relagdo as
topologias envolvidas. O conceito de boa colocagao compreende a existéncia, a unicidade,
a persisténcia e a dependéncia das solugoes com relagao aos dados iniciais (e em quaisquer
parametros de importancia que porventura ocorram no problema). Para isso entende-se
ser primordial considerar as equagoes em questao como equacoes diferenciais ordinarias
em espacos de Banach. Assim, a busca é por responder se o problema (1.2) satisfaz as

seguintes propriedades:

a) Existe um T € (0, To], uma funcao w € C([0,T],Y), tal que u(0) = ¢ e a equagao

(1.2) é satisfeita com a derivada temporal calculada em relagao a topologia de X.

1
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Esta definicao de existéncia de solugao contém a chamada propriedade de per-
sisténcia, isto é, a exigéncia de que a solucao obtida pertenca, para cada T € [0, T],
ao espaco no qual se encontra o dado inicial ¢. O procedimento para se estabelecer

esta propriedade nao é trivial e existem situacoes interessantes onde ela nao é valida.
b) Existe no maximo uma solucao de (1.2) (unicidade).

c) As solugdes dependem continuamente do dado inicial (dependéncia continua) isto
significa que, se &, — ¢ e U, e u sao as solugoes correspondentes com dados
iniciais ¢, e ¢ respectivamente, entao para todo T’ € (0, T) as solugdes u,, podem
ser estendidas ao intervalo [0, T'] e

lim sup [un (t) —u(t)lly = 0.

n—oo [071-/]

Se alguma das propriedades a), b) e ¢) nao é vélida, o problema (1.2) é dito ser mal
posto. Finalmente, o problema é dito bem posto globalmente se w: [0,T) x Y — X
e as propriedades a), b) e ¢) valem em todo intervalo [0,T] C [0,00). A ferramenta
fundamental a ser utilizada no estudo do problema local no tempo é o Teorema do Ponto
Fixo de Banach, também conhecido como o Lema da Contracao. Mas a aplicacao deste
teorema ao problema (1.2) ndo é em geral imediata, na maioria dos casos ha perda de
derivadas no termo nao-linear (isso nos obriga a utilizar pelo menos dois espagos de
Banach em nossa formulagao). Dai a necessidade de se desenvolver teorias que permitam
contornar essa dificuldade. As mais conhecidas sao, o método dos efeitos suavizantes que
permitem estudar o problema em espagos com menor regularidade (Kenig/Ponce/Vega
em [16], [17], [18], [19]) e o método de Bourgain ([4], [5] e muitos outros trabalhos).
A propriedade de existéncia global no tempo apresenta caracteristicas diversas; uma das
maneiras de assegura-la consiste em uma vez resolvido o problema local, obter estimativas
a priori da solugao que permitam estender os resultados locais a todo o intervalo [0, c0).
Tais estimativas sao geralmente asseguradas por leis de conservacao. Este processo as
vezes requer um conhecimento mais detalhado da fisica da equacgao em estudo.

A motivacao fisica para problemas do tipo (1.1) surgiu da necessidade de se estudar o
comportamento de particulas em campos nao-lineares. Este estudo teve inicio com Eins-
tein, com o objetivo de deduzir as equagoes que modelam o movimento de uma particula

num campo externo. Esta deducao foi feita observando-se a evolucao de singularidades
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simples destes campos e teve grande impulso em 1967 com a descoberta do comporta-
mento das solugbes tipo soliton para a equagao KdV ([10] e [11]). As propriedades tipo
soliton podem ser vistas numa grande variedade de sistemas fisicos nao-lineares e a con-
trapartida matematica deste estudo é conhecida atualmente como a teoria dos sistemas
integraveis (veja [8], [6] e [20]). A existéncia de solitons em todos os sistemas integraveis
é traduzida de uma maneira muito simples: se dois campos evolutivos comutam, entao
os pontos estacionarios de um dos campos sao invariantes com relagao ao outro campo.
Neste sentido, alguns ramos da Fisica desenvolveram um importante conceito de super-
simetria, cuja idéia principal consiste em tratar de maneira semelhante bosons e fermions
(particulas elementares) ver [6] e [20] . Matematicamente, esta teoria é importante por-
que permite incorporar varidveis anti-comutativas do tipo Grassman juntamete com as
variaveis comutativas usuais.

Levando em conta que as equagoes KdV supersimétricas sao uma extensao de KdV, é
natural perguntar quais propriedades desta tltima equacao podem ser estabelicidas para
a KdV supersimétrica. Como bem sabemos, para a KdV existe uma grande quantidade
de resultados na literatura. Veja por exemplo [13], [14], [15], [17] e [1§] .

Aplicando as idéias de Kenig, Ponce e Vega (veja por exemplo [18] e [16]) e fazendo
a restrigao sobre o dado incial conseguimos ver que o problema (1.1) é localmente bem
posto nos espagos de Sobolev com peso Xs; = HS(R) N H!(x*dx) x H*(R) N H!(x?dx),
para s > 3 inteiro, desde que a norma do dado inicial nestes espacos seja pequena. Para
obter tal resultado, combinamos os efeitos regularizantes associados ao grupo da KdV e o
Teorema do Ponto Fixo de Banach. Neste ponto utilizamos os espacos de Banach mistos
LPL{ definido no capitulo de preliminares. Em algumas estimativas antes de aplicar os
efeitos regularizantes foi preciso um cuidado de observar em quais termos esses efeitos nos
dariam as estimativas desejadas.

Para encerrar mostramos que o problema (1.1) nao é bem posto em X* = H*%(R) x
H3(R) para s € R, se exigirmos na definigao de boa colocacao local que a aplicagao dado
inicial-fluxo seja C2-Fréchet diferencidvel.

O nosso trabalho é organizado da seguinte forma:

No capitulo 3 apresentamos as preliminares, onde exibimos defini¢oes e teoremas im-
portantes para o desenvolvimento do texto.

No capitulo 4 apresentamos o resultado de boa colocacao local nos espacos de Sobolev
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com peso X para s = 3 inteiro, desde que o dado inicial seja pequeno. Nesse capitulo
faremos as estimativas nos termos de (1.1) e usando os efeitos regularizantes apresentados
chegaremos em uma estimativa suficiente para provar o resultado principal do capitulo.
Neste capitulo foi provado também que a aplicacao dado-fluxo é suave e portanto é C2
Fréchet diferenciavel.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos a ma colocagao para a equacao KdV super-
simétrica. Mais precisamente, provaremos que a aplicacao dado inicial-fluxo nao é de

classe C? na origem em H*(R) x H¥(R) para s € R.



Capitulo 2

Notacao
e 0, = a%'

(&) = CJ e *&f(x)dx - tranformada de Fourier.
R

Y (&) = CJ e™*&f(x)dx - tranformada inversa de Fourier.
R
8(R) - espaco de Schwartz.

8’(R) - espaco das distribuicoes temperadas.

AV
J5f = <(1 + |£|2)5f> - poténcial de Bessel de ordem s.

Dsf = <|<i|5{°\)v - poténcial de Riez de ordem s.

H*(RR) - espaco de Sobolev de ordem s.

H*(x%dx) - espaco de Sobolev com peso de ordem k.

X =H*(R) x H*(R) - produto cartesiano entre os espacos de Sobolev de ordem s.
W] = Nl (w, W)l s ) e (2) = Itllies + V]l - norma de HS(R) x HE(R).

Ifllx,, = [[flls + [[fll11 (x2ax)- norma usada para o dado inicial.

B(X,Y) - espacos dos operadores lineares limitados de X em Y.

B(X) - espacos dos operadores lineares limitados de X em X.

asSb=3 c>0tal que a <cb.
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e a>b= 3 c>0tal que a > cb.

ea~b<=asbeah.



Capitulo 3

Preliminares

3.1 Os espacos de Lebesgue [P

Nesta parte apresentaremos os espacos LP de Lebesgue, os quais sao espagos de Banach
cujas as normas sao definidas em termos de integrais. Para um estudo aprofundado,

sugerimos a referéncia [1] e [9].

Definicao 1. Seja QO C R™ um dominio e seja 0 < p < oo. Dada f: 3 — R mensurdvel,

e (o) = (JQ !f(x)lpdx> '

defenimos a norma

|

LP(Q) ={f: Q — R € mensurdvel e ||f||Lr(q) < co}.
. . 1 1
Teorema 3.1. (Desigualdade de Hélder) Suponha 1 < p < oo e 1_3 + a =1. Se

felP(Q) ege L4(Q), entao fg € L}(Q) e
Ifglle < [Iflleeligllva.

Vale a igualdade se, e somente se, existe um par de nimeros reais («, ) # (0,0), tal que

«[f[P = Blgl? g.s..

Demonstragao. Veja [9]. O
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Teorema 3.2. (Desigualdade de Minkowski) Se 1 <p < oo ef, g€ LP(Q), entao
I+ glle < [Iflle +1gllLe-

Demonstracao. Veja [9]. O

Teorema 3.3. (Desigualdade de Minkowski para integrais) Seja f : R™ x R —
R mensurdvel tal que , f(.,y) € LP(R™) para ¢q.t.p. y € R™e que a fun¢io y
IF(., Wllee mm) perten¢a a L'(R™). Entdo, a fungio x — [4. f(x,y)dy pertence a LP(R™)

e
p b p b
(J J f(x,y)dy dX> <(J J f(x,y)dx dy> :
ou seja
| rway] <] iyl dy.
n Lp(Rm) R
Demonstracao. Veja [9]. O

Teorema 3.4. (Reprentacao de Riez) Seja 1 < p < co. Se @ € (LP)’, entdo eziste

g € L9 tal que, @ = @g4, onde @4(f) = Jfgdx. Além disso, ||gllLa = |||
Demonstragao. Veja [9]. O
Para finalizar, escreveremos a definicao dos espagos LP mistos.

Definigao 2. Para 1 < p,q < oo, LYL] € 0 espago de Banach misto definido por
LPLY ={f:Rx [0,T] — R; Hf”LELf} < oo}

onde

+00 T % %
||f||1_£1_.‘} = (J (J [f(x, t)|th> dx) )
—00 0

Quando p = oo ou q = oo usaremos uma defini¢ao similar, envolvendo a norma do
supremo essencial. O espago LYLY ¢é definido como acima, invertendo-se apenas a ordem

de integragao.
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3.2 A transformada de Fourier

Apresentaremos aqui alguns resutados sobre transformada de Fourier importantes para
o nosso trabalho. Iniciaremos com uma proposicao que nos possibilitara definir a trans-

formada de Fourier em L!(R™).
Proposicao 1. A aplicacio F : LYH(R™) — L®(R™) definida por
F(F)(£) = (&) = Jf(x)e—m&dx, (3.1)

(onde x - & =x1& + ... + xn&n ) € um operador linear continuo e ||F|| = 1.

Demonstracao. A linearidade de F segue da sua definicao acima. Além disso, dada f €

L'(RM),
1F(loo < lflls e IFI[=1.
[l

Definicao 3. O operador linear continuo F : L}(R™) — L®(R™) definido pela férmula

(3.1) acima € chamado de transformada de Fourier.

Definicao 4. Chamamos de espaco de funcoes C®(R™) de decrescimento rapido, também

conhecido como espago de Schwartz, ao espa¢o

S(R™) ={p € C(R™;||ollap = Sélﬂgl Ix*0P @ (x)| < 00,V multi-indices o, p € N™}.
A titulo de economia designaremos S(R) simplesmente por 8.
Teorema 3.5. Se ¢ € 8, entao

1. (%) (&) = (18)*® (&),

2. (=i )%@(-)"(E) = 0% (&),

3. €S ouseja,F:S—S.

Demonstracao. Veja [9]. O

Definicao 5. Uma distribui¢ao temperada é um funcional linear continuo F:8§ — R. O
dual de 8(R), ou seja, o conjunto de todas as distribuicoes temperadas, serd desiguinado

pela notacao 8'(R).
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Portanto, F € 8'(R) se, e somente se,
1. F: 8§ — R é linear e

2. dada qualquer sequéncia (@j)jen de fungoes de $(R) tal que @; — 0, tivermos que

F(¢;) — 0 quando j — oo.

Teorema 3.6. A tranformada de Fourier & : 8" — 8’ € um isomorfismo, e ambos, F e

F~1 sdo lineares continuas.
Demonstragao. Veja [9]. O
Teorema 3.7. A transformada de Fourier & : 8’ — 8’ satisfaz as sequintes propriedades:
1. (3°F)N(E) = (18)“F(8),
2. ((=x)*F)\(&) = 0gF(&),
3. (ThF)(E) = e NER(E),
4. (ePMF)NE) = ThF(E), onde Thf(x) = f(x —h).
Demonstragao. Veja [9]. O

Teorema 3.8. (Identidade de Parseval) Sejam @, € 8. Entao

jR o ()P (x)dx = J S(E)D(E)dE

R

Demonstracao. Veja [12]. O

Teorema 3.9. (Plancherel) Seja f € L'(R) N L*(R). Entao fe2(R) e
[Fllc> = [l

Demonstrac¢ao. Veja em [23]. O

3.3 Os espacos de Sobolev

Os espagos de Sobolev sao uma ferramenta fundamental no estudo de equacoes dife-

renciais parciais.
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Definigao 6. Dado s € R, definimos os espacos de Sobolev H*(R) por:
HO(R) = {f € 8/(R); (1 + £7)}f € L*(R)},

munido da norma

e = 11+ €2)Fle.

Observe que HY = L2 e que |[[f][0 = [|fll, -
Definigao 7. Dado s € N, o espaco de Sobolev com peso H®(x2dx) € definido por:
HS (x?dx) = {f € Ly(R);xdLf € [*(R),0 < i< s},
com norma
1l (x2ax) = i [ e
i=0

Proposicao 2. Sejam f € H*(R) e s > 0 . Entao

[lls ~ [Ifllez + D] 2.
Demonstrag¢ao. Primeiramente observe que

E+(1+8)P <(L+E)+(1+8) =201+ (3:2)

Agora veja que

=

r

s = (1+a2)5|?(a)|2da)2
R

(" (1+a2)5|?(a)|2da)2+q (1+£2)S|1?(£)I2d£)
Je<t £>1

1
2

=

<
<

2S|?(a)|2da) +(J (2&2)S|ﬂa)|2da)
£<1 £>1
< 28 ([Iflis + [D*Fll).

Por outro lado, usando (3.2) temos:

[z + D fllc2 < 2(IflF> + [D*FI1F2)>

[T

<9 (J 21 + a2)8|?(a)|2da)
R
— 23[|f]|s.

Segue o resultado. O
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Proposigao 3. Set <s, entdo H® ¢ denso em H' e H® — H" na topologia de H*.
Demonstragao. Veja [9]. O
Teorema 3.10. (Imersdao de Sobolev) Seja s >k + 3.

1. Se f € H®, entio (%) € L! ¢

1), < Cliflhes, Vied < k.

2. H*(R) — CK (R), em outras palavras, se f € HS, s > k + %, entdo f € CK (R) e

Ifllcx < Cliflls.
Demonstragao. 1. Pela desigualdade de Holder temos:

Jr(a“fwé)dazvx [ |£)(&)lde

J

<i* (1 + &)l

k—s 7

2 [f(E)ldE

A% |1+ E)5(1+¢&2)

N 3 3
<o ([ ermeras) (farera)
= ClIfl[1s.

2. Considerando primeiro o caso k = 0. Temos que

£l = 1)l < NIflles < Clifllas, (3.3)

onde usamos a formula da inversao e o item 1 com k = 0. Agora se k > 1, entao, pelo

item 1, temos 0%f € L! ¢

19l = [1(0%F) Y lee < IOFllLs < ClIfllis.

Corolario 3.1. Sejam f € H*(R) e s > % Entao
(Il < ClIfll1s.

Demonstracao. Usando o item 1 do Teorema 3.10, com k=0 basta proceder como em

(3.3). 0
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Teorema 3.11. Se s € (0,n/2), entao H*(R™) esta continuamente imerso em LP(R™)

comp =2/(n—2s), isto €, s =n(1/2—1/p). Mais ainda, para f € H¥(R™), s € (0,n/2),
Ifllee S D32 S [flhs. (3.4)
Demonstragao. Veja em [23]. O

Teorema 3.12. Seja s > L. Entio H¥(R) é uma dlgebra de Banach com relacio ao

5.
produto de fungoes, ou seja, se f,g € H¥(R), entao fg € H® e
1fgllns < Csllfllhasligllls .

Demonstracao. Veja [23]. O

3.4 Os operadores projecao em baixa e alta frequéncias

Seja 1 uma funcao par de classe C* de suporte compacto tal que

1, se [g <1

0, se [E>2.

Y(E) =

Definamos @(&) = (&) — ¥(2&). Para qualquer niimero diddico N = 2/, j € N, vamos
escrever @n (&) = @(&/N). Observe que Z on (&) =1, VE € R e definimos
N

Qo) =1— )  onl(&).

N=2i>1

Denotaremos por Py e Pr; 0s seguintes operadores projecao:
Pof = @y xf e Pnif=(1—Py)f.
Py é conhecido como projecao em baixa frequéncia e Py é o opereador projecao em alta
frequéncia.
Sao validas as seguintes propriedades para Py e Pp;:
Proposicao 4. |[PoDgfl[ir S ([flli2, com 2 < p < oco.

Demonstracao. De fato , pelo Teorema 3.11 temos

~

e 0("‘1_l X 1_ 1
IPoDflle S IPoDx 2 P fllz = ll@o(£)IE/*F 22 F(E)ll2
< |l@o(&)F(E)Ir2
< |l

= [Ifllc=.
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Proposicao 5. Seja f € §(R?), entdo para todo 1 < p,q < 0o, vale:

IPhiflliere < [Ifflppa.

Demonstragao. Veja em [28]. O
3.5 Resultados técnicos

Aqui apresentaremos o Teorema da Funcao Implicita.

Teorema 3.13. Sejam U C E, V C F abertos (E e F espagos de Banach) e f: UxV — G
uma aplicagio de classe C*. Considere (a,b) € U x V e assuma que D;jf(a,b) : F — G
¢ um isomorfismo. Se f(a,b) = 0, entao eziste uma aplicagdo continua g : Uy — V,
onde Uy C U € uma vizinhanga aberta de a tal que g(a) =b e f(x, g(x)) =0, para todo
x € Ug. Além disso, se Uy € uma bola suficientemente pequena, entdao g € determinada

de maneira unica e é de classe C¥.
Demonstracao. Veja [21]. O

Proposicao 6. Seja T € B(E), onde E é um espaco de Banach, com ||T|| < 1. Entdo o
operador definido pela série S = Z T pertence a B(E) e S = (I1—T)"!.

i=0
Demonstrag¢ao. Observe que

(e.¢]

>

j=0

(e.9]

<D M) TP,
. can

j=0

ISII =

como ||T]| < 1, segue que ||S|| < oo.

Agora veja que

S(I—-T) = iTj —iTj =1
j=0 j=1

]

Teorema 3.14. (Ponto Firo de Banach) Seja X um subconjunto fechado do espago
métrico completo (E,d). Se a aplicacao f: X —> X € uma contracdo, entdo f possui um,

e somente um, ponto fixo em X.

Demonstracao. Veja [22]. O



Capitulo 4

Boa colocacao com dado inicial

pequeno

Nesse capitulo , discutiremos a boa colocagao local com dado inicial pequeno, para o

seguinte PVTI:

dru+ 3 u+6ud,u—3vdiv=0 x,teR
0tV + 03V + 30, (uv) =0 (4.1)
u(x, 0) = up(x), v(x,0) = vo(x),
com u =u(x,t) e v=v(x,t) fungoes reais.
Para (4.1) temos a seguinte formulacao integral:

t

u(t,x) = W(t)uy(x) — 3J W(t — 7)[2ud,u —vd2vl(t)dr,
0

v(t,x) = W(t)vg(x) — BJ W(t —1)[0,(uv)](T)dT,
0

com W(t)(up(x)) = (68 & 1)Y xuy(x), onde {W(t)}er é 0 grupo que aparece na solucao

do PVTI linear homogéneo
diu+03u=0 x,teR
u(x, 0) = uo(x).

No que faremos a seguir vamos explorar diretamente o carater dispersivo da equacao
acima, onde utilizaremos os efeitos regularizantes locais tipo Kato ([15], [17], [18] e [19]) e
para a funcdo maximal em L2, [* e em L', essa tltima em decorrencia do uso de espacos

de Sobolev com peso.

15
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4.1 Enunciado do Teorema principal

Considere U = (u,v) e = (U0, Vo), Xs1 = H*(R) N H'(x*dx). Definimos:

M () = 1T lleme,
Ao () = [ W lliserar (x2an)
_ —2 k
Mo(W) = (1+T)7% max 10X Wiz,

M) = (1+T) 2 W e,
As(W) = 1103 Wl

Agora, definimos os espagos de Banach

Xt ={" € C([0,T; Xs1 X X¢1); T(W) < o0},
Xr(a) ={U € C([0, T} Xe1 x Xs1); T(W) < a),

onde I'(W) = max 7\]-(?).

1<j<5

Trabalhando nos espacos de Sobolev com peso e considerando o dado inicial suficien-

temente pequeno estabeleceremos o seguinte resultado de boa colocagao local:

Teorema 4.1. Seja X1 = HS(R)NH! (x2dx). Assumindo ) = (ug, vo) € Xs1 X Xs.1, com

s > 3 inteiro. Entao existe & > 0 tal que se ||1T0)||X5,1 < b entao existe T = T(HLTS”XS,I) >0

e uma unica soluc¢ao U = (u,v) de (4.1) definida no intervalo [0, T], com u(O; =,

satisfazendo:
ﬁ S C([O,T];Xs,l X XS,1)7
k
kfg(%ﬁ”axﬁHL%L%—" < 00,

W11 < o0,

RS W g1z < co.

(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)

Além disso, para qualquer Ty € (0,T) existe uma vizinhanca V de LTS € Xs1 tal que a

aplicag¢ao dado inicial-solucao de V em Xt (Classe definida de (4.2)-(4.5)) € Lipschitz.

As ideias para a demonstragao foram vistas em [2], [3] e [26], mas nosso resultado apre-

senta um aperfeicoamento da técnica empregada nesses trabalhos. A parte da unicidade

foi inspirada por [16] e [27].
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4.2 Estimativas lineares

No que se segue, W(t) denota o grupo unitario associado a equacao KdV linear, isto

é, para cada ugy, W(t)uy denota a solucao do PVI linear

diu+u=0 x,teR
(4.6)

u(x,0) = uo(x),

onde W(t)(ug(x)) = (¥ H"1)Y s ug(x).
No lema a seguir enunciamos a estimativa de efeito regularizante de tipo Kato para o

PVI homogénio (4.6) e sua versao dual.
Lema 4.1. Sejam ug € 8 e g € 8(R?). Entdo
(i) ||axW(t)u0||L§°L$ S lluollyz,
(ii) 1|3x fo W(=T)g(, T)dtllizrz < lglliuee-
Demonstracao. Veja em [18]. O

No lema abaixo enunciamos a estimativa de efeito regularizante local para a parte

integral da solugao do PVI nao homogéneo

diu+03u=g(x,t), x,teR

u(x,0) = up(x).

Lema 4.2. Seja g € 8$(R?). Entao

< liglhae.
LeL2

02 Jt W(t —1)g(x,T)dT
0

Demonstragao. Veja em [18]. O

O préximo lema diz respeito as estimativas para a funcao maximal associadas a solucao

do PVT (4.6), que iremos empregar na obtengao do nosso resultado principal.
Lema 4.3. Sejam p,s > 3/4 e ug € 8. Entao
(1) xW(t)uy = W(t)(xug) + 3tW(t)02uy, para todo t € R e todo x € R,
(i) IW(t)uollzre < (1 + T)Plluolhns,

(idi) IW(t)uollare < DY uollie,
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. 4 4 4
(iv) WO uollars S IDY "wolliz + 1DV (xuo) Iz + TIDY 02wl 2.

Demonstra¢ao. A demonstracao de (ii) e (iii) serd omitida aqui, mas pode ser vista em
[18].

(i) Temos que

V

(iv) Veja que

||W(t)uo(x)||L;L%o=J ||W(t)U-0(X)||L%OdX+J LW (o ()l

Ix|<1 x|>1 X

Usando o item (i) provado acima temos:

W (o ()l <J

Ix|<1

W lpdx+ | Wit dx

x|>1 IX]

1
+J L w002 ()l dx.

xl=1 I

Utilizando a desigualdade de Holder teremos:

Wit ([ 100) (] Wt ex)

1 i 4
" (J|x|>1 ’Xl% dX) (Jx|>1 HW(t)XuO(X)”L%de>

1 , ) 1
1 (Jx>1 |X|% dX) (J|x>1 ||W(t)aXU—0(X)H %odx> )

Wt uo(X)llLiee S Wt we(x)lLare + [IW(E)xue(x)l[Lare + TIW(£)93uo (X)lLa e

=

o

Portanto

Usando (iii), obtemos:
IW(t)uo(x)llLarse < DY *uo(x)I12,
W (t)xuo ()L < ||D>1</4XUO(X)||L§’

W ()3 uo (%)Lt S IDY*02ug(x)|lr2,
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e segue dai que
IW(t)uo(X)llLre S DY *uo(X)llez + DY (xuo (X)) Iz + TIDY *03ue (x) 2.
O

A fim de obter uma estimativa nao homogéneo para a funcao maxima localizada, nos
inspiramos na Proposigao 2.7 do artigo de Molinet e Ribaud (veja [24] e [25] ) inspirado

em um resultado de Christ e Kiselev (veja [7]).
Proposicao 7. Sejam (o, os) € R?, (v1,v2) € RZ e 1 < p1,qi, P2, g2 < 00 tais que

IDIW(B)@llea S T el (4.7)

IDEW) @l rapaz S T (@l (4.8)

Entao, Vf € §(R?),

S TYQ||f||LEZL$27 (49)

t
HDE‘2 J W(t — 1)f(x, T)dT
0

L1 2
t

HDi‘l*"‘2 J W(t —1)f(x,7)dT
0

ST

. (4.10)
Lpqul x0T

se min(py, q1) > max(pz, qz2), ou, q; = 00 € P2, 2 < 00, onde P2, 2 sao definidos por

13_2 P2 qz qz

Demonstracao. Dados 1 =1, 2 tais que

IDIW (D)@l pipa S T  lelles.

~

Usando o Teorema da representacao de Riez, Fubini e a Identidade de Parserval, teremos

Jt DX*W(t —1)f(-, T)dT Jt D3W(—1)f(-, T)dT
0 0

L3 84

“+o00 t
= sup (J D*W(— )f(x,ﬂc)dﬂc) @(x)dx
loll2ey 1d—00 \Jo
+00
= sup ( DW(—1)f(x, )(p(x)dx) dt
loll2ey 1d0 \J—co
rT +o00
= sup (J fx,T)DEW(T)@ (x)dx) dt
lollizey 10 \J—co
r+oo
= sup ( f(x, T)DI2W(T) (X )d’t) dx
lollzey 14

< sup J J £, T)IDS=W/(1) (x)|ddx.

oz, 4—
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Agora usando a desigualdade de Holder e (4.8) obtemos a estimativas (4.9):

Jt D*W(t —1)f(-, T)dT
0

+o0 T ~ % P2 +o0 T Eg P2
< J (J |f(x,t)|‘*2dt) dx (J (J IDQ‘ZW(t)(pIqut) dx)
—o0 0 —c0 0

= lIfllp2r22 sup  [[DEW(t) @] 20
ol 2<1

2
L'X
N 1

Sl e T sup e
T el 2<1

< TVl 2 3

Seguindo o mesmo procedimento, obtemos as seguintes estimativas duais:

t
J DEW(—)h(,T)dt|| < T Ihflpqa, ¥he S(R?), (4.11)
0 L2
para 1= 1,2, onde
1 1 1 1
—=l—-—— ¢ —==1l--—
Pi Pi di qi

Neste ponto estamos prontos para aplicar o argumento de P. Tomas. Dados quaisquer

fe LEZ’L?Q ege LEW.?l com |[[gll;pi;a: < 1, usando a Identidade de Parseval e Fubini
x LT

teremos :

|< 5 DWW (t — 1)f(x, 1), g(x, T)>

0

rT p+oo (
JO J—o0
rT r+oo

— DIW(t) (Jt Di‘QW(—’c)f(x,’r)d’r> g(x,t)dxdt'

2
Lx,T

t
J D&t W(t — 1)f(x, T)dT) g(x, t)dxdt‘
0

JO J—o0 0
T oo T A —

_ £ gt (J D%W(—fr)f(-,r)dfr) (£) 90 0(E)dEdt
JO J—0 0

t A
J D;‘QW(—T)f(.,T)dT) (&) (Jele WG (1)) acat

rT r‘Jroo(
JO J—0 0
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Agora usando novamente a Identidade de Parseval, a desigualdade de Holder e as

estimativas (4.11), obteremos

ot
|< DI W (t — 1)f(x, 1), g(x,T)

T p+oo rt
= J J ( D,‘Z‘2W(—T)f(x,1)dT> DQ‘IW(—t)g(x,t)dxdt‘

0 J—oo \JO
+o0o T rt
= J ( DW(—1)f(x,t)dt | D*W(—t)g(x, t)dtdx
—o0 JO JO
4oo | T rt
SJ ( DY?*W(—1)f(x,t)dT | DI*W(—t)g(x, t)dt| dx
—oo [JO JO
Hoo | T T
§J D*W(—1)f(x,T)dT J DY*W(—t)g(x, t)dt‘ dx
—oo [JO 0
T T
< J DX*W(—1)f(x,T)dT J DIW(—t)g(x, t)dt
0 2 1lJo L2
STl e gl (4.12)
Dai, por (4.12) , chegamos que
t
HD?“L“QJ W(t —1)f(x,1)dT
0 LzlL_’?_l
t
—  sw <J DEFRW(t — 1)f(x, 1), g(x, T)>
HgHLElL_‘?l <1 0 L72<,T

STt o lgl g1 o

STV o .
[

Estamos prontos para enunciar e provar as estimativas nao homogeéneas para a fungao
maximal localizada, que serao essenciais a demonstragao do nosso principal resultado.
Comecaremos com a estimativa nao homogénea para a funcao maximal em L2, que nada

mais é que um coroldrio imediato da Proposi¢ao 7 e dos Lema 4.1 (i) e Lema 4.3 (ii).
Corolério 4.1. Sejam 0 < T <1 e f € S(R?). Entao

S Pniflliez.

L2L%

Jt W(t — 1)Pnif(, T)dT
0

Demonstracao. Pela definicao de operador projecao Pni, dado qualquer uy € 8(R),

IJ°Pritollrz S ID*Priuglliz, Vs € R. (4.13)
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Usando o Lema 4.3 (ii) junto com (4.13) segue que

1w

IW(t)Priwllezie S IIJ°Prittollez S IIDSPhivtollz, Vs >
e portanto, em particular,
DLW (t)Privollizise S IIPriutollee. (4.14)
Sabemos também que, pelo Lema 4.1 (i), temos
IDxW(t)Prittolleore S [[Privtollrz. (4.15)

Logo, usando (4.14) e (4.15), segue pela Proposi¢ao 7 com p; = 2, ; = 00, pa = 00 €
qs =2 (logo p2 =1 e gz =2) que

Jt W(t —1)Pnif(-, T)dT
0

S Priflliaez.
121y

]

Estamos agora prontos para enunciar e provar as estimativas nao-homogéneas para a

funcao maximal que serao essenciais na demonstracao do nosso resultado principal.
Lema 4.4. Se f:R x [0,T] — R € suave, entao

1
< Wfllaes + THllz -
L4l
x =T

Jt W(t —1)f(-, t)dt

0

Demonstracdo. Primeiramente, usando dualidade e os teoremas de Fubini e Plancherel e

J ( f(x T)d’t) g(x)dx
R

a desigualdade de Holder, teremos

Jt W(—1)f(-,Tt)dT

= sup
0 12 llgll2<1
N
= sup JJ V4t (x, t)W (t)]_1/4g(x)dxdt’
llgll2<1 [Jo JR
< sup JJ V4 (x, )W (1)) *g(x)| dtdx
lgllz<tJr Jo
.
< o [ W gl (J |]1/4f(x,t)|dt) ix
llgll2<1 JR 0
< sup (WO () a4l 4 (4.16)
llgll;2<1 Ly

Pelo o Lema 4.3 (iii), obtemos

W) g0l S IDYTgllz < ligllie (4.17)
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Substituindo (4.17) em (4.16) obtemos

Jt W(—1)f(-,T)dT
0

S s gllellf 4l g < ITVAAL g (4.18)
Lr Ly Ly

12 llgll2<1

Pelo Teorema da representacao de riez, identidade de Parseval, desigualdade de Holder e

por (4.18), obtemos

Jt W(t —1)f(-, t)dT
0

-
— s ||| (
llgll 4 <11JRJO

gt

.
< sup J (J W/(—1)JV4(x, T)d )( 1/49(>c,t)d’t) dx
lgll 4+ <11JR \JO

LiLy

T
J W(—1)f(x, 1) d’t) W(—t)g(x,t)dtdx
0

3l

T
W(—1)JV4f(x, T)dT “ig(x,t)dt

Jo L2

N

&

M

||9|| <1

%
rT
W(=T)]/*(x, T)dT sup [TV g 4

37171

Jo Lz gl 4 <1 Ly
L3l
X T

N

T
W(—1)JY4f(x, T)dT

Jo L2

STVl + 1flacs.

N

Proposicao 8. Se f: R x [0, T] — R € suave, entao

Jt W(t —1)f(-,T)dt

0

STVl + TRz )+ lIfllee2
LiLg ’ |

+ TN flliyre + TIxFllcsor
Demonstracao. Temos pela desigualdade de Holder que

Jt W(t —1)f(x,t)dT

0

B Jlxlgl
J 1

+ -
x|=1 I

Jt W(t —1)f(x,t)dT
0

LiLg

dx

Ly

Jt W(t —1)f(x,T)dT
0

dx

LF

Jt xW(t —1)f(x, T)dT

< (4.19)

~

Jt xW(t —1)f(x, T)dT
0

LiLg LiLg
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Agora, usando os Lemas 4.4 e 4.3 (i) e (iii) em (4.19), obtemos

Jt W(t — 1)xf(x, T)dT

0

Jt W(t — 1)f(x, T)dT

0

ST 8z, + fllas +

LiLg L41

Jt W(t — 1)0%f(x,T)dT
0

+T

LiLg
-

ST, + flles + | IWEOW(=T) () [ dT
2, iz 0 x =T

+ T2 Iz, + TIOXfllyce

STY2(Ifllcz, + T fllz ) + [Iflly iz + TIOXFlly 2
T
o[ Iorwiaen)
0 X

STY2(fllcz, + Tl ) + [Iflly iz + TIOXFlly 2

+ Tl fllgn-

4.3 Estimativas nao lineares

Aqui faremos as estimativas para os termos nao lineares de (4.1), para tanto usamos
ideias contidas em [2], [3]e [26].
Considere F = (Fy, F3), onde

Fi((w, v))(t) = W(tJue(x) — J W(t—1)Qi(u,v)(t)dt
Fa((u, v))(t) = W(t)vo(x) — J W(t —1)Q2(u, v)(T)dT,

onde Qi(u,v)(t) = (6udyu — 3vdv)(t), Q2(u,v)(t) = (x3(wv))(t) e Q = (Q1,Q2).

Assim temos:

F(W) = W(t)w(x) — L W(t —1)Q(u,v)(t)dT.

Procederemos com as estimitas sobre a F definida acima com o intuito de usarmos o

Teorema do Ponto Fixo de Banach 3.14 .

Lema 4.5. Sejam LTS € Xz x Xz € U e Xt. Entao

M (F(W) S ls + TAZ 4 (14 T)?AAs + TY2(1 4+ T)%AsAs.
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Demonstracao. Usando a desigualdade de Minkowski e o fato de W(t) ser um grupo

unitario em L2, temos

M(F(X)) = HW(t)ES(X) - L W(t —1)Q(t)dt

LyPH3

S IWOB g0 + || Wit = D@

LH3

t
S IWIOT ez + WO 0, + | | Wit = miQmer
* 0

LL2
0 Jt W(t —1)Q(T)dT

+ ‘
0

LyeL2

Jt W(t—1)Q(T)dT

0

= [ llns + aiJ W(t —1)Q(1)dt

0

i

L2 LPL2

<l@lhe + sup | Wit = TQU de+ 32 | Wit - 0)QUride

tel0,T1 Jo 0 L2
R T t
<o + [ W= Qe ar+ o2 | wie-mQeiar]| a2
0 0 512
Aplicando o Lema 4.1 (ii) em (4.20), teremos
. T
M(F(E)) S Ikl +J Wt = 1)Q(1)| 3 dr + [[03Q(T)]| 12
O X
< lhe + THQIzrz +1102Qll 12 - (4.21)
T 11
Veja que
IST (”QIHL"T‘]L% + ||Q2||L%9L§)
S T(huosullisrs + ||Va,2<VHL°T°L,% + 1105 (uv)llser2) (4.22)

S Tlhudxullier + ||Va>2<V||L°T°H1 + [luvlfiser ).

Agora usando o fato de H*(R) ser Algebra de Banach para s > % e o fado de H® — H*

para t <'s, teremos

IS T(”u”L%PHl”axu”L%PHl + ||V||L°T°H1||a>2<\’||L°T°H1 + ||u”l_°T°H1”V||L°T°H1)
< T(”U«”L%’H3HU«HL°T°H3 + ”V”L$°H3”VHL$°H3 + |’uHL$°H1HV||L$°H3)

< TAZ (4.23)
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Veja tambem que

< N103Qullies +103Qallire
< 0% (udxw)llirs + 1103 (vOV)llace + 1103 (uv)llars (4.24)
S ||axu5,2<u||[_>1<l_% + ||uaiu||1_)1(]_% + ||axvaiv||L;L$ + ||Vaiv||L)1cL$ + ||6,2<Vaiv||]_>1<]__2r

~~

(1) (2) (3) (4) (5)

+ ||aiuVHL;L$ + ||a,2<uax\’||L;L$ + ||axua>2¢\’||L,1(L% + ||UaiVHL§L$ .
VT VT VT

(6) (7) (8) (9)

Para o termo (1) temos:

—+o00
2
joudul s = | (

—00

T 1/2 +00 T 172
J IaiuIQIOXuIth) dx,SJ ||6Xu||L9ro <J IaiuIth> dx.

0 —00 0
Pela desigualdade de Holder e por Fubini obtemos:

+o00 1/2 400 T 1/2
Haxuaiuuwsq Haxuuadx) (j Jraiuﬁdtdx)

—00 —oo JO

T ptoo 1/2
S 10xu[zre (J J |aiu!2dxdt)

0 J—0
1/2

i
< loules 102wl e (j 1dt)
0

S T1/2||axu||l_§l_%9||aiu||L§9L§-
Logo
“axuaiuHL}(L?r S Tl/zHaquLiL%‘)”uHL"T"HS S T1/2(1 + T)*AiAs.

Para o termo (2) temos:

+o0
3
ddulhs = | (

0 —o0 0

—00

T 1/2 +o00 T 1/2
J IuaiuIth> deJ s <J IOiuIth> dx.

Usando a desigualdade de Holder teremos:

—+o00 1/2 400 pT 1/2
Huaiuumsq Huuifdx) (J J\aiulzdtdx>

—00 —o0 JO

T 1/2
< Iulleeslldullsrs (J 1dt) |
0

Logo

||uaiu||L;L% S T1/2||u||L§L°T°||u||L9r°H3 S Tl/Q(l +T)*MAs.
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Para o termo (3) temos:

+o0
3
oyl = | (

— 00

T 1/2 400 T 1/2
J!axvﬁiw?dt) dx,SJ 105Vl Lee (J IaivIZdt) dx.

0 —o00 0
Pela desigualdade de Holder temos:

+o00 1/2 400 oT 1/2
Haxvaivums(J ||v||%?dx) (J Jraivﬂdtdx)

—00 —oo JO

T 1/2
< Mzl Vil ( | 1dt) |
0

Logo
||axVaiV||L§L$ S T1/2HV”L§L%°||V||L%°H3 ST+ T)PMAs.

Para o termo (4) temos:

T 1/2
J |v|2!axv|4dt> dx

+
Wotvllge = [
xVIILIL2 = .

J—o00

r+oo T 1/2
<[ s (j raivert) ax

J—o0 0

100

= [Vlleg /o vlliz dx
J—00

—+00
S Pivlhery | Ivhpex

—00

Logo
||VaiV||L;L% S ||V||L§Lg<>||a§1<V||L;oL.2r S (T4 T)PANs.

Para o termo (5) temos:

+o00
jo2vvlyez = | (

—00

T % +o0 T %
| |a§va§v|2dt) ae< | 102l (J |a§v|2dt) x.

0 —00 0

Agora usando a desigualdade de Hélder e por Fubini, teremos

[N

+oo pT
102902l 11 < 102Vlezs (J | ya§v|2dtdx)

—oo JO

T p4oo %
TN (J | |azv|2dxdt)
0 J—

1
< ”aiv”l_iL%"TQ”aiVHL%‘JL%-
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Dai teremos

1
||a>2<Va>2<V||L%L§ S HaiVHLgLOTOT2 [Vl oo s

< T2(14 T)2AAs.

Para os termos (6), (7), (8) e (9), com os mesmos argumentos usados em (1) e (2)

teremos:

103 uvllir2
103ud Vil 12
10xudvll 12

3
[wdvlleyee

<T2(14T)%AAs,
<T2(1+T)2AA,
ST+ T)AA,
ST+ T)*ANs.

Assim obtemos a seguinte estimativa para II:

1< T2(14 T)2MAs + (14 T)2Aghs. (4.25)
Usando (4.23) e (4.25) em (4.21), obtemos:
M (F(T)) < Il + TAZ + (14 T)2AAs + TV2(1 4 T)2A0As.
]

Lema 4.6. Sejam L_L0> € X311 XXz € U e Xt. Entao
As(F(T0)) S [Wllis + TAZ 4+ T2A2 + TY2(1 + T)?M A5 + (1 4+ T)?A40s.

Demonstracao. Temos que

t

max ||0¥ (W(t)LTS(x) —J W(t—T)Q(T)dT) ]
L21%

k=0,1,2 0

A(F(W) = (1+T)72

<(1+T)2

max_[|oXW(t)i(x) + max athW(t—T)Q(T)dT ] .
0 L2y

k=0,1,2 LILE  x=oi2]|

Usando o Lema 4.3 (ii) com p = 2, obtemos:

< (14 TPl + 195wl + 103w )

~ X

kril(%i(,Q Ha’;W(t)lT)o(X) HL%L%"

< (14T . (4.26)
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Agora vejamos o termo integral. Temos pela defini¢ao de Q(t) que

t t
max 6];‘[ W(t—1)Q(T)dT < max a‘;J W(t — 1)ud,udt
k=0,1,2 0 r2re k=012 0 L2Ly
t
+ max OEJ W(t —1)0,(uv)dt
k=0,1,2 0 21
t
+ max a‘;J W(t —t)vdivdr
k=0,1,2 0 Lors
=1+ II 4 III.

Pela Proposicao 4, Corolario 4.1 e o Lema 4.3 (ii) com p = 1 , teremos

[ t t
[ < max a‘;J W(t — 1)Py(ud,u)dr + ‘ a‘;J W(t — 1)Pri(uwd,u)dr
k=0,1,2 0 L%L%O 0
.
S LDAx, ”W(UW(—T)atpo(uaxu)”Lngo dt+ Hatphi(uaxu)”L;L%]
=0.1,2 | Jo
ST
< max | (1+T)IPod™ (udxu)llrzdt + Ha‘;(uaxu)llup}
k=0,1,2 | J x x=T
< ma [TO+ Tludullipes + 1105 (wdu)ls |

ST+ T)dulligrz +udxliiiiz + 110 (wdxw)liyrz + 103 (wdw)lliy 2
Com argumentos semelhantes aos de (4.22) e (4.24), obtemos
IS TAT+ T+ T2(T + 1%,
Com o mesmo procedimento acima, prova-se que

1< TAZ + T2A2 + T2(T + 1)%AAs.

L,%L"To]

(4.27)

(4.28)

Agora passemos ao termo III. Novamente usando a Proposicao 4, Corolario 4.1 e o Lema

4.3 (ii) com p =1, temos

akf
*Jo

S T||P0(Va,2<V)||Lg9L§ + nax, ||a]>§(Va>2<V)||L;L%

ak

t
XJ
0

W(t — T)Py(vd2v)dt W(t — T)Pp; (vO2v)dT

[T £ max [
k=0,1,2

.

L2Lg

S TIVOVIligre + IVOVIILi e + 110 (VORV)llLirz + 1103 (vOZV)ILy ez
Com argumentos semelhantes aos de (4.22) e (4.24) no Lema 4.5, obtemos

L < TAZ 4+ T2A2 4 TY2(1 + 1) A3 + (1 + T)2A40s.

LgLJ

(4.29)
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De (4.27), (4.28) e (4.29), temos que

STAZ TN+ TV2(1 4+ T2 + (1 + T)2AAs

L2L%

S A+DAHTAZ FTA2 £ TY2(1 + T)°A A

max
k=0,1,2

ok Jt W(t—1)Q(1)dT
0

+ (14 T)*A4)s).
Usando (4.26), finalmente teremos

A (F()) S Iwplls + TAZ + T2A2 + TY2(1 4+ T)2MA3 + (1 + T)*A4hs.

Lema 4.7. Sejam LTS € X31 X Xz € U e Xrt. Entao

As(F(U)) S Illis 4+ TAZ + TY2(1+ T)2AAs + (14 T)2A40s

Demonstracao. Pelo Lema 4.1 (i) e o Lema 4.2, temos que

As(F(X)) =

o} (W(t)ﬁo — Jt W(t—1)Q(T) d’l’)

0

LeL2

< JJox (W(t) o)

0% (Jt W(t —1)Q(T) dT>
0

|z + .
L2

< 02 (W) + 122Qlcs;

S ollvo + 1102 (W)l sz + 192 (v32W) 1 + 1% (W)l
Usando os argumentos aplicados em (4.24) do Lema 4.5, obtemos

As(F()) < I Wollis + TA2 + (1 4+ T)2A4As + TY2(1 4+ T)?A1As.

Lema 4.8. Sejam L_LO> € X31 X Xz € U e X1. Entao

A(F(W)) < (14 Tlwlixg, + TAZ + TA A + T2 (1+ T)2AgAs + (T2 4+ T2)(1+ T)?A1g
+ T(1 4+ T)*A4Ns.
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Demonstracao. Temos que

ME(R)) S IWOB s + J Wit — 1)Q(1)dr

LiLg

£l

< Wiy J Wit — 1)3. (w)dr

0

0% [Lire +

LiLgy
+

_|_

t
J W(t —1)(uo,u)dr
L1l

Jt W(t—1)(vdiv)dt
0

0

LiLg

= [W(t) ) (x)llre + I+ 11+ IIL.
Pelo Lema 4.3 (iv), obtemos

W)W (Xl < DY Wl + DY)z + TIDY 402wl 2
< (14 T (s + 110l )

= (1+ T)|[Wllxs, - (4.30)
Aplicando a Proposicao 8 ao termo I, obtemos

IS TR (wy) iz, + T (wv)lliz ) + 10 (wv) sz + T (wv)llas + Tlxdx(wv) s
< Thwvlligro + Thwvllers) + 19 (w)llyrz + TRyl + TIxdxwllis o

+ T||xuaxv||L;I.9H1 .

1

Agora, usando o fato de H*(R) ser algebra de Banach, para s > 3,

a Proposicao 2 e o

fato de H® < H' para t < s, chegamos que

I S TUhlfesensWliiens + Tlullserslviliens) + 10x (wv) [l + T||6i(uv)||L%L%
+ Tl nl[OxullLse i + Tlxul[Lsepn [[0x vl
S (T+T) (Il s Viliers) + 10 (wv)lliyz + TIOY (wv)lly e
+ T(lxulliserz + 10x (xw)lfLeer2 ) 10xvllLgens + T(lIxviligers + [10x (xv) ez )10xtl[rse
STAT+T2AT + ||ax(uv)||L}(L?r + T||ai(uv)||L;L?r + T(xullisere + llullisre
+ Ix0xulliserz) [Wllesens + T(Ivlliserz + [Wlliserz + [10xvlliers ) ullisems

STAT 4 T2AT 4 T2 + 110x (wv)lleare + TR (wv)ll 2.
Procedendo como no Lema 4.5 em (4.24), obteremos

IT<TAZ+ T2A2 4+ TA A + (14 T)°T2A A5 + (14 T)2T2A5As. (4.31)
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Analogamente prova-se que
1< TAZ 4+ T2A2 4+ TA A + (14 T)2T2A A3 + (14 T)2T2A A, (4.32)

Usando novamente a Proposicao 8 e o fato de H*(R) ser dlgebra de Banach, para s > %,

teremos

1
IS Te (||Vai"||L§’T + Tllai(vaiv)lng(’T) + V2 vllLiz + TIIOZ (vOIW)IIar2 + Tlxvdivllisn
S THIVOVl 2, + TI2WOV) 2 ) + V02l 1rs + TIOZ(WO2V) 112
+ T(Ibevllieerz + [VllLserz + [x0xVlLserz) Ve ns

1
S T2(IvOvlle | + THOZ (vORv)llz ) + IvOVllLyie + TIOX (VOW) iz + TAT + TAA,.
Agora pela desigualdade de Holder, Fubini e a imersao de Sobolev, teremos
1
WOz . S THMIpie 102Vlpes
1
ST ||V||L%°H3||ai\)||L§9Hl

1
S THMB s

12
5 T2}\17
e também
103 (VORI . S II0Xvasvllie | + 110xvasvllz , + VO vllez

+oo pT
1
5Tz(||aiv||m§o||aiv||mg+||axv||L%oL§o||aiv||L%oLg+U J |vaiv|2dxdt}
0

—0o0
) +o00
S T§U|a>2<v||L°T°H1||a>2<V”L%°H1 + 10Vl [Vl ns) + “

—00

2 4 2
Il 0%l ax

1
S T2 oo + IVllzrsl 103 Vlliere

STEN? + (14 T)Aghs,
dai segue que
IIT < TA + TAA + T2 (14 T)?AgAs + [vO2vlli iz + TN (vO2v)lls 2.
Procedendo como em (4.24) do Lema 4.5 teremos

L < TA2 + TA A + T2 (14 T)%Ashs + (T2 +T2)(1+T)2MAs + T(1+ T)%A4s. (4.33)

[N

[N
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Assim, de (4.30), (4.31), (4.32) e (4.33) teremos

M) S (1 4+ Tlwlxs, + TAZ 4+ TAAG + T2 (1 4+ T)2AAs + (T2 4+ T2)(1+ T)AiAg
LT+ T)2A4Ns.

Lema 4.9. Seja ity € X351 X Xs1 € U € Xy. Entdo
No(F(T)) S (14 D Wollxg, +TAide + T2 (1+ TP Ak,
Demonstracao. Temos que

Ao(F(U)) = IIF(T0) s s (x2ax)
= IXF(W)llserz + XX F(T) |2

=I+1I
Veja que, pelo Lema 4.3 (i), teremos

LS WEI@0)pee + x| Wit—mQe)de

0

LyL2

Jt W(t—1)(xQ(t))dT

0

SIW) (xtwg (3)) stz + TIW(H)325 (X) [ sor2 +

LeL2

Jt W(t—1)92Q(T)dT
0

+T

112
Agora, usando o fato de W(t) ser grupo unitario em L?, o Lema 4.1 (ii), a desigualdade

de Minkowski e a desigualdade de Hélder, obtemos

1S Ity (x)lhz + TIOAT ()2 + TIxQllsrz + THOLQl 112
%
S ||ﬁO||H1(x2dx) + Tlhugllms + T||XQ||L°T°L§ + T||ale|L}(L%

S (14 D Tollxs, + TIxQllierz + TR Q2
Veja que

10xQlleirz S 110x(udw)lliyrz + 110 (vOZV)llLirz + 105 (ww)lliy ez

Procedendo de maneira semelhante a (4.24), obteremos

10 Qllzrz S T2(1+T)*Auhs.
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Veja também que usando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, teremos
IXQllerz S Ixudsullizers + [vdivliiers + X0k (uv)llier2
S Ixullizrelnulliscs + Ixvilzel02vlisce + Ixullz el
+ [Ixvlligerelloxullisers

S ler pza) | T lepms

S A,
Portanto

IS (14 TIWollxy, + TAAg + T2(1+ T)2A A, (4.34)

Agora veja que

t
11 < [[xW/(t)0x Wollrsorz + XJ W(t —1)0,Q(1)dt

0

L2

Usando novamente o Lema 4.3 (i), teremos

IS ’|W(t)(xaxﬁ0)”l_%91_§ + T||W(t)aiﬁ0||L%°L§ + J W(t —1)(x0xQ(7))dT

0

L2

+T ‘ Jt W(t—1)92Q(t)dT

0

112
Usando a desigualdade de Minkowski e o Lema 4.1 (ii) chegamos que

T

I < %000z + TS () s +J

W= 10 QU prs AT+ T [[3Q() [y

i
S Il xzax) + Tl +J %05 Q (V)| r2 dt + T{[33Q)| 1
0 x =T
S (L4 DI ollxg, + T I QMW prz + T[03Q0)| 2 -
Veja que

[x0xQ(t)l[Lserz < IIxOxudxul[Leorz + quaiuHLoTOLg + HxaxvaszL"f’L% + ”X\’aiVHLOTQLi
+ ||X5iu\’||l_g9l_§ + IIx0xudxVllLserz + ||Xua>2<V||L%°L§
S Ixdulliserslloulliers + x93 wlisz + X0 iliprll03 vl 2
+ vl ellOgvllies + Ivliiere 103wl + X0 ulliserel [0Vl 2
+ IxullisrelloRvilisrs
Sl eza 1T [l ms

< M.
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Veja também que pela conta feita para I em (4.21) do Lema 4.5, temos
1R2Q()llzrz S TH(1 + TI’AiAs,
Portanto
TS (14 T Wollxs, + TAAs + TE(1 4+ T)*As. (4.35)
Segue de (4.34) e (4.35) que

A (F(W)) < (14 TDIollxs, + TAAs 4+ T2 (1 + T)2AAs.

4.4 Demontracao do Teorema principal

Sejam W = w,z) e 1T0> ertencentes a Xt(a), pelos Lemas vistos temos:
) p

MF(W)) < eno(14+T) +¢[THTE(14+T)2 + (14 T2+ T(1 4+ T)>?
F (T2 4 T2)(1+ T2 (W),
com T(W) = max Aj(W) = [[Wllx, e no = [Wlxs,-

1<5<5
Dai, com ¢ > 1, temos:

NF(W)) < eno(1+T) +c(1 + T)T2(W).

Escolhemos & > 0 tal que 16¢%6 = 1 e como tomaremos 1y < & entao 16¢*ny < 1. Agora

1
escolhemos a e T > 0 tal que a = 2¢(1 4+ T)ng e 4c2(1 + T)%np < 3

Note que

1
2ac =4c*(1 4+ Ty < 4c?(1+T)°np < 5

Escolhidos 6 > 0, a e T > 0, resulta das escolhas que:

MF(W)) < S 4+ c(1+T)la?
4c?(1+T)%a?
4c(1+T)
4c3(1 +T)%a?

2a
o

4¢c2(1+T)°a®n
2a

_ 3a

==

_|_

_|_

+

Nje e e vle

/AN
+

RS

Logo W € X7(a) = F(W) € Xt(a).
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Afirmacao 1. F: Xy(a) — Xt(a) € uma contracgao.

Sejam W = (w,z) € Xr(a) ¢ P = (p, q) € X1(a).
Veja que

IF(W) — F(P)lIx,

J (t—1)l Q(W)](’t)d’c
Xt
J T)(pdyp — WO W) (T)dT|| + JtW( T)(qd2q — z92z)(1)dT
X7 0 Xt
T jW(t— 0)(0:(pq) — B, (w2)) (1) d
0 X1
- jW(t—T)((p W)3ep + Wi (p — w))(T)d
XT
J (t—1)((q —2)92q + z0%(q — z))(T)dT
Xt
j (4 —2)) — 0x((p — w)2)) (1) dr
X
< JW(t—T)((p wp)dt| + jW(t—r)(wax(p—w))(T)dT
0 Xt 0 Xt
T JW(t—T)((q—z)aQq)() + JW(t—T)(zai(q—zmT)dT
0 X1 0 X1
+ JW(t—T)(ax(p(q—zm(w)dT + JW(t—T)(ax((p—w)z))mm
0 Xt 0 Xt

Os ultimos termos da desigualdade acima ja sao conhecidos, basta trocar, por exemplo u

por (p —w), v por (q —z). Assim com argumentos semalhantes aos usados nos Lemas

4.5 até o Lema 4.9 temos:
([ wie- o) - Q@)
0

<c[T+TYV214 TP+ (1+T)P2+T(1+T)?

F (T2 4 T2)(1+ T2 ((NW) + T(P))T(W — ),

logo
F(F(W) —F(P)) < 2ca(l+T)'T(W - F),
dai

M(F(W) —F(P)) < 4cno(1+T)°T(

=
|

|

/AN
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Segue a Afirmacao 1. Com isso, do Teorema 3.14 existe um tnico U € Xt(a) tal que

FU)=1.
Afirmacao 2. Para Ty € (0,T), existe uma vizinhanga Vg de w € Xs1 tal que a
aplicagio wy, —> ity de Vi em Xt (classe definida de ((4.2)-(4.5)) € Lipschitz.
Considere T € (0,T) e p € Xr(a), com p(0) = %. Assim :
Fay () = Fi (%) = W) (6 — o) — J W(t—1)Q(¥) — Q(U)(r)dr.

0

Como U e ? sao pontos fixos temos:

M@ — ) = M (Fo (W) — F (7))
< c(1+ To) ey — Pollxs

+e(1+ T (X) + (PN (L —P))
c(1+ Tl — Pillxs , + 2ac(1+To)*T™ (X — )
< L+ T)IE — Fllx,, + 5™ (T~ F).
Dai

Mo = 7)< o1+ o)t — Pollx, = KIRL — Pollxy,»
com co(1+ Tp) = K> 0. Assim a aplicacao L_LS — LT{, de Vi em Xy é Lipschitz onde Vi
¢ uma vizinhancga de L_LS dependente de Tj.
Afirmacao 3. U € C([0, T]; H3(R) x H3(R)), com F(U) = U = (u,v).

Basta que estabelegamos em t = 0, pois a equagao (4.1) é autonoma. Veja que

Jt W(t—1)Q(u,v)(t)dt

0

1T — Wl < W)W —Wollys +

H3

S IW(H) W) — Wllns + J W(t—1)Q(u,v)(t)dt

0

LPH3

Pelo Lema 4.5 temos que:
1T — Wl < W — Wolls + TAZ + TY2(1+ T)2AAs + (T2 + 2T + DA,
Pelo Lema 4.7 temos:
As(F(U) S I0aW W () Itz + TAT + TY2(1 4+ T)*AMiAs + T2AAs + 2TAAs + Aads
< clREW ()T (X)llgrz + ca®(T? + 2T) + 2¢al[d} Wllprz

< c||aiW( ) 0( )||Lo<>L2 +ca®(T*+2T) + _||a4ﬁ||L°°L2
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logo
As(F(U) S N0eW)W5 (%)l 2 + a(T? +2T).

Temos que H®(R) é denso em H3(R), logo dado € > 0 existe ¢ € H®(R) tal que
s — dlls < e.

Logo

RIW )Wl erz = IRIW(H)W — BAW ()P + AW (L) Pl g2
< IRIW(L) (W — d)llerz + IRIW(E) Pl

Pelo Lema 4.1 (i) temos:

[RIW ()Wl o2 S 1103 (W5 — Il + TV2OW () dlliers
SR — llns + TY2OEW () bl

S e+ TV2RIW(H)dlliers,
logo
(W) S (T2 +2T) + e + TV I0W () Plli s (4.36)
Assim temos:

1T — Wollis < W) — Wlhas + Ta? + TY2(1 + T)%a?

+(T*+2T)a’ + a (e + T2 RW(D) dllpre + a*(T* +2T)) .

Fazendo t — 0 e € — 0, obtemos que It — L_L0>||H3 — 0 quando t — 0, portanto

U e C([0, TI; H3(R) x H3(R)).
Afirmagao 4. U € C([0, T]; H! (x2dx) x H(x2dx)).

Temos que:

Jt W(t—1)Q(u,v)(t)dt

0

— —
[ — Ul (x2ax) < WU — ufllp (x2ax) +

H1(x2dx)

< I (W) — wolliz + [xd, (W) T — 1))llc2

+ Jt W(t—1)Q(u,v)(t)dt

0

H1(x2dx)
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Pelo Lema 4.3 (i) e pelo Lema 4.9 temos que:

— — = — —
Hﬁ — u0||Hl(x2dx) SIIW(t)xug — Xuo)HLg + [[W(t)x0xuy — Xaxuo)”L,%

+ TIW )2l TIW ()03 W0 lle + TAAg + T2(1 + T)2A A,
Logo quando t — 0 = Hﬁ — L—L>0HH1(X2dX) — 0, segue que
U € C ([0, Tl H (x?dx) x H'(x?dx)) .
Das afirmacos 3 e 4, temos que U e C([0, T); X51 x X31)-
Afirmacgao 5. U € dnica em Xt.

Suponha que W seja outra solucao de (4.1) definida no intervalo [0, Ty], onde Ty < T
com I (W) < co. Suponha que W € X1, (a;) para algum a; > a = 2¢(1 + T)np, com

W e C([0,T]; X34 x X31). Pelos Lemas (4.5) e (4.7), para i = 1,5 teremos

A(W) S IWollsg + TAZ 4+ T2 (1 + T)?A A5 + (T + 1)A40

S IWollsg + Ta? + T2(1 +T)%a? + (T2 + 2T)a? + aihs.
Por (4.36), temos que As(W) — 0 quando t —» 0, logo existe T, < Ty, tal que
M(W) < a,

para t € [0, T5].

Pelo Lema 4.6 chegamos que
Ns(W) S [Wolls 1 + TA + T2AT 4 T2(1+T)*AiAs + (T + 1)°Asks.

Da mesma forma como acima, obtemos T3 < T, tal que 7\3(W) < a para t € [0, T3]

Recorrendo também aos Lemas 4.8 e 4.9, obtemos

Aa(W) < (14 TWollxs, + TAAg + T2 (1 + T)2A A,

MF(W)) S (14 TIlx, + TAZ 4+ TAA + T2 (14 1)2A5As + (T2 +T2)(1+ T)2A A

+ T(1 4 T)?A4Ns.
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Assim obtemos T, < Tz suficientemente pequeno tal que 7\2(7\3) <a,parate [0, Ty] e
Ty < T, suficientemente pequeno tal que 7\4(1/_v>) < a, para t € [0, T5]. Portanto FT(W) <a
para T € [0, Ts] e pela afirmacao 1 segue que W = U em R x [0, T5).

Agora consideramos um novo problema de Cauchy para o PVI (4.1) na bola Xt (a;),
com dado inicial ?(T5), e repetimos todas as estimativas feitas nos lemas anteriores para
chegar a uma contracao. Em seguida argumentamos como acima para obter a unicidade
em [0.Tyo] com Ty > Ts.

Reaplicando o processo um numero finito de vezes, estendemos a unicidade ao intervalo
[0, T].

Veja que no processo acima descrito a sequéncia Ty = T5(||L_L0>||X3’1), T = T10(||3T5||X3,1) cee
Ts = T5k(HﬁT5(k,1)Hx3,1) com k € N ndo acumula em T* < T, pois se ocorresse nao teri-
amos T5k(||?T5(k_1)||X3,1) — 0o quando |I7T5(k_1]||x3¢1 — 0, o que é absurdo visto que
os valores de T que realizam uma contracao dependem inversamente da norma do dado
inicial.

Com as afirmagoes 1, 2, 3, 4 e 5 o Teorema 4.1 esta provado para s = 3.

Para s > 4 inteiro, procedemos de maneira andloga ao feito acima, bastando redefinir

M) =l lesors,
As(U) =105 W [ sor 2,

e observar que usando o Lema 4.1 (ii), a desigualdade de Holder e Minkowski teremos

<y
j=1

< T(”ai_lvaiVHLmHl + ||ai_2vaiv||L°°H1 + -+ ||aivai_1V||L°°H1)
T T T

t
N J W(t—T)(vdiv)dr
0

L2

t
Ox J W(t —1)(95 vl v)dr
0

1912

~

¢ t
o[ wie—vrowomad o+ o [ wie- ez var
0 LeoL2 0 Loz
s—2 .
ST Z 105 VllLsor 0L Wil Leorn + TI0ZvO3 VI 2 + ‘ aXJ W(t —1)(8,v051v)dt
=t 0 LFL2

+ VO Va2
1
S TV + 10V Iliprzl03vilisrz) + T210xv05 Wilee | + VI prsl103 Vilie 2
1
S TIVIE s + T2I0Wlleers 103 Wiliers + VIt IO Vil 2

<TAZ 4+ T2 (14 T)%A3A5 + (1 + T)2A4Ns,
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e que usando novamente a desigualdade de Holder, desigualdade de Minkowski e os Lemas
4.2, 4.1 (i) chegamos que

rt

5T | W(t—1)(vd2v)dr

70 LpL2
s—1 t ‘
S aXJ W(t—7)(dy vl Pvydr)  + aiJ W(t—1)(va3Hv)de
j=0 0 12 0 o012
) x =T L2
s—1 t
S axj Wit —1) @ vo™v)dr||  + (v s
i—0 0 Lo 2 x-T
j o12
s—1 T
N J 1057Vl vl 2 dt + (14 T)*AgAs
j=0 0

s—2
S TIBSvORVllz + T ) 1105 7al iz + T2[13,vd5  vllie + (14 T)*AuAs

j=1
S TRz 103 Wllets TA + (14 T)*Aahs

STAZ + T2 (1 + T)%A3A5 + (14 T)2A40,
e repetir as estimativas feitas nos Lemas 4.5 até 4.9.
O

Corolario 4.2. Suponha valida as hipdteses do teorema 4.1. Entao existe uma vizinhanca
V, de & € HS(R) N H(x2dx)), com s > 3 inteiro, tal que a aplicacao dado inicial fluzo

de Vo em X1 € suave.

Demonstracao. Defina G : V x X1 — X, pondo
6(F. @)1 = Wit~ (WG - [ Wit—1Qw.a)ima).
onde W = (w, z).

Observe que
MM(G(6, W) <TT(W) + I (F(W)) < oo.

Dai G esta bem definida e pelo Teorema 4.1 temos G(1T0>, ?)) =0.
Veja que

t

DG (3, 7) W(t) = W(t) + J W(t — 1)D Q(W) W (t)dr.
0



Capitulo 4. Boa colocacao com dado inicial pequeno 42

Temos que:

D3 Q(u,v)(w,z) = 1% Q(u+tw,v+ttz) — Q(u,v).

Com uma conta simples tem-se:

D+ Q(uw,v)(w, z) = (6(ud,w +wd,u) — 3(vd2z + z02v), 30, (uz + vw)).

Analogamente podemos derivar G com relacao a U= (u,v), k vezes, portanto temos que

G ¢é suave.
Afirmacao 6. D@G(LTS, U) : X5 — X1 € inversivel.

Observe que

A((1-DwG)W) <A (j W(t—T)DwQ(w,Z)(T)dT)
w

S A ( t (t— T)uaxw(’c)d’t) +A¢ (Jt W(t— T)waxu(’c)d’c)
0 0

+ At (Jt W(t — 1)vd3z(T) d't) + A <Jt W(t— T)zaiv(’r)d’r)

0

+ A (Jt W(t —1)0,(uz) (T)dT) + A¢ <Jt W(t —1)0,(vw)(T) dT) ,

0 0

com 1 < j < 5. Procedendo como nos lemas anteriores, temos:

MI-DgG)W] <cl+TITT (W) (W)

com W € X7(a). Podemos tomar a < 1, daf

MI-DgG)W] < 1.
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Do resultados de andlise funcional para operadores lineares limitados visto na proposi¢ao

6 , temos que
(I-(I-DxG)) =D+G € B(Xy, X7)

é invertivel. Agora aplicando o Teorema da Fungao Implicita (3.13), existe uma vizinhanga
Vo C Vde 1 € HS(R) NH! (x2dx) x HS(R) NH! (x2dx) com s < 3 inteiro e uma aplicacao
WG,

g: Vo — Xt tal que G ( g(VVO)) = 0 para todo Wy € V. Logo

t

gl = W(EIW; — | Wit = DQlglm)edr = W (o)
0

Dai g é solucao de (4.1) com dado inicial Wy e Vg e pelo Teorema da Fungao Implicita g

é suave. O]



Capitulo 5

Ma colocacao

Aqui provaremos a ma colocagao para o super-KdV (4.1) no espago de Sobolev X® =
H*(R) x H*(R) para s € R, se exigirmos que a aplicagao dado inicial-fluxo seja de classe
C? no sentido de Fréchet. Para tanto usaremos ideias contidas em [2] e [29].

Vamos provar os seguintes resultados:

Teorema 5.1. Sejam s € R e T um numero real positivo. Entao nao existe um espacgo

Xt tal que

Iullcomns < Ik,  Vue Xy (5.1)
e tal que

W)Wk, < Ilhs, Vi, € X8 (5.2)
e

t
J Wit—1)Quw)()dt| < Il v,  vav e Xr. (5.3)
0 Xt

Teorema 5.2. Seja s € R. Entao nao existe T > 0 tal que (4.1) admita uma unica
solugdo definida no intervalo [0,T] e tal que a aplicacio dado inicial-fluzo & — U (t) de

Xs em X seja de classe C? na origem.

5.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Suponha que existe um espago Xt satisfazendo (5.1), (5.2) e (5.3). Defina ¢ e Y pondo

b(8) = o V2, (8) (5.4)
P(E) = aAN"xy, (8), (5.5)

44
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onde N>1,0< a1, I; =[a/2,a]l e I =[N, N+ «f.
Veja que ¢, € H3(R) e que

Ibllve ~ lbllee + Dl
- (J \&a(a)r?da)Q i (J \ar%(a)r?day
R R
N (oc_l r 1d£)2 + (orl r |&|Sda>2
/2 /2

1 % Es+1 x
p— _1—
(2) L

N

/2
1 +{ oS o’ r
V2 s+1 25(s+1)

Da mesma forma obtemos [|[P||1s ~ 1, portanto

bllHs ~ IRblfs ~ 1.

Para verificar (5.3) precisamos realizar as estimativas semelhantes as obtidas nos Le-

mas anteriores nos termos de (4.1). Em particular, teremos que:

t
J W(t—tudvdr]| < Il Vi

0

Xt
Assim, tomando u(t) = W(t)$ e v(t) = W(t)p, com ¢, como em (5.4) e (5.5), supondo
que (5.1), (5.2) e (5.3) ocorrem, teremos que:

| wit=nwmerEwpler

0

S W) dlix, W () blIx,

Xt

S s s

Agora veja que

t VAN
(L W(t— T)(W(T)waiwmmm) (&)
rt
_ i(t—m)&3 [ Lite3 ite? sz 27, d
J, e (700) « (e (18 "0(e)) ar
rt - a3 —~
= | et 0 J et TETED (8 — £)etTE (182D (&, ) dE, dT
JO R
rt Y ~
_ J ei(t—T)£3(ial)QeiT(E3—3£2a1+3£Z%—£i”)eiTa‘I’d)(a_ £ W(E)dE, dT.
JO JR
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Portanto, usando Fubini, teremos

t /\
(j Wit — T)(W(tw)(aiW(t)u))dT) (€)

0

r rt N
- J e (i, e HEEE L) (g — £, )h(E))dE dt
JR JO
_ r eitg3(ial)2$ E Evl ( 73117&5,1 E—&1) dT) d&
JR
_ [ it&s E 2/\ E a 731t££1 E&1) ' da
=Jp ¢ eelE—4 —3ig&(E—&)| )
eit£3 , (e —3itEEL(E—E7) -1
PSNE L X < 3EE1(E— &) ) 4&a, (5:6)
com
I
A &el
E—-& el
Entio N <£1<N+oce%<£—£1<oc7
:2 + E.l X E» OC+ 61
:»N+ <E<SN 20 (5.7)
X

=N? + N§ < & < N2 4+ 3aN + 22
:NQ% n N"‘Z < EE (E— &) < N2+ 30N + 206,
Como

x

N2Z < NZ%‘ NS

4
NZx 4+ 30N + 2a® < N2x + 3aN? + 2N%«,
pois 0 < o < 1, segue que
€1 (& — &) ~ N2,

De (5.7) temos |&] ~ N, tome o = N727¢. Assim [31&&,(& — &) ~ N7¢, daf pondo
P(&, &) = 3&&,(& — &) obtemos:

P& &I~ N7 < 1.
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Temos:
eltP(EE) 1 cos(tP(&, &) — 1 N isen(tP(&, &)
P(E, &) P(&, &1) P(&, &1)
Como lim M =te lim Heos(tx) — 1) = 0 e observando que |[P(§,&;)] < 1
x—0 tx x—0 tx

obtemos que:
pitP(E.81) _ ]

P(E, &)

onde ¢ € C é uma constante complexa.

=tc+o(N"€), (5.8)

Agora, usando (5.6) e (5.8), teremos

L Wit — 1) (W) (@2W(t)p)dt

Hs

t A
(14 [e2)2 (J Wit —r)(wmd»)(aiwmw)dr) (&)

0
~ (J (1+1[E[)® dﬁ)
R

pite? , e Bit&&i(E—&1) _
d
oN's JA &1 ( SEE(E— &) ) &
2

(J (1+1&%)° [t£1+alo(N‘€)]2da)2
A

= —
N

>
™~ oNs

N2
> U N2St2cx2dé]
aNs | ] 4

2

1
2

>
~ oNs

> NZaN1/2

(NSax)N/2¢

— N1/27€

Dai obtemos

L Wt — 1) (W) (02 W(t)h)d

Z N2 1 2 (Il s s (5.9)
Hs

Uma contradigdo. Portanto nao existe Xt tal que se verifique (5.1), (5.2) e (5.3).

5.2 Demonstracao do Teorema 5.2

Suponha que (4.1) admita uma tnica solucado e a aplicacdo dado inicial-fluxo
St . Xs — Xs
(b, h) — (u(t),v(t))
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seja de classe C? na origem, para s € R.

Considere o seguinte problema de Cauchy

O+ 03U+ 6ud,u — 3vd2v =0
0tv+ 33v+ 30, (uwv) =0 (5.10)
u(x, 0) = u(x),v(x,0) = mp(x)

onde peRe @ = (dp, ) € X, para s € R.

Assim existe (u(p, x,t), v(i, x,t)) solucdo de (5.10) e a aplicagao

Stw t (b, ) — (w(p, %), vk, %)) = W (1, t,x)

de X em X é C2-Frechet deferenciavel na origem.

Com a formulagao integral de (5.10) obtemos:

t

u(w, t,x) = uW(t)db(x) — 3 Jo W(t — 1)[2ud,u — vo2v] (i, T,x)dT

Wk, tx) = PW(E(x) — 3L Wit — 105 (w)] (1, T, x)dr.

Com isso temos:

t
ou =W(t)p(x) — 3J W(t — 1) 2uuy, + 2Uully — ViV — Wi ldT
0

0%u t
= 6_},@ = —3J W(t — 1) 2u,uy, + dupupy + 2Uly — 2V 00V — 2V Vi AT
0

Também temos:

ov t
a =W(Hthp(x)—3 L W(t — 1)U, v+ uvy + uyvy +uvyldr
a2v t
= a—pQ = -3 JO W(t — T) [U-xuu\’ + 2‘LLX“VH + UxVyup + U Vx + 2uuvxu + uvxuu] dt.

Como 1(0,t,0) =0-¢(x) =0 e v(0,x,0) =0-P(x) = 0 segue da unicidade de solucao
que u(0,x,t) =v(0,x,t) = 0. Logo

ou

a_(oa X, t) - W(t)(b(X),

i

(0,5, 1) = WitSb(),
i

dai obtemos que
Tu((L X, t) =—6 L W(t —1)2(W(T)$)dx(W(T)d) — (W(T)p)dZ (W(T)h)]dt

a—:(o, X t) = —6 L Wit — 1), (W(t)d) (WD)l dr.
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Portanto

% (0,t,x) =2 J W(t —1)[QW(t)d, W(t)p)ldr.

Assim assumindo que a aplicacao dado-fluxo é de classe C? de X em X, teremos:

j Wit — DQW(D), W(thh)]d

0

S Nl s

HS

O que contraria o Teorema 5.1. Por contradigao o Teorema 5.2 esta provado.
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