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Resumo

Neste trabalho serd apresentado no primeiro capitulo Nocoes Preliminares de Anéis,
Grupo, Mo6dulos, Polinomio Quase-homogéneo e Determinante de Gram e no segundo
capitulo uma introducao a Teoria de Singularidade. No terceiro capitulo mostraremos
cinco tipos de equivaléncias, uma delas é a R-equivaléncia, onde existe um germe h de
difeomorfismo de classe C* tal que f = goh, onde f,g € ngp. No quarto e altimo capitulo
faremos um estudo sobre a C’-suficiéncia em J{n,p) onde ¢ < r, ou seja, mostraremos que
existe um germe h de difeomorfismo de classe C?, i € N (homomorfismo se i = 0) tal que

vale a igualdade ((z +6) o h)(z) = z(x) quando j"(f) = 0.



Abstract

In this work will be presented in the first chapter Preliminary Notions Rings, Group,
Modules, Polynomial Quasi-homogeneous and Gram determinant and the second chapter
an introduction to Singularity Theory. In the third chapter shows five types of equivalence,
one of them is R-equivalence, where there is a germ h of diffeomorphism of class C'*° such
that f = goh, where f,g € ngp. In the fourth and final chapter we will make a study on
the C sufficiency in J(””n’p) where ¢ < r, ie, could there be a germ h of diffeomorphism of

class C, i € N (homomorphism if 7 = 0) such that worth the equal ((z+6)oh)(z) = z(z)
when j7(0) = 0.



Introducao

Seja X um espaco topoldgico e x € X um ponto. O conjunto P(X) é formado por todos
os subconjuntos de X e defina uma relacao de equivaléncia A > B ANnU=BnU
para alguma vizinhanca U de z € X. A classe de equivaléncia da relacao ~ ¢ chamado
de germe do subconjunto X no ponto z.

Seja Y um conjunto e considere agora o conjunto formado pelos pares M = {(U, f)},
onde U é uma vizinhanca de z em X e f é uma funcao f : U — Y. Introduziremos
a relacao de equivaléncia em M : (Ul,fl) ~ (Us, f2) se, e somente se, f |p,= f |v, para
alguma vizinhanca Uy de x com Uy C U, ﬂ Us. A classe de equivaléncia da relacao ? é
chamada de germe de equivaléncia de (U, f). A mais apurada notagao é f, ou (f,z) e
estas serao usadas quando necessario.

Quando X = R™ Y = RP iremos considerar apenas as aplicagoes suaves C'*, f :
U — Y, onde U é uma vizinhanca no ponto x € X. O conjunto formado por todos esses
germes serd denotado por ,&,,. Quando z = 0, escrevemos &, , para tal conjunto. Além
disso, quando p = 1, isto ¢, quando estivermos trabalhando com funcdes, noés usaremos
a notacao &,. Veremos também que &, é um anel local cujo o tnico ideal maximal é

n=A{f€& [ f(0)=0}

A k-ésima poténcia do ideal M,, é gerada por todos os monoémios de grau k, isto é,
ME = {zll = g g0 | Ja| = ay 4 - -+ a, = k}. Além disso ME = {f € &, | 22L(0) =
0,V0 < |a| < k}.

Um ideal I C &, tem condimensao finita, isto é, dz’m%" < 400 se, e somente se,

0

I D MF para algum inteiro k. Denotaremos por J(’”mp) 0 espaco vetorial M‘;gip o qual

é identificado como o K-espaco vetorial das aplicacoes polinomial de p : K*,0 — KP,0
cujas componentes tém grau no maximo k—1. Seja j* : SO — J"C ) & projecao canonica,

isto &, dado f € &) ,j*(f) € o polinomio de Taylor de f de grau k na origem (j*(f) é



chamado de o k-jato de f na origem).

Seja G um grupo e C' um conjunto qualquer. Uma acao do grupo G no conjunto C
¢ a aplicagdo ¢ : G x C — C com ¢(g,c) = g - c tal que: p(e,c) =e-c=c,Vee C e
©(g1,0(g2,¢)) = ©(g1 - g2, ¢), Y91, g2 € G. Chamaremos de Orbita de um elemento ¢ € C
como sendo o conjunto GG, de todos os elementos de C' que estao relacionados com c. Isto
¢, G.={aecC|3JgeGcomp(g,c)=a}t={acC|an~c}

Denotamos por R,, o conjunto de todos os germes de aplicacoes h : K", 0 — K", 0 tal
que h é um difeomorfismo quando K = R e A é um isomorfismo analitico quando K = C.
A R-equivaléncia ou Equivaléncia a direita estd relacionada a acdo do grupo R = R,
dada por: 7 : R, x &), — &), onde r(h, f) — foh™". Dois germes f,g € £, estao
relacionados se, e somente se, 3h € R, tal que foh™ ! = g. A R-Orbita de f é denotada
por Rf :={g€&, g9~ [}

A R-equivaléncia ou Equivaléncia a direita esta relacionada a acdo do grupo R = R,
dada por: r = R, x &), — &, onde r(h, f) = foh™". Dois germes f,g € &, estao
relacionados se, e somente se, 3h € R, tal que foh™! = g. A R-o6rbita de f & denotada
por Rf :={g€&, g~

O grupo K é formado pelos H : R"xRP, 0 — R" xRP, 0 tais que myo H = h € R e my0
H(z,0) =0,Vz. Onde 7 : R" xRP,0 — R", 0 leva (z,y) =z em : R" xRP,0 — RP 0
leva (z,y) = y. Portanto, K = {H : R" X RP,. 0 — R" x R?,0 | H(x,y) = (h(x), p(z,v))
com ¢(x,0) = 0,Vz}. Dois germes f,g € &, sao K-equivaléntes se, e somente se, existe
H € K tal que H(z, f(z)) = (M), o(x, f(z)) = (h(z), g(h(x)) = ¢(z, f(2)) = g(h(z)).

Dois germes f, g : R",0 — R?, 0 de classe C*, sdo ditos C'-equivalentes se existe um
germe de difeomorfismo (homeomorfismo se ¢ = 0) h : R",0 — R™ 0 de classe C" tal

que f =goh. Umr-jato z € J; ¢ C'-suficiente em C*(k > r) se quaisquer f e g com

D
f,g€Ckej"(f) =j"(9) = z sao C'-equivalentes.

O objetivo principal desse trabalho é dar condicoes necesséarias para que z seja C'-
suficiéncia em Sl Se mostrarmos que z ¢ C'-suficiente em C"(i < r), entdo para todo

germe 0 : R" 0 — RP 0 de classe C" com j"(6) = 0, existe um germe difeomorfismo de

classe C*(i < 0) h: R", 0 — R™, 0 tal que ((z + 0) o h)(z) = z(x).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Anéis

Defini¢ao 1.1.1 Um anel comutativo com unidade (A,+,-) é um conjunto A com pelo
menos dois elementos, munido de uma opera¢iao denotada por + (chamada adicdo) e
de uma operag¢ao denotada por - (chamada multiplicagio) que satisfazem as sequintes

condicoes:
1. A adicao é associativa, isto é, para quaisquer z,vy,z € A,
(x+y)+z=z+(y+2).
2. Existe um elemento neutro com respeito a adigao, isto é,

d0e Atal que,Vr € A, 0+zx=zex+0=rcx.

3. Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adicao, isto é,
Vee A, dze Atalquer+2=0e z+2=0.
4. A adicao é comutativa, isto é, Va,y € A,
T+Yy=y+x.
5. A multiplicacao é associativa, isto é, Vr,y,z € A,

(z-y)-z=2-(y-2)



6. Existe um elemento neutro com respeito a multiplicagao, isto é,

dle Atal que,Vx e A, l-a =xex-1=ux.

7. A multiplicacao é comutativa, isto é, Vx,y € A,
Toy=1y-x.
8. A adicao é distributiva, relativamente a multiplicacao, isto é, Vx,y,z € A,
r-(y+z2)=z-y+x-z

Se todas as condigoes sdo satisfeitas, com exce¢ao de (7), entdo (A, +,-) é chamado

de anel nao-comutativo.

Definigao 1.1.2 Um anel (D, +,-) é chamado dominio ou dominio de integridade se ele

satisfaz a sequinte condicdao:

e O produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D é um elemento nao nulo, isto

é, Vx,y € D\{0}, temos x -y # 0.

Definicao 1.1.3 Um anel (K,+,-) é um corpo se ele satisfaz a sequinte condi¢ao.

e Todo elemento difetente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicagao,
15t0 €,

Ve e K\ {0},3z € K tal que x -z = 1.
Exemplo 1.1.1
1. (Z,+,-) ¢ um dominio.
2. (Q,+,-) e (R,+,-) sado corpos.

3. Seja Z[i| = {a+bi | a,b € Z}. Entao (Z[i],+, ) € um dominio chamado de anel dos

inteiros de Gauss.



4. Dado dois anéis (A1, +,-) e (As, +, ), podemos construir um novo anel da seguinte
maneira: no conjunto A; x As := {(a1,as);a1 € Ay, as € Ay}, definimos as opera-
coes:

(a1, a2) + (dy,dy) == (a1 + ay, ag + dj)
(a1, az) - (@}, ay) == (a1 - ay, az - ay)

Defini¢ao 1.1.4 Seja (A, +,:) um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que

I € um ideal de A se
e rvt+yeclVeyel

e ar € [,Vx € [,Va € A.

Um ideal m # A do anel A chama-se maximal se, para qualquer ideal I de A, a

propriedade m C I implica I =m ou I = A.
Exemplo 1.1.2

1. Seja n > 0 um inteiro. Entdo o subconjunto nZ := {zn | z € Z} é um ideal do anel

dos inteiros.

2. Seja (A, +,-) um anel e sejam aq, ag, -+, ay elementos de A. Entao o subconjunto
Aay + Aas + -+ -+ Aay = {aroq + asan + - - - + ayoy | aq, ag, -+ ,a; € A} € um ideal

de (A, +, ), que sera denotado por (aj,ag, - ,a).

Seja > um conjunto parcialmente ordenado pela relacao de inclusao c¢. Uma cadeia

em Y ¢ um subconjunto C' de ) tal que, dado a,b € C, tem-se que a < b ou a > b.

Teorema 1.1.1 (Lema de Zorn) Seja Y um conjunto parcialmente ordenado tal que

toda cadeia em " possui uma cota superior. Entao Y contém um elemento mazimal.
Demonstragao: Ver [13].

Definicao 1.1.5 O radical de Jacobson de um anel A é definido como sendo a intersecao

de todos os ideais maximais de A, isto €,

JacA = ﬂ m, onde m é um ideal mazximal.
mCA



1.2 Grupos

Defini¢ao 1.2.1 Um conjunto (G,-) com uma operagao
GxG—C(
(a,b) =a-b
€ um grupo se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
i) A operacao € associativa, isto é,

a-(b-c)=(a-b) c,Va,bceqG.

ii) Eziste um elemento neutro, isto €,

de € G tal que e - a = a,Va € G.

iii) Todo elemento possui um elemento inverso, isto €,

Vae G,3be G tal quea-b=>b-a=e.

O grupo (G,-) € abeliano ou comutativo, se:
iv) A operacdo é comutativa, isto é,

a-b=>b-a,Ya,b eq.

Da definicao de grupos, obtemos que:
1. O elemento neutro é nico. De fato, se e, e’ € G sao elementos neutros de G, entao

e = e- e = e pois sao elemento neutro.

2. O elemento inverso é tnico. De fato, sejam a € G e b, b’ € G dois elementos inversos

de a, temos:

b=00-e=b-(abl)=(ba)-b' =e€-b =V

3. (ab)™t=b"1.qa7!

Observe que: (ab) - (b~!-a~1) = e, pela unicidade do inverso de um elemento em G,

obtém-se que: b~ -a™! = (ab)™'.

10



Observacao 1.2.1 Muitas vezes deizamos de indicar a operacao do grupo, escrevendo G

para denotar um grupo (G, ).
Exemplo 1.2.1

1. (Z,+) & um grupo abeliano infinito.

2. (Z/nZ,®) é um grupo abeliano finito com n elementos.

1.2.1 Subgrupos

Definigao 1.2.2 Seja (G, ) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G € um subgrupo
de G (denotamos H < G) quando, com a operacio de G, o conjunto H é grupo, isto é,

quando as segquintes condigoes sao satisfeitas:
i) hy-hy € HYhy, hy € H.
ii) hy - (hg-h3) = (hy-he)-hs € HYhy, he,hs € H.
iii) Jey € H tal que ey -h =h-eg = h,Yh € H.

iv) Para cada h € H,3k € H tal que hk = kh = eg.

Observacao 1.2.2 1. A condigdo ii) € sempre satisfeita, pois a igualdade g1-(g2-g3) =

(91 92) - g3 € vdlida para todos os elementos de G.

2. O elemento neutro ey € H € necessariamente o mesmo elemento neutro e de G. De

fato, tomando a € H C G, temos ey - a = a e multiplicando as dois lados pro a™!

direita, obtemos ey = e.

3. Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente o mesmo ao inverso de h em
G. De fato, se k € o inverso de h em H, entao hk = kh = ey, logo hk = kh = e,

pois ey = e, e portanto k € o inverso de h em G.

Proposicao 1.2.1 Seja H um subconjunto nao-vazio do grupo G. Entao H € um subgrupo

de G se, somente se, as duas condi¢oes sequintes sao satisfeitas:

1. hy-hg € H,\V/hl,hz € H.

11



2. h ‘e HVhe H

Demonstragdo: Suponhamos que H seja subgrupo de G. A condigao 1) é entao
claramente satisfeita. Agora, seja h € H; sendo H um grupo, h possui um inverso em
H; mas, pela observacao anterior, tal inverso ¢ necessariamente igual ao inverso de h em
G, isto é, ¢ necessariamente igual a h™!; logo h™! € H, e a condigio 2) é satisfeita.
Reciprocamente, suponhamos que as duas condi¢oes 1) e 2) sejam satisfeitas. Entao a
condigao i) da defini¢do anterior é claramente satisfeita. Como observamos, a condigao
ii) sempre é satisfeita. Para ver que a iii) é satisfeita, basta que e € H; isto de fato
acontece pois, tomando h € H, temos h™' € H pela condigao 2) e logoe =h™'-h € H
pela condigdo 1). Finalmente, que a condicao iv) é satisfeita decorre da condigao 2) ser

satisfeita.

1.3 Mobdulos

Definicao 1.3.1 Seja A um anel. Um conjunto M é um modulo sobre A, ou um A-mddulo

se existem operacoes
+ MxM-—Me-:AxXxM—M

tais que (M,+) € um grupo abeliano e Ya,b € A,Ym,n € M sao satisfeitas as condigoes

abaizo:
1. (a+b)-m=a-m+0b-m;
2.a-(m+n)=a-m+a-n;
3. (a-b)-m=a-(b-m);
4. 1-m=m.

Exemplo 1.3.1

1. Seja A um anel. Entao M = A™ é um mo6dulo sobre A.

12



2. Seja A um anel e I C A um ideal. Os conjuntos I e A/I sio A-modulos.

3. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. O anel B pode ser considerado um
A-modulo com a multiplicacdo a - b = ¢(a) - ¢(b). Nesta situagdo B é denominado

uma A-algebra.

Definicao 1.3.2 Sejam M, N dois A-mddulos.

1. Uma aplicagao ¢ : M — N é um homomorfismo de A-mddulos se for linear em A,
isto €, se ¢(am + n) = ap(m) + ¢(n). Se ¢ for uma bijecao, entdo € chamado de

isomorfismo.

2. Sejam homomorfismos de anéis @, ¢, « tornando o diagrama abaizo comutativo (o

© = ¢). Entao o é um homomorfismo de A-dlgebras.

Definicao 1.3.3 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um subconjunto N de M é um
A-submddulo se a multiplicacdo escalar de M preserva em N, isto é, sea-n € N,Va € A
e quaisquer n € N.

Seja M um A-mddulo, t € N e my,ma,---,m; elementos de M. Consideramos o

sequinte subconjunto N de M:

N =Am; + Ams + -+ -+ Amy = {aymy + agma + - -+ + aymy | a; € A}

Este conjunto N é um submodulo de M e é chamado de submodulo gerado por my, mo, - - -

O maodulo M € dito finitamente gerado quando existe um numero finito de elementos

my, Mo, -+ ,my de M tais que

M = Amq + Amg + - - - + Amy.

Neste caso, dizemos que mqy,mo, -+ ,my; € um conjunto de geradores para o modulo
M. O modulo M ¢ ciclico se pode ser gerado por um elemento, isto €, se M = Am, para

algum m € M.

13



Definicao 1.3.4 Sejam M e M’ dois A-mddulos. Uma aplicacao f : M — M' é um

homomorfismo de A-mddulos ou um A-homomorfismo se:

a) [ é um homomorfismo de grupo aditivos, isto é,
f(m1 + m2> = f(ml) + f(mg),le, me € M.
b) fla-m)=a- f(m),Yac A eVme M.

Dizemos também que a aplicacao f é A-linear, ou que f é um operador A-linear. Um

homomorfismo de A-mo6dulos é um isomorfismo de A-modulos se ele for bijetiva.

Definig¢ao 1.3.5 Sejam A um anel e (M,+) um A-mddulo. Seja N um submddulo de
M. Entao, em particular (N,+) é um subgrupo de (M,+) e podemos considerar o grupo

quociente (M/N,+), isto é, o conjunto {m + N | m € M} das classes laterais de N em

M munidos da adicao.

+:M/N x M/N — M/N
(m1+N,m2+N) — (m1 +m2)+N
Sobre este grupo (M/N,+), podemos definir a sequinte multiplicacao escalar:
-t AX M/N — M/N

(a,m+ N) — a-m+ N.

Verifica-se que esta operagao estd bem definida e que M /N é um A-mddulo, chamado

de A-mddulo quociente de M por N.

Definicao 1.3.6 Um subconjunto N C M de uma A-mddulo M € um submddulo se for
fechado nas operacoes de M, isto é, se m,n € N ea € A entacom+n € N eam € N.

Se o : M — N é um homomorfismo de A-mddulos, definimos
Ker(p) ={m € M | p(m) = 0},

Im(p) ={p(m) € N|[m e M}.

14



Observe, pela defini¢do, que Ker(yp) C M e Im(p) C N sdo submodulos. Se N C M.

Definimos o modulo quociente
M/N ={m]|=m+ N |me M},

a colecao das classes de equivaléncia pela relacao [m] = [m'] & m —m’ € N. Com as
operagoes induzidas por M temos que M/N é um A-moédulo. Veremos que para anéis e
ideais, temos que se ¢ : M — N é um homomorfismo de A-moé6dulos, entao

M
ker(y)

Em particular, ¢ é injetiva se, e somente se, Ker(¢) = {0}. Um quociente de modulos

= Im(yp).

muito importante ganha um nome especial: Se ¢ : M — N ¢ um homomorfismo de
A-modulos, definimos

coker(p) = Im]\([go) :

Teorema 1.3.1 (Teorema do Isomorfismo) Seja f: (A, +,-) — (B, +,+) um homo-

morfismo de anéis. Entdo, a aplicacdo f abaixo é um isomorfismo de anéis:
f : (A/Ker(f)7 -+, ) — (Im(f)v +, )
a— f(a)

Demonstracio: Primeiramente mostraremos que f é uma funcao bem definida, isto
é, se ar,as € A sdo tais que d; = dg, entdao f(ay) = f(az). De fato, se a3 = as, entao temos
a; — ag € Ker(f), logo f(a; — ag) = 0; além disso do mais f(a; — as) = f(a1) — f(as)
pois f & um homomorfismo; portanto, f(a;) = f(az)-

Agora, f é claramente uma aplicacdo sobrejetiva e & um homomorfismo pois, para

elementos aq, as € A, temos:

o f(d1+ ) = f(ar Faz) = f(ar + az) = f(a1) + f(az) = f(d1) + f(az)

o f(d1-da) = f((a1-a2)) = flar-as) = f(ar) - flaz) = f(ar) - f(az)

Finalmente, temos que

Ker(f)={a€ (A/Ker(f) | f(a) =0} ={a € (A/Ker(f)) | a € Ker(f)} = {0};
logo f é injetiva.
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Teorema 1.3.2 (Lema de Nakayama) Seja [ C A um ideal contido no radical de ja-
cobson de A. Seja M um A-mddulo finitamente gerado e N C M um submddulo tal que
M =1IM+ N. Entao M = N.

Demonstracao: Sejam aq,as,--- ,a, geradores de M. A hipo6tese garante que existe
bj € M e Ny € I tais que a; = b; + 37, dija;. Defina agora A = (d;), como sendo a
matriz n x n formada pelos elementos \;;.

Sendo A = (ay, - ,a,) e B = (b1, -+ ,b,). Como a; = b; + E}Lzl Aija;, temos que
A = B+ MA. Isto implica que, (I — A\)A = B. Observe que:

1— )\11 —)\12 _>\13 T _>\1n
) U T ) P v
det(I — \) = det '21 . - '23 . '2 =1+a,
_>\n1 _/\n2 _)\n3 o 1— )\nn

com « € I. ja sabemos que 1 + « serd invertivel, logo det(I — \) é invertivel.

1.4 Polin6mio Quase-Homogéneo

Seja K[z, -+ ,x,] o anel dos polindémios com coeficientes em K(R ou C) nas varidveis
L1, 5 Tn-

Polinémio Homogéneo ¢é qualquer polinomio
pla) = Y ouaft - atr
em que a; + -+ a, = d,d € N fixo.
Exemplo 1.4.1 f(x,y) =2+ 2%y + 4> € polinémio homomgéneo de grau 3.
Observacao 1.4.1 Dado t € R, temos que

p(tml’ .. 71‘:3«;”) — Z Ofa(txl)al e (txn)an — ta1+~--+an Z aam‘ifl - l‘gln — tdp(l,)
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Definig¢ao 1.4.1 Sejam wy,--- ,w,,d € N. Um polinémio f(z) = > azz{*---x% € dito

n
quase-homogéneo do tipo (wy, - -+ ,wy;d) quando f(t xy, -+ tYrxy,) = t4f (21, -+, 2,),Vt €

R.

Observacao 1.4.2 Se p(z) é homogéneo de grau d, entdo p(x) € quase-homogéneo do
tipo (1,---,1;d).
Exemplo 1.4.2 f(z,y) = 22y> + 2ty + y3 € quase-homogénea do tipo (1,2;6) pois

= %% + 2ty + o)

= t6f<l‘,y)

Observe que f nao é homogénea.

Definigao 1.4.2 Se f(xy, -+ ,x,) € Klzy, -+ ,x,] € quase-homogéneo do tipo (wy, -+ ,wy,;d),

entao dizemos que wy, - -+ ,w, $4o 0s pesos de f e que d € o grau pesado de f.

Proposicao 1.4.1 Seja S; = { Polindémios quse-homogéneos do tipo (wy,--- ,wy,;d)}. En-

tao Sy € um espacgo vetorial sobre K™,

Prova: Seja f(x),g(x) € Sqe A € K, onde x = (xy,- -+ ,z,). Por defini¢do, temos:
ft -t ay,) = tdf(x)

gt xy, -t xy,) = tdg(x)

Vamos mostrar que \f(t wz) + g(t¥z) = M f(z) + tig(x).

Mt wz) +g(t"z) = AY ot ) - ()™ + Y Ba(t ) ()
- A Z tw1a1+---+wnan&alezl . l’?l" + tw1b1+---+wnbnﬂa$?1 . _xsln
= ¢4 Z Aozt -t 4 Baaht - b
= DY e a 4 Y Bl a]
= t'Mf(2) +g(x))

= Mf(z) +tig(x)
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O elemento neutro de Sy é p(x) = 0.
Claramente, vale a associativa, comutatividade, existéncia do simétrico, vale a distri-
buicao pela direita e pela esquerda.

Portanto, S; é um espaco vetorial sobre K.

n
Proposicao 1.4.2 Seja f um polindmio quase-homogéneo do tipo (wy,--- ,wy,;d). Se
n d
w' = mdc{wy, -+ ,wy,;d}, entao f(x) é também quase-homogéneo do tipo w—i, e w—/; —/) .
w w'w
Prova: Por definicao, temos
aiwy + -+ aw, =d € N.
Seja w' = mdc{wy, - ,wy;d}, dai 2= € Nyi=1,--- ne % € N, logo
w Wy, d
al—i —+ -+ an_, = — - N
w w
Portanto, se f(z) é quase-homogéneo do tipo (wy,--- ,w,;d), entdo f(x) é quase-
N . W W, d
homogeéneo do tipo | —, -+, —;— |.
w w'w
H
1.5 Determinante de Gram
A matriz de Gram dos vetores vy, - ,v; € R" é a matriz g = (g;;) € M(k x k), onde

gi; = (v, v;). Para ser mais explicitos, escrevemos g = g(vy,- -+, gi)-

Exemplo 1.5.1 Sejam u = (2,3) e v = (1,4) dois vetores em R%. A matriz de Gram

desses vetores € a malriz:

Calculemos:
(uyu) =2-24+3-3=4+9=13
(u,v) = (v,u) =2-14+3-4=2+12=14
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(uyuy=1-14+4-4=1+16=17

Dai, temos:

13 14
14 17
Dado uma base U = {uy,--- ,ux} C R", seja a = [a;] € M(k x k) a matriz das

coordenadas dos vetores v; em relagao a base U, isto é:
Vj = iUy + -+ apju, para j =1,--- k.

Seja ainda h = [h;;] € M(n x n) a matriz de Gram da base U, isto &, h;; =< (u;, u;).
Entao, para i,j = 1,--- ,k (escrevemos m;; para indicar o ij-ésimo elemento de uma

matriz m), temos:

n n n
gij = <Ui7vj> = E AUy, E AsjUs ) = E QriQgj * <ur>us> -
r=1 s=1

r,s=1
= Z ariasjhrs = Zari (Z hrsasj> = Z(a’T)ir(ha)rj = (aTha)ij~
r,s=1 r=1 s=1 r=1

A terceira igual é valida pela bilinearidade do produto interno.
Portanto g = arha.
Em particular, se tomarmos uma base ortonormal {uy,- - ,u;} C R", teremos h = I,

portanto a matriz de Gram se escreve como
_ 1 _ 7T
g—g(v,---,vk)—A 'A7

onde A é a matriz das coordenadas dos vetores v; em relacao a essa base ortonormal do

R™.

Chama-se gramiano dos vetores vy, -+ ,v; € R” ao nimero
7(1}17 e ,Uk) = det(g(vlu e 7Uk)) = det[aij]7 onde Q5 = <Ui7 Uj>
determinante da matriz de Gram g(vq, -+, vg).

Como AT = A, entdao a matriz de Gram é nao-negativa, pois
det(g) = det(A” - A) = det(AT) - det(A) = det(A)* > 0.

A matriz de Gram g = g(vq, -+ , gx) € positiva (invertivel) se, e somente se, os vetores

V1, , Vg sao L.1.
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Proposigao 1.5.1 Sewv; € perpendicular a vy, -+ , v entdao y(vy, -+ o) = [v1]2y(ve, -+ vp).

Prova: Se vy ¢ perpendicular aos outros vetores, entao

|'01‘2 01><(k—1)
Y(vr, e, vg) =
Ok—1)x1 Ba-1)(k-1)
onde B = ((v;,v;)) parai,j = 2,3,--- , k. Desenvolvendo este determinante pela primeira

coluna, temos

’V(Ulv T 7Uk> = ‘U1|2d6t(B) = ’Ul|2 ’ 7(”27 T 7Uk>'

Proposicao 1.5.2 Sejam wy a projecio ortogonal do vetor vy sobre o subespaco gerado
POT Vg, -+ U €My = V1 — Wy, logo ny € perpendicular aos v; com j =1,--- k. Prove que

Y(vr e ve) = [nal? (v, o).

Prova: Como v, = ny + wy, temos

(Ula"' 7Uk) = 7(”177}27"' 7UI€) +7(w17v27"' 7UI€)
= |n1|27(1}27"' 7Uk> +0

pois w; pertence ao subespaco gerado por vy, - - - , v enquanto n; é perpendicular a estes

vetores.
[ |

O paralelepipedo gerado pelos vetores linearmente independentes vy, --- , v, € R”
é o conjunto Plvy,--- ,vg] das combinagoes lineares tyv; + - -+ ,tpvr onde 0 < ¢; < 1. O
volume em k-dimensional do paralelepipedo é definido por inducao. Se k = 1, ele se reduz
ao segmento de reta [0, v1], cujo "volume"unidimensional &, por defini¢ao, |v1]. Suponha

definido o volume de um paralelepipedo d dimensao k — 1, poes-se
vol Pluy, -+ ,ux] = |nq| - vol Plvg, - - -, vy,

onde |n;| é a altura do paralelepipedo, isto é, n; = v; — w; e wy é a proje¢ao ortogonal

de vy sobre o subespago gerado por vy, - -+, V.
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Proposicao 1.5.3 Prove que volPlvy,--- ,vi] = \/Y(v1, -, vp) = y/det((vi,v;)).

Prova: Por indugdo: para n = 1, o volume é wvol[v;] = |v1] enquanto y(vy) =
det({v;,v;)) = det({vy,v1)) = |v1|?.
Portanto vol[v;] = \/v(v1) = v/det((v1,v1)) = |v1].

Por outro lado, supondo que a igualdade vale para quaisquer n = k — 1 vetores, temos:

vol Plvy, - -+, vg] = [navol Plvg, - - v] = [naly/7(va, -+ s ue) = V/|ImPy (v, -+ ug) =
V(v e ug) = (/det((vi,v5)).
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Capitulo 2

Introducao a Teoria de Singularidades

2.1 Germes de conjuntos

Seja X um espaco topologico e x € X um ponto. O conjunto P(X) é formado por todos

os subconjuntos de X e defina uma relagao de equivaléncia
A % B AnU=BnNU
para alguma vizinhanca U de x € X.

Definigao 2.1.1 Dado A € P(X), a classe de equivaléncia de A, com respeito a relagdo

de equivaléncia p ¢ chamada de germe do conjunto A na vizinhanca do ponto x.
Notagao: (A, x)

Exemplo 2.1.1 Sejam X =R*> ex =0. A, = {(x,y) | 2 < 2}, By = {(z,y) | z > -2},
Ay ={(z,y) | x <0} e By = {(x,y) | x > 0}.
Observe que Ay ~ By, mas Ay » Bs.

Seja X um conjunto e considere agora o conjunto formado pelos pares M = {(U, f)},
onde U é uma vizinhanca de x € X e f é uma funcao f : U — Y. Introduziremos a
relagdo de equivaléncia em M : (Uy, fi) ~ (Us, f2) se, e somente se, fi|y, = fa2|y, para

alguma vizinhanga Uy de x com Uy C Uy N Us.

Exemplo 2.1.2 Sejam as fungoes f : R\ {—1} — R e g : R — R definidas por

fla) = =L e gla) = w — 1.
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Temos flr\(-1} = glr\{-1}-
Logo, f ~ g para x € R\ {—1}.

Definicao 2.1.2 A classe de equivaléncia do par (U, f) € M serd denotada por f e serd
chamada de o germe de f em torno do ponto x € X. Se f : U, x — Y € um germe e f
€ um representante deste germe que € suave, fica bem definido os germes das derivadas

parciais de f.

2.2 Germes de aplicagoes suaves

Sejam X = R"e Y = RP. Considere o conjunto M = {f : U — RP | f suave e U é vizinhanca de a €

R"}.

Denotamos por &7, ao conjunto de todos os germes de fungoes de M.

Observacao 2.2.1 Quando a = 0, usa-se a notacao &, ,. Além disso, quando a = 0 e

p =1, usa-se a notacao &,.

Proposigao 2.2.1 Em &, definamos a soma e o produto por: (f + g)(z) = f(z) + g(z)
e (f-9)(z)=f(x) g(zx). Seque que:

1. (&, +,-) € um anel comutativo com unidade e com divisores de zero.

2. A funcao v, : &, — &, definida por

o (f):R"0 — R

u — fu+x)
¢ um isomorfismo de anéis.

Prova do item 1. Afirmacao 1: (£,,+,-) ¢ um anel.
Seja x € U C X, onde U é uma vizinhanga aberta de x, logo f(z),g(x) e h(x) sao

ntmeros reais, onde f, g, h € &,, entao, temos que:

i) (f+9)(x) = f(z) +9g(z) = g(x) + f(z) = (9 + [)();

ii) 3h € &, tal que h =0, pois vale (f + h)(x) = f(z) + h(z) = f(z) + 0= f(z) € Ex

23



ii) ((f+9)+h)(z) = ([f(x) +9(@)]+h(z)) = (f(2) +[9(x) + h(@)]) = [ + (g + H)]();
) ([f+gl-h)(x) = ([f(z) + g(x)] - h(zx)) = (f (@) h(z) + g(x) - h(z)) = (f - h+g-h)(2).

Afirmacao 2: (&,,+,-) ¢ um anel comutativo.

De fato, pois (f - g)(z) = f(z) - g(z) = g(x) - f(z) = (g f) ().

Afirmacao 3: (&,,+,-) ¢ um anel comutativo com unidade.

Seja f € &, tal que f(0) # 0 e f é continua, entdo 3U C X e 0 € U tal que
f(z) #0,Vx € U.

Dai, tome g(x) = ﬁ, g esta bem definido, entao vale 1 = g(x) f(x), como g(x)f(z) €
E,,entao h=1¢€ E&,.

Afirmagao 4: (&,,+,-) tém divisores de zero.

0,sexy<0ex; =0,Vi=2,---,n
Tome f(z) = e
22 ser; >0ex; =0,Vi=2,---.n
0,sexy >0ex; =0,Vi=2,--- ' n

g(x) = ‘
22 sex; <0ex; =0,Vi=2,--+,n.

Temos que f(z)g(x) =0,V € U,Vi=1,--- ,n. Como f(z) # 0 e g(x) # 0, entdo &,
tém divisores de zero.

Segue das quatro afirmagoes que (&, +, -) € um anel comutativo com unidade que tem
divisores de zero.

Prova do item 2. Seja U uma vizinhanca de z e f,g € £, onde

p: & — &,

u — flu—2x)
pelo item 1., sabemos que:
o(f +9)(@) = (f+9)(u—=)=flu—2)+g(u—2z)=0(f)(u)+ ¢(g)(u).

o(f - g)(@)=(f-9)(u—=)=flu—2x) glu—1z)=o(f)(u) - o(g)(u).
Logo, temos que ¢ ¢ um homomorfismo. A saber, para f = 1, temos ¢(f) = 1. Seja

Ker(p) = {f € &|f(z) = 0}. Dai, definamos a nova aplica¢do, da seguinte forma:

ool = dls = Il

f(u) + Ker(e) — wu(f + Ker(p))(u) = f(u+ ).
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Dai, pelo teorema do isomorfismo (1.3.1), temos que ¢, é um isomorfismo de

anéis.

Observacao 2.2.2 O anel &, , tem uma estrutura de &,-mddulo.

Proposicao 2.2.2 1) &, é um anel local, isto €, possui um unico ideal mazximal, a

saber M,, ={f € &, | f(0) = 0}.

2) A k-ésima poténcia de M, € gerado, em &,, pelos mondmios de grau k, isto é,
ME =< gl =29 29 | |a| = a1 + -+ +a, = k >. Além disso, M* = {f € &, |

olbl f
E (0) =0,V0 < |b] < k}.

Demonstragao: ver [10].
~ . - & ) )
Observacao 2.2.3 Se [ C &, € ideal de &, entao T também uma K-dlgebra.

Definicao 2.2.1 Um ideal I C &, € dito de codimensao finita quando a dimensao de %
€ finita, isto ¢,

dim— < 0.

I

Se I e J sao ideais de A e J C I, entao

A4
7 I
a — pl@=a
a+J — pla+J)=a+1

A
e Seac€ T claramente p(a) = a

Portanto, ¢ é um homomorfismo sobrejetor.

- ‘ . &y .
Observacao 2.2.4 Se I C &, € um ideal, entao T é um K-espaco vetorial.
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Proposicao 2.2.3 Um ideal I C &, tem codimensdo finita se, e somente se, MF C I,

para algum k € N,

Demonstragio: (<=) Suponha que MF* C I, para algum k € N. Quero provar que

codl < 4o00.

En

En En

i ME < +00.

Observe que sao K-espacos vetoriais. Além disso dim
En

= ¢ um homomorfismo sobrejetor definido por

Como MF¥ C I, temos que ¢ : /\5% —

fr— gp(?) = f, isto é, € uma transformacao linear sobrejetor. Dai,

dim% < /3}1 < 400 = cod(I) < +o0.

(=>). Suponha que cod(I) < +o0, isto &, dim® < +oo. Observe a cadeia descendente.

En DI+ M, DI+M2D - DI+MED

Tomando o quociente pelo ideal I, obtemos a cadeia,

SnDI+MnDI+MELD DI+MﬁD
1 1 1 1
iéDMnDM%D DM’:LD
1 1 1 1

3k € N tal que Mo — M 74 AfE = [ 4 M
= Mk T+ M, ME — MECT.

LemadeN akayana

Exemplo 2.2.1 Seja I =< 2%, 2y,y* > em &. Temos M3 C I. Seque-se que dim = 3.

1 . y gn —
Figura 2.1: dim =3
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2 y2
M ,

£

Figura 2.2: dim*

00
Exemplo 2.2.2 Seja J =< 2%, zy > em &. Temos M3 ¢ J. Seque-se que dim%” = 00.

Relembrando. &), = {f:K",0 — KP,0 | f ¢ suave ou analitico com f(0) = 0}.

E facil ver que En, = My&p. Pois se
f(x) € My&,p = f(x) = g(2)F(z) = f(0) = g(0)F(0)
= f(0)=0-F(0)=0= fe& .

Ese fe€ & , entao fi € &, onde f = (f1, -+, f,). Logo

)p’

f(0)=0<«= fi(0)=0,Vi=1,--- ,p= f e M,&,,

Definicao 2.2.2 Definimos o conjunto

0
T = oo
7p Mf]’gg?p

0

_ n,p
MEFLE,
como o K-espaco vetorial das aplicagoes polinomiais de K", 0 — KP, 0, cujas componentes

Mas M} &0, = MGM,E,, = MIFIE, ,, logo Jf, ) , 0 qual & identificado

tém grau no maximo k.

Se p =1, entao o k-jato de um germe f € &,, calculado na origem, é definido por

1 /0\"
5 f(x) = Z o (g) fla=0z?,

la|<k

Ondea:(a17... 704n)7|04| :a1+-..+an’a!:(a1>!...<an)!7xa:x?l...xgn e (%)a:

aq (e79)
9 (2
() ()
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Definicao 2.2.3 Dado um germe f € Egm, denotamos por j5(f) o desenvolvimento de

Taylor de f, em torno da origem, até o grau k. Podemos definir o germe f como a soma

k-jato de f mais o resto.

fla) =" f@) +r(z) = 5 (%) fle=0z® + ri(2).

la|<k
O j*(f) é chamado de "k-jato de f na origem".
Formula de Taylor Infinitesimal [2]: Seja o germe f : U — RP 0, definida no

aberto U CR", com 0 e 04+ x € U. Se f é k vezes diferenciavel na origem, entao

) _ g
z|—0 |z|k
Exemplo 2.2.3
Y Ny z? a8
> ol 2 173
T _ 1 — < _ <~ -
e ;n' T
. 2 2k
- rt—1) = — —.
je(e ) x+2—|— +k!

Observagao 2.2.5 j5(f) pode ser identificado com a diferencial df(0).

lal lal
Proposigao 2.2.4 Seju f,g € &), entio j*(f) = j*(9) <= a@x‘{(o) = %xag(O), Va =

(ah'"aan) com |a|:a1+...+an§k'

Demonstracao: Como f,g € ngp, entao f e g podem ser representado por série de

Taylor na origem.




Mas isto é verdade se, e somente se,

(n) (n)
/ nl(o)x" 9 n'(O)JJ",Vn <k

= f(0) = g™ (0),Vn <k

olal £ o) — dlelg

ox® ox®

Momenclatura: O espaco J(kmp) ¢ chamado de "O espagco de k-jatos do tipo (n,p).

(0),Va = (ay,--- ,ay).

Definicao 2.2.4 Para s > t, definimos

s,t . S t
I Jen = Jinp)

como sendo a projecao candnica 115 (p(x)) = j4(p).

Proposigao 2.2.5 O II%' o j5 = j' em

2 el(] T
] - g,mp — z](,mp)

fo— 3.

Como II** o j5(f) = II**(j°(f)), onde f € &), temos II**(°(f)) = j*(f), se t < s.
Daf, TI* o j* C jt.

Seja f € &, entao j*(f) € &) . Como t < s, entdo se j*(f) € J', entdo j' € J*, pois
Jt C J¢. Portanto, j' pertence ao dominio de II*! o 5. Logo j* C II®! o j°.

Portanto II%% o j5 = 4.

29



Capitulo 3

Relacoes de Equivaléncia em Germes e

Jatos

3.1 Acao de Grupo

Definicao 3.1.1 Sejam G um grupo e C um conjunto qualquer. Uma a¢ao do Grupo G

no conjunto C € uma funcao

p:Gx(C—C

(g,¢) —> p(g,c)=g-c

tal que:

i) g1(g2¢) = (9192)¢;

ii) (e, c) =c,Vee C;

iii) ©(g1,(92,¢)) = (g1 - g2,¢), Vg1, g2 € GeVe € C.

Definicao 3.1.2 Dados c1,co € C, definimos a relagcdo ¢y ~ co < dg € G tal que

©(g-c1) = ca.

Proposicao 3.1.1 A relagao ~ € uma relagao de equivaléncia.

Prova:
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C

"ol plon)

£

gk \ \

9(9)
Figura 3.1:
C ¢
¢
Figura 3.2:

i) Reflexivo:

Como G é um grupo, existe o elemento neutro e € G. Dai, p(e,¢;1) = ¢1,Vey € C,

logo ¢ ~ ¢;.
ii) Simetrica:
Seja g1 € G e ¢1,c5 € C tal que p(g1,¢1) = g1 - €1 = Ca.
Como G é um grupo, entdo Jg; ' € G tal que g; - g; ' = e. Dai,
a=gle,a) =¢lggra) =9l gua)=(9 g1) =
=g (1) =97 2= plgr ).
Portanto ¢; ~ ¢a < ¢y ~ ;.
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iii) Transitiva:
Seja ¢ ~ cg € ¢y ~ g, donde Jgy, g2 € G tal que ¢(g1,¢1) = o e p(ga, c2) = 3.
Como ¢y = g1 - c1, entdo (g2, g1c1) = c3. Dai, go - (g101) = cs.
Logo (g2 - g1) - c1 = c3.

Portanto ¢; ~ cs.
|

Definicdo 3.1.3 Definimos a Orbita de um elemento ¢ € C' como sendo a classe de

equivaléncia de c pela relagao ~, isto é, a orbita de ¢ € o conjunto
G, = {aeC|3geG comp(g,c)=a}
= {a€C|g-c=a}
= {acC|a~c}
= {g9-clgeG}
= {wlg,0)[g€G}.

_’

>

Figura 3.3:

Exemplo 3.1.1 Seja C' = L(R™,R?) o conjunto das transformacoes lineares de R"™ em
RP e G := Gl,, x Gl, formado por pares de operadores lineares invertiveis de R" e RP, ou
seja,

C:={T:R" — RP|T ¢ linear}

G :={(A,B)|A: R" — R" invertivel e B : RP — RP invertivel}.
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Definimos:

p:GxC — C
((A,B), T) > ((A,B),T)=BoToA™"
Observe que ¢((I,,1,),T) =I,0Tol ;' =1,0Tol,=T.
Proposicao 3.1.2 O ¢ é uma drbita do grupo G no conjunto C.

Prova: Seja G-T = O(T) ={¢((A,B),T) | (A, B) € G} a érbita de T.
Dai, ¢ é uma orbita, pois se S € C' tal que T' ~ S, entao existem (A, B) € G tal que:

0((A,B),T)=BoToA'=8.

Como BoT o A™!' € C,V(A, B) € G, entao ¢ gera uma classe de equivaléncia, logo ¢

é uma orbita do grupo G no conjunto C.

Observagao 3.1.1 Em C = L(R",RP), temos a relagcao de equivaléngia.
T ~ S < eristem (A,B) € G tais que T = BoSo A™"
isto €, T e S estao na mesma orbita.

Teorema 3.1.1 Duas transformagoes lineares T, S € C' = L(R™,RP) sdo equivalentes se,

e somente se, T e S tém o mesmo posto.

Demonstragao:(=) Duas transformacoes lineares T', S € C' sdo equivalentes se (A, B) €
G tal que p((A,B),T) = BoToA™!' = 5. Como A: R" — R" ¢ B : R? — R? sdo ope-
radores invertiveis. Logo A e B tém posto maximo, assim, posto(A) = n e posto(B) = p e
T : R" — RP tem posto k, onde k < {n,p}. Por propriedade de posto de transformagcoes

lineares, temos:

posto(S) = posto(BoT o A™!)
< min{posto(B), posto(T), posto(A~*)}

= k.
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Dai, posto(S) < k.

Como A e B sao transformagoes lineares invertiveis, entao
S=BoToA ' B'oSocA=T.

Analogamente, temos:

posto(T) = posto(B™'oSoA)
< min{posto(B~"), posto(S), posto(A)}
= posto(S) <k
posto(T) = k < posto(S) < k.
Portanto, S e T tém o mesmo posto.

(<) Suponha que S e T tem posto k, onde k < nim{n,p}. Como S e T sdo transfor-

magoes lineares, pelo Teorema do Posto|2|, existem (Aj, By), (A2, b2) € G tais que

(BioSoAr!)(z,y) = (z,0)
(B2oT o Ay")(z,y) = (2,0)

onde x = (x1,-+- ,zx) e y = (Tpa1, * , Tpn). Tome
T, :R" — RP
(:an) — Tk(xvy) = ($70)
Pela Proposicao 3.1.1, como S ~ T e T ~ T}, entao S ~ T.

Consequéncia: Dado T € C, tomando k = posto(T), temos que T é equivalente a
transformacao linear

T, : R" — R?

Ti(x1, oy Tp) = (21, .0y Tk, 0, ..., 0)

pois o posto de T}, é igual a k.
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Conclusao: Se duas transformagoes lineares estao em oOrbitas diferentes, entao tém
posto diferente, portanto, na a¢ao de grupo G sobre C, existem exatamente min{n,p}+1

Orbitas.

Definicao 3.1.4 Seja G um grupo agindo em um conjunto C. Fizado a € C, denotamos
por

Go=E(a) ={g € Glo(g,a) =a} C G
chamado de o subgrupo de isotropia de a ou estabilizador de a.
Proposicao 3.1.3 O estabilizador G, € um subgrupo de G, ou seja, G, < G.
Prova: De fato, Jde € G (elemento neutro) tal que ¢(e,a) = a.
Se dg € G tal que ¢(g,a) = a, entdo

-1 1

a=gle.a)=p(g - ga)=(g7"g)ra=g" (g-a)=g"-a

Logo p(gt,a) = a, pois g~' € G. Dai, segue que se g € G,, entao g~' € G. Agora
tome g1, g2 € G tal que p(g1,a) = a e ¢(g2,a) = a. Dali,
0(9192,0) = (g192) -a=g1-(g2-a) =g1-a=a
segue-se que ¢1gs € G,,.

Definicao 3.1.5 Denotamos por R, o conjunto de todos os germes de aplicacoes h :
(K™, 0) — (K™, 0) tal que:

a) h é um difeomorfismo de classe C*°, quando K = R.

b) h é um isomorfismo quando K = C.

Isto é:

R, :={h:(R",0) — (R",0)| h é difeomorfismo}

R, :=={h:(C",0) — (C",0)| h € isomorfismo}.
Proposicao 3.1.4 O R,,, com a composicao de funcdo, € um grupo.

Prova: Seja f,g,h € R, entao vale:

35



i) Associatividade de composicao:

(fog)on(z)=(fog)h(x)) = flg(h(z))) = flgoh(z)) = folgoh)(x).
ii) Existe o elemento neutro:

A fungao identidade I : R" 0 — R™, 0 definida por I(xy, - ,2z,) = (x1,- -+ ,2,) é

um difeomorfismo (isomorfismo) e I o f o I(x) = f(z), segue-se que I € R,,.

iii) Existéncia do inverso:
Seja f € R, por defini¢do, f: R",0 — R"™, 0 é um difeomorfismo ( isomorfismo),

entdo existe o inverso f~! tal que f~' : R",0 — R", 0 é um difeomorfismo (iso-

morfismo), logo f~! € R,.
n

Observacao 3.1.2 Em geral, usamos a notacao * R no lugar de R, desde que nao cause

interpretacao trroneas.

3.2 Equivaléncias

3.2.1 A R-Equivaléncia

Pode ser chamado também de equivaléncia a direita, pois esta relacao de equivaléncia esta

relacionada a agao de grupo R, dada por:
r:R X Eg,p — 524)
(hy ) 7(h, f) = foh™

onde h™! faz composicao com f pela direita, ou seja, h~* faz mudanga na fonte (dominio)

de f.

K", 0 —~Kr,0

| A

K™, 0

R = Right: Direito (tradugao)
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Observacao 3.2.1 Como h € R, entao h é C*.
Proposigao 3.2.1 A funcao r é uma acao do grupo R no conjunto 534,.

Prova: Pela Proposigao 3.1.4, R ¢ um grupo com a composicao de funcgao e 527]3
¢ o conjunto de todos os germes de fungoes suave na vizinhanga do zero com f(0) = 0.
Mostraremos que

T:Rxé’g’p—>é’27p
(hy f) —>r(h, f) = foh™

€ uma acgao.

Como I € R, entao

r(I,f)=fol ' =fol=fe& VfEE),

7p7

e dado hy, he € R, temos
r(hi, f) = fohi' € &,
dai,
r(ha, fohi) = (foh")ohy' = fo(htohy?).

Como (h;' o hy') é um difeomorfismo, entdo vale (hy* o hy') = (hy o hy)~!. Logo

7(hy, fohi') = fo(hgohy) ™t =r(hyohy,f).

Portanto r é uma acao de grupo.
[ |

Dois germes f, g € 52719 estao relacionados se, e somente se, estao na mesma R-oOrbita,
isto é, 3h € R tal que r(h, g) = f, ou equivalentemente, f = go h™L.
Notacao: f ~goug € Rf.

Exemplo 3.2.1 Pelo Teorema da Forma Local das Submersées (ver [2]), se f :
R 0 — R"™ 0 ¢ tal que f'(0) € sobrejetiva, entio existe h : Rk 0 — R 0
difeomorfismo (h € Rnyx) tal que foh(z,y) = x, para todo (z,y) € R™ x R¥, donde seque

que f ~ Ign.
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3.2.2 A L-Equivaléncia

Pode ser chamado também de equivaléncia & esquerda, pois esta relacao de equivaléncia

esté relacionada a acao do grupo £, dada por:

1 Lx&,— &
(ks f) = Uk, [) = ko f

onde £ :=R, := {k: KP,0 — K?,0} ¢ difeomorfismo se K = R ou isomorfismo se K =
C}. E k faz composigdo com f pela esquerda, ou seja, [ faz mudanga na meta (imagem)

de f. Veja pelo diagrama abaixo que é comutativo.

K", 0 ~Kr,0
kof Lk
K?, 0

Observe que, dois germes f, g € 5271, sao L-equivalentes se, e somente se, os germes f e
g estdao na mesma L-6rbita, ou seja, existe k : KP, 0 — K?, 0 difeomorfismo (isomorfismo)

tal que f =kog.

Exemplo 3.2.2 Pelo Teorema da Forma Local das Imersées (ver [2]), se f :
R",0 — R™* 0 ¢ tal que f'(0) € injetiva, entdo existe k : R"k 0 — R 0 dife-
omorfismo (k € Ryyx) tal que ko f(x) = (x,0), para todo () € R", donde seque que
f ~ Ign x {O}gk.

3.2.3 A A-Equivaléncia

Esta relacao de equivaléncia nasce da agao
a:(RxL)xE  — &)

((h, k), f) — a((h, k), f) = ko foh™".

Neste caso, diremos que dois germes f,g € Sgp sao A-equivalentes se, e somente se,

existe (h,k) € A=R x L tal que f =kogoh '
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K", 0 —1~KP.0

I

K™ 0 — K? 0
Teorema 3.2.1 Os conjuntos R e L sao isomorfos aos subgrupos de A.

Demonstracio: Sabemos que R x {I,} é um subconjunto de A, onde I, : K, 0 —
KP 0 é a aplicacao identidade. Provaremos o teorema usando duas afirmacoes:

Afirmacao 1: R x {,} < A.

Seja (hi, 1), (he, 1), (hs, I,) € R x {I,}, temos:

1) (hl,Ip) . (hz,lp) = (hl o hQ,[p o Ip) Como hiohy € R e ]p o [p = [pv entao
(hl o hg, Ip) €R x {[p}

ii) (h1,1p) - [(ho, Lp) - (ha, 1p)] = (ha, 1) - (o © hg, 1) = (hi o (ha o h3), 1) = ((h1ohs) 0
hs, Ip) = (hy o ha, 1) - (hs, Ip) = [(ha, Ip) - (ha, 1p)] - (ha, Ip).
iii) Como h; € A, entdo h;' € Ae Ip_1 = I,, dai, (hi,1,) - (h{', ;1) = (hyoh{', I, 0

Y = (I, 1,).

p

Portanto, segue-se a afirmacao 1.
Afirmagao 2: R ~ R x {I,}.

De fato, pois tome f : R — R x {[,}. Vemos que essa fun¢ao é bijetiva. Logo
R ~R x{I,}.

Portanto R ~ R x {[,} < A, segue analogamente que £ ~ {[,} x £ < A.

A A-equivaléncia esta associada a acao

a:(RxL)xE, — &
(h,k),f) = kofoh™

onde a é uma agao de grupo.
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Teorema 3.2.2 (do Posto Constante) Seja U C R" uma vizinhan¢a aberto da origem
e f: U — RP uma aplicagcao de classe C* onde f(0) = 0. Suponha que f'(a) tem posto
constante, para todo a € U. Entao o germe [ € 52771 é A-equivalente ao germe de
transformacao linear Ty, : R™,0 — RP 0 dada por Ty(xy,- -+ ,x,) = (1, ,2x,0- -+ ,0),

onde k = postof'(a),Va € U.

Demonstracao: Como U é vizinhanca aberta da origem, reindexando as coordenadas

de f (mudanca na meta), podemos assumir que

0sto % =m
p 81‘]' o

i,j=1,--,mVx €U

Claramente m < min{n,p}. Seja ¢ = R? — R™ a projecao ¢(z1,---,xp) =
(1, ,Tm). Entdo go f = (f1, -+, fm) € portanto é uma submersdo, (ver |2|), e
posto [gxf;] = m = posto {a@a—;)l} .
Logo, pela forma local das submersao, existe um difeomorfismo local g : U C R" —
g(U) C R tal que (qo f)og Y xy, - ,2,) = (21, - ,Zm) € uma projegao linear e isto
mostra que

f o g_1($17 e 7xn) = (xh oy I, fm-‘rl(x)a e 7f_p($))
onde f_J :R" — R.
Como f tem posto constante m, entao f o g_1 também tem posto constante m, nessa

condicao implica que

of:
i(x):(),Vj:m+1,~-- pik=m+1,--- neVreU.
8xk
Entao as fun(;()esf_jsé depende de xy,--- ,x;, e g =m+1,--- ,p. Definamos o germe

h € L por

h(ylv"' ’yp) = (ylv"' y Yms Ym+1 _fm——I—l<y)a ' Yp — fp(y))

em que ¥ = (Y1, ,Ym,0,---,0). Entao,

hofog_l(xlj--- 71:71) = h(xla"' 7$m7fm—+1(x)7”' 7f_p(x))
= (21,0 Ty fron1 (2) = frnr (@), fo@) = fola)
— (xlj...’xm’o’...70)‘

Portanto, 3h e g tal que ho fog~! =Tj. Logo, f ~ Ty.
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3.3 Grupos e Equivaléncias

3.3.1 Grupo de Lie

Definicao 3.3.1 Um Grupo de Lie G é um grupo com uma estrutura de variedade dife-

rencidvel de classe C*° tal que a multiplicagcao

GxGE — G

e a inversao

g — g7
sao aplicagoes de classe C.

Exemplo 3.3.1 S' = {z +iy | 22 + 42 = 1} = {e | 6§ € [0,27]} com o produto

e? . e = %) ¢ com a inversa (€)™t = e ¢ um grupo de Lie.

Definigao 3.3.2 Uma ac¢ao de grupo de Lie G em uma variedade suave M é uma acao

de grupo ¢ : G X M — M que € uma aplicacdo suave.

Definicao 3.3.3 Sejam M e N wariedades suaves.Uma imersao de N em M ¢é uma

aplicagao suave f: N — M tal que f'(x) € injetiva, Vx € N.

Seja GG um grupo de Lie agindo em uma variedade M. Dado x € M, a 6rbita de x é
0 conjunto

G, ={p(g,x) e M| g€ G} C M.

Teorema 3.3.1 Seja G um grupo de Lie agindo na variedade M. Entao, as orbitas sao

subvariedades imersas de M.

Demonstragao: Ver [3].
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I.N

Figura 3.4:

M

Figura 3.5:

Teorema 3.3.2 Seja ¢ : G x M — M wuma acao de grupo de Lie G na variedade M.
Entao Yx € M a aplicagcao

v, G — G,
g > wulg) =(g,7)
¢ uma submersao.
Demonstracao: Afirmagao 1. ¢, tem posto constante.
Mostraremos que o posto de ¢, em h € GG, onde h é fixo, é igual ao posto de ¢, em
e € G (elemento neutro).
Considere a aplicacao
&G — G
g — &g)=h-yg
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Figura 3.6:

Vv: G, — G

y — (y) = e(h,y).

Figura 3.7:

Observe que:

Vo w.(g) = ¥(wa(9)) = V(p(g, 7)) = @(h, p(g, 7)) =

=@(h-g,2) = 0(&(9),r) = v.(£(9)) = vz 0&(9), Vg € G.

Dai, temos que ¥ o ¢, = ¢, o £. Logo, o diagrama abaixo é comutativo.

G—2 -G,
3 O P
G G.

(3.1)



De fato, de ¢ o ¢,(g) = ¢, 0 &(g), tem-se:

d(¢ o QZ%(Q)) ‘g:e = d((px Of(g)) |g:e
d(pa(e))d(pa(e)) = des(§(e))d(S(e)
dp(x)d(pa(e)) = dpa(f)d(&(e).

A comutatividade do diagrama (3.1) implica, pela regra da cadeia, na comutatividade

do diagrama (3.2).

T.G 7,G, (3.2)
d(c) o e
TG — - Lot G

Portanto, como d¢(e) e di(x) s@o isomorfismo, segue-se que postody,(e) = postodp,(h).
|

Resta-nos mostrar que ¢, é submersao em algum h € G, mas isto é consequéncia do
teorema de Sard (ver [4]).

Teorema de Sard: f: N — M suave. Entao o conjunto dos valores regulares de f
¢ denso em V.

Basta aplicar o Teorema de Sard a funcao ¢, : G — G,. Dai, 3dh € G tal que

postodyp,(h) é maximo.

Corolério 3.3.1 T,(G,) = dy.(e) - (T.(G).

Demonstragao: ¢, : G — G, é submersao, entao dp,(e) é sobrejetiva, implica que

d@x(e) ' <T6G> = Tx(Gx)

44



I.G

Figura 3.8:
3.3.2 O grupo C e C-Equivaléncia
O grupo C é formado pelos germes de difeomorfismos
H:R"xRP,0— R"xRP 0
tais que m o H(z,y) =z e m(H(x,0) = 0. Isto é,

C:={H:R"xRP,0 — R"xRP,0| H(z,y) = (z,0(x,y)), onde ¢(x,0) = 0}.

Ul — e
u ;Q{J y)

rd =it
» i

T

Figura 3.9:

O grupo C arge em R" x 527]3 da seguinte forma.

CxR"x&  — R'xE
(H, (z, f(x) +— H(z, f(z) = (2,0, f(z))).
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Desta forma, dois germes f,g € Sg’p sao C-equivalentes quando dH € C tal que

H(z, f(z)) = (x,9(x)).

Observacao 3.3.1 H(z, f(x)) = (x,¢(z, f(x))) = (x, g(z)).

Figura 3.10:

Proposicao 3.3.1 Os elementos de C define uma familia parametrizada por x € R™ de

difeomorfismos

v, R0 — RP0
y — ealy) = p(z,y).
Demonstragao: Dado H € C, sabemos que H(z,y) = (x,¢(z,y)). Fixado z € R",

define @, : R?,0 — R?,0 por ¢.(y) = ¢(,y)

[nnn A
JacH = [nJnx

0 Jacyp,

Como Det(JacH) # 0, entao Det(Jacp,) # 0, logo ¢, é difeomorfismo.
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3.3.3 O grupo K e K-Equivaléncia (Grupo de Contato)

O grupo K ¢é formado pelos germes de difeomorfismos H : R” x R?, 0 — R" x RP, 0 tais

que m o H(z,y) = h(z), onde h : R",0 — R™, 0 é um germe de difeomorfismo (h € R e
7T2(H<£Ij',y)) = <,0(£C,y) onde (,O(SC,O) = 0)

K:={H:R"xRP.0— R"xRP.0| H(x,y) = (h(x),p(x,y)),h € R e p(z,0) = 0}.

A agao de K é definida da seguinte forma

KxR'x & — R'xE)

(H, (z, f(x))) +— H(z, f(2)) = (h(z), o(x, f())).

Dois germes f, g € &, sdo C-equivalentes se, e somente se 3H € C tal que H (z, f(x)) =

(h(x), (z, f(x))) = (h(x), g © h(x)).

RP

/
\

r), glx GJ’
—_— /

\ (x, ()

- 3"

Figura 3.11:

Teorema 3.3.3 (Lema de Hadamard) : Sejam U C R" vizinhanga conveza da origem
e f:UxR? — R uma fungio diferencidvel que se anula em (0,y) € U x R?. Entao
existem fungoes diferencidveis fi,- -+, fn : XR? — R tais que f(z,y) = z1fi(z,y)+- -+

xnfn(x,y),‘v’(x,y) eU x Rg? T = (xh"' "'L‘N) ey = (yla T 7yQ>'
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UxR"

——= Se anula

Figura 3.12:

Demonstracao:
flzy) = — f(0,9)

= /0 [Z gxfi(tx,y)xz] dt

onde fi(z,y) = [) 2L (tx, y)dt.

Teorema 3.3.4 Os germes f,g € 5217 sao K-equivalentes se, e somente se, existir germe

de difeomorfismo h : R", 0 — R",0 tal que f o h e g sao C-equivalentes.

Demonstragao: (=) Seja f ~ ~ 9, entdo existe IH € K tal que H(z, g(x)) = (h(zx), fo
h(z)) em que H(z,y) = (h(z), ( y)-

Defina H(z,y) = (z,0(z,y)). Entdao H € C e H(x,g(z)) = (z,0(z,g(x))) = (x, f o
h(z)) segue que foh Y G-
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(<) 3h tal que foh Y9 entdo Jh(z,y) = (z,¢(z,y)) € C tal que H(z,g(z)) =

(z, f o h(x)).
Defina H(z,y) = (h(z), o(z,y)) € K, temos

H(z,g(x)) = (h(z), o(z, 9(x))) = (h(z), f o h(z)).
Portanto f > 9

Definigao 3.3.4 Dado f € £, definimos o ideal gerado pelas componentes de f, como

’p,

sendo o ideal

[f =< fl,"' ,fp >C(C;n.

Definigao 3.3.5 Dado f € &°
F() = ho f.

pr 18t € [ R0 — RP,0, definimos f*: E, — &, por

Observe que

I =(M) = ()] heM,)
— {hof|heM,)
— <yofi ypof>
— <fl>“',fp>-

Teorema 3.3.5 (Critério Algébrico para a C-equivaléncia): Sejam f,g € Sgyp.

Entao, sao equivalentes:
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I) f e g sao C-equivalentes;
IT) Os ideais Iy e I, de &, sdo iguais;

IIT) Existe uma matriz invertivel p X p com coordenadas a;; € &, tais que
p
file) = ay-gj(x),Vi=1,-- ,p.
i=1

Demonstracao: ) = II). Seja f Y 9 entao existe H(x,y) = (z,¢(x,y)) € C,
onde ¢<x7y) = (@1(55,3/), T 7901)(1:731)) e gpz(x,O) = O,VZ = 17 Y % tal que H<$7Q(I)) =
(I7 f(l’)) Implica que (ZL’, gp(l’,g([)ﬁ))) = (l’, f(!l?)),VZ - 1a D

Pelo Lema de Hadamard, para cadai=1,--- ,p, tem-se:

oilz,y) = npalz,y) + -+ yppip(z,y)
p

= Zyz’%’j(%y)-

j=1
Logo, fi = iz, g(x)) = 375_, gi(z, )pis (2, g(x)) € L.
Portanto Iy C I,. Por simétria da C-equivaléncia I, C Iy.
Portanto Iy = I,,.
IT) = III). Dadas duas matrizes pxp A e B, existe uma matriz C tal que C(I—AB)+B
é invertivel. Usemos esse fato na prova. Suponha que Iy = I,. Entao podemos escrever

p

gi(@) =Y aii(x) f;(x) e fix) = sz‘jgj(x)

j=1
onde a;j,b;; € €,,Vi=1,--- p.

Sejam A(x) = (a;;) e B(xz) = (b;;) matrizes de fungées p x p. Usando o fato de
C(I — AB)+ B ser invertivel para alguma matriz C, entdo C'(I — A(0)B(0))+ B(0) é uma
matriz numérica invertivel para alguma matriz C, entao existe uma vizinhanca de x =0
tal que U, = C(I — A(x)B(z)) + B(x) é invertivel, Yx nessa vizinhanga.

Seja u;;(u) as coordenadas de U,. Entao,

50



Up-g = (C( - A(z)B(z)) + B(x)) - g
= C(I —A(x)B(x)) -9+ B(z) - g
= Clg—A(@)B(x)-g) + f
= Clg—9g) +f
= f

Logo U, - g = f. Portanto f;(z) = Z?Zl uijg;(x).
IIT) = I). Sunponha que existe uma matriz invertivel U, = (U;;(x)) tal que U,-g = f,
ou seja, fi(r) = Y 0_ wigi(x),Vi = 1,--- ,p. Defina ¢ : R* x R",0 — R”,0 por

pi(x) = 21521 uijg;(x),Vi=1,--- p.
Claramente ¢(x,0) = ¢1(x,0), -+, py(2,0)) = 0. Defina agora o germe H : R™ x
RP.0 — R"™ x R?, 0 por (x,9) — H(x,y) = (z,p(z,y)). Temos

I, D
JacH =
0 Jacp,

e |Jacy,| = det(u;;) # 0.
Portanto H ¢ difeomorfismo, logo H € C e além disso H(z, g(z)) = (z,¢(x, g(z)) =
(z, f(x)), pois @iz, g(x)) = fi(x), dal @(z, g(z)) = f(z).

Portanto f e g sao C-equivalentes.

Exemplo 3.3.2 Seja f,g:R,0 — R2,0 dada por: f(x) = (22,0) e g(z) = (22, 27).

Ip=<2?>el,=<2?2°>=<2? >

Portanto f e g sao C-equivalentes.
Teorema 3.3.6 Seja o germe h € &,. Entao:

I) h*: &, — &, é um homomorfismo de anéis;

IT) Se I:R",0 — R™ 0 ¢é o germe da identidade, entao I* : &, — &, é o homomor-

fismo identidade;
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Figura 3.13:

IIT) O germe h : R*" 0 — R™ 0 é invertivel se, e somente se, h* : &, — &, é um

isomorfismo do anel &,.

Demonstragao: 1) h*(f +¢g) = (f+g)oh = foh+goh = h*(f) + h*(g) e
h(f-9)=(f-g)oh=(foh)-(goh)=(h"(f))-(h(g)).

I I*(f)=fol=F.

IIT) Afirmacgao: Dados hy € &), e hy € £) ) entdo (hy o hy)* = hj o hj.

De fato: Seja f € &, entdo, (hoohy)* = fo(hyohy) = (fohy)ohy =hi(fohy) =
hi(hs5(f)) = (hi o h3)(f)-

Dai, segue a afirmacao.

(=)h :R",0 — R", 0 ¢é invertivel
hoh ' =1 (ho(h ) =1 h* o (h1)* = I*

—_— —

hltoh=1 (hloh)* =1* (h"Y* o h* = I*.

—

Em particular, (h~1)* = (h*)~!. Dai, h* é um homomorfismo bijetivo. Logo h* é um
isomorfismo.

(<) Suponha h* : &, — &, é um isomorfismo, I(h*)~! : &, — &, tal que
h* o (h—l)* _ [5n — JI* (h o (h_l)* — J* ho h_l _ I]Rn

e e
(hh*oh*=1Ig, = I* (h~toh)* =1TI* h™toh = Ign.

Portanto h é invertivel.
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Definicao 3.3.6 Sejam I e J ideais de &,. Diremos que I e J sao isomorfos induzidos

quando existir um germe de difeomorfismo h : R", 0 — R", 0 tal que h*(I) = J.

Teorema 3.3.7 Dois germes f,g € Sgp sao K-equivalentes se, e somente se, os ideais |

e J sao isomorfos induzidos.

Demonstracao: Segue que f Y gse e somente se, existir h € R tal que foh 9
se, e somente se, os ideais Iy, e I; sao iguais se, e somente se, existir h* : £, — &, tal

que h*(I) = J.

3.4 Espaco Tangente & R-6rbita

Seja R = {h:R",0 — R™,0 | h é difeomorfismo de classe C*°}. Sabemos que:

T, R:={7(0) €&, |v:K— &, ¢ um caminho diferenciavel com ~(0) = I,,}
onde I, é o germe identidade.
Teorema 3.4.1 O espaco tangente T1, R € igual a &) .

Demonstracao: (C) Por definicao 77, R C & .
(2) Dado g € &2

n,n’

logo g € T, R, dai €2, C T}, R.

n,n

Portanto 77, R = &, .

definamos v : K — & por y(t) = I, +t - g. Entao 7/(0) = g,

Teorema 3.4.2 Vale a sequinte igualdade: Tf(Ry) = My, Jf, onde Jf =< %(x), o 2L () >,

> Oy

Sabemos, do Corolario 3.3.1, que T¢(Ry) = dps(I,,)(T1,R) onde

w:RxE — &,
(h,f) = foh
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Figura 3.15:

Além disso

Ry = {o(h. f)|heR}
= {foh|heR}

= {g|g=foh, para algum h € R}.

Dado g € T, R = &, temos g = (g1, ,gn). Seja y(t) = I, +t - g e defina (1)

como sendo a imagem de 7(t) pela fungio

(prR — &
h +—— foh.

Isto é: B(t) = pr(v(f)) = fo(t)

Observacgao 3.4.1 f'(t) € Ty(Ry) e

Bt)(x) = for(®)(x) = f((In +tg)(x)) = f(x +tg(x)).
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Figura 3.16:

Figura 3.17:
Dai, #'(0) = L(f(z + tg(x))) limo= Do, g—q{i(x)gi(x), onde ¢g; : K",0 — K, 0, logo
gi € M,,. Entao,

NI

i=1 z;

Ty(Ry) = {ﬁ’(o) (fv)gi(fv)} =M, Jf

em que Jf =< ;—Ji(x), o AL (1) >

Definigao 3.4.1 Definimos o espago tangente estendido por (Tg)f(Rf) = Jf. O con-

gunto Jf é chamado de ideal jacobiano def.
Definicao 3.4.2 Seja f € &,, definimos o R-codimensdo de f por:
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codr f = alz'm]Ki

Jf

Diremos que f tem R-codimensao finita quando codgr f < 400.
Exemplo 3.4.1 Tome em & os germes f(x,y) = 2° + 3> e g(x,y) = 2° + 2%y.

Temos Jf =< 22,3y >=< z,y?> > e Jg =< 322 + 22y, 22 >=< zy, 22 >.

Figura 3.18: Logo dimR% =2 =codrf

Figura 3.19: Logo dimR% = 400 = codryg

Teorema 3.4.3 Seja f € &,. Entao f tem R-codimensao finita se, e somente se, eriste

k €N tal que M C Jf.
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Demonstracio: codgf < +0o <= dimp 75 < t00 = codJf < 400 <= Mk C

Jf para algum k € N.

Definicao 3.4.3 f: U C R",— R diferencidvel tal que a € U.

i) Diremos que @ ¢ um ponto singular de f quando V f(a) = 0;

ii) Diremos que a é um ponto regular de f quando V f(a) # 0.

Teorema 3.4.4 Seja f € &, um germe de R-codimensao finita e nao-nula. Entao a ori-
gem de R™ € um ponto singular isolado de qualquer representante de f. Isto €, existe uma

vizinhanca U da origem em R™ tal que a origem € o unico ponto singular do representante

de f em U.

Demonstracao: Afirmacgao. Se codgr f > 0, entao a origem é ponto singular de f.
De fato, se 0 for ponto regular de f, isto é, %(O) # 0 para algum t=1,---,n. Entao,
por continuidade de , existe uma v1zmhan(;a U de 0 tal que 3 ( ) # 0,V eU.

Logo, Jf = <d$1 cee ad;z;j;> En, p01s é invertivel, daf, 5, € Jf. Logo dimp &= 5=

oz,
0= codr f.

Portanto segue a afirmacao.

[
Sabemos que codp f < 400 (:>) Jk € N tal que M* C Jf.
3.2.3
Observe que af,--- ,xy € ML C Jf. Dai, zf = Y7, aj(x)g—é(m) para cada i =
1, ,n.
Assim, se a = (ay,--+ ,a,) é ponto singular de f, entdo %(a) =0,Vi=1,---,n.
Segue que
af =al = Zn:a](a) of (a) =0,Yi=1,---,n
) 7 . . axz
7=1
Como a¥ =0,Vi =1,--- ,n, logo a; = -+ = a, = 0, segue que a = (0,---,0). Portanto
a origem ¢ o tnico ponto singular de f.
[
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3.5 Germes finitamente Determinados

Esta secao é continuacao da segao 3.2 e 3.3, tendo quase as mesmas defini¢oes, iremos
abordar mais especificamente a R-equivaléncia, mas pode ser substituido o R por L, A,

C ou K.

Definicao 3.5.1 Um germe f : R",0 — R, 0 € dito k-R-finitamente determinado se,
Vg € &, tal que j*(g) = j*(f) tem-se que f ~ 9. Isto é, f = goh para algum h : R™, 0 —

R™ 0 germe difeomorfismo.

Observe que, o germe f é k-R-finitamente determinado se, e somente se, {g € &, |
7*(g) = 7*(f) C Rf}, ou se, e somente se, existe k € N,Vg € &, com j*(g) = j*(f),

implica que f = go h™! onde h € R.
Proposicao 3.5.1 Seja f um germe k-R-finitamente determinado. Entao:

a) [~ g"(f);

R

b) fé k-R-finitamente determinado, V¢ > k.

Demonstragao: a) Seja g(z) = j*(f(x)), dai, temos f ~ 9 Logo j5(f) = j*(9) =

G = 34()-
b) Seja g € &, tal que j°(g) = J(f), V¢ > k. Togo, j*(g) = j*(f). Como f &

k-R-finitamente determinado, entao f ~ 9

Definicao 3.5.2 Diremos que um germe f € &, é R-finitamente determinado se este
for k-R-finitamente determinado para algum k € N. E o menor k € N tal que f €

R-finitamente determinado chama-se o grau de determinacgao finita de f.

A seguinte aplicacao

O : & — Jhy
fo— () =%(/)

¢ um homomorfismo de algebra. Pois
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o Ii(f +g) = Ix(f) + Ii(9);

o Ily(a-g) = alli(g);

En
o Ker(Ily) ={f €& [1k(f) =0} = YR
Seja R = {h € R | j*(h) = Id} C R.
Observe que vale a seguinte sequéncia de inclusao --- C Ry C Rgs1 C - C Ry C

Ro=TR.
Proposicao 3.5.2 O conjunto Ry é um subgrupo normal de R.

Afirmacgao 1. R < R.
Seja hy, hy € Ry, logo j*(hy) = Id e j*(hy) = Id, como R C R, entdo hi o hy € R,
dai
3%(hy o hy) = I (5%hy 0 j%hy) = i (Id o Id) = 11 (Id) = j*(Id) = Id.
Dai, hy o hy € Ry

Como Id € Ry, temos
Id = j*(Id) = j*(hy' o hy) = T (5%h " 0 57hy)
M (5*hyt o Id) = Tk(5*hy ') = 5" (5*hi") = j*(hi).
Portanto h;' € Ry. Dai, segue a afirmacao 1.
Afirmacao 2. R, < R.
Para isso basta mostrar que K o Ryo K~ ! =R, VK € R.

Tome h; € Ry, mostraremos que Koh;o K~! € R;,. Consideremos Kohjo K~! = hy,

como K e h; sao invertiveis, entao vale

KohijoK'oK =hyoK

- Kohyold =hyo K

— K 'oKohold =K 'ohyoK
= Idohyold =K 'lohyoK
- hy =K ''ohyoK.
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Como h; € Ry, logo K1 o hyo K € Ry. Mas isso implica que hy € Ry. Portanto
K™ 'oh; o K € Ry. Dai, segue a afirmacao 2.

[ |
Exemplo 3.5.1 Mostrar que f(z,y) = 2> + y* é 2-R-finitamente determinado.
Seja g € & tal que 52¢g(0) = j2f(0). Temos que
. of of 0 f 0 f 10%f
2 = £(0,0) + ==(0,0 —=(0,0 0,0 —=—-(0,0)z* + =—=—=(0,0)y?
1@ = 0.0+ 500w+ S o0+ 000+ 55 0002+ 35 0.0
10%f o 1 82f
1 1
— 9 2 Z9 2
5 T+ 5 Y
= f(=).
Entao j2¢(0) = j2f(0) = g(z,y) = 2* + y* + h(x,y) com h € M.
Como M3 =< 23, 2%y, zy?, > >, segue que
hz,y) = ai(z,y)2’ + as(z,y)2?y + as(z,y)ay® + as(z, )y’
= (ai(z,y)7 + az(2,y)y) + y*(as(z, y)z + as(z, y)y)
= 2*hi(2,y) + y*ha(z,y).
Onde hy(z,y) = a1(z,y)x + as(z,y)y e ho(z,y) = as(x,y)r + ay(z, y)y. Logo,
g(z,y) = 2*+y* +h(z,y)
= 22+ + 2 (z,y) + v ha(z, y)
= 2*(1+hi(z,9) +y°(1 + ha(z,y))
= (214 hi(z,9)? +y/1+ ha(z,y))
= (foo)(z,y)
Onde ¢(z,y) = (/14 hi(z,y),y\/1+ ho(z,y)). Mostraremos que ¢ é um germe

de difeomorfismo. Como hy, hy € My, entdo 1 4+ hy(0,0) = 1 + hy(0,0) = 1 > 0, dai,

pelo Teorema da Conservagao de Sinal, existe uma vizinhanca da origem tal que
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1

1+ hy(z,y) e 1+ he(x,y) sdo positivas. Logo, e estao bem
Vithi(z,y) 1+ ha(z,y)
definidas numa vizinhanca da origem. Assim,
Oh1(z,y) Ohi (z,y)
e x
1+ hi(z,y) + = o
J _ 2¢y/1+4 hi(z,y) 21+ hi(z,y)
L L+ b, y) + =

2¢/1+ hy(z,y) 2¢/1+ ha(z,y)

10
det(Jacy(0,0)) = =1#0.
0 1
Portanto, pelo Teorema da Funcgao Inversa, ¢ ¢ um germe de difeomorfismo.

Observacgao 3.5.1 Vimos que J*(f o h) = I (j*(f) o j¥(h)). Logo, se h € Ry, entdo
JE(f o h) =0 (55 (f) 0 *(h) = T (G*(f)) = J*(f).

Como Ry <R, defina J*R = £ =~ {j*h | h € R}, isto vale pelo Teorema do
isomorfismo. Considere a acao
o: JFRXJbyy —
(*h, 3" ) = G (foh).
Esta operacao estd bem definida. Se j*h(0) € J*R e j*f(0) € ‘](kn,l)’ entdo j8(f o
h)(0) € J(kml), pois como h € Re f € EY, entao foh € &Y.
Mostraremos agora que ¢ uma acao.
i) Para todo j*f(0) € J(kn’l), temos
3*(f o 1d)(0) = j* f(0).
ii) Para todo j*h;(0), j%ho(0) € J*R e j*£(0) € J(kn’l), temos
(7*h1(0) 0 j*h2(0)) 0 75 f(0) = j*(h1 0 h2(0)) 0 75 F(0) = j*(f o (h1 © ha)"1(0)) =

(75h1(0) 0 35 (f 0 hy1)(0) = 5*h1(0) o (5%h2(0) © j* (0)).
De i) e ii) segue que o é uma agcao.

Corolario 3.5.1 Seja f € M,,. Entio M1 Cc M, Jf & MY Cc M, Jf + M2 &
k1

W C ML ).
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Demonstracao:

i)

i)

Mostremos que M*t C M, Jf & ML C M, Jf + MF+2
(=) Trivial.
()M M, Jf + MEF2 —= MFL C M, ME + M, Jf.

Pelo Teorema (1.3.2) (Lema de Nakayana) segue que M**t C M, Jf.

k+1
MEFL C M, T f + MFP? & ﬁ—ZH C ML S).
(=) MEFLC M T f 4+ MEF2 = R (METD) C R (M, T f) + M2 = M

MEF2
M, Jf.

k+1 k+1
(<) Mostremos primeiramente que MZ+2 C M Tf) = W cC M, Jf+
Mk+2' n n
e+ k+1
De fato, seja h € ——=—. Temos que Phan < Z+2> C jFY (M, JTS).

Logo, existe g € M, Jf tal que j**1h(0) = j**1g(0). Segue que j**1(h — ¢)(0) =
0 = h — g € M**2. Portanto, h € M, J f + M2,

Mk+1 Mk?-i-l
Assim, MZ+2 C M) = MZ+2 C MuJf + M2 —= MEL C M, Jf +

Por i) e ii) conclui a demonstragao.

O proximo teorema ¢ uma condi¢ao necesséria para um germe ser k-R-finitamente

determinado.

Teorema 3.5.1 Seja f € &,. Se f é k-R-finitamente determinado, entio MEH! C

M., Jf.

Demonstracao: Seja j**!: &, — J(knfll), M={g€e€é& |y ~ fleN={geé&,|

7*9(0) = 5" £(0)}-
Como f é k-R-finitamente determinado, entdo para todo g € &, com j%g(0) = 5% £(0),

t ~ g.
emoszg
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Logo, N C M. Seja My, = j*"'M e Ny = j*'N. Segue que N1 C My pois

N C M. Como N = j*f(0) + M1 entdo Ny = 5155 £(0)) + j*HH(MEH) =

. k+1
N1 = ]kﬂO) + ﬁ}}r

Além disso, M1 =

JFIR - 5L £(0). Como Nyyi e My sdo subvariedades de J(kn+11

e Nii1 C Mgy, entao

Tyes1 10)Nir1 C Tyrsrpoy SR - 5571 £(0). (3.3)
Temos que
Mk;—l—l Mk—H
_ -k n _ n
Ty g Nirr = Tyrer40) (J F(0) + Mﬁm) ~ ME2
e
Tinr g0y Niyr = Ty o) "R - G5 F(0) = 1 (ML T ).
Da inclusao de (3.3), temos
Mi
W C]k+1(Man)
Pelo lema anterior, M**1 c M, Jf.
|

Observacao 3.5.2 Nao vale a reciproca exata, por exemplo: seja f € & definida por

flz,y) =2 +y°.

JfMy =< 2?2y >< x,y >=E3.
Mas f nao é 2-R-finitamente determinado, pois tomando g(z,y) = 0, tem-se que

7 2(g) =0=732%(f). Mas f nao é R-equivalente a g, pois se fosse, terfamos um difeomor-
fismo h : R?,0 — R2,0 tal que f = g o h = 0, um absurdo.

Coroléario 3.5.2 Se f € M2 nao depende de x, entao f é R-finitamente determinado

Demonstragdo: Seja [ € M3 tal que f(z,y) = h(y).

oh Oh 0h
J =<0 < >=<
fMs ¥n >,y ma ,yay
h
of oh _ = 0. Segue que 2" nao é constante, pois gh(O) =0.

Como f € M3, entdo a—y(O) ay
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Logo, zF+! #£< xg—z,yg—z >, para todo k > 0. Segue que M5* ¢ MyJfVk > 0,

ou seja, f nao é k-R-finitamente determinado, para todo k& > 0. Portanto, f nao é

R-finitamente determinado.

Temos o seguinte resultado.

[ é k-R-finitamente determinado = Mttt c M, Jf.
Mas nao existe a reciproca exata, ou seja,

f é k-R-finitamente determinado < M+t c M, Jf.
Mas vale a seguinte reciproca.

f & k-R-finitamente determinado < MK c M, Jf.

Teorema 3.5.2 Se MY C M, Jf, entio f é k-R-finitamente determinado. Devemos

mostrar que dado g € &, com j*(g) = j*(f), entdo f ~ G-

Demonstragio: Seja g € &, com j*(g) = j*(f). Defina o germe F': K® x R — KP

por F(x,t) = (1 —1)f(x) + tg(x).
Observe que, para cada t € R, F; : K" — K? é o germe Fi(z) = F(x,t) = (1 —

t)f(x) +tg(x).

Observacao 3.5.3 Para demonstrar o teorema, basta mostrar que, fixado arbitraria-
mente s € R existe um familia de difeomorfismos hy : R",0 — R"™, 0 tais que Fyoh; = F

pois nesse caso, tomemos s =0 et = 1, teremos
Fiohy = Fy = gohi(z) = f(x).

Em outras palavras, basta mostrar que existe uma familia de germe H : R" xR, 0 —

R™, 0 em (0, s) satisfazendo
(a) H(x,s) = x;
(b) H(0,t) =0,Vt € R;
(¢) F(H(z,t),t) = F(x,s), onde s é fixo.
Derivando a equacdo (c¢) com relagao a t, obtemos
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Z gf’z’ (H<5€7t); t> ' %(l‘, t>] + %_f(H(ZE, t)vt) = 0.

i=1
Afirmagao 1. Determinar H satisfazendo (a), (b) e (d) é equivalente a resolver o

problema de valor inicial.

- OF
[Z&(IJ) ' %(%t)

i=1 !
£0,)=0,Yi=1,--- ,n.

OF

+E(

z,t) =0

(e)

De fato, seja @’ = £(x,t) em que &(z,t) = (§1(x,t),- -+, & (2, 1)) € 0 campo vetorial &

l-parametro, com &£(0,t) = 0. Portanto

Consideremos o fluxo associado
H:K'"xR,0— K", 0

(x,t) — H(z,t)

tal que H(x,t) = z. Entao

OH
E(J;,t) =¢(H(x,t),t) (3.4)

0= [Z@(H(x,t),t) - ZZ (H(z,8),8)| + %—f(ﬁ(x,t),t)
— 0= [Z gﬁ; (H(z,t),t) - %(m) + %—];(H(x, t),1). (3.5)

Portanto, vale (a) e (d). Verificaremos (b) H(x,t) = 0,Vt € R.

Para z = 0, temos

OH
—(0,t) = &(H(0,1),t
S (0,1) = €(H(0,0),1)
H(0,s) =0.
i - ' = €(x(t), 1)
Por outro lado a funcao nula também ¢ solugao do P.V.1.
z(s) = 0.

Assim, como a fun¢do é continua em H(0,t). Logo H(0,t) = 0, portanto vale (b).
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Resumo:Temos até agora os seguintes resultados: (a), (b), (¢) = (a), (b), (d) <
(e).
Afirmacao 2. (a), (b), (d) = (a), (b), (¢).

Como vale (d), temos

—~ OF OH; oOF
Z axi (H(:L‘,t),t) : E(J%t) + W(H(m,t),t) =0

— %[FOH](m,t) =0

= Fo H(x,t) = c(z). (3.6)

Em particular F'(H (z,s), s) = c¢(z) e como, por (a), H(x,s) = z, tem-se F(z,t) = c¢(x).
Logo, por (3.6), F(H(x,t),t) = F(z,s) e portanto vale (c). Dai, segue a afirmagao.

Mostraremos que o P.V.I. (e) tem solu¢ao.

Zn:&(x,t) . %(m,t) + 8F(x t) =0+ a—F(:zc,t) €< a—F(x,t), . ,8—F(:v,t) > -M,(3.7)

ot ot o0xy 0x,,
em gn+1.
. F
Por hipotese MF C g—i x ’gTi > M, em &,. mas, g_xl = (1- t)gj; + tgi
gi +t (gi - gg{l) Como j*(g) = j*(f), entdo j*(f —g) = 0, implica que as derivadas
de f e g coincidem até o grau k. dai, f — g € MF~L. Segue que o gf e Mk
ZT; ZT;
oOF  Of dg Of k
Logo s 8%“(3% 8%) eJf+Jf+ My M;.
Portanto Jf C Jf + Jf + M, 1ME. Observe que MF C MEsubset M, J f
oF OF
— M e ME—— s M ME
oxy’ ox,,
F F
— MEF Mﬁa : ,a—
Lema de Nakayana 8351 01'71
of - pOF  OF
:>at—g fem; CM”8x1 ’8a:n>
Portanto vale (3.7).
[ |
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Exemplo 3.5.2 Seja f € &,, definido por f(x,y) = 2%y + y* é 4-C-finitamente delermi-
nado, pois M* C MJf. Mas nao é 3-C-finitamente determinado, pois:

j3f = 2y e este germe tem singularidade nao isolada na origem, pois

%(j3f):2xy20<:>x206y:0
9 -3 2
a—y(] fl=2"=0<=2=0.

Conjunto singular de j53f ¢ o conjunto {(c,y) | z = 0} = eixo-y. Pela contrapositiva
do teorema 3.4.4, tem que f é um germe de R-codimensio infinita, dai, segue que M* C

MyJf.
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Capitulo 4
A C'-suficiéncia em J7
(n,p)

Os lemas deste capitulo e o Teorema Principal 4.2.1 foram tirado do trabalho de

MARTINS & FAVARO [1].

4.1 Resultados Preliminares para o Teorema Principal

Definicao 4.1.1 Dois germes f, g : R", 0 — RP, 0 de classe C*, sao ditos C*-equivalentes
se existe um germe de difeomorfismo (homeomorfismo se i = 0) h : R*,0 — R",0 de

classe C' tal que f = goh.

Definicao 4.1.2 Um r-jato z € J],

(np) € Ci-suficiente em C*(k > r) se quaisquer f e g

com f,g € CF e j"(f) = j"(g) = z sio C'-equivalentes.

Observacao 4.1.1 Se o germe h da definicao 4.1.1 for de classe C*°, entao h € R,
logo essa definicao € equivalente o subsecao 3.2.1, consequentemente a definicao 4.1.2
¢ equivalente o secao 3.5. Aqui trabalharemos com h € C* onde i > 0, ou seja, encontrar

condigoes de exigéncias mais fraco.

Motivagao: Seja z € J(’“mp) e f:R" 0 — R" 0 dois germes de classe C* com j7(6) = 0.
Sera que existe um germe de difeomorfismo i : R”, 0 — R™, 0 de classe C(i > 0) tal que

(z4+0)oh =27

Exemplo 4.1.1 Seja z(z,y) = (22 — 9%, 2zy) em J(QQQ). Consideremos a perturbagao

0(z,y) = (|ly
difeomorfismo h : R?,0 — R% 0 de classe C'(i > 0) tal que (z + 0)(z,y) = z(h(x,y))?

5, 2%), 0 € C? com j2(0) = 0, mas 0 ¢ C3. Serd que existe um germe de
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Mostraremos que existe h : R®,0 — R" 0 de classe C' que satisfaz o exemplo.
Observe que a existéncia de um germe de difeomorfismo C*(i > 0), pressupoe a existéncia
de um germe de homeomorfismo, pois vale a inclusao ¢*~! C C* Vk € N. Portanto,
necessitamos que z seja C-suficiente.

Dado z € Jf,, ), definimos duas constantes associadas a z (ver [5]), onde:

r(z) = min{l € N| 3¢ >0ed >0 com D(Vz(z), - ,Vz(r)) > clz/"! para
|z| <0} .

r0(z) =max{f € N|3Jc>0ed >0 com |2(z)] < c|z|* para |z| < }.

Agora vamos enunciar e demonstrar alguns lemas necessarios para o Teorema Prin-
cipal 4.2.1.

Dados vetores vq,--- ,v, € R, denotamos por d; a distancia de v; ao subespaco gerado
pelos vetores v;, onde j # i (Notagdo: [v;];2). No caso de v; = v;(z) depender de uma
variavel z, escrevemos d;(z) para a distancia. Logo,

di(w) = inf{|vi(x) = Y yo;(2)]}. (4.1)

J#

N

e / (v

\x

Figura 4.1:

Esta distancia d;(z) mede a independéncia linear do v; em relacdo ao subespago [v;];.;.
Observacao 4.1.2 d; = 0 se, e somente se, v; € combinagao linear dos vetores v;, j # 1.

Claramente, se vi(x),--- ,v,(x) sdo L.I., entdo d;(x) é da mesma classe de diferencia-
bilidade dos v;(z).
Notagao:
D(wr(e), -+ ,uylx)) = min {d(x)}. (12)

1<i<p

Lema 1 Se D(x) = min{d;(z),--- ,dy(x)} = |v; — Z#i y;v;(x)|, entao |y;(x)| < 1.
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Demonstracio: Por defini¢ao, D(z) é o minimo dos d;(z), logo 3k tal que D(z) =
dk<l’> Dai,

di(@) = Jo(2) = Y yyu;(2)] < {du(2), -+ dy(x)}.

Jj#k
Provaremos por contradi¢ao, fixemos z. Suponha que |y,| > 1 para algum ¢ =1,--- | p
e { # k, observe a figura abixo.
A R
()
YL,
Yy
Yy
R

Figura 4.2:

Chamaremos de [vg] e [v/] os subespagos gerados pelos vetores vy e vy, respectivamente.
Como |y,| > 1, entao Ty tal que |yx| < 1 e vy — ypvr| < |vk — yeve|. Dai,
do(x) = |ve(x) = Y yyvi(@)] < [vez) = ) yjoi(2)| = di(w).
J#L J#k

Um absurdo, pois por hipotese, temos D(z) = dj(z). Portanto |y;| < 1Vj =1,--- ,p
e j#k.

Lema 2 [9] (Lema 8.2 - pag. 118) Sejam vy(x),--- ,vs(x) € R"™ vetores L.I. Denotamos
por p;(z) a projecao de v;(x) sobre os subespaco gerado pelos vj, j # i, (denotaremos por
[v]j2i). E por ni(z) = vi(x) — pi(x) o vetor ortogonal ao subespaco [v;]j. Entdo, dado
w(x) € R”,

@)

é a projecao de w(x) sobre o subespaco gerado pelos vetores vi(z), (i =1,--- ,s).
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Demonstragao: A saber, temos que ||n;(z)|| = di(z) e que n;(x) é ortogonal ao
subespaco [v;];4, pois p;(z) € [vj]; e di(x) é ortogonal a [v;];4;, dai, n;(z) é também.

Segue-se que ((z),p;(x)) = 0, consequentemente,
(v(x) — pil). i) = 0.
Temos também que
(na(@), vy(@)) = (vi() - pu(a), vy ) = 0
pois di(z) L v;(x),j # i, [Ini(2)]| = di(a) e

(ni(x),vi(x)) = (v

17 = [lni()] . (4.3)

Portanto,

para cada j, segue-se que w(x) — X (x) é perpendicular a v;(z).

Corolario 4.1.1 Se vy, - ,vs,w : R™ — R" sdo de classe C*, entdo X : R™ — R" ¢

de classe C*.

Demonstragao: Como v; é C* Vi = 1,--- s e considerando v; = (vi1, "+ , Vi),
entdo cada aplicacdo vy, : R — R” é de classe O e analogamente, se w = (w1, W)
é de classe C*, entao wy é de classe C*,Vk = 1,--- ,m. O produto de funcoes de classe

C* é de classe C*, entao (w(z),v;(z)) é de classe C*.
Temos também que n; = v; — p; & de classe C* e ||n;|| # 0, pois {vy, -+ ,v,} sdo L.I..

Dai, concluimos que X & de classe C*.
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Um método pratico para calcular os d;(z) é :

Vdet({vj(z), v (x)))
Vdet({(vn (), va()))

N

(i), oi(z)) - (), vp(x))
det : " :
(o), o1 () - (up(x), vp())
= T (4.4)
(@), o)) - (@), (@) |
det : : :

(vp(z), 01(2)) -+ (vp(2), vp(2))
comj,k=1---pemn=1,---,i—1,i+1,--- p.

Essa equacao ¢ verdadeira pois, pela proposicao 1.5.3, temos

Videt((vi(x), v;(x))) = vol Ploy, -+, vy]

vol Plvy, - -+, ug] = |ng|vol[vy, -+ - 01,01, -, Ugl.

Como n; = v; — p; e |v; — p;| = d;, segue o resultado.

Lema 3 Sejam f,g: R",0 — RP,0 de classe C* com j*(f) = j%(g). Se e >0e 5 >0
tais que D(V fi(x),- -,V fy(x) > c||z]|*"! para ||z|| < 0, entio existem ¢; > 0 e d; > 0

tais que D(Vgi(x),- -+, Vg,(z) > c1]|z|[*~! para ||z]| < d;.

Consequéncia: "O namero r(z) independe do representante de z".

Demonstracao: Sejam f = (f1,---,f,) e g = (g1, ,gp). Como jf(f) = je(g),

entao podemos escrever f; e g; na origem da seguinte forma:

filx) = § filw) +ro(z) = Z i' (8}2(;))“96& + ro(x) (4.5)
lal <t

) = i) + o) = 30 2 (PHD) s st (46)
|| <2



Vimos no capitulo 2 que, usando a Formula de Taylor Infinitesinal, temos os seguintes

resultados:
i ") g g ) g
lz|—»0 2t lz|—0 xf
Dai,
) =@ ) ) — () + se(e))]
|z|—0 || || =0 ||
o M@ =@l @) @)

|z|—0 |z|¢ T a0 x|t z|—0 |zt

Em consequéncia de (4.5) e (4.6) o gradiente de f; e g; sdo da seguinte forma:

Vi) =TI )= 3 (%

Ox
al<t—
y 1 [0gi(x)\*
Vgi(z) = j'Vgi(z) + si-1(z) = ol o7 % + sp_1(z).
laj<e—1 "
Analogamente,
IV = Ve V) () = (V) + sea@)]
|z|—0 |z |1 2|0 2]

— lim |TZ_1($) — Sf—l(xﬂ < rﬁ—l(x) NNF Sz_l(w)

= =0.
|z|—0 | |61 T al—o |zl a0 |zt
Desses calculos, tiramos dois resultados.
|z|—0 ||
i Vi) = V()] _ (4.8)
|| —0 ||t

para algum e suficientemente pequeno.
Sejay = (y1,--- ,Yp) # 0, entdo Jy; tal que y; # 0. Para cada x e k fixos, suponhamos

primeiramente que j = k, ou seja, y; # 0. Entao:
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welVar(e) = V@I |u[Var(r) = V()]

1> uiV fi(z)] eV fi() + D uiV fi(x)
= ik
_ [Vgi(x) — V fi(2)]
IV fi(@) + y Y 4V filx)
iZh

Como {Vfi(z), -, Vf,(z)} sdo L.I, segue-se de (4.1) que

di(x) = inf{|V fu(x E:MVﬁ W< IV fule) + ' Y uiV filx)
Seque-se de (4.2), que

D(V fi(x),-- -, Vp(x)) = min {d;(z)} < di(z).

1<i<p
Continuando os calculos,
Vgi(x) =V fi(2)]
P
IV fiul@) +u Y uiV filx)

=1
i#k

Vgr(x) = Vfi(2)]

IN

< [Vgr(z) — ka( )|
~ D(Vh(z), - V()
Var(x) — ka( )
clx

‘21

(4.9)
A qultima desigualdade é valida, pois estamos tomando x suficientemente pequeno.
, Mas, se yr = 0, a desigualdade acima é valida, pois supomos que y # 0, ou seja,
ZyZVfl(:c) # 0, logo
[l Vok(x) =V fi(a)]

IE:MVﬁ@)

Desses resultados, concluimos que,

> uil Vi) = V i)
lim —=—— = 0. (4.10)

z—0
| Z yiV fi(z)
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Por outro lado, usando a desigualdade triangular |u| — |v| < |u — v, temos o seguinte

resultado.

|Zyivfi($)| - |Z%[V9i($) = Vfi@)]] < |Z%V9i(93)|

1> uilVai(e) = Vi) 1> uiVgi(o)]
1— i=1 i=1

IN

> wVhi) > uVhi)

|Zyi[v%($) — Vfi(2)]| ’Z%ng‘(ffﬂ

IN

5 - — 1.
> Vi) > Vi)
=1 =1

Por (4.10), temos

p
1> uiValx)l
=1

0 < = ~1
D uiViil=)]
=1

p
1> uiVgi(o)]
=1

IZyini(fL")l

D " uVEi@)] < 1) Vel
i=1 i=1

Como y = (y1,- - ,yp) € aleatorio, entao
D(Vgi(x), -+ ,Vgy(x)) > D(Vfi(z), -,V (z)) > clz|t, pela defini¢io, existe
9 > 0 tal que tomemos |z| < 0.

Portanto, basta tomar ¢; = c e §; = ¢ e dai conclui-se a demonstracao.

Lema 4 Dado z € Ji, ,,, mostraremos que ro(z) < r(z).

Demonstracio: Por definicio de ry(z), sabemos que |z(z)| < c|z|’, diferenciando,

temos |Vz(z)| < ¢l|z| Y, Vi=1,--- ,p. Tome k = 1r£1a<x{ci€}, como |z(z)| < c|z|t, entdo
ISP
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|z(x)] < c|a|™. Portanto |Vz(x)| < k|z|™~!,Vi = 1,---,p. Por outro lado, segue da

definigao de r(z) que

P
2@ < Da(w), -, 5(@) < [Var(e) = Y uiVal@), ¥k =1,--- p

i=1
itk

p p p
1> uiVa@) <> wiVa)| <> Vi)
i=1 i=1 =1

IN

P
< Zk|x|ro(Z)—1 < pk|a:|”°(z)_1
i=1

onde a antepeniltima desigualdade ¢ valida, pois |y;(x)| < 1 pelo lema 1, logo c|z|"*)~! <

pkl|z|®~1 como |z| € R, entdo usando as propriedades de logaritmo, temos
10g|x|(0|x|T(z)—1) > 10g|x\(pk|x‘T0(Z)_l)-

A desigualdade inverte, pois a base é suficientemente proxima de 0, ou seja, existe

d > 0 tal que |z| <0 < 1.

logy, (¢) + (r(2) — 1) logyy([z]) > logy, (pk) + (ro(2) — 1) log,(|2])
logp, () +7(2) =1 = logy,(pk) +ro(2) — 1
pky

r(z) > ro(2) + log,(

Para |z| suficientemente pequeno, existe € > 0 tal que logm(pk) <€

[

Portanto, r(z) > ro(z) para |z| suficientemente pequeno.

4.2 Condicoes necessarias para a C'-suficiéncia em J(Tn »)

Suponha que z € S o) Se mostrarmos que z ¢ C'-suficiente em C"(i < ), entao para
todo germe 6 : R",0 — RP 0 de classe C" com j"(#) = 0, existe um germe difeomorfismo
de classe C'(i < 0) h : R",0 — R",0 tal que ((z + 0) o h)(z) = z(x). Podemos agora

enunciar e demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1 Seja z € J, e suponhamos r(z) <1 e quer—r(z)+1—i[r(z) —ro(z)+

1] > 0 para algum i > 0. Entdo z é C'-suficiente em C".
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Observacao 4.2.1 Quanto p =1, temos exatamente o Teorema de F. Takens (ver [5]).

Dividiremos a demonstracao em duas partes:
Parte A: Seja 6 : R",0 — R, 0 de classe C" com j"(0) = 0.
Definimos F': R" x R,0 — RP, 0 por

F(x,t) = z(x) 4+ tO(x).

Observe que F(x,0) = z(z) e F(x,1) = (2 + 0)(x). Como F = (Fy,---,F,) com
Fi(z,t) = zi(x) + tOp(x),k = 1,---,p, derivando parcialmente, temos VFy(z,t) =
(Vz(z) + tVO,(2),01(x)) e R" k=1,--- p.

Seja X (x,t) a projegao de e, 11 = (0,---,0,1) sobre o subespago gerados pelos vetores

{VF(z,t), -+ ,VF,(x,t)}. Pelo Lema 2, tomemos

w(T) = €41

vi(z) = VF(z,1).

Dai,

_ N\~ {enr, VE(a,)
X(x,t) = Z EEDIE -n;(,t)

i 0-(Vzi(z) +tVo;(x)) +1-6;(x)

i=1

B i=1 ”nz($,t)”2 'ni(:B?t)
- p Mn x
- ;HW(%OIIQ (1) (4.11)

Como n;(z,t) = VF;(x) — pi(z,t), onde p;(x,t) é a projecdo de VF;(x) sobre o subes-
paco [V Fjl,.;, segue do Lema 2, que ||n;(z,t)|| = d;(x,1).

Figura 4.3:

Afirmagdo 1. D(VF(x),--- ,VE,(2)) > c||z|["®~! para 0 < ||z]| < S e t € [0, 1].
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Seja H : R" x R,0 — RP., 0 definido por
H(z,t) = z(x) + "1

onde T = (1 (1,---,1) € R? é o vetor em que todas as coordenadas tem valor 1.
Como z(x) e §(z) sdo de classe C", segue que H(z,t) e F(z,t) sdo de classe C".
Temos que j"(0) = 0 e j7(¢"*!) = 0, portanto o r-jato de H e F depende s6 de z(z).
Logo j"(H) = j"(F). Dai, temos que

H(z,t) = (Hi(z,1),--, Hy(x,1))

= (@) ey fa) ),
Diferenciando em cada coordenada, obtemos
VH(x,t) = (Vzi(x),t").

dai,
D(VHy(z,t), - ,VHy(z,t)) = D(Vzi(z) +t",- -, Vz,(x) +17).

Foi definido, no inicio do capitulo 4, a constante r(z) da seguinte forma min{/ €
N|3c > 0e§ > 0 com D(Vz (), - ,Vz(x)) > clz|"®)~! para |z| < 6} e como t" > 0
para t € [0,1], logo ||Vzi(x) + tr|| > [|Vzi(2)||,V||z|]] < 0 et € [0,1], ver figura 4.4.
Portanto, D(VH,(z,t),-++ ,VH,(z,t)) > D(Vz (), ,V2,(2)) > c|lz|"®~! para |z| <
0t et e [0,1]. Os germes I’ e H tem as mesmas hipoteses do Lema 3, portanto conclui-se

a afirmacao 1.

Figura 4.4:

Consequéncia 1. Como {VFi(z),---,VF,(z)} sdo L.L, entdo d;(x,t) = ||ni(z,t)|| >
0. segue da Observagao 4.1.2.
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Consequéncia 2. Como F ¢ de classe C", tem-se que VF;(z,t) é de classe C". Dai
X é de classe C"~! para x # 0.
Seja X : B(0,«) x [0,1] € R*™ — R"*! definida por

. <€n+17VFi(x7t)>_ ) r
X(z,t) = ; || (0, )] |2 mi(@ i), paraz £ (4.12)

0, para xz = 0.

Afirmacao 2. X ¢ continua.

De fato,
X (@0l = HZ ﬁanFt ﬁ;» i, )|
(4.11) Hzm gz, b)]]
< Z Hgfx Rl
_ Z HUj o (4.13)
Dizemos que f tem a ordem de crescimento O(f) = r se |£1|LHOW = 0,Vk < r.
Usaremos a seguinte notacio ||f|| = O(||z]|°P) = O(||z||"). Se f e g tem ordem de

crescimento O(]|z||") e O(]|z||*) respectivamente. Entao teremos os seguintes resultados:

1. Se s = r, entao a ordem da soma é a mesma das ordens, pois se

im 0wk < e tim 19— 0wk < 1, entao tim LI < g U
|z[—0 |x]k |z|—0 |x|* |0 |z|F |0 ||
lim M 0,Vk < r;
2|0 ||
2. A ordem do produto é a soma das ordens de crescimento, ou seja, se
|l 9] /- 9] |l
1 = 0,Vk < li = 0,Vky < tao li = lim ——— -
o0 [ P B Ja 2SS O L e T a0
9]
0,V(k1 + ko) < ;
A, e =0V k) <7t s

OUII") _ o1

3. Se ky < ko, entao ), pois temos

O(l[x|l+)
lim ‘fi =0,Vk; <re lim ’gi =0,Vky < s, entao
2|0 |x|F1 2|0 |x|F2
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/]

‘mlglo |x|k1 ) |f . gfl|
Bl = i = 0 b 0.< (k — ) <
|| —0 |x’k2

Continuando com os célculos, temos,
ln:(z, )| = di(w,t) > D(VFi(2),- -+, VF,(x)) > ¢[z]|"&
e [|0:(z)[| = O(|lz|["*), pois j"(0) = 0.

~ o)l _ o=l

< = O(||[|"~7®2).
= iz, DI = O([l] ")

Como r > r(z), entdao r —r(z) +2 > 2.

Assim, X é continua, pois || X (z,t)|| = O(||z]*).

Afirmacao 3. Seja Y (x,t) = e,r1—X (x,t). Mostraremos que |1i|m ]
z|—0 T
0 e portanto Y (x,t) é uniformemente continua para t € [0, 1].

De fato, seja z € R", existe > 0 tal que ||z|| < 4, entao

(@) = YOOI llenss = X(@,) = ens + X (0.2

Iz
s [[X ()]
o]

2L Jj6y(a)]
27
O(llz||~=+2)

O([l=[I")
= O(lla]]""&*) = O(lJ[["). (4.14)

Portanto, segue-se a afirmagao 3, pois ||z|| converge uniforme para zero.

Verifica-se, pela Afirmgao 3 e pelo Teorema de Picard (ver [7]), que o Problema de

. Y'(y) =Y ()
Valor Inicial (P.V.L) com y = (z,t),yo = (zo,t0) € B(0,a) x [0,1] tem

Y (0) =yo
uma tnica solucao, que depende continuamente de yg, € pela afirmacao 4, temos que F'

¢ constante ao longo destas trajetorias e Y (y) é tangente a superficie de nivel F'(x,t) = ¢

em cada (z,1).
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Afirmacao 4. F' ¢ constante em Y (y) em B(0,«) x [0,1].
Para provar, ¢ suficiente ver que d%Fk(Y(y)) =0,Vk=1,---,p.

d OF, Y: OF, Y, OF, Y,
—F.(Y = TR
g, Y ) oz oy T om oy Tt oy
8Fk / aFk / aFk /
= Ty Dkyr Tk
e B P TR
— a_xlyvl‘f’"“f‘a—%yn‘f‘ﬁyn-&-l

= (VF.Y(z,t))

= <VFkaen+1 —X(.T,t)>

I o <e"ﬁ;’i ZEF;)(;’T;“) e, 1))

i=1

—  (VFenn) =Y (ent1, VFy(, 1))

AV Fy,ni(x,t))

2 (e, 1P
1D g () — ; % AV, ni(x,t))
B o @) ez, t)) —
= %) |[ng(z, )]]? Wm0
bl ni(x

2 Ga iy (VP 0)

ik
(4.3) o _M- ng(x 2 —
= @ - I Ol =0
., (4.15)

Afirmacao 5. Mostraremos que existe uma familia de difeomorfismos h; : R", 0 —
R™ 0 de classe C" tal que F} o hy = Fy.

Para provar a afirmacao, basta mostrar que, fixado arbitrariamente s € R, existe um
familia de difeomorfismos h; : R",0 — R",0 tais que F; o hy = F pois nesse caso,

tomemos s =0 e t = 1, teremos
Fiohy =Fy = (2+0)ohi(z) = z(x).
Restringindo t € [0, 1], teremos
F:R"x[0,1],0 — R?,0
F(z,t) = z(x) + t0(x).
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Em outras palavras, basta mostrar que existe uma familia de germe H : R", 0 — R", 0

em (0, s) satisfazendo
(a) H(z,s) =
(b) H(0,t) =0,Vt € R;
(¢) F(H(z,t),t) = F(x,s), onde s é fixo.

Derivando a equacdo (c¢) com relagao a t, obtemos

L OF
ot

(H(z,t),t) = 0.

oF 0H,;
Z or; (H(:L’,t),t) ’ W(mvt)

Afirmacgao 5.1. Determinar H satisfazendo (a), (b) e (d) é equivalente a resolver o

problema de valor inicial.

[Z 6ent) - G,

&(0,t)=0,Vi=1,--- ,n.

OF

+§(

z,t) =0

e)

De fato, seja 2’ = £(x,t) em que &(z,t) = (§1(x,t),- -+, & (2, 1)) € 0 campo vetorial &

l-parametro, com &£(0,t) = 0. Portanto

Consideremos o fluxo associado

H:R"0 — R"0

(x,t) — H(z,t)

tal que H(z,t) = z. Entao

OH

(1) = §(H (1), 1) (4.16)
0= [Zgi(ﬂ(x,t),t)-gz(H(x,t),t) +%—§(H(m,t),t)
0= Zgﬁ;(H(:p, ).4) aa]?( ) +%—f(ﬂ(x,t),t>. (4.17)




Portanto, valem (a) e (d). Verificaremos (b) H(z,t) = 0,Vt € R.

Para z = 0, temos

OH
W(Ov t) = f(H(()? t)? t)

H(0,s) =0.

o’ =¢(x(t),1)
z(s) =0.
Assim, como a fun¢do é continua em H(0,t). Logo H(0,t) = 0, portanto vale b).

Por outro lado a fun¢ao nula também ¢é solugao do P.V.1.

Resumo:Temos até agora os seguintes resultados: (a), (b), (c) = (a), (b), (d) <
(e).
Afirmacao 5.2. (a), (b), (d) = (a), (b), (¢).

Como vale (d), temos

;gi(H(x,t),t)-%(x,t) + %_Iz(y(x,t),wzo
o)
- E[FOHKQJJ):O
— FoH(x,1) = c(x). (4.18)

Em particular F'(H (z,s), s) = ¢(z) e como, por a), H(x,s) = z, tem-se F(z,t) = c¢(x).
Logo, por (4.18), F(H(z,t),t) = F(x,s) e portanto vale (c) e segue a afirmagao 5.
Nesse caso existe um difeomorfismo h; : R”, 0 — R"™, 0 tal que F} o hy = F pois nesse

caso, tomemos s =0 e t = 1, teremos
Fiohy = Fy — (Z + 8) o hl(JZ) = Z(I)

Assim, existe h : B(0, ) —{0} C R"x {0} — R"x {1} isomorfo a by |p(0,q): B(0, ) €
R™ — B(0,«) € R™ onde a cada (z,0) associa (h(z),1) = ponto onde a trajetoria fura
R"™ x {1}. Como h é isomorfismo a hy |p(,), entdo h é um homeomorfismo e h(0) = 0.
Logo,

z(z) = F(x,0) = F(h(z),1) = z(h(x)) + 6(h(x)) = [(z + 0) o h](x).

Portanto z ¢ CY-suficiente em C.
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Parte B: Observemos que h : B(0,a) — {0} — B(0,a) — {0} é um difeomorfismo de
classe C*, pois h; é de classe C*. Mostremos entao, que se r—7(z)+1—i[r(z)—ro(2)+1] > 0
para algum i > 0, o campo X & de classe C* numa vizinhanca de {0}g» x [0, 1] no R"*1,
consequentemente o campo Y ¢ de classe C?, e como h & de classe C" (pois i < 7) e
portanto z sera C'-suficiente em C”.

Suponhamos entao que r — r(z) + 1 — i[r(z) — ro(z) + 1] > 0 para algum ¢ > 0. Se
r(z) = ro(z) = 1, entao 0 é ponto regular de z, pois D(Vz(z),---,Vz,(x)) > 0. Neste
caso o Teorema se reduz ao seguinte teorema.

Teorema do Posto [2]: Seja (z+6) : R",0 — RP, 0 de classe C" e seja a um valor
regular, ou seja, tem posto maximo em a. Logo existe um difeomorfismo A : R",0 —
R™, 0 de classe C" sobre um aberto em R" tal que (z + 0) o h(z) = z(z).

Portanto z é C'-suficiente em C".

Suponhamos entdo que r > r(z) > ro(2) > 1. Consideremos o campo X.

X(Jf,t) _ Z <€n+17VFi(x7t)> . nl(az,t)

V4

i 6, ()

2N (st
2 T o @0

= ZHi(x,t)

0i(x) .
Onde Hy(z,t) = ——~—— -ny(z,t),Vi=1--- ,p.
[z, £)] 2
Vamos derivar H; na ordem aw = 1,--- ;7 — 1 num ponto (z,t) # (0, t).
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H 1) (an-(x,t)n?) @O+ ™ @
5 bux) \? bux) \"
Hef) = (Ilm(%t)HQ) A t>+2(|lm(w,t)ll2) (.6) +
Oi(z) (2
+ n;(z,t)
T ™
_ i(Q 0:(x) )@n@j)(m )
2.\;) o) ™
® _ 0;(z) (3)n' i 0;(z) (2) ),
1) = (iegE) o0+ (i) e
o)\ b:x) \" o,
+2(||m<x,t>||2) i(’t)”(unxx,t)uz) @i

(i) 70+ () e
> (x DN
- Z:;‘(j) (an(i,zw) n Y (a,1).

Por inducao, temos,

H (z,t) = fé(Q)nfﬁ%x¢>(m$%%%F)uf

Por inducao novamente, temos,

(I\niijt))H?)(]) = kzi; (2) 9§j—k)($)(!|ni(:)s,t)H—?)(kr).

Dai,
Jj .
H (2,) = Z() Y (Z()GU ). 1)) )
0
Como [|6;(z)]] = O(||z||"*"), entdo ||6;(z)]| = O(]|z||"), em consequéncia, temos

1697 (@) = O(]|=][7~7+*) e

[ni(z, )| = di(z,t) = |[VF(z E:%VF

1751
< 12w V@) < Z 3V Fy ()] < |MZ [VE()]
< MZ [V25(2)] + [V (t0:(2))]). (4.19)
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Foi tomado M = max{y,---,y,} e analisando a ordem de crescimento dos germes,

pelo lema 4, temos
V(@) < Kl = O[] 7Y),Vi=1,--- ,p

e como j"(0(x)) = 0 e r > ry(2), entdo 7@ (0(z)) = 0, segue-se desse resultado que
J7E7V0(x) = 0, logo ||VOi(x)[| = O(|z|"*®) = O(JJ[|*=)~1),¥i = 1,- -+, p. Como t &

uma variavel independente de x, entao
[V16;(x)|| = O(|||"*®~).
Continuando os calculos,

MZ (Vi ()] + [V (#0:())]) < MZ ([[][°@71) + O(JJz]|*@1) = O(||=||°*) ).

Essa tltima igualdade é vélida, por que a soma de ordem de crescimento nao influencia

as ordens de crescimento se forem iguais. Portanto
[[ni(z, )] = O(JJz]|*@~1). (4.20)
Por outro lado,
Ini(z, Oll = di(x,t) > D(VE(2), -+, VE,(x)) 2 cllz]|"1 = O(|2|"@7). (4.21)

Donde seguem varios resultados

0@, )| = O(|Ja||o@ et (4.22)

iz, ) > O(|[][*72)
1 1
O([||[*r®=2) [na(, )]

1 N 1 (k)
O([Jx|[Pr&=2+8) = \ffni(z, )|

1 _
O(||z]|2r@)—2+k) > ([|ni(z, )| 2)(@‘ (4.23)

v

v
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Logo,

@l =Y (O‘) @)z, 1) (Z() o)z, t>\12><k>>|\

( st HZJ;(')W D@tz Ol
(4.22)(4.23) i() (||| a+]—1)i(i)0<”xw—j+k> (|[]| 722

=)0 a0 o2, (12

<

A ordem do produto é a soma dos expoente de cada ordem de crescimento, segue-se
entao que,
||H-(a)(l’ t)|| — O(||x||'ro(z)—a—l—j—1+1‘—j+k—2r(z)+2—k)
1 )
— O(l ‘LU| ’ro(z)fa+1+r72r(z)>

— O(Hx"(rfr(Z)+1)+[fr(Z)+ro(Z)fa}).

Temos por hipotese r(z) > ro(2) e a > 1, entdo r(z) — ro(z) > 0.

—r(2) +70(2)

lsa= —r(z) +1ro(2) s a
—r(z)+ro(z) < a(=r(z) +71o(2))
—r(z)+ro(z) —a < —a(r(z) —1o(2)) — «
—r(z)+ro(z) —a < —a(r(z) —ro(z) +1).

||HZ.(°‘) (z,1)|| = O(||z||T—r@FVFH(rEHr) =)y < O([|z||r—rEHD=alrz)=ro(2)+1]y

Dai,
p p
X, 0l = 1Y H @0l < Y [[H (2, 1)
i=1 i=1
X, )] < O(||of|—rEFHmeb B mrE ), (4.25)

Como r(z) —19(2) > 0ea >1,entdo —a < —1e (1 —a)(r(z) —ro(z)) < 0. Dessas

hipéteses podemos adquirir alguns resultados importantes.
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a0 <0
—a—a(r(z) =r(2)) < —alr(z) —n(2)

—a—a(r(z) =n(2)) < —alr(z) =r(2)) +7(2) = 70(2)

—a(r(z) —ro(2) +1) < (1 —a)(r(z) —ro(2)) <0. (4.26)

Continuando com os calculos de (4.25), usando os resultados de (4.26),

[1X4 (, 1)l

IA A AN
S 9 9 9
8 =8
— —
i T
3 =
= =
ISy N
X X
¥ ¥
= —
= =
i— |
= 2
) =
[ X
=) [
o
—~ 3
N o
) =8
;lz X
= £
i’/ ~—
+
Q
=
(=)
=N
IS
X
N——

IN
8
=
+
[

1

o
O

\

Q
=
x
+

Q

3

o
O
N—

(4.27)
Logo, se a = i, entao
12X (@, 1)[] < O(||||r+ o0 E =),
Como r(z) > ro(z) ei =a > 1, entao i(r(z) —ro(z)) > 0 e —i(r(z) —ro(z)) < 0. logo,
O(||]|+1=70@ =G =r0GDY < O(||| [+ 7o)
12X (z, )| < O(|||"+ ).
Por r(z) — ro(2) > 0, temos 7(z) — ro(z) + 1 =m > 0, onde m € N. logo,
1X (@, )| < O([|=|I™).

Como lim ||z||™ = 0 é uniformemente continua para ¢ € [0, 1]. Entao lim || X%(z,t)|| =
llz[|—0 ||| —0

0 é uniformemente continua para t € [0, 1].

Como derivamos H; na ordem o = 1,--- ,7 — 1, onde « é arbitrario e a = i, entao
Hliﬁn | X*(z,t)|| = 0 & uniformemente continua para t € [0,1] e Vi = 1,--- ,r — 1. Pela
z||—=0

Afirmacao 2, X é continua, portanto
X t)=XV(zt)= = XD(z,t)=0 (4.28)

e como X é continua na vizinhanca do zero B(0, a). Entdao X ¢ de classe C°. Portanto

X é de classe C".
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Sejaa =i—1, comor > ro(z) er(z) —ro(z)+1=m > 0, entdo m é no minimo 1, dai,
|| X*(z,t)|] = O(]|z||') e portanto existe X*™!(z,t) e & continua em z = 0. E dai, segue-se
que X! é de classe C°. Portanto X é de classe C*T! em B(0, ) x [0,1]. Isto mostra
que X é de classe C*. Como a =71 — 1 e i < r, entdo nao ha possibilidade para os casos
de oo < i — 1, pois nesse caso, X seria de classe C*=""!, como i < r, consequentemente X
seria de classe C".

Logo, Y (z,t) = e, 41 — X(z,t) é de classe C e consequentemente, conclui a Parte B,
do teorema.

Portanto z ¢ C'-suficiente em C”.

Exemplo 4.2.1 O germe z(x,y) = (2? — y?,2zy) € J(22’2) ¢ Ct-suficiente em C2.

De fato: Observe que

. 20 —2y . ) )
jac(z) = — Det(jac(z)) = 4(z* + y°)
2y 2x

Logo, (0,0) é ponto critico isolado de z. Temos: r(z) =2 e

Vz(z,y) = 2(x,—y)

Valr,y) = 2(y,x)

temos que,
2(2? + y?)
VT ()
d(Vz1,Vz) > 2|(x,y)* .
Logo, r(z) = 2.

Segue que, 7 —r(z)+1—i[r(z) —ro(2) +1]=1—-i>0<«<=1i=00ui=1.

Portanto, z ¢ C''-suficiente em C2.

Observacao 4.2.2 Isto responde a pergunta feita no inicio deste capitulo.
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