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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um detalhado estudo teórico e numérico sobre

controle ótimo bi-objetivo para as equações da onda linear e semi-linear, via estratégias

de equilíbrio de Nash e de Pareto, em domínios tridimensionais.

Por estar relacionado com um processo de otimização, utilizaremos a minimização de

funcionais custo, formulados em combinação com algumas estratégias relacionadas ao

Equilíbrio de Nash e Equilíbrio de Pareto. Usaremos o software FreeFem++ para trans-

crever os problemas teóricos em linguagem de programação C++, descrevendo os dados de

discretização espacial através do Método dos Elementos Finitos (MEF), e a discretização

da sua evolução temporal com o Método das diferenças finitas.

Palavras-chave: Equações da Onda , Controle Ótimo, Equilíbrio de Nash, Equilíbrio de

Pareto, FreeFem++.
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Abstract

The objective of this work is to making a theoretical and numerical study on bi-objective

optimal control for the linear and semi-linear wave equations, via Nash and Pareto equi-

librium strategies, in three-dimensional domains.

Due to being related to an optimization process, we will use cost functional minimization,

formulated in combination with some strategies related to Nash Equilibrium and Pareto

Equilibrium. We will use the FreeFem++ software to transcribe the theoretical problems

to the C++ programming language, describing the spatial discretization data through the

Finite Element Method (FEM), and the discretization of its temporal evolution, with the

Finite Difference Method.

Keywords: Wave Equations, Optimal Control, Nash Equilibrium, Pareto Equili-

brium, FreeFem++.
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Introdução

Esse trabalho é dedicado ao estudo do controle ótimo para a equação da onda linear

e semi-linear utilizando as estratégias incorporadas na teoria de jogos cooperativos e não

cooperativos. A motivação para o estudo da teoria do controle vem da possibilidade de

controlar fenômenos físicos encontrados na natureza, e por isso é um campo rico em apli-

cações em diversas áreas do conhecimento como engenharia, biologia, medicina, economia,

dentre outras. Nas referências [11] e [15], diversas aplicações são abordadas.

É conhecido na vasta literatura alguns tipos de controle, como controle exato, controle

aproximado, controle nulo e controle aproximado por trajetórias. Uma vez que podemos

resolver um problema de controlabilidade, podemos incrementar a teoria com um pro-

blema de otimização, buscando o controle ótimo no sentido de minimizar os custos ou

maximizar os benefícios, se for o caso.

O estudo sobre controlabilidade de equações diferencias lineares e não lineares tem

motivado muitos trabalhos nas últimas décadas. O ponto de partida nesse sentido foi

dado em 1994 pelo matemático francês Jacques Lions [19] ppara resolver um problema de

controle ótimo que introduziu o conceito de controle hierárquico utilizando as noções de

otimização dadas em economia pelo economista H. Von Stackelberg, [25]. Nesse processo

encontra-se pelo menos dois controles atuando sobre o sistema, onde um é chamado de

líder e outro de seguidor.

Em 2005, Diaz e Lions [12] resolveram um problema de controlabilidade aproximada

para um sistema parabólico. Nesse trabalho foi introduzido a noção de equilíbrio de Nash,

[17], na qual consiste em obter n seguidores que minimizem simultaneamente n funcio-

nais custo, associado ao controle líder. Esse método foi denominado por Stackelberg-Nash.
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Em 2015, Araruna-Cara-Santos [2] consideraram um sistema distribuído com a equa-

ção do calor não linear, onde resolveram um problema de controlabilidade exata por

trajetórias usando controle hierárquico via estratégia de Stalkerberg-Nash.

Em 2018, Araruna-Cara-Silva [4] resolveram o problema de controlabilidade exata

para a equação da onda linear e não linear com sistema distribuído utilizando con-

trole hierárquico via estratégia de Stalkerberg-Nash. Ainda em 2018 , Carvalho-Cara

[9] concentraram-se em apresentar soluções numéricas em ambientes 2D para o controle

ótimo bi-objetivo da equação do calor linear e semi-lineares, utilizando estratégias de

equilíbrio de Nash e equilíbrio de Pareto.

Em 2019, Carvalho-Cara-Límaco [8] estenderam os resultados da equação do calor e

fizeram a implementação numérica para um sistema distribuído da equação da onda li-

near e semi-lineares, por meios de controle ótimo bi-objetivo utilizando as estratégias de

equilíbrio via Nash e Pareto, apresentando simulações numéricas em 2D.

Em 2021, motivado pelo vasto número de aplicações à teoria de jogos e controle ótimo,

Carvalho [7] exibiu alguns resultados de simulações para a equação do calor em ambientes

3D, realizando vários comparativos entre os métodos de convergência.

A equação da onda é considerada um dos sistemas hiperbólicos com mais relevância,

pois as técnicas usadas para os problemas de controlabilidade geralmente podem ser adap-

tadas para outros modelos hiperbólicos. Além disso, há diversas aplicações, tais como:

(i) Ondas em uma corda: Modelo de corda discreta com massas pontuais podem

ser conectadas por meio de cordas elásticas, podendo conduzir a um modelo que

podemos usar para derivar a equação para ondas em uma corda. A corda é modelada

como um conjunto de massas pontuais discretas (em pontos de malha) com cordas

elásticas entre si.

(ii) Amortecimento: : A resistência do ar e os efeitos não elásticos na corda, podem

contribuir para reduzir as amplitudes das ondas de modo que o movimento se anule
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após algum tempo. Controlar esse fenômeno exige um certo cuidado, uma vez que

as forças externas devem garantir a boa colocação do problema a ser controlado.

(iii) Ondas elásticas em uma haste: Considere uma haste elástica sujeita a um

impacto na extremidade. Esta condição dará origem a um pulso de deformação

elástica que percorre a haste. Um modelo matemático para ondas longitudinais ao

longo de uma haste elástica começa com a equação geral para deformações e tensões

em um meio elástico.

No presente trabalho, buscamos estender e melhorar o estudo de algoritmos para equa-

ções da onda lineares e semi-lineares apresentados no artigo de Carvalho e Fernández-Cara

[8] e [7], motivados pelas implementações numéricas realizadas em regiões tridimensionais.

O trabalho está dividido da seguinte forma:

No capítulo 1, apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento

do nosso trabalho.

No capítulo 2, formularemos o problema e mostraremos alguns resultados para a equa-

ção da onda linear e semi-linear utilizando os equilíbrios de Nash e Pareto. Provaremos a

existência dos equilíbrios e daremos uma caracterização como solução de um sistema de

equações.

No capítulo 3, apresentaremos a discretização do domínio tridimensional e alguns al-

goritmos que irão ser utilizados nas simulações numéricas.

Por fim, no capítulo 4, apresentaremos os resultados obtidos através das simulações

numéricas usaremos o software FreeFem++.
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Capítulo 1

Noções Preliminares

Nesse capítulo iremos apresentar alguns resultados e definições que serão de grande valia

para o leitor compreender o conteúdo abordado no decorrer dos próximos capítulos.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

Definição 1. (Convergência Fraca) Sejam E um espaço de Banach e (un)n∈N uma

sequência de E. Então un ⇀ u se, e somente se, ⟨ϕ,un⟩ → ⟨ϕ,u⟩, para todo ϕ ∈ E∗.

Definição 2. (Convergência Fraca Estrela) Sejam E um espaço de Banach,

ϕ ∈ E∗ e (ϕn)n∈N uma sequência de E∗. Dizemos que ϕn
∗
⇀ ϕ se, e somente se,

⟨ϕn,u⟩ → ⟨ϕ,u⟩, para todo u ∈ E∗.

Proposição 1. Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗), então ⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩, ∀f ∈ E∗;

(ii) Se xn → x, então xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗);

(iii) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗) e se fn → f em E∗ (isto é, ∥fn − f∥E∗ → 0), então

⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.

Demonstração: Ver Botelho [5].

■
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1.1.2 Espaços Separáveis e Reflexivos

Definição 3. Dizemos que um espaço métrico E é separável se existe um subconjunto

D ⊂ E enumerável e denso.

Definição 4. Sejam E um espaço de Banach e J a injeção canônica de E em E∗∗. Dizemos

que E é reflexivo quando J(E) = E∗∗.

Quando o espaço E é reflexivo identificamos implicitamente E e E∗∗ (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaço de Banach. Então o

conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗ | ∥f∥ ⩽ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Ver Botelho [5].

■

Veja que

Teorema 2. Seja E um espaço de Banach separável. Então o conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗ | ∥f∥ ⩽ 1} é metrizável na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se BE∗ é metrizável na topologia fraca estrela, então E é separável.

Demonstração: Ver Botelho [5].

■

Corolário 1. Sejam E um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E∗. Então existe uma subsequência (fnk
)k∈N de (fn)n∈N que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração: Ver Botelho [5].

■

Teorema 3. Seja E um espaço de Banach reflexivo e suponhamos que a sequência (fn)n∈N

seja limitada em E. Então existe uma subsequência (fnj
)j∈N de (fn)n∈N e f ∈ E tal que

fnj
⇀ f.
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Demonstração: Ver Botelho [5].

■

Teorema 4. Sejam E um espaço de Banach reflexivo, A ⊂ E um subconjunto convexo,

fechado, não vazio e ϕ : A→ (−∞,+∞] uma função tal que:

(i) ϕ é convexa;

(ii) ϕ é semi-contínua inferiormente;

(iii) ϕ é coerciva;

(iv) ϕ ̸≡ +∞.

Então ϕ atige seu mínimo em A, ou seja, existe um x0 ∈ A tal que ϕ(x0) = minx∈Aϕ(x).

Além disso, se ϕ for estritamente convexa, então o mínimo é único.

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

1.1.3 Espaços de Hilbert

Definição 5. Seja E espaços de Banach sobre R. Uma forma bilinear T : E × E −→ R é

dita:

(i) coerciva se existe uma constante γ > 0 tal que

T(x, x) ⩾ γ∥x∥2. ∀x ∈ E;

(ii) simétrica se T(x,y) = T(y, x) ∀x,y ∈ E;

(iii) não-degenerada se o único vetor x ∈ E tal que T(x,y) = 0 para todo y ∈ F for o

vetor x = 0. Analogamente, o único vetor y ∈ F tal que T(x,y) = 0 para todo x ∈ E

for o vetor y = 0.

Teorema 5. (Lax-Milgram) Sejam H um espaço de Hilbert sobre o corpo dos números

reais e T : H×H −→ R uma forma bilinear contínua e coerciva. Para todo funcional linear

contínuo ϕ ∈ H∗ existe um único vetor x0 ∈ H tal que ϕ(x) = T(x, x0) para todo x ∈ H.
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Demonstração: Ver Botelho [5].

■

Teorema 6. (Hellinger-Toeplitz) Seja H um espaço de Hilbert e T : H −→ H um

operador linear satisfazendo

⟨T(u), v⟩ = ⟨u, T(v)⟩ ∀u, v ∈ H. (1.1)

Então T é continuo e auto-adjunto.

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

1.2 Espaços Lp

Nessa seção, iremos abordar os principais resultados que permeiam a teoria básica do

espaço de funções Lebesgue integráveis. Além disso, será de total importância para o

estudo de Teoria de Distribuição e Espaços de Sobolev.

Definição 6. Sejam Ω ⊂ Rd um subconjunto aberto e p ∈ R com 1 ⩽ p <∞. Definimos

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R | f é mensurável e

∫
Ω

|f|pdµ <∞}
. (1.2)

Em Lp(Ω) podemos definir a seguinte norma

∥f∥Lp(Ω) =

( ∫
Ω

|f|pdµ

) 1
p

. (1.3)

Além disso, é fácil verificar que Lp(Ω) é um espaço Banach com a norma dada acima.

Observação 1. Apesar dos espaços Lp(Ω) serem espaços vetoriais normados e completo,

eles não são espaços de Hilbert, salvo a exceção de p = 2.

Definição 7. Sejam Ω ⊂ Rd um subconjunto aberto, definimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R | f é mensurável e ∃C > 0 tal que |f| ⩽ C, q.s em Ω} . (1.4)
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Definimos a norma em L∞(Ω) por

∥ f ∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess. |f(x)| (1.5)

= inf {C ⩾ 0 | |f(x)| ⩽ C q.s em Ω} . (1.6)

O espaço L∞(Ω) munido da norma acima é um espaço de Banach.

Teorema 7. (Desigualdade de Young) Sejam p,q ∈ R com 1 < p,q <∞ e conjuga-

dos entre si, ou seja,
1
p
+

1
q
= 1. Então, para quaisquer a,b > 0 é verdadeira a seguinte

desigualdade:

ab ⩽
ap

p
+
bq

q
. (1.7)

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

Teorema 8. (Desigualdade de Hölder) Considere f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ⩽

p ⩽ ∞ e q o expoente conjugado de p, isto é,
1
p
+

1
q
= 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e vale que

∫
Ω

|fg|dµ ⩽ ∥ f ∥Lp(Ω)∥ g ∥Lq(Ω). (1.8)

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

Definição 8. Seja Ω ∈ Rd um subconjunto aberto e 1 ⩽ p < ∞. Dizemos que uma

função f : Ω→ R é localmente p integrável em Ω e denotamos por f ∈ Lploc(Ω) se, para

todo compacto K ⊂ Ω temos,( ∫
K

|f(x)|pdµ

) 1
p

<∞ ∀x ∈ K. (1.9)

1.3 Teoria de Distribuições

Para qualquer natural n > 0, chamamos de multi-índice o vetor α = (α1, ...,αn) e sua

ordem por |α| =

n∑
i=1

αi. Considere K como sendo o corpo dos escalares R ou C e denote

por Kn = K× ... ×K.
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Definição 9. Sejam α = (α1, ...,αn) um multi-índice e x = (x1, ..., xn) ∈ Kn. Por Dα

definimos o operador derivação de ordem α como

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n

. (1.10)

Definição 10. Sejam Ω ⊆ Rd um subconjunto aberto limitado e ϕ : Ω → R um função

contínua. Define-se o suporte de ϕ como o fecho em Ω do conjunto dos pontos x ∈ Ω

tais que ϕ(x) ̸= 0 e denotamos por

supp(ϕ) = {x ∈ Ω | ϕ(x) ̸= 0}
Ω

. (1.11)

Definição 11. Representaremos por C∞
0 (Ω) o espaço das funções infinitamente diferen-

ciáveis com suporte compacto em Ω.

Neste espaço estabelece-se a seguinte noção de convergência introduzida por Schwartz

Definição 12 (Noções de convergência em C∞
0 (Ω)). Dizemos que uma sequência

(ϕn)n∈N converge para uma função ϕ em C∞
0 (Ω), quando satisfaz as seguintes condições:

(i) Todas as as (ϕn)n∈N possuem suportes contidos em um compacto fixo K ⊂ Ω;

(ii) A sequência (Dαϕn)n∈N converge uniformemente para Dαϕ em K para todo multi-

índice α.

O espaço vetorial C∞
0 (Ω) munido da noção de convergência acima definida, será de-

notado por D(Ω) e chamado Espaço das funções teste de Ω.

Teorema 9. O espaço D(Ω) é denso em Lp(Ω).

Demonstração: Ver Medeiros [21].

■

Definição 13. Seja Ω um subconjunto de Rd uma Distribuição sobre Ω é toda forma

linear T : D(Ω) → R contínua com respeito a topologia D(Ω). Isso significa que T deve

satisfazer:

(i) dadas ϕ,ψ ∈ D(Ω), tem-se T(λ1ϕ+ λ2ϕ) = λ1T(ϕ) + λ2T(ϕ);

(ii) se (ϕn)n∈N −→ ϕ em D(Ω), então ⟨T ,ϕn⟩n∈N −→ ⟨T ,ϕ⟩ em R;
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onde ⟨T ,ϕ⟩ denota o valor da distribuição T aplicada em ϕ.

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real, denotado por

D
′
(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito de tratar-

mos sobre os espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribucional para

os elementos de D
′
(Ω).

Teorema 10. Para 1 ⩽ p <∞ temos a seguinte cadeia de imersões contínuas e densas.

D(Ω) ↪→ Lploc(Ω) ↪→ D
′
(Ω). (1.12)

Demonstração: Ver Medeiros [21].

■

Definição 14. Sejam T : D(Ω) −→ R uma distribuição e α = (α1, ...,αn) um multi-índice.

Definimos a forma linear e contínua DαT : D(Ω) −→ R dada por

⟨DαT ,ϕ⟩ = ⟨T ,Dαϕ⟩, ∀ϕ ∈ D(Ω), (1.13)

como a derivada fraca de T no sentido das distribuições em D(Ω).

As distribuições que aparecem com mais frequência são aquelas definidas a partir de

funções localmente integráveis.

Exemplo 1. Seja u ∈ L1
loc(Ω) e defina a forma linear Tu : D(Ω) −→ R dada por

⟨Tu,ϕ⟩ =
∫
Ω

u(x)ϕ(x)dµ, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Então, Tu é uma distribuição. Com efeito, é fácil ver que T é linear. Dada (ϕn)n∈N uma

sequência de funções teste convergindo em D(Ω) para uma função ϕ. Então,

|⟨T ,ϕn⟩− ⟨T ,ϕ⟩| = |⟨T ,ϕn − ϕ⟩|

=

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(ϕn − ϕ)(x)dµ

∣∣∣∣
⩽

∫
Ω

|u(x)(ϕn − ϕ)(x)|dµ

⩽ sup
x∈Ω

|ϕn − ϕ|

∫
Ω

|u(x)|dµ

= sup
x∈Ω

|ϕn − ϕ| ∥u∥L1(Ω)

Como u ∈ L1
loc(Ω) e ϕn −→ ϕ uniforme, segue que |⟨T ,ϕn⟩− ⟨T ,ϕ⟩| −→ 0.
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A distribuição Tu assim definida é dita "gerada pela função localmente integrável u".

Nessa linha de pensamento, enunciaremos um lema clássico e importante na teoria de

distribuições.

Lema 1. (Du Bois Raymond) Sejam Ω ∈ Rd um aberto e u ∈ L1
loc(Ω). Se∫

Ω

u(x)v(x)dµ = 0, ∀v ∈ D(Ω), (1.14)

então u = 0 q.s em Ω.

Demonstração: Ver Mediros-Miranda [22].

■

Usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada

por u, no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste

sentido identificamos u com a distribuição Tu e o espaço L1
loc(Ω) das funções localmente

integráveis pode ser visto como parte do espaço das distribuições D
′
(Ω).

Um fato interessante é que a derivada de uma função L1
loc(Ω) nem sempre é uma

função L1
loc(Ω). Na tentativa de sanar essas deficiências é introduzido uma classe de

espaços de Banach denominada de Espaços de Sobolev.

1.4 Espaços de Sobolev

Motivado pela definição de integração por partes, o matemático russo Sergei Sobolev

propôs a ideia de derivada fraca para uma função em L1
loc(Ω), porém essa definição não

satisfazia uma certa classes de funções. Coube ao matemático Schwarz de cobrir essa defi-

ciência por meio das derivadas fracas no sentido das distribuições. Toda função f ∈ Lp(Ω)

com 1 ⩽ p <∞, define uma distribuição, mas pergunta natural que surge é: as derivadas

ainda pertencem a algum espaço Lp(Ω)? Para responder a essa pergunta introduziremos

os Espaços de Sobolev.

Definição 15. Sejam Ω ⊂ Rd um subconjunto aberto, p um numero real tal que 1 ⩽

p ⩽ ∞ e m um número natural. Denotamos por Wm,p(Ω) o espaço vetorial das funções
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u ∈ Lp(Ω). tais que as derivadas no sentido das distribuições Dαu ∈ Lp(Ω), para todo

multi-índice α ∈ N tal que |α| ⩽ m. Simbolicamente representamos por

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ⩽ m} .

e definimos a função ∥ · ∥ :Wm,p(Ω) −→ R dada por

(i) se 1 ⩽ p <∞, então

∥u∥Wm,p =

 ∑
|α|⩽m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdµ

 1
p

. (1.15)

(ii) se p = ∞, então

∥u∥Wm,∞ =
∑

|α|⩽m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|. (1.16)

Teorema 11. O espaço Wm,p(Ω) munido da norma definida é um espaço de Banach

para 1 ⩽ p ⩽ ∞ e reflexivo para 1 ⩽ p <∞.

Demonstração: Ver Medeiros [21].

■

Definição 16. Os espaços de Banach Wm,p(Ω), são chamados de espaço de Sobolev de

ordem m sobre Ω. Além disso, definimos Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em

Wm,p(Ω).

De modo particular, os espaços de Sobolev carregam as propriedades vinda dos espaços

Lp e como visto anteriormente, temos que o espaço Lp é Hilbert se, e somente se, p = 2.

Motivados a buscar as riquezas dos espaços de Hilbert, temos:

Definição 17. Seja Wm,2(Ω) um espaço de Sobolev, denotando por Wm,2(Ω) = Hm(Ω),

o espaço Hm(Ω) é um espaço de Hilbert, com produto interno dado por

⟨u, v⟩Hm =
∑

|α|⩽m

⟨Dαu,Dαv⟩L2(Ω).

Além disso, denotamos por Hm
0 (Ω) o caso particular Wm,2

0 (Ω).

Definição 18. Suponha 1 ⩽ p < ∞ e 1 < q ⩽ ∞ tal que
1
p
+

1
q

= 1. Definimos por

Wm,q(Ω) e H−m(Ω) os duais topológicos de W−m,p
0 (Ω) e Hm

0 (Ω), respectivamente.

12



Teorema 12. Seja Ω um aberto e limitado de Rd, então

(i) D(Ω) é denso em H−m(Ω);

(ii) D(Ω) é denso em D
′
(Ω).

Demonstração: Ver Medeiros [21].

■

Teorema 13. Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado de Rd de classe C1 e 1 ⩽ p ⩽∞. Então:

(i) se p < d, então W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) com
1
q
=

1
p
−

1
d

;

(ii) se d = pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) com q ∈ [1,+∞);

(iii) se d > pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q ∈
[
1, dp

d−mp

]
;

(iv) se d = 1 e m ⩾ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω);

sendo todas estas injeções contínuas. Além disso, se p > d tem-se para todo u ∈W1,p(Ω)

|u(x) − u(y)| ⩽ C∥u∥W1,p |x− y|α q.s. x,y ∈ Ω,

onde α = 1 − (d/p) e C dependa apenas do Ω,p e d. Em particular W1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

Teorema 14. (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do Rd

de classe C1 com fronteira Γ regular. Então:

(i) se d > pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1, 2d

d−2m

)
;

(ii) se d = pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞);

(iii) se pm > d, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Ck(Ω), onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (d/p) ⩽ k+ 1.

Em particular, W1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω) com injeção compacta para todo p (e para todo d).

Demonstração: Ver Brezis [6].

■
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Nesta seção, estenderemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade para funções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ∥ · ∥.

Definição 19. Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 ⩽ p ⩽ ∞ o espaço vetorial das (classes

de) funções u : (0, T) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais que:

(i) se 1 ⩽ p <∞ a função t 7→ ∥u (t)∥pX é integrável à Lesbegue em (0, T);

(ii) se p = ∞ a função t 7→ ∥u (t)∥X ∈ L∞ (0, T).

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma dada por:

∥u∥Lp(0,T ;X) =

(∫T

0
∥u (t)∥pX dt

)1/p

, se 1 ⩽ p <∞. (1.17)

Se p = ∞ a norma acima é substituída por:

∥u∥L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

∥u (t)∥X = inf{C > 0 | ∥u(t)∥X ⩽ C q.s em Ω} (1.18)

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

⟨v,u⟩L2(0,T ;X) =

∫T

0
⟨v (t) ,u (t)⟩X dt

Quando X é reflexivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço reflexivo e

separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lq (0, T ;X∗), onde p e

q são índices conjugados, isto é, 1
p
+ 1

q
= 1. Mais precisamente, temos

[
Lp(0, T ;X)

]∗ ≈ Lq(0, T ,X∗).

A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral por

⟨v,u⟩Lq(0,T ;X∗)×Lp(0,T ;X) =

∫T

0
⟨v (t) ,u (t)⟩X∗×X dt

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identifica ao espaço L∞ (0, T ;X∗),

ou seja, [
L1(0, T ;X)

]∗ ≈ L∞(0, T ,X∗).
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Definição 20. Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

contínuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

∥u∥C([0,T ];X) = max
0⩽t⩽T

∥u (t)∥X <∞.

Teorema 15. Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e f ∈ Lp(0, T ;X), f ′ ∈

Lp(0, T ; Y), 1 ⩽ p ⩽ ∞, então f ∈ C0([0, T ]; Y).

Demonstração: Ver Medeiros ([21]).

■

Lema 2. Sejam X um espaço de Banach, f ∈ Lp(0, T ;X) e f ′ ∈ Lp(0, T ;X) com 1 ⩽ p ⩽∞, então

f ∈ C([0, T ];X).

Demonstração: Ver Lions ([20]).

■

1.6 Alguns Resultados Importantes

Teorema 16. (Desigualdade de Poincaré) Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado

do Rd e 1 ⩽ p ⩽ ∞. Então existe uma constante C > 0 que depende de Ω e p tal que

∥u∥Lp(Ω) ⩽ C∥∇u∥Lp(Ω). (1.19)

Para toda u ∈W1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

Teorema 17. (Gauss-Green) Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado do Rd com

∂Ω ∈ C1(Ω). Se u ∈ C1(Ω̄), então∫
Ω

uxi
dx =

∫
Γ

uνidΓ , (1.20)

onde νi denota o campo vetorial normal unitário apontando para fora da região Ω com

i = 1, ...,d.
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Demonstração: Ver Evans [13].

■

Teorema 18. (Fórmulas de Green) Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do Rd

com fronteira Γ de classe C2.

(i) Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇γ∇udx = −

∫
Ω

u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds. (1.21)

(ii) Se u,γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

(u∆γ− γ∆u)dx =

∫
Γ

(
u
∂γ

∂ν
− γ

∂u

∂ν

)
ds. (1.22)

Demonstração: Ver Brezis [6].

■

Lema 3. (Desigualdade de Gronwall) Sejam ϕ,ϕ : [a,b] → R funções contínuas não

negativas e seja α ⩾ 0. Se,

ϕ(t) ⩽ α+

∫ t

α

ϕ(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [a,b],

então

ϕ(t) ⩽ α exp
( ∫ t

α

ψ(s)ds

)
, ∀t ∈ [a,b].

Demonstração: Ver Evans [13].

■

Teorema 19. (Critério de Kuhn-Tucker) Sejam Ω um subconjunto aberto e convexo

do espaço de Hilbert H e Ji : Ω ⊂ H→ R uma função com 1 ⩽ i ⩽ n. Considere

U = {v ∈ Ω | ϕi ⩽ 0, 1 ⩽ i ⩽ n} ,

um subconjunto de Ω. Seja u ∈ U um ponto onde está associado o conjunto de índices

I(u) = {1 ⩽ i ⩽ n | Ji(u) = 0}

Suponha que as funções Ji com i ∈ I(u) são diferenciáveis em u e as funções Ji com

i ̸∈ I(u) são contínuas. Dada uma função J : Ω → R diferenciável em u, se J tem em u

um mínimo relativo com respeito a U, então existem λi ⩾ 0 com i ∈ I(u) tal que

J
′
(u) +

∑
i∈I(u)

λiJ
′

i(u) = 0 (1.23)
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Demonstração: Ver Ciarlet [10].

■

A igualdade (1.23) é conhecido com Condição de Kuhn-Tucker.

Teorema 20. Sejam Ω um subconjunto aberto e convexo do espaço de Hilbert H e uma

função J : Ω ⊂ H→ R. Considere

U = {v ∈ Ω | ϕi ⩽ 0 ; 1 ⩽ i ⩽ n} ,

um subconjunto de Ω, as restrições de cada Ji : Ω ⊂ H → R são funções convexas com

1 ⩽ i ⩽ n. Seja u ∈ U um ponto tal que as funções J e Ji são diferenciáveis.

(i) Se J tem em u um mínimo relativo com respeito ao conjunto U, então existem λi ⩾ 0

tais que as condições de Kuhr-Tucker são satisfeitas, ou seja,
J
′
(u) +

n∑
i=1

λiJ
′

i(u) = 0, λi ⩾ 0,

n∑
i=1

λiJ
′

i(u) = 0.
(1.24)

(ii) Se J : Ω → R é convexa e se existem λi ⩾ 0 com 1 ⩽ i ⩽ n tais que a condição

de Kuhr-Tucker é satisfeita, então a função J tem em u um mínimo relativo com

respeito ao conjunto U.

Demonstração: Ver Ciarlet [10].

■
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Capítulo 2

Os equilíbrios de Nash e Pareto para

equações da Onda

2.1 Formulação do Problema

Sejam Ω ⊂ Rd um aberto conexo com fronteira regular e T > 0 uma constante. Assuma

que Γ1, Γ2 ⊂ ∂Ω tal que Γ1 ∩ Γ2 = ∅ e Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω. Definimos o cilindro Q := Ω× (0, T)

com fronteiras laterais Σ1 = Γ1 × (0, T) e Σ2 = Γ2 × (0, T), conforme a figura abaixo:

Figura 2.1: Ilustração do domínio
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Serão considerados dois sistemas de equações da onda, como abaixo descritos e divi-

didos em casos.

Caso Linear: 

ytt − ∆y = f+ v11O1 + v21O2 em Q,

y = 0 sobre Σ1,
∂y

∂η
= 0 sobre Σ2,

y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω .

(2.1)

Caso Semi-linear:



ytt − ∆u+ F(y) = f+ v11O1 + v21O2 em Q,

y = 0 sobre Σ1,
∂y

∂η
= 0 sobre Σ2,

y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω .

(2.2)

Nos casos supracitados, y(x, t) representa o estado y, na posição espacial x no instante

de tempo t. Os conjuntos O1,O2 ⊂ Ω são os domínios de atuação dos controles (suponha

domínios pequenos) de modo que O1 ∩ O2 = ∅. Usaremos Oi,d para denotar os domínios

de observação dos, sendo i = 1, 2. Denota-se 1Oi
como a função característica, tendo Oi

como sua restrição de atuação. Para o caso semi-linear, estaremos supondo que F(y) é

Lipschitziana.

Considere os seguintes funcionais Ji : L
2(O1 × (0, T))× L2(O2 × (0, T)) → R tal que

Ji(v1, v2) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|y− yi,d|
2dxdt+

µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt i = 1, 2, . (2.3)

Para µi usaremos valores constantes e positivos e yi,d = yi,d(x, t) ∈ L2(Oi,d × (0, T)) é

uma função dada.

Os problemas de controle bi-objetivo considerados neste trabalho, serão apresentados

e formulados através dos conceitos de equilíbrio de Nash e equilíbrio de Pareto, i.e.

(1) Equilíbrio de Nash. Encontrar um par (v1, v2) ∈ V tal queJ1(v1, v2) ⩽ J1(v̂1, v2) ∀v̂1 ∈ V1,

J2(v1, v2) ⩽ J2(v1, v̂2) ∀v̂2 ∈ V2.
(2.4)
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(2) Equilíbrio de Pareto. Encontrar um par (v1, v2) ∈ V, com (v1, v2) ̸= (v̂1, v̂2) de

modo que não há J1(v̂1, v̂2) ⩽ J1(v1, v2) e J2(v̂1, v̂2) ⩽ J2(v1, v2),

com desigualdade estrita para pelo menos um Ji, i = 1, 2.
(2.5)

Nosso objetivo inicial é garantir a existência dos equilíbrios de Nash e Pareto para

os sistemas de equações (2.1) e (2.2) a fim de encontrar um sistema otimizado para os

problemas apresentados. Isso será condicionado através da minimização dos funcionais

custo, que estarão associados ao estado evolutivo do problema (y( · , t)), ao objetivo a ser

atingido (yi,d) e ao controle atuante (vi) em sua região específica (Oi).

Observação 2. O domínio de observação interfere diretamente no processo minimizante

dos funcionais custo. Quanto maior a região a ser controlada, maior o tempo necessário

para obtenção da condição de optimalidade de controle, ou se o tempo for fixado, maior

será o esforço desempenhado pelos controles para que a solução se aproxime do objetivo

desejado. Computacionalmente, torna-se mais visível a influência do domínio de controle

no processo de minimização dos funcionais, principalmente no tempo de convergência dos

algoritmos.

Figura 2.2: Comparativo entre a escolha dos dominíos de observação.

Observação 3. Nós iremos considerar neste trabalho que as regiões de observação satis-

fazem a condição:

O1,d = O2,d .

Resultados em sistemas parabólicos considerando domínios de observação em situações

distintas, podem ser encontrados em [1], [2] e [3].
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2.2 Equação da Onda (caso linear)

Nessa subseção iremos expor algumas propriedades importantes associadas aos funcionais

custo (2.3). Com isso, objetivamos garantir a existência de pontos críticos para os fun-

cionais Ji. Além disso, iremos exibir as derivadas dos funcionais no sentido de Gateux,

apresentando os sistemas otimizados e suas formulações equivalentes com equilíbrio de

Nash e equilíbrio de Pareto.

Proposição 2. Os funcionais v1 7→ J1(v1, ξ2) e v2 7→ J2(ξ1, v2) são semi-contínuos

inferiormente e coercivos. Para arbitrários ξ1 ∈ L2(O1 × (0, T)) e ξ2 ∈ L2(O2 × (0, T)).

Demonstração:

(i) Coercividade:

Inicialmente, podemos reescrever os funcionais como segue abaixo:

J1(v1, ξ2) =
1
2
∥y− y1,d∥2

L2(O1,d×(0,T)) +
µ1

2
∥v1∥2

L2(Oi×(0,T)). (2.6)

Fixado ξ2 ∈ L2(O2 × (0, T)), temos que v1 7→ J1(v1, ξ2) é coercivo, pois

J1(v1, ξ2) =
1
2
∥y− y1,d∥2

L2(O1,d×(0,T)) +
µ1

2
∥v1∥2

L2(O1×(0,T)).

⩾
µ1

2
∥v1∥2

L2(O1×(0,T))

Portanto, J(v1, ξ2) → ∞ quando ∥v1∥2
L2 → ∞. Analogamente para v2 7→ J2(ξ1, v2).

(ii) Semi-continuidade inferior:

Considere a mesma formulação de (2.6). Fixemos ξ2 ∈ L2(O2 × (0, T)). Dado vn1 tal

que vni ⇀ v em L2(O1 × (0, T)) e y,yn as soluções de (2.1) associadas a (v1, ξ2) e

(vn1 , ξ2) respectivamente, temos que yn → y. Logo,

lim inf
n→∞

1
2
∥yn − y1,d∥L2(O1,d×(0,T)) ⩾

1
2
∥y− y1,d∥L2(O1,d×(0,T)). (2.7)

e

lim inf
n→∞

1
2
∥vn1 ∥L2(O1×(0,T)) ⩾

µ1

2
∥v1∥L2(O1,d×(0,T)). (2.8)

Assim,

lim inf
n→∞ J1(v

n
1 , ξ2) = lim inf

n→∞
{

1
2
∥yn − y1,d∥L2(O1,d×(0,T)) +

µ1

2
∥vn1 ∥L2(O1×(0,T))

}
⩾ lim inf

n→∞
{

1
2
∥yn − y1,d∥L2(Oi,d×(0,T))

}
+
{µ1

2
∥vn1 ∥L2(O1×(0,T))

}
⩾

1
2
∥y− y1,d∥L2(O1,d×(0,T)) +

µ1

2
∥v1∥L2(O1×(0,T))

= J1(v1, ξ2),
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isto é,

lim inf
n→∞ Ji(v

n
1 , ξ2) ⩾ J1(v1, ξ2).

Portanto, o funcional v1 7→ J1(v1, ξ2) é semi-contínuo inferiormente. Analogamente

para v2 7→ J2(ξ1, v2).

■

Proposição 3. Os funcionais

Ji(v1, v2) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|y− yi,d|
2dxdt+

µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt ,

são estritamentes convexos e de classe C1 para cada i = 1, 2.

Demonstração: Considere a seguinte decomposição do funcional dada por Ji = Ĵi(y) +

J̄i(vi) onde

Ĵi(y) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|y− yi,d|
2dxdt, (2.9)

e

J̄i(vi) =
µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt. (2.10)

(i) Convexidade: Dados ŷ, ȳ ∈ L2(Ω) tais que ŷ ̸= ȳ, para λ ∈ (0, 1), pela desigual-

dade de Young, temos que:

Ĵi(λŷ + (1 − λ)ȳ) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|λŷ+ (1 − λ)ȳ− (λŷi,d + (1 − λ)ȳi,d)|
2dxdt

=
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|λ(ŷ− ŷi,d) + (1 − λ)(ȳ− ȳi,d)|
2dxdt.

=
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

λ2|ŷ− ŷi,d|
2 + 2λ(1 − λ)|ŷ− ŷi,d||ȳ− ȳi,d|+ (1 − λ)2|ȳ− ȳi,d|

2dxdt

<
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

λ2|ŷ− ŷi,d|
2 + λ(1 − λ)

[
|ŷ− ŷi,d|

2 + |ȳ− ȳi,d|
2]dxdt

+
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

(1 − λ)2|ȳ− ȳi,d|
2dxdt

= λ
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|ŷ− ŷi,d|
2dxdt+ (1 − λ)

1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|ȳ− ȳi,d|
2dxdt

= λĴi(ŷ) + (1 − λ)Ĵi(ȳ)

22



Analogamente, dados v̂i, v̄i ∈ L2(Oi × (0, T)), para o funcional J̄i(vi) temos que

J̄i(λv̂i + (1 − λ)v̄i) =
µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|λv̂i + (1 − λ)v̄i|
2dxdt

=
µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

λ2|v̂i|
2 + 2λ(1 − λ)v̂iv̄i + (1 − λ)2|v̄i|

2dxdt

<
µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

λ2|v̂i|
2 + λ(1 − λ)[|v̂i|

2 + |v̄i|
2] + (1 − λ)2|v̄i|

2dxdt

= λ
µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|v̂i|
2dxdt+ (1 − λ)

µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|v̄i|
2dxdt

= λJ̄i(v̂i) + (1 − λ)J̄i(v̄i).

Sejam ŷ a solução de (2.1) associada a (v̂1, v̂2), ȳ a solução de (2.1) associada a

(v̄1, v̄2) e yλ a solução de (2.1) associada a λ(v̂1, v̂2) + (1 − λ)(v̄1, v̄2). Como (2.1) é

um sistema linear, temos que yλ = λŷ + (1 − λ)ȳ. Logo, por (2.9) e (2.10) temos

que:

Ji(λ(v̂1, v̂2) + (1 − λ)(v̄1, v̄2)) = Ĵi(λv̂i + (1 − λ)v̄i) + J̄i(λv̂i + (1 − λ)v̄i)

⩽ λJi(v̂1, v̂2) + (1 − λ)Ji(v̄1, v̄2).

Portanto os funcionais Ji com i = 1, 2 são estritamente convexos.

(ii) Regularidade de Classe C1 Aqui, iremos mostrar que os funcionais são de Classe

C1. Para tal, sejam V1 = L2(O1 × (0, T)) e V2 = L2(O2 × (0, T)), considere V =

V1 × V2 e os operadores Li : Vi → L2(Q) tal que L(v̂i) = zi onde



zitt − ∆zi = v̂i1Oi
em Q,

zi = 0 sobre Σ1,

∂zi

∂η
= 0 sobre Σ2,

zi(x, 0) = 0 , zit(x, 0) = 0 em Ω.

(2.11)

Pela unicidade de solução do sistema (2.11) o operador está bem definido e da

linearidade do problema implica que o operador é linear, é fácil ver que é contínuo.

Daí, temos que Li ∈ L(Vi,L2(Q)) para todo i = 1, 2. Agora, uma vez que f ∈ L2(Q)

sabemos que existe uma única solução u ∈ L2(Q) para
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

utt − ∆u = f em Q,

u = 0 sobre Σ1,
∂u

∂η
= 0 sobre Σ2,

u(x, 0) = u0 , ut(x, 0) = u1 em Ω.

(2.12)

Pela unicidade de solução do problema (2.1) podemos rescrever y = L1v1 +L2v2 +u

e por conseguinte temos uma reformulação dos funcionais (2.3) dada por:

Ji(v1, v2) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|L1v1 + L2v2 + u− yi,d|
2dxdt+

µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt

(2.13)

Definindo a função ϕi(λ) dadas por ϕ1(λ) = J1(v1 + λv̂1, v2) e ϕ2(λ) = J2(v1, v2 +

λv̂2) temos que

ϕ1(λ) =
1
2

∫∫
O1,d×(0,T)

|L1v1 + L1λv̂1 + L2v2 + u− yi,d|
2dxdt+

µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|v1 + λv̂1|
2dxdt.

Logo, denotando por a = L1λv̂1 e b = L1v1+L2v2+u−yi,d e calculando as derivadas

de Gateaux de ϕi(λ) para cada i = 1, 2. tem-se:

ϕ1(λ) − ϕ1(0)
λ

=
1
2λ

∫∫
O1,d×(0,T)

|a+ b|2 − |b|2dxdt+
µ1

2λ

∫∫
O1×(0,T)

|v1 + λv̂1|
2 − |v1|

2dxdt

=
1
2λ

∫∫
O1,d×(0,T)

|a|2 + 2ab dxdt+
µ1

2λ

∫∫
O1×(0,T)

2λv1v̂1 + |λv̂1|
2dxdt

=
1
2λ

∫∫
O1,d×(0,T)

λ2|L1v̂1|
2 + 2λL1v̂1b

+
µ1

2λ

∫∫
O1×(0,T)

2λv1v̂1 + λ
2|v̂1|

2dxdt

Fazendo λ→ 0 obtemos

lim
λ→0

ϕ1(λ) − ϕ1(0)
λ

=

∫∫
O1,d×(0,T)

L1v̂1(L1v1 + L2v2 + u− yi,d)dxdt+∫∫
O1×(0,T)

µ1v1v̂1dxdt

=

∫∫
O1,d×(0,T)

L1v̂1(y− y1,d)dxdt+ µ1

∫∫
O1×(0,T)

v1v̂1dxdt
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Portanto, tem-se

∂J1

∂v1
(v̂1, 0) =

∫∫
O1,d×(0,T)

L1v̂1(y− y1,d)dxdt+ µ1

∫∫
O1×(0,T)

v1v̂1dxdt (2.14)

De maneira análoga, obtemos

∂J1

∂v2
(0, v̂2) =

∫∫
O2,d×(0,T)

L2v̂2(y− y2,d)dxdt+ µ2

∫∫
O2×(0,T)

v2v̂2dxdt (2.15)

A linearidade das derivadas dos Ji é imediata, iremos mostrar que é contínua.

Considere a aplicação v̂1 7→
∂J1

∂v1
(v̂1, 0). Seja (v̂n1 )n∈N uma sequência tal que

v̂n1 → v̂1 em V1.

Assim,∣∣∣∣∂J1

∂v1
(v̂n1 , 0) −

∂J1

∂v1
(v1, 0)

∣∣∣∣ ⩽
∫∫

Ω×(0,T)
|L1(v̂

n
1 − v̂1)(y− y1,d)1O1,d + (v̂n1 − v̂1)v11O1 |dxdt

Veja que, Pela desigualdade de Hölder (Teorema 8 para p=q=2) tem-se:

⩽
∫∫

Ω×(0,T)
|L1(v̂

n
1 − v̂1)(y− y1,d)1O1,d |dxdt+

∫∫
Ω×(0,T)

|(v̂n1 − v̂1)v11O1 |dxdt

⩽

(∫∫
O1,d×(0,T)

|L1(v̂
n
1 − v̂1|

2dxdt

) 1
2

.

(∫∫
O1,d×(0,T)

|y− y1,d|
2dxdt

) 1
2

⩽ ∥L1∥L(V1;L2(Q)) . ∥y− y1,d∥L2(Q) . ∥v̂n1 − v̂1∥V1

De modo análogo, temos que:∫∫
O1×(0,T)

|v1(v̂
n
1 − v̂1)|dxdt ⩽

(∫∫
O1,d×(0,T)

|v1|
2dxdt

) 1
2

.

(∫∫
O1,d×(0,T)

|v̂n1 − v̂1|
2dxdt

) 1
2

⩽ ∥v̂n1 v̂1∥V1
∥v̂1∥V1

.

Logo,

∂J1

∂v1
(v̂n1 , 0) → ∂J1

∂v1
(v̂1, 0), quando v̂n1 → v̂1.

Analogamente,

∂J2

∂v2
(0, v̂n2 ) →

∂J1

∂v1
(0, v̂2), quando v̂n2 → v̂2.

Portanto, J ′ é contínuo.

■
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Proposição 4. (Equilíbrio de Nash) As afirmações abaixo são equivalentes:

(i) O par (v1, v2) é um equilíbrio de Nash para Ji;

(ii) As derivadas de Gateux do funcional no ponto (v1, v2) se anulam, i.e

∂J1

∂v1
(v̂1, 0) = 0 =

∂J2

∂v2
(0, v̂2); (2.16)

(iii) ∫∫
Oi,d×(0,T)

Liv̂i(y− y1,d)dxdt+ µ1

∫∫
Oi×(0,T)

viv̂idxdt = 0 . (2.17)

Demonstração:

(i) ⇒ (ii) Suponha que o par (v1, v2) seja um equilíbrio de Nash para os funcionais Ji.

Então,

J1(v1, v2) ⩽ J1(v̂1, v2) e J2(v1, v2) ⩽ J2(v1, v̂2) (2.18)

Defina agora o funcional η1 : V1 → R tal que η1(v̂1) = J1(v̂1, v2). Veja que v1 é ponto de

mínimo para η1. Logo, η ′
1(v1) = 0 e tem-se

lim
λ→0+

η1(v1 + λv̂1) − η1(v1)

λ
=

∫∫
O1,d×(0,T)

L1v̂1(y− y1,d)dxdt+ µ1

∫∫
O1×(0,T)

v1v̂1dxdt = 0.

Logo,
∂J1

∂v1
(v̂1, 0) = 0 , ∀v̂1 ∈ V1 .

Analogamente,
∂J2

∂v2
(0, v̂2) ∀v̂2 ∈ V2.

Portanto,
∂J1

∂v1
(v̂1, v2) = 0 =

∂J2

∂v2
(v1, v̂2).

(ii) ⇒ (i) Uma vez que os funcionais são estritamente convexos e limitado inferiormente,

existem únicos vi ∈ Vi tais que

J1(v1, v2) ⩽ J1(v̂1, v2) e J2(v1, v2) ⩽ J2(v1, v̂2) .

Onde o controle vi é fixado para i ̸= j, com j = 1, 2. Pela unicidade do par (v1, v2) ∈ V ,

segue o resultado.

(ii) ⇒ (iii) Segue de (2.14) e (2.15).

■
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Proposição 5. (Equilíbrio de Pareto) As afirmações abaixo são verdadeiras:

(i) Se (v1, v2) é um equilíbrio de Pareto para J1 e J2, então existe um λ ∈ [0, 1] tal que:

λJ
′

1(v1, v2) + (1 − λ)J
′

2(v1, v2) = 0 . (2.19)

Em particular, temos
⟨λ∂J1
∂v1

+ (1 − λ)
∂J2

∂v1
, (v̂1, v̂2)⟩ = 0, ∀(v̂1, v̂2)

⟨λ∂J1
∂v2

+ (1 − λ)
∂J2

∂v2
, (v̂1, v̂2)⟩ = 0, ∀(v̂1, v̂2).

(ii) Dado λ ∈ (0, 1), a identidade (2.19) é verdadeira se, e somente se,

Jλ := λJ1 + (1 − λ)J2. (2.20)

possui um mínimo em (v1, v2).

(iii) Se (2.20) é válida, para algum λ ∈ (0, 1), então (v1, v2) é um equilíbrio de Pareto.

Demonstração:

(i) Suponha que (v1, v2) é um equilíbrio de Pareto, assim o ponto (v1, v2) ∈ V é solução

para o problema extremal restritominimizar J1(v
∗
1, v

∗
2),

sujeito J2(v
∗
1, v

∗
2) < J2(v1, v2).

Pelo critério de Kuhn-Tucker, mais precisamente, pelos teoremas (19) e (20) existem

λ̄1, λ̄2 ⩾ 0 tal que

λ̄1J1(v1, v2) + λ̄2J2(v1, v2) = 0.

Considerando uma mudança λi =
λ̄i

λ̄1 + λ̄2
para cada i = 1, 2, temos que λ1 + λ2 = 1.

Assim,

λJ
′

1(v1, v2) + (1 − λ)J
′

2(v1, v2) = 0 .

(ii) É uma consequência imediata da demonstração acima, pois λJ1 +(1−λ)J2 é convexa.

(iii) Seja v = (v1, v2) um ponto de mínimo para λJ1 + (1 − λ)J2 e v̂ = (v̂1, v̂2). Então,

λJ1(v) + (1 − λ)J2(v) ⩽ λJ1(v̂) + (1 − λ)J2(v̂) ∀v̂ ∈ V . (2.21)
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Suponha que (v1, v2) não seja um equilíbrio de pareto. Assim, existe v̄ = (v̄1, v̄2) ∈ V

tal que, digamos, J1(v̄1, v̄2) < J1(v1, v2) e J2(v̄1, v̄2) ⩽ J2(v1, v2). Como λ e 1 − λ são

positivos, temos que

λJ1(v̄) + (1 − λ)J2(v̄) < λJ1(v) + (1 − λ)J2(v),

o que contradiz (2.21).

■

2.2.1 Os sistemas otimizado de Nash e Pareto - Caso Linear

Nessa seção iremos apresentar os sistemas otimizados de Nash e Pareto para os casos

lineares. Com o sistema otimizado, conseguimos escrever os controles vi em função do

estado adjunto e das constantes µi.

Sistema otimizado de Nash - Caso Linear

Considere para cada i = 1, 2 o sistema dado em (2.11), ou seja,

zitt − ∆zi = v̂i1Oi
em Q,

zi = 0 sobre Σ1,

∂zi

∂η
= 0 sobre Σ2,

zi(x, 0) = 0 , zit(x, 0) = 0 em Ω.

Multiplicando por uma função ϕi ∈ L2(Q) e integrando em Q tem-se∫∫
Ω×(0,T)

zittϕ
idxdt−

∫∫
Ω×(0,T)

∆zϕidxdt =

∫∫
Oi×(0,T)

viϕ
idxdt

Integrando por partes a primeira expressão do lado esquerdo,∫∫
Ω×(0,T)

zittϕ
idxdt =

∫
Ω

zt(T)ϕ
i(T)dx−

∫∫
Ω×(0,T)

zitϕ
i
tdxdt

=

∫
Ω

zt(T)ϕ
i(T) − z(T)ϕi

t(T)dx+

∫∫
Ω×(0,T)

ziϕi
ttdxdt

Por outro lado, pelas identidades de Green obtemos:

−

∫
Ω

∆ziϕidxdt =

∫
Ω

∇zi∇ϕidx−

∫
∂Ω

∂zi

∂η
ϕidΓ
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Novamente, pela primeira identidade temos∫
Ω

∇zi∇ϕidx = −

∫
Ω

zi∆ϕidx+

∫
∂Ω

zi
∂ϕi

∂η
dΓ

Logo,

−

∫
Ω

∆zϕidxdt = −

∫
Ω

zi∆ϕidx+

∫
∂Ω

zi
∂ϕi

∂η
dΓ −

∫
∂Ω

∂zi

∂η
ϕidΓ

Pelas condições de fronteira e integrando em relação ao tempo∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
i =

∫
Ω

zt(T)ϕ
i(T) − z(T)ϕi

t(T)dx+

∫∫
Ω×(0,T)

zi(ϕi
tt − ∆ϕ

i)dxdt

−

∫
Σ1

∂zi

∂η
ϕidΓ +

∫
Σ2

zi
∂ϕi

∂η
dΓ

Fazendo zi = Liv̂i e impondo que ϕi(x, T) = ϕi
t(x, T) = 0, ϕi = 0 em Σ1 e

∂ϕi

∂η
= 0 em

Σ2. Obtemos que,∫∫
Ω×(0,T)

(ϕi
tt − ∆ϕ

i)Liv̂idxdt =

∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt (2.22)

Por outro lado, (v1, v2) é um equilíbrio de Nash, se e somente se,∫∫
Oi,d×(0,T)

Liv̂i(y− yi,d)dxdt+ µi

∫∫
Oi×(0,T)

viv̂idxdt = 0 . (2.23)

De forma natural, associado a cada controle vi e cada função objetivo yi,d, se define o

estado adjunto:



ϕi
tt − ∆ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

ϕi = 0 sobre Σ1,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = 0 , ϕi
t(x, T) = 0 em Ω .

(2.24)

Combinado com as informações (2.22) e (2.23), tem-se:∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

(ϕi
tt − ∆ϕ

i)Liv̂idxdt = −µi

∫∫
Oi×(0,T)

viv̂idxdt .

Logo,∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt+ µi

∫∫
O1×(0,T)

viv̂idxdt =

∫∫
Oi×(0,T)

v̂i(ϕ
i + µivi)dxdt = 0 .
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Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1), obtemos uma relação explícita entre o estado

adjunto e o controle, dada por:

vi = −
1
µi

ϕi, i = 1, 2 . (2.25)

Assim, podemos reformular o o sistema (2.1) como segue:

ytt − ∆y = f−
1
µ1
ϕ11O1 −

1
µ2
ϕ21O2 em Q,

ϕi
tt − ∆ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

y = 0,ϕi = 0 sobre Σ1,

∂y

∂η
= 0,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = 0 , ϕi
t(x, T) = 0, y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω .

(2.26)

Sistema otimizado de Pareto - Caso Linear

De forma similar ao equilíbrio de Nash, considere uma combinação convexa de operadores

λL1v1 + (1 − λ)L2v1 = z
1 com λ ∈ (0, 1) e z1 é solução de

z1tt − ∆z1 = v̂11O1 em Q,

z1 = 0 sobre Σ1,

∂z1

∂η
= 0 sobre Σ2,

z1(x, 0) = 0 , z1t(x, 0) = 0 em Ω

(2.27)

Multiplicando a equação (2.27) por ϕi e integrando por partes, tem-se:∫∫
O1×(0,T)

v̂1ϕ
i =

∫
Ω

z1(T)ϕi(T) − z(T)ϕi
t(T)dx+

∫∫
Ω×(0,T)

z1(ϕi
tt − ∆ϕ

i)dxdt

−

∫
Σ1

∂z1

∂η
ϕidΓ +

∫
Σ2

z1
∂ϕi

∂η
dΓ .

Fazendo ϕi(x, T) = ϕi
t(x, T) = 0, ϕi = 0 em Σ1 e

∂ϕi

∂η
= 0 em Σ2, obteremos:

∫∫
Ω×(0,T)

(ϕi
tt − ∆ϕ

i)z1dxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̂1ϕ
idxdt . (2.28)
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Logo, é natural que o estado adjunto para cada i = 1, 2, se apresente da seguinte forma:

ϕi
tt − ∆ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

ϕi = 0 sobre Σ1,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = 0 , ϕi
t(x, T) = 0 em Ω .

(2.29)

Pelo item (ii) da proposição (5), temos que

⟨λ∂J1

∂v1
+ (1 − λ)

∂J2

∂v1
, (v̂1, v̂2)⟩ = 0 ,

ou seja,∫∫
Ω×(0,T)

λz1(y−y1,d)1O1,d +(1−λ)z1(y−y2,d)1O2,ddxdt+λµ1

∫∫
O1×(0,T)

v1v̂1dxdt = 0 .

(2.30)

Multiplicando (2.29) por λZ1 (para i = 1) e por (1 − λ)z1 (para i = 2) obtem-se:

∫∫
Ω×(0,T)

λz1(y− y1,d)1O1,ddxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

λz1(ϕ1
tt − ∆ϕ

1)dxdt

=

∫∫
O1×(0,T)

λv̂1ϕ
1dxdt .

Analogamente,∫∫
Ω×(0,T)

(1 − λ)z1(y− y2,d)1O2,ddxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

(1 − λ)z1(ϕ2
tt − ∆ϕ

2)dxdt

=

∫∫
O1×(0,T)

(1 − λ)v̂1ϕ
2 .

Logo, podemos reescrever (2.30) de modo que

0 =

∫∫
O1×(0,T)

λv̂1ϕ
1dxdt+

∫∫
O1×(0,T)

λµ1(v1v̂1)dxdt+

∫∫
O1×(0,T)

(1 − λ)v̂1ϕ
2dxdt

=

∫∫
O1×(0,T)

λv̂1ϕ
1 + λµ1(v1v̂1) + (1 − λ)v̂1ϕ

2dxdt

=

∫∫
O1×(0,T)

(λ(ϕ1 + µ1v1) + (1 − λ)ϕ2)v̂1dxdt .

Como consequência do Lema de Du Bois Raymond, obteremos uma identificação entre

controle e a combinação linear convexa dos estados adjuntos, dada por

v1 = −
1
µ1

(
ϕ1 +

(1 − λ)

λ
ϕ2
)

. (2.31)
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Analogamente, teremos:

v2 = −
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1 + ϕ2

)
. (2.32)

Podemos assim reformular o sistema (2.1), agora utilizando o equilíbrio de Pareto, como

segue:

ytt − ∆y = f−
1
µ1

(
ϕ1 +

(1 − λ)

λ
ϕ2
)
1O1 −

1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1 + ϕ2

)
1O2 em Q

ϕi
tt − ∆ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q

y = 0,ϕi = 0 sobre Σ1

∂y

∂η
= 0,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2

ϕi(x, T) = 0 , ϕi
t(x, T) = 0, y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω .

(2.33)

Os sistemas (2.26) e (2.33) são conhecido na literatura como Sistema Otimizado de Nash

e Sistema Otimizado de Pareto, respectivamente.

2.2.2 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash e Pareto -

Caso Linear

Nessa seção iremos provar a existência e unicidade para os equilíbrios de Nash e Pareto

utilizando a formulação de Euler-Lagrange e utilizando o teorema de Lax-Milgram.

Teorema 21. (Existência e Unicidade Equilíbrio de Nash - Caso Linear.) Suponha

que ||1O2,dL1||(2) < 4µ1 e ||1O1,dL2||(1) < 4µ2. Onde || · ||(i) denota a norma no espaço

L(V3−i;L2(Oi,d × (0, T))). Então, para cada f ∈ L2(Ω × (0, T)) existe um equilíbrio de

Nash (v1, v2).

Demonstração: Pela proposição 2, mais precisamente pelo item (2.16) e (2.22), sabe-

mos que (v1, v2) é um equilíbrio de Nash se,∫∫
Oi×(0,T)

v̂i(ϕ
i + µivi)dxdt = 0.∀v̂i ∈ Vi.

Uma vez que zi = Liv̂
i para i = 1, 2 e sabendo também que zitt − ∆zi = v̂i1Oi

e

ϕi
tt−∆ϕ

i = y−yi,d pelas deduções feitas anteriormente, podemos reformular a equação
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acima por

0 =

∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
i + µiv̂ividxdt =

∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt+ µi

∫∫
Oi×(0,T)

v̂ividxdt

=

∫∫
Oi×(0,T)

ϕi(zitt − ∆z
i)dxdt+

∫∫
Oi×(0,T)

µiv̂ividxdt

=

∫∫
Oi×(0,T)

(ϕi
tt − ∆ϕ

i)zidxdt+

∫∫
Oi×(0,T)

µiv̂ividxdt

=

∫∫
Oi,d×(0,T)

(y− yi,d)z
idxdt+

∫∫
Oi×(0,T)

µiv̂ividxdt

=

∫∫
Oi,d×(0,T)

(y− yi,d)Liv̂
idxdt+

∫∫
Oi×(0,T)

µiv̂ividxdt .

Como y = L1v1+L2v2+u, obtemos que y−yi,d = L1v1+L2v2−(yi,d−u). Assim, sendo

L∗i : L2(Ω× (0, T)) → L2(Oi × (0, T) o operador adjunto de Li, temos

0 =

∫∫
Oi×(0,T)

(L1v1 + L2v2 − (yi,d − u))Liv̂
idxdt+

∫∫
Oi×(0,T)

µiv̂ividxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

L∗i
[
(L1v1 + L2v2 − (yi,d − u)1Oi,d

]
v̂idxdt+

∫∫
Oi×(0,T)

µiv̂ividxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

[
L∗i
[
(L1v1 + L2v2 − (yi,d − u)1Oi,d

]
+ µivi

]
v̂idxdt, ∀ v̂iVi.

Portanto, pela linearidade dos operadores auto-adjunto, tem-se

(v1, v2) é de Nash ⇔ ⟨L∗i (L1v1 + L2v2 − (yi,d − u)1Oi,d) + µivi, v̂i⟩ = 0

⇔ L∗i (L1v1 + L2v2 − (yi,d − u)1Oi,d) + µivi = 0

⇔ L∗i (L1v1 + L2v2)1Oi
+ µivi = L

∗
i (yi,d − u)1Oi,d .

Logo, para garantir a existência e unicidade do equilíbrio de Nash, basta provar que a

equação abaixo possui uma única solução

L(v1, v2) = Ψ ,

com Ψ =
(
L∗1
[
(y1,d − u)1O1,d

]
, L∗2

[
(y2,d − u)1O2,d

] )
. Para tanto, defina em V = V1×V2

o produto interno dado por

⟨(v1, v2), (u1,u2)⟩V = ⟨v1,u1⟩V1 + ⟨v2,u2⟩V2 . (2.34)

Considere agora a forma bilinear:

A((v1, v2), (u1,u2)) = ⟨L(v1, v2), (u1,u2)⟩V ,
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a qual devemos provar que satisfaz as condições do Teorema de Lax-Milgram. Claramente

o funcional é contínuo e além disso, A é coercivo. Com efeito,

A((v1, v2), (v1, v2)) = ⟨L(v1, v2), (v1, v2)⟩V =

2∑
i=1

⟨L∗i ((L1v1 + L2v2)1Oi,d) + µivi, vi⟩Vi

=

2∑
i=1

⟨L∗i ((L1v1 + L2v2)1Oi,d), vi⟩+
2∑

i=1

µi||vi||
2
Vi

=

2∑
i=1

∫∫
Oi×(0,T)

L∗i ((L1v1 + L2v2)1Oi,d)vidxdt+

2∑
i=1

µi

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt .

Aplicando o operador Li na integral acima temos, obtemos:

A((v1, v2), (v1, v2)) =

2∑
i=1

∫∫
Ω×(0,T)

((L1v1 + L2v2)1Oi,d)Lividxdt+

2∑
i=1

µi

∫∫
Oi,d×(0,T)

|vi|
2dxdt

=

2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T)

((L1v1 + L2v2))Lividxdt+

2∑
i=1

µi

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt

=

2∑
i=1

(
2∑

j=1

∫∫
Oi,d×(0,T)

Li(vi)Lj(vj)dxdt

)
+

2∑
i=1

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt

=

2∑
i=1

2∑
j=1

⟨Li(vi),Lj(vj)⟩L2(Oi,d×(0,T)) +

2∑
i=1

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt

=

2∑
i=1

(
µi||vi||

2 + ||Li(vi)||
2
L2(Oi,d×(0,T))

)
+

2∑
i=1

⟨L3−iv3−i,Livi⟩L2(Oi,d×(0,T)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

−||x||V ||y||V ⩽ −⟨x,y⟩V .

e pela desigualdade de Young:

−
1
2
(||x||2V + ||y||2V) ⩽ −||x||V ||y||V .

Assim, para qualquer espaço de Hilbert V tem-se

−
1
2
(||x||2V + ||y||2V) ⩽ −⟨x,y⟩V ,

para quaisquer x,y ∈ V .

Por esse fato, tem-se
2∑

i=1

⟨L3−iv3−i,−Livi⟩L2(Oi,d×(0,T) = −2
2∑

i=1

⟨1
2
L3−iv3−i,−Livi⟩L2(Oi,d×(0,T)

⩾ −

2∑
i=1

(
||− Livi||

2
L2(Oi,d×(0,T) + ||

1
2
L3−iv3−i||

2
L2(Oi,d×(0,T)

)

= −

2∑
i=1

(
||Livi||

2
L2(Oi,d×(0,T) +

1
4
||L3−iv3−i||

2
L2(Oi,d×(0,T)

)
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Ou seja,

−

2∑
i=1

(
||Livi||

2
L2(Oi,d×(0,T) +

1
4
||L3−iv3−i||

2
L2(Oi,d×(0,T))

)
⩽

2∑
i=1

⟨L3−iv3−i,Livi⟩L2(Oi,d×(0,T)) .

(2.35)

Agora, somando
2∑

i=1

(
µi||vi||

2 + ||Li(vi)||
2) em ambos os lados, teremos

A((v1, v2), (v1, v2)) =

2∑
i=1

(
µi||vi||

2 + ||Li(vi)||
2)+ 2∑

i=1

⟨L3−iv3−i,Livi⟩L2(Oi,d×(0,T)

⩾
2∑

i=1

µi||vi||
2 −

1
4
||L3−iv3−i||

2
L2(Oi,d×(0,T))

Uma vez que os operadores Li : Vi → L2(Oi,d × (0, T) são contínuos para cada i = 1, 2

temos,
2∑

i=1

1
4
||L3−iv3−i||

2
L2(Ω×(0,T)) =

2∑
i=1

1
4
||1Oi,dL3−iv3−1||

2
L2(Oi,d×(0,T))

⩽
2∑

i=1

1
4
||1Oi,dL3−i||

2
(i)||v3−i||

2
V3−i

=

2∑
i=1

||1O3−i,dLi||
2
(3−i)||vi||

2
Vi

Assim,

A((v1, v2), (v1, v2)) =

2∑
i=1

(
µi||vi||

2
Vi

+ ||Li(vi)||
2)+ 2∑

i=1

⟨L3−iv3−i,Livi⟩L2(Oi,d×(0,T)

⩾
2∑

i=1

µi||vi||
2
Vi

−
1
4
||L3−iv3−i||

2
L2(Oi,d×(0,T))

⩾
2∑

i=1

||vi||
2
Vi

(
µi − ||1O3−i,dLi||

2
(3−i)

)
.

Tomemos η = min
{
µi − ||1O3−i,dLi||

2
(3−i)

}
para cada i = 1, 2. Como por hipótese η > 0,

logo

A((v1, v2), (v1, v2)) ⩾ η

2∑
i=1

||vi||
2
Vi

= η||(v1, v2)||
2
V .

Pelo Teorema de Lax-Milgran, para cada Ψ =
(
L∗1
[
(y1,d − u)1O1,d

]
,L∗2

[
(y2,d − u)1O2,d

])
∈

V , existe um único (v1, v2) ∈ V tal que

A((v1, v2), (u1,u2)) = ⟨Ψ, (u1,u2)⟩V , ∀(u1,u2) ∈ V

35



Portanto, L(v1, v2) = Ψ em V .

■

Teorema 22. (Existência e Unicidade Equilíbrio de Pareto) Suponha que(
||1O1,dL1||

2
(1,1) +

(1 − λ)

λ
||1O2,dL1||

2
(1,2)

)
<

µ1

2(
||1O1,dL2||

2
(2,1) +

(1 − λ)

λ
||1O2,dL2||

2
(2,2)

)
<

µ2

2

nde || · ||(i,j) denota a norma no espaço L(Vi;L2(Oj,d × (0, T))) para cada i = 1, 2. Então,

para cada f ∈ L2(Ω× (0, T)) existe um equilíbrio de Pareto (v1, v2).

Demonstração: Fixado λ ∈ (0, 1), temos que∫∫
O1×(0,T)

(λµ1v1 + λϕ
1 + (1 − λ)ϕ2)v̂1dxdt = 0.

e também, ∫∫
O2×(0,T)

((1 − λ)µ2v2 + λϕ
1 + (1 − λ)ϕ2)v̂2dxdt = 0.

Note que, as equações acima podem ser reescritas como:

A1 =

∫∫
O1×(0,T)

(λµ1v1)v̂1dxdt+ ζ1 e A2 =

∫∫
O1×(0,T)

((1 − λ)µ2v2)v̂2dxdt+ ζ2 ,

onde ζi =
∫∫

Oi×(0,T)
(λϕ1 + (1 − λ)ϕ2)v̂idxdt com i = 1, 2.

Analisaremos agora ζi para cada i = 1, 2. Como

v̂i1Oi
= zitt − ∆z

i ,

ϕi
tt − ∆ϕ

i = (y− yi,d)1Oi,d

e

zi = Livi ,

é natural reescrever ζ1 e ζ2 como:
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ζ1 =

∫∫
O1×(0,T)

(λϕ1 + (1 − λ)ϕ2)v̂1dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

λϕ1v̂11O1dxdt+

∫∫
Ω×(0,T)

(1 − λ)ϕ2v̂11O1dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

λϕ1(z1tt − ∆z
1)dxdt+

∫∫
Ω×(0,T)

(1 − λ)ϕ2(z1tt − ∆z
1)dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

λ(ϕ1
tt − ∆ϕ

1)z1dxdt+

∫∫
Ω×(0,T)

(1 − λ)(ϕ2
tt − ∆ϕ

2)z1dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

(
λ(ϕ1

tt − ∆ϕ
1) + (1 − λ)(ϕ2

tt − ∆ϕ
2)
)
z1dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

(
λ(y− y1,d)1O1,d + (1 − λ)(y− y2,d)1O2,d

)
z1dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

(
λ(y− y1,d)1O1,d + (1 − λ)(y− y2,d)1O2,d

)
L1v̂1dxdt.

Utilizando o princípio da boa colocação para a (2.1), podemos escrever y = L1v1+L2v2+u

e por consequência tem-se y− yi,d = L1v1 + L2v2 − (yi,d − u).

Daí,

ζ1 =

∫∫
Ω×(0,T)

[
λ(y− y1,d)1O1,d + (1 − λ)(y− y2,d)1O2,d

]
L1v̂1dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

[
λ(L1v1 + L2v2 − (y1,d − u))1O1,d

]
L1v̂1dxdt

+

∫∫
Ω×(0,T)

[
(1 − λ)(L1v1 + L2v2 − (y2,d − u))1O2,d

]
L1v̂1dxdt.

Definimos L∗i : L2(Ω × (0, T)) → L2(Oi × (0, T) o operador adjunto de Li, da igualdade

acima, tem-se

ζ1 =

∫∫
Ω×(0,T)

L∗1
[
λ(L1v1 + L2v2 − (y1,d − u))1O1,d

]
v̂1dxdt

+

∫∫
Ω×(0,T)

L∗1
[
(1 − λ)(L1v1 + L2v2 − (y2,d − u))1O2,d

]
L1v̂1dxdt.

Por outro lado, pela linearidade do operador L∗1, podemos reescrever

= L∗1
[
λ(L1v1 + L2v2 − (y1,d − u))1O1,d

]
+ L∗1

[
(1 − λ)(L1v1 + L2v2 − (y2,d − u))1O2,d

]
= λL∗1[(L1v1 + L2v2)1O1,d] − λL

∗
1[(y1,d − u)1O1,d]

+ (1 − λ)L∗1[(L1v1 + L2v2)1O2,d] − (1 − λ)L∗1[(y2,d − u)1O2,d]

= L∗1
[
(L1v1 + L2v2)(λ1O1,d + (1 − λ)1O2,d)

]
−L∗1

[
λ(y1,d − u)1O1,d + (1 − λ)(y2,d − u)1O2,d

]
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Logo,

ζ1 =

∫∫
O1×(0,T)

{
L∗1
[
(L1v1 + L2v2)(λ1O1,d + (1 − λ)1O2,d)

]}
v̂1dxdt

−

∫∫
O1×(0,T)

{
L∗1
[
λ(y1,d − u)1O1,d + (1 − λ)(y2,d − u)1O2,d

]}
v̂1dxdt

Assim, A1 = 0 equivale a

0 =

∫∫
O1×(0,T)

{
λµ1v1 + L

∗
1

[
(L1v1 + L2v2)(λ1O1,d + (1 − λ)1O2,d)

]}
v̂1dxdt

−

∫∫
O1×(0,T)

{
L∗1
[
λ(y1,d − u)1O1,d + (1 − λ)(y2,d − u)1O2,d

]}
v̂1dxdt ∀ v̂1 ∈ V1.

Logo,

λµ1v1 + L
∗
1

[
(L1v1 + L2v2)(λ1O1,d + (1 − λ)1O2,d

]
= λL∗1

[
(y1,d − u)1O2,d

]
+ (1 − λ)L∗1

[
(y2,d − u)1O2,d

]
Com uma construção análoga para i = 2, obtem-se:

(1 − λ)µ2v2 + L
∗
2

[
(L1v1 + L2v2)(λ1O1,d + (1 − λ)1O2,d

]
= λL∗2

[
(y1,d − u)1O2,d

]
+ (1 − λ)L∗2

[
(y2,d − u)1O2,d

]
Portanto, (v1, v2) é um equilíbrio de Pareto se

L(v1, v2) = Ψ, (2.36)

onde

L(v1, v2) = (λµ1v1 + ξ1, (1 − λ)µ2v2 + ξ2)

e

Ψ = (L∗1 (β) ,L∗2 (β))

com

ξi = L
∗
i

[
(L1v1 + L2v2)(λ1O1,d + (1 − λ)1O2,d

]
e β = λ(y1,d−u)1O1,d+(1−λ)(y2,d−u)1O2,d

Para provar (2.36), considere a seguinte forma bilinear dada por

A((v1, v2), (u1,u2)) = ⟨L(v1, v2), (u1,u2)⟩V (2.37)

onde o produto interno é definido em (2.34). Primeiramente a forma definida acima

é continua pela continuidade dos operadores, mostraremos então que é coerciva. Com

efeito,
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A((v1, v2 ), (v1, v2)) = ⟨L(v1, v2), (v1, v2)⟩V

=

∫∫
O1×(0,T)

{
L∗1
[
(L1v1 + L2v2)

(
λ1O1,d + (1 − λ)12,d

)]
+ λµ1v1

}
v1dxdt

+

∫∫
O2×(0,T)

{
L∗2
[
(L1v1 + L2v2)

(
λ1O1,d + (1 − λ)12,d

)]
+ (1 − λ)µ2v2

}
v2dxdt

=

2∑
i=1

∫∫
Ω×(0,T)

(L1v1 + L2v2)
(
λ1O1,d + (1 − λ)12,d

)
Lividxdt

+ λµ1

∫∫
O1×(0,T)

|v1|
2dxdt+ (1 − λ)µ2

∫∫
O2×(0,T)

|v2|
2dxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

(L1v1 + L2v2)
2 (
λ1O1,d + (1 − λ)12,d

)
dxdt

+ λµ1∥v1∥2
L2(O1×(0,T)) + (1 − λ)µ2∥v2∥2

L2(O2×(0,T))

= λ∥L1v1 + L2v2∥2
L2(O1,d×(0,T)) + (1 − λ)∥L1v1 + L2v2∥2

L2(O2,d×(0,T))

+ λµ1∥v1∥2
L2(V1)

+ (1 − λ)µ2∥v2∥2
L2(V2)

⩾
(
−2λ∥L1v1∥2

L2(O1,d×(0,T)) − 2(1 − λ)∥L1v1∥2
L2(O2,d×(0,T)) + λµ1∥v1∥2

L2(V1)

)
+

(
−2λ∥L2v2∥2

L2(O1,d×(0,T)) − (1 − λ)
(
2∥L2v2∥2

L2(O2,d×(0,T)) − µ2∥v2∥2
L2(V2)

))
⩾

(
−2λ∥1O1,dL1∥2

(1,1) − 2(1 − λ)∥1O2,dL1∥2
(1,2) + λµ1

)
∥v1∥2

V1

+
(
−2λ∥1O1,dL2∥2

(2,1) − 2(1 − λ)∥1O2,dL2∥2
(2,2) + (1 − λ)µ2

)
∥v2∥2

V1

Tomando η1 = −2λ∥1O1,dL1∥2
(1,1)− 2(1−λ)∥1O2,dL1∥2

(1,2)+λµ1, η2 = −2λ∥1O1,dL2∥2
(2,1)−

2(1 − λ)∥1O2,dL2∥2
(2,2) + (1 − λ)µ2 e η = max {η1,η2}, temos que

A((v1, v2), (v1, v2)) ⩾
(
−2λ∥1O1,dL1∥2

(1,1) − 2(1 − λ)∥1O2,dL1∥2
(1,2) + λµ1

)
∥v1∥2

V1

+
(
−2λ∥1O1,dL2∥2

(2,1) − 2(1 − λ)∥1O2,dL2∥2
(2,2) + (1 − λ)µ2

)
∥v2∥2

V1

= η (∥v1∥V1 + ∥v2∥V2)

■
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2.3 Equação da Onda (caso semi-linear)

Nessa seção iremos fazer um estudo sobre os equilíbrios de Nash e Pareto para a equação

da onda, agora direcionando os resultados ao caso semi-linear.

2.3.1 Quase-Equilíbrio de Nash

Vimos anteriormente no caso linear, que os funcionais Ji são convexos donde, como já

havíamos observado, um par (v1, v2) é um equilíbrio de Nash se e somente se satisfaz

(2.16). Entretanto, no caso semi-linear, com F sendo uma função localmente contínua e

Lipschitz, não temos a convexidade de Ji. Isso motiva a seguinte definição mais fraca:

Definição 21. (Quase-Equilíbrio de Nash) Dada uma função f ∈ L2(Ω× (0, T)). O

par (v1, v2) é um quase-equilíbrio de Nash para o funcional Ji se satisfaz

⟨J ′

i(v1, v2), v̂i⟩ = 0, ∀ v̂i ∈ Vi, i = 1, 2. (2.38)

Além disso, podemos provar que sob certas condições, as definições de equilíbrio de

Nash e quase-equilíbrio de Nash são equivalentes.

O Sistema Otimizado de Nash

Iremos agora obter o sistema de otimalidade para o equilíbrio de Nash para o par (v1, v2).

Consideremos o sistema em (2.2), ou seja,

ytt − ∆y+ F(y) = f+ v11O1 + v21O2 em Q,

y = 0 sobre Σ1,
∂y

∂η
= 0 sobre Σ2,

y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω .

Onde F(y) é uma função Lipschitiziana. Lembremos da notação V1 = L
2(O1×(0, T)),V2 =

L2(O2 × (0, T)) e V = V1 ×V2. De maneira análoga ao caso linear, iremos considerar uma

pertubação do sistema dada pelos operadores Li : Vi → L2(Q) tal que L(v̂i) = zi onde
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

zitt − ∆zi + F
′
(y)zi = v̂i1Oi

em Q

zi = 0 sobre Σ1

∂zi

∂η
= 0 sobre Σ2

zi(x, 0) = 0 , zit(x, 0) = 0 em Ω

(2.39)

Multiplicando a equação (2.39) por ϕi e integrando por partes, tem-se∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
i =

∫
Ω

zt(T)ϕ
i(T) − z(T)ϕi

t(T)dx+

∫∫
Ω×(0,T)

zi(ϕi
tt − ∆ϕ

i + F
′
(y))dxdt

−

∫
Σ1

∂zi

∂η
ϕidΓ +

∫
Σ2

zi
∂ϕi

∂η
dΓ

Impondo que ϕi(x, T) = ϕi
t(x, T) = 0, ϕi = 0 em Σ1 e

∂ϕi

∂η
= 0 em Σ2, podemos definir

o estado adjunto por

ϕi
tt − ∆ϕi + F ′(y)ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

ϕi = 0 sobre Σ1,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = 0 , ϕi
t(x, T) = 0 em Ω.

(2.40)

Logo, multiplicando a equação acima por Liv̂i, integrando em Q e aplicando (2.40) e

(2.22) tem-se∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

(ϕi
tt − ∆ϕ

i + F
′
(y)ϕiLi)v̂idxdt = −µi

∫∫
Oi×(0,T)

viv̂idxdt

Assim,∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt+ µi

∫∫
O1×(0,T)

viv̂idxdt =

∫∫
Oi×(0,T)

v̂i(ϕ
i + µivi)dxdt = 0

Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1), concluímos que

vi = −
1
µi

ϕi, i = 1, 2. (2.41)

Logo, deduzimos que

ytt − ∆y + F(y) = f−
1
µ1
ϕ11O1 −

1
µ2
ϕ21O2 em Q,

ϕi
tt − ∆ϕi + F

′
(y)ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

y = 0,ϕi = 0 sobre Σ1,

∂y

∂η
= 0,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = ϕi
t(x, T) = 0 , y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω.

(2.42)
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Argumentando como no caso linear, note que (v1, v2) é um quase-equilíbrio de Nash se, e

somente se, satifaz (2.41). Logo, defina a aplicação Λ : V → L2(Q) onde

Λ(v) = (Λ(v1),Λ(v2)) =

(
−

1
µ1
ϕ1,−

1
µ2
ϕ2
)

(2.43)

Considere µ0 := min(µ1,µ2). Assim, como F é Lispchitiziana, existe CF > 0 tal que

∥F ′∥ ⩽ CF.

∥Λ(v) −Λ(v̂)∥2
V ⩽

2∑
i=1

1
µ2
i

∫∫
Oi×(0,T)

|(ϕ1,ϕ2) − (ϕ̂1, ϕ̂2)|2dxdt

⩽ µ−2
0 C(Ω, T)∥(ϕ1,ϕ2) − (ϕ̂1, ϕ̂2)∥2

L2(Q)×L2(Q)

⩽ µ−2
0 C(Ω, T ,CF)∥y− ŷ∥2

L2(Q)

⩽ µ−2
0 C(Ω, T ,CF, ∥f∥L2(Q))∥v− v̂∥2

V , ∀v, v̂ ∈ V .

Tomando µ0 suficentemente grande, Λ se torna uma contração e, consequentemente, pos-

sui um ponto fixo v = (v1, v2). Pela definição de Λ, temos que (v1, v2) satisfaz (2.41) e,

portanto, é um quase-equilíbrio de Nash.

Equivalência entre Equilíbrio e Quase-Equilíbio de Nash

Agora iremos mostrar com o auxilio do lema (6) encontrado no apêndice que o quase-

equilíbrio e o equilíbrio são equivalente sobre certas condições, mais precisamente vale o

seguinte resultado.

Proposição 6. Suponha que F ∈W2,∞(R) e y1,d ∈ C0([0, T ];H1
0(Oi,d))∩C1([0, T ],L2(Oi,d)).

Suponha que (y0,y1) ∈ H1
0(Ω) × L2(Ω) e d ⩽ 8. Então, existe uma constante C > 0 tal

que, se f ∈ L2(Ω× (0, T)) e µi satisfaz

µi ⩾ C
(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

)
, (2.44)

então, as condições (2.4) e (2.38) são equivalente.

Demonstração: Suponha que F ∈ W2,∞(R). Dada f ∈ L2(Ω × (0, T)) e (v1, v2) ∈ V

um quase-equilíbrio de Nash. Para todo v̂1 ∈ V1 e s ∈ R, considere ys uma solução para

o sistema 

ystt − ∆ys + F(ys) = f+ (v1 + sv̂1)1O1 + v21O2 em Q,

ys = 0 sobre Σ1,
∂ys

∂η
= 0 sobre Σ2,

ys(x, 0) = ys0(x) , yst(x, 0) = y
s
1(x) em Ω.

42



Vamos considerar ys|s=0 = y. Agora, para todo v̄1 ∈ V1, defina P1 : R → R tal que

P1(s) = ⟨D1(J1(v1 + sv̂1, v2)), v̄1⟩

P1(s) − P1(0) = ⟨D1J1(v1 + sv̂1, v2), v̄1⟩− ⟨D1J1(v1, v2), v̄1⟩

=

∫∫
O1,d×(0,T)

(ys − y1,d)q
sdxdt−

∫∫
O1,d×(0,T)

(y− y1,d)qdxdt

+ sµ1

∫∫
Oi×(0,T)

v̂1v̄1dxdt.

Onde qs é solução do sistema:

qs
tt − ∆qs + F

′
(ys)qs = v̄11O1 em Q,

qs = 0 sobre Σ1,
∂qs

∂η
= 0 sobre Σ2,

qs(x, 0) = 0 , qs
t(x, 0) = 0 em Ω.

(2.45)

onde denotamos qs|s=0 = q. Assim, multiplicando (2.45) por uma função ϕs e integrando

por partes, temos que:∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
sdxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

qs(ϕs
tt − ∆ϕ

s + F
′
(ys))dxdt

+

∫
Ω

qs
t(T)ϕ

s(T) − qs(T)ϕs
t(T)dx−

∫
Σ1

∂qs

∂η
ϕsdΓ +

∫
Σ2

qs∂ϕ
s

∂η
dΓ .

Logo, definimos o adjunto por

ϕs
tt − ∆ϕs + F ′(ys)ϕs = (ys − y1,d)1O1,d em Q,

ϕs = 0 sobre Σ1,
∂ϕs

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕs(x, T) = 0 , ϕs
t(x, T) = 0 em Ω.

(2.46)

onde ϕs|s=0 = ϕ. Daí, podemos notar que,∫∫
Ω×(0,T)

(ϕs
tt − ∆ϕ

s + F
′
(ys)ϕs)qsdxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
sdxdt. (2.47)

Substituindo (2.46) em (2.47) temos que,∫∫
O1,d×(0,T)

(ys − y1,d)q
sdxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
sdxdt. (2.48)
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Portanto,

P1(s)−P1(0) =
∫∫

O1×(0,T)
v̄1ϕ

sdxdt+

∫∫
O1,d×(0,T)

(y−y1,d)qdxdt+sµ1

∫∫
O1×(0,T)

v̂1v̄1dxdt.

(2.49)

Assim, fazendo s = 0 em (2.48) temos∫∫
O1,d×(0,T)

(y− y1,d)qdxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕdxdt.

Logo, substituindo em (2.49) obtemos:

P1(s) − P1(0) =
∫∫

O1×(0,T)
v̄1(ϕ

s − ϕ)dxdt+ sµ1

∫∫
O1×(0,T)

v̂1v̄1dxdt, ∀v̂1, v̄1 ∈ V1.

(2.50)

Considerando (2.47) e fazendo a diferença com sua restrição ϕs|s=0 = ϕ, ou seja,

ϕs − ϕ, tem-se:

(ϕs − ϕ)tt − ∆(ϕ
s − ϕ) = −F

′
(ys)ϕs + F

′
(y)ϕ+ (ys − y)O1,d

Veja que,

−F
′
(ys)ϕs + F

′
(y)ϕs = −(F

′
(ys) − F

′
(y))ϕs − F

′
(y)(ϕs − ϕ)

e portanto,

(ϕs − ϕ)tt − ∆(ϕ
s − ϕ) = −(F

′
(ys) − F

′
(y))ϕs − F

′
(y)(ϕs − ϕ) + (ys − y)O1,d (2.51)

De maneira análoga, para (ys − y) temos

(ys − y)tt − ∆(y
s − y) = −(F(ys) − F(y)) + sv11O1 . (2.52)

Defina h = lim
s→0

1
s
(ys − y) e ξ = lim

s→0

1
s
(ϕs − ϕ). Assim, dividindo as expressões (2.51) e

(2.52) por s e fazendo s→ 0, obtemos o seguinte sistema:

ξtt − ∆ξ = −F
′′
(y)hϕ− F

′
(y)ξ+ h1O1,d em Q,

htt − ∆h = −F
′
(y)h+ v̂11O1 em Q,

h = 0, ξ = 0 sobre Σ1,
∂h

∂η
= 0,

∂ξ

∂η
= 0 sobre Σ2,

ξ(x, T) = ξt(x, T) = 0 , h(x, 0) = h0(x) , ht(x, 0) = h1(x) em Ω.

(2.53)
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Dividindo por s e fazendo s→ 0 em (2.50), tem-se:

⟨D2
1J1(v1, v2), (v̂1, v̄1)⟩ =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ξdxdt+ µ1

∫∫
O1×(0,T)

v̂1v̄1dxdt, ∀(v̂1, v̄1) ∈ V1.

(2.54)

Em particular, para v̄1 = v̂1 temos,

⟨D2
1J1(v1, v2), (v̂1, v̂1)⟩ =

∫∫
O1×(0,T)

v̂1ξdxdt+ µ1

∫∫
O1×(0,T)

|v̂1|
2dxdt. (2.55)

Pelo lema (6), existe uma constante C1 > 0 tal que

⟨D2
1J1(v1, v2), (v̂1, v̂1)⟩ ⩾ −C1

(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

)
∥v̂1∥V1 + µ1∥v̂1∥2

=
(
µ1 − C1

(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

))
∥v̂1∥V1 . ∀v̂1 ∈ V1

De maneira análoga, obtemos

⟨D2
2J2(v1, v2), (v̂2, v̂2)⟩ ⩾

(
µ2 − C2

(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

))
∥v̂2∥V2 . ∀v̂2 ∈ V2

Finalmente, observando que C1 e C2 são independentes de µi , descobrimos que, se vale o

lema(6) com C = max(C1,C2), então o par (v1, v2) é um equilíbrio de Nash. Em outras

palavras, (2.16) implica (2.38). A implicação contrária é obtida de forma semelhante

■

2.3.2 Quase-Equilíbrio de Pareto.

Definição 22. (Quase-Equilíbrio Pareto) Dada uma função f ∈ L2(Ω × (0, T)). O

par (v1, v2) é um equilíbrio de Pareto para os funcionais Ji se satisfaz

⟨λJ1(v1, v2) + (1 − λ)J2(v1, v2), (v̂1, v̂2)⟩ = 0, ∀(v̂1, v̂2) ∈ V . (2.56)

Veja que é equivalente a mostrarmos que


⟨λ∂J1
∂v1

+ (1 − λ)
∂J2

∂v1
, (v̂1, v̂2)⟩ = 0,∀(v̂1, v̂2) ∈ V.

⟨λ∂J1
∂v2

+ (1 − λ)
∂J2

∂v2
, (v̂1, v̂2)⟩ = 0,∀(v̂1, v̂2) ∈ V.

Denotaremos Jλi = λ
∂J1

∂vi
+ (1 − λ)

∂J2

∂vi
.

Como no caso semi-linear não conseguimos mostrar que os funcionais são convexos, mos-

traremos primeiro que vale (2.56) e que a segunda derivada é positiva, e assim iremos

garantir um ponto de mínimo.
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O Sistema Otimizado de Pareto

Iremos agora obter o sistema de otimalidade para o quase-equilíbrio de Pareto para o par

(v1, v2). Considere z1 solução de

z1tt − ∆z1 + F
′
(y)z1 = v̂11O1 em Q,

z1 = 0 sobre Σ1,

∂z1

∂η
= 0 sobre Σ2,

z1(x, 0) = 0 , z1t(x, 0) = 0 em Ω.

(2.57)

Multiplicando a equação (2.57) por ϕi e integrando por partes, tem-se∫∫
O1×(0,T)

v̂1ϕ
i =

∫
Ω

z1(T)ϕi(T) − z(T)ϕi
t(T)dx+

∫∫
Ω×(0,T)

z1(ϕi
tt − ∆ϕ

i + F
′
(y)ϕi)dxdt

−

∫
Σ1

∂z1

∂η
ϕidΓ +

∫
Σ2

z1
∂ϕi

∂η
dΓ .

Fazendo ϕi(x, T) = ϕi
t(x, T) = 0, ϕi = 0 sobre Σ1 e

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2, obtemos que

∫∫
Ω×(0,T)

(ϕi
tt − ∆ϕ

i + F
′
(y)ϕi)z1dxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̂1ϕ
idxdt, (2.58)

logo é natural considerar o estado adjunto para cada i = 1, 2

ϕi
tt − ∆ϕi + F

′
(y)ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

ϕi = 0 sobre Σ1,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = 0 , ϕi
t(x, T) = 0 em Ω.

(2.59)

Observe que,

⟨λ∂J1
∂v1

+ (1 − λ)
∂J2

∂v1
, (v̂1, v̂2)⟩ = 0 ⇔

∫∫
Ω×(0,T)

λz1(y− y1,d)1O1,ddxdtλµ1

∫∫
O1×(0,T)

v1v̂1dxdt

+

∫∫
Ω×(0,T)

(1 − λ)z1(y− y2,d)1O2,ddxdt = 0

Multiplicando (2.59) por z1 temos, (2.57)∫∫
Oi,d×(0,T)

z1(y− yi,d)dxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

zi(ϕi
tt − ∆ϕ

1 + F
′
(y)ϕi)dxdt

=

∫∫
Oi×(0,T)

v̂iϕ
idxdt
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Assim, para todo v̂1 ∈ V equivale

0 =

∫∫
O1×(0,T)

λv̂1ϕ
1dxdt+

∫∫
O1×(0,T)

λµ1(v1v̂1)dxdt+

∫∫
O1×(0,T)

(1 − λ)v̂1ϕ
2dxdt

=

∫∫
O1×(0,T)

(λ(ϕ1 + µ1v1) + (1 − λ)ϕ2)v̂1dxdt

Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1) para todo v̂1 ∈ V, obtemos

v1 = −
1
µ1

(
ϕ1 +

(1 − λ)

λ
ϕ2
)

. (2.60)

Com uma construção e argumentos análogos, mostramos que

v2 = −
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1 + ϕ2

)
. (2.61)

pelo visto acima, podemos reformular o sistema (2.2) utilizando o equilíbrio de Pareto.

ytt − ∆y + F(y) = f+ v1 + v2 em Q,

ϕi
tt − ∆ϕi + F

′
(y)ϕi = (y− yi,d)1Oi,d em Q,

y = 0,ϕi = 0 sobre Σ1,

∂y

∂η
= 0,

∂ϕi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi(x, T) = ϕi
t(x, T) = 0 , y(x, 0) = y0(x) , yt(x, 0) = y1(x) em Ω.

(2.62)

Donde,

v1 = −
1
µ1

(
ϕ1 +

(1 − λ)

λ
ϕ2
)

(2.63)

e

v2 = −
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1 + ϕ2

)
. (2.64)

Defina a aplicação Λ : V → L2(Q) tal que

Λ(v) = (Λ(v1),Λ(v2)) =

(
−

1
µ1

(
ϕ1 +

(1 − λ)

λ
ϕ2
)

,−
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1 + ϕ2

))
(2.65)

Argumentando de forma semelhante, podemos deduzir que existe uma constante C(Ω, T ,CF, λ)

tal que, para valores de µ0 := min(µ1,µ2) suficientemente grande, Λ se torna uma contra-

ção e, consequentemente, possui um ponto fixo v = (v1, v2). Pela definição de Λ, temos

que (v1, v2) satisfaz (2.65) e, portanto, é um quase-equilíbrio de Pareto.
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Equivalência entre Equilíbrio e Quase-Equilíbio de Pareto.

Proposição 7. Suponha que F ∈W2,∞(R) e y1,d ∈ C0([0, T ];H1
0(Oi,d))∩C1([0, T ],L2(Oi,d)).

Suponha que (y0,y1) ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω) e d ⩽ 8. Então, dado λ > 0 existe uma constante

C(λ) > 0 tal que, se f ∈ L2(Ω× (0, T)) e µi satisfaz

µi ⩾ C(λ)
(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

)
. (2.66)

Então, as condições 2.5 e 2.56 são equivalente.

Demonstração: Suponha que F ∈ W2,∞(R). Dada f ∈ L2(Ω × (0, T)) e (v1, v2) ∈ V

um quase-equilíbrio de Pareto. Para todo v̂1 ∈ V1 e s ∈ R, considere ys a solução para o

sistema 

ystt − ∆ys + F(ys) = f+ (v1 + sv̂1)1O1 + v21O2 em Q,

ys = 0 sobre Σ1,
∂ys

∂η
= 0 sobre Σ2,

ys(x, 0) = ys0(x) , yst(x, 0) = y
s
1(x) em Ω.

Vamos denotar ys|s=0 = y. Agora, para todo v̄1 ∈ V1, defina P : R → R tal que

P1(s) = ⟨D1(λJ1(v1 + sv̂1, v2) + (1 − λ)J2(v1 + sv̂1, v2)), v̄1⟩. (2.67)

Veja que,

P1(s) − P1(0) = ⟨D1(λJ1(v1 + sv̂1, v2) + (1 − λ)J2(v1 + sv̂1, v2)), v̄1⟩ (2.68)

− ⟨D1(λJ1(v1, v2) + (1 − λ)J2(v1, v2)), v̄1⟩

= λ

∫∫
O1,d×(0,T)

(ys − y1,d)q
sdxdt+ sλµ1

∫∫
O1×(0,T)

v̂1v̄1dxdt

+ (1 − λ)

∫∫
O2,d×(0,T)

(ys − y2,d)q
sdxdt− λ

∫∫
O1,d×(0,T)

(y− y1,d)qdxdt

− (1 − λ)

∫∫
O2,d×(0,T)

(y− y2,d)qdxdt,

onde 

qs
tt − ∆qs + F

′
(ys)qs = v̄11O1 em Q,

qs = 0 sobre Σ1,
∂qs

∂η
= 0 sobre Σ2,

qs(x, 0) = 0 , qs
t(x, 0) = 0 em Ω,

(2.69)
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e denotamos por qs|s=0 = q. Assim, multiplicando (2.69) por uma função ϕs
i com i = 1, 2

e integrando por partes, tem-se∫∫
Ω×(0,T)

(ϕs
i,tt − ∆ϕ

s
i + F

′
(y)ϕs

i)q
sdxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
idxdt, (2.70)

para cada i = 1, 2, ao escolher ϕs
i tal que

ϕs
i,tt − ∆ϕs

i + F
′
(y)ϕs

i = (ys − yi,d)1Oi,d em Q,

ϕs
i = 0 sobre Σ1

∂ϕs
i

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕs
i(x, T) = 0 , ϕs

i,t(x, T) = 0 em Ω.

(2.71)

Denotamos ϕs
i |s=0 = ϕi. Agora, integrando novamente por partes a equação (2.70), temos

que∫∫
Ω×(0,T)

(ϕs
i,tt − ∆ϕ

s
i + F

′
(y)ϕs

i)q
sdxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

(qs
tt − ∆q

s + F
′
(y)qs)ϕs

idxdt

=

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
idxdt.

Portanto, para cada i = 1, 2, obtemos:∫∫
O1,d×(0,T)

(ys − y1,d)q
sdxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
1dxdt. (2.72)

e ∫∫
O2,d×(0,T)

(ys − y2,d)q
sdxdt =

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
2dxdt. (2.73)

Substituindo (2.72) e (2.73) em (2.68), tem-se:

P1(s) − P1(0) = λ

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
1dxdt+ sλµ1

∫∫
Oi×(0,T)

v̂1v̄1dxdt

+ (1 − λ)

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
2dxdt− λ

∫∫
O1,d×(0,T)

(y− y1,d)qdxdt

− (1 − λ)

∫∫
O2,d×(0,T)

(y− y2,d)qdxdt

Fazendo s = 0 em (2.72) e (2.73) temos

λ

∫∫
O1,d×(0,T)

(y− y1,d)qdxdt+ (1 − λ)

∫∫
O2,d×(0,T)

(y− y2,d)dxdt = λ

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕidxdt

+ (1 − λ)

∫∫
O2×(0,T)

v̄2ϕ2dxdt
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Assim, tem-se

P1(s) − P1(0) = λ

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
1dxdt+ sλµ1

∫∫
Oi×(0,T)

v̂1v̄1dxdt

+ (1 − λ)

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ
s
2dxdt− λ

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ1dxdt

− (1 − λ)

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ϕ2dxdt

= λ

∫∫
O1×(0,T)

v̄1(ϕ
s
1 − ϕ1)dxdt+ (1 − λ)

∫∫
O1×(0,T)

v̄1(ϕ
s
2 − ϕ2)dxdt

+ sλµ1

∫∫
O1×(0,T)

v̂1v̄1dxdt ∀v̂1, v̄1 ∈ V1 (2.74)

Considerando (2.72) e (2.73) e fazendo a diferença com sua restrições ϕs
i |s=0 = ϕi, ou

seja, ϕs
i − ϕi, tem-se:

(ϕs
i −ϕi)tt −∆(ϕ

s
i −ϕi) = −(F

′
(ys) − F

′
(y))ϕs

i − F
′
(y)(ϕs

i −ϕi) + (ys − y)O1,d (2.75)

De maneira análoga, ponto (ys − y) temos

(ys − y)tt − ∆(y
s − y) = −(F(ys) − F(y)) + sv11O1 . (2.76)

Definindo

h = lim
s→0

1
s
(ys − y) e ξi = lim

s→0

1
s
(ϕs

i − ϕi) ,

para cada i = 1, 2, dividindo (2.75)– (2.76) por s e tomando s→ 0, obtem-se o sistema:



ξi,tt − ∆ξi = −F
′′
(y)hϕ− F

′
(y)ξi + h1Oi

em Q,

htt − ∆h = −F
′
(y)h+ v̂11O1,d em Q,

h = 0, ξi = 0 sobre Σ1,
∂h

∂η
= 0,

∂ξi

∂η
= 0 sobre Σ2,

ξi(x, T) = ξi,t(x, T) = 0 , h(x, 0) = 0 , ht(x, 0) = 0 em Ω.

(2.77)

Dividindo por s e fazendo s→ 0 em (2.74), tem-se:

⟨D2
1Jλ1(v1, v2), (v̂1, v̄1)⟩ = λ

∫∫
O1×(0,T)

v̄1ξ1dxdt+ (1 − λ)

∫∫
O1×(0,T)

v̄2ξ2dxdt

+ λµ1

∫∫
O1×(0,T)

v̂1v̄1dxdt, ∀ (v̂1, v̄1).

Em particular, para v̄ = v̂1 temos:

⟨D2
1Jλ1(v1, v2), (v̂1, v̂1)⟩ =

∫∫
O1×(0,T)

(λξ1 + (1 − λ)ξ2)v̂1dxdt+ λµ1

∫∫
O1×(0,T)

|v̂1|
2dxdt .
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Pelo lema (6), existe uma constante Cj(λ) > 0 (para cada j = 1, 2), tal que:∣∣∣∣∫∫
Oi×(0,T)

ξjv̂1dxdt

∣∣∣∣ ⩽ Cj(λ)
(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

)
∥v̂1∥V1 .

Logo, tomando Cξ1 = max{C1(λ),C2(λ)} temos que:

⟨D2
1Jλ1(v1, v2), (v̂1, v̂1)⟩ ⩾ −Cξ1

(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

)
∥v̂i∥Vi

+ µ1∥v̂1∥2

=
(
µ1 − Cξ1

(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

))
∥v̂1∥V1 .

De maneira análoga, obteremos

⟨D2
2Jλ2(v1, v2), (v̂2, v̂2)⟩ ⩾

(
µ2 − Cξ2

(
1 + ∥f∥L(Ω)×(0,T)

))
∥v̂2∥V2 .

Finalmente, observando que Cξ1 e Cξ2 são independentes de µi , descobrimos que, a

validade do lema (6) com C = max(Cξ1 ,Cξ2), implica que o par (v1, v2) satisfaz (2.56) e

é um equilíbrio de Pareto.
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Capítulo 3

Resultados numéricos

Nessa seção iremos formular os algoritmos para os problemas de equilíbrio lineares e

semi-lineares. Para os problemas lineares, formularemos o método do ponto fixo, para

os problemas semi-lineares, o método de Newton. Antes disso, apresentaremos um pro-

cesso de discretização total dos problemas, via método dos elementos finitos (discretização

espacial) e método das diferenças finitas (discretização temporal), para posteriormente

apresentar simulações numéricas.

3.1 Algoritmos iterativos

Há uma diversidade de algorítimos que nos permitiria fazer simulações, no caso linear

por exemplo, iremos utilizar Ponto Fixo e no não linear usaremos o Método de Newton.

Outras versões de algoritmos podem ser estudadas, por exemplo nos trabalhos de [7], [8]

e [9], onde foram utilizados outros métodos eficientes de convergência. Em particular, em

[7], diversos métodos são apresentados e análises comparativas de eficiêcia são verificadas

para problemas lineares e não lineares, porém, os resultados limitam-se a equação do calor

e apenas ao Equilíbrio de Nash.

Devemos inicializar o problema obtendo um erro variável de aproximação ϵ, que indi-

cará o valor obtido do critério de convergência. Estabelecemos uma tolerância ϵ0, previa-

mente fixada, que indicará o erro ao qual o critério de convergência deverá atingir para a

obtenção do critério de parada. Com isso, descreveremos os algoritmos de passo iterativo

para todos os problemas através dos algoritmos abaixo apresentados.

52



Pseudo-Algoritmo para (2.26) - Método do Ponto Fixo

Passo 1 - Tome (v0
1, v0

2) dado em V1 × V2.

Passo 2 - Para n ⩾ 0 e (vn1 , vn2 ) ∈ V1 × V2, compute yn para (2.11) com vi = vni , e

então compute ϕi,n para o sistema (2.24) com y = yn.

Passo 3 - Finalmente, calcule vn+1
i dado por (2.25), i.e vn+1

i = −
1
µi

ϕi,n.

Pseudo-Algoritmo para (2.33) - Método do Ponto Fixo

Passo 1 - Considere (v0
1, v0

2) em V1 × V2.

Passo 2 - Para n ⩾ 0 e (vn1 , vn2 ) ∈ V1×V2, compute yn para (2.1) com vi = v
n
i , e então

compute ϕi,n para o sistema (2.29) com y = yn.

Passo 3 - Finalmente, calcule vn1 e vn2 dado por (2.31) e (2.32), i.e

vn1 = −
1
µ1

(
ϕ1,n−1 +

(1 − λ)

λ
ϕ2,n−1

)
,

vn2 = −
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1,n−1 + ϕ2,n−1

)
.

Pseudo-Algoritmo para (2.42) - Método de Newton

Passo 1 - Tome (v0
1, v0

2) dado em V1 × V2. Tome y−1(x, t) = y0(x) + ty1(x).

Passo 2 - Então, dado n ⩾ 0, yn−1 e vn = (vn1 , vn2 ) ∈ V .

a) Linearizarando F(yn) utilizando o Método de Newton, por

F(yn) = F
′
(yn−1)(yn − yn−1) + F(yn−1)
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b) Reescreva o problema utilizado (a) e para cada l ⩾ 0 compute yn,l+1 a partir

de yn,l

yntt − ∆yn + F
′
(yn,l−1)yn,l = fn +A(yn−1) + vn1 1O1 + v

n
2 1O2 em Q

yn = 0 em Σ1

∂yn

∂η
= 0 em Σ2

yn(x, 0) = ynh,0(x) , ynt (x, 0) = y
n
1 (x) em Ω

(3.1)

Com A(yn) = F
′
(yn)yn − F(yn).

Passo 3 Para n ⩾ 0 e (vn1 , vn2 ) ∈ V1 × V2, compute yn para (2.2) com vi = v
n
i , e então

compute ϕi,n para o sistema (3.1) com y = yn.

Passo 4 Finalmente, calcule vni dado por (2.41), i.e, vni = −
1
µi

ϕi,n−1.

Pseudo-Algoritmo para (2.62) - Método de Newton

Passo 1 -Tome (v0
1, v0

2) dado em V1 × V2. Tome y−1(x, t) = y0(x) + ty1(x).

Passo 2 - Então, dado n ⩾ 0, yn−1 e vn = (vn1 , vn2 ) ∈ V .

a) Linearizarando F(yn) utilizando o Método de Newton, por

F(yn) = F
′
(yn−1)(yn − yn−1) + F(yn−1)

b) Reescreva o problema utilizado (a) e para cada l ⩾ 0 compute yn,l+1 a partir

de yn,l

yntt − ∆yn + F
′
(yn,l−l)yn,l = fn +A(yn−1) + vn1 1O1 + v

n
2 1O2 em Q

yn = 0 em Σ1

∂yn

∂η
= 0 em Σ2

yn(x, 0) = ynh,0(x) , ynt (x, 0) = y
n
1 (x) em Ω

(3.2)

Com A(yn) = F
′
(yn)yn − F(yn).

Passo 3 - Para n ⩾ 0 e (vn1 , vn2 ) ∈ V1×V2, compute yn para (2.2) com vi = v
n
i , e então

compute ϕi,n para o sistema (3.2) com y = yn.
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Passo 4 - Em seguida, calcule vn+1
1 e vn+1

2 dado por (2.60) e (2.61), i.e

vn+1
1 = −

1
µ1

(
ϕ1,n +

(1 − λ)

λ
ϕ2,n

)
,

vn+1
2 = −

1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕ1,n + ϕ2,n

)
.

3.1.1 Redução da Dimensão

Dado T > 0 considere os problemas dados em (2.1) e (2.2)

(1) Aproximação do Tempo - Consideramos inicialmente uma discretização com passo

de tempo ∆t. Seja m um inteiro positivo, definimos ∆t =
T

m
e ponha t0 = 0 e

tm = m∆t. Veja que,

0 = t0 < t1 < ... < tm = T

Logo, para cada passo dado podemos aproximar o espaço de tempo, i.e.

Vm
i = L2(O1)

m ≈ Vi = L
2(O1 × (0, T))

Para cada i = 1, 2 e t ∈ [0, T ]. Assim, podemos interpretar os elementos de Vm
i

como controle em Vi que são por partes constantes no tempo, em suma podemos

aproximar os controles vn+1
i ≈ vi.

(2) Aproximação do Espaço - A partir de agora, assumiremos que Ω é um domínio

poligonal de R3, também assumimos que Oi,d e Oi são poligonais. Considere também

Th a triangulação de Ω, onde h é o maior comprimento das arestas dos triângulos

de Th. Considere

P1
h =

{
z ∈ H1(Ω)

∣∣∣∀K ∈ Th, z ∈ P1(K)
}

onde P1(K) é o espaço das funções polinomiais em K de grau ⩽ 1; assim, dim(P1(K)) =

3 e dim(Wh) = Nh, onde Nh é o número de vértices de Th.

Agora, aproximamos o espaço, para i ∈ {1, 2}, aproximamos Vi por V∆t
i,h, definido

por V∆t
i,h = (Vi,h)

N, onde

Vi,h =
{
z : z ∈ C 0(Ōi), z

∣∣
T
∈ P1,∀T ∈ Oi

}
.
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Assim, temos a aproximação para Vm
h = Vm

1,h×Vm
2,h. Por fim, aproximamos o espaço

{
z ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) : z(t)

∣∣
Γ1

= 0
}
,

por Wm
h,0 definido por Wm

h,0 = (Wh,0)
N, onde

Wh,0 =
{
z ∈Wh : z

∣∣
Γ1

= 0
}
.

A equação de estado em (2.1) e os sistemas adjuntos em (2.24) podem ser aproxima-

dos no tempo e no espaço incorporando técnicas de elementos finitos para discreti-

zação espacial do problema e diferenças finitas para a discretização temporal. Com

efeito, denotando para cada função g uma aproximação gh(x,m∆t) = gmh (x, t),

construímos uma aproximação para y e f dadas como segue y(x, t)h ≈ ymh (x, t),

f(x, t)h ≈ fmh (x, t). Além disso, sejam ym+1
h (x, t) e ymh (x, t) tem-se via diferenças

finitas no tempo que:

ym+1
h,t = lim

∆t→0

ym+1
h − ymh
∆t

(3.3)

De modo análogo,

ym+1
h,tt = lim

∆t→0

(ym+1
h )t − (ymh )t

∆t
= lim

∆t→0

ym+1
h − 2ymh + ym−1

h

(∆t)2
. (3.4)

Vale notar que pelos dados iniciais, em (2.1) e (2.2), temos que

ymh,t ≈
ymh − ym−1

h

∆t
⇒ ymh = ym−1

h + (∆t)ymh,t.

Porém, y0
h ≈ y0(x, 0) = y0 que é um valor dado, e o mesmo ocorre com y0

h,t ≈

y1(x, 0) = y1. Logo, para m = 1 teremos

y1
h = y0

h + (∆t)y0
h,t

= y0 + (∆t)y1 .

Ou seja, sabendo os dados iniciais, podemos computar os valores das funções para

cada passo de tempo em função do passo anterior. Considerando a aproximação

acima de maneira adequada, podemos rescrever nosso sistema (2.1) e (2.2) como

segue abaixo:
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

ym+1
h,tt − ∆ym+1

h = fm+1 + vm+1
1 1O1 + v

m+1
2 1O2 em Q,

ym+1
h = 0 sobre Σ1,

∂ym+1
h

∂η
= 0 sobre Σ2,

ym+1
h (x, 0) = ym+1

h,0 (x) , ym+1
h,t (x, 0) = ym+1

h,1 (x) em Ω.

(3.5)



ym+1
h,tt − ∆ym+1

h + F(ym+1
h ) = fm+1 + vm+1

1 1O1 + v
m+1
2 1O2 em Q,

ym+1
h = 0 sobre Σ1,

∂ym+1
h

∂η
= 0 sobre Σ2,

ym+1
h (x, 0) = ym+1

h,0 (x) , ym+1
h,t (x, 0) = ym+1

h,1 (x) em Ω.

(3.6)

Para cada m = T − 1, .., 0. Uma vez que o estado ymh está bem explicito, somos

capazes de deduzir de modo análogo os dois estados adjuntos ϕm
i,h para cada par de

controle v = (vm+1
1 , vm+1

2 ) ∈ Vm
h , dado por:



ϕi,m
h,tt − ∆ϕi,m

h = (ymh − yi,d)1Oi,d em Q,

ϕi,m
h = 0 sobre Σ1,

∂ϕi,m
h

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi,m
m (x, T) = 0 , ϕi,m

h,t (x, T) = 0 em Ω.

(3.7)



ϕi,m
h,tt − ∆ϕi,m

h + F ′(ym) = (ymh − yi,d)1Oi,d em Q,

ϕi,m
h = 0 sobre Σ1,

∂ϕi,m
h

∂η
= 0 sobre Σ2,

ϕi,m
m (x, T) = 0 , ϕi,m

h,t (x, T) = 0 em Ω.

(3.8)

Para cada m = T − 1, ..., 1.

Portanto, é bem natural poder aproximar (2.3) introduzindo uma abordagem em

função dos elementos finitos, definindo Jmi,h(v1, v2) :→ R tal que

Jmi,h(v1, v2) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|ym+1
h − yi,d|

2dxdt+
µi

2

∫∫
Oi×(0,T)

|vi|
2dxdt
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Além disso, para o problema não linear podemos fazer uma linearização ultilizando o

Método de Newton, dado por:

F
′
(ymh ) =

F(ym+1
h ) − F(ymh )

ym+1
h − ymh

F
′
(ymh )(ym+1

h − ymh ) = F(ym+1
h ) − F(ymh )

F(ym+1
h ) = F

′
(ymh )(ym+1

h − ymh ) + F(ymh )

Logo, o termo F(yn+1) será obtido por meio do processo interativo de ym+1, e reciproca-

mente. Assim, podemos reescrever o sistema (3.6) fazendo uso do método de linearização

de Newton e teremos:

ym+1
h,tt − ∆ym+1

h + F
′
(ymh )ym+1

h = fm+1 +A(ym) + vm+1
1 1O1 + v

m+1
2 1O2 em Q,

ym+1
h = 0 sobre Σ1,

∂ym+1
h

∂η
= 0 sobre Σ2,

ym+1
h (x, 0) = ym+1

h,0 (x) , ym+1
h,t (x, 0) = ym+1

h,1 (x) em Ω.
(3.9)

Onde A(yn+1) = ynF
′
(yn) − F(yn).

3.1.2 Revisitando os algoritmos

Agora iremos apresentar a formulação variacional para os problemas aproximados, bem

como os passos para computação dos dados e uma versão resumida e compacta dos seus

algoritmos. Usaremos a notação V∆t
h = V∆t

1,h × V∆t
2,h. Inicialmente, apresentaremos uma

formulação variacional para o problema aproximado e totalmente discretizado, que des-

creve o equilíbrio de Nash no caso linear.

Formulação Otimizada 1 - Nash Linear

Passo 1 - Escolha v0 = (v0
1, v0

2) ∈ V∆t
h e considere (y0,h,y1,h) ∈ Wh,0 × Wh,0 uma

aproximação para (y0,y1).

Passo 2 - Dado n ⩾ 0 e vn = (vn1 , vn2 ) ∈ V∆t
h , calcule a aproximação do estado
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yn,0
h ,yn,1

h , ... como segue abaixo:

yn,0
h = yh,0,yn,1

h = yn,0
h + (∆t)yh,1,∫

Ω

[(
yn,m+1
h − 2yn,m

h + yn,m−1
h

(∆t)2

)
z+∇yn,m+1

h ∇z
]
dx =∫

Oi,d

(
f(x, tm+1) + vn1 (x, t

m+1) + vn2 (x, t
m+1))

)
zdx

(3.10)

Para todo z,yn,m+1
h ∈Wh,0 e m = 1, ..., T − 1.

Compute o adjunto de

ϕn,M
i,h = 0,ϕn,T−1

i,h = 0,∫
Ω

[(
ϕn,m+1

i,h − 2ϕn,m
i,h + ϕn,m−1

i,h

(∆t)2

)
z+∇ϕn,m+1

i,h ∇z

]
dx =∫

Oi,d

(
yn,m−1
h − yi,d(x, tm−1)

)
zdx

(3.11)

Para todo z,ϕn,m
i,h ∈Wh,0 e m = T − 1, T − 2, ..., 1.

Passo 3 - Finalmente, calcule

vn+1
i = −

1
µi

ϕn,m
i,h . (3.12)

Uma forma resumida e compacta de apresentar um algoritmo que descreva os passos da

Formulação Otimizada 1, apresentamos abaixo.

59



Algoritmo 1 - Nash Linear

Entrada: yh,0 = y0, y1,h = y1, ϕn,M
i,h = 0 e ϕn,T−1

i,h = 0;

Saída: y = yn,m+1
h , ϕi = ϕ

n,m
i,h e vi = v

n+1
i,h .

1 início

2 Para cada i = 1, 2, considere v0
i,h ∈ V∆t

i,h dado;

3 para n ⩾ 0 e vni,h ∈ V∆t
i,h, computar yn,m+1

h em (3.5) correspondente a

vm+1, seguido da computação de ϕn,m
i,h em (3.7);

4 faça

5 vn+1
i = −

1
µi

ϕn,m
i,h , como em (3.12).

6 fim

7 Atualize m = m+ 1;

8 fim
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Agora, apresentaremos uma formulação similar a anterior, agora descrevendo o pro-

blema linear com equilíbrio de Pareto .

Formulação Otimizada 2 - Pareto Linear

Passo 1 - Escolha v0 = (v0
1, v0

2) e ponha (y0,h,y1,h) ∈ Wh,0 ×Wh,0 uma aproximação

para (y0,y1).

Passo 2 - Dado n ⩾ 0 e vn = (vn1 , vn2 ) ∈ V∆t
h , calcule a aproximação para o estado

yn,0
h ,yn,1

h , ... através do problema abaixo:

yn,0
h = yh,0,yn,1

h = yn,0
h + (∆t)yh,1,∫

Ω

[(
yn,m+1
h − 2yn,m

h + yn,m−1
h

(∆t)2

)
z+∇yn,m+1

h ∇z
]
dx =∫

Oi,d

(
f(x, tm+1) + vn1 (x, t

m+1) + vn2 (x, t
m+1))

)
zdx

(3.13)

com z,yn,m+1
h ∈Wh,0 e m = 1, ..., T − 1.

Para cada i = 1, 2, compute o estado adjunto, através do sistema

ϕn,M
i,h = 0,ϕn,T−1

i,h = 0,∫
Ω

[(
ϕn,m+1

i,h − 2ϕn,m
i,h + ϕn,m−1

i,h

(∆t)2

)
z+∇ϕn,m+1

i,h ∇z

]
dx =∫

Oi,d

(
yn,m−1
h − yi,d(x, tm−1)

)
zdx

(3.14)

com z,ϕn,m
i,h ∈Wh,0 e m = T − 1, T − 2, ..., 1.

Passo 3 - Por fim, sendo λ ∈ (0, 1), calcule vn+1
1 e vn+1

2 , como em (2.31) e (2.32), i.e

vn+1
1 = −

1
µ1

(
ϕn,m

1,h +
(1 − λ)

λ
ϕn,m

2,h

)
(3.15)

e

vn2 = −
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕn,m

1,h + ϕn,m
2,h

)
. (3.16)

Novamente, apresentamos um algoritmo descrevendo os passos da Formulação Otimizada

2, como segue abaixo.
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Algoritmo 2 - Pareto Linear

Entrada: yh,0 = y0, y1,h = y1, ϕn,M
i,h = 0 e ϕn,T−1

i,h = 0;

Saída: y = yn,m+1
h , ϕi = ϕ

n,m
i,h e vi = v

n+1
i,h .

1 início

2 Para cada i = 1, 2, considere v0
i,h ∈ V∆t

i,h dado;

3 para n ⩾ 0 e vni,h ∈ V∆t
i,h, computar yn,m+1

h em (3.5) correspondente a

vm+1, seguido da computação de ϕn,m
i,h em (3.7);

4 faça

5 vn+1
1,h e vn+1

2,h , como em (3.15) e (3.16) respectivamente.

6 fim

7 Atualize m = m+ 1;

8 fim

Agora, apresentaremos os algoritmos que descrevem os problemas não-lineares. Inici-

aremos com o problema de Nash, e sua versão discretizada.

Formulação Otimizada 3 - Nash Semi-linear

Passo 1 - Escolha v0 = (v0
1, v0

2) e considere (y0,h,y1,h) ∈Wh,0×Wh,0, uma aproximação

para (y0,y1).

Passo 2 - Dado n ⩾ 0 e vn = (vn1 , vn2 ) ∈ V∆t
h , calcule a aproximação do estado

yn,0
h ,yn,1

h , ... como segue abaixo:

yn,0
h = yh,0,yn,1

h = yn,0
h + (∆t)yh,1,∫

Ω

[(
yn,m+1
h − 2yn,m

h + yn,m−1
h

(∆t)2

)
z+∇yn,m+1

h ∇z+ F ′
(yn,l−1

m )yn,l
m z

]
dx =∫

Oi,d

(
f(x, tm+1) + vn1 (x, t

m+1) + vn2 (x, t
m+1) +A(ynm))

)
zdx

Para todo z,yn,m+1
h ∈Wh,0 e m = 1, ..., T − 1.
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Compute o estado adjunto através de

ϕn,M
i,h = 0,ϕn,T−1

i,h = 0,∫
Ω

[(
ϕn,m+1

i,h − 2ϕn,m
i,h + ϕn,m−1

i,h

(∆t)2

)
z+ F

′
(yn,l−1

m )ϕn,l
i,hz +∇ϕn,m+1

i,h ∇z

]
dx =∫

Oi,d

(
yn,m−1
h − yi,d(x, tm−1)

)
zdx

Para todo z,ϕn,m
i,h ∈Wh,0 e m = T − 1, T − 2, ..., 1.

Passo 3 - Por fim, compute

vn+1
i = −

1
µi

ϕn,m
i,h , i = 1, 2 . (3.17)

Algoritmo 3 - Nash semi-linear

Entrada: yh,0 = y0, y1,h = y1, ϕn,M
i,h = 0 e ϕn,T−1

i,h = 0;

Saída: y = yn,m+1
h , ϕi = ϕ

n,m
i,h e vi = v

n+1
i,h .

1 início

2 Para cada i = 1, 2, considere v0
i,h ∈ V∆t

i,h dado;

3 para n ⩾ 0 e vni,h ∈ V∆t
i,h, computar yn,m+1

h em (3.6) correspondente a

vm+1, seguido da computação de ϕn,m
i,h em (3.8) ;

4 faça

5 vn+1
i = −

1
µi

ϕn,m
i,h , como em (3.12).

6 fim

7 Atualize m = m+ 1;

8 fim

E finalmente, nossa última Formulação Otimizada, com a discretização total para o sis-

tema não-linear e sua formulação compatível com equilíbrio de Pareto.

Formulação Otimizada 4 - Pareto Semi-linear

Passo 1 - Escolha v0 = (v0
1, v0

2) e considere (y0,h,y1,h) ∈Wh,0×Wh,0, uma aproximação

para (y0,y1).
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Passo 2 - Dado n ⩾ 0 e vn = (vn1 , vn2 ) ∈ V∆t
h , calcule a aproximação do estado

yn,0
h ,yn,1

h , ... através do sistema abaixo

yn,0
h = yh,0,yn,1

h = yn,0
h + (∆t)yh,1,∫

Ω

[(
yn,m+1
h − 2yn,m

h + yn,m−1
h

(∆t)2

)
z+∇yn,m+1

h ∇z+ F ′
(yn,l−1

m )yn,l
m z

]
dx =∫

Oi,d

(
f(x, tm+1) + vn1 (x, t

m+1) + vn2 (x, t
m+1) +A(ynm))

)
zdx

com z, yn,m+1
h ∈Wh,0 e m = 1, ..., T − 1.

Compute o estado adjunto através do sistema

ϕn,M
i,h = 0,ϕn,T−1

i,h = 0,∫
Ω

[(
ϕn,m+1

i,h − 2ϕn,m
i,h + ϕn,m−1

i,h

(∆t)2

)
z+ F

′
(yn,l−1

m )ϕn,l
i,hz +∇ϕn,m+1

i,h ∇z

]
dx =∫

Oi,d

(
yn,m−1
h − yi,d(x, tm−1)

)
zdx

com z,ϕn,m
i,h ∈Wh,0 e m = T − 1, T − 2, ..., 1.

Passo 3 - Por fim, sendo λ ∈ (0, 1), calcule vn+1
1 e vn+1

2 , por meio de

vn+1
1 = −

1
µ1

(
ϕn,m

1,h +
(1 − λ)

λ
ϕn,m

2,h

)
(3.18)

e

vn2 = −
1
µ2

(
λ

(1 − λ)
ϕn,m

1,h + ϕn,m
2,h

)
. (3.19)

Algoritmo 4 - Pareto Semi-linear

Entrada: yh,0 = y0, y1,h = y1, ϕn,M
i,h = 0 e ϕn,T−1

i,h = 0;

Saída: y = yn,m+1
h , ϕi = ϕ

n,m
i,h e vi = v

n+1
i,h .

1 início

2 Para cada i = 1, 2, considere v0
i,h ∈ V∆t

i,h dado;

3 para n ⩾ 0 e vni,h ∈ V∆t
i,h, computar yn,m+1

h em (3.6) correspondente a

vm+1, seguido da computação de ϕn,m
i,h em (3.8);

4 faça

5 vn+1
1 e vn+1

2 como em (3.18) e (3.19), respectivamente.

6 fim

7 Atualize m = m+ 1;

8 fim

64



Capítulo 4

Resultados Numéricos e Simulações

Os resultados computacionais e análise de convergência obtidos na computação dos algo-

ritmos apresentados, foram realizados com auxílio do software livre FreeFem++, ver [14].

Nas subseções que estruturam o presente capítulo, apresentam-se diversificados dados e

resultados obtidos nas simulações numéricas dos problemas lineares e não-lineares.

4.1 Domínios e dados experimentais

a) Domínio Ωh - visão projetada b) Domínio Ωh - visão 3D

Figura 4.1: Domínio discretizado Ωh, composto por 106800 tetraedros (gerando o vo-

lume), 19551 vértices (ou nós na decomposição dos elementos finitos) e 10840 triângulos

(discretização das superfícies).
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O domínio Ω será considerado cilíndrico como na figura 4.1 acima, construído por meio

da extrusão de uma região 2D ao longo de um intervalo do eixo z. A região 2D será um

círculo, que em sua forma paramétrica foi descrito por

Ω2D = (0.5 + 0.75 cos(s), 0.5 + 0.75 sin(s)), com s ∈ [0, 2π] .

Consideramos z ∈ [0, 1] e construímos Ω := Ω2D × z .

Abaixo, algumas informações adicionais sobre os subdomínios

eixo− x eixo− y eixo− z

O1 [ 0.6, 0.9] [ 0.6, 0.9] [ 0, 1]

O2 [ 0.6, 0.9] [ 0.1, 0.4] [ 0, 1]

O [ 0.45, 0.55] [ 0.4, 0.6] [ 0, 1]

Od [ 0.3, 1] [ 0, 1] [ 0, 1]

Tabela 4.1: O1 ∩ O2 ∩ O = ∅.

Em todos os casos, consideramos os valores reais Err1 e Err2, obtidos através dos

critérios de convergências para o algoritmos. Nos casos lineares, estabelecemos para os

Algoritmo 1 e Algoritmo 2, os seguintes critérios de parada:

Err1 ≡
∥∥(vn+1

1 , vn+1
2 ) − (vn1 , vn2 )

∥∥∥∥(vn+1
1 , vn+1

2 )
∥∥ e Err2 ≡

∥∥yn+1 − yn
∥∥∥∥yn+1

∥∥ . (4.1)

O critério de parada estabelecido ao processo iterativo dos algoritmos, deverá ocorrer

quando Err1 ⩽ ε e Err2 ⩽ ε. Para os casos não-lineares, o critério de parada para o

Algoritmo 3 e Algoritmo 4, a obtenção simultânea dos valores

Err1 ≡
∥∥(vn+1

1 , vn+1
2 ) − (vn1 , vn2 )

∥∥∥∥(vn+1
1 , vn+1

2 )
∥∥ e Err2 ≡

∥∥yn,ℓ+1 − yn,ℓ
∥∥∥∥yn,ℓ+1

∥∥ . (4.2)

Novamente, os critérios de parada nos algoritmos são atingidos com a obtenção das esti-

mativas Err1 ⩽ ε e Err2 ⩽ ε. Em todos os casos fixamos ε = 10−6. Para as funções

objetivo utilizadas nas simulações, e os dados iniciais, consideramos:
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y1,d(x,y, z) =
(
1.3 −

√
(x2 + y2 + z2)

)
; y2,d(x,y, z) =

(√
(x2 + y2 + z2) − 1.3

)
;

Figura 4.2: Funções objetivo

Figura 4.3: Dados iniciais y0 = y1 = z sin(πxy) sin(πxz) sin(πyz).

Observação. Os critérios de parada são utilizados para indicar a precisão e eficiência

dos algoritmos propostos, o que não deve ser confundido com a obtenção da solução ou

de sua convergência para a solução dos problemas a serem controlados. A forma que

temos para medir o quão eficiente é o processo de optimalidade das soluções obtidas,

com a intenção de melhorar sua proximidade dos objetivos pré-definidos, é avaliando a

evolução dos funcionais custo J1 e J2. Portanto, nos experimentos que seguem, avaliamos

a eficiência dos algoritmos através de Err1 e Err2, seguido da avaliação dos funcionais

custo J1 e J2.
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4.1.1 Experimentos do caso Nash Linear

Nesta subseção, iremos apresentar alguns resultados obtidos das avaliações numéricas.

Os resultados de algumas simulações são inseridos, para melhor visualizar o processo de

controle e sua influência no processo evolutivo do caso Nash-Linear.

Estado y(x, T)

v1(x, T)

v2(x, T)

Figura 4.4: Estado y(x, T) e controles em seus estados finais.

Figura 4.5: Avaliação das funções custo e dos critérios de parada no processo iterativo de

evolução do problema.
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4.1.2 Experimentos do caso Pareto Linear

Estado y(x, T) em λ = 0.05 Estado y(x, T) em λ = 0.95

Figura 4.6: Estado e controles computados no tempo final T .

Figura 4.7: Avaliação dos critérios de parada Err1 e Err2 no processo iterativo de evolução

do problema.
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Figura 4.8: Avaliação dos funcionais custo J1 e J2 para o equilíbrio de Pareto em distintos

valores de λ. Nos resultados experimentais, apresenta-se a situação de equilíbrio ótimo

ocorrendo quando λ = 0.5.

Para os casos que seguem (casos não-lineares), inserimos a função F(s) como o termo de

não linearidade, que nos experimentos foi descrita através de

F(s) = s sin(1/ exp(s)) .

4.1.3 Experimentos do caso Nash Não-Linear

Estado y(x, T)

v1(x, T)

v2(x, T)

Figura 4.9: Estado e controles computados no tempo final T .
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Figura 4.10: Avaliação das funções custo e dos critérios de parada no processo iterativo

do caso Nash não-linear evolução do problema.

4.1.4 Experimentos do caso Pareto Não-Linear

Figura 4.11: Estado y(x, T) computado em λ = 0.5
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Figura 4.12: Avaliação dos critérios de parada E1 e E2 do algoritmo, com µ = 5 fixado.

Avaliamos nas simulações alguns valores distintos para λ. Em particular, nos casos em

que λ = {0.05, 0.5, 0.95}, observa-se que o processo de convergência do algoritmo ocorre

em menor tempo quando λ se aproxima de 0.5, que deve ser a condição de optimalidade

do processo para obtenção do controle.

Figura 4.13: Avaliação dos funcionais custo J1 e J2 no processo evolutivo do algoritmo na

variavel temporal. Aqui, fixamos µ = 5 e apresentamos simulações com valores distintos

para λ. A condição de equilíbrio ótimo da solução e optimalidade dos funcionais custo

ocorre quando λ se aproxima de 0.5 .

4.1.5 E o problema sem controles?

Alguns experimentos abaixo, mostram como se desempenham os funcionais custo, ao com-

parar o processo de controlar via equilíbrio de Nash, equilíbrio de Pareto, ou simplesmente
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não controlar o processo evolutivo da solução. Não controlar o sistema pode ser entendido

como avaliar o funcional Ji na forma:

Ji(y) =
1
2

∫∫
Oi,d×(0,T)

|y− yi,d|
2dxdt, i = 1, 2 .

Figura 4.14: Avaliação dos funcionais custo J1 e J2 no processo evolutivo dos algoritmos

lineares. Aqui, fixamos µ = 5 e apresentamos simulações comparativas para os equilíbrios

de Nash, Pareto e não controlar. Para o caso de Pareto, fixamos λ = 0.5.

Figura 4.15: Avaliação dos funcionais custo J1 e J2 no processo evolutivo dos algoritmos

não-lineares. Novamente fixamos µ = 5 e apresentamos as simulações comparativas entre

os equilíbrios de Nash, Pareto e não controlar. Para o caso de Pareto, fixamos λ = 0.5.
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Capítulo 5

Apêndice

Lema 4. Suponha que F ′
(y) ∈ W1,∞(R) e que h é solução para o sistema (2.53), então

existe uma constante C > 0 tal que vale a seguinte desigualdade:∫
Ω

|ht|
2dx+

∫
Ω

|∇h|2dx ⩽ C
∫∫

Ω×(0,T)
|vi|

2dxdt. (5.1)

Para cada i = 1, 2. Em particular,

∥h∥L2(Ω) ⩽ C∥vi∥L2(Oi×(0,T).

Lema 5. Suponha que y, yi,d ∈ W1,∞(Ω) são associados ao sistema (2.24), então são

válidos os seguintes resultados

(i) A solução forte de (2.24) é de classe

ϕ ∈ C0 ([0, T ];H1
0(Ω) ∩H2(Ω)

)
∩ C1 ([0, T ];H1

0(Ω)
)
. (5.2)

(ii) A solução fraca de (2.24) é de classe

ϕt ∈ C0 ([0, T ];H1
0(Ω)

)
∩ C1 ([0, T ];L2(Ω)

)
. (5.3)

(iii) Se (i) e (ii) são válidas, então existe uma constante C > 0 tal que

∥ϕt∥L∞(0,T ;H1
0(Ω)) + ∥ϕ∥L∞(0,T ;H1

0(Ω)∩H2(Ω)) ⩽ C∥y∥L2(Ω). (5.4)

Lema 6. Suponha que F ∈ W2,∞(R) e y1,d ∈ C0([0, T ];H1
0(Oi,d)) ∩ C1([0, T ],L2(Oi,d)).

Suponha que (y0,y1) ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω) e d ⩽ 8. Então, existe uma constante Ci > 0 tal

que: ∣∣∣∣∫∫
Oi×(0,T)

ξv̂idxdt

∣∣∣∣ ⩽ C (1 + ∥f∥L((Ω)×(0,T))
)
∥v̂i∥Vi

. (5.5)

Onde ξ e h satisfaz as condições de (2.53).
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Demonstração: Suponha que ξ e h satisfaz o sistema abaixo, a demonstração para o

caso i = 2 segue de maneira análoga.

ξtt − ∆ξ = −F
′′
(y)hϕ− F

′
(y)ξ+ h1Oi

em Q

htt − ∆h = −F
′
(y)h+ v̂11O1 em Q

h = 0, ξ = 0 em Σ1

∂h

∂η
= 0,

∂ξ

∂η
= 0 em Σ2

ξ(x, T) = ξt(x, T) = 0 , h(x, 0) = 0 , ht(x, 0) = 0 em Ω

(5.6)

Veja que,∫∫
Ω×(0,T)

ξv̂1dxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

(htt − ∆h+ F
′
(y)h)ξdxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

(ξtt − ∆ξ+ F
′
(y)ξ)hdxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

(F
′′
(y)hϕ+ h1O1)hdxdt

=

∫∫
Ω×(0,T)

F
′′
(y)|h|2ϕdxdt+

∫∫
O1,d×(0,T)

|h|2dxdt

Uma vez que F ′′ ∈ W2,∞(R), existe uma constante M > 0 tal que |F
′′
(s)| ⩽ M,∀s.

Além disso, dos lemas (4) e (5), temos que h ∈ L∞(0, T ;Lk) onde k =
dn

d− 2
e ϕ ∈

L1(0, T ;Ls(Ω)), se e somente se,
n

2
⩽

2n
n− 4

, logo n ⩽ 8. Assim,∫∫
Ω×(0,T)

ξv̂1dxdt =

∫∫
Ω×(0,T)

F
′′
(y)|h|2ϕdxdt+

∫∫
O1,d×(0,T)

|h|2dxdt

⩽ C
(
∥F ′′∥∞∥h∥2

L∞(0,T ;Lk(Ω))∥ϕ∥L1(0,T ;Ls(Ω)) + ∥h∥2
L2(O1,d×(0,T))

)
⩽ C

(
1 + ∥ϕ∥L1(0,T ;Ls(Ω))

)
∥v̂i∥2

Vi

⩽ C
(
1 + ∥y∥L2(Ω×(0,T))

)
∥v̂i∥2

Vi

⩽ C
(
1 + ∥f∥L2(Ω×(0,T))

)
∥v̂i∥2

Vi
,

seguindo assim o resultado.

■

Observação 4. Vale notar que para o caso de Pareto temos a mesma estimativa, a menos

é claro, dos parâmetros que dependem de λ. Em particular existe uma C(λ), para tal, basta

fazer a mesma construção com ξi para cada i = 1, 2.
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