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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um detalhado estudo tedrico e numérico sobre
controle 6timo bi-objetivo para as equacoes da onda linear e semi-linear, via estratégias
de equilibrio de Nash e de Pareto, em dominios tridimensionais.

Por estar relacionado com um processo de otimizacao, utilizaremos a minimizacao de
funcionais custo, formulados em combinacao com algumas estratégias relacionadas ao
Equilibrio de Nash e Equilibrio de Pareto. Usaremos o software Free Fem++ para trans-
crever os problemas tedricos em linguagem de programagao C++, descrevendo os dados de
discretizagao espacial através do Método dos Elementos Finitos (MEF), e a discretizagao

da sua evolugao temporal com o Método das diferencas finitas.

Palavras-chave: Equacoes da Onda , Controle Otimo, Equilibrio de Nash, Equilibrio de

Pareto, Free Fem++.



Abstract

The objective of this work is to making a theoretical and numerical study on bi-objective
optimal control for the linear and semi-linear wave equations, via Nash and Pareto equi-
librium strategies, in three-dimensional domains.

Due to being related to an optimization process, we will use cost functional minimization,
formulated in combination with some strategies related to Nash Equilibrium and Pareto
Equilibrium. We will use the Free Fem++ software to transcribe the theoretical problems
to the C++ programming language, describing the spatial discretization data through the
Finite Element Method (FEM), and the discretization of its temporal evolution, with the
Finite Difference Method.

Keywords: Wave Equations, Optimal Control, Nash Equilibrium, Pareto Equili-

brium, Free Fem++.
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Introducao

Esse trabalho ¢ dedicado ao estudo do controle 6timo para a equacao da onda linear
e semi-linear utilizando as estratégias incorporadas na teoria de jogos cooperativos e nao
cooperativos. A motivacao para o estudo da teoria do controle vem da possibilidade de
controlar fenémenos fisicos encontrados na natureza, e por isso é um campo rico em apli-
cagoes em diversas dreas do conhecimento como engenharia, biologia, medicina, economia,

dentre outras. Nas referéncias [11] e [15], diversas aplicagoes sao abordadas.

E conhecido na vasta literatura alguns tipos de controle, como controle exato, controle
aproximado, controle nulo e controle aproximado por trajetérias. Uma vez que podemos
resolver um problema de controlabilidade, podemos incrementar a teoria com um pro-
blema de otimizacao, buscando o controle 6timo no sentido de minimizar os custos ou

maximizar os beneficios, se for o caso.

O estudo sobre controlabilidade de equagoes diferencias lineares e nao lineares tem
motivado muitos trabalhos nas tltimas décadas. O ponto de partida nesse sentido foi
dado em 1994 pelo matematico francés Jacques Lions [19] ppara resolver um problema de
controle 6timo que introduziu o conceito de controle hierarquico utilizando as nocoes de
otimizagao dadas em economia pelo economista H. Von Stackelberg, [25]. Nesse processo
encontra-se pelo menos dois controles atuando sobre o sistema, onde um é chamado de

lider e outro de seguidor.

Em 2005, Diaz e Lions [12]| resolveram um problema de controlabilidade aproximada
para um sistema parabolico. Nesse trabalho foi introduzido a nocao de equilibrio de Nash,
[17], na qual consiste em obter n seguidores que minimizem simultaneamente n funcio-

nais custo, associado ao controle lider. Esse método foi denominado por Stackelberg-Nash.



Em 2015, Araruna-Cara-Santos 2] consideraram um sistema distribuido com a equa-
¢ao do calor nao linear, onde resolveram um problema de controlabilidade exata por

trajetorias usando controle hierarquico via estratégia de Stalkerberg-Nash.

Em 2018, Araruna-Cara-Silva [4] resolveram o problema de controlabilidade exata
para a equagao da onda linear e nao linear com sistema distribuido utilizando con-
trole hierarquico via estratégia de Stalkerberg-Nash. Ainda em 2018 , Carvalho-Cara
[9] concentraram-se em apresentar solugbes numéricas em ambientes 2D para o controle
6timo bi-objetivo da equagao do calor linear e semi-lineares, utilizando estratégias de

equilibrio de Nash e equilibrio de Pareto.

Em 2019, Carvalho-Cara-Limaco [8] estenderam os resultados da equagao do calor e
fizeram a implementacao numérica para um sistema distribuido da equacao da onda li-
near e semi-lineares, por meios de controle 6timo bi-objetivo utilizando as estratégias de

equilibrio via Nash e Pareto, apresentando simulacoes numéricas em 2D.

Em 2021, motivado pelo vasto niumero de aplicagoes a teoria de jogos e controle 6timo,
Carvalho [7] exibiu alguns resultados de simulagdes para a equagao do calor em ambientes

3D, realizando varios comparativos entre os métodos de convergéncia.

A equagdo da onda é considerada um dos sistemas hiperboélicos com mais relevéncia,
pois as técnicas usadas para os problemas de controlabilidade geralmente podem ser adap-

tadas para outros modelos hiperbélicos. Além disso, ha diversas aplicagoes, tais como:

(i) Ondas em uma corda: Modelo de corda discreta com massas pontuais podem
ser conectadas por meio de cordas elasticas, podendo conduzir a um modelo que
podemos usar para derivar a equagao para ondas em uma corda. A corda é modelada
como um conjunto de massas pontuais discretas (em pontos de malha) com cordas

elasticas entre si.

(ii) Amortecimento: : A resisténcia do ar e os efeitos nao elasticos na corda, podem

contribuir para reduzir as amplitudes das ondas de modo que o movimento se anule



apos algum tempo. Controlar esse fendémeno exige um certo cuidado, uma vez que

as forgas externas devem garantir a boa colocagao do problema a ser controlado.

(iii) Ondas elasticas em uma haste: Considere uma haste elastica sujeita a um
impacto na extremidade. Esta condi¢ao dard origem a um pulso de deformagao
elastica que percorre a haste. Um modelo matematico para ondas longitudinais ao
longo de uma haste eléstica comeca com a equacao geral para deformacoes e tensoes

em um meio elastico.

No presente trabalho, buscamos estender e melhorar o estudo de algoritmos para equa-
¢oes da onda lineares e semi-lineares apresentados no artigo de Carvalho e Ferndndez-Cara
[8] e [7], motivados pelas implementagoes numéricas realizadas em regides tridimensionais.

O trabalho esté dividido da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento

do nosso trabalho.

No capitulo 2, formularemos o problema e mostraremos alguns resultados para a equa-
¢ao da onda linear e semi-linear utilizando os equilibrios de Nash e Pareto. Provaremos a
existéncia dos equilibrios e daremos uma caracterizacao como solugao de um sistema de

equacoes.

No capitulo 3, apresentaremos a discretizacao do dominio tridimensional e alguns al-

goritmos que irao ser utilizados nas simulagoes numeéricas.

Por fim, no capitulo 4, apresentaremos os resultados obtidos através das simulagoes

numeéricas usaremos o software FreeFem++.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nesse capitulo iremos apresentar alguns resultados e defini¢oes que serao de grande valia

para o leitor compreender o contetido abordado no decorrer dos proximos capitulos.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Defini¢ao 1. (Convergéncia Fraca) Sejam E um espag¢o de Banach e (Un)nen uma

sequéncia de E. Entdo u, — u se, e somente se, (G, un) — (b, u), para todo ¢ € E*.

Definigao 2. (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espa¢o de Banach,
¢ € E* e (bn)nen uma sequéncia de E*. Dizemos que dn — ¢ se, e somente se,

(bn,u) — (b, u), para todo u € E*.

Proposicao 1. Sejam E um espaco de Banach e (Xn)nen uma sequéncia em E. Entdo:
(i) Se xn — x na topologia o(E,E*), entao (f,xn) — (f,x), Vf € E*;
(i) Se xn — X, entao x, — x na topologia o(E,E*);

(ii1) Se X, — x na topologia o(E,E*) e se f, — f em E* (isto é, ||f, —f||e= — 0), entdo

(fr,xn) = (f,x).

Demonstragao: Ver Botelho [5].



1.1.2 Espagos Separaveis e Reflexivos

Definicao 3. Dizemos que um espaco métrico E € separdvel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso.

Definicao 4. Sejam E um espaco de Banach e ] a injecao candnica de B em E**. Dizemos

que E € reflexivo quando J(E) = E**.

Quando o espago E é reflexivo identificamos implicitamente E e E** (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espa¢o de Banach. Entao o

conjunto
Be- ={f € E* | ||f|| < 1} € compacto na topologia fraca estrela.

Demonstragao: Ver Botelho [5].

[ |
Veja que
Teorema 2. Seja E um espago de Banach separdvel. Entao o conjunto
Be- ={f € E* | |[f|| < 1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.
Reciprocamente, se Bgs € metrizavel na topologia fraca estrela, entao E é separdvel.
Demonstragao: Ver Botelho [5].
[ |

Corolario 1. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f)nen uma sequéncia limitada
em B*. Entdo existe uma subsequéncia (fn, )xen de (fn)nen que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstracao: Ver Botelho [5].

Teorema 3. Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia (fi)nen

seja limitada em E. Entdo existe uma subsequéncia (fn,)jen de (fn)nen e f € E tal que
fo — .

5



Demonstragao: Ver Botelho [5].

Teorema 4. Sejam E um espaco de Banach reflexivo, A C E um subconjunto convexo,

fechado, nao vazio e ¢ : A — (—o0, +00] uma fungao tal que:
(i) & é convera;
(1) & é semi-continua inferiormente;

(111) $ € coerciva;

(v) ¢ # +oo0.

Entao ¢ atige seu minimo em A, ou seja, existe um xg € A tal que $(x¢) = min,ca d(x).

Além disso, se ¢ for estritamente convexa, entdo o minimo € unico.

Demonstragao: Ver Brezis [6].

1.1.3 Espacos de Hilbert

Definicao 5. Seja E espacos de Banach sobre R. Uma forma bilinear T: EXE = R €
dita:

(i) coerciva se eziste uma constante y > 0 tal que

T(x,x) = v|[x||>. Vx€E;

(i1) simétrica se T(x,y) =T(y,x) Vx,y € E;

(11i) nao-degenerada se o unico vetor x € E tal que T(x,y) = 0 para todoy € F for o
vetor x = 0. Analogamente, o inico vetory € F tal que T(x,y) = 0 para todo x € E

for o vetory = 0.

Teorema 5. (Laz-Milgram) Sejam H um espago de Hilbert sobre o corpo dos nimeros
reais e T : HxH — R uma forma bilinear continua e coerciva. Para todo funcional linear

continuo & € H* existe um wnico vetor xo € H tal que d(x) = T(x,xq) para todo x € H.



Demonstragao: Ver Botelho [5].
[

Teorema 6. (Hellinger-Toeplitz) Seja H um espago de Hilbert ¢ T : H — H um

operador linear satisfazendo
(T(u),v) = (u, T(v)) Yu,veH. (1.1)
Entao T € continuo e auto-adjunto.

Demonstracao: Ver Brezis [6].

1.2 Espacos [P

Nessa secao, iremos abordar os principais resultados que permeiam a teoria basica do
espaco de fungoes Lebesgue integraveis. Além disso, serd de total importancia para o

estudo de Teoria de Distribuicao e Espacos de Sobolev.

Definicao 6. Sejam QO C R4 um subconjunto aberto ep € R com 1 < p < oo. Definimos

[P(Q) = {f:Q—>R|fémensurévele J IfIPdu < oo} (1.2)
Q

Em LP(Q) podemos definir a seguinte norma

%
IfllLe () = (L) !ﬂpdu) : (1.3)

Além disso, é facil verificar que LP(Q) é um espago Banach com a norma dada acima.

Observacao 1. Apesar dos espagos LP(Q) serem espacos vetoriais normados e completo,

eles nao sao espagos de Hilbert, salvo a excecao de p = 2.

Definicao 7. Sejam Q C RY um subconjunto aberto, definimos

L*(Q) ={f:Q — R | f é mensuravel e 3C > 0 tal que [f| < C, g.s em Q}. (1.4)



Definimos a norma em L*(Q) por

| f o) = supess. [f(x)] (1.5)
xeQ
= inf{C > 0][f(x)] < C q.s em Q}. (1.6)

O espago L*°(Q) munido da norma acima é um espaco de Banach.

Teorema 7. (Desigualdade de Young) Sejam p,q € R com 1 <p,q < 0o e conjuga-
dos entre si, ou seja, l + l = 1. Entao, para quaisquer a,b > 0 € verdadeira a sequinte
desigualdade: ’

ab < — 4+ —. (1.7)

Demonstragao: Ver Brezis [6].
|

Teorema 8. (Desigualdade de Holder) Considere f € LP(Q) e g € L9(Q) com 1 <

1 1
p < 00 e g o expoente conjugado de p, isto €, ]; + a = 1. Entdo, fg € L1(Q) e vale que

|, ol < £ ol gl (18)
Demonstragao: Ver Brezis [6].
|

Definicao 8. Seja Q € R4 um subconjunto aberto e 1 < p < oo. Dizemos que uma

P
loc

fungio f: Q — R € localmente p integravel em Q e denotamos por f € LT _(Q) se, para

todo compacto K C Q) temos,

( J ()P i ) " <00 VxeK. (19)
K

1.3 Teoria de Distribuicoes

Para qualquer natural n > 0, chamamos de multi-indice o vetor & = (&, ..., xn) € sua
n
ordem por |&| = E «;. Considere K como sendo o corpo dos escalares R ou C e denote

i=1
por K" =K x ... x K.



Defini¢ao 9. Sejam « = (x4, ..., xn) um multi-indice € x = (xq,...,xn) € K*. Por D%
definimos o operador derivacdo de ordem & como

ol«l

D= _— —
X Xn *
oxy'...0xp"

(1.10)

Defini¢ao 10. Sejam Q C R4 um subconjunto aberto limitado e ¢ : Q — R um funcao
continua. Define-se o suporte de ¢ como o fecho em Q do conjunto dos pontos x €

tais que d(x) # 0 e denotamos por

supp(¢) =[x € Q[ b(x) £ 0] . (1.11)

Definigao 11. Representaremos por CF(Q) o espago das fungoes infinitamente diferen-

cidveis com suporte compacto em (.
Neste espago estabelece-se a seguinte nogao de convergéncia introduzida por Schwartz

Definicao 12 (Nogoes de convergéncia em CJ°(Q)). Dizemos que uma sequéncia

(bn)nen converge para uma fungao ¢ em CFP(Q), quando satisfaz as sequintes condi¢oes:
(i) Todas as as (dn)nen possuem suportes contidos em um compacto fizo K C Q;

(11) A sequéncia (Db )nen converge uniformemente para Db em K para todo multi-

indice o.

O espago vetorial CJ(Q) munido da nogao de convergéncia acima definida, sera de-

notado por D(Q) e chamado Espaco das fungoes teste de Q.
Teorema 9. O espaco D(Q) € denso em LP(Q).
Demonstragao: Ver Medeiros [21].
[

Definicao 13. Seja QO um subconjunto de R wma Distribuicao sobre Q ¢ toda forma
linear T : D(Q) — R continua com respeito a topologia D(Q). Isso significa que T deve

satisfazer:
(i) dadas $, P € D(Q), tem-se T(A1d + A2p) = MT(d) + A T(P);

(11) se (bn)nen = ¢ em D(Q), entao (T, bn)nen — (T, d) em R;



onde (T, d) denota o valor da distribuicao T aplicada em .

O conjunto das distribuigoes escalares sobre () é um espago vetorial real, denotado por
D'(Q), denominado espaco das distribuicoes escalares sobre Q. Com o intuito de tratar-
mos sobre os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribucional para

os elementos de D'(Q).

Teorema 10. Para 1 < p < oo temos a sequinte cadeia de imersoes continuas e densas.

D(Q) — LP

loc

(Q) = D'(Q). (1.12)
Demonstragao: Ver Medeiros [21].
|

Definigcao 14. Sejam T : D(Q) — R uma distribuicao e x = (o, ..., Xn ) um multi-indice.

Definimos a forma linear e continua D*T : D(Q) — R dada por
(DT, ¢) = (T,D%¢), Vo € D(Q), (1.13)
como a deriwvada fraca de T no sentido das distribui¢oes em D(Q).

As distribui¢oes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

fungoes localmente integréaveis.

Exemplo 1. Sejau € LL_ (Q) e defina a forma linear Ty : D(Q) — R dada por

loc

(Tu, &) =J u(x)$(x)dw, Yo € D(Q).

o
Entao, T, é uma distribuicao. Com efeito, € facil ver que T € linear. Dada (dn)nen uma

sequéncia de fungoes teste convergindo em D(Q) para uma funcao ¢. Entao,

(T, 4n) — (T, &) = [T, — )
- U u(X)(an—dJ)(X)du'
Q
< J () (b — §)(0)ldn
Q
< sup|¢n—¢|L|u(x)|du

xeQ
= sup lpn — ! [luflrr(q)
xeQ

Como u € L{_.(Q) e bn — & uniforme, seque que |(T, dn) — (T, d)| — 0.

loc
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A distribuicao T, assim definida é dita "gerada pela funcao localmente integravel u".
Nessa linha de pensamento, enunciaremos um lema classico e importante na teoria de

distribuigoes.

Lema 1. (Du Bois Raymond) Sejam Q € RY um aberto e uw € L (Q). Se

loc
JQ u(x)v(x)du=0, Vvve DQ), (1.14)
entaou =20 q.s em Q.
Demonstragao: Ver Mediros-Miranda [22].
|

Usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que T, é univocamente determinada

por u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em (. Neste

1

loc (Q) das fungoes localmente

sentido identificamos u com a distribuicao T,, e o espaco L

integraveis pode ser visto como parte do espaco das distribuicoes D' (Q).

1

loc(Q)) nem sempre é uma

Um fato interessante é que a derivada de uma fungao L
funcao Li_.(Q). Na tentativa de sanar essas deficiéncias ¢ introduzido uma classe de

loc

espacos de Banach denominada de Espagos de Sobolev.

1.4 Espagos de Sobolev

Motivado pela definicao de integracao por partes, o matemético russo Sergei Sobolev

1

loc(Q), porém essa definigdo nao

propos a ideia de derivada fraca para uma funcao em L
satisfazia uma certa classes de fungoes. Coube ao matematico Schwarz de cobrir essa defi-
ciéncia por meio das derivadas fracas no sentido das distribuicoes. Toda funcao f € LP(Q)
com 1 < p < oo, define uma distribui¢ao, mas pergunta natural que surge é: as derivadas

ainda pertencem a algum espago LP(Q)? Para responder a essa pergunta introduziremos

os Espacos de Sobolev.

Definicao 15. Sejam Q C RY um subconjunto aberto, p um numero real tal que 1 <

P < 00 e m um nidmero natural. Denotamos por W™P(Q) o espago vetorial das fungoes

11



u e LP(Q). tais que as derivadas no sentido das distribuicoes D*u € LP(Q), para todo

multi-indice x € N tal que || < m. Simbolicamente representamos por
W™P(Q) ={uelP(Q)| D*u e lP(Q),V|a <m}.
e definimos a funcao || -] : W™P(Q) — R dada por

(i) se 1 <p < oo, entao

T =

fuwes = [ S J Du(x)Pdu | (1.15)
ol <m Y2
(11) se p = oo, entdo
[ullwme = Y sup essD*u(x)]. (1.16)
IoclémXEQ

Teorema 11. O espaco W™P(Q) munido da norma definida € um espag¢o de Banach

para 1 < p < oo e reflexivo para 1 < p < co.
Demonstragao: Ver Medeiros [21].
[ |

Definicao 16. Os espacos de Banach W™P(Q), sio chamados de espaco de Sobolev de
ordem m sobre Q. Além disso, definimos Wy ¥ (Q) como sendo o fecho de D(Q) em

WP (Q).

De modo particular, os espagos de Sobolev carregam as propriedades vinda dos espagos
LP e como visto anteriormente, temos que o espago LP é Hilbert se, e somente se, p = 2.

Motivados a buscar as riquezas dos espacos de Hilbert, temos:

Definicao 17. Seja W™2(Q) um espaco de Sobolev, denotando por W™?(Q) = H™(Q),

o espago H™(Q) € um espago de Hilbert, com produto interno dado por

<U,V>Hm = Z <D(XLL,D(XV>]_2(_Q).

locl<m

Além disso, denotamos por H*(Q) o caso particular W&“’Q(Q).

1 1
Definigao 18. Suponha 1 < p < 00 el < q < oo tal que E + a = 1. Definimos por
Wm™4(Q) e H™(Q) os duais topoldgicos de Wy ™ P (Q) e HI*(Q), respectivamente.

12



Teorema 12. Seja Q um aberto e limitado de RY, entdo
(i) D(Q) é denso em H-™(Q);
(ii) D(Q) € denso em D'(Q).
Demonstragao: Ver Medeiros [21].

Teorema 13. Sejam Q um subconjunto aberto e limitado de RY de classe C' e 1 < p <
0o. Entao:

1 1 1
(1) sep < d, entao W'P(Q) — L9(Q) com q = 0 3

(i1) se d =pm, entdo W™P(Q) — LI(Q) com q € [1,+00);

(i1i) se d >pm, entao W™P(Q) — LI9(Q), onde q € [1, d—ﬁ:—p] ;

(iv) sed=1em =1, entao W™P(Q) — L*(Q);

sendo todas estas injegoes continuas. Além disso, se p > d tem-se para todo uw € WP (Q)
lu(x) —u(y)l < Cllullwirlx —yl* ¢.s. x,y € Q,

onde x =1— (d/p) e C dependa apenas do Q,p e d. Em particular W'P(Q) — C(Q).

Demonstragao: Ver Brezis [6].

Teorema 14. (Rellich-Kondrachov) Seja Q um subconjunto aberto e limitado do R¢

de classe C com fronteira T' reqular. Entao:

(i) se d >pm, entdo W™P(Q) & L9(Q), para todo q € [1, df§m>;

(i1) se d =pm, entdo W™P(Q) < L9(Q), para todo q € [1,400);

Cc

(i4i) se pm > d, entdo W™P(Q) < C*(Q), onde k ¢ um inteiro nio negativo tal que

k<m-—(d/p) <k+1.

C

Em particular, W'P(Q) < LP(Q) com inje¢ao compacta para todo p (e para todo d).

Demonstragao: Ver Brezis [6].
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1.5 Os Espacgos [P (0, T; X)

Nesta secao, estenderemos as nogoes de mensurabilidade e integrabilidade para fungoes
f:00,T] — X,

onde T > 0 e X é um espago de Banach real com a norma || - ||.

Definigao 19. Denota-se por LP (0, T;X), com 1 < p < 00 0 espago vetorial das (classes

de) fungoes w: (0, T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais que:
(i) se 1 <p < oo a fungiot — |[w(t)||% € integravel a Lesbegue em (0,T);
(ii) sep =00 a fungio t — [[u(t)|yx € L*(0,T).

O espaco LP (0, T;X) € um espaco completo com a norma dada por:
T 1/p
Mo = (| Ietgat) s 1<p<o (1.17)
Se p =00 a norma acima € substituida por:
HuHLOO(O,T;X) =sup ess||u(t)||y =infflC >0 Ju(t)[|[x < C q.s em Q} (1.18)
0<t<T
Apenas no caso em que p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago L2(0, T; X) é um

espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

.
(V,Wizg1x) = Jo (v(t),u(t))ydt
Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao LP (0, T; X) é um espago reflexivo e

separével, cujo dual topolégico se identifica ao espago de Banach L9 (0, T; X*), onde p e

g sao indices conjugados, isto é, % + % = 1. Mais precisamente, temos
[LP(0,T;X)]" ~ L9(0, T, X").

A dualidade entre esses espagos é dada na forma integral por

T
<V7u)Lq(O,T;X*)xLP(O,T;X) = L (v (1), 1w (t))x-»x dt

No caso p = 1, o dual topolégico do espago L' (0, T; X) se identifica ao espago L™ (0, T; X*),

ou seja,

[L'(0,T; X)] " ~ L=(0, T, X").

14



Defini¢ao 20. Denota-se por C ([0, T];X), com T > 0 o espaco de Banach das fungoes

continuas W : [0, T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

1wl comx = max [u (t)]lx < oo.

Teorema 15. Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y e f € LP(0,T;X), f’ €
LP(0,T;Y), 1 <p < oo, entio f e CO([0, T];Y).

Demonstragao: Ver Medeiros (|21]).
|

Lema 2. Sejam X um espago de Banach, f € LP(0,T;X) e f’ € LP(0,T;X) com 1 < p <
00, entao

f e C([0,T]; X).

Demonstragao: Ver Lions ([20]).

1.6 Alguns Resultados Importantes

Teorema 16. (Desigualdade de Poincaré) Sejam Q um subconjunto aberto e limitado

do RY ¢ 1 < p < co. Entio existe uma constante C > 0 que depende de Q e p tal que
[ulltria) < ClIVUllria). (1.19)
Para toda w € WP (Q).
Demonstragao: Ver Brezis [6].
[

Teorema 17. (Gauss-Green) Sejam Q um subconjunto aberto e limitado do R com

0Q € C1Q). Seu e CHQ), entdo

J Uy, dx =J uvidr, (1.20)
o} r

onde v denota o campo vetorial normal unitdrio apontando para fora da regigo QO com

i=1,..d.
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Demonstragao: Ver Evans [13].
|

Teorema 18. (Férmulas de Green) Seja Q um subconjunto aberto e limitado do RY

com fronteira T de classe C2.

(1) Sey € H3(Q), entdo

J VyVudx = —J uAydx +J a—yuds. (1.21)
Q Q rov
(ii) Sew,y € H*(Q), entao
J (UAY —yAu)dx = J ( a_y_yau> ds. (1.22)
Q ov ov

Demonstragao: Ver Brezis [6].

Lema 3. (Desigualdade de Gronwall) Sejam &, d : [a,b] — R fungdes continuas néo

negativas e seja « = 0. Se,

entao

P(t) < ocexp (J

X

Demonstragao: Ver Evans [13].
|

Teorema 19. (Critério de Kuhn-Tucker) Sejam Q um subconjunto aberto e convezxo

do espaco de Hilbert H e J; : Q C H — R uma fun¢ao com 1 < i< n. Considere
U={veQ | $:<0,1<i<n},
um subconjunto de Q. Seja w € U um ponto onde estd associado o conjunto de indices
[[u={1<i<n | Ji(uw) =0}
Suponha que as funcgoes J; com i € I(u) sao diferencidveis em w e as funcoes J; com
i ¢ I(u) sao continuas. Dada uma funcao | : Q — R diferencidvel em u, se | tem em u
um minimo relativo com respeito a U, entao existem Ay = 0 com 1 € I(u) tal que

u) + Z M (u (1.23)

iel(u
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Demonstragao: Ver Ciarlet [10].

A igualdade (1.23) é conhecido com Condigao de Kuhn-Tucker.

Teorema 20. Sejam Q um subconjunto aberto e convexo do espago de Hilbert H e uma

fungao J: QO C H— R. Considere
U={veQ | ¢i<0;1<ig<n},

um subconjunto de Q, as restrigoes de cada J; : Q C H — R sao fungoes converas com

1 <1< n. Sejaue U um ponto tal que as funcoes | e Ji sao diferencidveis.

(i) Se] tem emw um minimo relativo com respeito ao conjunto U, entao existem Ay = 0

tais que as condicoes de Kuhr-Tucker sao satisfeitas, ou seja,

JWw+) Adiw =0, A=0

= (1.24)
> Adi(w) =0.
i=1

(i) Se ] :Q — R € convera e se existem Ay = 0 com 1 < 1 < n tais que a condigdo
de Kuhr-Tucker é satisfeita, entao a funcao | tem em uw um minimo relativo com

respeito ao conjunto U.

Demonstragao: Ver Ciarlet [10].
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Capitulo 2

Os equilibrios de Nash e Pareto para

equacoes da Onda

2.1 Formulacao do Problema

Sejam QO C R¢ um aberto conexo com fronteira regular e T > 0 uma constante. Assuma,
que I, T, CoQ tal que I NIy =0 eI} UT, =0Q. Definimos o cilindro Q := Q x (0,T)

com fronteiras laterais X1 =T x (0,T) e 3 = T3 x (0, T), conforme a figura abaixo:

- Q:=Q x (0,T)
t /\
\/\/ Yo =Tyx (0,T)
rlJ ”’/“\\\ j
- \
/

I, =T x(0,T)

Figura 2.1: Tlustracao do dominio
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Serao considerados dois sistemas de equacoes da onda, como abaixo descritos e divi-
didos em casos.

Caso Linear:

Y —Ay = f+vily, +volp, em Q,
y=20 sobre X,
g—ﬁ =0 sobre X, 21)
y(x,0) = yo(x) , ye(x,0) =y1(x) em Q.
Caso Semi-linear:
( Yt —Au+Fly) =f+vilo, +volo, em Q,
y=20 sobre X,
g—ﬁ =0 sobre X, 22)
y(x,0) = yo(x) , ye(x,0) = yu1(x) em Q.

Nos casos supracitados, y(x,t) representa o estado y, na posicao espacial x no instante
de tempo t. Os conjuntos 01,05 C Q sao os dominios de atuac¢ao dos controles (suponha
dominios pequenos) de modo que O3 N Oy = ). Usaremos O; 4 para denotar os dominios
de observagao dos, sendo i = 1,2. Denota-se 19, como a funcao caracteristica, tendo O;
como sua restrigado de atuagdo. Para o caso semi-linear, estaremos supondo que F(y) é
Lipschitziana.

Considere os seguintes funcionais J; : L2(O; x (0,T)) x L2(Oy x (0,T)) — R tal que

1

Ji(vi,vo) = = H ly —yiqldxdt + = ” hvifdxdt i=1,2,. (2.3)
2 JJo.ax(0,T) 2 JJoix 1)

Para p; usaremos valores constantes e positivos e Yiqa = yi.a(x,t) € [*(O54 x (0,T)) &
uma func¢ao dada.
Os problemas de controle bi-objetivo considerados neste trabalho, serao apresentados

e formulados através dos conceitos de equilibrio de Nash e equilibrio de Pareto, i.e.
(1) Equilibrio de Nash. Encontrar um par (vi,vs) € V tal que

Ji(vi,va) < Jd1(V1,v2) WO €V,
Jo(vi,va) < Ja(vi,V2) Wy € Vs,
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(2) Equilibrio de Pareto. Encontrar um par (vi,vy) € V, com (vi,vy) # (V1,V5) de
modo que nao ha

J1(V1,V2) < J1(vi,v2) e Ja(V1, V) < Jalvi,va),
(2.5)

com desigualdade estrita para pelo menos um J;,i =1, 2.

Nosso objetivo inicial é garantir a existéncia dos equilibrios de Nash e Pareto para
os sistemas de equagbes (2.1) e (2.2) a fim de encontrar um sistema otimizado para os
problemas apresentados. Isso serd condicionado através da minimizacao dos funcionais
custo, que estarao associados ao estado evolutivo do problema (y( -,t)), ao objetivo a ser

atingido (yi,q) e ao controle atuante (v;) em sua regido especifica (O;).

Observacao 2. O dominio de observacao interfere diretamente no processo minimizante
dos funcionais custo. Quanto maior a regiao a ser controlada, maior o tempo necessdario
para obtengao da condicao de optimalidade de controle, ou se o tempo for firado, maior
serd o esforco desempenhado pelos controles para que a solu¢ao se aproxime do objetivo
desejado. Computacionalmente, torna-se mais visivel a influéncia do dominio de controle
no processo de minimiza¢ao dos funcionais, principalmente no tempo de convergéncia dos

algoritmos.

Figura 2.2: Comparativo entre a escolha dos dominios de observagao.

Observagao 3. Nds iremos considerar neste trabalho que as regioes de observagao satis-
fazem a condicao:

O1,a =024

Resultados em sistemas parabdlicos considerando dominios de observacao em situagoes

distintas, podem ser encontrados em [1], [2] e [3].
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2.2 Equagao da Onda (caso linear)

Nessa subsecao iremos expor algumas propriedades importantes associadas aos funcionais

custo (2.3). Com isso, objetivamos garantir a existéncia de pontos criticos para os fun-

cionais J;. Além disso, iremos exibir as derivadas dos funcionais no sentido de Gateux,

apresentando os sistemas otimizados e suas formulagoes equivalentes com equilibrio de

Nash e equilibrio de Pareto.

Proposicao 2. Os funcionais vi — J1(v1,&2) € vo +— Ja(&1,v2) sao semi-continuos

inferiormente e coercivos. Para arbitrdrios & € L2(01 x (0,T)) e & € L2(O4 x (0,T)).

Demonstracao:

(i)

Coercividade:

Inicialmente, podemos reescrever os funcionais como segue abaixo:

1 !
Ji(vi, &) = 5”9 _yLdH?_?(Ode(O,T)) + 7‘|V1H%2(Oi><(O,T)]' (2.6)
Fixado & € L2(O4 x (0,T)), temos que v; — J1(vq, &) € coercivo, pois
1 H1
Jilvi, &) = 5”9 —Ynallizio, ax 0.1 + ?’|V1H2L2(Ol><(O,T))'

M1 2
= 7HV1||L2((91><(0,T)]
Portanto, J(vi, &2) — oo quando ||v]|f. — co. Analogamente para vy — Ja(&1,v2).
Semi-continuidade inferior:
Considere a mesma formulacao de (2.6). Fixemos &; € 12(04 x (0, T)). Dado v} tal

que vI* = v em L[?(0; x (0,T)) e y,y™ as solugoes de (2.1) associadas a (v, &) e

(VI &2) respectivamente, temos que y™ — y. Logo,

o1 1
lim inf 5”14“ —Yralltz0,4x01)) = 5”9 —Yralltz(0..ax0.1))- (2.7)

o] Hi
liminf o [[Vi'{|ez(0.x 0,1 2 5 IVillzo1.axi0m)- (2.8)

Assim,

. L 1 H1
liminf gy (v[', &) = 1lnrglgf{§!\y"—yl,de(ol,dx(o,Tn+7HV?HL2(olx(o,T))}

s 1 Hi

> liminf {§!\Un —yl,dHLQ(oi,dxw,T))} + {7||V?||L2(01X(0,T))}
1 Hi

> §||y—yl,d||L2(ode(0,T))+7||V1||L2(olx(o,T))

= J1(v1, &),
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isto é,
liminf J; (v, &) = d1(v1, &2).
n—oo
Portanto, o funcional v — J;(v1, &€2) é semi-continuo inferiormente. Analogamente

para Vo — Ja(&1,vs).

Proposicao 3. Os funcionais

1 i
Ji(vi,vo) = = ” ly —yi.al*dxdt + e ” lvi[?dxdt,
2 )Jo x0T 2 Joixom

sdo estritamentes convexos e de classe C! para cada i=1,2.

Demonstragio: Considere a seguinte decomposicio do funcional dada por J; = Ji(y) +

di(vi) onde

A 1
Jily) = 3 ” ly —yiaf’dxdt, (2.9)
OiﬁdX(O,T)
(§]
I . 25 2
31(\)1) = — JJ |Vi| dxdt. (210)
2 OiX(O,T)

(i) Convexidade: Dados {J,y € L%(Q) tais que §J # y, para A € (0, 1), pela desigual-

dade de Young, temos que:

. 1 A o )
B0+ N =g A - (B (- Vg Pt
i,a X (U,
1(f _
= 3 AG — Ui,a) + (1 —A)(y — yi,a)Pdxdt.
dJOldX(OT)
1(( o S o
= 3 NG —Gual” + 221 =AY — Yually — Yual + (1 —A)Ply — yial dxdt
ddoi’dX(O,T)
1(f L o o
< 5 Mg —Gial? +A(1—A) [|U —Yial’ + 1y _Ui,dﬂ dxdt
JJ Oide (07T)
1(f _
+ = (1—A)Ply — yy,al*dxdt
2 JJ OLdX(O,T)
ey N 1 _
- 3| 9~ graPaxdt+ (103 || 9 — YuaPdxdt
2 J Oide(O,T) 2 Oide(O,T)
= M)+ (1—-Ndi(y)
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(i)

Analogamente, dados V;,v; € L2(O; x (0,T)), para o funcional J:(vi) temos que

.
p My

JiAV + (1 =A)vy) = = AV + (1 — A)vi2dxdt

2 u-JOiX(O,T)

- & N [0if? + 2A(1 = A)oivi + (1 — A)?Ivi*dxdt
2 udOiX(O,T)

< K N20i2 4+ AL = A) 932 + il?] + (1 — A)? v dxdt
2 quiX(O,T)

_ M J |oi|2dxdt+(1—7\)ﬁ” vi[*dxdt
2 J)ox0T) 2 J)ox0T)

= AJi(Di) + (1 = A)Ji(w).

Sejam U a solucao de (2.1) associada a (V1,V2), y a solugao de (2.1) associada a
(v1,Vv2) e Yy a solucdo de (2.1) associada a A(Vy,V9) 4+ (1 —A)(vy,v2). Como (2.1) é
um sistema linear, temos que yx = AY + (1 —A)y. Logo, por (2.9) e (2.10) temos

que:

JiAD1,99) + (1 =A)(V1,v9)) = Ji(Ai+ (1 —A)vi) + Ji(A0i + (1 — A)wy)

< AJi(V1,V2) + (1 = A)Fi(vi, va).
Portanto os funcionais J; com i = 1,2 sao estritamente convexos.

Regularidade de Classe C! Aqui, iremos mostrar que os funcionais sao de Classe
Cl. Para tal, sejam V; = [2(O; x (0,T)) e Vo = L3(O5 x (0,T)), considere V =
V; x Ve os operadores L; : Vi — L2(Q) tal que L(¥') = z' onde

Zitt —AZ{L = \A)i]lo.l em Q,
zt=0 sobre X1,
Azt (2.11)
z_ sobre X,
on
\ zH(x,0) =0 ,zi(x,0) =0 em Q.

Pela unicidade de solugao do sistema (2.11) o operador estd bem definido e da
linearidade do problema implica que o operador é linear, é facil ver que é continuo.
Daf, temos que L; € £(Vi,L2(Q)) para todo i = 1,2. Agora, uma vez que f € L2(Q)

sabemos que existe uma tnica solu¢ao u € L?(Q) para
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Uit —Au = f €rm Q7
u=>0 sobre X,
(2.12)
a_u =0 sobre X,
on
u(x,0) = u’ | u(x,0) =u em Q.

Pela unicidade de solugao do problema (2.1) podemos rescrever y = Lyvy + Lavo + 1

e por conseguinte temos uma reformulac¢ao dos funcionais (2.3) dada por:

1 .
Ji(vi,vy) = 5” ILvy + Lovy + 1 —yi g/ dxdt + i” lvi|?dxdt
OLdX(O,T) OiX(O,T)

2
(2.13)
Definindo a funcao ¢i(A) dadas por ¢q(A) = J1(vi + AV, va) e do(A) = Ja(vy,vo +

AVy) temos que

1

(1)1()\) = = JJ |L1V1 + L17\\A)1 + L2V2 +u— yi,d|2dth +
2 01,ax(0,T)

Hi

= ” vy + Ay [2dxdt.
2 JJox(o,1)

Logo, denotando por a = L1AV; e b = L;v;+Lyvo+u—y; 4 e calculando as derivadas

de Gateaux de ¢;(A) para cada i = 1, 2. tem-se:

A)— d1(0 L (f
d)l( ) (bl( ) - ’(1 + b’2 o |b’2dth + & JJ |V1 + 7\\31’2 _ |\)1|2dth
le(O,T)

A 2A Joyaxo,m) 2\

1 ([

= — lal®> + 2ab dxdt + F1 JJ 2AV; V1 + AV [2dxdt
2N Mo, ax(0,1) 2A JJo,x0m
1 ([

= — AZ|Lyv1)? 4+ 2AL 91 b
2)\ JJ Olde(O,T]
M

+ 27\\)101 + )\2’01’2(1th

2\ JJO1x(0,T)
Fazendo A — 0 obtemos

$1(A) — ¢4 (0)

lim Ll\A)l(Ll\/l + LQVQ +u— yi,d)dth +
A0 A JJOq ,4%(0,T)
H1V1\A)1 dxdt
JJO1x (O,T)
= I_l\A)l (y — yl,d)dth + 51 JJ Vl\A/l dxdt
JJO1,4x(0,T) 01x(0,T)
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Portanto, tem-se

9d1 .

—(Vl, O) = JJ Ll\Af'l (y — yl,d)dth + 951 JJ Vl\Af'l dxdt (214)
ovy 01.4%(0,T) 01 % (0,T)

De maneira analoga, obtemos

- (0,9;) = ” Lova(y —yo,a)dxdt + py ” vovpdxdt  (2.15)
0vs O2,4%(0,T) 02%(0,T)

A linearidade das derivadas dos J; é imediata, iremos mostrar que é continua.

0
Considere a aplicacao v; — a—\g)l(\?l, 0). Seja (V]')nen uma sequéncia tal que
1

\A){1 — Vv em Vl.

Assim,

01, .n o e n e

L (01,0) — == (v1,0)| < JJ LT =9) (Y —yra)lo, , + (0] —V1)vile,|dxdt
vy vy Qx(0,T)

Veja que, Pela desigualdade de Holder (Teorema 8 para p—q=2) tem-se:

< Jj' |Luo?-—olxy-—ylﬁ)noLdedt+-JJ 7 — 91 vy Lo, [dxdt
Qx(0,T)

Qx(0,T)
J J IL, (V] — ¥, [2dxdt
01,ax(0,T)

) (” ly —yLdIdedt)
OLdX(O,T)
< ||L1||L(V1;L2(Q)) Yy —y1a

|L2(Q) . ||‘A"1l - ‘A)lel

1
2 2

N

De modo anélogo, temos que:

” v (O — 91)] dxdt < ” vy [2dxdt
O1><(0,T) Olde(O,T)

< P dly, Fally, -

N|—=
N|=

: ” W — 92 dxdt
01,ax(0,T)

Logo,

0 0

a—ii(f)?,()) — a—ii(f)l,O), quando Vi — V.
Analogamente,

0 0

a—iz(o,og) 5 a—ii(o,og), quando 9F — 9.

/ ’ z
Portanto, J é continuo.
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Proposicao 4. (Equilibrio de Nash) As afirmagoes abaizo sio equivalentes:
(i) O par (vi,v2) é um equilibrio de Nash para Ji;

(11) As derivadas de Gateux do funcional no ponto (vi,vs) se anulam, i.e

0d: ., 2, .
aV1 (Vla O) 0 av2 (07 \)2)7 ( 6)
(iii)
JJ Ll\A)l(y — yl,d)dth + My JJ Vi\A)idth =0. (217)
oide(O,T) Oix(O,T)

Demonstracao:
(i) = (i1) Suponha que o par (vq,Vvs) seja um equilibrio de Nash para os funcionais J;.
Entao,

J1(vi,ve) < 31(V1,v2) e Ja(vi,va) < Jalvi, Vo) (2.18)

Defina agora o funcional 1y : Vi — R tal que n;(V1) = J1(V1,v2). Veja que vy é ponto de

minimo para 1n;. Logo, n’l(vl) =0 e tem-se

i M (vi + AV1) — 11 (v1)
1m
A—0t 7\

= ” Livi(y —yi,a)dxdt + JJ viv;dxdt = 0.
OLdX(O,T) O1><(0,T)

Logo,
o

(01,0) :O, V\A)l GVl.
av1

A

0
Analogamente, a—iQ(O,vQ) Yy € V.
2

Portanto,

(i1) = (1) Uma vez que os funcionais sao estritamente convexos e limitado inferiormente,

existem tnicos v; € V; tais que

J1(vi,v2) < J1(V1,v2) e dalvi,va) < da(vi,V2).

Onde o controle v; é fixado para i # j, com j = 1,2. Pela unicidade do par (vi,vs) € V,
segue o resultado.

(il) = (iii) Segue de (2.14) e (2.15).

26



Proposicao 5. (Equilibrio de Pareto) As afirmagoes abaizo sao verdadeiras:

(i) Se (v1,v2) é um equilibrio de Pareto para J; e s, entao existe um A € [0, 1] tal que:

A, (vi,va) + (1 = A)d5(vi,va) = 0. (2.19)
Em particular, temos
) )
<7\L +(1— 7\)2, (V1,v2)) =0, VY(V1,V2)
av1 av1
d o, . . .
A 1Nz (5,0, =0, V(o).
a\)g a\)g

(ii) Dado A € (0,1), a identidade (2.19) é verdadeira se, e somente se,
In =M1 + (1 —A)Ja. (2.20)
possui um minimo em (v, Vvy).
(iii) Se (2.20) é valida, para algum A € (0,1), entdo (v1,Vvy) é um equilibrio de Pareto.

Demonstracao:
(i) Suponha que (vi,Vv3) é um equilibrio de Pareto, assim o ponto (vi,vs) € V é solugao

para o problema extremal restrito
minimizar g (v, V),
sujeito do(vi,v3) < Ja(vi,ve).
Pelo critério de Kuhn-Tucker, mais precisamente, pelos teoremas (19) e (20) existem

5\1,5\2 > 0 tal que
Ad1(vi,v2) 4+ Agda(vi, va) = 0.

Considerando uma mudanca A; = x ;5\ para cada i = 1,2, temos que A; + Ay = 1.
1 2
Assim,

Mgy (vi,va) + (1 —A)dy(vi,ve) = 0.

(ii) E uma consequéncia imediata da demonstracdo acima, pois Ad; + (1 —A)Jy é convexa.

(iii) Seja v = (v1,v2) um ponto de minimo para AJ; + (1 —A)Js e ¥ = (V1,V5). Entao,

AJ1(v) + (1 =A)d2(v) S AJ1(V) + (1 =A)d2(V) VD e V. (2.21)
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Suponha que (vi,Vvs) nao seja um equilibrio de pareto. Assim, existe v = (vi,v5) € V
tal que, digamos, J1(vi,v2) < J1(vi,v2) e da(vi,v2) < J2(vi,v2). Como A e 1 — A sao

positivos, temos que
AJL(v) + (1 =A)J2(v) < A1 (V) + (1 —A)F2(v),

o que contradiz (2.21).

2.2.1 Os sistemas otimizado de Nash e Pareto - Caso Linear

Nessa secao iremos apresentar os sistemas otimizados de Nash e Pareto para os casos
lineares. Com o sistema otimizado, conseguimos escrever os controles v; em funcao do

estado adjunto e das constantes ;.

Sistema otimizado de Nash - Caso Linear

Considere para cada i = 1,2 o sistema dado em (2.11), ou seja,

/

Zitt —AZi = \A/i]lo.l em Q,
z2'=0 sobre X,
0 i
z =0 sobre X,
on
| z'(x,0) =0 ,z{(x,0) =0 em Q.

Multiplicando por uma funcao ¢! € L2(Q) e integrando em Q tem-se

” zt prdxdt — ” Azdptdxdt = ” vidptdxdt
Qx(0,T) Qx(0,T) Oy x(0,T)

Integrando por partes a primeira expressao do lado esquerdo,

. o = [ smwmac- oo

Qx(0,T)

_ JQ 2(T)H(T) — 2(T) b (T)dx + ” 2l dxdt

Qx(0,T)

Por outro lado, pelas identidades de Green obtemos:

—J Aztpidxdt = J VZiVidx — J 02 piar
Q Q 00 OM
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Novamente, pela primeira identidade temos

09"

J Vz'Vetdx = —J Z'Adptdx + J z dr
Q Q o0 0N
Logo,
. o Ot ozt .
—J Azdptdxdt = —J zlAq>ldx+J zlidr—J 9z ptar
Q Q o0 OM 20 0N

Pelas condigoes de fronteira e integrando em relacao ao tempo

|, vt =] =merm —ameimax || 2ol - ag)axar

X (0,T)
0 i ) i
—J = q>1dr+J 20 gr
£, 0m 5, O0m
i .. - - . oPpt
Fazendo z' = LiV; e impondo que ¢*(x,T) = ¢;(x,T) =0, ¢* =0em X; ¢ o =0 em
Y5. Obtemos que,
” (bl — AdY)Lividxdt = ” Vidtdxdt (2.22)
Qx(0,T) 0;x(0,T)
Por outro lado, (vi,vy) é um equilibrio de Nash, se e somente se,
JJ Liv; (y - Ui,d)dth + JJ vividxdt =0. (2.23)
Oide [O,T) OiX(O,T)

De forma natural, associado a cada controle v; e cada fungao objetivo y; 4, se define o

estado adjunto:

Cl)itt _A(bl - (U_Ui,d)ﬂoi,d em Q)
¢t =0 sobre X,
ot (2.24)
¢ =0 sobre X,
on
$d'(x,T) =0 7¢1(X7T) =0 em Q.

Combinado com as informagoes (2.22) e (2.23), tem-se:

J J Vidpldxdt = J J (¢, — APY)Lividxdt = —p; ” vividxdt .
O;x(0,T) 0O x(0,T) O;x(0,T)

Logo,

” Viptdxdt + ” vividxdt = ” Vi(pt + pivi)dxdt =0.
OiX(O,T) le(O,T) OiX(O,T)
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Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1), obtemos uma relagao explicita entre o estado

adjunto e o controle, dada por:
., .
vi=——0¢", 1i=1,2. (2.25)
Hi

Assim, podemos reformular o o sistema (2.1) como segue:

( Y —AYy = f—i(bl]lol —i¢2102 em Q,

b —AGT = (y—yiallo,, em Q,
y=0,¢'=0 sobre Xi, (2.26)

g_ﬁ =0, aa%‘: =0 sobre X,

', T) = 0, dy(x,T) =0, y(x,0) = yo(x) , ye(x,0) =y (x) em Q.

Sistema otimizado de Pareto - Caso Linear

De forma similar ao equilibrio de Nash, considere uma combinagao convexa de operadores
ALivi + (1 —A)Lyvy = z! com A € (0,1) e z! é solucao de

(

zi, —AZb = V1, em Q,
Z' =0 sobre i,
= _ 0 sobre X,
on
zZ'(x,0) =0 , z{(x,0) =0 em Q

Multiplicando a equacao (2.27) por ¢! e integrando por partes, tem-se:

”le(om Vit = JQ Z' (M) PHT) —z(T)di(T)dx + ” 2, — Adt)dxdt

Qx(0,T)
a 1 . a i
—J i¢1dr+J 29
£, 0n 5, 0N

i

) ) . 0
Fazendo ¢'(x, T) = ¢;(x,T) =0, p* =0em Z; e ¢

= 0 em X, obteremos:
on

” (p}, — AdY)z'dxdt = ” V1 dtdxdt. (2.28)
Qx(0,T) 01x(0,T)

30



Logo, é natural que o estado adjunto para cada i = 1,2, se apresente da seguinte forma:

by —AP" = (y—yia)lo,, em Q,
¢t =0 sobre X,
Ibi (2.29)
¢ =0 sobre X,
on
[P, T)=0,di(x,T)=0 em Q.

Pelo item (ii) da proposigao (5), temos que

0J1 s . .
A—+(1—A)— =
< aV1 +( )av17(vlav2)> Oa
ou seja,
” Azl(y—yLd)]lol’d—k(1—?\)z1(y—yQ’d)]lonxdt—H\ul ” vividxdt =0.
0O x(0,T) 01x(0,T)

(2.30)
Multiplicando (2.29) por AZ! (parai=1) e por (1 —A)z! (para i = 2) obtem-se:

JJ Aty —yra)le, ,dxdt = JJ Az (dr, — Adt)dxdt
Qx(0,T) ’ Qx(0,T)

= ” AV plrdxdt .
01x(0,T)

Analogamente,

” (1—=A)z'(y — Yz,a)lo, dxdt = ” (1—A)zH (P2, — Adp?)dxdt
Qx(0,T) Qx(0,T)

_ ” (1= A)ond?.
O1x(0,T)

Logo, podemos reescrever (2.30) de modo que

0 = AV prdxdt + ”

}\Hl (Vl\A)l)dth + JJ (1 — }\)\A)ld)Qdth
JJoi1x(0,T) 01x(0,T)

01x(0,T)

= A bt + Ay (vivr) + (1 —A)vdp2dxdt
JJO X (O,T)

= A(d" + pivi) + (1 — A)p?) Dy dxdt.
J uolX(O,T)

Como consequéncia do Lema de Du Bois Raymond, obteremos uma identificacao entre

controle e a combinagao linear convexa dos estados adjuntos, dada por

ol (=N,
vl——E(cb +Td’)' (2.31)
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Analogamente, teremos:

A 1 2
w:——((l_x)@ +d>)- (2.32)

Podemos assim reformular o sistema (2.1), agora utilizando o equilibrio de Pareto, como

segue:
( 1 (1—2) 1 A
—A = f— — 1 2 1,0 — — 1 211
Y — Ay o (‘b + (13) o1 ((1_}\)613 +¢> 02 em
bty —AP' = (y—vyia)lo., em
y=0, (bi =0 sobre
oy . 0t
on =0, on =0 sobre
O x,T)=0,dpi(x, T) =0, y(x,0) = yo(x) , ye(x,0) =y1(x) em
(2.33)

Os sistemas (2.26) e (2.33) sao conhecido na literatura como Sistema Otimizado de Nash

e Sistema Otimizado de Pareto, respectivamente.

2.2.2 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash e Pareto -

Caso Linear

Nessa secao iremos provar a existéncia e unicidade para os equilibrios de Nash e Pareto

utilizando a formulac¢ao de Euler-Lagrange e utilizando o teorema de Lax-Milgram.

Teorema 21. (Existéncia e Unicidade Equilibrio de Nash - Caso Linear.) Suponha
que |[To, Lille) < 4u e [[To,  Lolln) < 4ua. Onde || - ||y denota a norma no espago
L(V3_1;1%(01.4 x (0,T))). Entdao, para cada f € L*(Q x (0,T)) existe um equilibrio de
Nash (vi, Vo).

Demonstragao: Pela proposi¢ao 2, mais precisamente pelo item (2.16) e (2.22), sabe-

mos que (vi,Vvs) é um equilibrio de Nash se,

JJ \A)i(d)i + uivi)dxdt =0.Wv; € V.
O;x(0,T)

Uma vez que z' = L;i¥' para i = 1,2 e sabendo também que zj, — Az' = V', e

b, —Ad' =y —yi q pelas dedugoes feitas anteriormente, podemos reformular a equagao
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acima por

rr ) r e )
0 = \A/id)l + wivividxdt = \%d)ldxdt + MKy J:[ Viv;dxdt
JJOix(0,T) quiX(O,T) Oix(O,T)

rr o ) r
= bt (zy — Az')dxdt + wivividxdt
JUOiX(O,T) JJOiX(O;I—)

rr rr
= (pie — AdY)zdxdt + wivividxdt
JJOx(0,T) JJO;x(0,T)

rr ) r
= (y — yi’d)zldxdt + J uif)ividxdt
Juoi7d><(07T) JO;x(0,T)

rr

= (y —yi,a)Livtdxdt + ” wivividxdt.
JUOLdX(O,T) 0;x(0,T)

Como y = L;v; +Lyve +u, obtemos que y —yiq = Livi +Lova — (yi.qa —u). Assim, sendo

Ly :L2(Q x (0,T)) — L%(0; x (0,T) o operador adjunto de L;, temos

r )
0 = (I—lvl + L2V2 — (Ui,d — u))l_i\?ldxdt + JJ }/Li\A)iVidth
JJO;x(0,T) 0ix(0,T)

[ .
= LT [(I—lvl —+ Lg\)g — (yivd — U)ﬂoi,d} vtdxdt + JJ IVLi\A)iVidth
JJox(0,T) 0;x(0,T)

[
= [LT [(lel + L2V2 — (yi,d — u)]loiyd} + uivi} \A)idth, A \AHVi_.
JJQOx(0,T)

Portanto, pela linearidade dos operadores auto-adjunto, tem-se

(Vl,\)g) é de Nash < <L:(L1\)1 + L2v2 — (Ui,d — U)ﬂoi’d) + LLiVi,\AML) =0
& Li(Livi + Love — (yi,a —wWlo, ) + 1ivi =0

& Li(Livi + Lavo) Lo, + pmivi = L (yi,a —wWlo,, -

Logo, para garantir a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash, basta provar que a

equacao abaixo possui uma tnica solugao
L(vi,vy) =V,

com ¥ = (L} [(yr,a —wWlo,,]. L3 [(y2,a —u)lo,,] ) - Para tanto, defina em V = Vi x V,

o produto interno dado por
((vi,v2), (w1, w2))v = (vi, W)y, + (V2, u2)v, - (2.34)
Considere agora a forma bilinear:

A((vi,v2), (u,up)) = <L(V17V2), (U«l,uz»v,
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a qual devemos provar que satisfaz as condigoes do Teorema de Lax-Milgram. Claramente

o funcional é continuo e além disso, A é coercivo. Com efeito,
2

A((vi,v2), (vi,v2)) = (L(vi,v2), (vi, va))v = Z<L>{((lel + Lovo)lo, ,) + mivi, vi)v,
i=1
2 2
= Z<Li*(“—lvl + Lovo)lo, ), vi) + Z FLiHViH%/i
i=1 i=1
2 2
= Z J:[ Li*(“—lvl + LQVQ)]lOi’d)Vidth + Z Wi JJ |\)i|2dxdt .
i=1 OiX(O,T] i=1 OiX(O,T)
Aplicando o operador L; na integral acima temos, obtemos:
2 . 2
A((vi,v2), (vi,v2)) = J ((Lyvi + Lava) T, ) Lividxdt + Z i ” [vi*dxdt
1i=1 JJOx(0,T) i=1 Oi,dX (0,T)
2 . 2
= > J ((Lyvy + Lyvy))Lividxdt + Z Hi J J [vi?dxdt
i=1 J O\ dX(O T) i OiX(U,T)
2 2
- Z Z ” Li(vi)Lj(v;)dxdt | + Z ” [vi[*dxdt
2 2 2
— Z \)1 V) >]_2 01,4 (0,T)) —+ ZJJ |Vi|2dth
i=1 j=1 i=1 0ix(0,T)
2 2
= 3 (vl + IO o, o) + D (Lo V35, Lvidz(o,ax (01)
i=1 i=1
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
—lixllviyllv < =0 y)v.
e pela desigualdade de Young:
1
—§(HXH3/ +ylR) < —Ixliviyliv.
Assim, para qualquer espago de Hilbert V tem-se
1
—§(|IX||3/ + Iyl < —(x,y)v
para quaisquer x,y € V.
Por esse fato, tem-se
2 2 4
Z<L371V37i, —LiVi>L2(oi,dx(o,T) = =2 Z<§L37iv37i: —LiVi>L2(oi,dx(o,T)
i=1 i—
= 1
> -y (u —Lovillf2 (0, x0m) + ||§L3_iv3_i||%2(oi,dxm))
i=1
2

1
= =3 (IR uom + Lo, pom )
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Ou seja,

2

1
—Z (”Livi”%%oi’dx(oj) + Z”Lgi\)gi||%-2(oi,d><(07T))) < Z(L:ﬂfiv?)fia Livi)12(0,4x(0,7)) -
i=1 i=1
(2.35)
2
Agora, somando Z (},Lillvill2 + |IL; (vi)||2) em ambos os lados, teremos
i=1
2 2
Al(viv2), v1v)) = Y (alvil? + L vo)l?) + ) (Ls—ivs—i, Livi)rz(o, ax (0m)
i=1 i=1
= 1
> ) wilvill® = Zlls—tvaillfz o, 0,1

i=1

Uma vez que os operadores L; : Vi — L?(0;4 x (0,T) s@o continuos para cada i = 1,2

temos,
2 21
ZZ||I—3—iv3—i||?_2(g><([]7T)) = Z4_1H]loivdl'?’_i\)g_l“%Q(Oi,d><(O:T))
i=1 i=1
21
< ZZH]loi,dI—?)fiH%i)||V3fi||%/3,i
i=1
2
= Y oy oLl il
i=1
Assim,
2 2
A((vi,v2), (vi,v2)) = Z(Hi”vdﬁ/i"‘”[—i(vi)”Q) +Z<L371V3fi7L1V1>L2(oi,dx(o,T)
i=1 i=1

2
1
> E HiHViH%/i_Z||L3fiv3fi||%2(oiyd><(07T))
i=1

2
> Y il (i = oy Lilf) -
i=1

Tomemos 1 = min {ui — H]logfi,dl_illfgfi)} para cada i = 1,2. Como por hipdtese 1 > 0,

logo

2
Al(vi,va), v v) = 1) vl
i=1
= v, v} -

Pelo Teorema de Lax-Milgran, para cada¥ = (L} [(y1,a — Wlo, .}, L} [(Y2,a —wWlo,,]) €

V, existe um tnico (vi,vs) € V tal que
A((vi,v2), (ug,uz)) = (¥, (wr, u2))v, V(ug,up) €V
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Portanto, L(vi,vy) =¥ em V.

Teorema 22. (Ezisténcia e Unicidade Equilibrio de Pareto) Suponha que

(1—2) p
(”1@17(1[_1“%1,1) + )\ ||]l(92?d]’—1||%172) < ?1
(1—2) n
(”1@17(11_2“%271) + )\ ||]lOQ’dL2||%2’2) < ?2

nde |- ||(1j) denota a norma no espago £(Vi;L*(0j,4 % (0,T))) para cada i =1,2. Entao,

para cada £ € 12(Q x (0,T)) existe um equilibrio de Pareto (vi,vs).

Demonstracao: Fixado A € (0,1), temos que

” Aivi +Ad! + (1 —AN)p?)vdxdt = 0.
OlX(O,T)

e também,
OQX(O,T)

Note que, as equagoes acima podem ser reescritas como:

Al = ” (Apvi)vdxdt+ G e Ag = JJ ((1 —=A)pgve)Vodxdt + Co
01 (0 T) O1X(0,T)

onde (; = JJ (A + (1 —A)p?)vidxdt com i = 1,2.
OiX(O,T)

Analisaremos agora (; para cada i =1,2. Como
i

S i
Vilp, = z¢ — AzZ",

(b‘ict - Aq)i = (y _yi,d)]loi,d

Zl = I—ivi 3

¢é natural reescrever (; e (5 como:
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rr

G = (Ad' + (1 = A)p*)vydxdt

JJO1x(0,T)

= 7\¢101]101dxdt+” (1 —A)p*0 10, dxdt
JJOx(0,T) Qx(0,T)

= Ap'(z4, — Az')dxdt + ” (1 —A)d?(z!, — Az')dxdt
JJOx(0,T) 0Ox(0,T)

= Aoy, —Ad>1)zldxdt+” (1—A)($2, — Ap?)z dxdt
JJQOQX(0,T) Qx(0,T)

rr

= (A} — AdY) + (1 —A) (b}, — Ad?)) z'dxdt

JJQOX(0,T)

= Ay —yra)lo,, + (1 =AYy —yzallo,,) z' dxdt
JJQx(0,T)

= My —yra)lo, , + (1 =Ny —yza)lo,,) Lividxdt.
JJQx(0,T)

Utilizando o principio da boa colocagao para a (2.1), podemos escrever y = Lyv;+Lavo+u
e por consequéncia tem-se y —Yi g = Livi + Lava — (yi.a — u).
Dai,

G = Ay —yra)lo,, + (1 =2y —yza)lo,,| Lividxdt
JJOX(0,T)

= P\(lel + L2V2 — (Ul,d — U))]lol’d} Ll\A)ldth
JJQOx(0,T)

+ [(1 — }\)(lel + Lg\)g — (yg,d — LL))]IOM] Ll\A)ldth.
JJQOx(0,T)

Definimos L} : L2(Q x (0,T)) — L*(O; x (0,T) o operador adjunto de L;, da igualdade

acima, tem-se
G = JJ LT P\(L1V1 + Lovy — (yl,d — u))]lol,d} ¥dxdt
Qx(0,T)

+ JJ LT [(1 — 7\)(]-1\’1 + LQ\)Q — (yZ,d — u))]lozyd} Ll\Ail dxdt.
Qx(0,T)

Por outro lado, pela linearidade do operador L}, podemos reescrever

L [7\(1-1\’1 +Lovo — (Yr,a — U))]lol,d] + L7 [(1 —A)(Livy + Love — (Yg,a — U«))]loz,d]

ALT[(Livy + Lovo) o, ] — ALT[(Y1,a — Wi, ]
+ (I =ANLI(Lvi + Lovo) T,  J — (1 = AL [(Y2,a — w0, ]
LT [(I—lvl + LQVQ)(A]].OLd + (1 — }\)]102701)]

—L [A(Ul,d - u)]lol,d + (1 —=A)(yz,a — u)]loz_,d]
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Logo,
G = JJ {L} [(Livi + Lova)(ALo, , + (1 —A) 1o, )]} Drdxdt
01%(0,T)
- ” {1 AMyra —wlo,, + (1 =N (yaa —Wle,, ]} vidxdt
O1X(0,T)
Assim, A; = 0 equivale a
0 = JJ {)\ulvl + LT [(lel + LQVQ)(A]IOLCI + (1 — )\)]lo2yd):|}f)1dxdt
01X(07T)
- JJ {Lik [A(ylvd _u)]]‘ol,d + (1 - }\)(yQ,d _u)]lOQ,d] }\A}ldxdt V\A}l (= V1~
OlX(O,T)
Logo,

Aulvl + LT [(lel + LQVQ)()\]loLd + (1 — )\)]loz,d] = ALT [(yLd — u)]loz(J
+ (]. — }\)LT [(ygﬂd — u)]loz’d]

Com uma construgao analoga para i = 2, obtem-se:

(1= A)pove + L [(Livy + Lave)(ALo,  + (1 = A)lo,,| = AL} [(y1,a —w)lo, ]

+ (1=ML; [(yz,a —wWlo, ]

Portanto, (vi,vs) é um equilibrio de Pareto se

L(vi,ve) =V, (2.36)
onde
L(vi,ve) = (Apavi + &1, (1 = AJpave + &)
e
Y= (L] (B),L5(B))
com

& =L} [(Livi + Lovo) (AL, , + (1 = AN)lo,,] e B =A(yr,a—w)lo, ;+(1-A)(y2,a—uw)lo,,
Para provar (2.36), considere a seguinte forma bilinear dada por

A((vi,va), (w1, up)) = <L(V1,V2)7 (U17U2)>v (2-37)

onde o produto interno ¢ definido em (2.34). Primeiramente a forma definida acima
é continua pela continuidade dos operadores, mostraremos entao que é coerciva. Com

efeito,
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A((vi, v2 ), (vi,v2)) = (L(vi,va), (vi,va))v

= ” i [(Live + Lows) (7\101 L (1=N1sq)] +Apgvy vidxdt
Ol><

{L
J ( {L* lel + LQVQ) ()\]1(91 a (1 — 7\)]127(1)} + (1 — A)HQ\)Q} ngth
Og X OT

2
= Z JJ lel + LQVQ) (A]lol_’d + (1 — )\)]127(1) Lividxdt
Qx(0,T)

i=1

+ AW JJ ve|?dxdt + (1 — Ao ” vy 2 dxdt
01x(0,T) 02%(0,T)

= JJ U—lvl + L2V2)2 (7\]1(‘_)17d + (1 — }\)]lg,d) dxdt
Qx(0,T)

+ AHlH\)l”%z(le(O,T)) + (1 — }‘)H2||V2||%2(ozx(o,m

AllLivy + LZV?H%}(Ode(O,T)) + (1 =A)[[Livy + L2"2||%2(02,dx(0,m

+ A |villepv,) + (1= Nal[vallfz (v,

> (=2 B0, axi0m) — 20 = ML 2 0, 4 0y + Mtt 12 v, )
+ (~2MLevalEaion gxorn — (1= ) (2L2Vala(0, 4oy — Hallvalizgya ) )
> (munomuun —2(1-A uﬂomuuuﬂm) v,

+ (200, Lol = 20 = Nlloy Lolfs) + (1= Nia) val,

Tomando m = _2)\H]1(91,dL1H%1,1) _2(1 _}\)H]lozdl—l’l%l,m +7\PL17 M2 = _27\”1@1@]-2“%2,1) -
2(1 = A)|[Lo,,Lallfyq) + (1 —=A)pus e m = max{n;, Ny}, temos que

Alv1,v2), 01,v2)) = (=2AL0,  Lillhsy =200 = Ml Ll gy + At ) 13,

+ (<20, Lallfa) — 201 = N[ Lo, Lol + (1 = Az ) vall3,

N ([[villvy, + [[vallv,)
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2.3 Equacao da Onda (caso semi-linear)

Nessa se¢ao iremos fazer um estudo sobre os equilibrios de Nash e Pareto para a equacao

da onda, agora direcionando os resultados ao caso semi-linear.

2.3.1 Quase-Equilibrio de Nash

Vimos anteriormente no caso linear, que os funcionais J; sao convexos donde, como ja
haviamos observado, um par (vi,v,) é um equilibrio de Nash se e somente se satisfaz
(2.16). Entretanto, no caso semi-linear, com F sendo uma fun¢ao localmente continua e

Lipschitz, nao temos a convexidade de J;. Isso motiva a seguinte definicdo mais fraca:

Definigao 21. (Quase-Equilibrio de Nash) Dada uma fungao f € L*(Q x (0,T)). O

par (vi,vs) € um quase-equilibrio de Nash para o funcional J; se satisfaz
(3 (vi,v2),91) =0, V9 € Vi, i=1,2. (2.38)

Além disso, podemos provar que sob certas condigoes, as defini¢oes de equilibrio de

Nash e quase-equilibrio de Nash sao equivalentes.

O Sistema Otimizado de Nash

Iremos agora obter o sistema de otimalidade para o equilibrio de Nash para o par (vi,Vva).

Consideremos o sistema em (2.2), ou seja,

Yt — Ay + Fly) =f+vilo, +volo, em Q,

y=_0 sobre X,

g—?} =0 sobre X,

L Y(x,0) = yolx) , ye(x,0) =y1(x) em Q.

Onde F(y) ¢ uma funcao Lipschitiziana. Lembremos da notacao V; = L*(0;x(0,T)),V, =
[2(05 x (0,T)) e V=V; x V,. De maneira analoga ao caso linear, iremos considerar uma

pertubacio do sistema dada pelos operadores L; : Vi — [2(Q) tal que L(V') = z' onde
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zt, —AZY +F (y)zt Vilo, em Q

zt=0 sobre X

i (2.39)
0z =0 sobre X,
on

z'(x,0) =0 , zi(x,0) =0 em Q

\

Multiplicando a equagao (2.39) por ¢' e integrando por partes, tem-se

”Oix o Vit = JQ ze(TPHT) — z(T)di(T)dx + ” ZH (P, — At + F'(y))dxdt

Qx(0,T)

ozt At

_ J Z¢1dr+J BLLI
by on paty on

i

) , . 0
Impondo que ¢*(x,T) = ;(x, T) =0, d* =0em Z; e ad:] =0 em X,, podemos definir

o estado adjunto por

dre — AP +F(y)d' = (y—yualo,, em Q,
¢t =0 sobre Xi,
i (2.40)
0 =0 sobre X,
on
P x, T) =0, (x,T) =0 em Q.

Logo, multiplicando a equagdo acima por LiV;, integrando em Q e aplicando (2.40) e

(2.22) tem-se

J J Viptdxdt = J J (bl — APT + F (y) 'Ly vidxdt = —p; ” viv;dxdt
Oyx(0,T) Qx(0,T) O;x(0,T)

Assim,

JJ \%d)idxdt + JJ Vi\A/idth = J'J \A/i((bi + Hi\)i)dth =0
0;x(0,T) 01x(0,T) 0;x(0,T)

Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1), concluimos que

Vi = —idf, i=12 (2.41)
i
Logo, deduzimos que
( 1 1
Yie —Ay +Fy) = f— —d)l]lol — —d>21102 em Q,
Hi Ho
bty —APT +F (y)d' = (y—yua)lo,, em Q,
y=0,6"'=0 sobre L, (2.42)
0 ot
% =0, % =0 sobre X,
¢ (x,T)=di(x,T) =0, y(x,0) = yo(x) , ye(x,0) =yi(x)  em Q.
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Argumentando como no caso linear, note que (v{,vs) é um quase-equilibrio de Nash se, e

somente se, satifaz (2.41). Logo, defina a aplicagdao A : V — L2(Q) onde

1 1
AW) = (Av), Alve)) = <——d>1, ——d>2) (2.43)
Hi Ho
Considere py := min(py, we). Assim, como F é Lispchitiziana, existe Cy > 0 tal que
IF]| < Cr.
21
AW —AB)E < Z—QH (&), %) — (&', b?)Pdxat
i M JJouxom
< 1 CQ, DY, %) — (¢ ™) 12 (o) w120
< 1 ?C(Q,T,Cy, 1f][2(0))lV —9|3, Yw,veV.

Tomando py suficentemente grande, A se torna uma contragao e, consequentemente, pos-
sui um ponto fixo v = (vy,vy). Pela definigdo de A, temos que (vq,vy) satisfaz (2.41) e,

portanto, é um quase-equilibrio de Nash.

Equivaléncia entre Equilibrio e Quase-Equilibio de Nash

Agora iremos mostrar com o auxilio do lema (6) encontrado no apéndice que o quase-
equilibrio e o equilibrio sao equivalente sobre certas condi¢oes, mais precisamente vale o

seguinte resultado.

Proposigao 6. Suponha que F € W**(R) ey 4 € CO([0, TI; HA(O41.4))NCL([0, T], L2(O1.4)).
Suponha que (yo,y1) € H(Q) x L2(Q) e d < 8. Entdo, existe uma constante C > 0 tal
que, se f € L2(Q x (0,T)) e u; satisfaz

w = C(1+|fluaxomn), (2.44)

entao, as condigoes (2.4) e (2.38) sao equivalente.

Demonstracao: Suponha que F € W2*(R). Dada f € L2(Q x (0,T)) e (vi,v3) € V

um quase-equilibrio de Nash. Para todo ¥; € V; e s € R, considere y* uma solucao para

o sistema
(s, —AY® +F(Y) = f+ (v +50)lo, +valo,  em Q,
y* =0 sobre X,
861_1415 =0 sobre X,
Y (x,0) = yp(x) , yi(x,0) = yy(x) em Q.
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Vamos considerar y*|s—o =y. Agora, para todo v; € Vi, defina P; : R — R tal que

Pi(s) = (D1(d1(vi + sV, v2)),v1)

Pi(s) —P1(0) = (D1d1(vi+ sV1,v2),v1) — (D1d1(v1,va), V1)

= JJ (y® —yl,d)qsdxdt—” (y —y1,a)qdxdt
Olde(O,T) Olde(O,T)

+ S J'J \A)l\_)l dxdt.
O3 X (O,T)

Onde g°* ¢ solugao do sistema:

r , ~
qie —Aq® +F(Y)g® = vilo, em Q,
q° =0 sobre X,
dq° (2.45)
49 sobre X,
on
q°(x,0) =0 , g;(x,0) =0 em Q.

onde denotamos q°*[s—o = ¢. Assim, multiplicando (2.45) por uma funcao ¢* e integrando

por partes, temos que:

” vipsdxdt = ” q* (b3, — Ad® + F (y®))dxdt
O1x(0,T) Qx(0,T)

s s s s . E s sad)s
e | amerm —amermex- | Ghesars | g fhar

Logo, definimos o adjunto por

ot —APT +F(y*)d° = (Y° —yra)lo,, em Q,
¢* =0 sobre X,
30° (2.46)
¢ =0 sobre X,
on
¢°(x, T) =0, di(x,T) =0 em Q.

\

onde ¢%|,_o = ¢. Dai, podemos notar que,

”QX o) (df — AP® +F (y*) %) g dxdt = ” vi¢*dxdt. (2.47)

01x(0,T)

Substituindo (2.46) em (2.47) temos que,

” (Y® —yr.a)q°dxdt = ” V1¢° dxdt. (2.48)
Ol’dX(O,T) OlX(O,T)
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Portanto,

Pl(S)—Pl(O) = JJ §1¢stdt+JJ (y_yl,d)qudt+Sul JJ \A)l\_)ldth.
OlX(O,T) Ol,dX(O,T] O1><(0,T)
(2.49)

Assim, fazendo s = 0 em (2.48) temos

” (Y —y1,a)qdxdt = ” vipdxdt.
Ol,dx(O,T) le(O,T)

Logo, substituindo em (2.49) obtemos:

Pl(S) — Pl(O) = JJ \_)1((135 — (b)dth + S JJ \A)l\_)ldth, V\A)l,\_)l € Vl.
01%(0,T) 01%(0,T)
(2.50)
Considerando (2.47) e fazendo a diferenga com sua restri¢ao ¢°[s—g = &, ou seja,

$* — b, tem-se:

(0° =) —AD° =) = —Fy*)d*+F(y)d+ (v —yo,,
Veja que,

—F ) +F (o = —(Fy*)—Fy)o* —F ) — )

e portanto,

!/

(¢ — bl — Ad° — &) = —(F (y°) = F (y))d* = F (y)(¢° — &) + (y° —ylo,. (251)

De maneira anéloga, para (y* —y) temos

(Y =Y — AW —y) = —(F(y®) — F(y)) + svilo,. (2.52)

1 1
Defina h = lim —(y® —y) e & = lim —(b° — ¢). Assim, dividindo as expressoes (2.51) e
s—0 S s—0 S
(2.52) por s e fazendo s — 0, obtemos o seguinte sistema:

(

£ —AE = —F (y)h¢ —F (y)E+hilo,, em Q,
hy —Ah = —F (y)h+910, em Q,
h=0,E=0 sobre 11, (2.53)
oh 0§
i s W A >
o 0, o 0 sobre X,
L E.(XaT) = ‘Et(x7 T) = 0 9 h(X,O) = h’O(X) ) ht(x70) = hl(x') €1m Q
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Dividindo por s e fazendo s — 0 em (2.50), tem-se:

(D11 (vi,va), (D1, V1)) = JJ vi&dxdt 4+ 1y JJ Vividxdt, V(V,v1) € V.
O1><(0,T) O1><(0,T) (2 54)

Em particular, para vi = V; temos,

(D131 (v1,v2), (91,91)) = JJ

01 X% (07T)

01x(0,T)

Pelo lema (6), existe uma constante C; > 0 tal que

(D131 (vi,v2), (01, 91)) = —Ci (L +[Ifllioixiom) Vil + mal[vr]f?

= (= Ci (L +[Iflccoixom)) Villv,. ¥ € Vi
De maneira analoga, obtemos
(D332(v1,v2), (V2,92)) = (2 — Co (1 + Ifi@)xi0m))) D2llve. W92 € Vs

Finalmente, observando que C; e Cy sao independentes de W; , descobrimos que, se vale o
lema(6) com C = max(Cy, Cy), entdo o par (vi,vy) é um equilibrio de Nash. Em outras

palavras, (2.16) implica (2.38). A implicagao contraria ¢ obtida de forma semelhante

2.3.2 Quase-Equilibrio de Pareto.

Defini¢ao 22. (Quase-Equilibrio Pareto) Dada uma funcgao f € L2(Q x (0,T)). O

par (vi,va) € um equilibrio de Pareto para os funcionais J; se satisfaz
(Ad1(vi,va) + (1 = A)da(vi, v2), (V1,92)) =0, V(V1,¥,) € V. (2.56)

Veja que ¢é equivalente a mostrarmos que

0 0
AT+ (1= N2, (01,92 = 0.¥(01,%2) € V.
0 0 o o
O\a_\]; +(1— 7\)6—\])2, (V1,V2)) = 0,V(V1,92) € V.
0 0
Denotaremos Jx; = ?\l +(1— 7\)2.
aVi Ovi

Como no caso semi-linear nao conseguimos mostrar que os funcionais sao convexos, mos-
traremos primeiro que vale (2.56) e que a segunda derivada é positiva, e assim iremos

garantir um ponto de minimo.
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O Sistema Otimizado de Pareto

Iremos agora obter o sistema de otimalidade para o quase-equilibrio de Pareto para o par

(vi,vs). Considere z! solucao de

(zit —AZ'+F(y)z! = Vilo, em Q,
Z' =0 sobre X,
3z (2.57)
oz _ 0 sobre X,
on
zZ'(x,0) =0 , z{(x,0) =0 em Q.

\

Multiplicando a equacao (2.57) por ¢ e integrando por partes, tem-se

” ot = j 2 (T (T) — 2(T) i (T)dx + ” 21 (L — A+ F (y)dH)dxdt
O1x(0,T) Q

Qx(0,T)
a 1 . a i
- J i¢1dr+J 29 r
b} on 2y on

. . . 0
Fazendo ¢*'(x,T) = dy(x,T) =0, ¢* =0 sobre Z; e acz

i

= 0 sobre X5, obtemos que

,”Qx(o,n(cbitt —Ap'+F (y)p')z'dxdt = ” V1 dtdxdt, (2.58)

01x(0,T)

logo ¢é natural considerar o estado adjunto para cada i =1,2

(- . , .
(Dtt _A(bl +F (y)q)l = (y _yi,d)]loi,d em Q7
¢'=0 sobre Xi,
0 i (259)
¢ =0 sobre X,
on
\ ¢ x,T) =0, ¢i(x,T) =0 em Q.
Observe que,
a]l a]Q A A o 1 N
<}\— + (1 - 7\)—, (\)1,\)2)> =0 & Az (y _yl,d)]lol ddth)\}ll vV dxdt
vy ovy Qx(0,T) ’ 01x(0,T)

+ JJ (l—A)zl(y—yg,d)]lowdxdt:O
Qx(0,T)
Multiplicando (2.59) por z! temos, (2.57)

” 2y — yia)dxdt — ” 20, — A + F (y)t)dxdt
Oi’dX(O,T) QX(O,T)

= ” Vidptdxdt
O x (O,T)
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Assim, para todo v; € V equivale

0 = ” AV pldxdt + ” Aty (vivy)dxdt + ” (1 —A)vp2dxdt
OlX(O,T) OlX(O,T) OlX(O,T)
— H @+ ovi) + (1 — A)J?)os dxdt
(91><(0,T)

Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1) para todo v; € V, obtemos

1 L 1=A)
= —— —_— : 2.
v= (04 B (2.60)
Com uma construcao e argumentos analogos, mostramos que
1 A n 2)
Vo = —— + . 2.61
= (e o 200
pelo visto acima, podemos reformular o sistema (2.2) utilizando o equilibrio de Pareto.
Yt —Ay +Fy) = f+vi+vy em Q,
bl — AP +F (Yo' = (y—yia)lo., em Q,
y=0,¢'=0 sobre X, (2.62)
0 ot
% =0, ad:] =0 sobre o,
| ' T =bi(x,T) =0, y(x,0) = yo(x) , ye(x,0) =ya(x)  em Q.

Donde,
R T P
e
1 A 1 2
Vi == ((1_7\)¢ +d>)- (2.64)

Defina a aplicacdao A : V — L2(Q) tal que

— _ 1 1 (1—A) 2 1 A 1 2
A = (A A = (0 (004 E5Me) L (et v0)) o)

Argumentando de forma semelhante, podemos deduzir que existe uma constante C(Q, T, Cg, A)
tal que, para valores de g := min(y, 1) suficientemente grande, A se torna uma contra-
¢ao e, consequentemente, possui um ponto fixo v = (vi,vy). Pela definicao de A, temos

que (v1,Vvo) satisfaz (2.65) e, portanto, é um quase-equilibrio de Pareto.
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Equivaléncia entre Equilibrio e Quase-Equilibio de Pareto.

Proposigao 7. Suponha que F € W»*(R) ey 4 € C°([0, TI; H3(01,4))NCH([0, T], L2(01.4)).
Suponha que (yo,y1) € HY(Q) x L2(Q) e d < 8. Entao, dado A > 0 existe uma constante
C(A) > 0 tal que, se f € L2(Q x (0,T)) e W satisfaz

wi = CA) (L4 [Iflli@)x0m)) - (2.66)

Entao, as condicoes 2.5 e 2.56 sao equivalente.

Demonstracao: Suponha que F € W2®(R). Dada f € L2(Q x (0,T)) e (vi,v2) € V

um quase-equilibrio de Pareto. Para todo ¥; € V; e s € R, considere y* a solucao para o

sistema
(yit —AY® +Fy®) = f+ (vi+sv)lo, +v2lo, em Q,
y*=0 sobre Xi,
6611415 =0 sobre X,
Y (x,0) =y5(x) , yi(x,0) =yi(x) em Q.

Vamos denotar y*|s—o =y. Agora, para todo v; € Vi, defina P: R — R tal que

Pi(s) = (D1(Ad1(vi + sV1,v2) + (1 — A)da(vy + sV1,V5)), V1), (2.67)
Veja que,
Pi(s) —P1(0) = (D1(Ad1(vi + sV1,v2) + (1 — A)da(v1 + sV1,Vv2)), V1) (2.68)
— (D1(Ad1(v1,v2) + (1 —A)d2(v1,v2)), V1)
= }\JJ (ys — yl,d)qstdt + SAHl JJ \A)l\_)ldth
Ol?dX(O,T) O1><(0,T)
= a-n|] (5 —yaa)a*axde—A | | (y — yr.a)qdxdt
Ogde(U,T) Ol’dX(O,T)
SN ” (Y — yo.a)qdxdt,
Og@X(U,T)
onde )
9 —Ag* +F(y%)q® = vilo, em Q,
q* =0 sobre X,
s (2.69)
% =0 sobre X,
on
q°(x,0) =0, q(x,0) =0 em Q,




e denotamos por q°|s—o = . Assim, multiplicando (2.69) por uma fungao ¢$ comi=1,2
e integrando por partes, tem-se
[| o wie-aerFueneaxa= || wgtaan @
ax(,T) 01x(0,T)

para cada 1 =1, 2, ao escolher ¢ tal que

S — AT +F (WG] = (Y —yia)lo,  em Q,
¢: =0 sobre X,
JOR (2.71)
9¢ =0 sobre X,
on
d)f(X?T) =0 ) d)is’t(xyT) =0 em Q.

\
Denotamos ¢3|s—o = ¢i. Agora, integrando novamente por partes a equagao (2.70), temos

que

” (0 — AdS +F (y)o})qPdxdt = ” (a5, — Ag® + F (y)q*) bl dxdt
Qx(0,T) Qx(0,T)

O1x (O,T)

Portanto, para cada 1 = 1, 2, obtemos:

/| W aatddt= || wigtaxar (2.72)
OlﬁdX(O,T) O1><(0,T)

JJ (Y® —yo,a)q°dxdt = JJ vid5dxdt. (2.73)
OQ,dX(O,T) OlX(O,T)

Substituindo (2.72) e (2.73) em (2.68), tem-se:
Pl(S) — Pl(O) = A JJ {)ld)idth + S}\lvll J'J Vividxdt
01 x(0,T) 0;x(0,T)
+ (1—A) JJ VldJ;dth—?\JJ (y —y1.a)qdxdt
O1><(0,T) Ol,dx(O,T)
~ 0N - va)adxar
O02,4%(0,T)
Fazendo s = 0 em (2.72) e (2.73) temos
A JJ (y—yra)gdxdt+ (1 —A) ” (y—ygﬁd)dxdt:A” vidpidxdt
Olde(O,T) OQ’dX(O,T) le(O,T)

OQX(O,T)
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Assim, tem-se

Pi(s) = P1(0) =

+

A JJ {)1¢idth + SAHl J'J 01\—)1 dxdt
le(O,T) OiX(O,T)

(]_ —}\) JJ Vld)Sdth—AJJ {)1¢1dth
01x(0,T) 01x(0,T)

(1 — }\) JJ \_)1d)2dth
O1X(0,T)
A” 91(&° — by)dxdt + (1—A) ” 145 — ba)dxdt
O1x(0,T) 01 x(0,T)

SALLl JJ \A)l\_)l dxdt V\A)l,\_ll S V1 (274)
le(O,T)

Considerando (2.72) e (2.73) e fazendo a diferenga com sua restrigoes ¢5ls—g = ¢y, ou

seja, ¢ — ¢y, tem-se:

(b5 — di)ee — A(d5 — di) = —(F (y*) —F (y))d5 — F

! !/

(Y (i — di) + (y* —ylo,, (2.75)

De maneira anéloga, ponto (y* —y) temos

(U* —yle — AW —y) =—(F(y®) — F(y)) + svi1o,. (2.76)

Definindo

N TR P
h:g_)r%g(y —y) e Ei—ll_f%g(d)i_d)i)a

para cada i = 1,2, dividindo (2.75)— (2.76) por s e tomando s — 0, obtem-se o sistema:

p

e —A& = —F (yhd —F(y)&i+hlo,  em Q,
hy —Ah = —F (y)h+ 910, , em Q,
h=0,& =0 sobre X, (2.77)
oh 0&; _
a =0, a =0 sobre X,
| &6 T) =&, T) =0, h(x,0) =0, hi(x,0) =0 em Q.

Dividindo por s e fazendo s — 0 em (2.74), tem-se:

(D1, (vi,va), (U1, v1)) = AJ:[ vi&dxdt + (1 —A) JJ vo&odxdt
O1><(0,T) le(O,T)

+ Aul JJ \A)l\jl dth, A (\A)l,\_)l).
OlX(O,T)

Em particular, para v =v; temos:

(D2, (v, v2), (91,91)) = ”

(A& + (1 —A) &)V dxdt + Ay ” 972 dxdt.

01x(0,T) 01x(0,T)
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Pelo lema (6), existe uma constante C;j(A) > 0 (para cada j = 1,2), tal que:

m Evrdxdt| < C;(A) (1 + Ifllco)x0,m) [¥1]lv, -
OiX(O,T)

Logo, tomando Cg, = max{C;(A), C3(A)} temos que:

(D3, (vi,va), (V1,91)) = —Cq, (1 + HfHL(Q)x(o,T)) [Villv, + w912

= (11— Ce, L+ fllec@ixom)) ¥, -
De maneira analoga, obteremos
(D30, (vi,v2), (D, ¥2)) = (k2 — Ce, (14 IflLi@)x0m)) [D2llv, -

Finalmente, observando que Cg, e Cg, sao independentes de p; , descobrimos que, a
validade do lema (6) com C = max(Cg,, C¢,), implica que o par (v, vq) satisfaz (2.56) e

¢ um equilibrio de Pareto.
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Capitulo 3

Resultados numeéricos

Nessa secao iremos formular os algoritmos para os problemas de equilibrio lineares e
semi-lineares. Para os problemas lineares, formularemos o método do ponto fixo, para
os problemas semi-lineares, o método de Newton. Antes disso, apresentaremos um pro-
cesso de discretizacao total dos problemas, via método dos elementos finitos (discretizagao
espacial) e método das diferengas finitas (discretizacao temporal), para posteriormente

apresentar simulacoes numeéricas.

3.1 Algoritmos iterativos

H& uma diversidade de algoritimos que nos permitiria fazer simulagoes, no caso linear
por exemplo, iremos utilizar Ponto Fizo e no nao linear usaremos o Método de Newton.
Outras versoes de algoritmos podem ser estudadas, por exemplo nos trabalhos de [7], [8]
e 9], onde foram utilizados outros métodos eficientes de convergéncia. Em particular, em
[7], diversos métodos sdo apresentados e analises comparativas de eficiécia sao verificadas
para problemas lineares e nao lineares, porém, os resultados limitam-se a equagao do calor
e apenas ao Equilibrio de Nash.

Devemos inicializar o problema obtendo um erro variavel de aproximacao €, que indi-
card o valor obtido do critério de convergéncia. Estabelecemos uma tolerancia €, previa-
mente fixada, que indicara o erro ao qual o critério de convergéncia devera atingir para a
obtencao do critério de parada. Com isso, descreveremos os algoritmos de passo iterativo

para todos os problemas através dos algoritmos abaixo apresentados.
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PSEUDO-ALGORITMO PARA (2.26) - METODO DO PONTO FIXO

PAsso 1 - Tome (V,v9) dado em V) x V.

PAsso 2 - Paran > 0e (V,v}) € V] X V,, compute y™ para (2.11) com v; = V', e

entdo compute ¢ ™ para o sistema (2.24) com y = y™.

1 .
PAssO 3 - Finalmente, calcule vi**! dado por (2.25), i.e v''! = ——¢'™

b Hi

PSEUDO-ALGORITMO PARA (2.33) - METODO DO PONTO FIXO

PAsso 1 - Considere (v),v9) em V; x V.

PAsso 2 - Paran > 0e (V',v}) € V] x Vy, compute y™ para (2.1) com v; = vI', e entao

compute ¢V™ para o sistema (2.29) com y = y™.

PAsso 3 - Finalmente, calcule v e v dado por (2.31) e (2.32), i.e

V]11 — _i ((bl,nl + (1 _ 7\) d)2,n1) :

H A
n 1 A In—1 2n—1)
Vo —= —— ’ + ’ .

PSEUDO-ALGORITMO PARA (2.42) - METODO DE NEWTON

PAsso 1 - Tome (V),v9) dado em V) x V5. Tome y~!(x,t) = yo(x) + tyi(x).

PAsso 2 - Entao, dadon >0, y™tevt = (WHv}) e V.

a) Linearizarando F(y™) utilizando o Método de Newton, por

Fy™ =F ™ " —y™ )+ Fy™ )
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b) Reescreva o problema utilizado (a) e para cada 1 > 0 compute y™'** a partir
de y™!
( ,
yh —AYTHF Tyt = AT v, Vi le,  em Q
y*t =0 em X
a n
S —o em I,
on
\ y"(x,0) = ypox) ,yt(x,0) =ytx) em Q
(3.1)

Com A(y™) = F (y™)y™ — F(y™).

PAsso 3 Paran > 0e (V',v}) € Vi x Vy, compute y™ para (2.2) com v; = VI, e entdo

compute ¢p-™ para o sistema (3.1) com y =y™.

1 .
PAsso 4 Finalmente, calcule vI* dado por (2.41), i.e, v} = ——¢p" ™ 1.
i

PSEUDO-ALGORITMO PARA (2.62) - METODO DE NEWTON

Passo 1 -Tome (v?,v9) dado em V; x V,. Tome y~!(x,t) = yo(x) + ty;(x).

PAsso 2 - Entao, dadon >0, y™tevt = (W} v}) e V.

a) Linearizarando F(y™) utilizando o Método de Newton, por

Fly™ =F ™ ™ —y™ ) +Fy™ )

b) Reescreva o problema utilizado (a) e para cada 1 > 0 compute y™'*! a partir
de yn,l
( ’
y —AYTHF (Yt Y™t = AT+, +vile,  em Q
yn =0 em Zl
a n
XN 0 em 2o
on
y"(x,0) = ypolx) , y¢(x,0) =yi(x) em Q
(3.2)

Com A(y™) =F (y™)y™ — F(y™).

PAsso 3 - Paran > 0e (V',v}) € V] x Vy, compute y™ para (2.2) com v; = vI', e entao

compute ¢p™ para o sistema (3.2) com y = y™.
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PASSO 4 - Em seguida, calcule vi**! e vi*! dado por (2.60) e (2.61), i.e

1 (1—A)
vn—l—l - ( In + 2,n> ’
T Ul w
1 A
Vn+1 - _ = In + 2,n) ]
? Ho ((1 —A) ¢ ¢

3.1.1 Reducao da Dimensao

Dado T > 0 considere os problemas dados em (2.1) e (2.2)

(1)

Aproximacao do Tempo - Consideramos inicialmente uma discretizacao com passo
T

de tempo At. Seja m um inteiro positivo, definimos At = — e ponha t* = 0 e
m

t™ = mAt. Veja que,

0=t'<tl<..<t™=T
Logo, para cada passo dado podemos aproximar o espago de tempo, i.e.
V{n = Lz(ol)m ~ V= L2(Ol x (0,T))

Para cada i = 1,2 e t € [0, T]. Assim, podemos interpretar os elementos de V™
como controle em V; que sao por partes constantes no tempo, em suma podemos

aproximar os controles V't & vy.

Aproximacao do Espago - A partir de agora, assumiremos que O é um dominio
poligonal de R?, também assumimos que O; 4 e O; sao poligonais. Considere também

J a triangulacao de Q, onde h é o maior comprimento das arestas dos triangulos

de Z,. Considere

Pl = {z € HI(Q)| VK € %, z€Pi(K)}

onde IP; (K) é o espaco das fun¢oes polinomiais em K de grau < 1; assim, dim(P; (K)) =
3 e dim(W4) = Ny, onde Ny, é o nimero de vértices de %,.

Agora, aproximamos o espaco, para i € {1,2}, aproximamos V; por Vfﬁ, definido

por VAL = (Vin)", onde

Vi,h = {Z AS %O(Oi), Z‘T S Pl,\V/T € (91}
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Assim, temos a aproximagao para V{i* = V', X Vglj,. Por fim, aproximamos o espago
{ze?(0, T; H'(Q)) : z(t)|r1 =0},
por Wiy definido por Wiy = (Wh o)V, onde

Wio={z€ Wh:z\rl =0}.

A equacao de estado em (2.1) e os sistemas adjuntos em (2.24) podem ser aproxima-

dos no tempo e no espago incorporando técnicas de elementos finitos para discreti-

zagao espacial do problema e diferencas finitas para a discretizacao temporal. Com

efeito, denotando para cada fungdo g uma aproximagao gn(x, mAt) = git(x,t),

construimos uma aproximagao para y e f dadas como segue y(x,t)n ~ yn'(x,t),
m+1

f(x,t)h = fi'(x,t). Além disso, sejam yp'" (x,t) e yp(x,t) tem-se via diferencas

finitas no tempo que:
m+1l_ . m

m+l _ o0 Yh T Yn
YR = i, S &
De modo anélogo,
m+1 m m+1 m m—1
mil o YR e =)y . yn T — 2y +yp
Yntt = Aliglo At o Aliglo (At)? (34)

Vale notar que pelos dados iniciais, em (2.1) e (2.2), temos que

[
Yne & T = U =y (A

Porém, y? ~ yo(x,0) = yo que é um valor dado, e 0 mesmo ocorre com y%’t ~

yi1(x,0) =y;. Logo, para m = 1 teremos

Un = Yn + (At)yp,
=Yo+ (At)y:.
Ou seja, sabendo os dados iniciais, podemos computar os valores das fungoes para
cada passo de tempo em funcao do passo anterior. Considerando a aproximagao

acima de maneira adequada, podemos rescrever nosso sistema (2.1) e (2.2) como

segue abaixo:
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y?:—tl _Aym—i—l — fm—i—l +V1n+1]101 +V£n+1]1(92 em
UFSH 0 sobre
a m—+1
Wn =0 sobre
on
Yyt (x,0) =yt (%) Lyt (x,0) =y (x) em
(i — Ayt Fymt) = e g, 4 v, em
ymtt =0 sobre
a m—+1
Wn =0 sobre
on
[ Um0 = U0 U 00 0) =y em

Q.
Zla

227

Q,

Zla
(3.6)
227

Q.

Para cada m = T —1,..,0. Uma vez que o estado yp* estd bem explicito, somos

capazes de deduzir de modo analogo os dois estados adjuntos ¢{"},

controle v = (v vI**1) € Vin dado por:

by =0
dpy™
—h _ _
on

| O T) =0, by T) =0

K" =0
"™ _
on

G (x,T) =0, dpyT(x,T) =0

\

Paracadam=T-—1,..., 1.

d);’,Tt _Ad)i{m = (Hr_yi,d)]loi,d

GET —AGETHF (™) = (U —yia)lo,

sobre Xi,

sobre X,

em Q.

sobre X1,
sobre X,

em Q.

para cada par de

Portanto, é bem natural poder aproximar (2.3) introduzindo uma abordagem em

funcao dos elementos finitos, definindo g}, (v1,v2) :— R tal que

DN | —

In(vi,v2) =

o7

” lypt — yldl2dxdt+”1” lvi?dxdt
01.ax(0,T) 2 JJoxwom



Além disso, para o problema nao linear podemos fazer uma linearizacao ultilizando o

Método de Newton, dado por:

Flym™) — Flym)
Flyp) = —=

" yptt —ym
Flymyr™ —ym = Fym™h) —Fym)

Fiymh) = Flymym™t! —ym™) + Flym)

n—i—l) m+1

Logo, o termo F(y seré obtido por meio do processo interativo de y , € reciproca-
mente. Assim, podemos reescrever o sistema (3.6) fazendo uso do método de linearizagao

de Newton e teremos:

yidl — Ayt + FlyMymtt = ™ A(y™) + v i, + v, em Q,
yrtt =0 sobre X,
a m+1
yaL =0 sobre X,
mn
\ Yy 0) = yig () Lyt (x, 0) =y (x) em Q.
(3.9)

Onde A(y™*!) =y"F (y") — F(y™).

3.1.2 Revisitando os algoritmos

Agora iremos apresentar a formulacao variacional para os problemas aproximados, bem
como os passos para computacao dos dados e uma versao resumida e compacta dos seus
algoritmos. Usaremos a notagao VL' = VPt x VL. Inicialmente, apresentaremos uma
formulacao variacional para o problema aproximado e totalmente discretizado, que des-

creve o equilibrio de Nash no caso linear.

FORMULACAO OTIMIZADA 1 - NASH LINEAR

PAsso 1 - Escolha V0 = (W) € VAT e considere (Yon,Yin) € Who X Wy uma

aproximagao para (Yo, Yi)-

PAssO 2 - Dado n > 0 e v = (VI',v}) € VA calcule a aproximagio do estado
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0. m1 :
Yn' ,Yp', ... como segue abaixo:

i’ = ynoun =yn’ + (At)yn,

n 1 n,m—1
Yy’ e 29}1 + Yy ) n,m+1
z+ Vyy,’ Vz| dx =
JQ K (At)? In (3.10)

J (FO, t™) + VP (%, t™ ) + V3 (x, t™)) zdx
Ol d

\

n,m+1

Para todo z,yy; EWhpem=1,...,T—1
Compute o adjunto de

.

(I) -0 (bnT 1
d)nm+1_2d) _|_(bnm 1 .
JQ [( Aty )ZW% vz dx= (3.11)
Jo. (yzm 1_yi»d(x’tm_1)) zdx

\

Para todo z, d73" € Whpem=T—-1,T—2,..,1.

PAsso 3 - Finalmente, calcule

it = —— ¢ (3.12)

1

Uma forma resumida e compacta de apresentar um algoritmo que descreva os passos da

Formulacao Otimizada 1, apresentamos abaixo.
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ALGORITMO 1 - Nash Linear

Tl _
Entrada: yno = Yo, Y1.n = Y1, (])lh =0 e ¢y
+1
Saida: y=yp™ ", di = e vi=v
inicio
Para cada i = 1,2, considere v{, € V2! dado;

n,m+1

para n >0 e vy € V1 hy computar Yy’ em (3.5) correspondente a

vl sequido da computagao de cl)ﬁh em (3.7);
faga
1
Vit = —— ¢, como em (3.12).
"
fim

Atualize m = m + 1;

fim
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Agora, apresentaremos uma formulagao similar a anterior, agora descrevendo o pro-

blema linear com equilibrio de Pareto .

FORMULAGAO OTIMIZADA 2 - PARETO LINEAR

PAsso 1 - Escolha v* = (V{,V9) e ponha (Yon,Yin) € Who X Wi o uma aproximagao

para (Yo, Y1).

PAsso 2 - Dadon > 0 e v = (v, vl}) € VAt calcule a aproximagio para o estado

0.1l ) .
Yn',Yp', ... através do problema abaixo:

U’ = ynoun =yn’ + (At)yn,

n,m+1 n,m—1
yh 29}1 +yh ) n,m+1
z+ Vy,’ Vz| dx =
JQ [( (At)? In (3.13)

J (FOc, t™) + VP (x, t™ ) + V3 (x, t™)) zdx
Ol d

n,m+1

com z,y,,’ EWhpem=1,..,T—1
Para cada 1 = 1,2, compute o estado adjunto, através do sistema

.

d) _Od)nTl

nm+1_2 n,m—1
N

J (Y™ —yialx,t™ 1) zdx
Oi,a

dx = (3.14)

Comzcb EWhoem=T-1,T—-2,..,1.

PASso 3 - Por fim, sendo A € (0, 1), calcule v}*™! e vi''! como em (2.31) e (2.32), i.e

vt = (o U ) (3.15)
€
n__ 1
vy = " (( )d) T b ) (3.16)

Novamente, apresentamos um algoritmo descrevendo os passos da Formulacao Otimizada

2, como segue abaixo.
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ALGORITMO 2 - Pareto Linear

Entrada: yno = Yo, Y1,n = Y1, dﬁf’hM =0 e d){tg*l =0;

. . _ .. nm+l1 _oamm . n+1
Saida: y =y, s b= e vi=vi.

1 inicio

2 | Paracadai= 1,2, considere v{, € V{}\ dado;

3 | para n>0 e v} € VY, computar yr™ em (3.5) correspondente a
v sequido da computagdo de G em (3.7);

4 faca

5 Vit e vt como em (3.15) e (3.16) respectivamente.

6 fim

7 Atualize m = m + 1;

s fim

Agora, apresentaremos os algoritmos que descrevem os problemas nao-lineares. Inici-

aremos com o problema de Nash, e sua versao discretizada.

FORMULACAO OTIMIZADA 3 - NASH SEMI-LINEAR

PAsso 1 - Escolha v = (V),V9) e considere (Yo n,Yi.n) € WnoX Wi o, uma aproximagao

para (Yo, Y1).

PAssO 2 - Dadon > 0 e v = (V',v}) € VAt calcule a aproximagio do estado

70 7]- 3
Yn' ,Yp', ... como segue abaixo:

U’ = ynoyn =yp’ + (At)yn,

J yn ™ 2y ™!
o (At)?

) 24+ Vypr™ I Vz + F iyt yhz| dx =

J (FO, ™) + v (6, t™ ) + v (x, t™ ) + Ayh))) zdx
Oi4a

\

Para todo z, yp'™ ™ € Wpgem=1,...,T—1.
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Compute o estado adjunto através de

/

q) _O d)nT 1
nm—l—l_ n,m-—1
J Kq) Q(d;t) o >z+ Flum™ofhz + Vo' vz| de =
Q
Jo (Y™ —yialx, t™ ) zdx

Para todo z, d7}" € Whpem=T—-1,T—2,..,1.

PAsso 3 - Por fim, compute

= i=1,2. (3.17)

ALGORITMO 3 - Nash semi-linear

Entrada: yno = Yo, Y1.n = Y1, d)zilM =0 e cb?hT ' =0;

Saida: y=yp ™", bi=dint e vi =vi
1 inicio
2 Para cada i = 1,2, considere v{,, € VA dado;
3 para n >0 e vy € Vﬁf, computar yy’ ™ em (3.6) correspondente a

vt sequido da computagdo de d)i,ﬁ em (3.8) ;
4 faga
n+1 1 n,m
5 Vi = ——0}", como em (3.12).
Hi

6 fim
7 Atualize m = m + 1;

8 fim

E finalmente, nossa tltima Formulacao Otimizada, com a discretizagao total para o sis-

tema nao-linear e sua formulacao compativel com equilibrio de Pareto.

FORMULACAO OTIMIZADA 4 - PARETO SEMI-LINEAR

PAsso 1 - Escolha Vv = (V),V9) e considere (Yo n,Yi.n) € WX Wi g, uma aproximagao

para (Yo, Y1)
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PAssO 2 - Dadon > 0 e v = (V',v}) € VAt calcule a aproximacio do estado

0. 1 ) : :
Yn,Yp', ... através do sistema abaixo

,

UE’O = yh,OvyEJ = UT}?O + (At)yn 1,

n,m+1 n,m—1
— oy
J Kyh EHY )z+Vy“m“vZ+F (' Dyntz| dx =
Q (At)?

J (FOe, t™ ) v O, t™ ) v (x, t™ ) + A(yl))) zdx
Oiq

n,m+1

com z, Y’ EWhop e m=1,...,T—1.

Compute o estado adjunto através do sistema

(I) O d)TLT 1
nm+1_2 nm 1
Q
J (U™ = yualx t™h) zdx
(O

comz, ¢ EWhpem=T—1,T—2,..1

PASsoO 3 - Por fim, sendo A € (0, 1), calcule v e v por meio de

vt = (o B ) (318)
e
V= _i (ui—x) mm ¢;3§1) . (3.19)
ALGORITMO 4 - Pareto Semi-linear
Entrada: yno = Yo, Y1,n = Y1, d)?hM =0 e ¢ILhT t=0;
Saida: y =y, i = o e vi =il
1 inicio
2 | Paracadai=1,2, considere v{, € V{}\ dado;
s | para n>0 e vy € VAL computar yp™ " em (3.6) correspondente a
vl sequido da computacdo de (])iyi1 em (3.8);
4 faca
5 vt e vt como em  (3.18) e (3.19), respectivamente.
6 fim
7 Atualize m = m + 1;

s fim

64



Capitulo 4

Resultados Numeéricos e Simulacoes

Os resultados computacionais e anélise de convergéncia obtidos na computagao dos algo-
ritmos apresentados, foram realizados com auxilio do software livre Free Fem++, ver [14].
Nas subsecoes que estruturam o presente capitulo, apresentam-se diversificados dados e

resultados obtidos nas simula¢oes numéricas dos problemas lineares e nao-lineares.

4.1 Dominios e dados experimentais

a) Dominio Qy, - visdo projetada b) Dominio Qy, - visdao 3D

Figura 4.1: Dominio discretizado Qy, composto por 106800 tetraedros (gerando o vo-
lume), 19551 vértices (ou nos na decomposicao dos elementos finitos) e 10840 triangulos

(discretizacao das superficies).
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O dominio Q sera considerado cilindrico como na figura 4.1 acima, construido por meio
da extrusao de uma regiao 2D ao longo de um intervalo do eixo z. A regiao 2D serda um

circulo, que em sua forma paramétrica foi descrito por

Qop = (0.540.75¢cos(s),0.5+ 0.75sin(s)), com s € [0,2mn].

Consideramos z € [0, 1] e construimos Q := Qop X z.

Abaixo, algumas informagoes adicionais sobre os subdominios

eixo—x | eixo—Yy | eixo—z
O;| [0.6,09] [[0.6,0.9 | [0, 1]
Oy | [0.6,09] [[0.1,0.4]| [0, 1]
O |]0.45,0.55]|[04,0.6]| |[0,1]
O4 [ 0.3, 1] [0, 1] [0, 1]

Tabela 4.1: O; N0, NO = @.

Em todos os casos, consideramos os valores reais Err; e Err,, obtidos através dos
critérios de convergéncias para o algoritmos. Nos casos lineares, estabelecemos para os

ALGORITMO 1 e ALGORITMO 2, os seguintes critérios de parada:

(Vn+17 vn+1) _ (vn’vn) Un+1 _yn
Err; = H L H(V;H,VSH;H 2 H e Err, = —H Hy“HH H (4.1)

O critério de parada estabelecido ao processo iterativo dos algoritmos, devera ocorrer
quando Err; < € e Errs < e. Para os casos nao-lineares, o critério de parada para o

ALGORITMO 3 e ALGORITMO 4, a obtencao simultanea dos valores

[ e R vl

v v |

n{+1 _ , n,t
e Erry, = Iy Y ” (4.2)

Hyn,e+1H

Novamente, os critérios de parada nos algoritmos sao atingidos com a obtencao das esti-
mativas Err; < ¢ e Err, < &. Em todos os casos fixamos ¢ = 107%. Para as funcoes

objetivo utilizadas nas simulagoes, e os dados iniciais, consideramos:
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-6.0770E-02 8.3477E-01 -8 3477E-01 6.0770E-02
L —— | | L ——— |
-5.0854E-01 38700E-01 12825400 -1 2825E+00 50854E-01

Yyra(x,y,2z) = (13— /(X2 + y2 + 2%));

«
N
o
x
=
X
|
—~
=
[\V]
_l’_
«
[\V]
+
N
[\V]
|
=
w
=

Figura 4.2: Fungoes objetivo

-3.71B4E-01 4.2213E-01

L — T —
-7.6852E-01 25244E-02 5.1901E-01

Figura 4.3: Dados iniciais yo = y; = zsin(7xy) sin(7xz) sin(myz).

Observacao. Os critérios de parada sao utilizados para indicar a precisao e eficiéncia

dos algoritmos propostos, o que nao deve ser confundido com a obtencdo da solu¢do ou
de sua convergéncia para a solucio dos problemas a serem controlados. A forma que
temos para medir o quao eficiente € o processo de optimalidade das solucoes obtidas,
com a inteng¢ao de melhorar sua prorimidade dos objetivos pré-definidos, € avaliando a

evolugao dos funcionais custo J1 e Jo. Portanto, nos experimentos que sequem, avaliamos

a eficiéncia dos algoritmos através de Erry e Erry, sequido da avaliagdo dos funcionais

custo J1 e Js.
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4.1.1 Experimentos do caso Nash Linear

Nesta subsec¢ao, iremos apresentar alguns resultados obtidos das avaliacoes numeéricas.
Os resultados de algumas simulagoes sao inseridos, para melhor visualizar o processo de

controle e sua influéncia no processo evolutivo do caso Nash-Linear.

2201722

2.7610E-02 56769E-02 i e Y

L L — |
-1.9691E-03 5.7180E-02 1.1635E-01

: 1}. 2 o
A%1 (XJ T)
IS
Estado y(x, T)
Figura 4.4: Estado y(x, T) e controles em seus estados finais.
Critério de Parada Fungoes Custo
150 0.014%
—FErr, ’ ° o J,
100 ——Em,|  0.013 °, o J,
» oﬂ
OOOQQOQOOOOOOOCW
0.012 f
L
50 .
0.011 °,
0 0.01 ...’“.....00000000.0000000000000000-
1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Tempo

Figura 4.5: Avaliacao das fungoes custo e dos critérios de parada no processo iterativo de

evolugao do problema.
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4.1.2 Experimentos do caso Pareto Linear

7 B329E-03 2.2899E-02 3.4283E-03 1.9312E-02

| N — | | L —___|
AP RRIRRRE .
Estado y(x,T) em A = 0.05 Estado y(x, T) em A = 0.95
Figura 4.6: Estado e controles computados no tempo final T.
Err1 X A Err2 X A
60§ 1
* A=0.05 * A=0.05
A=0.5 A=0.5
A=0.95] A=0.95
£93202¢sTC3E030sCSLC) Fesesrcaressasey
1 1.5 2 1.5 2

Tempo Tempo

Figura 4.7: Avaliacao dos critérios de parada Err; e Erry no processo iterativo de evolugao

do problema.
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X

X

0.05
A=0.5
~A=0.95

° A

e
sscete,
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0.35

0.05

* A

A=0.5

‘A=0.95

200000000000 00000000000000008

5

1

0.5

1.5

0.5

Tempo

Tempo

ao dos funcionais custo J; e Jo para o equilibrio de Pareto em distintos

Figura 4.8: Avaliag

6timo

ibrio

de equil

a0

apresenta-se a situag

Y

resultados experimentais

valores de A. Nos

9.

0

ocorrendo quando A

como o termo de

)

S

(

ao F

(casos nao-lineares), inserimos a fung

Para os casos que seguem

linearidade, que nos experimentos foi descrita através de

nao

ssin(1/exp(s)).

F(s)

4.1.3 Experimentos do caso Nash Nao-Linear

22602

1.8615E-02

3.6573E-03

-3 821BE-03

SRR

SR

20N
RAR050,
R0
2
aﬂi "
VY
A
ivatavy
7

SR
V49

A

2
et

55

vo(x, T)

Estado y(x, T)

Figura 4.9: Estado e controles computados no tempo final T.
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Critéerio de Parada «10° Fungoes Custo

00
_EI‘I'1 5.9 o . J1
[+ ]

_._.Err2 o o J2

5.8 °

o
[+]
(]
5.79, %
1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo

Figura 4.10: Avaliagdo das fungbes custo e dos critérios de parada no processo iterativo

do caso Nash nao-linear evolugao do problema.

4.1.4 Experimentos do caso Pareto Nao-Linear

7 B323E-03 2.2893E-02

o — T T — |
-1.0612E-18 1.5266E-02 30532E-02

ANV

Figura 4.11: Estado y(x, T) computado em A = 0.5
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Err, x A Err, x A
60 | . A=0.05 . A=0.05
} —X=0.5 —A=05
A=0.95 A=0.95
4071
20 \e
0 Ste, SOCOELCILITIOIGTLCILDITOD 990600000000 000000 00y
0 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
Tempo Tempo

Figura 4.12: Avaliacao dos critérios de parada E; e Ey do algoritmo, com p = 5 fixado.
Avaliamos nas simulagoes alguns valores distintos para A. Em particular, nos casos em
que A = {0.05, 0.5, 0.95}, observa-se que o processo de convergéncia do algoritmo ocorre
em menor tempo quando A se aproxima de 0.5, que deve ser a condicao de optimalidade

do processo para obtencao do controle.

Jy XA J, X A
06 * A=0.05 0.35] . 2=0.05
' —=0.5 _ —A=0.5
0.5 2=0.95 0.3 2=0.95
04 0.25¢ .....-..-'linllllllllnl-----l.|
0.3 0.2
0.2 .9-| 2900000000009 00000000000000009 \./i._‘. e G e
) 0.15
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Tempo Tempo

Figura 4.13: Avaliacao dos funcionais custo J; e Jo no processo evolutivo do algoritmo na
variavel temporal. Aqui, fixamos n = 5 e apresentamos simulagoes com valores distintos
para A. A condi¢ao de equilibrio 6timo da solucao e optimalidade dos funcionais custo

ocorre quando A se aproxima de 0.5 .

4.1.5 E o problema sem controles?

Alguns experimentos abaixo, mostram como se desempenham os funcionais custo, ao com-

parar o processo de controlar via equilibrio de Nash, equilibrio de Pareto, ou simplesmente
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nao controlar o processo evolutivo da solucao. Nao controlar o sistema pode ser entendido

como avaliar o funcional J; na forma:

1 .
dily) = 3 ” ly —yialldxdt, i=1,2.
04,4 (0,T)
J1 )
|
_-_Nash _'_NaSh

——Pareto A\=0.5
Sem Controle

——Pareto A=0.5
Sem Controle]||

1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo Tempo

Figura 4.14: Avaliagao dos funcionais custo J; e Jo no processo evolutivo dos algoritmos
lineares. Aqui, fixamos i = 5 e apresentamos simulagoes comparativas para os equilibrios

de Nash, Pareto e nao controlar. Para o caso de Pareto, fixamos A = 0.5.

J1 1 J2
" e |
___Nash '1 .2 ‘\\\ b —-—'NaSh
—e—Pareto \=0.5 ) Vg ——Pareto A=0.5
Sem Controle]| éﬁ -1.4 N, Sem Controle
-1.6
-1.8
1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo Tempo

Figura 4.15: Avaliagao dos funcionais custo J; e Jo no processo evolutivo dos algoritmos
nao-lineares. Novamente fixamos 1 = 5 e apresentamos as simulagoes comparativas entre

os equilibrios de Nash, Pareto e nao controlar. Para o caso de Pareto, fixamos A = 0.5.
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Capitulo 5
Apéndice

Lema 4. Suponha que F (y) € WH®(R) e que h € solu¢do para o sistema (2.53), entio

existe uma constante C > 0 tal que vale a sequinte desigualdade:

J Ihe2dx —|—J IVh[2dx < CJ'J lvi|?dxdt. (5.1)
o Q Qx(0,T)
Para cada i =1,2. Em particular,

Ihllzi0) < Clvillizioxom)-

Lema 5. Suponha que y, yia € WH*(Q) sao associados ao sistema (2.24), entio sio

validos os sequintes resultados

(i) A solugao forte de (2.24) € de classe
$ € C° ([0, T Hy(Q) nH*(Q)) nC' ([0, T HY(Q)) . (5.2)
(11) A solugao fraca de (2.24) € de classe
$r € C ([0, T HH(Q)) NC ([0, T L*(Q)) - (5.3)
(111) Se (i) e (ii) sao vdlidas, entdo existe uma constante C > 0 tal que
[ ellioeo,msmz @) T 1 Plleommi (@)nH20) < CllYllez(q)- (5.4)

Lema 6. Suponha que F € W*®(R) ey, 4 € C([0, TI; H}(O1.4)) N CHIO, TI, L3(O4.4)).
Suponha que (Yo,y1) € HY(Q) x L?(Q) e d < 8. Entdo, existe uma constante C; > 0 tal

que:

[, enaxar] <t Itlu@peom) 9ilv. 55
0;x(0,T)

Onde & e h satisfaz as condigoes de (2.53).
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Demonstracao: Suponha que & e h satisfaz o sistema abaixo, a demonstragao para o

caso 1 = 2 segue de maneira analoga.

/

&t —AE = —F“(U)hd)_]:/(y)a‘f'h]loi em Q
hy —Ah = —F (y)h+910, em Q
h=0,§=0 em X, (5.6)
oh %,
0. ==0 )X
on "o o
L E»(X7T) :‘(—:t(x7T) :07 h(X,O): 0 ) ht(X,O):O €m Q
Veja que,
” v dxdt = (hee — Ah + F (y)h)&dxdt
Qx(0,T) JJQAQx(0,T)
= (Eee — AL+ F (y)&)hdxdt
JJQOx [O,T)
= (F'(y)h¢ + hle, )hdxdt
JJQAOx (O,T)
— F'(y)h*pdxdt + ” [h|*dxdt
JJOx(0,T) 01,ax(0,T)

Uma vez que F' € W2®(R), existe uma constante M > 0 tal que |F'(s)] < M,Vs.
n

Além disso, dos lemas (4) e (5), temos que h € L*(0,T;L*) onde k = dd_2 e ¢ €

2
LY(0,T;L*(Q)), se e somente se, g < n—n4, logo n < 8. Assim,

” Evydxdt = ” F'(y)h?pdxdt + ” Ih/2dxdt
Qx(0,T) Qx(0,T) 01,a%x(0,T)

< C <||F”||00Hh||2°°(0,T;Lk(Q))”d)HLl(O,T;LS(Q)) + ||h”%2(ol,dx(0,T))>
< C(L+bllomisan) VillY,

< C(1+yllezcaxcomy) 93,

< C(1+ Ifllezcaxom) 913,

seguindo assim o resultado.
[ |

Observacgao 4. Vale notar que para o caso de Pareto temos a mesma estimativa, a menos
é claro, dos parametros que dependem de N. Em particular existe uma C(A), para tal, basta

fazer a mesma construgao com &; para cada i=1,2.
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