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“Nosso grande medo nao € o de que sejamos incapazes.
Nosso maior medo € que sejamos poderosos além da me-
dida. € nossa luz, nao nossa escuridao, que mais nos ame-
dronta. Nos perguntamos: “Quem sou eu para ser bri-
lhante, atraente, talentoso e incrivel?” Na verdade, quem ¢é
vocé para nao ser tudo isso?...Bancar o pequeno nao ajuda
o mundo. Nao hd nada de brilhante em encolher-se para
que as outras pessoas nao se sintam insequras em torno de
vocé. E a medida que deizamos nossa propria luz brilhar,
inconscientemente damos as outras pessoas permissao para

fazer o mesmo”.

Nelson Mandela.



Resumo

Nesta dissertacao, definimos o Problema de Equilibrio associado a f e C, denotado por
PE(f, C), no mesmo cendrio da formula¢ao proposta por Blum e Oettli [5], o qual in-
clui como caso particular, por exemplo: Otimizagao Convexa, Desigualdades Variacio-
nais, Problema de Complementaridade, Problema de Equilibrio de Nash em Jogos Nao
Cooperativos, dentre outros. Estabelecemos condigdes necesséarias e/ou suficientes para
existéncia de solucao de tal problema, do qual podemos citar: compacidade, coercividade,
viabilidade convexa. Além disso, neste trabalho serd analizado o Algoritmo do Ponto
Proximal para PE(f, C), proposto por Iusem e Sosa [23]. Assumindo existéncia de solugao
para tal problema e sob hipdtese de monotonicidade provamos a boa definicao e con-
vergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo e que a mesma converge para a solucao do

problema de equilibrio.

Palavras-Chave: Problema de Equilibrio, Resultados de Existéncia, Otimizagao Con-

vexa, Desigualdades Variacionais, Algoritmo.



Abstract

In this dissertation, we define Equilibrium problem associated to f and C, denoted by
PE(f, C), in the same framework of the formulation proposed by Blum and Oettli [5],
which includes as particular case, for instance: Convex Optimization, Variational Ine-
quality, Complementarity Problem, Nash Equilibria in Non Cooparative Games, among
others. We establish necessary and/or sufficient for existence of solution of such problem,
which we can mention: compactness, coercivity, convex feasibility. Moreover, in this work
it will analysed the Proximal Point Algorithm for PE(f, C), proposed by Iusem and Sosa
[23]. Assuming existence of solution for such problem and under monotonicity properties
we prove well definition of the generated sequence by the algorithm and that the same

converge to the solution problem.

Key Words: Equilibrium Problem, Existence of Results, Convex Optimization, Vari-

ational Inequalities, Algorithm.
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Introducao

O problema que desenvolveremos nesta dissertacao, associado a f e C, chamado de

Problema de Equilibrio e denotado por PE(f, C), consiste em

Encontrar x* € C tal que
PE(f,C) :
f(x*,y) > 0 para todo y € C,

onde
1. C C R™ é nao-vazio, convexo e fechado;
2. f: C x C — R ¢é uma bifungao satisfazendo a condigao:
P1: f(x,x) = 0 para todo x € C.

Esse problema, na realidade , é definido para ambientes bem mais gerais, como espagos
topologicos de Hausdorff. Porém, neste trabalho vamos nos ater ao espaco euclidiano n-
dimensional, R™, pois desejamos que este trabalho sirva de referéncia, principalmente
para aqueles leitores que tém pouca ou nenhuma familiaridade com esses ambientes mais
gerais.

Segundo grande parte da literatura, o problema definido acima foi primeiramente
considerado e introduzindo por Ky Fan [13] em 1972. Contudo, segundo Castellani et al
[4], Nikaido e Isoda [37], em 1955, caracterizaram Equilibrio de Nash como solugao de
PE(f, C) para uma bifuncao apropriada f, mas nao consideraram o problema em si de
forma independente. Vale lembrar aqui que Problema de Equilibrio s6 passa a receber
esta denominagao apds o seminal artigo de Blum e Oettli [5], publicado em 1994.

Problema de Equilibrio é muito geral no sentido que incluem, como casos particulares:
Problemas de Otimizacao Convexa, Problemas de Desigualdade Variacional, Problema
de Equilibrio de Nash em Jogos Nao Cooperativos e outras aplicacoes, veja por exemplo
[5,21].

Devido sua vasta aplicabilidade, resultados de existéncia de solugoes para problema

de equilibrio tém sido extensivamente estudados, como pode ser visto em [3,5,7,13,20,21]

1
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e nas referéncias 1a citadas.

O objetivo central deste trabalho é apresentar o Problema de Equilibrio, com des-
taque a seus casos particulares, e estabelecer condigdes necessarias e/ou suficientes para
existéncia de solucao para PE(f, C) e apresentar um algoritmo para encontrar uma solucao
de tal classe de problema.

Para isso, abordaremos no capitulo 1 as defini¢oes e resultados basicos que serao
uteis no desenvolvimento desta dissertacao. Trazemos alguns conceitos e resultados de
andlise no R™, conceitos e resultados de otimizacao convexa, tais como: fungoes convexas
e suas propriedades e subdiferencial. No fim deste capitulo apresentamos o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer. Omitiremos as demonstracoes dos resultados as quais podem ser
encontradas em [24, 27, 31, 40].

No capitulo 2, vamos nos basear nos trabalhos de Blum e Oettli [5], Iusem e Sosa [21],
Isac [18]. Definimos Problema de Equilibrio e fazemos um breve histérico do mesmo, abor-
damos alguns de seus casos particulares e mostramos que PE(f, C) unifica estes problemas
de um modo conveniente, no sentido que resultados obtidos para alguns destes problemas
podem ser estendidos para a formulacao de PE(f, C) (com modificagdes adequadas, de
fato!) e por fim encerramos tal capitulo mostrando através de exemplo que PE(f,C) é
uma generalizacao genuina de tais casos particulares, isto é, existem problemas PE(f, C)
0s quais nao se enquadram no formato de tais casos particulares.

No capitulo 3, baseado nos trabalhos de Ky Fan [13], Brézis et al [7], Blum e Oettli [5],
Bianchi e Pini [3], Castellani et al [4], Iusem et al [20] e Tusem e Sosa [21], apresentamos
condigbes necessarias e/ou suficientes para existéncia de solugoes para PE(f, C), como
exemplo, usando compacidade, coercividade e viabilidade convexa. Demonstramos alguns
resultados de existéncias como a famosa Desigualdade Minimax de Ky Fan (Teorema 3.1.1)
e o (Teorema 3.1.2) devido a Brézis, dentre outros resultados.

No capitulo 4, abordamos o método do ponto proximal para PE(f, C) proposto em
Tusem e Sosa [23], fazemos sua andlise de convergéncia: geramos uma sequéncia, onde
sob hipéteses convenientes garantimos sua boa definicao, resolvendo subproblemas de
equilibrio associado a funcao regularizada e provamos que tal sequéncia converge para
uma solucao de PE(f, C).

Finalizamos este trabalho fazendo perspectiva de estudos futuros sobre problemas de

equilibrio.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentamos as definicoes e resultados bdsicos que serao tuteis no
desenvolvimento desta dissertacao. Iniciamos com tépicos de analise no R™. Em seguida,
fazemos uma breve secao de conceitos e resultados de otimizacao, com destaque para
convexidade de fungoes e conjuntos e algumas propriedades. Finalizamos o capitulo com

o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

1.1 Conceitos e resultados de Analise no R"

Nesta segao, vamos nos basear nos trabalhos de Lima [27] e Munkres [31]. Inicialmente,

veremos a definicao de produto interno no R™.

Definicao 1.1.1. Um produto interno no espago euclidiano R™ é uma regra que faz cor-
responder a cada par de vetores x,y € R™ um numero real, denotado por (x,y), de modo
que, para quaisquer x,Yy,z € R™ e A € R, tenhamos:

I x # 0 implica (x,x) > 0;

IL (x,y) = (y,x);

I (x +z,y) = (x,y) + (z,y);

IV. A, y) = Ax,y).

Isto significa que um produto interno é uma funcao real simétrica, bilinear, positiva
definida, R™ x R™ — R. Um exemplo bastante importante é o produto interno canonico

do espaco euclidiano R™, o qual é dado por

(X,Y) =x1Yy1 +xX2Y2 + - - + XnYn,
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onde x = (X1, ,Xn) €Y = (Y1, ,Yn). Este serda o produto interno que utilizaremos

neste trabalho.

Dado x € R™, escrevemos ||x| = /X +x2+---+x2. O ntmero [[x| chama-se a

norma euclidiana ou o comprimento do vetor x € R™.

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz - DCS) Para quaisquer x,y €
R™, tem-se [(x,y)| < ||x]| - |[yl|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y é

um maultiplo escalar do outro.
Demonstragao. Veja Teorema 1, pagina 5 [27]. ]

A norma euclidiana ||x|| = \/W goza das seguintes propriedades, onde x,y € R™,
« € R e |of significa o valor absoluto do nimero real «:

N1. x # 0 implica ||x|| > 0;

N2 [Joex[] = fed]|[x]];

N3, [x+yll < ]+ |
De um modo geral, uma norma num espago vetorial E é qualquer funcao real ||-|| : E — R
que cumpra as condicoes N1, N2 e N3 acima.

Uma norma arbitraria || - || num espago vetorial E pode nao provir de um produto
interno, isto é, nem sempre existe um produto interno (-,-) em E tal que [|x]|* = (x,x)
para todo x € E. Se a norma provém de um produto interno, entao vale a identidade do
paralelogramo

I+ ylI* + lx = ylI* = 2(1]* + [[yl*).

Uma norma em R™ permite que sejam definidos alguns conceitos. Uma bola de centro

a € R™ eraio r > 0 ¢ o conjunto
Bi(a)={x e R"; [x —al| <7}
Analogamente, definimos a bola fechada B,[a] e a esfera S, (a) da seguinte maneira
Bila={x e R"; |x—al| <1} e S;(a) ={xeR™; ||x—a| =71}

Uma norma também nos permite falar em distancia entre ponto e conjunto do espaco

euclidiano R™.
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Definicao 1.1.2. Dados conjunto nao vazio F C R™ e pontoy € R™, a distancia de y a

F, denotado por de(y), € dada por
dr(y) = inf [ly —z|.

A seguir mostraremos que a distancia sempre existe quando o conjunto em questao é

nao vazio e fechado.

Proposigao 1.1.1. Seja F C R™ um conjunto fechado nao vazio. Entao a distancia de y

a F existe para todo pontoy € R™.
Demonstracao. Veja Corolario 1, pagina 52 [27]. ]
Agora definiremos sequéncias no espaco euclidiano n-dimensional R™.

Definicao 1.1.3. Uma sequéncia em R™ € uma aplicacao z : N — R™ definida nos natu-
rais N. O valor que essa aplicacdo assume no nimero k é indicado por z* e denominado
k-ésimo termo da sequéncia. Usaremos a notacdo {z*} para indicar a sequéncia cujo

k-ésimo termo é z¥ € R™.

Uma subsequéncia de {x¥} é a restricdo da sequéncia a um subconjunto infinito N' =
{ki < ks <--- <Xk <---}. Uma subsequéncia sera denotada por {z*}.

Diz-se que uma sequéncia {z*} é limitada, quando existe ¢ > 0 tal que ||z¥|| < c, para
todo k € N. Um ponto a € R™ ¢ limite de uma sequéncia {z*} quando, para todo ¢ > 0
dado, é possivel obter ko € N tal que k > kg implica que [|z* — a|| < &. Também dizemos
que {x*} converge para a e denotamos por kll_I)Iolo z* = a ou z¥ — a. Caso contrario, diz-se
que {z*} ¢ divergente.

Diz-se que um ponto a € R™ é valor de aderéncia ou ponto de acumulagao de uma

sequéncia {z*} quando existe uma subsequéncia de {z*} convergente para a.

1
Exemplo 1.1.1. A sequéncia z* = (—1)* + D tem dois pontos de acumulagao e

portanto nao é convergente.

De fato, temos z?* — 1 e 221 — —1.

. 11 _1 o .
Exemplo 1.1.2. A sequéncia {1, > 3, 7 D, 5 } tem um unico ponto de acumulacao.

Entretanto, nao é convergente.
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Definicao 1.1.4. Sejam C C R™ e f: C — R uma aplicagdo:
(a) f € dita semicontinua inferiormente no ponto X € C, denotado por sci, quando para

qualquer sequéncia z% — X, tem-se

liminf f(z*) > f(x).

k—o0
(b) f € dita semicontinua superior no ponto x € C, denotado por scs, quando para qualquer
sequéncia z° — X, tem-se

lim sup f(z*) < f(X).

k—o0

Obs 1.1.1. A fungdo f é semicontinua inferiormente (superiormente) em C, quando ela

¢ semicontinua inferiormente (superiormente) em todos os pontos de C.

Proposigao 1.1.2. Se {fi}ic1 € uma familia de fungoes semicontinuas inferiores, entao
a fungao f definida por
f(x) = sup fi(x)
iel

¢ semicontinua inferior.

Demonstragao. Vide pagina 11 [8]. O

Definicao 1.1.5. f ¢ continua em x € C, quando para toda sequéncia {z¥} C C, z% — X,

temos que f(z*) — f(X).

Exemplo 1.1.3. Seja F C R™ fechado. A funcao distancia, dr : R™ — R, dada por

dr(v) = inf,er ||v — z|| € continua.

Obs 1.1.2. (i) A aplicacao f € continua no ponto X € C, se ela for ao mesmo tempo
semicontinua inferior e superiormente em X.

(i1) A aplicacao f € continua em R™, quando ela € continua em todos os pontos de C.

A seguir, apresentamos a nocao de compacidade em R™ e algumas propriedades des-
tes conjuntos, entre elas: A Propriedade de Intersecao Finita, que serda muito 1til na
demonstracao do Lema - KKM no capitulo 3.

Seja C C R™ um subconjunto. Uma colecdo (Fa)aej de subconjuntos de C ¢ dita uma

cobertura de C se:
CcC U Fi.

A cobertura (Fj)aey € dita finita se tem apenas um nimero finito de elementos. A cober-

tura (Fa)aey € dita aberta se, todo Fyi de (Fa)aej € aberto.
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Definicao 1.1.6. Um subconjunto C de R™ é dito compacto quando toda cobertura aberta

de C admite uma subcobertura finita.

Exemplo 1.1.4. Todo conjunto finito C C R™ € compacto.

Proposicao 1.1.3. Se C C R™ € compacto e F C C € fechado, entdo F € compacto.
Demonstracao. Veja pagina 46 [27]. O]

Caminhemos agora para apresentamos a propriedade de interse¢ao finita comentada

acima. Primeiramente definamos o que significa dizer que um conjunto tem essa proprie-

dade.

Defini¢ao 1.1.7. Uma colecao (Fx)aej de subconjuntos de C € dito ter a propriedade
de interse¢do finita se para todo subconjunto finito {A,As--+ ,Am} C ], a intersecdio

Fa, NFa2 N+ N Fam € ndo vazia.

Teorema 1.1.2. Um espagco métrico C é compacto se, e so se, para qualquer cole¢ao

(FA)aey de conjuntos fechados em C tendo a propriedade de intersecdo finita, tem-se

[ Fr #0.

A€]

Demonstracao. Veja Munkres, paginas 169-170 [31]. O

1.2 Conceitos e resultados de Analise Convexa

Nesta secao, veremos alguns conceitos e resultados sobre conjuntos convexos, fungoes
convexas, fungoes quasi-convexas e subdiferencial de fungoes convexa, que pode ser encon-
trados em [24], e que serdo 1teis nos capitulos seguintes. Omitiremos as demonstragoes
dos resultados apresentados aqui, as mesmas podem ser encontradas na referéncia citada

acima.

1.2.1 Conjuntos Convexos e Fungoes Convexas

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos

pertencem ao conjunto.

Definicao 1.2.1. Um conjunto C C R™ € convezo se para quaisquer x,y € C e A € [0, 1],
tem se que Ax 4+ (1 —A)y € C.
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s &9

i \}' Jr_,r

' E——

- AR Y \
«  (L-t)x+ty | (T-theity s /

\ .
\ =T i

W P i

- Fs
- Ky

Conjunto Convexa Conjunto M&o Convexo

Exemplo 1.2.1. O espac¢o euclidiano R™.

Exemplo 1.2.2. Uma bola em R™, i.e., um conjunto B.[a] ={x € R™ ; ||x —a| < 1},

onder > 0.

Na sequéncia, apresentemos algumas propriedades béasicas de conjuntos convexos. Te-

mos primeiramente que a intersecao de conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Proposicao 1.2.1. Sejam C; C R™, i € I, conjuntos convexos, onde 1 é um conjunto

qualquer (possivelmente infinito). Entao a interse¢io C = ﬂ Ci também é um conjunto

iel
convexo.

Demonstrac¢ao. Veja Proposicao 3.2.1, pagina 80 [24]. H

Outra propriedade interessante é que o interior de um conjunto convexo é conjunto

convexo.

Proposigao 1.2.2. Seja C C R™ um conjunto convexo. Entdo o interior de C, int (C),

¢ conjunto convero.
Demonstragao. Veja Proposicao 3.2.2, pagina 81 [24]. O

Usando a proposicao acima podemos conclui que int B;[a] = B.(a) é um conjunto

convexo.

Definigao 1.2.2. Dados z' € R™, Ay € [0,1], i = 1,---,m tais que Y " A\ = 1, o
ponto Y " ANiz' chama-se a combinagdo conveza de pontos z* € R™ com parametros A,

i=1,---,m.

Pela definicao 1.2.1, um conjunto convexo contém as combinagoes convexas de quais-

quer dois pontos do conjunto. A seguir, veremos que isso é equivalente a dizer que o
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conjunto contém todas as combinagoes convexas de qualquer ntimero de pontos do con-

junto.

Teorema 1.2.1. Um conjunto C C R™ € convezo se, e somente se, para quaisquer m € N,
zreCeA€l0,1],i=1,---,m, tais que Y_{", Ay =1, a combinagdo conveza ) ;- Azt
pertence a C.

Demonstracao. Veja teorema 3.2.1, pagina 83 [24]. H

Apresentemos outro conceito, sobre conjunto convexo, bastante 1til neste trabalho.

Definicao 1.2.3. Seja D C R™ um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, denotado

conv (D), é o menor conjunto convexo em R™ que contém D.

Fecho Convexo de D

Exemplo 1.2.3. Se D ¢ convezo, entdo conv (D)=D.
Exemplo 1.2.4. Seja S, (a) como definida na secao 1.1. Temos que conv (Sy(a)) = B,[a].

Como trata-se de uma intersecao de conjuntos convexos, segue da proposi¢ao 1.2.1 que

conv (C) é um conjunto convexo para qualquer C C R™.

Proposicao 1.2.3. Seja C C R™ um conjunto qualquer. O fecho convero de C € o
conjunto de todas as combinacoes convexas de pontos de C.

Demonstracao. Veja Proposicao 3.2.4, pagina 88 [24]. H

Para finalizarmos essa parte de conjuntos convexos observemos que o fecho convexo

de um conjunto compacto é compacto.
Proposigao 1.2.4. Seja C C R™ um conjunto compacto. Entao conv (C) é compacto.

Demonstragao. Vide Proposicao 3.2.5, pagina 90 [24]. ]
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Definicao 1.2.4. Se C C R™ ¢ um conjunto convexo, dizemos que a funcdo f: C — R é

convexa em C quando, para quaisquer x,y € C e A € [0, 1], tem-se

f(Ax + (1 —=A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y).

fiy)

fly)
ftx+{1-t)y)

E(x)+{1-t)fly)

tf{x)+{1-t)f(y)

fltxt{1-t)y) f(x)

2 teH{L-t)y y x By v

Funcdo Convexa Fungdo Ndo Convexa

Uma funcao f é concava se —f é convexa.
Exemplo 1.2.5. Toda funcao linear é convexa.
Exemplo 1.2.6. A funcao f: R — R dada por f(x) = e* € funcdao convezxa.

Exemplo 1.2.7. A func¢dio f : R™ — R dada por f(x) = (Ax,x), onde A € R(n,n) é

uma matriz simétrica semidefinida positiva, € func¢do conveza.
Exemplo 1.2.8. A fungdo f: (0,00) — R dada por f(x) =Inx € concava.

Definicao 1.2.5. O epigrafo de uma funcdio f: C — R € o conjunto
Er ={(x,0) e CxR; f(x) < o}

O teorema abaixo estabelece uma relacao entre a convexidade de uma funcao e seu

epigrafo.

Teorema 1.2.2. Seja C C R™ um conjunto convexo. Uma funcdo f: C — R € conveza

em C se, e somente se, o epigrafo de f € um conjunto convexro em R™ x R.
Demonstragao. Veja Teorema 3.1.4, pagina 76 [24] O

Como consequéncia do Teorema 1.2.2 e do Teorema 1.2.1, obtemos a seguinte propri-

edade de funcoes convexas.
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Corolario 1.2.1. Sejam C C R™ e f: C — R wma fun¢ao convera em C. Entdo para

quaisquer m € N, z" € C e Ay 20, 1=1,2,--- ,m, tais que )_;~ Ay = 1, tem-se que
m m
(X Az) < XA, (1.1)
i=1 i=1
Demonstragao. Veja Corolario 3.2.2, pagina 85 [24]. H

Definicao 1.2.6. O conjunto de nivel da fungao f : C — R associado a «x € R, € o
conjunto dado por

Le(a) ={x € C; f(x) < o}

O préximo resultado estabelece que conjuntos de nivel de uma funcao convexa sao

convexos.

Proposigao 1.2.5. Suponhamos que o conjunto C C R™ seja convexo e a fungao f: C —

R seja convexa em D. Entao o conjunto de nivel Lc(a) € convexo para todo « € R.
Demonstragao. Veja Teorema 3.4.1, pagina 142 [24]. ]

Observamos que a convexidade dos conjuntos de nivel de uma funcao nao é suficiente
para garatir a convexidade da funcao. Por exemplo, a funcao f: R — R, f(x) = x3 tem
conjuntos de nivel convexos, porém nao é convexa. As fungoes com a propriedade acima

chamam-se quasi—convexas .

Definicao 1.2.7. Seja C C R™ um conjunto convexo. Uma funcao f: C — R € quasi-

convexa em C quando os conjuntos Lc(a) sao convexros para todo « € R.
A caracterizagao abaixo sera bastante usada no capitulo 3.

Teorema 1.2.3. (Caracterizacao de Funcgoes Quasi-Convezas) Seja f : C — R, onde

C C R™ € nao vazio e convexo. A funcao f € quasi-convexa se, e somente se,
f(Ax + (1 —A)y) < max{f(x),f(y)} Vx,y e C, VA e [0,1].

Demonstracao. Veja [39]. O

Na sequéncia apresentemos algumas propriedades basicas das func¢oes convexas.
Notagoes: aff(C) ={> ", Aiz'; X" Ai=1,z2"€C} e
ri(C) ={x € C; B.(x) Naff(C) C C para algum r > 0}.
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Proposigao 1.2.6. Sejam C um conjunto convexo e fi,fq,--- i funcoes reais, conve-
zas tal que Ti(C) C dom(fy). Entao uma e somente uma das sequintes alternativas é
verificada:

(1) Ewiste x € C tal que fi(x) <0, para todoi=1,2,--- ,m;

(i1) Ezistem Ay =0 com Y " A =1 tal que Y " AMifi(x) >0 VxeC.

Demonstragao. Veja Teorema 21.1, pagina 186 [40]. H

A propriedade logo abaixo, estabele que somar fungoes convexas resulta em uma fungao

convexa.
Proposicao 1.2.7. Sejam C C R™ um conjunto convexo e f; : C - R, 1 =1,2,--- ,m,
funcgoes convexas em C. Entao para quaisquer iy = 0,1 =1,2,--- ., m, a funcao

m
f:C—oR, f(x)= Z wifi(x)
i=1
¢ convexa em C.
Demonstragao. Veja Proposicao 3.4.1, pagina 138 [24]. H

Agora estabeleceremos que o supremo de fungoes convexas também é uma fungao

convexa.

Proposicao 1.2.8. Sejam C C R™ um conjunto convexo e f; : C — R, i € I, funcgoes
convexas em C, onde I € um conjunto qualquer. Suponhamos que exista 3 € R tal que
fi(x) < B para todo x € C ei € 1. Entdo a funcdo
f:C—R, f(x)=supfi(x)
iel

é convexa em C.

Demonstragao. Veja Proposicao 3.4.2, pagina 138 [24]. ]

1.2.2 Subdiferencial de Funcoes Convexas
Antes de definirmos subdiferencial de uma funcao convexa, vejamos o seguinte teorema.

Teorema 1.2.4. Sejam C C R™ um conjunto nao vazio e convexo e¢ f : C — R uma

uncgao convexa. Entao, para todo x € int C, ewiste s = s(x) € al que
funga Enta tod int C St (x) € R™ tal

(s,y—x) +f(x) <f(y), YyeC.
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Demonstragao. Veja [40]. O
Assim podemos fazer a seguinte definicao:

Definicao 1.2.8. Seja f: C — R uma func¢ao. Dizemos que s € R™ é um subgradiente

de f no ponto x € C se
(s,y—x) +f(x) <fly), VyeC

O conjunto de todos os subgradiente de f em x chama-se subdiferencial de f em x e é

denotado por of(x).

Teorema 1.2.5. Seja f : C — R uma fungao convera. Entdo para todo x no interior

relativo de C, ri(C) , o conjunto 0f(x) € nao vazio, compacto e convexo.

Demonstragao. Veja Teorema 3.4.12; pagina 173 [24] ]

1.3 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Para finalizarmos nossas preliminares apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer. Usaremos este resultado na prova do Lema-KKM. Como em todos os resultados
deste capitulo, nao provaremos o Teorema de Brouwer.

Um ponto fixo de uma aplicacao f: C — C é um elemento x¢ € C tal que f(xy) = Xq.

Teorema 1.3.1. (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer) Se f: C — C € continua e con-

veza, com C C R™ convexo, compacto e nao vazio, entao existe xg € C tal f(xg) = Xo.

Demonstracao. Veja Teorema 2.5, paginas 10-11 [25] O



Capitulo 2

Problema de Equilibrio

Neste capitulo, vamos nos basear, em grande parte, nos trabalhos de Blum e Oettli
[5] e Tusem e Sosal21]. Apresentaremos o problema de estudo deste trabalho e mostra-
mos a importancia de estudé-lo, enfatizando em seus casos particulares, como por exem-
plo: Otimizacao Convexa, Problemas de Ponto Fixo, Complementaridade, Equilibrio de
Nash em Jogos Nao Cooperativos e Problemas de Desigualdade Variacional. Terminamos
este capitulo estabelecendo que nosso problema ¢ mais geral, mostrando um exemplo de

PE(f, C) que nao se encaixa como nenhum outro acima.

2.1 Definicao do Problema

4

O termo “ equilibrio” tem sido largamente usado em fisica, quimica, engenharias e eco-
nomia dentro de diferentes estruturas, dependendo sobre diferentes modelos matematicos.
Por exemplo, ele pode referir-se a estruturas fisicas ou mecanicas, processos quimicos, re-
des de telecomunicacoes. Em economia, ele geralmente referi-se a dinamica de oferta e
demanda, sistemas competitivos, ao explorar modelos matematicos em jogos nao coope-
rativos e no correspondente conceito de equilibrio desenvolvido por Nash [34].

Aqui consideramos Problemas de Equilibrio, associado f, C e denotado por PE(f, C),

segundo a formulacdo proposta por Blum e Oettli [5] o qual consiste em

Encontrar x* € C tal que
PE(f, C)
f(x*,y) > 0 para todo y € C,

onde

1. C C R™ é nao vazio, convexo e fechado;

14
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2. f: C x C — R é uma bifungao satisfazendo a condicao:
P1: f(x,x) = 0 para todo x € C.

O ponto de partida para o estudo deste problema é obter condigdes necessarias e/ou su-
ficientes para existéncia de solucoes de PE(f, C). E neste contexto, segundo a literatura,
tudo comegou, em 1972, quando Ky Fan [13] publicou sua famosa desigualdade mini-
max. Cabe ressaltar que segundo Castellani et al [4], Nikaido e Isoda [37] caracterizaram
equilibrio de Nash como as solugoes de PE(f, C) para uma funcao auxiliar apropriada, mas
nao consideraram o problema em si de um modo independente, isto por volta de 1955.

Problemas de equilibrio no formato acima comegam a ganhar o real interesse com a
publica¢do do seminal paper de Blum e Oettli [5], onde os autores mostram que, se além
de P1 f satisfizer

P2: f(x,:) : C — R é convexa e semicontinua inferior para todo x € C;

P3: f(-,y) : C — R é semicontinua superior para todo y € C,

PE(f, C) contém como casos particulares, problemas de otimizacao convexa, ponto fixo,
complementaridade, problemas de equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos, pro-
blemas de desigualdade variacional, dentre outros. Dando assim a real importancia em
estudar PE(f, C).

A seguir mostraremos como modelar os problemas listados acima para o nosso contexto

de equilibrio.

2.2 Casos Particulares e Modelagem

Esta segdo sera baseada em partes nos trabalhos [5], [21] e [4]. Além dos problemas
expostos nesta secao outras classes de problemas podem ser vistas no formato de PE(f, C)

como o leitor podera verificar nas referéncias citadas acima.

2.2.1 Problema de Otimizacao Convexa

Sejam h : R™ — R U {oco} uma funcao convexa, semicontinua inferior e prépria. O

problema de otimizacao convexa é definido como:

Encontrar x* € C tal que
(2.1)

h(x*) < h(y) para todo y € C,

onde C ={x € R™; h(x) < oo} é um conjunto convexo e fechado.
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Este problema surge em diversas aplicacoes e ja possuem uma teoria rica e bem de-
senvolvida, veja por exemplo o cldssico de Rockafellar [40] ou Solodov [24].

Uma das principais vantagens de estudar otimizagdao convexa, ao contrario da nao
convexa, ¢ que toda solucao para este problema ¢é global e também pela vasta gama de
métodos computacionais a disposigao.

Abaixo apresentemos dois exemplos simples.

Exemplo 2.2.1. (Fluxo em Rede) Considere uma rede (i.e, um grafo orientado) com
N nds e com arcos (direcionados) ligando cada par de nés. As varidveis do problema sdo
0s fluxos em cada arco: Xij denota o fluxo do né i para o ndj. Dadas as constantes cij, 0
custo do fluro ao longo do arco de i paraj € dado por cijxij. Assim, queremos minimizar

o custo total do fluxo na rede, dado por

n
C= E CijXij-
1.'7].

Cada fluzo deve obedecer das cotas inferiores (lij) e superiores (Wij), ou seja, 1y < x45 <
Uij. Em cada no, existem trocas com o meio externo a rede dadas por by, onde by > 0

se uma quantidade by entra na rede no ndé i e by < 0 se uma quantidade |by| sai da rede
n

no no i. Assumimos que E by =0, ou seja, o fornecimento externo € igual a demanda

i=1
externa. Além disso, em cada no hd a conservac¢ao do fluxo, ou seja, o total de fluxo que
entra no no i € wgual ao fluxo que sai do no 1.
Se formularmos esse problema como um programa linear, que € caso particular de oti-
mizag¢ao convexa, chegamos a

n
Minimizar E CijXij
17]:1
Sujeito a lij < Xij < Uij,

n n
E in+bi— E Xik:O.
k=1 k=1
Problemas de fluzo em redes tém vdrias aplicagoes em engenharia e logistica.

Vamos estabelecer a relacao entre Problema de Equilibrio e Problema de Minimizacao

Convexa através do seguinte resultado:

Teorema 2.2.1. Se f(x,y) = h(y) — h(x) para todo x,y € C, entao f satisfaz P1-P3.

Além disso, x* € uma solucao de (2.1) se, e somente se, x* € uma solucao de PE(f,C).
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Demonstracao. Temos que
P1. f(x,x) = h(x) — h(x) = 0 para todo x € C.
P2. f(x,-): C = R é convexa e semicontinua inferior para todo x € C.
De fato, primeiramente provemos a convexidade. Sejam y,z € C e t € [0, 1], desde que h

¢ convexa segue

fix,ty + (1—t)z) = h(ty+ (1 —1t)z) —h(x)
< th{y) + (1 —t)h(z) — th(x) — (1 = t)h(x)
= t[h(y) —h(x)] + (1 —t)[h(z) — h(x)]
= tf(x,y) + (1 — t)f(x,2).

e assim temos f(x,-) é convexa para todo x € C.
A semicontinuidade inferior de f(x, -) segue também do fato de h ser semicontinua inferior,

pois dada (y*), _,, uma sequéncia em C tal que y* — y tem-se

keN

liminf f(x,y*) = liminf [h(gk) — h(x)]

k——+o0 k—+o0

WV

lim inf h(y*) — h(x)

k—+o0

WV

h(y) —h(x)

f(x,y).

provando, portanto que para todo x € C ,f(x,-) é semicontinua inferior. Logo, P2 fica
verificada.
P3. f(-,y) : C — R é semicontinua superior para todo y € C.

Com efeito, dado (zk) uma sequéncia em C tal que z¥ — x, temos

keN

limsup f(z*,y) = limsup [h(y) —h(z")]

k—+o0 k——+o0

< h(y) + limsup ( — h(zk))

k——+o0

. 1 . k
= h(y) lim inf h(z")
< h(y) —hi(x)
= flx,y).

assim por definicao segue o desejado.

Agora, suponha que x* resolve o (2.1), ou seja, h(x*) < h(y) Vy € C. Dai, tem-se

f(x*,y) =h(y) —h(x") >0 vy e C.
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Logo, x* é solucao de PE(f, C). Reciprocamente, consideremos que x* é uma solucao de

PE(f, C), isto é, f(x*,y) >0 Vy € C. Entao
0 <f(x",y) =h(y) —h(x") = h{x")<hly) VyeC

Donde, x* é uma solucao de (2.1). Assim nosso Teorema fica provado. O

2.2.2 Problema de Ponto Fixo

Dado um conjunto fechado C C R™ e uma aplicacao continua T : C — C. O problema

de ponto fixo consiste em:

Encontrar x* € C tal que

T(x*) = x*.

(2.2)

A teoria de ponto fixo é uma das mais poderosas e importante ferramentas da ma-
tematica moderna. Ela é uma linda mistura de andlise, topologia e geometria. Em
particular, técnicas de ponto fixo tém sido aplicadas em diversos ramos da matematica,
assim como em economia e teoria dos jogos.

Em 1912, Brouwer publica [9], onde o autor prova um dos mais conhecidos teorema da
teoria e que leva seu nome, ja apresentamos uma versao deste resultado neste trabalho. A
Teoria de Ponto Fixo apresenta intimeras aplicabilidades, por exemplos: ele foi utilizado
por von Neumann para demonstrar a existéncia de uma solu¢cao minimax em jogos entre
dois jogadores ( veja paginas 310-311 [35] ). E, em 1950, Nash fez uso desta teoria
para provar em jogos nao cooperativos que todo jogo finito tem um ponto de equilibrio
( Teorema 1, [34] ).

Na sequéncia mostremos como (2.2) pode ser formulado no formato de um problema

de equilibrio.

Teorema 2.2.2. Assuma que f: C x C — R € dada por f(x,y) = (x —T(x),y — x).
Entao

(i) f satisfaz P1 — P3;

(i) T tem um ponto fizo se, e somente se, S(f,C) £ 0);

(iii) f é mondtona se, e somente se, (Tx — Ty, x —y) < ||x —yl|?, Vx,y € C.

Demonstragao. (i) Pela defini¢ao de f segue
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f(x,x) = (x — T(x),x —x) = 0 donde P1 fica verificada.
Agora, seja (y*)ren sequéncia em C convergindo para y, com isso y € C ja que C é

fechado. Da continuidade do produto interno, temos

liminf f(x,y*) = liminf(x — T(x),y* —x)
k—o0 k—o0

= (x—Tx),y—x)

= f(x,y)

e assim f(x,-) : C — R é semicontinua inferior. Considerando uma sequéncia (z*)ycy em

C convergindo para x € C, pela continuidade de T e do produto interno segue

lim sup f(zk,y) = lim SUp(Zk — T(Zk)uy - Xk>
k—o00 k—o00

= <X—T(X),y—x>

= f(x,y),

o que implica que f(-,y) : C — R é semicontinua superior.
Da linearidade do produto interno obtemos que f(x,-) é convexa. Portanto, P1, P2 e P3
sao verificadas.

(ii) Suponha que x* € C é tal que T(x*) = x*. Entao para todo y € C temos
fix*,y) = x*—T(x"),y —x") = (0,y —x") = 0.

Logo x* € S(f,C).
Reciprocamente, assuma que S(f,C) # (). Considere x* € S(f,C) e escolha y = T(x*),

assim segue que

0<f(x"y) = X —=TK),y—x"
= —||T(x*) — x|

*

Implicando || T(x*) —x*|| =0, ou seja, T(x*) = x*.

(iii) Veja que

f(XaU)+f(U7X) = X_T(X)ay_x>+<y_-r(y)ux_y>
Tx)—=x+y—Ty),x—y)
T =Ty x—y) +{y—xx—y)

{
{
{
(TO) = Tly),x—y) — Ix—yl*, VxyeC (2.3)
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Portanto, o fato de f ser monétona (i.e. f(x,y) + f(y,x) < 0) é suficiente e necessario

para que se tenha (T(x) — T(y),x—y) < [[x—yl|]* Vx,y € C. O

Obs 2.2.1. Em particular, se T € ndao expansivo, i.e. ||[T(x)—T(y)| < [[x —yl, para
todo x,y € C, entdo seque que f é mondtona. De fato, usando (2.3) e a desigualdade de

Cauchy-Schwartz tem-se

fx,y) +fly.x) = (T(x)—T(y),x—y)—[x—y|’
IT) = Tllx —yll = IIx—y|?
Ix =yl = IIx—y|?

0,

NN

para todo x,y € C. Logo, f € mondtona.

2.2.3 Problema de Complementaridade

Nesta subsecao, definimos problema de complementaridade, tecemos alguns comentarios
sobre este problema, faremos uma aplicagao deste problema que pode ser encontrada em
Isac [18] e por fim mostraremos que resolver complementaridade é equivalente a resolver
um PE(f, C), para f conveniente.

Seja T : C — R™ uma aplicacao continua. O problema de complementaridade consiste

em

Encontrar x* € C tal que
T(x*)e Cre <x*,T(x*)> =0,

onde, C C R™ é cone convexo, fechado e C* ={y € R™; (y,d) > 0 V d € C} seu cone

PC(T,C) :

polar.

Varios problemas surgidos em matematica e areas afins, como por exemplo: Economia,
Mecanica, Engenharia, dentre outros. Podem ser estabelecidos no formato PC(T,C), o
leitor interessado deve consultar [18] para detalhes.

Segundo George Isac[18], a origem do problema de complementaridade esté talvez no
Teorema Karush—-Kuhn—Tucker para programagao nao-linear ( o qual fornece condigoes
necessarias de otimalidade quando certas condigoes de diferenciabilidade sao satisfeitas )
ou talvez no paper de Du Val [11]

A teoria de complementaridade extrai sua importancia e desenvolvimento do fato

dela unificar problemas em varias dreas do conhecimento, tais como: otimizacao em RT,
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teoria dos jogos, a teoria de equilibrio em um economia competitiva, engenharia, teoria
de elasticidade, maximizacao de producao de dleo, calculo de pontos fixos e etc. Algumas
dessas aplicagoes sdo encontradas nos trabalhos de George Isac [18] ou Ferris[14].

Na sequéncia, apresentamos um exemplo que pode ser formulado no formato de
PC(T,C).

Consideremos um sistema com n diferentes mercadorias (bens de consumo) e m co-
merciantes comprando e vendendo estas mercadorias.

Sejam ut : R™ -+ R (i = 1,2,--- ,m) funcoes de utilidade de cada comerciante.
Assim, certamente cada comerciante desejara resolver o problema:

max  u‘(x), (2.4)
s.a (p,x) < (p,wh)

onde

P = (p1,P2, -+ ,Pn) — vetor prego, i.e, p; é preco do i-ésima bem (p; = 0);

wh = (wh wi, .-+ wt) — vetor de mercadorias disponivel ao i-ésimo comerciante;

X = (X1,X2,- - ,Xn) — vetor de bens que cada comerciante deseja obter.

Portanto, cada comerciante deseja maximizar sua utilidade, w, sujeito a uma restricao
orgamentéria, (p, w').

Se uma solugao de (2.4) é denotado por x'(p), consideremos a fungao f : R™ — R"

definida por

i=1

a qual chamamos de funcao excesso de demanda.

Neste caso, a Lei de Walras afirma que, para o prego equilibrio p temos, f(p) € R e
(p,f(p)) =0 (Veja Mas-Colell, paginas 580-581 [29]).

Isto é, temos que encontrar o equilibrio economico. Neste caso é necessario resolver o

seguinte problema de complementaridade:

Encontrar p € R tal que
f(p) eRT e (p,f(p)) =0,

onde C = R" implicando que C* =R% e T = f.

PC(f,C):

Agora sabendo da grande importancia do problema de complementaridade em varias
areas do conhecimento, vamos apresentar a relacao entre esse problema e o problema

de relevancia desta dissertacao que é o problema de equilibrio. Veremos que resolver
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um problema da teoria de complementaridade é equivalente a resolver um problema de

equilibrio.

Teorema 2.2.3. Sejam T e C como em PC(T,C). Se f(x,y) = <T(x),y —x> para todo
x,y € C, entao f satisfaz P1 — P3. Além disso, x* € uma solugio de PC(T,C) se, e

somente se, x* € uma solugdo de PE(f,C).

Demonstra¢ao. Temos que (P1) é 6bvio, pois f(x,x) = <T(x),x—x> = <T(x), O> = 0 para
todo x € C. Agora considere a fungao f(x,-) : C — R dada por f(x,y) = <T(x),y — x>,
(P2) segue das afirmagoes.

Afirmacao 1. f(x,-) é convexa.

Dados y,z € C et € [0,1] como C é cone convexo segue que (1 —t)y +tz € C. Assim,

tem-se

fix,(1—thy+tz) = (T(x),(1—t)y+tz—x)
= (T(x),(1 -ty +tz— (1 —t)x — tx)
= (T(x),(1—t)(y—x) +tlz—x))
= (1—t)<T(x),y—x>+t<T(x),z—x>

= (1—=1v)f(x,y) + tf(x,z).

Portanto, a afirmagao 1 fica provada.
Afirmacao 2. f(x,-) é semicontinua inferior para todo x € C.
De fato, considere (y*)ren uma sequéncia em C tal que y* — y, desde que C seja fechado

segue que y € C. Dai, pela continuidade do produto interno
. . kY _ 1: . k _ . _
h]glolo}f f(x,y*) = h]gl(gf (T(x),y* —x) = (T(x),y —x) = f(x,y).

Logo, f(x, ) é semicontinua inferior para todo x € C.

Mostremos agora que a funcao f(-,y) : C — R dada por f(x,y) = <T(x),y — x> é
semicontinua superior para todo y € C. Para isso, seja (z*)eny uma sequéncia C tal que
z* — x, C sendo fechado temos x € C. Usando a continuidade de T e do produto interno
segue,

limsup f(z*,y) = limsup (T(z*),y — 2*) = (T(x),y — x) = f(x,y).

k—o0 k—o0

Portanto, f(-,y) é semicontinua superior e assim (P3) fica provada.

Suponha que x* seja solu¢ao do problema de complementaridade, entao T(x*) € C* (i.e,
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(T(x*),y) >0, YyeC)e (T(x*),x*")=0. Assim,
f(x*,y) = (T(x*),y —x*) = (T(x*),y) > 0.

Logo, x* é solugao do problema de equilibrio.
Reciprocamente, suponha que x* seja solu¢ao de PE(f, C), entao f(x*,y) = <T(x*),y —

x*) >0, Yy € C. Assim, tomando y = 2x* temos
0 <(T(x")y —x") = (T(x"),x7) (2.5)
e por outro lado, tomando y = 0, segue
0 < (T(x"),y—x*) =(T(x*), —x*) = —(T(x*),x"). (2.6)

Dessa forma de (2.5) e (2.6) tem-se <T(x*),x*> = 0 e portanto <T(x*),y> > 0 para todo
y € C,ie, T(x*) € C*. Logo, x* é solugao de PC(T, C). ]

2.2.4 Problema de Equilibrio de Nash em Jogos Nao Coopera-

tivos

Segundo Bortolossi et al [6], a Teoria dos Jogos pode ser definida como a teoria dos
modelos matematicos que estuda a escolha de decisoes étimas sob situacgoes de conflito.

Ainda segundo Bortolossi et al [6], em seu inicio, a teoria dos jogos chamou pouca
atencao e foi o matematico John von Neumann que mudou esta situacao. Quando 1928,
ele demonstrou que todo jogo finito de soma zero com duas pessoas possui uma solugao em
estratégias mistas [35]. John von Neumann, que trabalhava em muitas dreas da ciéncia,
mostrou interesse em economia e, junto com o economista Oscar Morgenstern, publicou
o cldssico “The Theory of Games and Economic Behaviour” [36] e, com isto, a teoria dos
jogos invadiu a economia e a matematica aplicada.

Na teoria do jogos ha uma divisao entre jogos cooperativos e nao cooperativos. Nos jo-
gos cooperativos admite-se que os jogadores ajustem entre eles uma escolha de estratégias,
assim os jogadores podem fazer acordos/contratos que influenciarao os resultados do jogo.
No nao cooperativo as decisoes dos jogadores sao baseadas apenas em seu auto interesse
e portanto, cada competidor escolhe sua estratégia sozinho.

Em 1950, o matematico John Forbes Nash publicou importantes artigos para a teoria

dos jogos nao cooperativos. Em [33, 34], Nash provou a existéncia de um equilibrio de
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estratégias mistas para jogos nao cooperativos, denominado Equilibrio de Nash, e sugeriu
uma abordagem de estudo de jogos cooperativos a partir de sua reducao para a forma
nao cooperativa.

Caminhemos a estabelecer o problema de equilibrio de Nash.

Consideremos um conjunto com m-jogadores que denotamos por I = {1,2,--- ,m}.
Para cada jogador i € I, associemos um conjunto de estratégias, digamos que C; C R™ o
qual assumimos ser nao vazio, convexo e fechado. Denotemos C = C; x Co X --- X Cppy, 0
conjunto de todas as estratégias dos m-jogadores, o qual chamamos espago de estratégias
do jogo. Para cada competidor i € I, considere uma funcao continua

f; : C — R
x — fi(x)
a qual é convexa no i-ésimo argumento e que associa o ganho (payoffs ou custo), f;, do
i-ésimo jogador a cada estratégia x € C.
O Problema de Equilibrio de Nash em Jogos Nao Cooperativos associado a {Cilier e

{fi}ie1 consiste em:

Encontrar x* = (x{)ic; € C tal que Viel 2.7)
fi(x*) < filxy, - X, Y, X, x5 Yy € Gy
Em outras palavras, isto nos diz que nenhum jogador tem qualquer ganho por mudar
apenas suas estratégias. O ponto x* é chamado de equilibrio de Nash.
Em 1994, John Nash recebeu o prémio Nobel de economia por suas contribuigoes para

a teoria dos jogos.

A seguir, apresentamos um exemplo bastante conhecido da teoria dos jogos

Exemplo 2.2.2. (O Dilema dos Prisioneiros) A situacao € a sequinte: dois ladroes
sao capturados e acusados de um mesmo crime. Presos em selas separadas e sem po-
derem se comunicarem entre si, o delegado de plantdo faz sequinte proposta: cada um
pode escolher entre confessar ou negar o crime. Se nenhum deles confessar, ambos serao
submetidos a uma pena de 1 ano. Se os dois confessarem, entao ambos terao pena de 5
anos. Mas se um confessar e o outro negar, entdo o que confessou serd libertado e o outro
serd condenado a 10 anos de prisao. Neste contexto, temos
I ={1,2}, C; ={confessar, negar}, Co ={confessar, negar} e

C ={(confessar, confessar), (confessar, negar), (negar,confessar), (negar,negar)}
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As duas fungoes payoff f1: C = R e fy: C — R sao dadas por
f1(confessar,confessar) = —5,  fi(confessar,negar) = 0,
f1(negar,confessar) = —10,  f1(negar,negar) = —1
representa os ganhos do primeiro ladrao e abaixo temos os ganhos do sequno ladrao
fo(confessar,confessar) = =5,  fy(confessar,negar) = —10,
fo(negar,confessar) =0,  fy(negar,negar) = —1.

Observe que (confessar,confessar) é o Equilibrio de Nash para este problema, pois se um
prisioneiro confessar e o outro nao, aquele que nao confessou fica preso na cadeia 10
anos, ao invés de 5 anos, se tivesse confessado. Veja também que o equilibrio de Nash

nem sempre € a melhor solugcao do problema, jd que a mesma deveria ser (negar,negar).

Estabeleceremos a seguir a relagao entre equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos

e problema de equilibrio.

Teorema 2.2.4. Se f: C x C — R € dada por

m

f(xay) = Z (fi(xla o XL Y X, axm) —fi(X)),

i=1

entao f satisfaz P1 — P3. Além disso, x* € C é um equilibrio de Nash se, e somente se,

x* € S(f, C).

Demonstragio. Veja que f(x,x) = Y " (fi(x1, -+, Xio1, X, Xi41, -+, Xm) — i(x)) =0 e
assim P1 é verificada.

Da continuidade das f; segue

liminf f(x,y*) = liminf Y (fi(x1, -, %1, Y& xier, -, xm) — fi(x))
k—o0

= Z (Filx1, -+ X1, Ui, Xig1, o+ 5 Xm) — fi(x))

i=1
= f(x,y),
para qualquer sequéncia {y*} de C convergindo paray € C e para qualquer {z"} sequéncia

em C convergindo para z € C, temos

k—o00 k—o00

m
limsup f(z°,y) = lmsup Y (fi(xF, - 28y 2, z8) — fi(29)
i=1

m

= Z (filz1, -+ Zic1, Y, Zig1, -+ 5 Zm) — Fi(2))

i=1

= f(z,y).
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Agora, sejam y,z € C e A € [0,1]. Pela convexidade de C e das f; em cada argumento
obtemos

f(x, (1=Ay+2Az) = Z (fi(xh o Xien (L= AJYs + Az, Xig, o0, Xm) — fi(X))

i=1

m
< (]- _?\) Z (fi(xlv o Xi—1, Uiy Xig1, 7Xm) - fl(x)) +

i=1

+7\Z (filx1, X1, 24, Xig1, o+ Xm) — Ti(x))

i=1

= (1=A)f(x,y) + Af(x,z).

Portanto, P2 e P3 sao validas.
Suponha que x* € C é equilibrio de Nash, isto é, (2.7) é obtida para todo i € I, entdo

segue

m
f(X*,y) - (fi(XT, T 7X>ik717yivxz<+17 U 7X¢n) - fi(x*))
i=1
2 07 vyl S Ci
ou seja, x* € S(f, C).
Reciprocamente, Se x* € C satisfazendo que f(x*,y) > 0 Vy € C, entdo para qualquer
i€ 1, tome y € C tal que y; = xj para qualquer j = 1, obtemos

*

0< f(X*,y) - fi(XI,--- 7X>ik—17yivxz<+17"’ 7Xm) _fi(X*)'

Logo, x* é um equilibrio de Nash. O

2.2.5 Problema de Desigualdade Variacional

Segundo Anna Nagurney [32], a teoria das desigualdades variacionais foi introduzida
por Philip Hartman e Guido Stampacchia no artigo [16] para o estudo de equagoes di-
ferenciais parciais, publicado em 1966. Contudo, segundo o préprio Stampacchia [42] o
primeiro teorema de existéncia para desigualdade variacional foi provado em [41].

Na sequéncia, definimos o problema de desigualdade variacional e adiante trabalhare-

mos dois modelos deste problema.

Definicao 2.2.1. Sejam C wum subconjunto ndao vazio, convero e fechado de R™ e T
uma aplicacao continua de R™ em si mesmo. O Problema de Desigualdade Variacional,

denotado por VIP(T, C), € encontrar um vetor x* € C tal que

(T(x"),y—x*) >0, VyeC. (2.8)
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Desigualdade variacional tem oferecido uma grande possibilidade de aplicacoes a varios
problemas fundamentais da matematica pura e economica, da fisica matematica, engre-
nharia, dentre outras. O leitor que deseje aprofundar seus conhecimentos nesta area,

encontrara em [25] um 6timo alicerce para inicio de trabalho e vasta gama de aplicagoes.

Exemplo 2.2.3. Seja h: [a,b] — R uma funcao derivdvel. Buscamos o ponto xy € [a, b]
para o qual

f(xo) = Xg[lcilnb} f(x)

Treés situacoes pode ocorrer:
(i) se a < xo < b, entdo f'(xg) = 0;
(ii) se xo = a, entdo f (xg) > 0;
(i) se xo = b, entdo f'(xo) < 0.
Consequentemente, o ponto xq satisfaz a desigualdade variacional

!

fxo) (x—x9) >0 Vxe€la,bl.

Exemplo 2.2.4. Seja C C R™ convezo, fechado e h: C — R uma funcgao diferencidvel.

Novamente desejamos caracterizar o ponto xog € C tal que

h(xg) = min h(x).

xeC
Assuma xg € um ponto onde o minimo € realizado e seja x € C. Desde que C € convexo,
o segmento (1 —t)xg +tx =xo + t(x —xp), 0 < t < 1, pertence a C.
A fungao
P(t) = h(xo +t(x —x0)), 0<t <,
atinge seu minimo em t =0, assim como no exemplo acima

/

P (0) = (Vf(x0),x —x0) =0, para qualquer x € C.
Consequentemente, o ponto xg satisfaz a desigualdade variacional
(Vf(xo),x —%x0) =20 V¥x € C.

Mostremos na sequéncia a relacao entre VIP(T, C) e problema de equilibrio. Para isto
consideremos VIP(T, C) em dois formatos:

Dado um conjunto fechado, convexo C C R™ e uma aplicacao T : R™ — R™, temos

Encontrar x* € C tal que

VIP(T,C):
<T(x*),y —x*> >0, YyeC.
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Seja P(R™) o conjunto das partes de R™. Se T : R™ — P(R"™) é uma aplicacio
ponto-conjunto, com T(x) um conjunto compacto, convexo, ndo vazio para todo x € C,

tem-se

_ Encontrar x* € C e u* € T(x*) tal que
VIP(T,C):
(u',y—x*) >0, VyeC.

Para estabelecermos nosso resultado de equivaléncia entre VIP(T, C) e PE(f, C) neces-

sitaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.1. Sejam K um conjunto compacto, convexo e C um conjunto convexo. Con-
sidere p : K x C = R uma funcdao satisfazendo:

(a) p(-,y) : K= R € concava e semicontinua superior para cada y € C;

(b) p(x,-) : C = R € convexa para cada x € K.
Assuma que

maxp(x,y) >0, VyecC.

x€eK
Entao existe x* € K tal que p(x*,y) >0, VyeC.
Demonstracao. Assuma por contradicao que a conclusao nao é verdadeira. Entao para
todo x € K existe y € C e ¢ > 0 tal que p(x,y) < —e.
Assim, considerando os conjuntos A(y, €) :={x € K ; p(x,y) < —e}, temos:
(i) sao abertos, pois tomando (z*) uma sequéncia em A(y, e)¢ tal que z* — x temos
pela semicontinuidade superior, item(a), que x € A(y, )¢ e assim A(y, ¢) é aberto.
(ii) formam uma cobertura o conjunto compacto K.
Pela definicao de conjunto compacto, Definicao 1.1.6, K admite uma subcobertura finita,
digamos,
Alyte) (i=1,2,---,m).
Tomando € = miin ei. Entdo de K € UL, Ayt e1), segue
1gi<nmp(x,yl) <—e VxekK

Desde que, as funcoes p(-,y') sdo concavas, temos que a funcao g : K — R definida por

g(x) = —e —p(x,y")

é convexa para cada y' fixado. Como g(x) > 0, V x € K, pela proposicao 1.2.6, existem

Ai > 0com Y " Ay =1 tal que

m
D Aig(x) 20, VxeK.
i=1
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Assim temos
_ iA i Pl y)
= —e—;xip(x,yi),

e portanto ) ;" Aip(x,y') < —¢ para todo x € K. Agora, pela convexidade da fungao
p(x,-), item (b), com § = Y " Ay' temos p(x,y) < —e para todo x € K. Logo,

maxyxek P(x,7) < 0, contradizendo a hipdtese do Lema e entao obtemos o desejo. H

Teorema 2.2.5. Temos que:

(1) Definindo f: C x C — R por f(x,y) <T x>. Seque que P1, P2 e P3 sao
verificadas e x* € solugcao de VIP(T,C) se, e somente se, x* € solugdo de PE(f, C);

(i1) Definindo f: C x C — R pondo f(x,y) = max <u Yy — x> Seque P1, P2 e P3

ueT(x
sao satisfeitas e x* resolve PE(f, C) se, e somente se, ]unto com algum w* € solucao de

VIP(T, C).

Demonstracao. (1) Suponha que x* é resolve PE(f, C), entdo pela definicao de f temos
<T(x*),y — x*> > 0 para todo y € C. Logo, x* é resolve VIP(T,C). Reciprocamente,
suponha que x* soluciona VIP(T, C), entao tem-se que para todoy € C, <T(x*),y —x*> >
0, isto é, f(x*,y) > 0, para todo y € C, assim x* é solugao de PE(f, C).

Provemos agora (ii). Se x*, u* resolvem VIP(T, C), (i.e., x* € C, u* € T(x*)), entdo

f(x",y) = max <uy—x> (u',y—x*) >0, YyeC,

weT(x
e dai x* satisfaz PE(f,C). A reciprocamente, suponha que x* é solucao de PE(f,C).
Tomando K = T(x*) e p(x,y) = <x,y —x*>. Da continuidade e convexidade do produto
interno (em cada argumento) e segue que as hipdteses do Lema 2.2.1 sao verificada. Logo,

existe u* solucao de VIP(T, C). H

2.3 A Generalidade do Problema de Equilibrio

Para finalizarmos este capitulo vamos mostrar, através de um exemplo, que PE(f, C)
é de fato uma genuina generalizacao, no sentido que existem problemas PE(f, C) no qual

nao se ajusta ao formato de tais casos particulares.
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Exemplo 2.3.1. Considere C = R? e f: R? x R? — R U {400} definida por

0, y) = [lylI* — [Ixl” + x1y2 — x2y1, (2.9)

onde x = (x1,%2), Yy = (Y1,Y2) e ||| # 0. Entdo
1- f satisfaz P1 — P4.

De fato, sejam x,y,z € R? et € (0,1)

P1L. f(x,x) = ||x]|? — [|x||* + x1%2 — x2%1 = 0

P2.

fix,(1—thy+tz) = [[(1—t)y+tzl]> =[x+ x: [(1 = )y + tzo] — x2[(1 — t)y; + tz4]
= |1 =ty +tz]|* = ||x]|* + (1 — t)x1ys + tx1zo — (1 — t)xoy; — txozy
< (=) [Jyl1* = I +xy2 —xoya] + t{llz]* = [[x]|* + x122 — x021]

= (1—=1t)f(x,y) + tf(x, z).

Logo f(x,-) € conveza.

Agora seja {y* = (y¥,y5)} uma sequéncia em R? tal que y* —y. Assim

liminf f(x,y*) = liminf [[[y*|* — ||x]|* + x1y5 — x2y7]
k—o00 k—o0
= liminf |[y*|* — ||x||* + %1 lim inf y§ — x5 lim inf y*
k—ro00 k—o00 k— 00
= [lyll* = IIX[I* + x1y2 — X2y
= flx,y).
Logo, f(x,-) é semicontinua inferior para todo x € C.

P3. Seja {z" = (z¥,zX)} uma sequéncia em R? tal que z° — x, isto €, z¥ — x; e

z5 — xy. Dai

“IIP + 21y — 25y

I

limsup f(z,y) = limsup [|ly[*— ||z

k—o00 k—o0

= |jy||* + lim sup(—||z +ys lim sup z¥ — y; lim sup z¥
k—o0 k—o0

k—o0
= Iyl = %[ + x1y2 — x2ys
= f(x,y).

Logo a funcao f(-,y) € semicontinua superior para todo y.

P4. Temos que f € mondtona, i.e, f(x,y)+ f(y,x) <0 Vx,ye C. Com efeito,

f(x,y) + fly,x) = [|[yl* = IIX]I* + x1y2 — xau1 | + [Ix[I* = [[y]|* + y1x2 — yo2x1] = 0.
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2. Nao existe h: R? — R tal que f(x,y) = h(y) — h(x).
De fato, desde que ||x|| # 0 tem-se f, como em (2.9), nao pode ser separada na forma
acima.

3. Nao existe T : R? — R? tal que f(x,y) = (x — Tx,y — x).
Com efeito, se existisse T : R? — R? tal que f(x,y) = (x—Tx,y —x) para todo x,y € R?.

Tome x € R? com ||x|| # 0 e tomando também, respectivamente, y = 2x ey = 3x obtemos

(x = Tx,x) = 4||x||2 — ||x||2 + 2X1Xg — 2XoX] = 3||x||2 (2.10)

(x — Tx, 2x) = 9|x||* — ||x[|* + 3x1%2 — 3xax1 = 8]|x]|?,

donde seque

(x — Tx,x) = 4|x||? (2.11)

De (2.10) e (2.11) obtemos ||x||* implicando em ||x|| =0, o que contradiz o fato de temos
assumido que ||x|| # 0. Logo ndo pode existir T nas condigoes acima.

4. Nao existe T : R? — R? tal que f(x,y) = (Tx,y — x).
Com efeito, suponha que tal aplicagao T nas condi¢des acima exita e entdo assumindo
Ix|]| # 0 tomey = 2x ey = 3x, respectivamete. Repetindo o processo andlogo ao item
anterior, obtemos a mesma contradicao do item 3. Logo, concluimos que tal aplicacao T
nao pode existir.

5. Nao eziste T : R? — P(R?) tal que f(x,y) = urészx(}i)(u,y —X).
Com efeito, seque de modo andlogo ao anterior.

Em Tusem e Sosa [21], os autores apresentam uma forma geral do exemplo acima, o qual
apresentaremos a seguir contudo devido a semelhanca nas demostragoes nao entraremos

em detalhes nas mesmas. O leitor interessado pode ver (Proposicao 2.6 [21]).

Exemplo 2.3.2. Considere C =R™ e f : R™ x R™ — R U {400} definida por f(x,y) =
y'Ay + x'By — x*Ax, onde B € R™™™ ¢ matriz antissimétrica, e A € R™™™ ¢ matriz
semidefinida positiva, satisfazendo x*Ax > 0 para algum x € R™. Entao

1. f satisfaz P1 — P4,

2. Nao eziste h: R™ — R tal que f(x,y) = h(y) — h(x),

3. Nao eziste T: R™ — P(R™) tal que f(x,y) = max (u,y —x) para todo x,y € R™,

ueT(x)
4. Nao existe T : R™ — R™ tal que f(x,y) = (x — Tx,y — x) para todo x,y € R™.
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Resultados de Existéncia

Neste capitulo, vamos nos basear nos trabalhos de Ky Fan [13], Brézis et al [7], Blum
e Oettli [5], Bianchi e Pini [3], Castellani et al [4], Iusem et al [20] e Iusem e Sosa [21].

Vimos no capitulo anterior, que problema de equilibrio é definido como segue

Encontrar x* € C tal que
PE(f,C) :
f(x*,y) > 0 para todo y € C,
onde
1. C é subconjunto nao vazio, convexo e fechado de R™,
2. f: C x C — R é uma bifuncao satisfazendo a condigao:

P1: f(x,x) = 0 para todo x € C.
O conjunto solucao de PE(f, C) é denotado por

S(f,C) ={x* € C:f(x*,y) =0 Wy € C).

Vimos também que PE(f, C), sob certas condi¢oes, contém como casos particulares,
problemas de otimizagao convexa, problemas de desigualdade variacional, problemas de
equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos, dentre outros. Mostrando assim a im-
portancia de estudar essa classe de problema.

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados de existéncia de solugoes para pro-

blema de equilibrio encontrados na literatura, desde os trabalhos pioneiros de Ky Fan [13]
e Brézis et al [7], publicados em 1972, passando pelo artigo Blum e Oettli [5], que em 1994
formalizaram o que vem a ser um problema de equilibrio, e chegando aos mais recentes
como os de Iusem e Sosa [21], Iusem et al [20].

Trazemos ainda algumas condigoes necessérias e/ou suficientes que garantem a existéncia

de tais solucoes, por exemplo: compacidade, coercividade, pseudomonotonicidade, etc.

32
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3.1 Usando Compacidade e Coercividade

Nesta sec¢ao, vamos nos basear nos artigos de Ky Fan [13], Brézis et al [7], Blum e
Oettli [5], Bianchi e Pini [3] e Castellani et al [4].
Comecgamos apresentando um resultado devido a trés poloneses: Knaster, Kuratowski,

Mazurkiewicz. Resultado este que serd de grande utilidade ao longo deste capitulo.

Lema 3.1.1. (KKM [26]) Seja C um subconjunto arbitrdrio de R™ e F: C — P(R™) uma
aplicagdo ponto-conjunto tal que, para caday € C, F(y) € fechado.
Suponha que
()Y Y1,Ya2, -+, Ym € C, conv({ys, Yo, - -, ym}) € UjZ, Fly;).
(i1) Eziste yo € C tal que F(yo) € compacto.
Entio (yec Fly) # 0.

Demonstracao. Devido ao Teorema 1.1.2, basta que para qualquer subconjunto finito
D={yi,y2,--- ,ym}em C

m

ﬂ (UJ) # 0,

j=1

pois provando que a familia de conjuntos fechados {F(y) N F(yo)}yec tem a propriedade
de intersecao finita. Desde que, F(yq) é compacto e ﬂyec (y) = ﬂyec[F(U) N F(yo)l,
teremos o desejado.

Para a prova do caso finito faremos nosso argumento por contradi¢ao. Para isto, suponha
m

que exista D ={y1,Y2, -+ ,Ym} um conjunto finito em C com m F(y;) = 0.
j=1

Defina,
f : conv(D) — R™
Z dr(y;) (V)y;
v — j:; ,
Z dr(y; (V)
j=1
onde dy,(v) = inf [jv—z|| a qual existe pois, F(y;) é fechado.

z€F(y;)
Verificaremos que a aplicagao acima esta bem definida e satistaz as hipéteses do Teorema

do Ponto Fixo de Brouwer e isto ajudara a gerar uma contradicao.
(a) f estd bem definida.

Com efeito, como ﬂJn;l F(y;) = 0, temos que v ¢ F(y;) para algum j = 1,2,--- ,m.

Portanto, Z dr(y;) (V) > 0 e assim f estd bem definida.
j=1
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(b) f(conv(D)) C conv(D).

De fato, dado v € conv(D), tem-se que

f(v) =

2ty Ay (V) - y; i
=) MNYj,

Zjnll dr(y;) (V)

dr(y) (V)

onde A; = W e desde que A; > 0 com Z A; = 1, obtemos f(v) C conv(D), ou
)

j=1
seja, f(conv(D)) C conv(D).

(c) f é continua, pois do capitulo 1 sabemos que dg(y;)(+).
Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, f : conv(D) — conv(D) possui um

ponto fixo, digamos z € conv(D). Definindo o conjunto D' = {y; € D |z & F(y;)} entao

D drgyy) (2)y;

z=1(z) =2

—1 -y )
m Yj, (3.1)
Z dF(yj)(Z) yJeD Z dF (yj)

i—1 yJED

pois no caso onde z € F(y;), tem-se dg(y;)(z) = 0. De (3.1) e da definicao de fecho

convexo temos z € conv(D’). Contudo, desde que z € conv(D U F(y;) tem-se
y]ED
que z € F(y;) para algum y; € D’, o que contradiz a definicdo de D’. Portanto, temos

m

[ Fly;) # 0.

j=1
Assim, do comentario feito no inicio desta demonstracao concluimos este lema. O
Obs 3.1.1. Ky Fan [12], em 1961, estendeu este resultado para espacos de dimensdao

mfinita.

Como ja comentamos neste trabalho, a historia dos resultados de existéncia de solugoes
para problemas de equilibrio comecou, em 1972, quando Ky Fan provou a seguinte desi-

gualdade minimax, a qual constituird nosso primeiro teorema de existéncia.

Teorema 3.1.1. (Ky Fan) Seja C um subconjunto convexo, compacto e nao-vazio de R™.
Se uma bifuncao f: C x C — R satisfaz:

(1) f(-,y) : C = R € semicontinua superior para caday € C;

(il) f(x,-) : C — R € quasi-convexa para cada x € C,

entao existe um ponto x* € C tal que

inf f(x*,y) > inf
ynelcf(x,y) Jinf f(w,w).
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Demonstracao. Denotemos por @ = infC f(w,w). Vamos provar que existe x* € C tal
we

que f(x*,y) > u para todo y € C. Para cada y € C, considere o conjunto

Fly) ={x e Clf(x,y) > uh

Veja que para obtemos x* € C, nas condigoes acima, basta verificar que a interseccao dos
F(y) é nao vazio. Ou seja, verificar que F(y) satisfaz as hipétese do Lema-KKM.
Afirmacao 1. F(y) é fechado para todo y € C.

De fato, seja (z")ren uma sequéncia em F(y) tal que zX — x. Desde que z* € F(y)
temos que f(z*,y) > 1 e como f é semicontinua superior no 1¢ argumento (item i) tem-se
< limsup f(2*,y) < f(x, y).

k—>00
Portanto, x € F(y) o que prova a afirmagao 1.

Afirmacgao 2. O fecho convexo de qualquer subconjunto finito {yi,ys, -+ ,ym} de C estd
m m

contido em U F(y;), ou seja, conv({y1,Yz, -+ ,Yym}) C U F(y;).
j=1 j=
Com efeito, assuma que essa afirmacao seja falsa. Entao existe um conjunto fi-

nito {y1,Ya, -+ ,ym} C C tal que conv({ys, Yz, -+, ym}) & UF(U)')- Assim, existe
X € COTlV({yl,yg, ,ym}) que nao pertence a F(y]) para todo ) =1,2,---,m. Da Pro-

posicao 1.2.1, existem & > 0 (1 <j < m) com Z o5 = 1, tal que x = Z ®;Yyj. Desde
J 1 j=1

que x & F(y1) segue, da definigao de F(y), Z oc]y],yl) < p para todo 1 <l m.
j=1
Entao, pela quase-convexidade de f no 22 argumento, tem-se

m m m
(Y eyys, > ogy;) < max {3 oupm) f <,
j=1 j=1 S j=1
o qual é um absurdo, pois u = inf f(w,w). Isto mostra que o fecho convexo de qualquer

weC

subconjunto finito {yi,ys, -+ ,ym} de C estd contido em U F(y;).
j=1
Afirmacao 3. F(yo) é compacto, para algum y, € C.

Com efeito, F(yg) C C é fechado e desde que C é compacto, a afirmacao segue da Pro-
posicao 1.1.3.
Portanto, pelo Lema-KKM

[ Fly) #0

yeC
e o teorema esta provado. 0
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Observe que, sendo f uma bifuncao de equilibrio o Teorema de Ky Fan implica em

S(f, C) nao vazio e este é o conteido do corolario abaixo.

Corolario 3.1.1. Sejam C e f como no Teorema acima. Suponha além disso, que f

satisfaca P1, entao existe x* € C tal que
f(x*,y) >0 WYyeC.
Demonstracao. Segue, do Teorema de Ky Fan, que existe x* € C tal que

inf f(x*,y) > inf f(w, w).
[nf, (x*,y) Jinf, (w, w)

Desde que, f satisfaz P1 temos

P1
f(x*,y) > inf f(x*,y) > inf f(w, =0,
(x*,y) [nf. (x*,y) JInf (w,w)

ou seja, f(x*,y) > 0 para todo y € C. ]

Pouco tempo depois de Ky Fan provar seu famoso principio minimax, ainda no mesmo
ano, H. Brézis, L. Nirenberg e G. Stampacchia[7] provaram uma versao deste, enfraque-
cendo a condicao topologica sobre o conjunto C, retirando a compacidade, porém exigindo
uma hipdtese de coercividade sobre a bifuncao f, como veremos a seguir. Assim, este novo
resultado contém como caso particular o principio minimax de Ky Fan, para detalhes vide

[7].

Teorema 3.1.2. Seja C um subconjunto convexo nao vazio de R™. Se f:Cx C — R é
uma bifuncao satisfazendo:

(1) f(x,x) =0 para todo x € C,

(i) Para cada x € C, f(x,-) € conveza,

(ii1) Para caday € C, f(-,y) € semicontinua superior,

(iv) (Coercividade) Existem v > 0 e yo € C com ||yo|| < 7 tal que f(x,yo) < 0, para todo

x € C com ||x|| > .

Entao, existe x* € C com ||x*|| < 1 tal que

f(x*,y) = 0 para todo y € C.
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Demonstra¢ao. Para todoy € C, seja F(y) = {x € C;f(x,y) = 0} o qual é ndo-vazio, pois
y € F(y). Se provarmos que F(y) satisfaz as hipéteses do Lema- KKM entao

() Fly) #0.

yecC

Isto é, existe x* € C tal que f(x*,y) > 0 para todo y € C.
Afirmacgao 1. F(y) é fechado para todo y € C.
De fato, seja (z¥)xeny C F(y) uma sequéncia tal que z* — x. Desde que z* € F(y)

temos que f(z*,y) > 0 e f é semicontinua superior no 1° argumento (item iii) tem-se

0 < limsup f(z*,y) < f(x,y).

k—o00

Portanto, x € F(y) o que prova a afirmagao 1.

Aﬁrnrfla(;éo 2. O fecho convexo de todo conjunto mﬁnito {y1,Y2, -+ ,ym} de C esta contido
em |_J F(yi), ou seja, conv({ys,ya. -+ yi}) € | Flya).

(i]:olm efeito, suponha que tal afirmacao nao sie:j; verificada. Eniéo existe um conjunto
finito {y1,Y2, -+ . ym} C C tal que conv({yr,yz, -+ ,ym}) ¢ UF(yi). Assim existe
x € conv({yi,Ys, -+ ,Ym}) que ndo pertence a F(y;) para todio:1j =1,2,---,m. Da

m m
proposicao 1.2.1, existem o; > 0 (1 < 1 < m) com Zoci =1, tal que x = Zociyi.
i=1 i=1

Desde que x ¢ F(y;), ¥j = 1,--- ,m, segue que f(Zoqyi,yj) <0 para 1 <j<m
i=1
Entao, pelo item (ii) tem-se

f( ; XiYi, ; xiYi) < 121]2;11{1:(; ociyi,yj)} <0,
o qual contraria (i). Logo, a nossa afirmagao fica provada.

Afirmacao 3. F(yg) é compacto para algum y, € C.

Provemos que F(yo) C B,(0), onde B.(0) e yo existem por (iv). De fato, suponha que
existe um elemento z € F(yo) tal que ||z|| > r. Da definigao de F(yo) tem- se f(z,yo) > 0,
o qual estd em contradigdo com (iv) (f(x,yo) < 0 para x € C e [|x|]| > 7). Dai, segue
que F(yo) é um conjunto fechado contido em um conjunto compacto B,(0). Portanto,
pela proposicao 1.1.3, F(yg) é compacto e fica assim provado a afirmagao 3.

Das afirmagoes (1), (2), (3) e do Lema- KKM segue que
() Fly) #0.

yeC

Logo, existe x* € C tal que f(x*,y) > 0 para todo y € C. O
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Obs 3.1.2. Se f(x,y) = h(y) —h(x), entdo a hipdtese (iv) acima equivale a defini¢do de

coercividade classica da otimizacao. Veja por exemplo Flores-Bazan [15, pdgina 255].

A seguir, provamos um resultado de existéncia de solugao para PE(f,C), devido a

Blum e Oettli [5], no caso onde f: C x C — R é dada por

f(x,y) = g(x,y) + h(x,y). (3.2)

Imporemos algumas condicoes sobre as bifungoes g: C x C - Reh:CxC — R
para obter o desejado.

Para isso, necessitamos introduzir a seguinte definicao:

Definicao 3.1.1. Sejam K e C conjuntos convexos com K C C, definimos o CorecK, o

core de K relativo a C, como:
CorecK={xeK ; Kn(x,y) #0, vy € C\ K},
onde (x,y) ={(1—t)x+ty; te (0,1)}

Proposicao 3.1.1. Temos que :
(a.) CorecC =C,

(b.) O core de K relativo a C, CorecK é um conjunto convexo.

Demonstracao. O item (a.) segue da definicaio de Core. Para provar item (b.), vamos

supor que CorecK nao seja convexo. Entao existem x,y € CorecK e ty € (0,1) tal que
b= (1—ty)x+toy & CorecK = Ja € C\ K tal que KN (b,a) = 0.

Desde que, x € CorecK existe ug € (0,1) tal que (1—up)x+uga € K para todo a € C\ K.
Analogamente, existe wg € (0,1) tal que (1 —wp)y +wga € K.

Denote por p = (1 —ug)x +upa e q = (1 —wp)y + woa, devido K ser convexo tem-se
(1—z)p+2zq €K, vVze[0,1].

Agora, vamos encontrar z € (0, 1) satisfazendo (1—z)p +2zq = (1 —2z)b + za, reagrupado

adequadamente temos (1 —z)(p — q) = z(a — q). Aplicando a norma segue

lp — bl
(1—2z)|lp—"bl=zlla—q||=z= ) 3.3
Ip—bl=zla—al = z= o fo (33)

Portanto, tomando z da forma (3.3) obtemos (1 —z)p +2zq € Ke (1 —2z)b +za € K.

Contudo, isto contradiz o fato de KN (b, a) = 0. Logo, CorecK é conjunto convexo. [J
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Exemplo 3.1.1. Considere os conjuntos
C={xeR| x| <2} e K={(x1,%) € R*| hal <1,[xo| <1},
entao CorecK = {(Xl,Xg) € R? | |X1| <1, |X2| < ].}

Teorema 3.1.3. ! Sejam C C R™ um conjunto convezo, fechado, ndio- vazio e f: Cx C —
R uma funcdo da forma (3.2) satisfazendo:
1.1. g(x,x) =0 para todo x € C;
1.2. g é mondtona, i.e., g(x,y) +g(y,x) <0Vx,yeC;
1.8. g(x,-) € convexa e semicontinua inferior para cada x € C;
1.4. Para todo x,y € C, a funcao t € [0,1] — g((1 —t)x +ty,y) € scs em t =0.
2.1. h(x,x) =0 para todo x € C;
2.2. h(x,-) € convexa para cada x € C;
2.8. h(-,y) € scs para cada y € C.
3. (Coercividade) Existe L C C compacto, convexo e nao vazio tal que para todo
x € L\ CorecL eziste a € CorecL tal que f(x,a) <0.

Entao, existe x* € L tal que f(x*,y) >0, Vye C.

A prova seguird de trés lemas os quais discutiremos abaixo, os mesmos podem ser

encontrados em Blum e Oettli [5].
Lema 3.1.2. Assuma as hipoteses do Teorema 3.1.3. FEntdo existe x* € L tal que

g(y,x*) < h(x*,y), Wy €L

Demonstracao. Para cada y € L, considere o conjunto

S(y) ={xeLlgly,x) <h(x,y)}

o qual é nao vazio, pois é y € S(y).

Se provarmos que S(y) satisfaz as hipéteses do Lema-KKM entao
[ Sty) #0.
yelL

Isto é, existe x* € L tal que g(y,x*) < h(x*,y) para todoy € L.
Afirmagao 1. S(y) ¢ fechado para todo y € L.

Devido a Blum e Oettli [5].
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De fato, seja (z8)xeny C S(y) uma sequéncia tal que z* — x. Desde que, z* € S(y)
temos g(y,z*) < h(z*,y). Agora pela semicontinuidade inferior de g no 2° argumento e

semicontinuidade superior de h no 12 argumento segue

g(y,x) < liminf g(y,z") < liminf h(z* y)
k—o00 k—o0

< limsuph(z*,y) < h(x,y).

k—o00

Portanto, g(y,x) < h(x,y) implicando que x € S(y), assim a afirmagao 1 fica provada.

Afirmacao 2. O fecho convexo de todo conjunto finito {y1, Yo, -+ ,ym} de L esté contido
m
em |_J S(ys)
C_om efeito, seja{y1,Ys, -+ , Ym} um subconjunto finito de L. Considere & € conv ({yi, i=

1,2, ,m}) arbitrario. Entao, pela proposicao 1.2.1,

m m
E»:leiyi com u1>0 (121,2,,'”1) € ZHle
i=1 i=1

Assuma, por contradicdo, que

g(ylaa) >h(£7y1)a V1:172a , M. (34)
Disto segue
Z Hig(ys, &) > Z nih(&,yi), (3.5)
i=1 i=1

desde que nem todos os Wi podem simultaneamente anular-se. Assim das propriedades

de g

lvla

img(yi,i) = ulg(yva“ﬂJJ
i=1

1

,ﬂ
I

Zululg Yi, Yj)

1j=1
m m
Hikyg 9171.:1) +ZZH1H] y]; }

1 i=1 j=1

N\
M=

[
DO | = ‘ﬁ
M: -
l\’]a

,ﬂ.
I

1j

I
'I\I’]:’
s

._.
I
_

-
I
—

Hi <g(yi,yj) + 9(9)’791))

\.o DO

<

pois g € monotona. E das propriedades de h segue

0="h(&¢) = h(i, Z HiHi) < Z nih(&, yi).
i—1 i—1
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m m
Dali, Zp,ig(yi,é) <0< Z wih(&,yi) contrariando (3.5). Logo (3.4) nao pode ser
i=1 i
verdadeira e temos assim que g(yi, &) < h(&,y;) para algum i € {1,2,--- ,m}. Entao,
& € S(yi) para algum i = 1,2,--- ,m. Desde que, & € conv({yi,i = 1,2,--- ,m}) foi

escolhido arbitrariamente obtemos
conv({yy,i=1,2---,m}) c Sy

Afirmacao 3. S(y;i) é compacto.
De fato, como S(y;) C L, S(y;) é fechado (afirmacdo 1) e L é um conjunto compacto, por
hipétese. Logo, a afirmacgao segue da proposicao 1.1.3.

Portanto, das afirmacoes 1,2 e 3 e do Lema-KKM, concluimos

() Sy) #0.

yeL

]

Lema 3.1.3. Assuma as hipoteses do Teorema 3.1.53. Entao, as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

(a) x* €L, g(y,x*) <h(x*y), WelL

(b) x* €L, 0<g(x*y)+h(x*y), WeL

Demonstracao. (a) = (b).

Seja x¢ = (1 —t)x* +ty com t € (0, 1]. Temos que:

0 = glxe,xe) < (1 —=1)g(xe, x") +tg(xe,y)

N

(1 —t)h(x",x¢) + tg(x, y)

N

tg(x¢,y) + (1 —1) [(1 —t)h(x*,x") —l—th(x*,y)]

N

tg(xe,y) + t(1 —t)h(x*,y).

Assim, 0 < tg(x¢,y) + t(1 — t)h(x*,y) dividindo por t, obtemos:
0 < glxe,y) + (1 —th(x",y).

Agora fazendo t = %, pelo item 1.4, segue que

0 < limsupg(x¢,y) + limsup(l —t)h(x",y)

k—o00 k—o0

< g(x",y) +h(x",y),
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como desejado.
(b) = (a).

Pela definicao de monotonicidade de g temos
g(x,y) +9(y,x) <0, ¥x,yelL

Dai, para x* € L obtemos

9(y.x") +g(x",y) <0 < g(x",y) + h(x",y),
para todo y € L. Portanto, g(y, x*) < h(x*,y). H
Lema 3.1.4. Assuma que ¥ : C — R € convexa, zg € CorecL, ¥Y(zy) < 0 e Y(y) >

0 Yy e L. Entao¥(y) >0, Yy e C.

Demonstra¢ao. Assuma, por contradigdo, que ¥Y(y) < 0 para algum y € C\ L. Entao

para todo 1 € (zg,y), i.e,n=(1—1t)zg +ty Vt € (0,1), e pela convexidade de ¥ tem-se

Ym) = Y((1—t)zo+ty)
< (1—=t)¥(zo) + t¥(y)
< (1—1t)0+t0
= 0.

Agora desde que zg € CorecL, ou seja, LN (zg,y) # 0, existe n € L com ¥(n) < 0,
contradizendo a hipétese. Logo, para todo y € C temos ¥(y) > 0. m

Finalmente, de posse destes trés lemas podemos provar o teorema.

Demonstracao do Teorema. Do Lema 3.1.2, obtemos x* € L com
9(y,x") <h(x",y), vyeL.
Do Lema 3.1.3, segue entao que
0<g(x*,y)+h(x"y), VyeL (3.6)

Definamos a funcao ¥ : C — R pondo
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Afirmacgao. ¥ é convexa e W(y) >0, Yy € L.
De fato, das hipéteses 1.3 e 2.2, g(x, -) e h(x,-) sdo convexas e, da Proposi¢ao 1.2.7, soma
de fungoes convexas é convexa.
De (3.6) segue que
0<g(x",y)+h(x",y) =¥(y), WelL

Isto é, W|. é nao negativa.
Temos dois casos a considerar:

Se x* € CorecL, entao tome zy = x*. Assim

Y(zo) = g(x*,z0) +h(x",z)
= g(x",x*) +h(x*,x")
— 0

e portanto pelo Lema 3.1.4 segue que W(y) >0, Vy € C.
Se x* € L\ CorecL, entao tome zy = a, onde a é como na hipdtese 3. Para x = x*,
temos,

11](Z’O) = g(X*v a) + h’(X*7 (1) < 07

e novamente pelo Lema 3.1.4, segue que ¥Y(y) > 0, Yy € C. Logo, em ambos os casos
temos

Y(y) > 0, para todoy € C.

Ou seja, g(x*,y) + h(x*,y) > 0 para todo y € C.
O leitor podera ter observado que para este caso se tomarmos g = 0, entao temos

variantes dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2.

3.2 Usando Viabilidade Convexa e a Funcao Gap

Nesta se¢do, vamos nos basear nos artigos de Iusem e Sosa [20] e Iusem et al [21],
veremos que sob certas condigoes o conjunto solucao do problema de viabilidade convexa
e o conjunto solucao de PE(f,C) coincidem. Apresentaremos resultados de existéncia
para problema de equilibrio baseados na conexao entre PE(f,C) e o dado problema de
viabilidade convexa e sobre uma extensao da fungao gap de Auslender[l]. Com estas
ferramentas, estabeleceremos ainda condigoes necessérias e/ou suficientes para a existéncia

de solucoes de PE(f, C).
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3.2.1 Problema de Viabilidade Convexa

Consideramos o seguinte problema de viabilidade convexa, denotado por PVC(f, C),

como um problema auxiliar para PE(f, C).

PVC(f, C): Encontrar x € m L¢(y), onde L¢(y) ={x € C;f(y,x) <0}
yeC

Veja que este problema resulta-se em

Encontrar x* € C tal que
PVC(f,C)
f(y,x*) <0 para todo y € C.

Suporemos que além de satisfazer P1, f tenha as propriedades:

P2: f(x,-) é convexa e semicontinua inferior para cada x € C,

P3: f(-,y) é semicontinua superior para cada y € C.
O conjunto solucao de PVC(f, C) serda denotado por M(f,C), isto é, M(f,C) = {x €
C;f(y,x) <0, Vy e C}L

A conexao entre PE(f,C) e PVC(f, C) é estabelecida no seguinte resultado.

Lema 3.2.1. M(f,C) C S(f,C).

Demonstragao. Seja x € M(f, C) e tome qualquer y € C. Defina wy = (1 —1t)x+ ty para

cada t € (0,1). Desde que C é convexo temos wy € C. Assim,

02 flwe, wy) = flwy, (1—t)x + ty)
P2

< (1T —t)f(wy, x) + tf(wy, y)
para cada t € (0,1). Como f(wy, x) < 0, pois x € M(f, C), segue 0 < tf(wy,y) para cada
t € (0,1). Logo 0 < f(wy,y) para cada t € (0,1). Tomando ty, = %, k > 1, tem-se

lim wy, = lim (1 —t)x + tyey :]}i_glo(l—l)er%y =X

k—o00 k—o00 k

e por P3, obtemos:
P3
0 < limsup f(wy,,y) < f(x,y) VyeC.

k—o00

Portanto, x € S(f, C). H

Observemos que a igualdade entre o conjunto soluc¢ao de PE(f, C) e de PVC(f, C), nem

sempre é obtida. Por exemplo:
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¥ +1, se x>0
Considere C = [0,2] e defina f : C x C — R pondo f(x,y) = X

0, se x=0.
Temos que

e Se x =0, entao f(x,y) > 0 para todoy € C. Logo x € S(f, C).

e Caso contrério, entao f(x,y) = —% + 1. Assim, para que f(x,y) > 0 para todo
y € C devemos ter x >y Vy e C. Dai x = 2.
Dos dois caso acima concluimos S(f, C) ={0, 2}.

Por outro lado,

L) = () (xeCifly,x) <0}

yeC y€(0,2]

= ﬂ {xe Cy<x}
y€10,2]

= ) b2

y€10,2]

— (2.

Ou seja, M(f,C) = {2}.

Uma propriedade que garante igualdade dos conjuntos solugao de PE(f, C) e PVC(f, C)
é a seguinte:

P4. f é pseudomondtona, i.e, se f(x,y) = 0 para algum x,y € C, entao f(y,x) <0.

Sob a condigao P4, temos o resultado

Proposigao 3.2.1. Se f satisfaz P1—P4, entao PE(f, C) e PVC(f, C) tém mesmo conjunto

solucao.

vy € C, assim por P4 segue

Demonstragao. Seja x € S(f, C). Entao temos f(x,y) > 0
C M(f,C). Usando o Lema 3.2.1,

f(y,x) < 0 implicando x € M(f,C), ou seja, S(f, C)

tem-se o resultado desejado. O

Agora vamos apresentar um resultado técnico que estabelece que, sobre certas condigoes,
toda solucao local de PE(f, C) na verdade é solucao global. Para isto, introduzimos algu-
mas notagoes:

Para cada k € N, sejam By = B¢[0] N C, BY = By (0) N C e defina, para caday € C, o
conjunto L¢(k,y) ={x € By ; f(y,x) < 0}.

Obs 3.2.1. Le(k,y) C {x € By; f(x,y) =0, Yy € By}

yEBy
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De fato, seja z € ﬂ L¢(k,y) entao z € L¢(k,y) para todo y € By. Ou seja, z é uma
yeBy
solu¢do de PVC(f,C), onde C = By. Assim, pelo Lema 3.2.1, segue que z é solugao de

PE(f, C), com C = By. Portanto, z € {x € By ; f(x,y) > 0,Vy € By}.

Lema 3.2.2. Suponha que P1 — P3 ocorrem. Se para algum k € N e algum X €

m Le(k,y) eziste y € By tal que f(x,y) < 0, entdo f(X,y) = 0 para todo y € C,
yEBy
1.€, X resolve o problema de equilibrio associado a C.

Demonstracao. Se X € ﬂyemk L¢(k,y) entao, pela observagao acima, temos que f(x, w) >
0 Vw € By. Assim necessitamos apenas provar que f(x,w) >0 VYw € C\ By. Considere
w € C\ By. Desde que y € BY, existe t € (0,1) tal que z = (1 —t)w + ty € By. Segue

que

Portanto, f(x,w) >0 w e C\ By H

Introduzimos, na sequéncia, uma propriedade suficiente e necessaria para garantir a
existéncia de soluc¢ao do PE(f, C).
P5. Para qualquer sequéncia {z¥} C C tal que klim |12¥|| = oo, existe u € C e kg € N
— 00

tal que f(z*,u) <0 para todo k > k.

Teorema 3.2.1. 2 Suponha que f satisfaca P1 — P4. Entdao PE(f,C) tem solucao se, e

somente se, P5 € vdlida.

Demonstracao. Assuma que P5 é vélida. Seja k € N arbitrario. Desejamos usar o Lema-
KKM, com C = By e F(y) = L¢(k,y), para isto devemos verificar a validade de suas
hipéteses.

x F(y) ={x € By ; f(y,x) < 0} é fechado, Yy € By.

De fato, dado {w'} C F(y) tal que w' — x, como By é fechado, x € By e por P2, tem-se

0 > liminf f(y, w') > f(y, x).

l—o0

Ou seja, x € F(y).

Verifiquemos (1). Tome wy, Wy, -+ ,w, € Byx. Seja X € conv({wy, -+ ,wpn}), entao

2Devido a Tusem, Kassay e Sosa [20].
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m m
existem Ai,Ag, - - ,An € [0,1] com Z?\j = 1 tal que x = Z?\jwj. Mostremos que
j=1 j=1

x € | JLe(k,wj), i.e, x € By e f(wj,X) <0 para algum j =1,2,--- ,m.

-

=il

j
x X € By, segue do Teorema 1.2.1, pois By é convexo.

x 0= f(x,x) = f Z?\ w] < 1r£1]a<xkf(x wj), na desigualdade usamos P2. Entao,

f(x,w;) > 0 para algum j. Por P4, segue que f(wj, x) < 0. Portanto, o fecho convexo de
{wi,wa, -+ Wy} esta contido em U Le(k, wy).

j=1
Verifiquemos (ii). Isto é, F(y) é compacto.

Com efeito, observe que F(y) C By. Como By é compacto e F(y) é fechado. Usando a
proposicao 1.1.3 concluimos que F(y) é compacto.

Logo, pelo Lema-KKM, temos m L¢(k,y) # 0 para cada k € N. Assim, para cada
yEBy
k € N escolha z* € ﬂ L¢(k,y).

yEB
Temos dois casos a considerar.

(i) existe k € N tal que ||z¥|] < k. Neste caso z* € B}, e pelo Lema 3.2.1 segue que
z* € S(f, C).

(ii) ||z¥|| = k para todo k € N. Neste caso, P5 assegura a existénciade u € Ce kg € N
tal que f(z*,u) < 0, V k > kg. Tome 1 > kg tal que ||[u| < L. Entao, f(z',u) < 0e
z' € By. Novamente, aplicando o Lema 3.2.1, concluimos que z' € S(f, C).

Agora assuma que PE(f, C) tem solucao. Devemos verificar P5. Tome qualquer sequéncia
{z*} € C\ {0} com ||z¥| = oo. Seja x* € S(f,C). Pela Proposigao 3.2.1, x* é também
solucao de PVC(f,C). Tome u := x*. Desde que u € M(f, C), temos que f(z*,u) < 0

para todo k € N, e assim P5 ocorre. O

3.2.2 Usando a funcao gap

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados do trabalho de Tusem e Sosa [21]. Vamos
usar uma extensao da fungdo gap de Auslender, introduzida em [21], afim de obtermos
condicoes necessdrias e suficientes para existéncia de solucao de PE(f, C). Ao longo desta
secao, assumiremos que f e C satisfazem as hipoteses, P1 — P4, do Problema de Equilibrio

PE(f, C).
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Definicao 3.2.1. A funcao gap g¢ : R™ — R U{oo} € definida como

sup f(y,x), se xe€C
gr(x) = ¢ V€€
0o, se x €R™\C.

Exemplos.
1) Sejam C = dom(h) e f: C x C — R dada por f(x,y) = h(y) — h(x).

Assim,

sup f(y,x) = sup [h(x) —h(y)]

yeC yeC
= h(x)+ sup [— h(y)]
yeC
= h(x) — inf h(y),
yeC

e portanto a funcao gap associada a f sera

h(x) — inf h(y), se x€C
g¢(x) = yee
oo, se x ¢ C.

2) Tome n =1, C =R e definamos f(x,y) = e¥ — e*. Neste caso temos

g¢(x) = sup f(y,x) = sup [e* —e¥] = e~
yeR yeR

Y +1, se x>0
3) Considere n = 1, C = [0, 00) e defina f(x,y) = X , note que se
0, se x=0

x € K tem-se:
e paray > 0, f(y,x) = —5 + 1 implicando em sup f(y,x) =1,
yeC
e paray =0, f(y,x) =0.

Portanto, a fungao gap associada a essa f é

1, se xeC
gr(x) =
oo, se x€R\C.

Observando os trés exemplo acima, vemos que a fungao gap ,g¢, € nao negativa, con-

vexa e semicontinua inferior e esse é o conteido do lema a seguir.

Lema 3.2.3. A fun¢ao gap, g¢, € nao negativa, convexa e semicontinua inferior. Além

disso, se PVC(f,C) tem solugdo entao g¢ € propria.
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Demonstracao. Temos que:

(a) ge(x) =0 ¥x € R™.
De fato, se x € R™\ C entao g¢(x) = oo e tem-se o desejado. Agora se x € C temos
21g¢(x) = supyec fly,x) = 0, pois desde que x € C, f(x,x) = 0 assim na pior das
situagoes tem-se g¢(x) = sup f(y,x) = 0.

(b) g¢ é convexa. vee
Com efeito, sejam x,y € R™ e t € [0, 1]. Consideremos os casos:
(i) x e Cey € R\ C, entao g¢(x) = supf(z,x) e g¢(y) = oo. Dai para todo t € [0, 1]

zeC
obtemos que

gr(tx + (1 —t)y) < tge(x) + (1 —t)ge(y).
(ii) x e R\ C e y € C é analogo ao anterior.

(iii) x,y € R™\ C, entdo g¢(x) = g¢(y) = 0o. Assim
gr(tx + (1 —t)y) < tge(x) + (1 —t)gr(y)

¢ sempre obtido para todo t € [0, 1].

(iv) x,y € C temos, por defini¢ao, g¢(x) = sup f(z,x) e g¢(y) = sup f(z,y). Desde que,
zeC zeC

para todo z € C a funcao f(z,-) : C — R é convexa, C é convexo e o supremo de fun¢oes

convexas define uma funcao convexa, (veja Proposigao 1.2.8 ), tem-se:

g¢(x) = supf(z,x)
zeC

é convexa.
(¢) g¢ é semicontinua inferior.

Seja {z*} uma sequéncia em R™ convergindo para x, quando k — co. Devemos provar que

liminf g¢(z) > g¢(x). (3.7)

K—00
Se {z*} C C o resultado segue, desde que para cada y € C a funcao f(y,-) é semicontinua,
inferior e o supremo de fungdes s.c.i. também o é (colocar proposigao nas preliminares e
citar aqui).

Se zX € R™\ C, entdo g¢(z") = oo. Assim, a desigualdade (3.7) é vélida.

Finalmente, considere x* uma solugao do PVC(f, C), entao obtemos para todo y € C que
f(y,x*) < 0. Portanto,

gr(x*) = sup f(y,x*) =0 € R.
yeC
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Antes de apresentarmos o nosso préximo resultado de existéncia de solugao para

PE(f, C), introduziremos as seguintes notacoes

m:= ieann gr(x) e M:={x€R™ g¢(x) =m}

Teorema 3.2.2. 3 PVC(f, C) tem solugdo se, e somente se, M # () e m = 0. Além disso,
M € o conjunto solucio de PVC(f, C).

Demonstragao. Seja x* uma solu¢ao de PVC(f, C). Entao f(y,x*) < 0 para todoy € C,
implicando que

g¢(x*) = sup f(y,x") < 0.
yeC

Por outro lado, vimos pelo lema anterior que, g¢(x*) > 0. Donde segue g¢(x*) = 0, assim
m= ian gr(x) =0 (ja que, x € R*\ C, g¢(x) = 00) e x* € M.
xeR™

Reciprocamente, tome x* € M. Temos sup f(y,x*) =m = 0.

yeC
Segue que
fly,x") < sup fy,x*) =0,
yeC
i.e, f(y,x*) < 0 para todo y € C e assim x* é solugao de PVC(f, C). H

Quando PVC(f, C) nao tem solucao, pode ocorrer que:

(i) ou M # ), no caso que m > 0.

Y +1, se x>0
Por exemplo, tome C = [0,00) e defina f(x,y) = X . Neste caso,
0, se x=0
temos
m = ilel]% gr(x) =1
1, se xeC

e M ={x € R; g¢(x) = 1} = [0, 00}, pois g¢(x) =
0o, se x € R\ C.

(i) ou m = 0, no qual M # .

Por exemplo, tome C =R e defina f(x,y) = e¥ — e*. Neste caso, temos
gr(x) =e*, m= infceX =0e M={xeCe*=0}=0.
xXe

Definicao 3.2.2. Para cada subconjunto nao vazio C de R™, definimos a aproximacao

assintotica de C como a familia de conjunto A(C) dada por

A(C) = {{Cu}; Ci C CorecCrit # Cin VREN, [ Cu=0Cl,
keN

3Devido a Iusem e Sosa [21].
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onde CoreCCk+1::b<€ Ck+1; Ck+1ﬂ(X7y)7é@ VEJG C\\Ck+1}
Para o nosso proximo resultado de existéncia, necessitaremos dos seguintes dois lemas.

Lema 3.2.4. * Considere PE(f,C) com A(C) # 0. Para cada {C,} C A(C), a sequéncia
{g¥}en, com gF :R™ — RU{oo} definida por

sup f(y,x), se xeC
gf(x) = vet
0o, se x € R"\ C,

€ uma sequéncia nao decrescente de funcoes convexas e semicontinua inferior. Além disso,

gr(x) = klim gr(x) ¥x € R, onde g ¢ a funcdo definida no inicio da segdo.
—00

Demonstragdo. A convexidade e a semicontinuidade inferior de g¥, seguem de f(y, )
satisfazer P2 e das proposicoes 1.2.7 e 1.2.8, respectivamente.

Para cada k € N, C € A(C) implica que
Cx C CorecCryy ={x € Cxp1; CrriN(x,y) #0,Vy € C\ Crpq ).

Em particular, C,, C Cy, 1. Logo,

sup f(y,x) < sup f(y,x) = gF < gk

yeCy YyeCyi
Assim, concluimos que {g¥}ken é uma sequéncia nao decrescente.

Se x € C, entdo g¥(x) = sup f(y,x). Como Cy C A(C) segue que J, .y Cx = C. Logo,
yeCx

lim g¥(x) = sup f(y,x) = g¢(x).
k—o0 yec

Se x € R™\ C, entao g¥(x) = co = g¢(x). Portanto,
lim g¥(x) = g¢(x) ¥x € R™

k—o0

Estabelecemos agora algumas notagoes:
Consideremos uma sequéncia de conjuntos nao-vazios, convexo e fechado {Cy} C A(C).

Para cada k € N, denotemos
Le(k,y) ={x € Cy; f(y,x) < O}

Note que ﬂ Le(k,y) C{x € Cy;f(x,y) >0 Vy e Cyl.

yeCy

“Devido a Iusem e Sosa [21].
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Lema 3.2.5. 5 Seja C um conjunto convero e f: Cx C — R tal que f(x,-) : C — R é uma

fung¢ao convexa. Se para algum k € N e algum x* € m L¢(k,y) existe y € CorecCy tal

yeCx
que f(x*,y) <0, entao f(x*,y) >0 Yy € C.

Demonstracao. Sabemos que, desde que x* € m L¢(k,y) tem-se f(x*,y) > 0 Vy € Cy.

yeCy
Portanto,devemos mostrar que f(x*,y) > 0 Vy € C\Cx. Tome w € C\ Cy. Pela definigao

de CorecCy, segue Cy N (y,w) # 0 assim existe t € (0,1) com z =tw + (1 —t)y € Cy.

Dali, obtemos

fix*, tw+ (1 —t)y)

N

tF(x", w) + (1 —t)f(x", y)

N

tf(x*, w)
e entao f(x*, w) > 0. O

A préxima hipotese, estabelece uma condicao suficiente para existéncia de solucao de
PE(f,C).
H1. Uma funcao f : C x C — R satisfaz H1, se existe uma sequéncia de conjuntos

convexos, fechados {Cy} em A(C) tal que :

(D VkeN, [ Liky) #0,
yeCy

(2) M ={x € R™; g¢(x) < m} # 0,
(3) Existem 1,j € N tal que {x € R™; gk(x) < m} C CorecC;.

Teorema 3.2.3. ¢ Se f satisfaz H1, entdo PE(f, C) tem solucdo.

Demonstracao. Por hipdtese, existe uma sequéncia de conjuntos convexos, fechados {Cy}

em A(C) tal que para cada k € N, N L¢(k,y) # 0. Assim, para cada k € N, tome

yeCy
zZy € ﬂyeck L¢(k,y), ie, f(y,zx) < 0 Vy € Ck. Se existe k € N tal que z, € CorecCy
e desde que f(zy,zi) < 0 segue, pelo Lema anterior, que z, é solucao de PE(f,C). Por
outro lado, se Vk € N, z, € Cy \ CorecCy, entao pelo item 2 de HIl, temos M é

nao vazio. Suponha que m > 0 entao, pelo item 3 de HI1, existem 1,j € N tais que

®Devido a Iusem e Sosa [21].
5Devido a Tusem e Sosa [21].
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{x € R™;gi(x) < m} C CorecC;j. Tome | = max{i,j}, i.e, | > 1. Como g§ é nao
decrescente temos gt > gk, assim
0= sup f(y,z1) = g¢(z1) > gil(z) > m,
yeCy
a ultima desigualdade ¢ devido z; ¢ CorecCj. Portanto, m = 0 e pelo Teorema 3.2.2, o

problema PVC(f, C) tem solucao. Logo, PE(f, C) também o tem. H

Finalizarmos este capitulo, introduzindo uma propriedade a qual provaremos ser ne-
cessaria e suficiente para garantir que o conjunto solucao de PE(f, C) seja nao vazio.
P6. Para qualquer seqéncia {zX} C C \ {0} satisfazendo:

(1) ||z*]| = oo quando k — oo;

(2) { szH } convergindo para x tal que f(y,y +x) < 0 Vy € C, existe {u*} c C

tal que para k suficientemente grande

(2.1) lu®l < lIz*]l,

(2.2) f(z,u*k) <0.
Veja que, se f: C x C — R satisfaz o item (4) do Teorema 3.1.2 ou o item (4) do Teorema
3.1.3, entao P6 é vélida. De fato, desde que existe 1 > 0 e y € C com |ly|| < r tal que
f()i,y) < 0, para todo x € C com |x|| > r. Considere {z¥} C C\ {0} com ||z*|| = oo e

ﬁ — x, satisfazendo f(y,y +x) <0 Vy € C. Tomando u* =y Vk € N, temos

Il = “I

= llyll < v <z

f(z%,uk) = f(z",y) < 0

Teorema 3.2.4. 7 A propriedade P6 é uma condicio necessdria e suficiente para a
existéncia de solucao de PE(f, C).

Demonstracao. Condicao Necessaria. Seja x* uma solucao de PE(f, C). Considere uma
k

[
que f(y,y +x) <0 Yy € C. Devemos mostrar que existe uma sequéncia {u*} ¢ C tal

sequéncia {z*} C C \ {0} satisfazendo que klim |2 — oo e { } converge para x tal
—00

que

[u¥|l < ||z8|| ¥k suficientemente grande e f(z* u*) <O0.

"Devido a Tusem e Sosa [21].
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Tomando u* = x* V k € N. Devido ||z*|| — oo, quando k — oo, segue que dado

R =||x*|| > 0 existe k, € N tal que ¥V k > k¢, obtemos
125 > R = [[x*[| = [[u]

e 0 < f(x*,z*) = f(u*, z*) donde, por P4 tem-se f(z*, u*) < 0.

Condicoes Suficiente. Para cada k € N tome z* € ﬂ L¢(m,y). Consideremos duas
yeEBm

situacoes:
i) IzZ%] = k Vk € N, fixey € C e tome m > ||y||. Entdo f(y,z*) < 0 Vk > m,

implicando que Vk > m

1 1 1 1 .
_ < _
(o O v+ ) < (0 ) )+ gt
1
= f(y,z")
B

< 0. (3.8)

Desde que (1 — m)y + 2z¥ =y + x, por P2, temos

[EA

| 1
0>hminff<y, 1— y+ zk) > fly,y +x).
k=00 ( ||Zk||) [EA]

Por P6 existem {u*} C C tal que k suficientemente grande ||u|| < [|2¥| e f(z*, u*) < 0.
A primeira desigualdade implica que u* € CorecBy. Pelo lema 3.2.2, uk € S(f, C).

(i1) Se existe k € N tal que ||z*|| < k, entdao z* € CorecBy e pelo lema 3.2.2, z* €
S(f,C). 0



Capitulo 4

Método do Ponto Proximal para

Problemas de Equilibrio

Vérias abordagens, como por exemplo em [30], tém sido consideradas para estender
o método do ponto proximal para o dominio de problemas de equilibrio. Neste capitulo,

desenvolveremos o método proximal abordado por Iusem e Sosa em [23].

4.1 Algoritmo

Como apresentado em [28] e [38], um algoritmo ¢ uma sequéncia de instrugoes ou
passos finitos, especificados em uma determinada linguagem que mostram como resolver
determinado problema. Podemos dizer também que é um conjunto de regras formais
para a obten¢ao de um resultado ou da solugao de um problema, englobando férmulas
de expressoes aritméticas. Esta definicao nao estd presa a utilizacao do computador.
Qualquer sequéncia de instrugdes que mostram como resolver um problema constitui-
se um algoritmo. Uma receita de bolo é um bom exemplo de algoritmo, as instrucoes
da receita sao uma sequéncia de passos finitos e logicos, os quais mostram o que um
cozinheiro(a) deve fazer, e em que ordem deve fazer. Uma receita especifica todos os
passos em uma sequéncia onde a ordem das instrugoes ou passos precisam ser seguidas
para que possa obter o resultado final (nesse caso o bolo).

Um algoritmo deve especificar quais sao as instrucoes que devem ser executadas, e em

que ordem as mesmas devem ser executadas.
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4.2 Método de Regularizacao

Segundo Tusem [19], a ideia de regularizacao surgiu em conexao com problemas mal-

postos. Dado um problema da forma
T(f)=0 (4.1)

onde f é um elemento do conjunto X (geralmente um espago de fungoes) e T : X — X
¢ um operador (geralmente diferencial, ou integro-diferencial), (4.1) é dito ser mal-posto
quando nao tem solugao, ou tem mais que uma solugao, ou tem uma tnica solucao, mas
esta nao depende sobre os parametros do operador A. A jogada é entao substituir T por

um operador regularizado T+ AL (com A € R, A : X — X) tal que o problema
T(f) + AA(f) = (T+AA)(f) =0 (4.2)

é bem- posto para qualquer A > 0. Em tal caso (4.2) tem uma tnica solugao fy, e espera-se
que quando A tenda a 0, f) forneca algum tipo de aproximagao de uma solucao de (4.1).
Procuraremos usar esta nogao para nosso PE(f,C). Para isso, associaremos aqui a
nosso dado PE(f, C) um outro problema de equilibrio o qual sobre algumas hipéteses
adequadas pode ser considerado como uma regularizacao do mesmo no sentido que o
novo problema de equilibrio atinge uma tnica solugao.
Assim, definamos nosso processo de regularizagao para PE(f, C).

Fixe y € R,, e x € R™. Para qualquer f : C x C — R, associemos outra bifungao

?:CxC—)Rdadapor

fix,y) = f(x,y) +y{x =%,y —x). (4.3)
Dizemos que y é um parametro de regularizacao e f 6 uma bifuncao regularizada para

PE(f, C) e que PE(F, C) é um problema de equilibrio regularizado para o problema original.

4.3 Algoritmo do Ponto Proximal para PE(f,C)

No que segue, usaremos as propriedade P1 — P4 introduzidas no capitulo anterior,
assim como apresentamos uma outra propriedade P4" o qual serd util posteriormente
para garantir a boa defini¢do da sequéncia gerada pelo algoritmo proximal para PE(f, C).

Listamos aqui tais propriedades para facil referéncia.
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P1. f(x,x) =0,Vx € C;

P2. f(x,-) é convexa e semicontinua inferior para cada x € C;

P3. f(-,y) é semicontinua superior para cada y € C;

P4. Sempre que f(x,y) > 0 com x,y € C, é valido que f(y,x) < 0;

P4'. Existe 8 > 0 tal que f(x,y) + f(y,x) < 0]|x —y]|? para todo x,y € C.

Agora propomos o seguinte algoritmo do ponto proximal, para resolver PE(f, C) para
o qual f satisfaca P1 — P4’
ALGORITMO. Tome {yx} sequéncia de nimeros reais positivos tal que {yi} C (0,A]

V k € N, para algum A > 0 > 0, e considere a bifuncao
frix,y) = fx,y) +yv(x —x5y—x), VxyecC. (4.4)

INICIALIZACAO. Escolha algum ponto inicial x° € C;
PASSO ITERATIVO. Dado x¥, tome como préxima iterada x**1 € C tal que

x* e S(fy, Q). (4.5)
CRITERIO DE PARADA. Dado x¥, se x*™! = x* e x* € S(f, C), PARE.

Obs 4.3.1. (a) A cada iteracdo estamos resolvendo um subproblema de equilibrio associ-
ado a PE(fy, C), onde fy € uma regularizada como em (4.3).

(b) Se {x*¥} termina apés um nimero finito de iteracoes, entdo termina em uma solucdo
de PE(f,C), isto €, x**1 = x* com x¥ € S(f,C). De fato, pela definicdo de f e x**!

tem-se
fk(xk+1,y) — f(xk_'_l,y) + ,Yk<xk+l _ Xk,y _ Xk+1> 2 O
Portanto, seque que f(x*,y) = 0 para todo y € C como desejado.

Mostraremos que sob as hipoteses listadas acima a sequéncia gerada pelo algoritmo
dado, converge para alguma solucao de PE(f, C), desde que esta exista.

Para atingir nosso objetivo necessitaremos da seguinte no¢ao de convergencia.

Uma sequéncia {y*} C R™ é chamada Fejér convergente para um conjunto C C R™

com respeito a distancia euclidiana se
" —ul < ly*—ull, Vk=0, YueC. (4.6)

Temos o seguinte resultado.
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Proposicao 4.3.1. Se {y*} é Fejér convergente a C # 0, entdo {y*} € limitada. Além

disso, se um ponto de acumulacioy de {y*} pertence a C entioy = klim The
— 400

Demonstracao. Da definicao de Fejér convergéncia, temos

Iy =yl < "=yl <y 2=yl < <y’ =yl WyeC.

Entao {y*} estd contida na bola de centro y e raio ||[y® — y||, donde {y*} é limitada.
Para provarmos a segunda afirmacao, considere {y"} uma subsequéncia de {y*} tal que
limy% = y. Comoy € C, de (4.6), temos que a sequéncia de nimeros reais nao
j—00

negativos, {|[y* —x||} é decrescente e possui uma subsequéncia , {||y* —

yl|}, que converge

a zero. Logo, lim |ly* —y|| = 0. Portanto, lim y* =y. O
k—o0 k—ro0

Caminharemos agora na direcao de estabelecer a convergéncia do algoritmo do ponto

proximal para PE(f, C) definido acima. Para isso precisamos do:

Lema 4.3.1. Seja f satisfazendo P1 — P3 e P4". Suponha que yx > 0. Entdo PE(fy, C)

tem uma unica solucao.

Demonstracao. Mostremos que, para cada k € N, S(fy, C) # (). Para atingir tal objetivo,

desejamos que fy satisfaga as hipoteses do Teorema 3.2.1, isto é, verifiquemos:
(1) P1—P4;

(2) P5 introduzida no capftulo anterior, i.e, para qualquer {x*} C K, satisfazendo

Il =

lim ||x 00, existem u € C, ng € N tal que fi.(x™,u) < 0 para todo m > ny.

k—o0

Temos,
P1- fi(x,x) = f(x,x) + v (x — x*, x —x) = f(x,x) = 0.
P2- A aplicagao y — fi(x,y) é convexa e semicontinua inferior para cada x € C fixado.
De fato, dados y,z € C et € [0,1]. Como C é convexo (1 —t)y + tz € C, assim
filx, (1—ty+tz) = flx, (1 —t)y+tz) +yi{x—x* (1 —t)y +tz—x)
= f(x, (1 =ty +tz) +ye(x —x*, (1 = t)(y —x) + t(z—x))
< (1I—v)f(x,y) +tf(x,z) + (1 — t)yk<x—xk,y —x> +
+ tyk<x—xk,z—x>
= (1—1t) [f(x,y) +ye(x — x5,y —x>] +
+ t[f(x,z) +vi{x —x*,z — x)}

= (1 =tf(xy) + th(x, z),
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donde para obter a desigualdade usamos o fato da fungao f satisfazer P2. Logo, a aplicagao
y — fi(x,y) é convexa.
Para provarmos a semicontinuidade inferior, considere {y’} C C uma sequéncia tal que

lim y’ =y. Como C é fechado, y € C.

)—)OO

Entao, usando a semicontinuidade inferior de f(x,-) e que o produto interno é continuo

temos
1iminffk(x,yj) = liminf [f(x,yj) +yk<x—xk,yj —xﬂ
)—00 j—o00

> liminf f(x,y’) + lim inf vy (x — x*,y) —x)
j—00

)4)00

= liminf f(x,y') +vi{(x —x*,y — )

j—ro0
> fxy) +yi(x — x5y —x)
= filx,y).
Assim, por defini¢ao, a aplicagao y — fr(x,y) é sci para cada x € C. Portanto, fy satisfaz
(P2) fica provado.
Agora seja {z/} € C uma sequeéncia tal que lim zZ2 = x. Desde que C é fechado x € C.

]—)OO

Assim pela semicontinuidade superior de f(-,y) temos

limsupfy(z),y) = limsup [f(2),y) + v (2 —x",y —2)]

j—o0 j—o0

N

limsup f(2',y) + limsupyy (Z —x*,y — 2))

j—o0 j—o0

N

f(x,y) +y(x — x5,y —x)
= fr(x,y)

e conclimos que fy(-,y) é semicontinua superior para cada y € C e assim satisfaz P3.

Note também que

filxy) + iy, x) = [fooy) + vy = x5y = x)] + [f(y,x) + ve(y — x5, x —y)]
f(x,y) + fly,x)] + v [(x =%,y —=x) + (y —x*, x —y)]
+ v (X —x+y —x*x —y)

+‘YK _X7X_y>

[
[

= [f(x,y) +f(y,x)
[f(x,y) + f(y,x)
[

f(x,y) + f(y,x)] —ykllx —yl?
< 0lx —y[? —vilx —yl?
= 0—v9)x—y|

< 0,
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Logo, sempre que fi(x,y) = 0 com x,y € C, obtemos que

fk(yax) = fk(xay) + fk(y?x) - fk(X,U) g 0— fk(xay) g 0
e (1) fica provado.
Para finalizarmos, estabeleremos que fy satisfaz (2). Tome uma sequéncia {z'} tal que
limj_,« [|2)]] = o0, € considere u = x*.
Assim, temos
fk(zj7u') = f(z’j7u)+yk<zj_xk7u_zj>
- f(zj,u) _YK<Xk - Zj7u_ Zj)
= (&, u) —yilx* =2 (4.7)
Como f(Z),u) + f(u,z)) < Ollu—21||?, (4.7) toma a forma
fi(Z,0) < —f(w,2) +0|u—2 | —yilju—2|?
= —f(u,Z)— (vi —0)lu—2|* (4.8)

Para cada x € C, defina g5 : C — R como sendo

gx(y) = f(x,y). (4.9)

Tome x € ri(C). Desde que, por P2, g, é convexa. Temos que seu subdiferencial em X,

denotado por 9g,(X), é ndo vazio. Seja v € 9¢g,(X). Pela definicao de subdiferencial,
v, 2 —%) < gu(Z) — gu(X) = f(u,2) — f(u, x). (4.10)
Em consequéncia de (4.10) e da desigualdade de Cauchy-Schwartz,
—f(u,7) < —flu,x)— 2 —%)
= O, x—2)—f(u,x)
< Pllx =2 = flu, %)
= lllk—u+u—2| %)
<RIk =l + flu—2) = f(,%)
= IR =ul + llu =2 = flu, ). (4.11)

Substituindo (4.11) em (4.8),

N

—f(w,2)) — (v — 0)|lu— 2

fk(Zj,U)
< [ — wl + 9]~ 2~ a5 — (i — 0] ju— |

= [PllIx—ull +lu=2 [V = (v = O)lu = 2] — f(w, ). (4.12)



Capitulo 4. Método do Ponto Proximal para Problemas de Equilibrio 61

Desde que, yx — 0 > 0 e lim ||Z/|| = +o0, segue tomando o limite em (4.12) que
j—o0
Jim (23, 20) < 9% )+ Jim 2 19— (i~ 0)hu— 2] — F(w,%) = ~oo,
pois lim [[u— 2| = co. Assim, existe jo € N tal que f(z/,u) < 0 para todo j > jo, o que
]— 00

prova (2). Portanto, PE(fy, C) tem solucao.
Agora provemos a unicidade da solugdo. Assuma que ambos X e X resolvem PE(fy, C).

Entao,

!/

0< (X, %) = (X, %) +vr(x —x5, % —%) (4.13)

I

0 < f(X,%) = (X, %) + v X —x*x—%) (4.14)

Somando, membro a membro, as desigualdades (4.13) e (4.14),

< BRI =l — x|
= (0—vi)l[x x|
0.

N\

Dai (6 — vy )||x — X'||> = 0 implicando ||x — X'|| = 0, ou seja, X = X .

Portanto, para cada k € N, PE(fy, C) admite uma tnica solucao. O

Teorema 4.3.1. Considere PE(f,C), onde f satisfaca P1 —P4'. Assuma que o conjunto,
S(f, C), solucies de PE(f,C) é ndo vazio. Entdo, para todo x° € C, a sequéncia {x*}

gerada pelo algoritmo proximal converge a um ponto x* € S(f,C).

Demonstracdo. Dividiremos a prova em 4 passos. No passo 1, provamos que {x*} estd
bem definida. No passo 2, provamos que {x*} é Fejér convergente a S(f, C). No passo 3,

K1 _x¥|| = 0, serd usado no passo 4, onde mostramos

estabelecemos o ttil fato que kh_I)Iolo IIx
que qualquer ponto de acumulacio de {x*} pertence a S(f, C). Os resultados dos passos 2
e 4, junto com a Proposicao 4.3.1, implica na afirmacao do teorema.

Passo 1. A sequéncia {x*} estd bem definida.

Segue do Lema 4.3.1 que cada subproblema admite uma tnica solucao. Logo, {x*} gerada

pelo algoritmo esta bem definida.
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Passo 2. |} —x*||2 < ||x* —x*||2 — ||[x*T! — x¥||? para todo k > 0 e todo x* € S(f, C).

Em particular, {x*} é Fejér convergente a S(f, C)

k _X*”Q

||X k_Xk+1 +Xk+1_x*||2

= x

— ||Xk o Xk+1H2 + HXkJrl o X*H2 + 2<Xk _ Xk+1’xk+1 o X*> (415)
Desde que x**1 € S(fy, C), temos

0< fk(xk+17x*) — f(xk+1,x*) _|_,Yk<xk+1 —Xk7X* o Xk+1>

ILe,
— (XM X)) (xR — X xR x, (4.16)
Assim por P4 e yx >0 V k € N segue
0 < (XM — XM xR X, (4.17)
Substituindo (4.17) em (4.15), obtemos
0/ [Ix* = X712 — [ = x<H2 —  —x2

Portanto, [[x*™!1 — x*||? < [|x* — x*||> — [|x* — x*"||* donde tem-se que {x*} é Fejér

convergente a S(f, C).

Passo 3. lim ||x*™ —x*|| = 0.
k—o00

Do passo 2,
[E =17 4 [l =P < = X7, (4.18)
segue que a sequéncia nao negativa {||x* — x*[|} é nao-decrescente, pois

HXkJrl _X*H2 < ka+1 _X*H2 + ka _Xk+1”2 < ”Xk _X*H2

k+1

e assim [[x*' — x*|| < [[x¥ — x*|| como afirmado. Logo, a sequéncia {||x* — x*||} é

convergente, digamos para o > 0.
Por (4.18),

0 <[ =X < I =7 — [ =, (4.19)
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Desde que o lado direito em (4.19) converge a 0 — 02 = 0, quando k — co, conseguimos
que

lim [|x* —x*"!|| = 0.
k—o0

Passo 4. {x*} tem pontos de acumulacao e todos eles pertencem a S(f, C).

A existéncia de pontos de acumulacio segue do passo 2, isto é, {x¥} é Fejér convergente
a S(f,C), e da Proposicao 4.3.1. Sejam X um ponto de acumulacao de {x*} e {x/x} uma
subsequéncia de {x¥} tal que kh_r)r;O Xk = x.

Fixado y € C. Desde que x*"! € S(fy, C), temos

0< fi(x T y) 0 FH ) F R xRy — xR
DCS
< FOThyY) v = xR - fly = xE| (4.20)

Observe que :
1. {yx} é limitado por A;
2. |ly = x**1| ¢ limitado, pois [y —x*"|| < [jyl| + X[ < [ly + M =¢, Vk € N;
3. klgrio [x* —x**!|| = 0, segue do passo 3.

Agora, tomando o limite infimo em (4.20) tem-se

0 < limsupf(x*™ y) + liminfyy [} — x5 - |y — x*T]
k—00 k—o0
= limsupf(x*,y), VyeC. (4.21)
k—o0

Pela semicontinuidade superior de f(+,y), temos usando (4.21)

f(x,y) > limsup f(x’*,y) >0, Vy e C.

k—o0
Logo, concluimos que X € S(f, C).
Os passos 2 e 4 indicam que ambas as afirmagoes da Proposicao 4.3.1 sao obtidas e desta

forma existe x* € S(f, C) tal que klim xk = x*. H
— 00

Observe que tomando 8 = 0 tal resultado engloba toda a classe de fun¢des mondtonas,
isto é, fungoes satisfazendo: f(x,y) + f(y,x) < 0 para todo x,y € C.
O exemplo a seguir mostra a importancia da hipotese P4 para a nossa analise de

convergencia.
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Exemplo 4.3.1. Considere o problema de equilibrio, PE(f,R), onde f : R? — R € dada

por f(x,y) = x(x —y).

Temos que
fx,y) +fly,x) = x(x—y)+yly—x)
= x(x—y)—ylx—y)
= (X_y)Qa

isto é, f é 1-undermondtona. Neste caso, observe que S(f,R) = {0}. Assim, tomando

Y 1x0 € S(fy,R) pois

x" € R* ¢ escolhendo v, =7y > 0 =1, tem-se que x' =

folx',y) = ((1 —y)(x' — x0)>(x1 —y)=0 VyeR

v—1

Agora considerando esse x' dado acima e realizando alguns cdlculos obteremos

x? = (%)2#3 € S(fi,R).

Dai sequindo este processo poderemos observar que

x_ (Y Yo
x“=(——=]) x° € S(fx_1,R) (4.22)
y—1
serd a sequéncia gerada.

Porém veja que {x*} diverge. De fato,

: Kk : Y \*.o
lim x* = lim (—) X
k—o0 k—o00 Y — 1
1 k
— lim (1 n —) X0
k—o00 Y — 1
k
> lim (1 + )xo
k—o00 Y — 1
= x+ lim ——
k—>ooy —1
= 00.

O ponto aqui € que para essa escolha de C a func¢ao f ndo satisfaz P4, o qual assequra a

Fejér convergéncia de {x*} ao conjunto solucdo.

Por outro lado, se tomarmos C = [%, 1] e yx = v > 1 o problema anterior pode ser

contornado isto por que a sequéncia € forcada a permanecer em [%, 1]. Além do mais,

neste caso, devido a presenca da restricao x* € C, a formula das iteradas ndo é mais

dada por (4.22), mas sim temos x**! = min{1, ﬁxk}, e é fdcil checar que {x*} converge
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para a tnica solucio x* = 1 apds um nimero finito de passos, para qualquer x° € C.
O fato é que a sequéncia {x} converge a solucdo do problema €é consistente com nossa

andlise de convergéncia, desde que f satisfaz P4 para esta escolha de C.



Capitulo 5

Variacoes de PE(f, C) e Perspectiva
de Estudos Futuros

Varios pesquisadores tém trabalhado em PE(f, C) devido a sua vasta aplicabilidade
em matematica e em diversas outras areas das ciéncias, como por exemplo: Economia
e Engenharias. Hoje é possivel encontrar na literatura algumas outras variacoes deste
problema, os quais podemos citar: Problema de Quasi-Equilibrio, Problema de Equilibrio
Generalizado e Problema de Equilibrio em dois Niveis.

Uma boa perspectiva de trabalhos futuros, é a generalizacao desses problemas para o
cenario Riemanniano. Alguns trabalhos tém considerado essa recente linha de pesquisa,
como em Ferreira et al [2] e Colao et al [10]. Além disso, muitos problemas existentes tém
uma melhor viabilidade do ponto de vista das variedades riemannianas, o que nos motiva

a nos aprofundar-mos neste tema.
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