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Resumo

O Teorema de Peano Classico (TPC) garante a existéncia local de solugao para o
problema de valor inicial x” = F(t,x), x(0) =0 com F : R x X — X continua sob a hipitese
de X ser um espaco (de Banach) de dimensao finita. Neste trabalho apresentamos em
detalhes as provas dos resultados de J. Dieudonné (1950) e J. Yorke (1970) que estabelecem

a falha do TPC nos espacos de Banach de dimensao infinita cq e {2, respectivamente.



Abstract

The Classical Peano’s Theorem (CPT) ensures the local existence of solutions to
the initial value problem x’ = F(t,x), x(0) = 0 with F : R x X — X continuous under
the hypothesis that X is a finite-dimensional (Banach) space. In this work we present in
details the proofs of J. Dieudonné’s and J. Yorke’s results establishing the Failure of CPT

in the infinite-dimensional Banach spaces ¢y and €2, respectively.

vi
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Introducao

O Teorema de Peano Clasico TPC ([19], [18] e [20]) garante a existéncia de solugoes
para os Problemas de Valor Inicial (ou Problema de Cauchy) sem se preocupar com a
unicidade de tais solugoes. Mais precisamente, o enunciado do Teorema de Peano (sem
perda de generalidade, através de uma transla¢ao nas condigoes iniciais) é o seguinte: Seja
X um espaco de Banach de dimensao finita e considere a funcao F : R x X — X uma
aplicacao continua. Entao, existe solugao do problema de Cauchy correspondente a F com
valores iniciais x(0) = 0, definida no intervalo (—9,6), com algum & > 0.

Neste trabalho apresentamos os dois primeiros resultados publicados que ajudaram a
por um fim em uma discussao que perdurou entre os anos de 1950 a 1974, que trata da nao
validade em dimensao infinita para o Teorema de Peano. Apresentaremos dois exemplos
de funcoes em dimensao infinita, creditadas, respectivamente, a Jean Dieudonné e James
Yorke, que ajudam a provar que o Teorema de Peano de fato nao possui validade em
espagos de dimensao infinita.

Cronologicamente, Dieudonné [7] foi o primeiro a apresentar, em 1950, uma fungao
continua e autonoma em relacao a variavel temporal, que tem como espaco base o conjunto
das sequéncias reais que convergem a zero ¢y (espaco nao-reflexivo) onde o Teorema de
Peano nao ¢é valido.

Apo6s a contribuicao de Dieudonné, o mateméatico americano James Yorke apresentou
em [24], outra funcao, continua, mas desta vez ndo-auténoma, que faz com que o Teorema
de Peano nao seja valido, desta vez no espaco de Hilbert £(N) (espago reflexivo).

Outros dois trabalhos ajudaram de forma mais abrangente a resolver de vez a questao
sobre a nao-validade do Teorema de Peano em espagos de dimensao infinita. No primeiro,
datado de 1972, o matemético Arrigo Cellina [6] provou que o TPC nao vale para espagos
nao-reflexivos, generalizando, portanto, o trabalho de Dieudonné [7]. E, por fim, para

encerrar de vez qualquer questionamento que ainda pudesse existir, o matematico russo
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A. N. Godunov [8], em 1974, provou que o classico resultado de Peano de fato nao vale
em qualquer espaco de dimensao infinita.

Esta dissertacao baseia-se fundamentalmente no trabalho de Vittorino Pata [17], que
apresenta uma modo alternativo do resultado de Dieudonné [7], e no trabalho original
de Yorke [24]. A contribuigao desta dissertagao consiste em apresentar os detalhes destes
dois artigos.

Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 listamos alguns resultados classicos e fixamos algumas notacoes que
serao utilizados no decorrer deste trabalho.

No capitulo 2 apresentamos a formulagao do problema da nao-existéncia e a estratégia
geral para atacé-lo. Este capitulo funciona como um guia para os capitulos 3 e 4, que sao
os capitulos principais deste trabalho.

No capitulo 3, apresentamos o primeiro resultado feito para mostrar a nao-validade
do Teorema de Peano, denominado de fun¢ao de Dieudonné. Este capitulo foi baseado
em [17]. Fizemos o Apéndice A para colocar a verificagdo rotineira da continuidade da
Funcao de Dieudonné. Encerraremos o Capitulo 3 explicando o porqué da Funcao de
Dieudonné nao poder ser usada como contra-exemplo para o TPC se trocarmos o espaco
co pelo espaco £2.

No capitulo 4 apresentamos o resultado da nao-validade do Teorema de Peano se-
gundo proposto no artigo de James Yorke [24]. Algumas demonstragoes das passagens
intermediarias deste capitulo foram colocados no Apéndice B, com o propédsito de tornar
a leitura mais direta e agradavel.

Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos a formulacao fraca para o Teorema de Peano.



Capitulo 1

Alguns Resultados acerca de Analise
Funcional e Equacoes Diferenciais

Ordinarias

1.1 Fatos Basicos de Analise Funcional

Neste capitulo fixaremos algumas notacoes e daremos defini¢oes ao desenvolvimento
do trabalho. Para informagoes mais completas, indicamos ao leitor que veja [1], [2], [4],

[12] e [13] .

1.1.1 Principais Definicoes

Definicao 1.1.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos (x,y) € M um numero real d(x,y), chamado
de distancia de z a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigoes para quaisquer

X, Y,z € M:
d1) d(x,x) =0;
d2) Se x #y entao d(x,y) > 0;
d3) d(x,y) = d(y,x);

d4) d(x,z) < d(x,y) + d(y,x).
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Neste caso, dizemos que o par (M, d) é um espaco métrico. Por um abuso de notacao,

trataremos o espago métrico em questao apenas por “M”.

Observacao 1.1.1. Quando houver dois ou mais espagos métricos com métrica possivel-

mente diferentes, usaremos apenas a unica notacao “d” para denotar suas métricas.

Definicao 1.1.2. Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é uma funcgao || - || :
X — [0,00) C R, que associa a cada vetor w € X o numero real ||u||, chamado norma

de u, de modo a serem cumpridas as condicoes abaixo para quaisquer u,v € X e A € R:
N1) Seu #0 entao ||u|| # 0;
N2) (A ull = (AL [l
N3) [u+ v < fluff + vl
Neste caso o par (X, || -||) é chamado de espago vetorial normado.

Observacao 1.1.2. Todo espaco vetorial normado € também um espaco métrico com

d(x,y) = [|[x —y||. Tal métrica é chamada de métrica induzida.

Definicao 1.1.3. Seja X um espaco vetorial real. Um produto interno em X € uma fung¢ao
(-,-): Xx X — R, que associa a cada par ordenado de vetores w,v € X um nimero
real (w, V), chamado produto interno de w por v, de modo a serem cumpridas as condi¢oes

abairo, para w,v,z € X e A € R arbitrarios:
P1) (u+v,z) = (u,z) + (v,z);

P2) (Au,v) =A- (u,v);

P3) (w,v) = (v,u);

P}) u# 0= (u,u) >0.

Definicao 1.1.4. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicaco f: M — N ¢
continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter & > 0 tal que
d(x,a) < 6 implica d(f(x),f(a)) < €. Diz-se que f: M — N € continua quando ela é

continua em todos os pontos a € M.



Capitulo 1. Alguns Resultados acerca de Analise Funcional e Equacoes
Diferenciais Ordinarias 7

Definicao 1.1.5. Seja f: X — Y uma func¢ao entre os espagcos métricos X e Y. Se existir
uma constante ¢ > 0 tal que d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) para quaisquer que sejam x,y € X,

dizemos entao que f € uma aplicacdao lipschitziana, e ¢ € a constante de Lipschitz.
Proposicao 1.1.1. Toda aplicacao lipschitziana € continua.
Demonstragao. Com efeito, basta tomar & = ¢ na definigao de continuidade. ]

Proposicao 1.1.2. Sejam X, Y espacos vetoriais normados. As sequintes afirmacoes a

respeito de uma tranformacgao linear f: X — Y sao equivalentes:

1. f € continua;

2. f € continua no ponto 0 € X;

3. Existe ¢ > 0 tal que ||f(x)|| < ¢ ||x|| para todo x € X;

4. Existe ¢ > 0 tal que [[f(x) —f(y)|| < c-||[x —yl| para quaisquer x,y € X.
Demonstragao. Vide [13], pag. 56. ]

Definicao 1.1.6. Dados o0s espacos normados X e Y, indicamos com a notacao L(X;Y) o
conjunto das aplicacoes lineares continuas de X em Y. Mostra-se que tal conjunto, munido
com a morma

1] = sup {If(x)] : x € X, x| =1}.

€ um espaco vetorial normado

Observagao 1.1.3. Por defini¢ao, im f, = f em L(X;Y) significa que lim ||f, —f|| =0,
n—o00

o que equivale a dizer que f, — f uniformemente.

Observacgao 1.1.4. Caso se tenha Y = X, o espaco vetorial L(X;Y) serd denotado sim-
plesmente por B(X). No capitulo 4 serd tratado o caso em que X representa um espaco

de Hilbert (veja o exemplo 1.2.1 da se¢ao sequinte).

1.2 Espacos de Dimensao Infinita

Neste capitulo introduziremos a definicao de espaco de dimensao infinita. Este tipo de
espago se faz presente nos capitulos principais desta dissertacao e representam uma parte

de extrema relevancia na teoria de Andlise Funcional.



Capitulo 1. Alguns Resultados acerca de Analise Funcional e Equacoes
Diferenciais Ordinarias 8

Definicao 1.2.1. Seja X um espacgo vetorial. Se para cada inteiro n existir um niumero
n de elementos linearmente independentes em X, dizemos entao que X € um espaco de

dimensao infinita.

Um pequeno fragmento do texto de Hamilton Prado Bueno [3] serve como motivacao
para o comentario que serda dado a seguir:

“Na pratica, raramente verificamos que um espaco vetorial tem dimensao infinita
exibindo uma de suas bases. Na verdade, muito raramente podemos exibir uma base
de um espaco X de dimensao infinita. A maioria dos exemplos de base em espacos de
dimensao infinita ocorre em espacos de sequéncias”.

O texto acima exprime bem a importancia, e a0 mesmo tempo a pequenez, dos espagos
de sequéncias dentro da teoria de espacos de dimensao infinita. Dois exemplo destes

espagos sao a seguir, referem-se aos Capitulos 3 e 4, respectivamente.

Exemplo 1.2.1. O espaco cq denota o conjunto de todas as sequéncia (X = X1, Xa,*++ , Xy, * -
de numeros reais tais que Xy converge para zero quando K tende a +0o. F claro que ¢y €
um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias (operagoes coordenada a coor-

denada). E facil mostar que
[x[|co = sup {Ixx| : k € N}
torna cq um espago vetorial normado de dimensao infinita.

Exemplo 1.2.2. O espaco das sequéncias de quadrado somdvel, ou espaco £* € o conjunto

constituido por todas as sequéncias x = (Xq1,Xa," -+ ,Xi, -+ ) de numeros reais tais que
(oe]

E Ixi|* < oco. E facil mostrar que £ é um espaco vetorial normado, com a norma

i=1

definida por ||x|e2 =

1.2.1 Espacos de Banach

Trataremos nesta subsecao sobre os espacos de Banach. Aqui faremos um resumo das
principais defini¢oes e apresentaremos alguns exemplos sobre estes importantes tipos de

espagos métricos.

Definigao 1.2.2 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (xn) em um espagco métrico X
chama-se uma sequéncia de Cauchy quando, para qualquer que seja € > 0, existe ng € N

tal que d(xm,Xn) < € sempre que M, N > Ng.
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Definigao 1.2.3 (Espaco de Banach). Seja X um espagco normado. Um subconjunto
F C X ¢é dito completo, se toda sequéncia de Cauchy de elementos de F convergir para um

elemento de F. Neste caso, o espago normado completo (X,||-]]) € dito espaco de Banach.

Exemplo 1.2.3. Os espagos vetorias (Co, || - ||lco) € (€, || ||¢2) sdo exemplos de espagos de

Banach com as operagoes usuais de sequéncia e com suas respectivas normas.

Exemplo 1.2.4. O espaco das funcoes continuas reais definidas no intervalo [0,1] é um

espago de Banach com a norma do supremo: ||f|| = sup [f(x)].
x€[0,1]

Proposicao 1.2.1. Sejam X,Y espacos de Banach, e L(X;Y) o espaco dos operadores
lineares continuos de X em Y. Para T € L(X,Y) a expressao
Tx
ITlle = sup T (1.1)
xfizo x|l

satisfaz as propriedades de norma.

A expressao 1.1 possui as sequintes propriedades extras:
i | Tx|| < ||T| - ||x]| para todo T € L(X,Y) ex € X;

i [|STI < [SI - [ITl;

ii. || T%|| < || T||* para todo T € L(X,Y).

. (L (%), |- |le) € espago de Banach.

Demonstracao. Vide [2]. O

1.2.2 Espacos de Hilbert

Faremos nesta secao um breve apanhado das principais defini¢oes e proposicoes a
respeito dos espaco de Hilbert, que sao de fundamental importancia na teoria da Anélise
Funcional devido a proximidade desses conjuntos com o espaco euclidiano R™. Lembrando
da defini¢ao de produto interno (veja Definicao C.1.3), podemos dar prosseguimento as

definicoes desta secao.

Definicao 1.2.4. O par (X, (-,-)) € chamado de espago com produto interno. Neste caso
dizemos que a funcdo

[P X = R, Ixl] = v/ (%, %), (1.2)

¢ a norma induzida pelo produto interno (-, -).
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Antes de provarmos que a fungao da Defini¢ao 1.2 acima é de fato uma norma, vejamos

um resultado preliminar que ajudara na demonstracao deste fato.

Proposicao 1.2.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um espago vetorial com

produto interno. Entao
Oy < Il [yl (1.3)

para quaisquer x,y em X. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores X

ey sao linearmente dependentes.
Demonstragao. Vide [2], pdgina 105. ]
Com isso, vale o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.3. Seja X um espaco com produto interno. A fun¢ao definida na ez-

pressao (1.2) é uma norma em X.

Proposicao 1.2.4. Sejam X um espaco com produto interno ey € X um vetor fizado.

Entao as funcgoes
xeX—xYy)eR e xeX—(yx)eR
sao continuas.

Definigao 1.2.5 (Espaco de Hilbert). Um espago com produto interno que é completo na
métrica induzida pela norma, que por sua vez foi induzida pelo produto interno € chamado
de espaco de Hilbert. Em particular, um espaco de Hilbert é um espaco de Banach com a

norma induzida pelo produto interno.

o0

L L B B - .
Exemplo 1.2.5. Dadas as sequéncias numéricas x = (x)52,,Yy = (yj)52,, a expressio

(xy) =D xy;
j=1

define um produto interno em €. A convergéncia da série acima decorre da desigualdade

de Cauchy-Schwarz. A norma induzida coincide com a norma original || - ||o de €2
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1.3 Alguns Teoremas Importantes de Analise Funci-
onal

Apresentaremos agora alguns resultados importantes e basicos que ajudarao no en-

tendimento dos Capitulos 3 e 4. Comecemos com algumas definigoes.

Definicao 1.3.1. O dual algébrico de um espago vetorial X € definido como sendo

X# ={f: X — R}.

Definigao 1.3.2. Um funcional linear f : X — R em um espa¢o normado (X,|| - ||) é
dito limitado se:
f(x
HfH d;f. su | ( )|
xex:x20 |||
Definigao 1.3.3. O espa¢o dual de um espago normado (X, || -||) € o subconjunto X* do

espaco X# definido por:
X ={f:X—R : felL(XR)}.

Definicao 1.3.4. Um espaco topoldgico (X, T) € dito separdvel quando existe uma sequéncia

Xn em X que é densa em X, ou seja, {xn} = X.
Definicao 1.3.5. O espaco bidual X** de um espaco normado X € o dual do espago X*.

Definicao 1.3.6. Seja X um espaco de Banach, e considere o espaco bidual X**. A

injecao canonica de X em X** € a aplicagao | : X — X** definida por:
J(x)(f) =f(x), xe X, feX".
A principal propriedade da injecao canonica é a seguinte:
Proposigao 1.3.1. A injecao canonica | é uma isometria.
Demonstragao. Vide [1], pagina 59. O

Definicao 1.3.7. Um espaco de Banach X € dito reflexivo quando a inje¢cao canonica for

uma aplicagao sobrejetiva, ou seja, J(X) = X**.

Exemplo 1.3.1. O dual do espaco de Banach £P(N) € isomorfo ao espaco de Banach
(9(N), onde q € o expoente conjugado de p, isto €, %—I— é =1. Vide [1].
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Riesz-Fischer). Todo espaco de Hilbert separdvel de di-

mensao infinita é isometricamente isomorfo a {*.

Demonstragao. Vide [2], pdgina 124. ]
Corolario 1.3.1. Espacos de Hilbert separdveis sao reflexivos.

Demonstra¢ao. Vide [2], pdgina 125. ]
Teorema 1.3.2. O dual de um espaco de Hilbert é também um espaco de Hilbert.
Demonstracao. Vide [2], pagina 128. ]
Corolario 1.3.2. Espacos de Hilbert sao reflexivos.

Demonstragao. Vide [2], pdgina 128. ]

1.4 Fatos Basicos de Equacoes Diferencias Ordinarias

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos, mas de fundamental importancia
na teoria de Equagoes Diferencias Ordinarias. Para informacoes mais completas, indica-

mos ao leitor que veja (3], [5], [10], [14], [15] e [23].

1.4.1 Principais Definicoes

Definicao 1.4.1. Uma Equagao Diferencial Ordindria (EDO) é uma equagdo que contém

uma variavel independente t, uma varidvel dependente y e alguma de suas derivadas

9/79”... ’y(n)7... .

Para as proximas defini¢oes, consideremos I C R um intervalo , X um espaco de

Banach e uma funcao f de I x X em X dada por f: I x X — X.

Definicao 1.4.2. Uma funcao @ : I — X chama-se solugao da equag¢ao

d
d_: =x'(t) = f(t,x)
no intervalo 1 se:

1. O grdfico de @ em 1 esta contido em I xX X;

2. 4@ (1) = @’(t) = f(t, ¢(t)) para todo t € 1.
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Definicao 1.4.3. Seja X um espaco de Banach e V C X um conjunto aberto. Chamamos

de campo de vetores continuo em X qualquer aplicacao continua g:V — X.

Observacao 1.4.1. E 6bvio que se temos um campo de vetores g, podemos definir uma

aplicacao f: 1 x X — X dada por f(t,x) det. g(x), na qual temos associada a EDO

dx
— =f(t,x) = g(x).
7 = (LX) =g
Definicao 1.4.4. Qualquer equagao diferencial dada por um campo (cuja expressao, por-
tanto, nao dependa da varidvel t € R) é chamada de auténoma. Caso contrdario, a equag¢do

é chamada de nao-autonoma.

A proxima observacao relaciona os sistemas do tipo autonomo com os do tipo nao-
autonomo, e este é de fundamental importancia no que se diz respeito ao capitulo 4 desta
dissertacao, ja que naquele capitulo a funcao usada para mostrar o contra-exemplo para

o Teorema de Peano (Veja a definigdo 1.5.5) é nao-autonoma.

~ ~ . . .. . dx __
Observagao 1.4.2. Notemos que toda Equagao Diferencial Ordindria do tipo G = f(t,x)
pode também ser reduzida a uma equacao autonoma. Para tanto, basta usar a substi-
tuicao y = (t,x), que associa a equagdo original uma equag¢ao autonoma particular (com
dimensao mais alta): %% = (1,9(y)). Desse modo, nosso modelo geral de Equagdo Or-
dindria sao, afinal, as equagoes autonomas, ja que qualquer outra pode ser reduzida a uma

deste tipo.

Definigao 1.4.5 (Problema de Valor Inicial, ou problema de Cauchy). Seja U um aberto
contido em I x X. Seja f: U — X uma aplicagao pelo menos continua. Fizado um par
(to,xo) € U, chamado de valor inicial para a EDO, chamamos de problema de Cauchy

associado a f com valor inicial (tg,Xg) ao problema definido formalmente por:

dx __ .
at — f(t7x)7
x(tg) = xo.

Em outras palavras, dizemos que uma aplica¢io @ : 1 — X (onde to € 1) € uma solugdo
do problema de Cauchy dado por f, com valor inicial (to,xq) se:

1) @ € solugio da EDO (veja Definicao C.4.2, item 1) associado a f e;

2) ¢(to) = xo.
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Observacao 1.4.3. Ejustamente a condi¢cao 1 acima que € violada por qualquer suposta

solugao do PVI

& = f(t, x)
x(0) = 0.

com X =c¢g e f="f.,, como dado no Capitulo 5.

1.5 Sobre Teoremas de Ponto Fixo e de Existéncia

de Solucao de EDO

Nesta secao descorreremos sobre a teoria de ponto fixo, e sobre os importantes teoremas
de existéncia em Equacoes Diferencias Ordindrias, em especial sobre os Teoremas de

Picard e o de Peano, que por sua vez servird como motivagao para os capitulos 3 e 4.

1.5.1 Teoremas de Ponto Fixo

Definicao 1.5.1. Um ponto fixro de uma funcao T : X — X é um ponto x € X tal que
T(x) =x.

Definicao 1.5.2. Seja (X,d) um espago métrico. Uma funcao T : X — X chama-se
uma contra¢do quando existe uma constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que d(T(x), T(y)) <

c-d(x,y) para quaisquer x,y € X.

Dadas a definicoes acima, apresentaremos agora de trés dos primeiros teoremas que

garantem a existéncia de um ponto fixo.

Teorema 1.5.1 (Ponto Fixos de Banach). Sejam X um espago métrico completo e T :

X — X uma contracao com constante de contracao c. Entao T possui um unico ponto fizo

em X. Além disto, tal ponto fizo xpr € dado pelo limite lim T™(xq), € unico, independente
n—oo

da escolha de xo € X. Também vale a estimativa de erro da n-ésima iterada

CTL

d(T(n](Xo)7XPF) <
1—c

- d(T(x0), x0)-
Demonstracao. Vide [13], pagina 220. ]

Teorema 1.5.2 (Ponto Fixo de Brouwer). Seja X um espago vetorial normado de di-
mensao finita e B ={x € X;||x|| < 1}. Consideremos um espago métrico U homeomorfo

a B. Entao toda transformacao continua T : U — W possui pelo menos um ponto fizo.
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Demonstragao. Vide [10], paginas 156-159. ]

Teorema 1.5.3 (Ponto Fixo de Schauder). Seja X um espa¢o normado e U um subcon-
Junto convezo (isto é, conjuntos nos quais quaisquer segmento de reta ligando dois de seus

pontos estd inteiramente contido no proprio conjunto) e compacto de X. Se T: U — U é

uma tranformacdo continua, entao T possui ao menos um ponto fixo.

Demonstragao. Vide [10], pdginas 164-165. O

1.5.2 Teoremas de Existéncia de Solucao para Equacoes Dife-

renciais Ordinarias

Os teoremas de existéncia de solucao para um Problema de Valor Inicial dado sao de
extrema utilidade em Matematica. Trataremos nesta subsecao de dois importantes teore-
mas que ajudam a garantir existéncia (mesmo que local) de soluc¢do. Sao eles os Teoremas
de Picard e Teorema de Peano. Estes teoremas sao consequéncia, respectivamente, dos

Teoremas do ponto fixo de Banach e de Schauder acima.

Definigao 1.5.3. Uma aplicagao f: U C I x X — X (ndo necessariamente continua) é
dita localmente lipschitziana em relagdo a sequnda varidvel (abreviada por Lips) se todo
ponto de U possui uma vizinhanga restrita a qual f € lipschitziana com respeito a sequnda
variavel. Mais precisamente, dado (t,x) € U, existe ] x V. C U wvizinhanga do ponto (t,x)

e uma constante K > 0, tal que, para todo x; € V, comi=1,2,--- et €1 temos
Hf(ta Xl) - f(ta X2) ” g KHXl - X2”'
A definicao anterior € 1til para enunciarmos o seguinte teorema:

Teorema 1.5.4 (Picard - versao para dimensoes finita e infinita). Seja X um espaco de
Banach e f: [ty — a, tg+ al X Bp(x) € R x X — X wma aplica¢io continua, limitada, e
lipschitziana em relagdo a sequnda varidvel (note que se X tem dimensao finita, a condi¢ao
de limitada € redundante). Entdo, existe uma unica solugdo para o problema de Cauchy
associada a f com valores iniciais x(tg) = Xg, definida no intervalo [to — &, tg + «f, onde

a=min{a, &} eM :sup{||f(t,x)||, (t,%) € [to — a, to + a x Bb(xo)}.

Demonstragao. Vide [5], pdgina 44. ]
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Teorema 1.5.5 (Peano). Seja X um espago de Banach de dimensdo finita. Considere f :
[to—a, to+al X By (xg) € RxX — X uma aplicacao continua. Entdo, existe solu¢ao para

o problema de Cauchy associado a f com valores iniciais x(tg) = Xq, definida no intervalo

[to—«, to+al, onde o« = min {a, 3 } ¢ M = sup {Hf(t,x)H, (t,x) € [ty — a,to + a] x Bb(xo)}.

Demonstracao. Vide [5], pdgina 48. ]

1.6 O Lema de Gronwall

Apesar da relevancia de se saber da continuidade das solugoes em relagao as condicoes
iniciais e parametros, convém também obter cotas para a velocidade com que duas
possiveis solucoes possam se separar ao longo do tempo. Isso é obtido através de hipdteses
adicionais sobre a aplicacao f que expressa a equacao diferencial. Um dos tipos de hipdtese
adicional sao as do tipo desigualdade integrais.

Uma importante desigualdade deste tipo se encontra sob a forma do Lema de Gronwall,
e é sobre ela que se trata esta secao. Aqui apresentaremos somente o enunciado, e a re-
feréncia onde o leitor pode encontrar sua demonstracao. O Lema de Gronwall proporciona
a justificacao e a ferramenta de muitas aproximagoes de solucoes de equacoes diferenciais
ordindrias. Em particular, é utilizado para demonstrar a especificidade de uma solugao
para o problema de Cauchy, por meio do Teorema de Cauchy-Lipschitz, e se encontra sob

a forma integral e diferencial.

Lema 1.6.1 (Desigualdade de Gronwall). Sejam u, € C[R,R*] e C uma constante

nao-negativa. Suponhamos que se tenha a desigualdade

u(t) < C +Jt B(s)u(s)ds,

com t > tg Entao

u(t) < C- ot B(s)ds

para t = tg.

Demonstragao. Vide [14]. O



Capitulo 2

Formulacao do Problema da
Nao-Existéncia e Estratégia Geral

para Resolve-lo

O problema central deste tabalho possui a seguinte formulagao:
Problema Central. Para cada espago de Banach (X, || - ||) construa uma funcao Fy :
R x X — X que seja continua de modo que para todo 8 > 0 (independente do quao pequeno
seja) nao exista funcao diferencidavel y : (—5,8) C R — X satisfazendo o problema de valor
inicial (PVI)
y'(t) = Fx(t,y(t), t e (=5,9),
y(0) =0.

Em outras palavras, dado X construa Fy de modo que o PVI somente seja verificado no

(2.1)

“intervalo”de tempo degenerado {0}.

Observamos que, de modo similar a definicao de diferenciabilidade em X = R™, dize-
mos que uma fungao a valores no espago de Banach y : (—6,8) — X é diferenciavel no
w —VH = 0. Neste caso,

mostra-se que tal v é tinico e o denotamos por y’(t) (ou seja, a derivada da func¢ao y no

ponto t € (—90, ) caso exista v € X satisfazendo lim
s—t

ponto t).

O modo de mostrarmos a nao existéncia de solugoes é feito por contradi¢ao. Mais

precisamente temos a seguinte estratégia geral:

Estratégia Geral: Adota-se a seguinte estratégia para resolver o problema acima:

Passo 1. De acordo com o dado espago de Banach X constroéi-se uma funcao Fx : Rx X —

17
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X de modo que esta fungao seja continua em todos os pontos de seu dominio, e de modo
que;
Passo 2. Ao supor que exista uma solucao local, ou seja, uma funcao x(t) — definida
sobre um intervalo da forma (—&,8) com 0 < 9, satisfazendo o PVI (2.1) — obtem-se uma
contradicao.

Resumimos abaixo os casos mais conhecidos de acordo com o espaco X e a funcao
continua Fx onde serd impossivel obter a contradicao desejada, ou, equivalentemente, a

existéncia de solucao esta garantida quando:

I. O espaco X tem dimensao finita ou ndo e a funcao Fx satisfaz Fx(t,0) = 0 para todo
t em um intervalo aberto contendo o conjunto (—9,98). Neste caso o PVI tem, por

inspecao direta, como solucao x(t) = 0 sobre (=9, 0);

IT. O espaco X tem dimensao finita e a fungao Fx é lispchitz na segunda varidvel (Lips),
ou seja, Fx satisfaz ||Fx(t,y§)—Fx(t,X)|| < L||g —X]|| para uma constante 0 < L < oo
para todos os pontos (t,X) e (t,7) em alguma vizinhanca do ponto (0,0) em R x X.
Neste caso a existéncia de solugao segue do Teorema de Picard, cuja prova ¢ baseada

no Teorema do Ponto Fixo de Banach;

III. O espago X tem dimensao infinita, Fx é Lips, e vale a condicao adicional: existe
uma vizinhanca V de (0,0) em R x X tal que  sup |[F(t,X)|| < +o0. Neste caso,
(t,X)ERXV
novamente, a existéncia segue do Teorema de Picard.

IV. O espaco X tem dimensao finita e Fx é qualquer funcao continua. Neste caso a

existéncia segue do Teorema de Peano Classico (Veja Teorema 1.5.5).

Devido ao item IV acima iremos considerar neste trabalho apenas o caso em que X
possui dimensao infinita. Mais precisamente, apresentaremos em detalhes a solucao do
problema central acima para os seguintes casos:

1. Para o espacgo (X, || ||) = (co, || - ||), cujo a prova foi feita por Dieudonné (1950);
2. Para o espago (X, || - ]|) = (£3(N), | - ||2), cujo a prova foi feita por J. A. Yorke (1970).



Capitulo 3

Inexisténcia de Solucao Local em c( -

Contra-Exemplo de Dieudonné

Em 1950, o matemético francés Jean Dieudonné (1906 - 1992) apresentou em [7] um
contra-exemplo bem simples, em dimensao infinita, para o Teorema de Peano. Em seu
trabalho, Dieudonné definiu uma fung¢ao (aqui chamada de func¢do de Dieudonné) que sai
do espaco cg e chega nele proprio. Este foi, até entao, o primeiro trabalho da época que
oferecia uma resposta, mesmo que parcial, para a questao sobre a possivel nao-validade
de solucao para o problema de Cauchy em campos de vetores em espacos de dimensao
infinita.

Neste capitulo, baseado fundamentalmente em [17], apresentaremos a fungao de Di-
eudonné, bem como a explicacao do porqué esta funcao ser um contra-exemplo para o

Teorema de Peano no espaco de dimensao infinita cg.

3.1 Funcoes de Dieudonné

Definig¢ao 3.1.1 (Fungao de Dieudonné). Seja y = (Yo, Y1,Yz, -.-) € co. Defina a fungao

Fn:co— R, comn={0,1,2,---}, por:

1
F.(y) = A+ —
(y) mr+1+n

A funcao de Dieudonné, denotada por F¢, : ¢g — ¢o, € definida de modo que suas

componentes sao formadas pelas fungoes Fy, acima. A funcao F., é dada por:

Feo(y) = (Fo(y), Fuly), Fa(y), - -+ Fuly), -+ ).

19
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Note que a funcao de Dieudonné é intuitivamente continua. Mais precisamente, a
medida que x se aproxima de y na norma de ¢, dados x,y € cg, temos que F(x) se

aproxima cada vez mais de F(y). O seguinte resultado é vélido:

Proposigao 3.1.1. A funcdo de Dieudonné, F : R X ¢g — cqo, dada por (F(y))n =
lynl + n+r1 ¢ uniformemente continua em todo o espaco ¢y, ou seja, para € > 0 e

X, Y € co arbritdrios, eziste & > 0 tal que ||[F(x) — F(y)||c, < € sempre que ||[x —ylc, < 5.

Demonstracao. Vide Apéndice A. ]

3.2 Caracterizacao da Contradicao

Seja F¢, a Funcao de Dieudonné definida acima, e considere o Problema de Valor

Inicial dado por:
x'(t) = Fe,(x(t)), com te (=9,9),
x(0) = 0.

(3.1)

Mostraremos que nenhuma suposta solucao y € C'((—86,8), co) para (3.1) pode existir.
Com efeito, seja y € CH((—9,8),co) para algum & > 0, uma suposta solugao para o
problema (3.1). Em particular, cada componente y,, é diferencidvel em (—9, ) e satisfaz

o problema de Cauchy

Yn(t) = V/Iyn () + 5, com te (=3,9),
yn(o) = 0.

(3.2)

Entao y/ (t) > n#ﬂ > 0, ou seja, Yy (t) > 0 para todo t € (—9,0) e, em particular, para
t €[0,0). O fato de y; (t) > 0 para t € [0,8) nos permite utilizar o método da separagao
das varidveis e integrar em ambos os lados da expressao (3.2), obtendo:

Jy“m fe [ (0,5) (33)
—2% =] ds, comt € (0,9). 3.3
yn (0) \/yn + HLTL 0

Fazendo a mudanca da varidvel \/y, pela varidvel u segue que y,(t) = u? o que

implica em dy, = 2u du. Assim, devido a condigao inicial y,(0) = 0 obtemos

Jyn(t) dyTl J Yn(t) U
0

— =
yn(0) VYn T 141

Logo, a expressao (3.3) torna-se

—du, com te€[0,9).

U+ 1+n

Yn(t) 2 t
J —udu:J ds, com te€[0,9). (3.4)
0
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Fatorando o integrando do lado esquerdo da equagao (3.4) resulta que:

2u du— 2u du — (1+n)2u
U+ Uanjusl S (I+nu+1

e substituindo em (3.4), obtemos:

ynlt)  (q 9 t

J mduzj ds,

0 (14+n)u+1 0
ou seja,

vV yn(t) (1+TL)LL+1—1 t

2 du=| ds.

0 (I+nju+1 0

Dai

¢ Vo f o nju+ 1 1

J ds:zj {(1+n)u+1_(1+n)u+1} du
\/Un(t) 1

=2

11— Ja
(1+n)u+1} .

Yn(t) 1
=2 \/yn(t)—J ] du
0 (1+mn) [u+—
14+n
1 1 Yn (t)
{ w0 () [ 1]

Ou seja, para todo t € (0,9), temos:

1 1 1
2{”"”“)_ 1+n> {ln( y“(t)+1+n>_ln(1+n)1}:t’
isto é

) yn(t)—(i> 1n< yn(t)+L)+(L) 1n(L): t . (35)
—_— 1+n 14+mn 1+n 1+n ~

() ~- A - ()

(b) (c)

Note que em (3.5), para todo t € (0,0), o termo (a) converge a zero quando fazemos
n — oo pois estamos assumindo que a suposta solugao y(t) € co para todo t € (0,9).
O termo (c) converge a zero quando n — oo visto que ghj& EIn& = 0. Menos clara é
a convergéncia de (b) para todo t € (0,8) quando n — oo. Para isto consideremos o

seguinte resultado:

Lema 3.2.1. Seja g:(0,0) = R" com lim g(§) =0. Entdao alin([)l Eln(g(&) + &) =0.
0+

£—0*
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Demonstracdo. Primeiramente note que, para & > 0 suficientemente pequeno, temos:
EIn(g(&) +&) <0 (3.6)
pois g(&) — 0 quando & — 0". Agora,
£In(&) < &In(g(&) + &), (3.7)

devido a funcao logaritmica ser crescente.

De (3.6) e (3.7), como aliy%l &In(&) = 0, entao, pelo Teorema do Confronto, segue que
0+
lim &In(g(&) +&) =0.
E—0*F
]

Tomando & e g no lema acima iguais a H#n (que depende de n e ndo de t) e \/m ,
respectivamente, temos, pela conclusao do Lema 3.2.1 que a expressao (b) converge a zero
sempre que 1 — 00.

Agora note que para todo t € (0,0) é verdade, para o lado esquerdo da expressao

(3.4), que

oSy — O+ — )+ —2m(—)| =0
Yn 14+n Yn 14+n 1+nn 1+n

quando n — oo. Ja o lado direito de (3.4), que é igual t (e independe de n), serd
estritamente positivo em (0,9). Com esta contradi¢ao concluimos que uma solugao (local)

para o problema nao existe.

3.2.1 Outra forma de Mostar a Contradigao para o TPC Usando

a Funcao de Dieudonné

Agora mostraremos uma outra forma de obtermos contradicao do Teorema de Peano
Classico a partir da Funcao de Dieudonné, diferente da usada na Secao 3.2. Com efeito,

note que (3.5) pode ser reescrita como sendo:

1

VI = (Vi)

n+1
Veja que o argumento do logaritmo acima é maior ou igual a 1, e portanto seu valor sera

sempre nao negativo, ou seja, temos a expressao:

2¢/yn(t) > t,
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o que implica em )

walt > (5) 3:5)
Como o lado direito de (3.8) ndo depende de n, ao se tomar t positivo (por exemplo
t =2), teremos

yn (3) » 0 quando n — .

ou seja, a funcao y nao é um elemento de ¢y, o que é uma contradicao.

3.3 Observacoes Posteriores a Respeito da Funcao de
Dieudonné

Esta secao tem o intuito de analisar algumas observacoes a respeito do contra-exemplo
de Dieudonné mostrado na secao anterior.

Um questionamento que possa vir a ser feito sobre o contra-exemplo de Dieudonné
¢é a possivel escolha de outro espaco para o dominio e contra-dominio para a funcao de
Dieudonné. De forma mais precisa, questiona-se sobre a validade do contra-exemplo ao
se trocar o espaco ¢y pelo espaco das sequéncias com quadrado somdvel 2. Veremos que
tal questionamento nao é valido pois, primeiramente, ao trocarmos ¢y por £? na Funcao
de Dieudonné nao temos sequer a boa definicao para esta possivel nova funcao. Mais
precisamente, seu dominio nao serd todo o {2, e mesmo que se restrinja seu dominio, nao
se tem a continuidade para a tal. Estes fatos sao melhores esclarecidos sob a forma das

seguintes observagoes:

Observacao 3.3.1. A funcao de Dieudonné deiza de ficar bem definida quando seu espaco

base ¢y € trocado por £*. Mais precisamente, para Y, = (%, %, e ,H%, .)€ £2 nao se

2 2
tem Fy.) € €, pois (F(y.)); = ( h%-l—ﬁ) P (Vﬁ) = p%l, donde segue, pelo

teste da comparacao, que Z(F(y*))% = +00, isto €, F(y.) & 2.

i=1
Observagao 3.3.2. Mesmo que restrinjamos o espago X = ¢y ao dominio D = {y € {*:
F(y) € 2} afim de que a “nova” funcio de Dieudonné F : Rx D — {2 fique bem definida,

a sequinte proposicao mostra que F nao é continua.

Proposicao 3.3.1. A funcio de Dieudonné F : R x D — {2 ndo é continua no ponto

y=0.
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Demonstracao. Tomemos primeiramente a sequencia {y(k)}k N definida por

k termos

Mostraremos que sao verdadeiros os seguintes itens:
a.y=0eDe{y™} _, CD;
b. [[y™ — 0]z — 0 quando k — oo;
c. ||[F(y™) —F(0)||¢z = 1, para todo k € N.

Observemos que a descontinuidade da funcao F no ponto y = 0 segue obviamente

destes trés itens.

(a.) Como F(O):(\/6+1,\/6+%,\/6+%,-~ ,\/6+%,---),tem—se que

[e%¢] 0 1 2
F(0))? = :
S FOE =Y () <boc
i=0 i=0
Logo F(0) € {2, donde 0 € D.
Como para todo k € N vale que
= 2 11
)\~ _ _
Z(yi ) =k =1 (3.9)
i=0
tem-se que y*) € €2, e como

[e3) ) k 1 1 2 0 1 2
Z(F(y(k))) :Z<\/;+i+1> +i§+1 (i+1> < Cy(k) + Ca(k).

i=1 i=0

com C;(k) e Cy(k) constantes finitas, segue que F(y®¥)) € ¢2, donde concluimos que
y® e D.

(b.) Basta notarmos de (3.9) que se tem [[y™ —0[% = [[y™|2 = L. Portanto
ly™ — 0|z — 0 quando k — oo.

(c.) Veja que

Fly®) = \/T+1 \/T+1 \/T+ 111
Yo = Wk 2V 3 VK T kF 1 k+2 k13 ’
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) , v \’ T
IFy™) =FO)ll =) _ (/5] +0=k- =1

i=1

Portanto

Desta forma temos que |[F(y™) —F(0)||2, ndo pode convergir a zero quando k tende para
infinito.

]

Das Observagoes 3.3.1 e 3.3.2 acima podemos notar que a simplicidade do contra-
exemplo usado por Dieudonné nao é repassada quando ao invés de cy usarmos outro
espaco, por exemplo, €2, como visto na Proposicao 3.3.1. Talvez por isso, um segundo
contra-exemplo para o Teorema de Peano Classico tenha sido feito 22 anos depois que
Dieudonné apresentou seu artigo com a funcao mostrada neste capitulo. Este segundo
contra-exemplo foi apresentado por James Yorke [24] em 1972. Em seu artigo, Yorke
segue as mesmas linhas apresentadas por Dieudonné. Primeiramente é apresentada a
fungao que caracteriza a contradigao para o Teorema de Peano Classico, e em seguida é
usada a estratégia geral apresentada no Capitulo 2 para mostrar que de fato esta funcao
gera o contradicao desejada, s que desta vez bem mais complexo. O préximo capitulo

consistird na apresentacao detalhada do contra-exemplo de Yorke (X = ?).



Capitulo 4

Inexisténcia de Solucao Local em

(?(N) - Contra-Exemplo de Yorke

Apoés a contribuicao de Dieudonné, o qual considera X = c¢p, alguns matematicos
tiveram interesse em buscar contra-exemplos para a validade do Teorema de Peano em
outros espacos de dimensao infinita. Em 1970, o matematico americano James A. Yorke
[1941 - ] apresentou em [24] um contra-exemplo para o problema, no qual considera X = 2,
isto é, o espacgo das sequéncias reais com quadrado somavel. Este contra-exemplo, por sua
vez, ¢ bem mais elaborado que o apresentado por Dieudonné em [7]. Em seu trabalho,
Yorke constréi uma funcao (chamada de fungao de Yorke), denotada por Fyz, de tal modo

que qualquer solucao x(t) que o Problema de Valor Inicial

x'(t) = Fe2(t,x(t)), te (-5,8), para algumd >0
x(0) = 0.

()

vier a ter, estard em duas situagoes que se contradizem.
A primeira situacao diz que a suposta solucao nunca se anula sobre (0, ), enquanto
que a segunda, em contrapartida, nos diz que tal suposta solucao ¢ identicamente nula

sobre este mesmo intervalo.

Observacao 4.0.3. A fim de se evitar duplos sentidos, e para que haja uma leitura
agradavel deste trabalho, durante este capitulo a funcao de Yorke serd, na maioria dos

casos, denotada simplesmente por F.

Observacao 4.0.4. No decorrer deste capitulo, além da condi¢ao & > 0, iremos assumair

que & < 1. Note que tal restri¢cao nao interfere na prova da nao existéncia de solugao, pois

26
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deseja-se apenas provar a nao-existéncia local de solu¢ao. Como veremos, a motivacao
da suposicao & < 1 estd relacionada com o comportamento das componentes da funcgao de

Yorke F em intervalos do tipo [27™,27 "] n € N (Veja a proposicio 4.2.2).

Neste capitulo, denotaremos por H o espago de Hilbert das sequéncias reais cujo

o
quadrado é soméavel, ou seja, H = {y € RY: ny < +oo}, com o produto interno

i=1
0

usual (x,y) = in -yi. Tal espago ¢ denotado por €(N) e ¢ o modelo usual de espaco
de Hilbert sepalrzélvel de dimensao infinita. Mais precisamente, o Teorema de Riez-Fischer
(Veja Teorema 1.3.1 ) garante que todo espaco de Hilbert com as propriedades de ser
separdvel e ter dimensao infinita é isomorfo a €*(N). Devido a isto, uma vez provada
a inexisténcia de solugao (local) em (*(N), segue a inexisténcia em qualquer espago de
Hilbert com aquelas propriedades.

A seguir iniciaremos a construcao da fungao de Yorke juntamente com a verificacao da
sua continuidade, e apés, a prova da inexisténcia de solucao (local). Tais tarefas, quando
feitas em detalhes, acabam originando um texto longo. Devido a isto, alguns resultados

tiveram suas demonstracoes deixadas para o Apéndice B para que a leitura deste capitulo

se torne mais eficiente e clara.

4.1 Caminho de Yorke

Nesta secao, e na seguinte, vamos definir certas fungoes cuja composicao sera a fungao-
contra-exemplo de Yorke. A primeira destas fungoes tem as caracteristicas de ser linear e

limitada de H em H.

Definicao 4.1.1. Para cadan = 1,2,..., denotamos por P, o projetor P, : H — H, o

qual € definido do sequinte modo. Para caday € H define-se

Pu(y) =(0,-++,0, Yy i1, Ynsas o).
Define-se também o projetor 1,, de H em H como sendo 1, (y) = ( 0,---,0 , yn,0,0,---).
—_———

n—1 zeros
Tal sequéncia de operadores P,, é bem conhecida por fornecer um contra-exemplo para
a nao equivaléncia entre as topologias forte e uniforme no caso de H ter dimensao infinita

(veja [11]).
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Embora Yorke nao faga comentario algum em seu artigo sobre tal sequéncia P, , de-
cidimos por acrescentar neste trabalho a proposi¢ao a seguir por suspeitarmos que tal

proposicao tenha importancia na construcao da fungao-contra-exemplo de Yorke.

Proposigao 4.1.1. A sequéncia P, converge em B(H) na topologia forte para o operador

nulo @ mas ndo converge (para operador algum) na topologia uniforme.
Demonstracao. Vide Apéndice B, secao B.1. O

Defini¢ao 4.1.2. Para cada n = 1,2,... definamos as fungoes qn : 27,27 ") - R
como sendo qn(t) =2t — 1.

Observagao 4.1.1. Note que as fungoes qn sao (afim) lineares, possuem dominios dis-

Juntos e o mesmo conjunto imagem, a saber, [0,1).

qi

g3 q2 qi1

s

Domg,

s

Domgs

Qo=
=
N[ —
N2 2
—_

Domaq, R

Figura 4.1: Graficos das fungoes q,, paran = 1,2 e 3. Observamos aqui que estas fungoes

sao (afim) lineares, com dominios disjuntos e o intervalo [0, 1) como conjunto imagem.

De posse das definigoes acima, constréi-se, primeiramente, o seguinte campo nao-
autonomo, linear e continuo de vetores de H. Ou, equivalentemente, construiremos o

seguinte caminho em B(H) - conjunto dos operadores lineares e limitados (continuos) de

H em H:
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Defini¢ao 4.1.3 (Caminho de Yorke). Seja a fungio P: R x H — H definida por

0 se 0 > t;
P(t7y) - (07"'707qn(t)ynayn+1ayn+2>"') sete [2771’27n+1);
y sel<t.

ou equivalentemente, podemos identificar a funcao P com um caminho em B(H) escre-

vendo P(t) = P(t,-) : H — H. Nesta identificacio, P: R — B(H) ¢ definida como:

@) se 0 > t;
Pt) =< qu(t)I, +P, sete[2™ 2 )
I se 1 <t,

onde O e I sdo, respectivamente, os operadores nulo e identidade de B(H).
A figura 4.2 abaixo mostra a representacao matricial dos operadores ls(t) para alguns

valores de t € R.

q1

" BEReREN

Figura 4.2: Representacao matricial dos operadores P(t) como funcao de t € R

Observacao 4.1.2. Seque diretamente das defini¢oes das fungoes qn, P e P acima que
estas, calculadas em t = 27", nos fornecem ,(27™) =0, P(27™,y) = Pn(y), para todo

yeHeP(2 ™) =P,.
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A proposicao a seguir resume as principais propriedades das fungoes P e P.
Proposicao 4.1.2. As fun¢ies P e P tém as sequintes propriedades:

1. A funcao campo de vetores P : R x H — H € continua em todos os pontos do seu

dominio;
ii. A funcdo caminho P: R — (B(H), Te.) € continua em todo R;

ii. A funcdo caminho P: R — (B(H), T é continua em R\ {0} e descontinua no

uniforme)
ponto t = 0. Mais precisamente, com relacao aos limites laterais uniformes, temos

lim P(t) = Q, mas ndo existe o limite lateral lim P(t).
t—0— t—0+

Demonstracao. Vide Apéndice B, secao B.2. ]

Note que o fato de P ser descontinua no ponto t = 0 na topologia uniforme ji era
esperado devido a Observacao 4.1.2 e Proposicao 4.1.1. Mais claramente, basta tomar a
sequéncia t, = 27 ™, que satisfaz t, — 0", mas P nao converge na topologia uniforme.

As figuras abaixo esquematizam, respectivamente, os “graficos”da funcao P nas topo-

logias forte e uniforme, e o “gréfico”da funcao P na topologia forte.

B(Hw T'Forte)

P
TN
St

0 ) 7

Figura 4.3: Representacio geométrica da Funcao P na topologia forte.
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B (H~ TUniforme)

B
TN
.

< TV

N/

0 O

Figura 4.4: Representacao geométrica da Funcao P na topologia uniforme. Oberserve que

a oscilacao da curva préxima ao operador O representa a nao-convergéncia.

H H
Pty
o~ L
10
L1-€
R

Figura 4.5: Representagao geométrica da Funcao P e o esboco da prova da continuidade

nos pontos do tipo (0,y)
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4.2 Construcao da Funcao de Yorke

Nesta secao iremos construir um campo de vetores continuo e nao autonomo de H
em H mas desta vez nao-linear. Tal campo serd denominado Funcdao de Yorke e serd

composto por outras funcoes continuas G e A que aqui também serao definidas.
Definigcao 4.2.1. Definimos as funcoes G : H — H, dada por

—= se Yy #0;
Gly)={ VI (4.1)
0 se y=20.
e A:H — H, dada por

Aly) = (lyal lyal, -+ ). (4.2)

Observacgao 4.2.1. E interessante notarmos que, em contraste com a expressao (4.1), a

escolha da funcao G(y) - Campo de vetores normalizado - nos daria uma func¢ao

- Y
[yl
descontinua na origem.

Proposicao 4.2.1. As sequintes propriedades sao verificadas sobre as fungoes G e A:
i. A funcao G € continua em todos os pontos de H e é nao-linear;
it. A funcdo A € continua em todos os pontos de H.
Demonstracao. Vide Apéndice B, secao B.3. O

Definigao 4.2.2. A funcio r: R x H — R serd definida por

t 2
rlty) = r(t, Jy]) = max {o, (5) - uyu} .

Finalmente, podemos agora definir a Funcdao-Contra-Exemplo de Yorke para X = (2.

Definicao 4.2.3 (Funcao de Yorke). Sejam t € R, y € H e consideremos o vetor fizo
v = (21,272,273 ...) pertencente a H. Definimos a funcdo de Yorke F: R x H — H
por:

F(t,y) = G(P(t, A(y))) + r(t, [yl . P(L,v).

Observagao 4.2.2. Note que F(t,y) € claramente continua por se tratar da composi¢do
das funcgoes continuas P, G e A que tiveram suas continuidades provadas nas proposi¢oes

anteriores. Devido a continuidade de P : H — H, as funcgoes continuas qn : 27 ™, 271 —
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R com qn = 2" -t — 1 podem ser extendidas para o novo dominio [2~™,2 "], de modo
que P: R x H — R continua a ser continua. Continuaremos a denotar por qn as fungoes

extendidas para o dominio [27™,2 "1,

Observacgao 4.2.3. E interessante ressaltar que F(t,y), construida da forma acima, nao
se encontra em nenhum dos quatro casos listados no final do capitulo 3 que garantem a

existéncia (ou até mesmo uma possivel unicidade).

Precisamos agora saber como cada componente Fy(t,y), k € N age sobre H de acordo

com t pertencer a cada um dos conjuntos disjuntos (—oo, 0], (0,1) = U [27™ 27 ou
n=1
[1,00). Para isto, considere primeiramente a seguinte funcao que se encontra na definicao

a seguir.

Definicao 4.2.4. Sejamy € H, n € N et € R. Definimos a fun¢ao Q : R x H — R
por

Q(t,y) = [|P(t, Aly))|2.

Para cada n € N, definimos a funcao Q, : [27™, 27" ] x H — R por:

Qn(tay) - ((qn(t) 'yn)2+ Z y%) )

i=n+1

comt € [27™ 27,

Observe que, restringindo o dominio da funcao Q ao intervalo [27™, 27 ™!, temos a

funcdo Qn, ou seja, Q [pn g-nij= Qn.
[¢]

Observacao 4.2.4. Devido a (0,1) = U [27™ 27 seque que, para cada t € (0,1),
neN
existe um unico n(t) € N tal que t € 27 27O+ Mais precisamente, n(t) € dado

por n(t) = [—log, t].

Segue das observagoes e definigoes anteriores (Fungoes P(t,y), G(y), A(y) e r(t, [[y]]),
até aqui apresentadas neste capitulo) a seguinte expressao para as componentes de F(t,y)

(Veja Definigao 4.2.3) de acordo com a localizagao de t no intervalo (0, 1):

Proposicao 4.2.2. Seja t € (0,1) e considere n =n(t) = [—log, t]. Entdo:
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g

a) O wvalor da k-ésima componente de F(t,0) para t € 277,271 ¢:

0 se 1<k<n
Fi(t,0) =< ()7 gni(B)gir se k=n+1; (4.3)
(%)22% se k=>n+2.

b) O valor da k-ésima componente de F(t,y) para t € [27™, 27" e para y # 0, com
P(t,A(y)) =0 é:

0 se 1<k<n,
Felt,y) =9 (6 [yl - qnii(tger se k=n—+1; (4.4)
r(t, HyH)Qik, se k>=n+2.

c) O wvalor da k-ésima componente de F(t,y) parat € 27™,27"] e para y # 0, com
P(t,A(y)) #0 é

;

0 se 1<k<n—1;
qﬂ(t)‘yn| B '
se k=mn;
SO 1 "
Qn(ty) +r(t Yy gnsi(t) e se k=n+1;
| oty Tyl 3 se k>n+2.

Observacao 4.2.5. De modo geral, a proposicao 4.2.2 nos diz que a posi¢ao da primeira
componente nao nula de F(t,y) vai crescendo a medida que t se aprorima de zero por
valores positivos. Mais precisamente, caso y # 0, garantimos que as n(t) — 1 primeiras
componentes sao nulas, e casoy =0, garantimos que as n(t) primeiras componentes s$ao

nulas.

4.3 Prova da Contradicao

Nesta secao mostraremos que, ao supormos a existéncia de uma possivel solucao x(t)
para o PVI (*) (definido abaixo) chegaremos a uma contradi¢ao. Para isto, estabelecere-
mos a seguinte estratégia, que serd a forma como iremos “atacar”o problema.

ESTRATEGIA: Suponha que exista uma solucio x(t), com t € [0,8), para o PVI

x'(t) = Fet, x(t))
x(0) = 0.

(%)
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A ideia é mostrarmos que tal solucao x(t) ira satisfazer simultaneamente duas condicoes

que contradizem uma a outra. Esquematicamente temos:
x(t) € C; e x(t) € C, com C;NCy=0.

A primeira condicao C; serd que a solucgao ira satisfazer x(t) # 0 sobre (0,8). Mais
precisamente, mostraremos que para cada t € (0,0) existe Ng(t) € N tal que a N -ésima
componente de x(t) satisfaz xn,(t) > 0.

A segunda condicao C, serd que x(t) = 0 sobre [0,6). As condi¢oes C; e Cy serao
provadas nas secoes 4.3.1 e 4.3.2, respectivimente. Isto prova que nao existe solugao

x(t) € H com a condicao inicial x(0) = 0, para o PVI (x).

4.3.1 Qualquer suposta solucao nunca se anula sobre (0, d)

Os resultados obtidos nesta subsecao tratam de mostrar que qualquer possivel solucao
x(t) realmente satisfaz a primeira condi¢do suposta na estratégia apresentada no comego
da Secao 4.3, isto é, iremos mostrar, com a ajuda dos resultados que previamente serao
estabelecidos, que qualquer suposta solucao que o PVI possa vir a ter nunca se anula

sobre intervalo (0, d).
Afirmacgao 4.3.1. A funcdo de Yorke F(t,y) satisfaz as sequintes condigoes:

i. Todas as componentes de F(t,y) sao fun¢oes nao negativas. Mais precisamente,

para todo k € N, t € R ey € H wvale que F(t,y) > 0.

it. A funcao de Yorke restrita a origem de H nunca se anula para t € (0,1). De forma

mais precisa, para t € (0,1), temos que Fi(t,0) > 0 para todo k > [—log, t] + 2.

Demonstracao. (i.) Segue imediatamente de (4.3), (4.4) e (4.5) da proposicao 4.2.2,
pois vé-se que para cada k € N, t € (0,1) e y € H tem-se Fi(t,y) ndo-negativo.
(ii.) Basta notar de (4.3) que para cada t € (0,1) vale Fi(t,0) = (%)2 . 2% > 0,
desde que k > 2+ [—log, t]).

O

Afirmagao 4.3.2. Para todo t € (0,0) as fungoes-componetes xi(t), k = 1,2,---, de

uma suposta solugao x(t) do PVI (%) satisfazem as condigoes:
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1. Xk(t) = 0,’

i, A(x(t)) = x(t).

Demonstragao. (i.) Sendo x(t) uma tal suposta solu¢cao do PVI (x), tem-se em

[0,0) que

o que significa

Xli(t) = Fk(t7x(t))7 para k= 17 27 T

Da afirmacao 4.3.1, item i, temos que F(t,x(t)) > 0. Logo concluimos da equacao
diferencial acima que x;(t) >0 parak =1,2, ---.
(ii.) Basta usar o Teorema do Valor Médio para cada fun¢ao componente xy(t),
isto é,

X (t) —xx(0) = x.(E)(t—0), com & € (0,t), te[0,d).

5

Logo xx(t) = xi(&)t. Como t > 0 (pois t € (0,0) e x1.(§) = 0 (item i desta
afirmagao), temos que xy(t) = 0 sobre (0, d).
(iii.) Como xx(t) = 0 (pelo item ii desta afirmagao), temos que x (t) = [xx(t)], com
t € (0,0). Disto, e da defini¢ao da funcao A (veja 4.2), temos que A(x(t)) = x(t).

]

Afirmacgao 4.3.3. Qualquer suposta solucdao x(t) do PVI (x) nunca se anula sobre (0,0),

ou seja, para t € (0,8), vale x(t) # Oy, ou ainda, ||x(t)||* > 0 para todo t € (0,5).

Demonstracao. Suponhamos que exista t, € (0,6) tal que x(t,) = Oy. Como (0,0) =

o OO
U,.—; [27™, 27" temos, em particular, que, para n, = n(t.), a componente X, o ¢

tal que
Xn*+2(t*) — 0 (46)

Por outro lado, sendo x(t) uma suposta solucao do PVI (*) devemos ter
x'(t) = F(t,x(t)), para todo te (0,5) (4.7)

donde temos, devido a (4.3), que X}, | o(t.) = Fn oty x(t,)) = Fn, 12(ts,0) > 0, onde

n, =n(t,) = [—log, t.]. Com isso temos que,

X yo(t) > 0. (4.8)
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Mas, pelo item ii da Afirmacao 4.3.2, temos x(t) > 0, para todo k € N e para todo

t € (0,8). Em particular, para k = n, + 2, obtemos:
Xn,12(t) =0, para todo t € (0,9). (4.9)

Agora, consideremos a fungao

g : (_t*,O) — R

h Xn*+2(t*+h)

O

Como a suposta solucao x(t) é assumida ser diferencidvel e x, 2(ts) = 0 (vide 4.6)

segue que,
}Li% g(h) = X]”L+2(t*)? (4'10)
pois g(h) = X“*”(t”h&*"“*”(t*). Devido & expressao (4.9) e pelo fato de que h € (—t,, 0),

tem-se que a imagem de funcdo g esta contida em (—oo,0). Assim, temos:

lim g(h) € (—oo0,0] = (—oo,0]. (4.11)

h—0—

Combinando (4.10) e (4.11), temos que X}, ,,(t,) € (—00,0], 0 que contradiz (4.8).

4.3.2 Qualquer suposta solugao é identicamente nula sobre (0, 0)

Mostraremos que a suposta solucao satisfaz a segunda condigao estabelecida na
estratégia acima, isto é, x(t) = 0 sobre (0,6). Isto, juntamente com a subsecao 4.3.1,

implicard na contradicao desejada. Primeiramente vale o seguinte resultado:

Afirmacgao 4.3.4. Considere (0,0), com 0 < 6 < 1, o intervalo a direita de uma suposta

solugao x(t) do PVI (x).

a. Caso n € N seja tal que (0,27 "] C (0, 0), entao vale o seguinte para as primeiras n

componetes de x(t):

i. xi.(t) =0, paratodote (0,2 " eparak=1,2,--- n.

ii. x(t) =0, paratodote (0,2 "] eparak=1,2,--- ,n.

b. Cason € Nseja tal que [27™, 271 C (0, 8), entdo vale o seguinte para as primeiras

n — 1 componentes de x(t):
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iii. xx(t) =0, paratodot € 2™, 2 " eparak=1,2,--- ,n— 1.

Demonstragao. (i.) Para t, € (0,27 "], segue que existe m € {(n+ 1,n+2,---} tal

que t, € [27™, 27™F] pois
(07 2—“] — U [2—m’ 2—m+1]‘

m=n-+1

Agora, se t, € [27™,27™ "] segue de (4.3), (4.4) e (4.5) da Proposicao 4.2.2 que
Fe(ts,y) =0 para 1 < k < m—1 e para todoy € H. Usando que x(t) é solucao
temos que x'(t.) = F(t.,x(t,)), donde concluimos, pelo fato de que Fy(t.,y) =0

mostrado acima, que

X (t.) =0 para k=1,2,--- ,m—1.

Comom—12>nel < k< m—1, segue que xq (t.) = 0 para k € {1,2,--- ,n},

provando assim o item i.

(ii.) Pelo Teorema do Valor Médio temos
Xk (t) —xx(0) =x . (E)(t—0), te€ (0,27 "el0< &<t (4.12)

Como xx(0) = 0 devido a condicao inicial do PVI (%), a equacao (4.12), fica apenas
xk(t) = %1 (&) - t. Como x; (&) = 0, garantido pelo item i acima pois & € (0,27™),
conclui-se que xi(t) = 0 sobre (0,27 ™] para k =1,--- ,n, 0o que prova o item ii.
(iii.) Substituindo n por n — 1 no item ii acima, tem-se que xi(t) = 0 para
t € (0,27 V] = (0,27 "] < (0,8), desde que k € {1,2,---,n — 1}. Como
2=, 27" C (0,2 ™ ] segue que xi (t) = O para tfc 27 ™, 2 " Fsek €{1,2,--- ,n—
1}.

O

Afirmacgao 4.3.5. Considere (0,0), com 0 < b < 1, o intervalo a direita de uma suposta
solugdo x(t) do PVI (). Cason € N € tal que 27,27 C (0,8), entdo a funcgdo
B:[27™ 27 = R, definida por

0, se t=2""
B(t) = q’;ft) T, se te (27, 27, (4.13)
(q%~xa+ > Xi(t))
k=n+1

¢ continua e assume valores nao-negativos, ou seja, B(t) € C ([27™, 27" R,).
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Demonstracao. Inicialmente mostraremos que a funcao 3 estd bem definida, isto é, seu

denominador g7, (t) - x3 + Z x% (t) ndo se anula no intervalo [27™, 27+,

k=n+1
Para isto, note que, para cada t € [27™,27™""1] temos os seguintes casos para o valor
o
de q2(t) X2+ Y x2(t):
k=n+1

1° Caso: x4(t)=0¢e Z X2 (t) = 0.

k=n+1
Note que este caso nao ocorre pois, pela Afirmacao 4.3.4, item iii, a suposta solucao

x(t) deve satisfazer x;(t) = x2(t) = --- = xn_1(t) = 0 sobre [27™, 27 ""] ¢ pela

Afirmacao 4.3.2 tem-se Z x2 (t) > 0 para todo t € (0, 5).
k=1

2° Caso: x%2(t)=0e Z X2 (t) > 0.

k=n+1
Neste caso o denominador de 3 nao se anula e consequentemente 3 esta bem defi-

nida.
3° Caso: x2(t) >0e Z X2 (t) = 0;
k=n+1

4° Caso: x2(t) >0e Z X2 (t) > 0.

Quanto a continuidade de {3, precisamos apenas verificar que a expressao

t
t—2 " 00 1
(s 3 aw)
k=n+1
de fato ocorre, pois o denominador é continuo e nao se anulaem [27™, 27" ] e lim g, (t) =
t—2."
0 (veja definigdo de gy, definida pela expressao 4.1.2). ]

Afirmacgao 4.3.6. Considere (0,0), com 0 < b < 1, o intervalo a direita de uma suposta
solugdo x(t) do PVI (). Casom € N € tal que [27™,27 ™1 C (0,8), entdo xn(t) satisfaz

o PVI abaizo:
Xa(t) - B(t) ‘Xn(t), se te [2*“7 27n+1];

xn(27) =0,

onde a fungao B € dada como em (4.13).
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Demonstracao. A verificacdo da condicao inicial x, (27 ™) = 0 segue da Afirmacao 4.3.4.
Para a verificacao da EDO, notemos primeiramente que, sendo x(t) uma possivel

solucao do PVI (%), tem-se que,

x! (t) = Fo(t,x(t)), para te[2 ™ 2 "] (4.14)

n

onde Fy(t,y) é dado pelo item ¢ da Proposigao 4.2.2 (k = n na expressao (4.5) pois y =
x(t) ndo se anula em (0, 8) devido a Afirmacao 4.3.3 e P(t, A(x(t))) AfL32 P(t,x(t)) AfLlS

(0,---,0,qn(t) - Xn(t),Xne1(t),---) # 0 pois, como ja visto, o denominador de B nunca
—_——

n—1zeros
se anula em [27™, 27" 1) ou seja,

Fu(t,x(t)) = 1) - ben () . tel2 ™ 2

(qi(t) X+ ) xi(t))

k=n+1

N

Devido a x,(t) > 0 (veja Afirmagao 4.3.2) temos:

Fa(t, x(t)) = B(t) - xn(t),
e como gn(27™) =0 temos

0, se t=2"T
Fn(t, x(t)) = (4.15)
B(t) - xn(t), se te (2727

Comparando (4.15) com a expressao de 3 em (4.13), temos (condigao inicial) que F,, (t, x(t)) =

B(t) - xn(t). Isto combinado com a expressao (4.14) nos da o resultado procurado. ]

Afirmacgao 4.3.7. Qualquer solucao que o PVI da Afirmacao 4.3.6 vier a ter satisfaz
xn(t) =0 sobre 27 ™, 2 ™ C (0, 6).

Demonstragdo. Segue da Afirmacao 4.3.3 que B(t) é continua em [27™, 27" C (0,8), e

como [27™,2 ™1 é compacto, temos que existe C,, < 400 tal que
B(t) < C, para te[2 ™2 ™

Para isto basta tomar C,, = max B(t).
t€[27n,27n+1]

Assim obtemos que x,, (t) satisfaz o seguinte PVI com desigualdade diferencial

X, (t) < Cux(t), te27m, 27
xn(27™) =0
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Devido a desigualdade de Gronwall temos que,
Xn(t) < xn(27™) - eCnltn =270 ¢ e [97m 97, (4.16)
Como x,,(27™) = 0 (pela Afirmagao 4.3.4), entao
xn(t) < 0. (4.17)

Combinando (4.17) com a Afirmacao 4.3.2, item ii (x (t) < 0), temos que x,, (t) = 0 sobre

o intervalo [27™, 2 1] ]
Afirmacgao 4.3.8. Para t € [0,0), a suposta solucao x(t) satisfaz:
i. P(t,A(x(t))) = P(t,x(t));

in. P(t,x(t)) = x(t).

Demonstragao. (i.) Segue da definigao da Fungao A e da Afirmacao 4.3.2.

(ii.) Primeiro caso: Observemos primeiramente que, se t € [27™,27""1] entao

Pt Ax(1) M= P, x(1) YT (0,0, qn(t)xn (), Xppr (1), -+ ).
N——

n—1 zeros

Se t € [27™, 27! temos, pelo item iii da Afirmacao 4.3.4, que

x1(t) =0
XQ(t) =0
anl(t) =0.
Logo, seguem as equivaléncias:
Af. 437 Af. 437
qn(t) 'Xn(t) = qn(t) -0=0 = Xn(t)

Portanto, quando t € [27™,27™""!] temos,

(07 e ?ann(t)xn(t)7xn+1(t)7 o ) = (07 T 707Xn(t)7xn+1(t)7 te ) = X(t)

~— ~—
n—1zeros n—1zeros
poisS X1 =Xo = =%xn1 = 0.

Segundo caso: O caso geral t € [0,0) segue do fato que [0,0) C U 2™ 2 ] e
n=1
nele aplica-se o primeiro caso.
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Definigao 4.3.1. Seja x(t) com dominio [0,8) uma suposta solugao do PVI (). Defini-
remos a funcio p :[0,8) — RY por p(t) = ||x(t)]|*.

Afirmagao 4.3.9. A derivada da funcdo p(t) satisfaz a expressao

dp(t) / 3
2 = o'(t) = 20(1)0,
Pt =20t
para t € [0,0).
Demonstragdo. De fato, notemos inicialmente temos que p(t) = [|x(t)[|* = (x(t),x(t)).

Assim, para t € [0,0), temos:

90— (x(t), x{0) = (0, (1) + {xl0), (1)) = 2 (x(1), 1))

Usando que x(t) é uma suposta solugao e a defini¢ao de F(t,y) segue que:

dp(t)
—ap = 2(x(0, Flt.x(1)

—> <x(t), (Pt A0 +P (3] maxfo. - Hx(t)u}> -

NV
com componentes >0

Como P(t,A(x(t))) = P(t,x(t)), pelo item i da Afirmacao 4.3.8, entao:

dz_(tt) > 2(x(t), G(P(t, x(1)))).

Agora, pelo item ii da Afirmagao 4.3.8, temos:

d‘;_(tt) > 2 (x(t), G(x(1)).

Usando a defini¢ao da funcao G e o fato de que x(t) nunca se anula (veja Afirmagao

4.3.3), temos:
dp(t) _ , Ix(0)]” 3 3
=2 =2||x(t)||2 = 2p(t)4.

[N

O

Observagao 4.3.1. Concluimos da Afirmacao 4.5.8 que, para t € [0,08), p(t) satisfaz o
PVI com desigualdade diferencial

p'(t) =2 p(t)t com tel0,d); (4.18)



Capitulo 4. Inexisténcia de Solucao Local em (*(N) - Contra-Exemplo de
Yorke 43

Afirmagao 4.3.10 (Estimativa para a solugao do PVI da expressao (4.18) com inequagao

diferencial). A funcdo p, definida por ||x(t)||?, para t € [0,8), satisfaz:
0\ 2
p(t) > (5) , com te0,0).

Demonstragdo. Como p(t) = [|x(t)||* > 0 em (0,8) (j& provado na Afirmacao 4.3.3) tem-
se p(t) > 0 sobre t € (0,8)o que permite dividir a desigualdade p’(t) > 201 (t) por p(t).

Assim,
/
t
ps( ) > 2, para todo t e (0,9).
pi(t)
Queremos agora encontrar o valor de a € R e b € R tal que tenhamos
p'(t)
(b(p®(t))" =

pi(t)

- p'(t)
bap®~i(t)p'(t) = :
pi(t)
o que implica em
1
bap®(t) = —,
P pi(t)

0 que nos leva, por meio de um calculo simples, ao valor procurado a = i eb =4

Portanto

e, consequentemente,

t

(pi(t)>/—%>0:‘[ [(pﬂt))l—é] ds >0, com 0<e<t<?d

fat

= pi(t) —pi(e) — —(t—e) = 0.

Em particular, fazendo ¢ — 07 temos, para t € (0,6), que

4
1 t
pi(t) > 5 = p(t) > <—> para todo t € (0,8).

J& 0 caso t = 0 segue por inspecao direta que p(0) = (2)2, pois p(0) = [|x(t)[|* =0. O
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Observacao 4.3.2. Como consequéncia da Afirmacgao 4.3.10 acima temos, para t €
[0,0):
2
Xl > -
o que implica

r(t, [|x(t)||) = max {O, ; — ||x(t)||} =0, para todo t€[0,9). (4.19)

Portanto nossa suposta solucao x(t) satisfaz, para t € (0,0), a seguinte condigao:

Afirmacao 4.3.11. Considere [0,8), com 0 < & < 1, o intervalo & direita contendo o 0

da suposta x(t) do PVI (x). Entao x(t) satisfaz o PVI abaizo:

x'(t) = G(x(t)), para t€0,0);
x(0) = 0.

(4.20)

onde G : H — H € definida como em (4.1).

Demonstracao. Primeiramente notemos que x(0) = 0 pela condi¢ao inicial do PVI (x).

Para mostrar a outra igualdade (ou seja, a EDO), observemos que, para 0 < t < 0, vale:

X'(t) = F(t, x(t)) = G (P(t, A(x(t)))) + P (g«») max {0, ; - Hx(t)H} ,
donde concluimos (4.19) que:
x'(t) = G (P(t,A(x(1))), com tel0,5).
De (i) e (ii) da Afirmacao 4.3.8 segue que
x'(t) = G (P(t, A(x(t))) = G(x(t)) com te [0,5).

]

Comentario. Resumiremos o que fizemos até aqui. Mostramos que no intevalo [27™, 27"+

as primeiras n componentes da suposta solu¢ao x(t) se anulam. [Isto foi feito em duas
etapas: na primeira etapa mostramos que as n — 1 primeiras componentes de x(t) se anu-
lam devido a Afirmacao 4.3.4 item iii, e na segunda etapa mostramos que x,(t) se anula
devido a Afirmacao 4.3.7]. Falta, portanto, mostrarmos que xi (t) se anula em [2™, 27 ™1]
para k > n—+1. A afirmagao 4.3.12 a seguir faz isto, e também, ja consegue dar conta de

contradizer.
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C, :toda possivel solugdo x:(—9,0) = H nunca se anula no intervalo (0,9)

pois esta afirmacao concluird que
C, : toda possivel solugdo x:(—0,0) — H se anula em todos intervalos do

tipo [27™,27™"1] contidos em (0,5).

Portanto com Cs poderiamos encerrar o Capitulo 4. Mas para reforcar esta dicotomia
(por um lado nunca se anula, e por outro lado sempre se anula em um intervalo maior

possivel a direita, que é (0,8)) decidimos por colocar a Afirmacao 4.3.13.

Afirmacgao 4.3.12. Considere (0,8) o intervalo a direita de uma suposta solucdo x(t)
do PVI(x). Entdo para todo n € N tal que [27™, 27" C (0,8) a solugdo x(t) se anula

sobre [27™, 27",

Demonstragdo. Com efeito, resta apenas mostrar que x, (t) se anula em [27™, 27" H]

para
todo k > n + 1. De fato, da definicao da funcao G : H — H segue da Afirmacao 4.3.11

que,
X (1) = [x(O)]|72x (1), te(0,8) k=n+1n+2n+3,. ... (4.21)

Também temos, pela Afirmacao 4.3.6 que,
X (27%) =0, k=n+1n+2n+3,.... (4.22)

Note que os intervalos do tipo [27%,27™"!] para k > n + 1 sao ndo degenerados, pois
contém o intervalo [27™ 27" Tremos mostrar que x, (t) se anula em [27% 271
e consequentemente, x, (t) se anula em [27™ 27 ™"!] para todo k > n + 1. Para isto,
definamos C,_,, = max{ Ix(t)||72 : t € 27,271} Note que para cada k > n + 1
tem-se 0 < €y, < 0o, pois a suposta solugao x(t), de acordo com a Afirmacao 4.3.3,

nunca se anula em (0,8) e é continua. Como x, (t) > 0 (veja Afirmagao 4.3.2) tem-se

de (4.21) que x, (t) < Cy Xk (t) para todo t € [27% 27 ] o que nos d4, x,(t) <
X (27%) + Cremn f;k X (s) ds. Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos x, (t) <
X 27 exp {C, (t —27%) }, t € [27%,27™"!]. Devido a (4.22) obtemos xi(t) < 0, e
da a Afirmacao 4.3.2, tem-se x;(t) = 0 sobre [27F, 27 H1], O

Afirmacgao 4.3.13. Considere (0,0) o intervalo a direita de uma suposta solucao x(t) do

PVI(x). Entao x(t) se anula sobre (0,0).
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Demonstracao. Dado t € (0,0) arbitrario, Mostraremos que x(t) = 0. Provaremos isto,
considerando dois casos de acordo com a localizacao de t em (0, 5).

Caso 1: t € (0,2 "], onde n € IN é 0 menor natural de modo que [27™,27"1] (0, §);
Caso 2: t € [27™"! §). Para mostrarmos que x(t) se anula para qualquer t no Caso 1,
basta notar que (0,27 = U2 [277,27771], ou seja, se t € (0,27 entdo existira
ityen, n+1, n+2, ... Jtalque 2771, 2730+ < (0,27 *1]. Aplicando a Afirmacao
4.3.12 para j(t) no lugar de n obtemos que x(t) se anula. J4 para mostrarmos que
x(t) se anula para qualquer t no Caso 2, consideremos uma sequéncia real {8, },,en de
modo que b, seja estritamente crescente, 27 < §, < §, e além disto, n11_[{100 Om = 0.
Mostraremos, a seguir, que para cada m € IN teremos que x(t) = 0 sobre o intervalo
(271 §5..]. Deste fato,seguird o Caso 2, ja que [27™"18) = ux_,[27 21 §,.]. Com

o+l 8], usaremos a Afirmagao

efeito, para mostrar que x(t) se anula nos intervalos [2
4.3.11 da qual x/(t) = [|x(t)||7/2x(t), t € [272F,8,.], e o fato de que pelo Caso 1 (ja
provado) temos x(272*!) = 0. Definamos C,, = max{|[x(t)]|"*/2 : t € 27215 ]}
Note que 0 < C,, < oo, pois a suposta solugao x(t), de acordo com a Afirmagcao 4.3.3,
nunca se anula em (0,8) e é continua. Como x(t) > 0 (veja Afirmagao 4.3.10) tem-
se x/(t) < C,x(t) para todo t € [27™"1 5,,]. Disto segue que x(t) < x(27™!) +
C f;,yl x(s)ds, t € 2721 §,.]. Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos x(t) <
x(2 ). elCnm (t*QﬂH)}, te 272§ ] Devido a x(272%!) = 0 — j& provado no Caso
1, obtemos x(t) < 0, e devido a Afirmacao 4.3.10, tem-se finalmente que x(t) = 0 sobre

[ontl g . 0

Conclusao. As ideias apesentadas nas afirmacoes 4.3.3 e 4.3.13 se opoem, forncendo
a contradicao procurada e provam, assim, que nenhuma solucao (local) para o PVI (x)

existe.



Capitulo 5

Formulacao Fraca para o Teorema de

Peano

No capitulo 2 citamos o Teorema de Peano Classico para designar o Teorema 1.5.5
do Capitulo 1. A motivacao para o termo “cldssico”se da, nao somente pela importancia
deste teorema em Matematica, mas também devido a uma formulagao mais fraca para
este teorema, conhecida como Formula¢ao Fraca para o Teorema de Peano (FFTP). O
FFTP ird garantir a existéncia de uma solugao para uma Equagao Diferencial Ordinaria
apenas em algum intervalo. Mais precisamente, o problema da FFTP tem a seguinte

estruturacao:

Problema 5.0.1 (Formulagao Fraca para o Teorema de Peano). Sejam X um espago
de Banach de dimensao infinita, e F : R x X — X uma aplicagao continua. Estabeleca

condigoes sobre X para que a Equacao Diferencial Ordindria
x" = F(t,x)
possua solugcao em pelo menos algum intervalo.

Conforme j& vimos na Introducao, o TPC nao é valido em todos os espacos de Banach
de dimensao infinita; resultado este provado por A. Godunov em [8]. Veremos neste
capitulo que, mesmo com a apresentacao de um resultado que consolida a nao existéncia
em dimensao infinita para o Teorema de Peano em sua versao Forte (ou cldssica), a
questao sobre uma possivel nao-validade para o mesmo teorema, sé que desta vez em sua

formulagao fraca, é um problema que interessa a uma grande quantidade de matematicos.

47
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Este capitulo nao tem como objetivo oferecer detalhes para as provas dos resultados
nele apresentados, mas tao somente, tera o intuito de motivar o leitor a ler os artigos nele
citados afim de procurar firmeza no estudo da formulagao fraca para o Teorema de Peano,
como uma espécie de guia, ou de forma mais coesa, este capitulo trata de um estado do

conhecimento para o estudo do FFTP.

5.1 Definicao das Classes P e WP de espacos de Ba-
nach

Nesta secao introduziremos as classes P e WIP, que sao uma maneira de contextualizar
o problema da nao validade do Teorema de Peano, seja em sua forma classica (ou forte),
quanto em sua forma fraca. De maneira geral, um espaco de Banach pertence a classe P
quando o Teorema de Peano ¢é vélido em X. Dizemos que o espago X pertence a classe
WP quando o Teorema de Peano for védlido em sua formulacao fraca.

Consideraremos o espaco de Banach X e uma fungao F: R x X — X continua para as

duas defini¢oes seguintes.

Definicao 5.1.1. Dizemos que X pertence a classe P quando para toda fungao F e todo
par (to,xo) E R x X o PVI

x" = F(t, x)

x(to) = xo.

admite solu¢ao no intervalo (tg — 0,1ty + ) para algum & > 0.

Definicao 5.1.2. Dizemos que X pertence a classe WP se a equacgao diferencial
x" = F(t,x)
admite solugao em algum intervalo de R.

Devido a Definicao 5.1.1 ser mais restritiva do que a Definicao 5.1.2, temos obviamente
a inclusao P C WP.
Na figura abaixo, além de ilustrarmos a inclusao P C WP, também incluimos os

espacos Co, {2, {*°, confirmando a existéncia de espacos concretos fora de P.
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Figura 5.1: Representacao por diagramas das classes P e WP.

Observacao 5.1.1. A ewisténcia de um espaco na parte branca do diagrama mostraria
que a conjectura do quociente separdvel — todo espaco de Banach de dimensado infinita
admite um quociente também de dimensao infinita separdvel (para mais detalhes, veja

[21]) — teria uma resposta negativa.

Com base nas difini¢oes 5.1.1 e 5.1.2 acima, podemos observar o seguinte. Sabemos
do enunciado do Teorema de Peano que, se, um espaco de Banach X tem dimensao finita,
entdo X € P. Entao, em termos da classe P, podemos dizer que Godunov provou em [§]

a reciproca, ou seja, vale o seguinte resultado:
Teorema 5.1.1 (Godunov). Se X pertence a classe P, entdo X tem dimensao finita.

Do Teorema 5.1.1 podemos inferir que os conjuntos que pertencem a classe P sao
isomorfos ao espaco euclidiano n-dimensional. Em simbolos temos, P = R™.

Embora ja visto que o Teorema de Peano Classico somente possui validade em espacos
de dimensao finita, o problema agora consiste em tentar generalizar o mesmo raciocinio
para a classe WIP, ou seja, mostrar sob quais condicoes sobre X tem-se X € WP.

Similarmente aos Capitulos 3 e 4, onde foi provado, respectivamente, que ¢y & P e
€2 ¢ P, mostrar que um espaco X nao pertence a classe WP consiste em construir uma
funcao F: R x X — X, continua, que nao admita solugao em qualquer intervalo.

Mostraremos agora que o espago das sequéncias reais limitadas £, (o qual tem di-

mensao infinita) ndo pertece a classe WP. Tal fato segue como consequéncia do seguinte
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resultado mais geral, mostrado em 2010, pelos mateméaticos checos Petr Hajek e Michal

Johanis [9]:

Teorema 5.1.2. Se X € um espaco de Banach com quociente' separdvel de dimensdo

infinita, entao X ¢ WP.

A prova do Teorema 5.1.2 pode ser encontrada no préprio artigo [[9], Teorema 8] em
que o problema da formulacao fraca foi apresentado.

Proseguiremos com o resultado do mateméatico americano Haskell P. Rosenthal. Em
1968, Rosenthal provou em [22] que o espago ¢q ¢ quase-complementado % em {,. O resul-
tado de Rosenthal somado ao teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrado
em [[16], Teorema 2.5], nos garante que o espago {* possui um quociente separavel de

dimesao infinita. Portanto, pelo Teorema 5.1.2, temos que {* ¢ WP.

Teorema 5.1.3. Seja X um espaco de Banach. Entao X tem um subespaco separdvel, de
dimensao infinita, quase-complementado se, e somente se, X tem um quociente separdvel

de dimensdo infinita.

'Um quociente de um espago de Banach X é um espaco (também de Banach) da forma XN, onde N

é um subespaco (fechado) de X.
20u seja, existe N C €%, subespac fechado, tal que co NN ={0} e ¢y @ N é denso em .



Apeéendice A

Demonstracoes Omitidas no

Capitulo 3

A.1 Demonstracao da Proposicao 3.1.1

Proposicao 3.1.1: A funcdo de Dieudonné, F : R x ¢y — c¢o, dada por (F(y)), =
Viynl + n+r1 ¢ uniformemente continua em todo o espaco cg, ou seja, considere ¢ > 0
e X,y € co arbritarios. Entao existe 8 > 0 tal que ||[F(x) — F(y)|l¢, < € sempre que

X =ylle, <3

Demonstracao. Seja ¢ > 0 dado. Como a aplicagdo s — 4/|s| é uniformemente continua,
temos que existe d = S(%) > 0 tal que ‘\/|z|— \/!wl} < § sempre que |z —W| < § e
z,w € R. Em particular, para z € {x1,%g, -+ ,Xi, -} e W € {y1,Ya, -+ ,Yi, - - }, temos,

sempre que [x; — yi| < 5:

s> |Vhal— Viuil| =[BT+ 3 = (Vv +3) | = Foa) — Fwo)l s
&> Vil — Vial| = [Vl + 3 = (Vival + 1) | = IFxo) — Flwa)l
0 7 VBl = Vsl = [Vl + £ = (Vi + )| = Fox) = Flua)l

. > [/l — /il Z‘\/@—i—h%l—( |Ui|+i%1)‘=|F(Xi)—F(Ui)|;

ToNom

Agora, seja ai = [(F(x))1 — (F(y)hl, az = |(F(x))2 — (F(y))al,- -, ai = [(F(x))i —

(F(y))il,- - - Tomando o “d procurado”como sendo & = é temos que, se |[x—Y]l¢, < 8 =9,

o1
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ou seja, sup [xi —yi| < & = 5, segue-se entao que [x; —yi| < sup|x;i —yi| < 0 = S, isto é
i=n i=n

Ixi —yil < § para todo i € n.
|

(#)
Devido a expressao (#) segue de () que |(F(x)); — (F(y))i| < § paratodoi € N. Assim

sup |(F(x))i = (F(y)l < % Basta ver agora que sup |(F(x))i — (F(i))il = [[F(x) = F(y)||c, <

i=n i=n

3 -
3 < g, donde segue que ||[F(x) —F(y)|¢, < €, e consequentemente, segue a proposicao.

]



Apeéendice B

Demonstracoes Omitidas no

Capitulo 4

Neste capitulo apresentaremos as demonstragoes omitidas dos resultados citados no

capitulo 4 afim de tornar a leitura daquele capitulo mais direta e agradavel.

B.1 Demonstracao da Proposicao 4.1.1

Proposigao 4.1.1: A sequéncia P,, converge em B(H) na topologia forte para o operador

nulo @ mas nao converge (para operador algum) na topologia uniforme.

Demonstracao. Quanto a prova da convergéncia da sequéncia P, na Topologia Forte,
basta provar, por defini¢ao, que dado qualquer y € H teremos lim [|P,,(y) — O(y)|| = 0.
n—oo

Com efeito, pois

HPn(U)—@(U)H2: ||(07 707yn+17yn+27'”)_(07." H2 Z yl :

n zeros i=n-+1

Como H = ¢3(N) vale que Z yi? converge para o niimero 0 quando 1 cresce indefini-
i=n+1
o0

damente, ou seja, lim E yi2 = 0. Deste fato segue que lim ||P,(y) —O(y)|| =0, o
n—oo n—oo
i=n+1
que significa que Py, T 0. Outra notagao para isto é s — lim P, = Q.

n—o0

Ja quanto a nao-convergéncia na Topologia Uniforme, precisamos mostrar que para

a sequéncia {PnJneny € B(H), ndo temos lim ||P,, — P|lg) = 0, onde ||Py, — P|lg) =
n—oo

53
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wp IPa =PI

yeH\{0} Iyl
que {P,} convirja uniformemente para algum P € B(H), ou seja, que

para qualquer que seja o operador P € B(H). Suponha por absurdo

lim |[Pn —Pllgm) =0. (B.1)
n—oo
Entao, seria necessario que

lim_[|Pr, — ol 1) = 0. (B.2)

n

A explicagao de que (B.1) implica em (B.2) é a seguinte: De (B.1) segue que
Jim [Py = Pllga) = 0. (B.3)
De (B.1) e (B.3) e da desigualdade triangular temos que,

[Pn — Pn+1||B(H) =|Pn—P+P— Pn+1||B(H)
< Pn=Pllsny + [P = Prsalls -
Como as duas parcelas acima vao a zero por (B.1) e (B.3), respectivamente, segue a prova

de (B.2).

Agora mostraremos que (B.2) ndo ocorre. Mais precisamente, definindo a expressao

an = ||Pn - Pn+1“B(H)7 (B4)

mostraremos que a,, = 1 para todo n € N. Dividiremos a prova em duas partes:
Primeira Parte: Mostraremos que a, < 1 para todo n € N. De fato, pois, para

y € H\{0} temos,

IPa(y) = Prsi W50y = 100, 0, Yt Yngzs ) = (0, Yy
=[[(0,--+,0,Yns1,0,--- 70’...)“2
= |yn+1|2
< iyiz
i=1
= llyll*.
1P (y)—Pnsa (Yl

lhyll?
e para todo y € H\ {0}. Tomando o supremo sobre y € H \ {0} em cada lado desta

Dividindo ambos os termos por |[y||? temos que ® < 1 paratodon € N
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desigualdade, segue da defini¢do de norma de B(H) que ||P,, — Pn+1H]23(H) < 1 para todo
n € N, ou seja, a,, < 1 para todo n € N.

Segunda Parte: Mostraremos que a,, > 1 para todo n € N.
Para cada n € N, tomemos yo = (0,0,---,0,1,0,---) € H com “1”na n-ésima posicao.

Desta forma,

ef. Pn - Pn

PPl 4 sup TP Prat ()]
yeH\{0} [yl
”Pn(yo) - Pn—i—l(yo)”

1Yol

n termos

—_—
1(0,0,---,0,1,0,---)—(0,0,---,0,0,0,- )|
Yol

n termos

—
H(0707 70’170’...)”
1Yol

ol
ol

= 1.

Portanto a,, > 1 para todo n € N.

Segue da primeira e da segunda parte que a, = 1 para todo n € N, donde segue que:
lim [Py —Prillsoy =1,
n—oo

o que contraria (B.2). Portanto a sequéncia P,, ndo converge (para operador algum) na

Topologia Uniforme. ]

B.2 Demonstracao da Proposicao 4.1.2

Proposicao 4.1.2: As funcoes P e P tém as seguintes propriedades:

i. A fungdo campo de vetores P : R x H — H é continua em todos os pontos do seu

dominio;
ii. A funcdo caminho P: R — (B(H), Tiorte) ¢ continua em todo R;

iii. A funcdo caminho P: R — (B(H), T, me) ¢ continua em R\ {0} ¢ descontinua no

ponto t = 0. Mais precisamente, com relacao aos limites laterais uniformes, temos

lim P(t) = O, mas nao existe o limite lateral lim P(t).
t—0~ t—0"
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Demonstrac¢ao. (i.) Dado (s,x) € R x H, mostraremos que, para todo ¢ > 0, é

possivel encontrar 6; = 01(€,s,x) > 0 e 0, = 05(¢, s, x) tais que

sempre que o par (t,y) € R x H satisfizer [t —s| < 8; e ||y — x||n < 8s.
Dividiremos a prova em casos, conforme o instante s pertencer aos seguintes sub-
conjuntos de R: (—o0,0), (1,+00), (27 ™, 27 1) {27} {0}, e {1}, onde n € N.

1° caso: (s,x) e Rx Hses € (—o00,0):

Dado € > 0, basta tomar 8; = —s (0 qual serd positivo neste caso) e 8y > 0 qualquer,

pois, para (t,y) satisfazendo [t — s| < —s temos:

t—sl<—s=s<t—s<-—s

= 2s <t<O.

Agora notemos que, pela definicdo de P (veja definigao 4.1.3), tanto P(s,x) como

P(t,y) sao iguais a 0, pois s < 0 e t < 0, e portanto temos:
||P(t7y) - P(S,X)H <&

Isto encerra a prova do primeiro caso.
2° caso: (s,x) e Rx Hses e (1,+00):
Dado € > 0 basta tomar 8; = s — 1 (o qual é positivo neste caso) e 8 = ¢, pois,

para (t,y) satisfazendo [t —s| < s — 1, temos:

t—s|<s—1=>1—-s<t—s<s—1

=1<t<2s—1,

e |ly—x|[n < &. Com isto temos, de acordo com a definigao de P(t,y) (veja Defini¢ao

4.1.3), que P(t,y) =y, e que P(s,x) = x, e segue que:
[P(t,y) = Pls,x)[| = [y —x|[n <&

Isto encerra a prova do segundo caso.
3° caso: (s,x) ERxHcomse (27™2 ") comn=12,---

Fixemos n € Nes € (27™,2 ™). Dado € > 0, tomemos 8; como sendo: & =

1 1 1 1

min{%mz—n,s — oy nT —s} >0 e 0y = £, Tomando t € R de tal forma que

N}
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It —s| < 81, segue da escolha deste &; que [t —s| < min{s — 2™, 27"t — s} ¢ assim

t € (27™,27 ™). Deste modo, para (t,y) satisfazendo |t —s| < &; e [[y — x|| < 8,

teremos:
Pt —P - 07"'a07 n(t nyYn+1, """ ) 07"'7()’ n ny An+l, """
IP(t,y) — Pls,x)|| = [|( dn(t)Yn, Yns1,- ) = ( qn (8)Xn, Xn 41
n—1zeros n—1zeros
= ||(07 ’ ,OaQn(t)yn - qn(S)men+1 —Xn+1, )”

n—1 zeros

J(qn(t) — qn(s)xn)? + Z 1= xi)?

i=n+1

Usando a desigualdade va? 4+ 32 < o+ 3, com «, 3 > 0, obtemos:

[P(t,y) = Pls,x)[| < lqn(t)yn — gnls)xnl + J > (yi—x)’
i=n+1
- |qn(t)yn - qn(t)xn + qn(t) qn Xn| + J Z - X'l
i=n+1
= |qn(t)(yn _Xn) + (qn(t) - qn(s))xn| + J Z (yi _Xi)Q
i=n+1

< |qn(t)| . |yn _Xn| + |qn(t) - qn(5)| : |Xn| + ||y _XH,
ou seja,

||P(t,y) - P(S,X)H < |qn(t)| : |yn _Xn| + |qn(t) - qn(3)| : |Xn| + ||y _XH' (B5)

Assim, a expressao (B.5) fica, para (t,y) tal que [t —s| < &; e ||y — x|| < &2, como:

||P(t,y) - P(S,X)H < | qn(t) | : |yn _Xn| + |qn(t) - Cln(S)| . |Xn| + ||1J _XH
~—
€[0,1]
< [Yn —Xal +1qn(t) — qn(s)] - xal + [y — x|
<y = x|l +lgn(t) = qn(s)] - Ixnl + [y —x|]

— |qn(t) - Qn(8)| . |Xn| + 2”9 _XH
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Como t,s € (27 ™, 27 ™) resulta que

lqn(t) — gn(s)| = (2"t —1) — (2"s — 1)
=2t —1—2"s + 1
= 2" (t —s)|

= 2"t —s|. (B.6)
Usando (B.6), o fato de que [x,| < ||x||, e as escolhas de 8; e &g, obtemos:

IP(t,y) = P(s,x) || < lqn(t) — qn(s)l - [[x[| + 2]y —x]]

<2Mt —s| - [Ix|| 4+ 2[ly — ]|

1
2 ||x]|+1 2n

<8—|—2€—£+€—£
2 4 2 2 7

Isso encerra a prova do terceiro caso.

4° caso: (s,x) € R x Hcoms=2"", onde n €N.

Mostraremos que, para ¢ > 0 dado, existem &; > 0 e 65 > 0 tais que, se
t—sl=[t—2"" <8 e |y—x| <d (B.7)

entao
||P(tvy) - P(S,X)H = ||P(t7y) - P(2_nvx)|| <E&. (B8)

Dividiremos a explica¢ao de que (B.7) implica em (B.8) em dois casos:
Subcaso 1: O parametro t se aproxima de s = 27" pela direita: Para este subcaso
consideremos t € (27™,27™ + 8] ), onde ] seré escolhido como:
5; = min {2““ P S -5}.
(x| +1) 2
Tal escolha de & implica que t € (27,27 ""1)  donde segue, por defini¢io de
P(t,y), que

P(tay) = (07 e 70aqn(t)ynayn+17 e )

n—1vezes
Por outro lado, lembrando que q, (27 ™) = 0, temos que
P(27H)X) = (07 e 70 ) qn(2in)xnaxn+17 e )
~——

n—1vezes

:(07 70707Xn+17"')-
———

nvezes
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Portanto,

||P(t7y) - P(zinvx)H = (07 e 707qn(t)yn>yn+1 —Xn+1, Yn+2 — Xn42 )

n—1vezes

- (qn yn 2+ Z _Xl

i=n+1

Devido a desigualdade \/ >+ P2 < o+ B, com , B > 0 temos, para a escolha
o= qn(t) fynle B = Z (ys —x1)? que,

i=n+1
IP(t,y) =P %) < qn(t) - lynl + | D (yi—x)%
i=n+1

Agora, devido a < ||y — x||, temos:
IP(t,y) = P27 X < gn(t) - fynl + [[ly —x]|.

Uma vez que [Yn| < [yn —Xnl + Xnl, Yyn —xnl < |ly —x|| e Ixnl < ||x||, obtemos:

IP(t,y) = P27 %) < qn(t) - [Ix]| + 2]y —x|I. (B.9)

Como qn(t) =2"-t—1lete (27™,2 ™ +8]), com & < Wlnm - 5, resulta que
1 € 1 €

n(t) <27 (2‘“+—-—> —1= S B.10

a W+ 2 etz B

Substituindo (B.10) em (B.9), obtemos:

1

HP(t,U) - P(Q_n,X)H g
[Ix[| 41

- +2Hy —x|. (B.11)

Devido a escolha de 6, = § e [[y — x| < 082, segue que |[P(t,y) — P(27",x)| <
5+ 5 =€, o que prova a continuidade pela direita da funcao P(t,y) nos pontos do

tipo (27 ™,x), com x arbitrario.

Subcaso 2: O parametro t se aproxima de s = 27 ™ pela esquerda:
Para este subcaso temos que t € (27™ — 87,27 "), e escolheremos &; como sendo:

o = min{2_“ — 2~ (n+1) W . %} Tal escolha de &, implica que t €

(2-(n+1) 2-m)  Este dltimo intervalo pode ser reescrito da seguinte forma: t €

(27(n+1)’ 27(n+1)+1) — (27(n+1), 27(n+1)+1)‘
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Segue, por definigao da fungao P(t,y), que

P(tay) - (Oa e 707 qn+1(t)yn+lyyn+27 e )

n zeros
Lembrando que g, (27 ™) = 0, obtemos:
P(2_nax) = (07 e 70 ) qn(t)xl7xn+17xn+27 e )
——

n—1zeros

:(07 70707XT1+15XT1+27”')'
—1 zeros
e portanto
Pt y) =P ™ X = [ (Gns1(t) - Yns1 —xng1)?+ Y [i—x)®  (B.12)

i=n+2

Devido a desigualdade /o2 + 2 < o+ 3, com «, 3 > 0 com a escolha de o =

o0

Ignt1(t)  Yni1 —Xns1le B = Z (y; —xi)? e acrescentando o termo “—qn4; -
i=n+42

Xnt1 + qni1(t) - xny1” dentro do médulo da expressao de «, resulta que:
< qn1(t)  [Ynsr —Xnpal + (1= gnya(t) - [xal,
e usando que B < [y — x|, obtemos:
[Pt y) =P %) < qnt1 - Ynst — X1l + (1= gnpa (B) - Ixal + [y — x]|.

Agora, devido as expressoes [Yn i1 —Xni1l < ||[y=—x||, qni1(t) € [0,1] e [xn 1] < ||x]],

temos:
[P(t,y) =P, x| < (1= gnyi(t)) - [Ix] +2[y —x].

Como qnii(t) =2t —lete (27™—58,,27 "), segue que a funcio 1 — qn1(t)

¢é decrescente, e portanto,

l—qnu(t)=2—-2""t<2-2n" 2™ —§)=2—-2+2™1. 5, =2t 5.

1

Como 6] < W -5, temos que 1 —qn41(t) < - 5. Portanto, ao se tomar

fIx(l+1
&y = %, obtemos
n x|l e
IP(t.y) —Pl2 )] < 5+ 2 —x]
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o que implica em

£

=¢.
2

. €
IP(ty) — PR 0] < &+

Isto termina a prova da continuidade a esquerda da funcao P(t,y) nos pontos do

tipo (27, x), com x arbitrario, e, consequentemente, termina a prova do quarto caso.
5° caso: (s,x) € R x H com s = 0.
Fixemos n € N e s = 0. Para ¢ > 0, queremos encontrar 87 (¢,x) > 0 e &, > 0 tal

que ||y —x|| < 82, onde &5 qualquer. Analisaremos os casos em que t se aproxima

de s = 0 pela esquerda, e o caso em que t se aproxima de s = 0 pela direita.

Para o caso em que t se aproxima de s = 0 pela esquerda, temos que t € (—6;,0)

e 67 > 0. Assim, para qualquer 8; tomado, vale
IP(t,y) — P(s,x)[| = [[P(t,y) = P(0,x)[| = |0 0] =0 < e.

J& para o caso em que t se aproxima de s = 0 pela direita, temos que, como

x € H = €2, entao existe Ng(e,x) < oo tal que

Yy K< g (B.13)

i=Ng+1
Tome &7 (g,x) = 27 NoleX) ¢ §,(e,x) = £. Verifiquemos que, se t € (0,8; (&,x))
entdo ||P(t,y) — P(0,x)]| < e.

Para mostrarmos que isto de fato acontece, vamos primeiramente estimar o valor

da expressao ||P(t,y) — P(0,x)|| como sendo:
= [|P(t,y) — P(t,x)[| + [[P(t,x)|].
Como P(t, z) é ndo expansivo (ou seja,a sua representacao matricial na base canonica

e; ¢ uma matriz diagonal infinita com entradas entre 0 e 1 - Vide figura 4.2) para

cada t € R, temos:
[P(t,x) = P(t,y)| <[y —x].

Logo
IP(t,y) — PO, )| < fly —x[| + [[P(t, x)]]. (B.14)
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Por outro lado, como t € (0,27 Nolex)) 5 (27 (Not 1) 2=(No+1+1) " ghtemos:

o0 o0
P < | (AN )2 (O + D X< | D,
i=Np+2 i=Np+1

donde temos, por (B.13) que
€
5.

Substituindo(B.15) em (B.14) temos que [[P(t,y) — P(0,x)|| < §+ 5 = €. Isso

IP(t,x)]| < (B.15)

encerra a prova do quinto caso.

6° caso:(s,x) € R x H com s = 1.
Dado ¢ > 0 arbitrario, queremos obter valores para d6; > 0 e 03 > 0 de modo que

para (t,y) tais que [t —s| = [t — 1| < &1 e ||y — x|| < 82, sempre teremos

[P(t,y) — P(s,x)[| < e. (B.16)

Primeiramente notemos que, para s = 1 temos, pela expressao da fun¢ao P (veja
definicao 4.1.3) que [[P(t,y) — P(s,x)|| = [P(t,y) = P(1,x)] = [IP(t.y) — x| Logo
a expressao (B.16) torna-se

IP(t,y) — x| <e. (B.17)

Feito isso, agora mostraremos a continuidade da fungao P nos pontos (s,x) com
s =1 e x € H arbitrario. Para isto, analisaremos os seguintes dois subcasos:
Subcaso 1: s=1ete (1,14 81).

Neste subcaso estamos tratando quando t se aproxima de s = 1 pela direita.

Logo t > 1 e, devido a definicao 4.1.3, vale:
IP(t,y) = PL x| = [ly — x| < 8.

Portanto, para este subcaso, tomando 6; > 0 qualquer e d; = ¢ > 0, garantimos a

continuidade pela direita da funcao P nos pontos da forma (1, x), com x arbitrario.

Subcaso 2: s=1ete (1—058;,1). Neste subcaso estamos tratando quando t se

aproxima de s pela esquerda.
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Tomando 8] = min{%, m . %} e 0y = 7, temos que t € (%, 1). Logo P(t,y) =

(d1 - Y1,Ys,- -+ ). Estimando o lado direito da expressao (B.17) acima, obtemos:

HP t y _XH - ” ql 91,92,937 )_ (Xl,X«Q,Xg," . )H
= [|q1(t)y; — X1, Y2 — X2,y — X3, - - )|

= |ty —xP+ > (y

i=2

Devido a desigualdade v &? + 32 < v+ 3, com «, 3 > 0, vale:

IP(t,y) —x|| < lgi(t)yr —xa| + Z i —xq)?

Pela desigualdade triangular, e pelo fato de que

[P(t,y) —x[| <Iqu()] -y — x| +lqu(t) — 1] - bxal + [ly —x]|-
Como q(t) € [0,1], [y1 —x1] < |[y —x]|, q:(t) =2t — 1 e [x4] < ||x||, segue que:
IP(t,y) = x| < fly = + 12t = 2] - [[x]| + [[y —x]]
=2t =1 [Ix]l + 2[ly — x|

Uma vez que t € (1 — %, 1), temos que |t — 1| = (1 —t), e como t > 1 — 8], segue
que 1 —t < 87 . Assim,
IP(t,y) — x| < 2(1 —t)|Ix]| +2[ly — x|

< 204 [|x|| + 28,

<2 x| - = +20
D R
£ 3

Z49.2 =

<2+ 1 £,

provando a continuidade pela esquerda da funcao P nos pontos da forma (1,x).

Como no subcaso 1 pode-se tomar & > 0 arbitrario e 6, = ¢. Portanto podemos

generalizar os dois subcasos tomando em cado a um deles ; = min {%, W}
2

e 0y = § para provar a continuidade de P nos pontos da forma (1,x) € R x H.
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Desta maneira finalizamos a prova do item i.

(ii.) Inicialmente notemos que a continuidade de P : R x H — H pode ser expressa
por:

th B € Yn BN = P(tn,yn) M, P(s,x).

Agora seja t, — s e z € H fixado. Tomando a sequéncia constante em H, y,, = z para
todo n € N, temos que

Yn — Z. (B.18)

Segue da continuidade da funcao P no ponto (s,z) € R x H que
P(tn,yn) AN P(s,z), quando t, — s,
ou, equivalentemente, por (B.18),
P(t.,z) AN P(s,z), quando t, — s. (B.19)
Contudo, observemos que (B.19) nada mais é do que
P(tn, z) M, P(s,z), quando t, — s,
para cada z € H fixado, mas isto ¢ dizer exatamente o mesmo que P(t,) converge forte-

mente para P(s) o que prova o item ii.

(iii.) Para provar que a funcio P ¢ descontinua em t = 0 na topologia uniforme,
basta tomarmos a sequéncia t, = 2~ ™. Notemos que t, — 0 e, por outro lado, temos
que 13(2*“) = Pn. Mas, ji que foi provado que nao existe o limite u — lim P, (veja

n—oo

Proposigao 4.1.1). Logo também nao existe o limite u — lim P(2_,).
n—oo

O

B.3 Demonstracao da Proposicao 4.2.1
Proposicao 4.2.1: As seguintes propriedades sao verificadas sobre as fungoes G e A:
i. A funcao G é continua em todos os pontos de H e é nao-linear;

ii. A funcao A é continua em todos os pontos de H.
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Demonstracao. (i.) A prova de que G é continua é dividida em duas partes:

Primeira Parte. (G é continua emy = 0) : Para ¢ > 0 dado, basta tomar §, = /¢

e para z € Bs(¢)(0)\{0}, faz sentid

[EIR

I6(:) — 600} = 6(2) ~0l| = | Z7 0] = e o1 < 5t =

z
1
2] 2
Para o caso z = 0 temos imediatamente que ||G(z) — G(0)|| < e.

Segunda Parte (G é continua em cada y € H\{0}): Seja também z € H\{0}.

Entao vale a igualdade,

16(z2) — Gl = —
ML

~Jlzllty]| . (B.20)

Encontraremos uma cota inferior positiva para ||z||, sempre que z esteja na bola
def.
Bs, (y), onde 8 = &1 (|lyl}) =" 3llyll-

Sendo z € B, (y) e usando a desigualdade triangular, obtemos:

y||
B0 > eyl > 120 -
donde
[yl 3
I < el < Sl
Logo,
|z|| > —=— ||1J|| para todo z € By, (y). (B.21)

Isto mostra que Bs, (y) C H\{O}. Deste modo, a expressdao (B.20) continua sendo
valida para y € H\{0} e z € Bs, (y).
Substituindo (B.21) em (B.20) temos, para z € Bs, (y):

|n—wvuyH—” itz — ety 522
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Agora vamos estimar o termo H lyll2z — HZH%yH de (B.22) para z € B, (y):

Iiyliz =2ty < [tz = ruiiby| + ity = 121ty

= [lyllz - llz =yl + Il - ‘||y||§ = |

; Iyl
= yll? - llz =yl + = - iyl = 2]

lyllz + [|z[|2
! [yl
<Nyllz -z =yl + ——— - [z =y
lyllz + lz[]2
1 [yl
= lvl*+ =77 ) lz— vl (B.23)
( lyllz + [|z[|=
Usando (B.21), vamos agora estimar o fator [HyH% —I—ﬁ} da expressao
yliz2+lz
(B.23). Para z € Bs, (y), temos:
Il )
1 ME 1
Hsz_l_llll;m =yl |1+ ———
) )
lyll= lull

|

(B.21) h 1
<yl 1+ ——
143

_2V2+1
V241
Substituindo (B.24) em (B.23) e por sua vez em (B.22), obtemos:

I6() - 6wl < 25 (222 itz

4+ V2) 1
- (555) v (8.25)

Com isso, concluimos de (B.25) que a escolha 8(e,y) = min{

Iyl (B.24)

lul (V2+1)|yll2
5 Wf:} faz

com que ||G(z) — G(y)|| fique menor que ¢ sempre que ||z —y|| é menor que d(¢,y),
o que prova a continuidade de G em H\{0}, provando assim, a segunda (e ultima

parte) do item i.

(ii.) Para a prova da continuidade da funcao A, vamos primeiramente estimar a

diferenga ||A(z) — A(y)|| para y, z € H arbitrérios. Desta forma temos:

IAE) = AW = [zl bl ) = Gl sl )|

2
- Hum — il 22l =yl )|

(Izi] — Tysl)? (B.26)

i=1
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< |zi — yi| e que a funcao f(x) = x? é crescente no
2
< |z —yil?, ou, melhor ainda, temos

Usando que 0 < ‘Izil — y4l

intervalo [0, +00), temos que "Zd — lyi

(12— yil)” < (22— y)” (B.27)

Portanto, de (B.26) e (B.27), concluimos que:

IALz) —AWIP < }_(ze—y)* = llz =y,

[
i=1

isto é,
[A(z) = A < lz—yll,

donde concluiimos a continuidade da funcao A.
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