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“Nao existe um caminho para a felicidade.

A felicidade € o caminho...”

Mahatma Gandhi



Resumo

Neste trabalho estudaremos a desigualdade de Trudinger-Moser classica e algumas ex-
tensoes. Além disso, investigaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas para

uma classe de problemas elipticos nao-homogéneos e singulares.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser, Crescimento Critico, Equagoes Elipticas,

Métodos Variacionais.
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Abstract

In this work we will study the classical Trudinger-Moser inequality and some extensions.
Furthermore, we investigate the existence and multiplicity of weak solutions to a class of

singular and non-homogeneous elliptic problems.

Key words: Trudinger-Moser inequality, Critical growth, Elliptic equations, Variational

methods.
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Notacoes

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

C, Cy, Cy, Cy, ... sao constantes positivas, nem sempre iguais;
Br é a bola aberta de raio R > 0 e centrada na origem;

B ¢ a bola fechada de raio R > 0 e centrada na origem;

X* é o dual topologico do espaco de Banach X;

(.,.) denota o par de X* e X;

A convergéncia forte em X sera denotada por “ — 7, enquanto a convergéncia fraca

serg “ —7;

supp(u) é o suporte da funcao u;

— (Ou ou ou ) 4 i 3 .
Vu = ( X Dxg axn> ¢ o gradiente da funcao u;
n 62
Au = ) <% é o Laplaciano da funcao u;
i=1 F
Escrevemos
f =o0(g), quando x — X,
(%)
se lim =0
x=xo [g(x)]

[P(Q) = {u Q0 — R‘mensurzivel e [olulPdx < oo}, I1<p<ooeCR"

um aberto, denota o espago de Lebesgue, com a norma

1

P

Huup:(J \urpdx) ;
Q

viil
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o !

loc

(Q) ={u:Q — R: mensurdvel e [, |uldx < oo, YK C Q compactol;

e [*(Q)={u:0 — R‘ mensuravel e limitadas quase sempre em Q}, com a

norma

Il = inf{C > 0 : Ju(x)| < C quase sempre em Q} = sup ess [u(x)[;
xeQ

o CP(R™) é o espago das fungoes com suporte compacto e de classe C*.
e Paral <p < oo,
1 0@
WHP(Q)=quelP(Q):3g; € [P(Q);| u—dx=—| giedx,
o X Q
Vo € CP(Q) ei=1,2, ...,n}

é o espaco de Sobolev, com a norma dada por

1
ullep = (Ihullp + [1Vullp)v;

e HY(Q) =W"2(Q) e seu dual (H'(Q))* =H1(Q);

e W, P(Q) é o fecho do espaco CP(Q) com relacio a norma de WP (Q). Parap = 2,
H(Q) = W, (Q);



Introducao

Nesse trabalho estudaremos a desigualdade de Trudinger-Moser classica e algumas ex-
tensoes. Além disso, investigaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas para
uma classe de problemas elipticos nao-homogéneos e singulares que envolve crescimento

critico do tipo Trudinger-Moser.

No Capitulo 1, trataremos dos resultados preliminares para a compreensao deste tra-

balho.

No Capitulo 2, discutiremos a desigualdade de Trudinger-Moser cléssica. Entretanto,
daremos uma prova curta dessa desigualdade devido a Marshall [23] que difere da demons-

tragao original feita por Moser [24]. No caso ilimitado, apresentaremos extensoes devido

a Cao [8], J. M. do O [13] e Adachi-Tanaka [1].

No Capitulo 3, mostraremos a versao singular da desigualdade de Trudinger-Moser
cldssica proposta por Adimurthi-Sandeep [2] e uma versao da desigualdade de Trudinger-

Moser com peso singular para subdominios ilimitados em R? devido M. de Souza [11].

No Capitulo 4, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas de uma
classe de problemas singulares, trabalhada por J. M. do O e M. de Souza [15], da seguinte
forma:

—Au—+V(xju=

+h(x), xeR? (1)

onde a € [0,2),h € (Hl(]RZJ)*: H™!(RR?) é uma pequena pertubaciao com h # 0 e

V:R? — R é uma funcio continua satisfazendo:
(V1) existe uma constante Vj tal que V(x) > Vo >0, Vx € R

(Vo) a fungao [V(x)]fl pertence L!'(IR?);
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(V3) V é radialmente simétrica, ou seja, V(x) = V(x') quando |x| = [x'[;

(Vy4) a funcdo V(x) é coerciva, ou seja, V(x) — oo se [x| — oo.

Estaremos interessados no caso que a nao-linearidade f(s) tem o méximo crescimento
sobre s que torna possivel tratar o problema (1) variacionalmente num espaco de fungoes
adequado. Devido a presenca da singularidade [x|~® em (1) devemos usar uma versao

singular da desigualdade de Trudinger-Moser. Além disso, assumiremos condigoes sobre

o termo nao-linear f(s):
(fo) f € C(R,R) e f(0) =0;

(f1) existem constantes 0 > 2 e s; > 0 tal que para todo [s| > s; tem-se:

0 < OF(s) := er f(t)dt < sf(s);
0

(f2) existem constantes positivas Ry e My tais que para todo [s| > Ry tem-se:

0 < F(s) < Mylf(s)l.

Para aplicar os métodos variacionais, considera-se o subespaco de H!(RR?)
E= {u € HY(R?) : J 2 V(x)u?dx < oo},
R
o qual é um espago de Hilbert com o produto interno
(u,v) = J 2[VLLVV +V(x)uvldx, u,veeE,
R

para o qual corresponde a norma

1/2
HuHE:{J uwuvmrurz)dx}  ueE
R2

Assumiremos, ainda uma condicao adicional proximo da origem:
2F(s)
(f3) limsupg_,q —2 < A1
Os principais resultados desse capitulo garantem a existéncia de solugoes fracas em (1)
para a nao-linearidade com crescimento subcritico e critico. As demonstragoes desses
resultados requerem os resultados desenvolvidos no Capitulo 3, o Teorema do Passo da

Montanha e o Principio Variacional de Ekeland.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Os resultados deste capitulo serao usados nesse trabalho.

1.1 Analise Funcional

1.1.1 Espaco de Banach

Seja X um espago vetorial real.

Definig¢ao 1.1.1. Uma aplicacado || .|| : X — [0, +00) € chamada de norma se:
i. |[ull =0 para todo uw € X e ||[u]| =0 se, e somente se, u=0;
it A = Ay, Vvu e X e A € R;

. |lw+ vl < |[ul + VIl para todo u,v € X.
A desigualdade (iii) é chamada de desigualdade triangular.

Assumiremos que X é um espaco vetorial normado.
Definigao 1.1.2. Diremos que uma sequéncia (u,) C X converge para u € X se
lim |jup, —ul| =0.
n—o0

Neste caso dizemos que w € o limite da sequéncia (un) e escrevemos w = lim U, ou
n—00

U, — u.
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Definicao 1.1.3. i. Uma sequéncia (W) C X € chamada sequéncia de Cauchy se

dado € > 0 existir ng > 0 tal que
e —wil] <&, se k,1>mn,.

i1. X € completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge, ou seja, se (Un) €

sequéncia de Cauchy em X entao existe w € X tal que u,, — .

1. Quando X for um espaco vetorial normado e completo chamaremos de espaco de

Banach.
Exemplo 1. Sao espacos de Banach:
a. Espago LP(Q) com 1 < p < oo, ver Teorema 4.8 em [6].
b. Os espagos de Sobolev WH™(Q) e Wy™(Q), ver Proposicio 9.1 [6].

c. O espaco E = {u € HY(R?) : [, V(x)u?dx < oo}, com o norma

l[ullg = J [Vu? + V(x)u?ldx, u€eE.
]RQ

Ver Proposi¢ao 1.2.1 em [3].

1.1.2 Espaco de Hilbert
Seja H um espaco vetorial real.
Definicao 1.1.4. Uma aplicacao (, ): Hx H — R € chamada de produto interno se:
i. (u,v) = (v,u) para todo u,v € H;
. (Au,v) = A(u,v) para todo w,v € H e A € R;
. (w+w,v) = (u,v) + (w,v) para quaisquer w,v,w € H;
iv. (u,u) >0 para todow € H e (u,u) =0 se, e somente se, w=0.
Seja H é um espaco vetorial com produto interno (, ). Para cada u € H, definiremos
hull = v/(w,u).

O resultado a seguir é chamado desigualdade de Cauchy-Schwarz e implica que a corres-

pondéncia u € H — 4/(u,u) é uma norma para H.
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Proposicao 1.1.1. Seja H um espaco vetorial com produto interno. Entao,
[(w, V1< [fudl - (V]
para quaisquer w,v € H.
Demonstragao. Ver proposigao 5.1.2. em [5]. ]

Definicao 1.1.5. Um espaco de Hilbert é um espaco de Banach com produto interno o

qual induz a norma do espaco.
Exemplo 2. Sao espagos de Hilbert:

a. O espago L2(Q) com
(u,v) = J uv dx.
Q

b. O espaco de Sobolev H(Q) com

(u,v) = J [VuVv + uv] dx.
Q

c. O espaco E = {u e HY(R?) : [, V(x)u?dx < oo}, com o produto interno
(u,v) = J [VuVv + V(x)uvldx, wu,v € E.
]RQ

1.1.3 Operadores lineares limitados

Sejam X e Y dois espacos de Banach.

Definicao 1.1.6. i. Uma aplicagao 1 : X — Y € um operador linear se:

IAu+ pwv] =ATu+ plv, para quaisquer u,v € X, e A, u € R.

1. Um operador linear 1: X — Y € limitado se:

== sup |[Tully < oo.
lullx<1

Na literatura é conhecido que todo operado linear limitado I : X — Y é continuo.
Quando Y = R em (ii) dizemos que I é um fucional linear limitado em X. Denotaremos
X* o dual de X, isto é, o conjunto de todos os funcionais I : X — R lineares limitados.

Além disso, escrevemos (I, u) para denotar o nimero real Iu onde I € X* e u € X.
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Agora, suponha que H um espaco de Hilbert real com produto interno (, ).

Teorema 1.1.1 (Teorema da Representacao de Riez). Seja I € H*. Entdo, existe um
unico u € H tal que

(Lv)y = (v,u), YweH.
Além disso, ||I||1 = |[ully.

Demonstragao. Ver Teorema 5.5.2 em [5]. O

Suponha que X e Y sao espacos de Banach.

Definicao 1.1.7. Um operado linear 1 : X — Y é chamado de compacto se toda sequéncia

limitada (un) em X, a sequéncia (Iu,) tem subsequéncia convergente em Y.

1.1.4 Convergéncia fraca

Seja X um espaco de Banach real.

Definigao 1.1.8. Diremos que uma sequéncia (W,) C X converge fraco para u € X, e
escrevemos U, — U, se

(Iun) — (Lu), VIe X"

E facil verificar que se U, — wem X entao u,, — u em X.
Proposicao 1.1.2. i. Seun, — uemX, entao (|lunl]) € limitada e |[u|| < limninf [l
ii. Seun, =~ uwemXely, =1 emX*, entio (In,un) — (Lu).
Demonstragao. Ver proposigao 6.2.5 em [5]. ]
Agora, assumiremos que H é um espaco de Hilbert real.

Proposicao 1.1.3. Seja (u,) C H limitada. Entao eziste subsequéncia (un,) C (Un) €
u € H tal que
—u.

Un,

Demonstrag¢ao. Ver proposigao 6.5.4 em [5]. ]

Proposicao 1.1.4. Seja (u,) uma sequéncia em H. Se u,, — u e [lu.|| — |lul|, entao

u, — u.

Demonstrag¢ao. Ver proposigao 6.6.7 em [5]. ]
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1.2 Resultados Basicos

Os resultados a seguir constam em [6].

Proposigao 1.2.1 (Lema de Fatou). Seja (fn) uma sucessio de fungoes de L}(Q) satis-

fazendo:
a. T, = 0 quase sempre, para todo n;
b. sup [ fn < co.
n

Para cada x € Q, seja f(x) = liminf,, o frn(x) < +o0o. Entdo, f € L'(Q) e

n—oo

Jf < liminfjfn.

Proposigao 1.2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,) uma

sequéncia de funcoes em LY(Q) satisfazendo:

a. Tn(x) — f(x) quase sempre em Q;

b. existe g € L}(Q) tal que [fn(x)] < g(x) quase sempre em Q, para todo n.
Entao, f € LYQ) e |[fn —fll; — 0.

Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) e g € LI(Q) com 1 <
p<ooeq=p/(p—1). Entio, fg e 1}(Q) e

J|fg| < Il Tl

Proposicao 1.2.4. Sejam f, uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tal que |[f,—fl[, — 0.

Entao, existem subsequéncia (fn,) e funcdo g € LP(Q) tais que
i [fn, (x)] < g(x) quase sempre em Q, para todo k;

it. fn, (x) = f(x) quase sempre em Q.

Denotaremos Cy(Q) o conjunto das funcoes continuas em R™ com suporte compacto,

ou seja, se K C Q é compacto tem -se:

Co(QQ) ={f e C(R™): f(x) =0sex e Q\K}



Capitulo 1. Resultados Preliminares 6

Proposicao 1.2.5. Se Q C R™ aberto. Entdao, o espaco Co(Q) € denso em LP(Q) para

todo p, 1 <p < 0.

Proposicao 1.2.6. Sejam QO C R™ aberto e u € L _(Q) tais que

loc
qu =0, Vf e CF(Q).
Entao, w =0 quase sempre em Q).

O préximo resultado é conhecido como Lema de Brezis-Lieb para o espago LP. Entre-

tando, o Lema de Brezis-Lieb vale em condigoes mais gerais, por exemplo, veja o Teorema

2 em [7].

Teorema 1.2.1 (Lema de Brezis-Lieb). Sejam (Q,) , 1) um espaco de medida e (fy)
uma sequéncia de fungoes mensuraveis com valores complexos em 1P = LP(Q,>  u).
Suponha que f, — f quase sempre e [[fn]l, < C < oo para todo n com 0 < p < oo.
Entao,

Tim (Il — I — 2} = 112,
Demonstragao. Ver em [7]. O

Proposicao 1.2.7 (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais positivos. Se

P,q > 1 tais que 1/p+1/q =1, entdo

Demonstragao. Ver Teorema 1.2.1 em [5]. O

A proposicao a seguir é uma reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue para o espaco H!(R?).

Proposicao 1.2.8. Seja (un) sequéncia em H(R?) fortemente convergente. Entdo, exis-
te uma subsequéncia (W,,) de (w,) e g € HY(R?) tal que |un, | < g(x) quase sempre em

R?.
Demonstragao. Ver Lema 2.7 em [14]. O
Proposicao 1.2.9. A inclusdo WY™(R™) € L4(R™) € continua para todo q, n < q < oo.

Demonstragao. Ver coroldrio 9.11 em [6]. O



Capitulo 1. Resultados Preliminares 7

1.3 Sequéncia de Palais-Smale

Definicao 1.3.1. Seja X um espaco de Banach e 1 € C1(X,R). Dado ¢ € R, diremos
que 1 satisfaz a condi¢do Palais-Smale no nivel ¢ (ou, simplesmente que 1 satisfaz (PS).)

quando gozar da condi¢cao:

Se existe uma sequéncia (un) C X tal que I(un) — ¢ e I'(uy,) — 0 (em X*), entdo c €
um valor critico (isto €, existe w € X tal que I[(u) =c e I'(u) =0).
Além disso, diremos que 1 satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (ou, simplemente que 1

satisfaz (PS)) quando 1 gozar da condigdo (PS). para todo ¢ € R.

A seguir enuciaremos o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabi-

nowitz.

Teorema 1.3.1 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espago de Banach e

I € CYX,R). Suponha que:

ii. existem €,y > 0 tais que [(u) =y para ||u||x = ¢;
iii. existe ug € X tal que ||upl|x > € e I(uwg) <.
Sejam T'={g € C([0,1],X) : g(0) =0,9g(1) =ug}t e
c= ;relfr nax I(g(t)) > .
Se 1 satisfaz (PS)¢, entao ¢ é um valor critico de 1.
Demonstragao. Ver Teorema 2.5.2 em [9]. O

O corolario a seguir é uma consequéncia direta do teorema anterior.

Coroldrio 1.3.1. Sejam X um espaco de Banach e I € C1(X,R). Suponha que:

ii. existem €,y > 0 tais que I(u) > v para |[ul|x = ¢;
iii. existe ug € X tal que ||upl|x > € e I(ug) <.

Se 1 satisfaz (PS), entao existe c > v euw € X tais que I(u) =c e I'(u) =0.
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O resultado a seguir é uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem a condicao

de Palais-Smale.

Teorema 1.3.2. Seja X um espaco de Banach real e I € CYH(X,R). Suponha que existe

uma vizinhangca U de 0 em X e & > 0 que satisfazem as sequinte condigoes:

i1. I(u) > & na fronteira de U;
1. existe e ¢ U tal que I(e) < b.
Entao, para o numero c definido por:

= inf I(g(t)) = &
c £ﬁgﬁ(MJ)

existe uma seqiiéncia (un) em E tal que
I[(un) —ce I'(u,) = 0 em X*,
onde I'={g € C([0,1],X) : g(0) =0,g(1) = e}.
Demonstragao. Ver Teorema 5.1 [16]. O

Teorema 1.3.3 (Principio Variacional de Ekeland). Sejam (T, d) um espago métrico

completo e I € C(T',R) limitada inferiormente. Se

¢ = inf I(u),
uel

entao para cada € > 0, existe u, € I' tal que

c <I(ue) <c+e,

I(w) — I(ue) + ed(uw,ue) >0,

para todo w € T.

Demonstragao. ver Lema 2.5.4 em [9]. O



Capitulo 2

Desigualdade de Trudinger-Moser e

Variantes

2.1 Introducao

Nesse capitulo discutiremos a desigualdade de Trudinger-Moser classica e duas extensoes
para O = R™ com n > 2. No caso ilimitado discutiremos extensoes devido a Cao [8] para
n=2eJ. M.do O [13] paran > 3 e ainda uma versao invariante por escalar apresentada

por Adachi-Tanaka [1].

2.2 Desigualdade de Trudinger-Moser Classica

Seja Q C R™ aberto limitado. Quando n > p > 1, a desigualdade classica de Sobolev
(ver em [6]) garante que a imersao WP (Q) < L9(Q) é continua para 1 < q < p* = .
Considerando Q suave, logo existe uma constante positiva C tal que [[ullq < C|[Vull, para

toda u € WP (Q). Desta forma,

sup J lu9dx < sup CqIIVqung.
Q

[Vullp<1 [Vulp,<1
Portanto,
sup J lul9dx < co para 1 < q <p*. (2.1)
[Vullp,<1J0O

Além disso, o supremo em (2.1) ndo existe para q > p*. No caso em que n = p, tem-
se formalmente p* = oo . Assim, é natural esperar a inclusao Wé’p(Q) C L*(Q), no

entanto, esta nao ¢é verdadeira como mostra o exemplo abaixo.

9
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Exemplo 3. Seja QO =By C R™,n > 1 a bola aberta unitaria centrada na origem. Defina

u(x) =Inln ﬁ para x # 0.

E claro que u & L*(B;) porque u nao é limitada proximo da origem. Por outro lado,
é suficiente verificar [|[Vu|,, < oo para que u € Wé’n(Bl). E facil verificar que

ou X

o) T T )P

x|

com i=1,2,...,n.
Assim, integrando diretamente
e Loe
IVuln = J Vul"dx = J x| " (In =) "dx = wn_y limJ (In=) ™ 'dr,
B, B, x| s=20)s T
onde wy_; é o drea da superficie esférica unitdria S™! C R"™. Fazendo a mudanca

w = ln% temos
S
|[Vul[i = wno1 lim | wdw = wy lim
S—00 1 S—00 1 —MNn
1

Wl—n W g

S n—1'

Neste contexto, surge o problema de encontrar uma fun¢ao g com crescimento maximo
possivel tal que g(u) € L'(Q) sempre que u € W™ (Q). N. Trudinger [26] provou
que o crescimento exponencial é permitido. Resutados similares foram obtidos de forma
independente por Yudovich [27] e Pohozaev [25]. Mais tarde, Trudinger et al. [18]
mostraram que o crescimento maximo permitido é exponencial. Introduzindo a técnica de
simetrizacao de Schwarz, Moser [24] reduziu a questao para um problema unimensional e
obteve resultados mais precisos. A seguir discutiremos o resultado obtido por Moser [24],
conhecido atualmente como a desigualdade de Trudinger-Moser cldssica. Enfatizamos
que as estimativas para o caso critico apresentadas aqui sdo devidos a Marshall [23] (ver

também, A. Cianchi et al. [10]) e difere daquela apresentada originalmente por Moser

[24].

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Trudinger-Moser Classica). Sejam Q C R™ um dominio
limitado e u € Wé’“(Q), com n = 2. Entao para todo o« > 0 tem-se eodlul =T c L1(Q).

Além disso, existe constante C = C(n) > 0 tal que

o < ClQ], se o < g
sup J e dx 7
Q

IVulla<1 =00, se o> O,

1

n—1

onde |Q| € a medida de Lebesque de Q em R™, oty =n wh’!

€ Wn_1 € a drea da superficie

esférica unitdria S™1 C R™.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos trocar w por |[u| e consideramos
u > 0. Também, é suficiente provar o Teorema 2.2.1 para um conjunto de func¢oes u que
sao densas na bola unitaria de Wé’n(Q). Portanto, podemos supor que u tem suporte

compacto e é de classe C®(Q).

A técnica de simetrizacio de Schwarz (ver [19]) nos garante que para cada u € W™ (Q)
existe uma funcao radial simétrica u* € Wé’n(BR) onde Bg € R™ é a bola centrada na

origem e raio R com |Bg| = |Q]. Por construcao,
xe R":u*(x) <pl =H{x € Q:u(x) < p}, para cada p=>0.

Além disso, u* é positiva e nao-crescente definida em By e para toda f : R — R mensuravel

tal que f > 0 ou f(u) € LY(Q) vale
J f(u)dx = | f(u)dx.
Br

Em particular,

J eI dgx = | ex™T gx. (2.2)
Br Jo

Além disso, a desigualdade de Polya-Szego assegura que
J IVu ™ dx < J Vulmdx, Yue W, (Q). (2.3)
Br Q
Usando (2.2) e (2.3), é suficiente mostrar que

sup J e dx (2.4)
Br

IVur|ln<1 = 00, se o> Oy.

Defina w(t) = n%wiflu*(x) onde et = [x|™/R™. Entao w € C(0,+o00), w(0) = 0,

w'(t) > 0. Além disso, um cdlculo direto usando o Teorema de Mudanca de Varidvel

mostra que
| worar= | wwras (25)
0 Br
e
J eﬁw(t)ﬁ_tdt:lﬂl_lj eI gy (2.6)
0 Br
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De (2.2) e (2.6), para mostrar que e¥*" ' € L}(Q) para todo & > 0 é suficiente provar

que
J ePWTT—tgy o oo, com [} = x (2.7)
0 Xn
De fato, para todo ¢ > 0 existe T(e) =T tal que
J w/(t)"dt < e.
T
Para todo t > T, teremos
t
w(t) —w(T) = J w'(s)ds
T
n—1 t 1
<(t-T)+® (J w'(s)"ds) "
T

Dali,
w(t w(T T no
(L L
tTn t T t
A ) . w(t) :
Fazendo t — oo e usando que € é arbitrario concluimos que thm = = 0. Assim,
—o0 T

Pw(t)wT < 5 para todo t > to onde to é suficientemente grande. Desta forma,

(o.¢]

0 n to n n
J eBW(t)m_tdt — J eﬁw(t)ﬁ_tdt + J eﬁW(t)ﬁ—tdt

0 0 to

to o] .
SJ Cdt—f—J e 2dt

0 to

= toC — 26_%’:
_t

= toC +2e 2,

onde C é uma constante que limita a fun¢ao continua ePW B ™T—t 16 intervalo [0, to]. Isso

prova (2.7).

De (2.5) e (2.6) reduzimos o problema (2.4) para a andlise (com 3 = =)

00 n_ < C, se <1
sup J ePwtIm—tq¢ g (2.8)

weH Jo oo, se [>1

onde H ={w € C'[0,400) : w(0) =0, [ w/(t)™dt < 1,w’' > 0}

O caso P < 1 segue pelo Teorema Fundamental do Célculo e desigualdade de Holder. De
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fato,
t
w(t) :J w'(s)ds
i t n=l ot i
< J 1ds) (J W’(s)“ds)
0 0
n—1 1
<t w
n-1
:t n
Dali,
o0 n 0 —1t|”
J eBw(t)nltdtgj e(B—1t gt — elf—1) _ 1 '
: : p-1| ~1-p

O caso 3 = 1 nao é tao simples. Fazendo uso da definigdo de integral em [21, pag.14],

temos:

n

J eV T gy :J it € (0,00) : ™=t > Al dA.
0 0

Afirmagao 1. Para cada fung¢ao mensurdvel g: (0, co) — R seque que

J e 90)ds :J s > 0:g(s) < t}le 'dt.
0

De fato, pela definicao de integral teremos,
J e 98 ds = J s > 0:e 98 > t}dt.
0 0

Observemos que para t > 0,
—g(s) 1
e >t & —g(s)>Int & ¢g(s) < ln?

Logo,

1
[s>0:e79) >t} ={s >0:9(s) <1n€}.

Portanto,

00 S 1
J egmdszj {s > 0: g(s) < In-}dt.
0 0 t

Fazendo a mudanca de varidvel T = ln% para cada t € (0, 00), obteremos

o]

0

—00

De (2.10) e (2.11) segue a Afirmagao 1.

Joo {s >0:9g(s) <In %}Idt = J Hs > 0:g(s) < t}le "dt.

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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Pela Afirmacao 1 podemos reescrever (2.9) como

J ew(t)“zltdtzj [ExledA, (2.12)
0

—00

onde Ex ={t > 0:t—w(t)v1 <A} Note que
wt) <t e t—w(t)m1 >0, Vt>0.

Entao E, = @ se A < 0. Portanto, podemos reescrever (2.12) como

J ew(U™T—tgy :J [Eale M dA. (2.13)
0 0

- 7
Afirmagao 2. Para cada N > 0 temos |Ex| < (cn + 2)A, onde ¢, = —.

1— (1420w

Analisaremos dois casos.
Caso 1: se E) C [0, 2)A], entao
2A
[Ex| = J 1dA < J 1dA = 2A.
Ea 0
Dal, [Exl < (cn +2)A
Caso 2: se Ex € [0,2A] temos a decomposicgao Ex = (E;\ﬁ 0, 27\])U(E;\ Nt>0:t> 27\}).
Assim,

N <J

EAN[0,2A]

1dA+J 1dA.

EAN{t>0:t>2A}

Portanto, é suficiente mostramos que sy, — s; < cpA para todo sq, so € E, tal que
2N < 81 < s9.

Com efeito, pela definicao de E, e a desigualdade de Holder, temos

n

ST —A < w(sy)nt

Dividindo por s;, obtemos
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Dai, segue que

J w(r)tdr <1—(1— ?)“‘1. (2.14)
S1 1

Pela definigdo de E,, a desigualdade de Hoélder e (2.14), temos

J:z w’(r)dr) o

82—)\<(

N

wn

H:f‘i
7 N\

< s 5250 me'(r)“dr)i]
< (s;%1 F(so—s) " (1-(1 Sﬁl)nl)g‘)nnl
Portanto,
A n-1 A 1155
z—j—a < [1+(2—?—1) " (1-(1 g)“—1)“} "
ou equivalentemente,
M(l—z)+2z< [1 + M (1 —z)‘%lu—z“l)i]’fl, (2.15)

ondeM:”}\;slezzl—g‘—l. Noteque%<z<1,porquesl>27\.

A convexidade da funcéo \P(T) = T+ 1 nos garante que

Y(x0+ (1 —0)y) <Y (x)0 +WP(y)(1—0), para todo 0 € [0, 1].

n—1

Escolhendo x = 07 M™ (1 —z)™ (1 —z" )x ey = (1 —0)~! teremos,

n
1

[1+M“T*(1—z)“%(1—zn—1)%] T (1—0) 40 R T M(1—2)(1—2" ). (2.16)
De (2.15) e (2.16), segue que:
M(1—2z)+z<(1—0) "1 +0 " TM(1—2z)(1—z")wT,
e portanto,

(1 —9)_ﬁ —z

M < ; T
(1—2)[1—6 n1(1l—zn1)wT]
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Fazendo 8 = 1 — 221 temos

22—z

<
(1—2)[1 — (1 —22=D)Tx (1 — zn—1)~ T |
(1—2)(z2+z14+1)

(1-2)[1— (2) =)
272427141
1—(142zn1)Tw

< Ch.

Assim, concluimos a Afirmacao 2.

Pela Afirmagcao 2 e (2.13), temos

J [Eale™ < (cn + 2)J Ae MdA = ¢, + 2.
0 0

Entao,

oo n
J eVt L ey + 2.
0

Se B > 1 mostraremos que o supremo em (2.8) nao existe. Para isso usaremos uma
sequéncia de funcoes de Moser. Sejam mi(s) = min{s, 1} e wy(t) = l%nl(%) com 1 > 0.

Temos,

a) wi(0) =0, pois 1,(0) = 0;

b) wi(t) = 0, pois w{(t) = I"wn’(%) para todo 1 > 0;

¢) [owit)mdt = [T In{(})mdt = fo 1-'dt = 1, para todo 1 > 0.
Entao, wy € H. Além disso,

(o0} n o0 (o0}
J efwltni—tqt — J ePtmit—tqt > J ePltdt = elF-1L,
0 0 1

Fazendo 1 — oo temos eP~D' — 0o j4 que B > 1. Portanto, o supremo nao existe. O

Em comparacao entre o caso Sobolev e a desigualdade de Trudinger-Moser, podemos

chamar o nimero real «,, de constante critica no caso Trudinger-Moser.



Capitulo 2. Desigualdade de Trudinger-Moser e Variantes 17

2.3 Desigualdade de Trudinger-Moser: Caso Ilimi-
tado

Iniciaremos a abordagem da desigualdade de Trudinger-Moser para dominios ilimitados.
Cao [8], J. M. do O [13] e Adachi-Tanaka [1] propdem desigualdades do tipo Trudinger-

Moser quando (Q = R™. Para simplificar a notacao, denotaremos
n—2 O(J

Sho(a,u) = Z ,—llulﬁ], com « >0eue WH(RM).
— j!
j=0

O resultado a seguir se encontra em [4] e usaremos no decorrer do texto.

Lema 2.3.1 (Lema Radial). Seja u € LP(R™) com 1 < p < c0. Se u € uma fun¢ao

radial nao-crescente, isto €, 0 < u(x) < uly) se |x| > yl|, entao

n

] < F () " llp, vx £ 0,

n—1

Demonstracao. Para cada r > 0, onde 1 := |x|, temos:

Iz >J ur
r

= Wn_1 Jr [u(s)]Ps™ tds

> wnqu(r)]? JT s"lds

Portanto,

1
n W P
Il >rs( ;l)pum.

O lema segue da desigualdade acima. O
O resultado a seguir ¢ devido J. M. do O [13].

Teorema 2.3.1. Seja u € WH(R™) com n > 2. Entao,
J [e"“”‘ﬁ — S o« u)] < o0, Vo > 0. (2.17)

Além disso, se |[Vul|h < 1, Julln < M < o0 e < an entao existe constante C =
Cn,M, «) tal que
J [e“'”‘ﬁ —Seo(a, u)] <C. (2.18)
Rn
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos trocar u por [u| e considerar u > 0.
Dada u € WL™(R™), seja u* a simetrizada de Schwarz associada a funcao u. Entao
u* € Wl’n(Rn),

J [Vu*|™ dx < [Vul™ dx, (2.19)
R JRM

r

J ) Gu*(x))dx=| G(u(x)) dx, (2.20)

JR™

onde G : [0,00) — [0,00) é continua e crescente tal que G(0) = 0. Em particular,
J [e""“‘ﬁ —Sho(a, u)] dx =J [e“‘“*‘ﬁ —Sho(a, u*)} dx.

Seja r > 1 um numero real a ser determinado. Podemos escrever,

J § |:e°‘|u*|n%f — S, ol u*)] dx :J

[e"““*‘ﬁ — Sho(a, u*)} dx
Ix|<r

* Jxl}r [ealu*lﬁ ~Snale, u*)} dx

< J exwint dx—l—J [e"““ ™ S oo, ut) | dx.
Ix|<r x>

I IT

Reduzimos o problema para a analise das integrais em (I) e (II).

Estimando (I): precisaremos de duas desigualdedes elementares.

d.1 Para todo u,v > 0 tem-se que (1 + v)*1 < UsT + AUty + va-t.
Com efeito, se u = 0 ou v = 0 nada a fazer. Suponhamos que v # 0 e seja
(t+1)mT —tamr — 1
h: (0,00) — R dada por h(t) = ]
tat

A = A(n) > 0 tal que |h(t)] < AVt > 0, pois h é continua, e PH(I) h(t), lim h(t)
_)

t—o0

. Note que existe constante

existem. Entao,

At > (t4 )57 — o7 — 1

— v AT (ty F V)T — T — 1,

Multiplicando por vi-T obtemos A(tv)ﬁv > (tv+v)" 1 —(tv)©1 —va1 e fazendo

u = tv segue (d.1).

d.2 Sey,y’ > 0 tais que Yy + vy’ = 1, entao para qualquer ¢ > 0 tem-se que
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Com efeito, pela desigualdade de Young temos,
ab < yav +y’b$, Va,b > 0.
Fazendo a = (eu)Y, b = ¢ Yv¥" e notando que y’ < 1 segue (d.2).

Seja v(x) = u*(x) — u*(rxg) onde xg € R™ e |xg] = 1. Note que se x pertence a fronteira

de B, entdo v(x) = 0 porque u* é radial. Portanto, v.€ W,™(B,). Por (d.1) e (d.2),

temos
[ ()7 = (%) + 1 (1x0) [T < w (1) 7 + Aut (1xp)v(x) 1 4 v(x)* T
e
W (g W00 R = (1)) (vlx) 1)
< (S >1lnu*(rx )%1 n (s >v%1
Portanto,

()71 < uF(1xg) ©T 4+ eTRA T TRU (TXo) FT + ev(x)FT 4 v(x)FT.
= K(g,)u*(rxo) "1 + (1 4 &)v(x) ™1,
onde K(e,n) =14 ¢erwA=-1. Entdo,
J eoclu*lﬁ dx < J eK(a,n)u*(rxo]ﬁ—o—(l—!—a)v(x)ﬁ dx
[x|<T [x|<T
_ eK(s,n)u*(rxo)ﬁ J e(1+e)v(x)% dx. (221)
Pelo Teorema 2.2.1 segue que
J eI dx < 00, Yu € WEH(R™) e Vo > 0. (2.22)
[x|<T
Escolha € > 0 tal que (14 ¢)ax < ay, e pelo Teorema 2.2.1 temos

J eI TeVOI™T gy < |B,|C.
Ix|<r

Combinando com (2.21) temos

, (2.23)
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para toda u € WH(R™) tal que |[Vu||* < 1 e ||ul]n < M, onde a dltima desigualdade

foi obtida usando o Lema Radial o qual garante

n

w0l < bl () T s WX £,

n—1
Estimando (II): pela definicao de S,,_5 e a expansao em série de Taylor da funcao expo-

nencial, temos

* % o(«n_l n_j;
edw ™t g (oc,u*)} dx = —J lw* ™ dx + J [w*"1) dx.
Jx|>‘r|: ? M —1! Jix>r Z Ix|>7
(2.24)
Note que
J lu ™ dx < J lw ™ dx = ||ut||n < oo, (2.25)
[x|>Tr n

ja que u* € W™ (R™). Agora, estimaremos

1 00 .n—1
J n.dx:wnlj Sn.ds

x|=r |X|"7’1J T n—1

SnflJ

Usando o Lema Radial, temos

. 00 . 1 n s

= o) ey o) n o\ ||u*||n)]“1]
— wn-1) dx < wn_ " — . 2.26
Z J' J|x|>r| ’ ' Z ): |:<wn1) ( T ( )

j=n j=n

n—1
o > 0. Portanto, a existéncia da mtegral em (2. 17) segue de (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26).

1 .
e 00 O( n n " n-1)
Tomando 1 > o™ [|u* n(==)" temos — L < oo para todo
Wn— ) T

1
Por fim, desde que ||[Vul[n <1, [u[n <M e a < &y, escolha 7 = M (") ™. Temos

n—1

2 l) () eSS ()]

j=n

3~

W
£
I
o
F

\_;
Il
o

Logo

00 j .
> ?—,J [uw w1 dx < Mn"e®n. (2.27)
—n [x|>T

Entao, de (2.23), (2.24) e (2.27) segue (2.18). O
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2.4 Desigualdade de Trudinger-Moser Invariante Por
Escalar

Adachi-Tanaka [1] mostra uma versdo da desigualdade de Trudinger-Moser no R™ a
qual tem a propriedade invariante por escalar. Para simplificar a notagao, denotaremos

—2

3

j

™’

\yn(a) =eb—
j

)

I
=)

Teorema 2.4.1 (Desigualdade do Tipo Trudinger-Moser Invariante Por Escalar). Se n

> 2, entao para cada x € [0, &, ) existe uma constante positiva Cy tal que

u(x)| =t [ul% 1
< ,n n . .
J Rz (“(IIWIIn> ax < Cage B para w € WA (R (0 (2.28)

Demonstrac¢ao. Usando o argumento de simetrizagao é suficiente provar (2.28) para fungoes
que sao nao-negativas, decrescente, radialmente simétrica e com suporte compacto. As-

sim, podemos tomar u(|x|) : [0,00) = R, u >0, u’ <0.

nt 1 N
Seja w : (—o0,00) — R dada por w(t) = nle;;,lu(e*%) com |x|™ = e~ t. Entao w
satisfaz:
1. w(t) > 0 para todo t € R, j& que u é ndo-negativa.
1
2. W/(t) = 0 para todo t € R, j4 que w'(t) = —n ww" ,u/ (e n)e ® e u é nio-
p y Ja g n—1

decrescente.
3. Existe ty € R tal que w(tg) = 0, ja que u tem suporte compacto.

4. [po IVumdx = [ [w/(t)["dt.
De fato,

J Iw’(t)lndt:wnlj (e w)["n e tdt.

—00 —00

Fazendo s = e~ implica que —s™'ds = n—'etdt. Entdo,
o0

o0
wn_1J W (e )" n e tdt = wn_s J

lu/(s)"s™tds = J |Vu|™dx.
0

R™

—00

5. [gn Wn(oumT)dx = 2=t [ @, (%w(t)ﬁ)e*tdt.
De fato,

D J ‘lfn(iw(t)ﬁ)e’tdt — @no J W, (au(e ™) 7T ) e tdt.
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Fazendo s = e = implica que —s™ *ds = nle tdt. Entdo,

w:;1 J Y (ocu(e ) w1 )e tdt = wn—lJ Yy (ou(s)w1)s™ Hds = J Wi (o™ dx.
—0o0 0 R™
I _
6. Jon IVU(x)Mdx = — [%_ fw(t)"edt.
De fato,
1 (® o t
FJ w(t)[™e tdt = wnlj lu(e )" nte tdt.

Fazendo s = e implica que —s™*ds = n—'etdt. Entdo,

0]

o0
wnlj (e 5)'n e tdt = wnlj

—00 0

lu(s)|™s" tds = J [Vu(x)[™dx.

n

Dos itens 4, 5 e 6 é suficiente mostrar que para todo 3 € (0,1) existe uma constante

Cpg > 0 tal que

(0.¢]

lro Wn(Bw(t)ﬁ)e’tdt < CBJ lw(t)[™e tdt (2.29)

—00 —00

para toda funcao w(t) satisfazendo os itens 1, 2, 3 e a condicao
IVw|r :J (D dt = 1. (2.30)

—00

Seja w(t) satisfazendo os itens 1, 2, 3 e (2.30) e considere

To =sup{t € R:w(t) <1} € (—o0, o).

Note que
00 To 0
J Y, (Bw(t)™1)e tdt = J wn(ﬁw(t)n'll)etdwj Y, (Bw(t)®1)e tdt. (2.31)
—00 —00 To

" J/
-~

I 11

Faremos estimativas em (I) e (II) para a conclusao de (2.29).

No caso t € (—oo, Ty]. Usando que u é continua, w(Ty) < 1 e w sendo nao-decrescente

0 j
segue que w(t) € [0,1]. Observando que Y(§) = &t Z m, podemos achar
j=0 '

kn > 0 tal que W(&) < kn&™ ! para todo & € [0,1]. Escolhendo & = Bw(t)® 1, logo
WL (BW() 7 1) < ko™ 'w(t)™. Assim,

To To
J ‘Pn(Bw(t)ﬁ)e_td’c < knJ w(t)"e tdt. (2.32)

o0

—00
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No caso t € [Ty, 00). Pela definicao Ty segue que w(Ty) = 1 e para t > Ty temos

t

w(t) =w(T) +J w'(s)ds

To
(o] 1
<14+(t—Ty (J w’(s)ds)n
To
ST+ (t—Ty)

Note que para qualquer € > 0 existe uma constante C. > 0 tal que
1+ < ((14+e)s+Co) ™, Vs >0
Assim, fazendo s =t — Tj segue

Ww(t)mT < (1+¢e)(t—Ty) +C., VE=To.

Desde que B € (0,1) e escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que B(1+¢) < 1,

temos

To n
eBW () T —t gy

qug(ﬁwunye*dtgj

TO —00

(o 9]
gj eBI(+e) (T +CLl—t gy
To

o0
_ eBCeTOJ o[B(1+6)—11(t—To)
To

eﬁce_TO
T 1—B(1+¢)

Por outro lado, t > Ty implica que w(t) > 1. Assim,

9]

J w(t)["e tdt > J e tdt=e 0.

To To
De (2.33) e (2.34) concluimos que
[ wn(wiea - [ wirea
alPpwt)nt)e "dt < ———7— w(t)|"e "dt.
To 1-B(1+¢€) Jg,
66C£

De (2.31), (2.32), (2.35) e escolhendo Cp = max{k,, m

(2.33)

(2.34)

(2.35)

} obteremos (2.29). [

Mostraremos a propriedade invariante por escalar no Teorema 2.4.1, isto é, para cada

u € WEHR™) e A > 0, definindo u, (x) = u(Ax), vale

[ua(x)] = ualln
N dx < CyiAln
Jn ((x<IIVuAHn) * [Vua|[n

De fato, a fungao u, satisfaz:
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a. [[Vua|ln = [[Vuln;
() YT 4o Aon )l YT 40
b. LR“ qln (CX( ||V)\u>\|\ n) )dX =A IR“ \Pn <(X< V] n) >dX,

¢ flually = A7l

Os itens (a), (b) e (c) sao faceis de provar. Basta aplicar o Teorema de Mudanca de

Varidvel. Agora, usando o item (b), o Teorema 2.4.1, e os itens (a) e (c) nessa ordem,

temos

ot (i) e[, ) )

e R
< }\ n n
h “Ivuln
o Il

“IVually



Capitulo 3

Desigualdades de Trudinger-Moser

na Forma Singular

3.1 Introducao

Apresentaremos versoes singulares da desigualdade Trudinger-Moser. No caso limitado,
abordaremos a forma singular do Teorema 2.2.1 provada por Adimurthi-Sandeep [2]. E
ja no caso ilimitado, faremos uma extensao da desigualdade de Trudinger-Moser feita por
M. de Souza [11]. A importancia deste iltimo resultado serd percebida no estudo sobre
a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas para uma classe de problemas elipticos

singulares.

3.2 Desigualdade de Trudinger-Moser com Peso Sin-
gular

Adimurthi-Sandeep [2] por meio do argumento de simetrizagao e densidade estabelece-

ram a seguinte variante da desigualdade Trudinger-Moser incluindo um peso singular.

Teorema 3.2.1 (Desigualdade de Trudinger-Moser com Peso Singular). Sejam QO C R™
um dominio limitado contendo a origem e w € Wé’n(Q), comn = 2 . Entao, para cada

a>0eael0,n) tem-se que

eodu‘ n—1
J dx < oo. (3.1)
Q

25
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Além disso,
eocluln—l
sup J ——dx < (3.2)
Vull.<1JQ

se,e somente se, 2=+ & < 1.
n

n
Demonstragao. Para mostrar (3.1), escolha t > 1 tal que at < n . Pela desigualdade de

Holder, temos

1
Ix!_t“dx] "

-~ -~

I 1T

o)
o
| =
=| e
|
g
/AN
o)
o
-
E)
£
T
o
|
(D

A integral em (I) é finita devido ao Teorema 2.2.1. J& a integral em (II) é finita devido
a uma estimativa simples usando o Teorema da Mudanca de Variavel. De fato, temos

J x| t%dx < J !xlt“dX+J Ix| t%dx.
o) QnB,

QNBS

N

~"~
IIl 112

Se x € QN BY temos [x| > 1 implicando que [x|~%* < 1, portanto, a integral em (IIy) é
menor ou igual que |Q N Bf|. Resta verificar que a integral em (II;) ¢é finita. De fato,
1
J Ix|"tdx < J IX| 7' dx = wn_y limJ rroiTatgr,
QNB, By s=0Js

Como at < n implica que —1 <n — 1 — at e assim,

1 Tnfat

Wn_q lim | ™7 %dr = w4 lim
s—0 J s=0n — at

Wn_—1

n—at

S

Suponha - + &+ < 1. Dividiremos a demonstracao de (3.2) em dois casos:
Caso 1: =+ < 1. Escolhendo t > 1 tal que 2=+ 4t — 1 e usando da desigualdade de
Holder, temos

at

e(X‘lL‘?s%T AJLT =y n ey
J ———dx < ” eonui™ dx] ” !x!’de} )
o X Q Q

|
111

De modo similar a estimativa da integral em (II), concluimos que a integrtal em (III) é
finita, isto é, limitada por uma constante positiva C. Passando o supremo na desigualdade
acima, temos

eoluln=t n =
-1 n
sup J ———dx<C sup J P P R
Ivuln<tJa  [X| Ivuln<t Lo

v
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Note que (IV) é finito devido ao Teorema 2.2.1, ja que 0%1 <1
Caso 2: 0%1 + = = 1. Denotando = 0%1 tem-se que + = 1 — [3; assim para provar (3.2)

é equivalente mostrar,

sup dx < o0.

J B o[l T
[Vulln<1JQ

[x[(1—B)n
As ferramentas de simetrizacao e densidade, permitem tomar Bg bola de raio R e centro na
origem em vez de () e u uma funcao positiva, suave e radial. Pelo Teorema da Mudanca

de Variavel, temos
"R

J Vu|™ dx = wn_q | /(M) ldr (3.3)
Br JO
e n
ePonun=t B Banun-T_pn—1
——dx = Wy Pt pbn= gy, 3.4
[ 34

Defina, v(r) = B%u(r%) comr € [0, RB}. A seguir mostraremos algumas propriedades

da relagao entre as fungoes u e v.

Afirmacao 3. Vale a igualdade:

RA R
J V()™ tdr = J [w/(r)™ ™
0 0

De fato, calculando a derivada de v tem-se que v/(r) = [Sanlu’(T%)B*ITBﬂ*l. Logo,

RP
1

RP RP
J V()™M dr = J B W/ (rF) BT T gy = J [/ (r8)™p B ldr,

0 0 0

1 . . n I _ ~
Fazendo ¥ = s implica que 8 = s™, e consequentemente, p—'r# 'dr = s"'ds. Entdo

D=

RP R
J [/ (re)]™"pre tdr :J [u'(s)]™s™ tds.
0 0

Afirmacgao 4. Vale a igualdade:

1 RE n R n
A AT pne
—J e V" iy lgr :J etnPunTpPn—lgy

B 0 0

De fato, usando a definicao de v tem-se que

RA n RP n— 1 n
ll[ ecxnvﬁrnfldr — lj ean[ﬁ%u(rﬁ)]ﬁrnfldr _ ll[
B Jo B Jo B Jo

1 o _ _ ~
Fazendo 1% = s implica que ™ = sP™ e consequentemente, ™™ 'dr = BsP™!ds. Entao

RP 1 n
eonhP [u(rB)In-—1 mlar

1 RP 1l n_ R _n_
— J eonBlu(rP)In=T n—14.. J eonPu(s)mT pn—134.

B 0 0
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De (3.3), Afirmagao 3 e usando o Teorema Mudanga de Variavel, concluimos que
J Vu|™ = J Vv|™. (3.5)
By Byp

Pela Afirmacao 4, (3.4) e o Teorema Mudanga de Variavel, concluimos que

J B on | 1J . 5.6
T = e 3.6
B IX|I7RM ) B s

De (3.5), (3.6) e usando o Teorema 2.2.1 em v, temos que

sup

J ePonul™T g
IVulln<t B

——— < —  sup J e VITT oo,
17 ~
x|I=Bn = 3y Bp

Vv|n<l

Por fim, se vale (3.2) entao = + & < 1, ou seja, se (= + & > 1 entao nao vale (3.2). De

fato, escolhendo R > 0 tal que Bg C Q, e para cada 1 € (0,R) define a funcao de Moser:

(In ), se 0<K <L
1 In %
wx) = 1 M s 1<k <R
(Wn1)w (In T)w
\ 0, se |x|>R
Afirmacgao 5. Vale a igualdade
J |VLI.1|TL =1.
Q

De fato, calculando as derivadas parciais da funcao de Moser com relacao a i-éssima

coordenada do ponto x = (X1, Xa, ..., Xn ), temos que
0, se 0<|xI<1
—(x) = ——-(wnflln%)_ﬁ, se L<|x|<R
X

0, se |x|>R.

Entdo,
[V (x)] = [:1@::)2}%
_ [(wn_l ln%ii(_'z;ﬂ;
= (Wn—11n %)i <X? + X|§<|j ...xi)é

R._1
= (wn_l IHT) n|X’_1.



Capitulo 3. Desigualdades de Trudinger-Moser na Forma Singular 29

Portanto, [V (x)" = (Wn_ 1 In ®) "[x| ™. Assim,

J;) IV (x)|™dx :J

Br

R, —
— (wnain ) (] e | )
BR Bl

R -1 . R 1 . ! —1
= (wn,l In T) (wnl lg]%L T dr — wpg lg]%J ridr

S
L>
S

IV (o) dx — j Vi () dx

By

R

R
—lInr

= (ln T)illim (lnr

s—0
R

(In T)_l (InR—1Inl)
(

S

R.-1,, R
In T) (ln T)

1.

Agora, usaremos a familia {1} para mostrarmos que o supremo em (3.2) nao existe. Com

efeito,
_n _ _n_
eoul 1 ocu !
J : /J —dx
o KX B, x|
=
n
= e J x|~ ¢dx
By
n—a
_ ea[(wn_l)*%(ln%)%} nt (u)n—ll )
n—a
1 n—a
_ o B)afwn ) T <wn—1l )
n—a

Fazendo 1 — 0 em (3.7) temos

porque - + 1+ > 1. Portanto, o supremo em (3.2) nao existe. ]

Note que as formulagoes dadas nos Teoremas 2.2.1 e 3.2.1 nao sao aplicadas para
dominios nao limitados, pelo fato das desigualdades serem estimadas pela medida do

dominio.
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3.3 Uma Desigualdade Singular do Tipo Trudinger-

Moser Sobre Subdominios do R?

M. de Souza motivado pelos trabalhos [1], [2], [8] e [12] mostrou em [11] a seguinte

versao da desigualdade de Trudinger-Moser, n = 2. Mais precisamente,

Teorema 3.3.1. Sejam Q um dominio suave em R? contendo a origem, o« > 0, a € [0, 2)

eu € H{(Q). Entao,

(e 1)

e L'(Q). 3.8
e 35)
Além disso, se ;=+5 < 1e|[ulls < M, entdo existe uma constante positiva C = C(M, o)
tal que

2

sup J;) wdx < C(M, a). (3.9)

Vo<1 [x|®

Temos ainda que o supremo em (3.9) € 400 quando 7=+ § > 1.

Demonstragdo. Para cada u € H}(Q) temos que
o(uQ _ 1 OCW2 _ 1
o X r2  [X|®
onde w € H}(R?) tal que w(x) = u(x) se x € Q e w(x) = 0 se x € R2\Q, isto é, w é a

funcao extensao de u. Portanto, é suficiente provarmos o resultado para u € H!(RR?).

O método de simetrizagao de Schwarz garante que ¢ suficiente provarmos a desigualdade
pretendida para fungoes nao-negativas, radialmente simétricas e decrescente w(x) = u(|x|).

Seja v > 0 um numero real a ser escolhido depois. Temos

2 2 2

oxu® oxu® xu _1
J e —1) :J udx+J (e -1 (3.10)
R2 ’X’a [x|<T |X|a yxla

x>
Para estimar a primeira integral em (3.10), considere v(s) = u(s) —u(r)se 0 < s <re

v(s) =0se s > 7. Assim, v € H}(R?). Entao,
d.1 u(s)? =v(s)? + 2v(s)u(r) +u(r)?, para todo s > 0. Com efeito,
u(s)? = (v(s) +u(r))? =v(s)? + 2v(s)u(r) + u(r)>.

d.2 Para cada € > 0 existe C, > 0 tal que u(s)? < (14 ¢)v(s) + (1 + C.)u(r)?.

Com efeito, pela desigualdade de Young temos:

(v(s)s%)2 (e_%u(r)) Cv(s)?e  ufr)ie!
2 2 2 + 2

v(s)u(r) = (v(s)eé) (e 7u(r))<
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Dai, obtemos 2v(s)u(r) < v(s)?e +u(r)?C, onde C, = ¢! e combinando com (d.1)
segue (d.2).

14+ C;

d.3 u(s)? < (1+epv(s)® + —

[ull3.
Com efeito, pelo Lema Radial temos que [u(s)] < 7t 2|[ullss™! para todo s > 0.

Elevando ao quadrado com s =1 e combinado com (d.2) segue (d.3).

14+ Ce

Escolhendo 12 > em (d.3) temos

u(s)? < (14 e)v(s)® + ||ul3. (3.11)

Logo,

2 eol(1+e)vZ+lul3]

|
J —(e ) dx < J dx — J Ix|”“dx
Ix|<T x]@ Ix|<T |x|@ Ix|<T

el(1+e)v+|ufi3]
< J dx
x|<T

[x|@

eoc(1+e)v2

= e} J —dx. 3.12
[x|<r |X|a ( )
Como v € H}(B,), obtemos por (3.12) e pelo Teorema 3.2.1 que
au?
—1
J ™ =1 4y < oo, (3.13)
Ix|<r
Vo >0 e u e H'(R?). Além disso, note que [, [[Vul[*dx < 1 implica que
J Vvdx :J Vuldx < J Vuldx < 1
[x|<T [x|<T R?2

e se ||u]|3 < M podemos reescrever (3.12) como

2

exu’ _q eoc(1+s)v2
J (Gl PR e“M2J T dx. (3.14)
xl<r  Ix[® xl<r IX[@
1+e

Assim, escolhendo ¢ > 0 tal que % + % < 1, pelo Teorema 3.2.1 e a estimativa

(3.14), obtemos uma constante C; > 0 tal que

|

sup J de < eM(Cy. (3.15)

(IVulla<1 J|x|<r [x|@
Agora, estimaremos a segunda integral em (3.10). Note que |x| > 1 implica que e S 1

para a € [0,2). Entao, parar > 1

2

ou? 1
J udxgj (e“uQ—l)dx
xi>r Ix[@

< J (e** —1)dx. (3.16)
R2
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Portanto, por (3.16) e Teorema 2.3.1 segue que:

au?
J ™ =y oo (3.17)
x>+ x|@

Va > 0 e u € H'(R?). Além disso, se lull3 < M e &+ $ < 1( implica que & < 4m),

47

entao pelo Teorema 2.3.1 e por (3.16) segue a existéncia de uma constante Ca(ot, M) > 0

tal que

au? 1
sup J udx < Cy(o, M). (3.18)
[Vull2<1Jd|x|>T

[1+Ce -
Escolhendo 1 = max{l, +T[ }, entao (3.8) segue de (3.10), (3.13) e (3.17), e (3.9)
segue de (3.10), (3.15) e (3.18).

Por fim, mostraremos que o supremo em (3.9) nao existe quando . + 5 > 1. De fato,

considere as funcoes de Moser:

(n1)2, se 0<X <

1 lnﬁ .
w(x) = Cse Pl

0, se |x|]>1.

Portanto, u; € HY(R?), supp(w) = By e ||Vuy|]; = 1. Assim,

RGP R Gt PR (12%;_1)_ ! )
R2 B

|x|@ 2—« 12—«

——

(Xu2
Fazendo 1 — oo implica que [, %

dx — o0 ja que =+ § > 1. O

Em [22, Teorema 1.6], Lions mostrou que a constante critica a, na desigualdade de
Trudinger-Moser (Teorema 2.2.1) pode ser melhorada ao longo de certas sequéncias. Mais
recentemente, J. M. do O, E. Medeiros e U. B. Severo [14] mostraram uma extensao do
resultado de Lions para O = R2?. Mais precisamente, se (wy,) é uma sequéncia em
H'(R?) tal que ||[wnll12 = 1, Wy — wg em H'(R?) com |[wyll12 < 1 entdo para todo
0 <p <4m(l—|wollf,)~" temos

supJ (epw% —1)dx < 0.
R2

n

A seguir estabeleceremos uma versao singular deste resultado devido J. M. do O e M. de

Souza [15].
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Proposigao 3.3.1. Seja (wy,) em H'(R?) com ||wn |12 =1 e suponha que wy, — wq em
H'(R?) com ||woll12 < 1. Entdo, para todo 0 < p < 2m(2—a)(1—||wol|7,) " ea € [0,2),
tem-se que

ePWn —1
supJ de < 00.
RZ

n
Demonstragao. Por hipdtese, wy, — Wy e ||[wy |12 = 1. Logo

211(2 — a)

W —wollf o = [Wallf2 — 2(wn, wo) + [[Wolli, = 1 — [[wolli» < -

Dai, para n suficientemente grande, temos

21(2 — a
wn —woll2, < ZZE=2)

Multiplicando por %, obtemos

plwn —wolli, @
: — < 1.
47t + 2

Tomando q > 1 (préximo de 1) e € > 0 satisfazendo

q(1+ e2)p|lwn —wy|
47t

2

1,2 a

=4+ — < 1.
2

Wn—Wo

Ton ol temos |vnll1,2 = 1, consequentemente, |[vn|2 < 1 e ||[Vvn]2 < 1.

Tome v,, =

Portanto, sabendo que H'(RR?) = H{(RR?) e aplicando o Teorema 3.3.1, temos

—wo

2 2 wn 2
[eQ(lJre )PHwnfonm(Hwnfwoum) . 1}
dx < Cl-

(ed(1+e?)p(wn—wo)* _ 1)
J MR b=
R?2 R?2

x|
Além disso, desde que

1
pwy < P14 %) (wn —wp)* +p(1+ ?JW&

segue que
ePWn 1< P (1+€2) (wn—wo)? op(1+Z)Wg _ ¢

< l( ap(1+e) (wn—wo)> _ 1>+l (erp(u;)w% _ 1)7
q T

onde a ultima desigualdade foi obtida usando a desigualdade

1
(aq—l)—l—;(br—l), a,b>0eq '+ l=1

ab—1<

o |~
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Entao,
pwi | 1 ap(1+€2) (wn—wo)? _ | 1 rp(1+1/e)wd _ |
J e 1) )dxg—J (e )dx—i-—J le )dx
Rz [X|® q Jre x| T JRe x|

1 1

< =G+ -G
q T

<C,

onde C = max{Cy, Cs} e C3 > 0 é obtida aplicando o Teorema 3.3.1 na segunda integral.
O

Vejamos uma consequéncia 1til do Teorema 3.3.1.

Lema 3.3.1. Sejam 3 >0 er > 1. Entao, para cada & > 1 existe uma constante positiva

C = C(«) tal que para todo s € R tem-se que
(ePs* —1)" < C(e™Ps” —1).

Em particular, se u € HY(R?) e a € [0,2) entdo

Demonstracao. Se v > 1, obtemos pela regra de L’Hopital que

(ePs® — 1) T(ePs’ —1)Tlehs’
s—0 e —1 s—0 xexps

=0

« 1A . 2 2
e por outro lado, colocando em evidéncia os termos e"™?s” e e*Bs”,

Bs® _ 7 TBs?(1 _ »—Bs%\r
lim € 1) oy P (—ePyr
1m ————— = l1m —
slsoo @XBS? — 1 [sjmoo eXBS?(1 — e~ Bs?) ’

jad que o > 1. Dal, o resultado segue.

Em particular,

2

(eﬁu2 . 1)r J (echu .
T e T o,
J]RQ |x|@ S g |x|@

onde estd ultima parcela foi estimada pelo Teorema 3.3.1. O

Observagao 3.3.1. Sejam 3 >0, q >0 e a € [0,2). Entao,

pu? _ q
e RO LR vue HI(RY).
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Demonstragdo. Seja u € H'(R?) e escolhendo > 1(préximo de 1) tal que ar < 2, pela
desigualdade Holder

r—1
2

Bu o 1 . T BuQ . 1 T %
R2 |X|(1 R2 R2 |X|ar

Pelo Lema 3.3.1 temos que para cada « > 1 existe uma constante positiva C tal que

r—1

Bu® _ 1 \ . o Bou® _ 1 ’
J |u|qudx < C~r J |u|qﬁdx J (e—)dx .
R2 |X|(1 R2 R2 |X|(lT

Note que se T — 1 entao q— — oo, assim, podemos supor que 5 > 2. Usando que
H!(R?) — LY(R?) para todo t > 2 concluimos que a primeira integral existe e a segunda

integral existe devido ao Teorema 3.3.1. O



Capitulo 4

Uma Classe de Problemas Elipticos

Singulares

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos uma classe de problemas elipticos nao-homogéneos e singu-
lares com o propésito de investigar a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas. Este
problema foi estudado por J. M. do O e M. de Souza [15]. As principais dificuldades sao
a falta de compacidade devido a ilimitacdo do dominio, auséncia da condicao de (PS) por
causa de uma nao linerialidade critica e a presenca da sigunlaridade |x|~®. As ferramentas
necessarias para tal propésito sao o Teorema 3.3.1, o Teorema do Passo da Montanha e o

Principio Variacional de Ekeland.

4.2 Descricao do Problema

Investigaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para uma classe de pro-
blemas singulares da forma:

f(u)

x]@

—Au+V(x)u = +h(x), xeR? (4.1)

onde a € [0,2),h € (Hl(]RQ))*z H™'(RR?) é uma pequena pertubaciao com h # 0 e

V:R? — R é uma funcao continua satisfazendo:
(V1) existe uma constante Vj tal que V(x) > Vo >0, Vx € R
(Vz) a fungao [V(x)]fl pertence L!(R?);

36
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(V3) V é radialmente simétrica, ou seja, V(x) = V(x') quando |x| = [x'[;

(V4) a fungado V(x) é coerciva, ou seja, V(x) — oo se [x| — oo.

Definindo o poténcial V(x) = eI, é facil verificar que as condicoes (V;) — (Vi) sdo

satisfeitas.

Estaremos interessados no caso que a nao-linearidade f(s) tem o maximo crescimento
sobre s que torna possivel tratar o problema (4.1) variacionalmente num espago de fungoes

adequado, ou seja, o crescimento subcritico e crescimento critico do tipo Trudinger-Moser.

Definicao 4.2.1. Diremos que f : R — R tem crescimento subcritico em +00 se para

todo o« > 0 tem-se:
m T8 g

2
s—+o0 eX*S

Definicao 4.2.2. Diremos que f : R — R tem crescimento critico em +oo se existe

xg > 0 tal que:

) f(s) 0, se o>
lim =

2
s—+o0 XS

+00, se o< Kg.

Analogamente definimos crescimento subcritico e critico em —oo. Note que devido a
presenga da singularidade [x|~® em (4.1) devemos usar uma versao singular da desigual-
dade Trudinger-Moser, por isso aplicaremos o Teorema 3.3.1 em vez da desigualdade

classica. Suporemos as seguintes condig¢oes sobre a nao-linearilidade de f(s):
(fo) f € C(R,R) e f(0) =0;

(f1) existem constantes 0 > 2 e s; > 0 tal que para todo [s| > s; tem-se:

0 < OF(s) == er f(t)dt < sf(s);

0

(fy) existem constantes positivas Ry e My tais que para todo |s| > Ry tem-se:

0 < F(s) < Molf(s)l.
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Para aplicarmos os métodos variacionais, definiremos o subespaco de H!(RR?)

E= {u € HY(R?) : J]RQ V(x)u?dx < oo},

o qual é um espaco de Hilbert com o produto interno
(u,v) = JW [(VuVv + V(x)uvldx, u,veE, (4.2)
para o qual corresponde a norma
1/2
e ={ | 07w+ Vipiax} L weE
Definigao 4.2.3. Diremos que u € E € solucdo fraca de (4.1) se
JRQ(VLLVV + V(x)uv)dx — J ——vdx — L{? hvdx =0, WveeE.

Mostraremos no decorrer desse capitulo que as solugoes fracas de (4.1) sdo pontos

criticos do funcional energia I : E — R definido por

1 F(u)
Iu:—u2—J —J hudx.
( ) 2” HE R2 |X|a R2

A condicao (V;) implica na imersao continua E < H!(IR?). Com efeito,
[ullz > Cllull?

onde C = max{1, Vy}. Este fato junto com a imersao continua H!'(R?) «— L9(RR?) para
q € [2,00) acarreta na imersao continua E < L9(R?) para q € [2, c0).

A condicao (V,) implica na imersao continua E < L}(RR?). Com efeito,

|y :J V(x)"2V(x)z|u/dx
R2

) 2\
< (JR2 V(x) dx) (LR? Vi(x)u dx)
< (J V(x)ldx)2||u||g.
RQ

As condigoes (V;) e (V,) garantem a imersao continua

E—LIR?»), 1<q<oo. (4.3)
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Com efeito, para cada q € (1,2) temos que 1/q € (1/2,1). Logo, existe 0 € [0, 1] tal que
1=9g0+q(1—0)/2. Assim,

[ullg :J ud0+ali=8) gy
RQ

< (J )" ()

0 1-0
= [l 9° el 40,

, 1—-0
Daf, [lullq < Jul@fullS .

Usando as imersoes continuas E « L'(R?) e E — [2(RR?),
concluimos o desejado.
E conhecido na literatura que a condicao (V;) garante que a imersao em (4.3) é compacta

(ver em [20]). Além disso,

Vu2 +Vv 2d
A= e Jm(VY i Cu)dx (4.4)
WEE\{0} J e u?/Ix|¢dx
O problema
Au+ 2uet

2
+h(x), xeR?

nao tem solugao positiva se h > 0 (ver em [11]). Portanto, é natural considerarmos a
seguinte condi¢ao adicional proximo da origem:

_ 2F(s
(f3) limsup,_,, s—(Q) < Aq.

Observagao 4.2.1. A condicao (fy) € mais forte que a condicao (f1), ou seja, (fy) implica

em (f1).
Demonstracao. Com efeito, pela condicao (f1) segue
— <=, |s|>s1e0>2
Integrando de s; até s, temos
Cils|® < F(s),

onde C; = F(s1)/[s1]® e |s| > s;. Além disso, usando o fato de que a funcao g;(x) = Cy|x|°
é limitada em todo intervalo compacto, porque é continua, entao existe constante Cy tal
que

Cils|® —C2 <0, Is| < sy

Assim,

Cyls|® — Co < F(s), [s] < si.
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Portanto, existem constantes C; e Cy tais que
F(s) > Cyls|® — Cy, s € R. (4.5)
Por outro lado, para fixar a ideia considere s > 0 e f(s) > 0. Pela condicao (f,), temos
F(s) < Mf(s), [s| = M,
onde M = max{My, Rg}. Integrando de M até s, temos

eS/MCI < F(S)J

Ix|

onde C; = F(M)/e e |s| > M. Além disso, usando o fato de que a fungdo gs(x) = Ciem
¢ limitada em todo intervalo compacto, porque é continua, entao existe constante C, tal
que

Cle‘s‘/M — CQ < O, |S| < M.
Assim,

Ciels'M _ ¢, < F(s).

Portanto, existem constantes C; e Cy tais que
F(s) > CiesVM —(C,, seR. (4.6)

De (4.5) e (4.6) segue a observacao 4.2.1. O

4.3 Resultados Preliminares

4.3.1 Formulacao Variacional

Pela condicao (f3), temos que
f
lim sup ﬁ < Aj.
s—0 S

Se f(s) tem crescimento subcritico em +o0o0 e —oo, temos que

f
lim (—5)207 Vo > 0.

|s|—+o0 exs® 9
Assim, sendo f(s) continua, entao para cada « > 0, existem constantes by, by > 0 tais

que

1f(s)] < byls| + by(e®” —1), VseR. (4.7)
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Analogamente, assumindo (f3) e f continua com crescimento critico em +o0o e —oo, entao

para cada o > oy, existem constantes cy, co > 0 tais que
£(s)] < cals| + co(e™" —1), Vs eR. (4.8)
Afirmacgao 6. O funcional energia I : E — R esta bem definido.

De fato, é suficiente mostrar que F(u)[x|=¢ € L'(R?) para toda u € H!(R?). Pela

condicao (f3), existem ¢, w; > 0 tais que

A —
ol < P com sl <

Como f tem crescimento subcritico (ou critico), entao

f
lim l:o, Voo >0 (ou Vo > &),

2
Is|—+oo €%5° — 2

isto 6, existem constantes Cy, s > 0 tais que [f(s)] < Ci(e**” —2), para todo |s| > po.
Desde que f é continua no intervalo compacto de extremos W, e Wy, entao existe constante

Cy > 0 tal que [f(s)| < Cy com s € [y, Up). Assim, se [s| > u; temos que
[f(s)] < Cs(e** —1),

onde C3 = max{Cy, Cy}.
Pela condigao (fy), existe q > 2 tal que 0 < q|F(s)| < [s|[f(s)| para todo [s| > ;.

Consequentemente, |F(s)| < [s||f(s)] para todo |s| > ;. Desta forma,

2 C 2
F(s) < IslIf(s)] < Calsl(e™ = 1) = r25lsl (e — 1.
Portanto,
IF(s)| < Cls|9(e*** — 1) para todo |s| > i,
onde C = Iuﬁ% Desta forma,
A —
IF(s)| < M|s|2 +Cls|9e™" —1) VseR, (4.9)

2

e consequentemente,

2

F A — 2 aus 1
[P0y Qamel [ NPy puple™ =l
R R

[x|® 2 2 [x|® R [x|®

Portanto, a Afirmacao 6 segue da imersao H!(RR?) < L9(RR?) para todo q > 2 e pela

Observagao 3.3.1.
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O funcional energia I: E — R ¢é de classe C! com

(T'(w),v) = J (VuVv + V(x)uv)dx —J T)((—T(Ll)vdx —J hvdx, para u,ve€E.
R2 R2 R2

A demonstracao desse fato consiste em usar a derivada de Fréchet combinando com a
proposi¢ao 1.2.8 (veja por exemplo em [4, Teorema A. VII] ou em [11]). Portanto, os

pontos criticos do funcional energia I sdo as solugoes fracas de (4.1).

4.3.2 Geometria do Funcional 1

Os lemas a seguir garantem que o funcional [ satisfaz a condicao geométrica do Teorema

do Passo da Montanha [ver Teorema 1.3.1, Apéndice].

Lema 4.3.1. SeveE, 3 >0,q9>0 e |[v|[e <M com BM?/41t+ a/2 < 1, entao existe
constante C = C(, M, q) > 0 tal que

ePv' —1
J 2—( )Ivlqu< Clv|Ig.
R

Ix|@

Demonstragdo. Consideremos r > 1 (préximo de 1) tal que rBM?/4nt+ra/2 < lesq > 1,

onde s = r/(r — 1). Pela desigualdade de Holder, temos

sz -1 [3\)2 -1 T % %
J (™ —1) oy < (J u@ (J qudx)
R2 |X|(l R2 |X|(11‘ R2

2

(e —1)r
= (| & Q.
(| =) s,

Escolhendo o > r(préximo de 1) tal que apM?/4t+r1a/2 <1 e sq > 1. Pelo Lema 3.3.1

e |[v|le < M segue que

BV _ 1yr «pv? _ "‘ﬁMQ(nvvn )2 _
J e — g < CIJ e — 1y < Clj G ikl P
]Rz

|X’ar R2 |X|ar R2 |X|ar

Portanto,
2
pv? _ apme (i) L
e 1 e E 1
[ e s (] | Lac) i,

R [x[® R? [x|ar g

Usando o Teorema 3.3.1 e a imersao continua E < L39(IR?) segue o lema. O

Lema 4.3.2. Suponhamos que f(s) satisfaz (fy), (f1) (ou (f3)), (f3) e tenha crescimento
subcritico (ou critico) em +00 e —oo. Entdo, existe 81 > 0 tal que para cada h € H™1(R?)

com |[h||y-1(r2) < 81, existe pr, > 0 tal que

I(u) >0, se |Julle =pn.
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Demonstragao. Para estimar I(u) usaremos (4.9), o Lema 4.3.1, a imersao compacta (4.3)

e (4.4). Com efeito,

2

1 . 2 xus 1
I > Sz — s)J ul dx—CJ |u|qudx—J hudx
2 2 R? |X|a R? |X|a R2
1 (A —¢) [Julf
> il = S5 g — | hudr
1 (A1 —¢€)
> 5 |15 Il = Gl = s e

Pondo a norma de u em E em evidéncia,

1 (A —¢€) _
I(u) > ||u||E{§ 1= e =l ||h||H1(1R2)}- (4.10)
Considere o polinomio
1 (7\1 — €) _
= —|1— q-—1
plo) =51 5o —Co
Note que
1 (A —¢€) 42 1 (A —¢€)
5[1— N }—Cp H§[1— N }>0 se p—0.
Entao, podemos escolher p > 0 tal que
p(p) >0,

desde que € > 0 e q > 2. Assim, escolhendo |[h||;-1(g2) suficientemente pequeno, existe

pn > 0 tal que I(u) > 0 se |[ul]|e = pn. ]

Lema 4.3.3. Suponha que f(s) satisfaz (f1) (ou (f3)). Entao, existe e € E com |le]|e > pn
tal que

[(e) < inf TI(u).

[htlle=pn
Demonstragao. Integrando a condigao (f1) (ou (f2)), para cada 6 > 2, existem constantes

positivas C; e Cy tais que
F(u) > Ciul® —Cy, Yue CS"(RQ) \ {0}.
Seja K = supp(u). Entao
I(tu) < ﬁ”u”% — Cltej de + ng ax tJ hudx.
2 K [x]¢ K Ix[@ K

Como 0 > 2, entao I(tu) — —oo quando t — oco. Portanto, o lema segue quando e := tu

com t suficientemente grande. O
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Com o proposito de achar uma bola adequada para usar o argumento de minimizacao,

precisamos do seguinte resultado:

Lema 4.3.4. Se f(s) € continua e tem crescimento subcritico (ou critico) em 400 e —o0,
entao existemn >0 ev € E com |v|e = 1 tal que 1(tv) < 0 para todo 0 <t <mn. Em
particular,

inf I(u) <O0.

lulle<n

Demonstragdo. Seja v € E. Para cada h € H}(IR?), considere o problema
—AV+V(x)v=h, xeR%.

Aplicando o Teorema de Representacao de Riesz para o espaco Hilbert E com o produto

interno (4.2), obtemos uma tnica solu¢ao v em E tal que

(u, V) :J hudx, VuecE.
R2

Em particular, escolhendo u = v temos,

J hvdx = ||V||t >0 para cada h #0.
R2

Defina v =v/||V||e, logov € E e |[v||e = 1. Como

t? F(t
I(tv) = —H 12 — J (tv) dx—J htv dx,
Rz [x[|® R2

entao

f(t
iI(tv):’c—J ( V)wdx—J hv dx
dt R2 |X|a R2

=t—|vll¢’

b
ol [ T

Fazendo t — 0 e usando a condicao (fy), existe 1 > 0 tal que

Iv|Ie?! J hv dx
2

vdx— V|- (4.11)

d
—I(t t .
Z1) <0, te(om)

Usando que 1(0) = 0, devemos ter I(tv) < 0 para todo t € (0,1).
Em particular, escolhendo u = tv, temos

inf I(u) <O0.
[lelle<n
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4.3.3 Condicao de Palais-Smale

Para provar que uma sequéncia Palais-Smale converge para uma solugao do problema

(4.1) necessitaremos do lema a seguir.

Lema 4.3.5. Assumiremos que vale (f1) ( ou (f2)) e f(s) tem crescimento subcritico (ou

critico) em +00 e —oco. Seja (un) em E tal que I(un) — ¢ e I'(u,) — 0. Entdao

dx<C e J F(un)dng.
Rz |X[®

rme<c,j
RQ

Demonstracao. Das hipoteses I(u,) — c e I'(u,) — 0, temos

1 F(un
—HunH%—J (1) dx—J hu,, dx = ¢ + 0,(1), (4.12)
2 R2 |X|(1 R2
e
flun)
(Vun Ve + V(x)un@)dx — —edx—| hedx=oq([e[), (4.13)
R2 r2 |X] R2

para toda @ € E. Em particular, fazendo ¢ = u, em (4.13), multiplicando (4.12) por

0 > 2 e (4.13) por —1, em seguida somando ambos, obtemos

J eF(un) - f(un)un

0
——1 Un 2 _
( )H ||E |X|a

- dw—w—lﬂ'hmuuze@+oJUJ—mﬂmak»

]RQ
Fazendo C; = 6(c + 0n(1)) e usando que [p, huy dx < |[h|li-1(r2)|lun|le, podemos

escrever

0 OF(u,) — f(u,)un
5—UW%M—J () = funJun 3 )~ funlleon(1) 4+ (0 — D)f[Rflos o e

R2 Ix|@

= |lun|[eCa + Cy,

onde Cy = [(0 — 1)||h||n-1(r2) — on(1)]. Pela condicao (f;)(ou (f3)), existe s; > 0 tal que

OF(s) — sf(s) < 0 para |s| > sy, entao

OF(uy) —u f(ug,
J (un) —unf(u )dxg 0.
{xclum () 251} Xla
Portanto,
0 OF(u,) — flun )un
(5~ Dl - | () — Fun)Un 40 16y + €.
2 {xlun (x)<s1) x|

Usando (fy) e a regra de L’Hopital, segue que

i P =P8 g F) sy = 0 1im f(s) = 0,

s—0 S s—0 § s—0 s—0
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consequentemente, (0F(s) — sf(s)) < Css para todo |s| < s;. Entao,

eF(un) - f(un)un

|
J{x:|un(x)|<sl} x|

dx < ng ——dx.

{leu—n(X]|<Sl} |X'|a

Escolhendo v > 1 tal que ar < 2, usando a desigualdade de Hélder e a imersao continua

E < L9(R?) para todo q > 1, concluimos que

i |
J o dx < CafJune.
{Xi‘un(XH<Sl} |X|
Portanto,
0
(5 = Dlunlle = Csllunlle < funlleCo + Ca.

Esta desigualdade implica que existe C > 0 tal que |[un||[g < C. As outras estimativas

seguem de (4.12) e (4.13). O

Para mostrar que o limite fraco de uma sequéncia de Palais-Smale em E é uma solucao
fraca de (4.1), vamos utilizar o seguinte resultado de convergéncia, que é uma versao para

R? do Lema 2.1 em [17].

Lema 4.3.6. Seja (un) uma sequéncia de Palais-Smale para 1. Entao, (u,) tem sub-

sequéncia, ainda denotada por (W), tal que

flun) —>@ em L'(R?)
[x|* x| ’

Demonstracdo. E suficiente mostrar que

[ Moy, [ i
R?2 R

x| 2 [x|¢

Pelo Lema 4.13 sabemos que |[u,||e < Ci, e consequentemente, a menos de subsequéncia

existe u € E tal que u,, — uw em E. Por (4.3), temos que

un —uflq < fun —ufle, 1< g <oo.
Usando u,, — u em E, concluimos que

u, - u em LI(R?*, 1<q<oo.

Além disso,

f(un)
Ix|a

cU'RY), "™ iR?) o J
[x|a Rz [x]®

[f(Wn ) unl

dx

N

Co.



Capitulo 4. Uma Classe de Problemas Elipticos Singulares 47

Desde que [ul/|x]%, f(u)/[x|* € L'(R?), dado ¢ > 0 existe & > 0 tal que para todo

subconjunto mensuravel A C R?,

f
J e <e e J MWl <6 se 1a1<. (4.14)
A Ix]@ A Ixl@
De u € L'(IR?), existe M; > 0 tal que
lix € R%: [u(x)| > M;)| < 6. (4.15)

Seja M = max{M, Cy/¢e}. Escreveremos,

flun f
J [f(u )IdX_J | (u)ldXH < Tim o+ Do + Tyn,
R? R

[x|® > |x|e
onde
flun
ILn :J ’ (ua)ldX>
funlzm] X
flun f
o = J | (ua”dx—J | (L:Ndx”,
funl<m) Xl tul<my X
e

e[
3n — a
fuizm Xl

Estimaremos cada integral separadamente. Note que

dx.

dx<2<e

dx < —
|‘X—|(1 \M\

S
" D emg X9 M

De (4.14) e (4.15), obtemos I3, < e. Agora, mostraremos que I , — 0 quando n — +oo0.

[f(wn)un 1 J [f(un)un
(lunl>M]

De fato, denotando x a funcao caracteristica,

u flun)] — X flu
Ly = Xihwn <M T (W )| = X<yl F( )|dx
JRR2 |X|a
| Xhwn <M T (W )| = X <M (W] + X <ol F (W] — X< a1 (1)) dx
JRR2 yxla
< X[|un<w(|f(un)|—lf(u)l)dx‘ N J (Xlunl<Mmi —qu|<MJ)|f(u)|dX_
JR2 |7<|‘1 R2 |X|‘1

Das condicoes (fg) e (f3), existe constante C3 > 0 tal que |[f(s)] < Csls| para todo |s]| <M
e por (4.3), a menos de subsequéncia, podemos assumir que W, — U quase sempre em
R? e [u,|/Ix|* < go, para alguma g, € L'(R?). Consequentemente, X(j.,|<m([f(un)] —
[f(u)]) — 0 quase sempre em R? e pelo Teorema da Convergénia Dominada de Lebesgue,

obtemos

u f nJl f
J Xiuntem () = I 3 1 g
R2

x|
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Além disso, note que
xeRY: lun(x)] < MI\{x € R?: Ju(x)| < M} C {x € R? : Ju(x)| > M}.

Por (4.14),

dx < ¢,

J (X[un|<M]_X[|u<M})’f(u)|dx‘ J If(u)]
R2 |x|@ h wsm) X[@

completando a demonstracgao. ]

Coroléario 4.3.1. Seja (un) uma sequéncia de Palais-Smale para 1. Entao, (u,) tem
subsequéncia, ainda denotada por (un), convergindo fracamente para uma solug¢ao nao

trivial de (4.1).

Demonstracao. Usando o Lema 4.3.5, a menos de subsequéncia, w,, — w em E. Agora,

tomando o limite fraco em (4.13) e usando o Lema 4.3.6, obtemos

J (VuVe + V(x)ue)dx — J TS;)
R2 R2

(pdx—J hedx =0, Vo € CP(R?).
R2

Desde que CP(R?) ¢ denso em E, concluimos que u é solugao fraca de (4.1). Por fim,

suponhamos, por absurdo, que u = 0. Logo,
J hedx =0, V¢ €E.
R2

o que implica h = 0, contrariando a hipdtese. O

4.4 Principais Resultados

A fim de obtermos uma solucao com energia negativa, observemos, pelo Lema 4.3.4,
que
—o0 < cp= inf I(u)<0. (4.16)

lulle<n

4.4.1 O Caso Subcritico

Nesta subsecao vamos supor que V satisfaz (Vi) e (Va), e f(s) tem crescimento subcritico
e satisfaz (o), (f1) (ou (f2)) e (f3). Para provar a existéncia de uma solugao do tipo minimo

local, vamos utilizar o principio variacional de Ekeland [ver Teorema 1.3.3, Apéndice].

Lema 4.4.1. O funcional 1 satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.
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Demonstracao. Seja (u,,) uma sequéncia (PS). Pelo Lema 4.3.5 temos que (uy,) é limi-
tada. Assim, a menos de subsequéncia u, — 1y em E e por (4.3) acarreta que u, — g
em L9(RR?) para todo q > 1. Consequentemente, 1, (x) — ug(x) quase sempre em R2.

Afirmamos que

(Un —up)dx — 0, se n — co. (4.17)
De fato, para todo & > 0 e usando a desigualdade em (4.7), temos

() — F(uo)un — ol < (F(un)| + F(1o))un — 1l
< C [Jun] + Tugl + (€% —1) 4 (€540 — 1)] [y, — .

Este fato junto com a desigualdade de Holder, o Teorema 3.3.1 e o Lema 3.3.1 garantem a

afirmagao. Agora, fazendo a diferenga entre (I'(uy), un —uo) e (I'(ug), un —uyg), obtemos:

wfmmzwm»4w@%—w+kﬁmk:mn

Portanto, u,, — uy em E e o resultado segue. O]

Pelos Lemas 4.3.2, 4.3.3 e 4.4.1, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha

para obtermos o seguinte resultado:

Proposicao 4.4.1. Se existe 1 > 0 tal que |h|y-1(r2) < M1, entao o funcional 1 tem

ponto critico up no nivel minimax

— inf I(g(t)) >0
em = inf max (g(t)) >0,

onde

I'={ge C([0,1]) : g(0) =0, g(1) =e}.

Proposigao 4.4.2. Para cada h € H 1 (R?) com h # 0, a equagdo (4.1) tem solugio do

tipo minima wy com I(ug) = co < 0, onde cq € definido em (4.16).

Demonstracao. Seja py, > 0 do Lema 4.3.2. Desde que a bola fechada de raio py, e centrada
na origem B,, ¢é um espago métrico completo com a norma de E, convexo e o funcional

I é de classe C! e limitado inferiormente sobre B, , entdo pelo principio variacional de

Ph>

Ekeland (Teorema 1.3.3, Apéndice), para cada ¢ > 0 existe u, € B, tal que

i cog <I(ug) <cop+e¢,0ondecy= inf I(u).
lulle<en
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i I(u) — I(uwe) + elu—uelle = 0, para todo u € By, .

Fazendo ¢ — 0 no item (i) segue que I(u,) — co. Além disso, escolhendo u = u, + tv,

onde t > 0 e v € E qualquer. Entao,
[(ue) — I(ue +tv) < etlvlle.
Dividindo por t e fazendo t — 0, obtemos
—(I"(ue),v) < ¢|vVlg, para cada v € E.
Fazendo o mesmo argumento para —v, obtemos
(T'(we),v) < elvlle.
Portanto, [(I'(u.),v)| < ¢|[vl|e para todo v € E. Entao,

!/
(e = sup (T
veE\{0} vile

)

donde concluimos que [[I’(u,)|[g- — 0 e o resultado segue do Lema 4.4.1 combinado com

o Corolario 4.3.1. O

Portanto, segue das Proposigoes 4.4.1 e 4.4.2, o seguinte resultado:

Teorema 4.4.1. Se f(s) tem crescimento subcritico em +oo e —oo, e que (Vi), (Va),
(fo), (f1) (ou (f2)), (f3) sao satifeitas, entao existe d; > 0 tal que se 0 < ||h|[-1(r2) < 01,
o problema (4.1) tem pelo menos duas solugdes fracas, uma com energia positiva e a outra

com energia negativa.

A seguir mostraremos um exemplo que satisfaz as condicoes (fy), (f1), (f3) e tem cresci-

mento subcritico em 400 e —oo.
Exemplo 4. Seja f: R — R dada por f(s) = A(2s cos(s?)+2ses+s2e®) com 0 < A < A, /4.

A condicao (fy) é 6bvio. Pela definicao de F segue que F(s) = A(sin(s?)+s?e®). Assim,

para provar (f;) é suficiente que

F(s) , sin(s?) + s2e® , sin(s?)s 2e s +1
11m = l1m = 111m =
Isl»o0 ST(S)  Isl—oo S(2s cos(s2) 4+ 2ses + s2es)  |s|-o 2cos(s2)e 5 +2+ s




Capitulo 4. Uma Classe de Problemas Elipticos Singulares o1

Vejamos que (f3) é satisfeita. De fato,

2F in(s? Zes
lim sup (28) = 2A lim M
s—0 S s—0 S

= 4N < Aq.
Para o crescimento subcritico de f, note que

f 2 2
0< lim [(s)] g}\{ iy Zleos(sl olslelsl=alsh | i S2es|(loc|s)}:()’

Is|—so0 @S |s|—o0 eoxs? |s|—o0 |s|—o0
porque o cosseno é limitado e |s|(1 — «fs|) — —oo quando |s| — oco. Entéao,

f(s)

2
|s|—o0 %S

=0, para cada « > 0.

4.4.2 O Caso Critico

Nessa subsecdo admitiremos que f tem crescimento critico e satisfaz as condicoes (fg),
(f1) (ou, (f3)), (f3) e (f;). A principal dificuldade desse caso é que o funcional I nao
satisfaz a condicao de Palais-Smale em geral, apenas em certas situagoes. O proximo

lema fornece um critério para que o funcional I satisfaca a condicao de Palais-Smale.

Lema 4.4.2. Se (un) € uma sequéncia (PS) para I em qualquer nivel com
2n(2 —a
liminf |2 < 292 =9),
n—o0 Xp

entao (Wn) possui uma subsequéncia convergindo fortemente para uma solucdo fraca gy

de (4.1).

Demonstragao. Pelo Lema 4.3.5, a menos de subsequéncia, u, — 1y em E e por (4.3)
temos que w, — ug em L9(R?) 1 < g < co. Consequentemente, w, (x) — ug(x) quase

sempre em R?. Além disso, pelo Lema 4.3.6,

f(un) f(uo)

Lioe (R?).
e e O PoelT)
Fazendo n — oo em (4.13), obtemos
f(uo) B
(VuoVoe + V(x)uge)dx — ———@dx—| hedx=0 V¢ €E,
R?2 r2 x| R2

ou seja, Uy ¢ solucao fraca de (4.1).

Agora, verificaremos que u,, — ug em E. Defina w,, = u,, —uy. Assim, w,, — 0 em E.
Além disso, w, — 0 em L9(R?) 1 < g < co. Pelo Lema de Brezis-Lieb [ver Lema 1.2.1,
Apéndice], obtemos

Iunlle = Il + wnllg + on(1). (4.18)
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Provaremos que

flun f
J (u )uodx — J (uO)ude. (4.19)
Rz [X|® Rz [X|®

Com efeito, desde que CF(RR?) ¢ denso em E, para todo T > 0 existe ¢ € CF(R?) tal que

Il —uglle < T. Usando a desigualdade triangular, temos

J f(uz)uodx—J f(ug)ugdx‘ < J f(uz)(uo — @)dx +J f(ug)(uo — @) dx
R2 |X| R2 |X| R2 |X| Rs |X|
gl | Tl
X

suppe

Desde que u, é uma sequéncia (PS) para I em qualquer nivel, temos que

(T (un), o — @)| < Talluo — @llE, (4.20)

onde T, — 0. Usando a desigualdade triangular na primeira integral, obtemos

| Tl —g)ax
r2 [X]

< T (), w0 — @)l +J ViV (1o — @) dx
RQ

T J V) unV (1o — )] dx + J Ml — o)l dx.
R? R2

Por (4.20) e pela desigualdade de Holder, temos

J f(uz)(uo—tp)dx
r2 x|

< Tnlluo — @lle + (J vu? dx) (J (ug — @)? dx>
R? R2

+ (J Vol dx) (J V(x)wuo—cp)2dx) o g o — @lle.
IR2 IR2

Completando a norma em E nas integrais acima e em seguida usando o Lema 4.3.5,

obtemos

< Cllup — olle

J ﬂuz)(uo—cp)dx
Rz [X]

< Cr,

onde C é uma constante independente de n e T. De modo similar, usando o fato que

(I'(up),up — @) = 0 (porque ug é solucao fraca de (4.1)), obtemos

f
J (o) (up — @) dx|< Cr.
Ro [x|@
A estimativa da dltima integral segue do fato de que f(w,)/|x|* — f(ug)/Ix|* em L}, . (R?).
Portanto,
flu, f
lim J (u )uo dx—J (uO)uo dx|< 2Ct.
n—oof Jgz  [x|® r> [x[®

Isto implica em (4.19), j& que T é arbitrério.
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De (4.18), temos

(I (), ) = HuoH%—LRQ %uo dx—J

R2

flun)

hu, dx+||wn|!2E—J — W, dx—J hw,, dx.
Rz [x[® R2

Por (4.19) podemos escrever

flun
(I'(wn), un) = (I'(ug), up) + [wnllf —J ] fxla)wn dx + on (1),
R
ou seja,
2 f(un)
lwnllg — X[ wy dx +o0,(1) =0. (4.21)
r2 [X]

De (4.8), temos

2

flun n Xln 1]
J (u )wn dx‘g b1J lenl dx +J ulwnl dx, Va> oy (4.22)
R2 Ix|a R2 x|a R2 [x|@

Escolhendo v > 1 tal que ar < 2 e usando a desigualdade de Holder, temos

f n n2 % n2 %
J (u )wndx‘ <b (J [ dx) (J W dx)
R2 |X|(1 R2 |X|a R2 |X|a

2

1 1
+ by (J u dx) (J | dx) ,
R2 |x|aT R2

onde 1’ = (r—1)/r. Pela desigualdade de Holder e o Lema 3.3.1, obtemos:

f(un) 1 1
| wndx‘ < 01(Crln B, + nlB)E (Collwnl, + Iwal )
R

x|@
podlud [ (wn/llunlle)? _ | T ,
roof] L8 Ya) Twall’. a2
RQ

|X|ar

onde t,s > 1 tais que at,as < 2 e u > r. Pelas convergéncias fortes w,, — 0 em L9(R?)

e Un — U em L9(RR?) para todo 1 < q < oo, concluimos que
: 2 2\4 2 234
T by (Cylfunl, + el ) (CallwalB, + wal3) = 0. (1.24)
Por hipdtese, para n suficientemente grande, vale:
of[un|[f <2m(2—a) com o> .

Dividindo por 47t e multiplicando por p, obtemos

nolunll | ap
PRI e | 78 )
47t * 2

Desde que p > r, temos
a2 | ar

<1
47t 2
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e desde que un/[lunlle = 1 temos |[u, /l[unllells < 1. Entao, pelo Teorema 3.3.1, segue

(euoc\\uill(un/HunllE)2 —1)
J}Rz e dx < oo.
Consequentemente,
(erelludllun/lunlle)® _ 1)\ 7 ,
lim by (J mE dx) [wall" = 0. (4.25)
n—oo R2 X

De (4.23), (4.24) e (4.25) segue que

f
J (un)wndx — 0.
Rz [X[®

Esse fato juntamente com (4.21) implica que [[wy|[g — 0. H

O lema a seguir prova a existéncia de solucao do tipo minima.

Lema 4.4.3. Para cada h € H*(R?) com 0 < ||h||y-1re) < 81, o problema (4.1) tem

uma solugao do tipo minima wuy com I(ug) = co < 0, onde ¢y € definido em (4.16).

Demonstracao. Seja pp > 0 do Lema 4.3.2 e tome |[h[};-1(g2) suficientemente pequeno tal
que pn < ((2—a)27/0)2. Desde que a bola fechada de raio py e centrada na origem B,
é um espaco métrico completo com a norma de E, convexo e o funcional I é de classe C! e
limitado inferiormente sobre By, , entdo pelo Teorema 1.3.3, existe sequéncia (u,) € By,

tal que
i I(un) — co;

i ([T (un )

E*—>Oa

onde

Co = inf I(u)
lulle<on

Note que [unl[2 < pf < ((2 — a)27/xg), e pelo Lema 4.4.2, existe uma subsequéncia
(un) convergindo forte para uma solucao ug de (4.1). Pela continuidade de I segue

I(uo) = co < 0. O

O lema acima prova o resultado a seguir:

Teorema 4.4.2. Supondo que f(s) tem crescimento critico em +o0o e —oo, e que (Vi),
(Va), (fo), (f2), (f3) sao satisfeitas. Entao existe & > 0 tal que se 0 < ||h||p-1(r2) < 61,

o problema (4.1) tem uma solu¢do fraca com energia negativa.
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No decorrer dessa subsegdo buscaremos uma segunda solugao fraca para (4.1).

Lema 4.4.4. Se |h||w-1®r2) < 81 e assumindo as condigoes (V1), (Va), (f2), (f3) e (f),

entdo o problema (4.1) tem uma solug¢ao do tipo passo da montanha up .

Demonstracao. Pelos Lemas 4.3.2 e 4.3.3 temos que I tem a geometria do Teorema do
Passo da Montanha. Assim, pelo Teorema 1.3.2, existe uma sequéncia (v,,) em E satis-
fazendo:

[vi) —em >0 e [[I'(valller — 0,

onde cpm € nivel do passo da montanha. Pelo Coroléario 4.3.1, v, — upm em E, onde upm

¢ uma solucao fraca de (4.1). O

As informagoes sobre a solucao fraca up; nao garante que up # ug. Portanto, devemos

obter informacoes sobre o nivel minimax cp.

Lema 4.4.5. Para todo p > 2 temos que Sy, € atingido por uma fungdo ndao-negativa

w, € E\ {0},

Demonstracao. Observe que

1
u vp P
S, = inf &: inf < |VE: J L =15.
WEE\{0} 5 vEE\{0} Rz [x|®
f [ulp
< ]RQ |X|a)

=

Assim, podemos escolher (u) C E tal que

[ [P
J =1 e ||ukH]:_ — Sp.
R2

e

Dai, (|[ux|lg) é limitada, portanto, a menos de subsequéncia temos

—_

1. existe u, € E tal que w — u, em E;
ii. ux — u, em L9(R?) para todo 1 < q < oo;
lii. uk(x) — u, quase sempre em R2.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

k
wel? [ upl?
Rz [x[® Rz [x[® .
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Assim,

Consequentemente, S, < [[u,|[e. Por outro lado, desde que ux — u, em E temos
u < lim inf [ju =S,.
lplie < Jim inf Juelle =S,

Portanto,
luplle = Sp.

Por fim, trabalhando com a sequéncia ([uy|) em vez de (uy) obtemos que u, > 0. m

Desta forma, obtemos:

Lema 4.4.6. Seja ¥ : [0,+00) — R dada por

t? F(t
Y(t) = — J (|Vup|2 + V(X)ui)dx — J (tusp) dx.
2 R2 R2 |X|(1
Suponha que (f]) é vdlida. Entdo
(2—a)m
maxblt) < =
Demonstracao. Pelo Lema 4.4.5, existe u, € E tal que
P
Sp = Iuplle ¢ [ R <1 (4.26)
Rz [x[®

Pela condigao (f; ), temos

0 0 P
Assim,
t? Cpt up
YD) < Glhpl? - 2 | Sax

_ fSQ _CytP

2P P
t C,tP

< max<—82 - P—) (4.27)

t>0 \2 P P

2
Consideremos o polindémio p(t) = tQ%E — tp%”— com t > 0. Calculando as derivadas de

primeira e segunda ordem, obtemos:

W/(t) =53 —tPICy e w(t) = S% — (p — P C,.
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Logo, tg = S%/(pfm/C%,/(p*Q) é ponto critico e u”(ty) < 0. Assim,

2p/(p—2)
- _P—25
max u(t) = u(to) = 2 Y

Esse fato combinado com (4.27), acarreta que

o q2p/(p-2)
() < P2

2p Y2

Por outro lado, a condicao (f; ) implica que

SIZJP/(P_Q) 2p(2_ a)T[

/P2 " o(p—2)

Portanto,
(2—a)m
Xo

Y(t) <
e o lema segue. O

Corolario 4.4.1. Se ||h||y-1(r2) € suficientemente pequeno e assumindo as condi¢des

(Vl), (VZ)y (f2); (fS) € (fi) Entdo;

t? F(t 92—
max [(tu,) = max{—l[ up 2 —J ( u'p)dx—tj hupdx}< ﬂ.
t 2 R2 R2 R2

>0 >0 Ix|@ X

Demonstracao. Observe que
[(tup) =¥(t) — thuplh e [[hug |l < hlp-rge) lluplle

Assim, tomando |[h|ly-1(g2) suficientemente pequeno e usando o Lema 4.4.6 segue o re-

sultado. O

De modo a obter resultados de convergéncia, precisamos melhorar a estimativa do

Coroléario 4.4.1.

Corolario 4.4.2. Assumindo as condigoes (f3), (f3) e (f]), temos que existe by > 0 tal
que para todo h € H™1(R?) com 0 < ||h|ly-1(r2) < O2, teremos u, satisfazendo

92—
I(tup) <C0+((x—a)7-[, vt > 0.
0

Demonstragao. Podemos aumentar o infimo cg, porque cq cresce quando |[h|/y-1(g2) de-
cresce e ¢g — 0 quando [[h[j-1(g2) — 0. Assim, existe 83 > 0 tal que se 0 < ||h|[-1(r2) <

dy. Entao pelo Corolério 4.4.1 | temos

2—am
max [(tu,) < co+ Q.
t=>0 (0.9
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Observacao 4.4.1. Do Corolario 4.4.2, seque que

2—a)m
O<CM<C0+&.

No caso critico precisaremos usar o seguinte resultado de convergéncia:

Lema 4.4.7. Assumamos que f(s) satisfaz (f3), (f3) e tem crescimento critico. Se (vn) C

E ¢ uma sequéncia (PS) para 1 e uy € seu limite fraco, entao a menos de subsequéncia,

temos
F(vn F
(V ) N (uU) LI(RQ)
x| [x|@
Demonstracao. Pelos Lemas 4.3.5 e 4.3.6, obtemos
f(vn) f(u()) Ll(]R,2)

x| x|

Assim, existe g, € L'(RR?) tal que |f(vn)|/Ix|* < g, quase sempre em R% Além disso,
desde que v;; — 1 em E e usando (4.3) concluimos que v,;, — 1y em L9(R?) para todo
1 < g < co. Entdo, a menos de subsequéncia existe g, € L'(RR?) tal que [v,|?/|x]* < go
quase sempre em R? e v (x) — ug(x) quase sempre em R2. Das condicoes (fs) e (f3),
obtemos

IF(vi)| < Clval® + Mylf(vn)| quase sempre em R

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

F(vn) F(up)

x| x|

LY(R?).

Nesse momento, temos condigoes de provar o seguinte teorema:
Teorema 4.4.3. Sob as mesmas condi¢oes do Teorema 4.4.2, se acrescentarmos a condi¢ao

(f5) existem constantes p > 2 e C,, tais que
f(s) = CpsP!, Vs >0,

onde

Sp

(p—2)/2
oo(p —2)
[,

2p(2—a)m



Capitulo 4. Uma Classe de Problemas Elipticos Singulares 59

rolm

(IW(IVuI2 + V(X)u2)dx)
Sp = inf

WEEN(0) P \*
f 2 _dX
R |X|a

Entao, existe b > 0 tal que se 0 < ||h||y-1(r2) < d2, 0 problema (4.1) tem uma segunda

solucao fraca.

Demonstragao. Pelos Lemas 4.4.3 e 4.4.4 existem solugdes fracas uy e upm para (4.1).
Assim, é suficiente mostrar que 1y # up. A demonstracao do teorema segue da afirmacgao

abaixo.

Afirmacgao 7. Se &; > 0 € suficientemente pequeno, entao as solugoes de (4.1) obtidas

pelos lemas 4.4.3 e 4.4.4 sao distintas.

De fato, pelos Lemas 4.4.3 e 4.4.4, existem sequéncias (u,) e (v) em E tais que

Un —> Ug, [(Un) —>co <0, (I'(un),un) — 0, (4.28)

Vi = um, I[(vi) — cm >0, (I'(vn),vn) — 0. (4.29)

Suponhamos, por contradicao, que uy = up. Assim, v, — ug em E, isto é, (v,) é
limitada em E. Desde que E < H!'(RR?), segue (v,,) ¢ limitada no espaco Hilbert H!(IR?).
Entao, a menos de subsequéncia, existe vog € HY(IR?) tal que v, — vo em H!(IR?), e usando

a definicao de convergéncia fraca podemos concluir que vg = uy. Além disso,

lim [lvnlli2 > lluglli2 > 0,
n—oo

porque lim [[v, [/ 2 existe. Definindo
n—oo

Vn Uo

Wy = — )
||Vn||1,2 lim ||Vn||1,2
n—oo

Wn

temos:

a. ||Wn||1,2 =1
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b. wn — wy em HY(R?).

De fato, para todo p € H71(IR?) temos

i o(wn) =l o (55 )

n—oo ||Vn||1,2
_ p(vn)
= lim
n—+co ||Vn||1,2

lim p(va)
n—oo

~ lim ||Vn||1,2
n—oo

p(uo)

lim [[vnll12
n—o0
Up
= (S ais)
lim ||Vn||1,2
n—oo
= p(wo).
Agora, analisaremos as possibilidades:
1. ||W0”1,2 =1
1. ||W0||172 < 1.

Se acontece o item (i), temos

lim |[vnlli2 = [uolli 2.
n—,oo

Isto juntamente com a convergéncia fraca de v, para uy em H!'(IR?) implica que
v — up em HY(R?).

Pela Proposicao 1.2.8, existe g € H!(IR?) tal que [vn| < g quase sempre em R?. Isto junto

com (4.8) implica que

f(vn)vn 2 xg® 1
flonloal o IoP ,  lole™” —1)

xCl

quase sempre em R?,

para cada o > . Pela Observacao 3.3.1 e a imersao continua H'(R?) — L9(RR?) para

todo q > 2, obtemos

2 ex9’ _ 1
¢ gl +C2|9|( )
x|a x|@

}e LY(R?).

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos

J f(vn)vn dX N J' f(UO)UO dX.
R2 [x|@ R2 [x|@
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Analogamente,
fup)up

f n n
J flunJun dx.
R2

dx — J
[x|@

Rz [x]®

ja que un, — ug fortemente em E. Por (4.28) e (4.29), segue que

lim [(I'(un), un) — (I'(vn),vn)]=0,

n—oo
isto é,
i (o) i [ e
donde concluimos que
Tim Jvalle = lim [un/f.
Portanto,

lim [vnlle = [fuolle.
n—,oo

Isto juntamente com a convergeéncia fraca de v,, para ug em E implica que

v, — Ug em E.

Consequentemente, I(v,,) — I[(ug) = co. Assim, por (4.28) e (4.29) terfamos a seguinte

contradicao cg = cm.

Agora, suponhamos que ocorre o item (ii). Neste caso,

lhuglli2 < lim [fvnll .
n—oo

Afirmamos que existe d > 0 tal que

2, < (2—a)2m
Lo lv _— —
M2 S T w2,

para n grande. De fato, pela Observacao 4.4.1, temos

(2—a)m

< —.
%0 v — I(ug)

Assim, podemos tomar p > 1 suficientemente proximo de 1 e & > 0 tais que

(2—a)m

——|lvalf, — 8.
cm — I(ug) MM

ool vnl2, <

Observemos que

1 1 F(va
I(v) = —||vn||i2+—J VX2 d —_J v dx—J de_J h., dx.
2 2 Jgre 2 Jre r2 [x[® R2

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Usando que v, — uq (ou seja, (vy,) é limitada em E) e a imersao compacta dada em (4.3),
a menos de subsequeéncia, obtemos que
J V2 dx — J uzdx e J hv,dx — J hugdx.
R?2 R2 R2 R2

Este fato junto com (4.29) e Lema 4.4.7 implica que (4.32) pode ser reescrita como:

1 | F 1
SIvally = e — 5 lim J V(x)v2 dx +J [ (Wo) 4 py + §ug] dx +on(1).  (4.33)
R2 R2

n—o0o |X| a

Assim, por (4.31) e (4.33) segue que

(2—a)2m 1 .
H‘XOHVn”iz < C;\A——I(uo) CM— = nlgréo L{? V(X)vidx

F(u 1
P [ 0+2u0}dx+on(1)} 5 (4.34)

para n suficientemente grande. Seja

1 F 1
A= CM — = lim J V(x)vidx + J |: (uO) Uo - 2:| dx (1 - ||W0||% 2).
2 n—oo R2 R2 ’X’a 2 ’

Entao,

1 . F(u, 1 1
A=cnm—3 lim J 2V(x)vidx+J [ (Uo) u0+§ug} dx—HWOHiQEHVnHiQ—on(l)]
R

n—oo gz L [x]®
L. 2 1 2 1 2 2 [1 2
=cm — 5 lim V(xJvpdx + - V(x)Jugdx —I(ug) + —||LL0||172 - ||W0||1,2 [_”Vn”LQ
n—oo RQ 2 IRQ 2 2
1
< em — I(ug) + 2HU0Hl 22an!| 2lwoll? 5 + on (Dlwolf3
1
<cem — I(ug) + 2||uo|| §|lvn|| lwillF 5 + 0n (1),
desde que
Fluo)
p.1 LRQ[ x| + hug + 3, ]dx— 3 Jre VOX)ugdx — I(ug) + 3l o3

Com efeito, desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade, usando a definicao do

funcional I e a norma do espaco H!(IR?), obtemos o lado direito da igualdade.

p.2 lim [, V(x)vidx > [p. V(x)uddx

n—oo

Com efeito, usando que v; — uy em E (ou seja, (vy,) é limitada em E) e a imersao

compacta dada em (4.3), a menos de subsequéncia, podemos assumir que
V(x)V2 (x) — V(x)ug(x) quase sempre em R?

e usando o Lema de Fatou segue p.2.

—on(1)]
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Fazendo n — oo e usando a definicao de wy, obtemos
A <Cm— I(LLO)

Este fato juntamente com (4.34) implica em (4.30) para n grande. Assim,
(2—a)2m

L —[fwoll3 5

e podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

(2—a)2m

L—[pwoll? 5

Tomando p = (1 + s)ocollvnlli2 na Proposicao 3.3.1, segue

pelvnllf , <

(k4 )alivalZ, <

(e(“"‘a)o‘OHVnH%,QanF _ 1)
SupJ dx < o0,
n JR2 |X|a
e desde que a < a(p + ¢€), implica que
(e(H+E)O‘OHVnHiQ|Wn‘2 _ 1)
J dx < C. (4.35)
R2 |x|atute)
Agora, mostraremos que
f n n -
J n)(vn = o) g 1 (4.36)
R2 |x|@
De fato, por (4.8) e a desigualdade de Hélder, segue
J f(vn)(\)n - uO) dX‘ < J ’f(vn)HVn - uO| dx
R2 |x|@ R2 |x|a
2
nivn — Vn—1 n -
o[ lbn g [ Dl
R2 x| R? Ix|®

[N

v 2 | 2.\2
<b1(J Yn dx) (J ﬂ@
R2 |X|(1 R2 |X|(1

, W R T m
+ by J Vi — uglt dx " J udx H, (4.37)
R2 R2 [x|am

onde u > 1 tal que ap < 2, u' = p/(n—1) e para cada & > . Vejamos que

Com efelto,

J Ivnl2 J Ivnl2 J IvnPdX
R? IXI“ <1 Ix1® =1 [x[@

1 1
, q’ q
< (J vy, |29 dx) (J le_“qu) +J v 2dx
Ix|<1 [x|<1 [x|>1

2 1

/ 2q’ q
J vy, |29 dx) (J x| <4 dx) + J v [2dx
[x|<1 [x|<1 R2

< 00,
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onde g >1tal que ag<2eq’ =q/(q—1), e (4.3) implica que v,, € L9(RR?) para
q q q =4/44

todo 1 < g < oo.

Vn —uo|2 2 2.
o [ i dx < [lvn — uoll5:C 4 [[vi — uoll3;
Com efeito,
2 2
V., — U v, — U,
J —| m o dx <J —| i ~ o dX+J Vi — uol?dx
Rz [x[® xl<1 Ixl R2

1 1
<<J |vn—uo|2de) (J x|-o dx) Hvn — ol
[x]<1 Ix|<1
2 f
<<J |vn—uo|%dx) (J x| dx) Hive — gl
R?2 [x|<1

onde T/ >1tal que at' <2et=1'/(T —1).

(e — 1)
e g

Com efeito, pela definicao de wy, tem-se que [vn|* = [[vn [} ;wnl? e pelo Lema 3.3.1,

dx < 0.

temos

N

dx

2
avn 1)+
J (e — 1%
R2

(eficvanHiQIwn\Q —1)
[x|ar R2

|x|an

_ CJ (ekoco\Ivn\liglwn|2 —1)
R2 [x|aw

dx,

para cada > pe k = fa/xg. Escolhendo « e 3 suficientemente proximos de &g e

W, respectivamente, tais que k = p+ €, o resultado segue de (4.35).

Das estimativas acima e por (4.37), existem constantes Cy, Co e C3 tais que

f(vin) (Vi — 1) 1
J T T 0 dx < C(Callvn — ugllar + [lvn — uoll2) 2 + Csllvy — ugll,.
RQ

A desigualdade acima juntamente com v, — 1 em L9(R?) para todo 1 < q < oo,
implicam em (4.36). A convergéncia em (4.36) juntamente com o fato de que I’ (v, ) (v, —
Ug) — 0 mostra-nos que

(VTUVTL - uO) — 07

e desde que v, — ugy em E, temos
(anle _uO) — 0.

Entao,

(Vin, Vn — ug) — (U, vn —ug) — 0,
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ou equivalentemente,

Vi — ol — 0.

Portanto, v, — 1y em E. Assim, I(v,) — I(uy) = co. Este fato, contradiz (4.28) e

(4.29). 0

As seguir mostraremos um exemplo que satisfaz as condigoes (fo), (f2), (f3) e () com

crescimento critico.
Exemplo 5. Seja f: R — R dada por

0, se sé&(—00,0)
f(s) = CpsP '+ 2s(es’ — 1), se sel0,1]
Cpsp_1+(e—1)[(23—1)e52_5+s], se s € (1,400).

A condicao (fy) é ébvia. Note que para s > 1 existe A > 0 tal que

F(s) = A+ &(sv — 1)+ (e %) + (s — ”.
P 2

Assim a condicao (fy) é satisfeita, isto é,

im — =0.
Is|—o0 f(S)

Para (f3), note que

2F Cop 'sP+ (e’ —1) —s?
lim sup (25) =2lim pP ST (S )=
s—0 S s—0 S

:O<7\1

Além disso, a condigao (f;) segue pela definigao de f.

Por fim, para verificar o crescimento critico em +o00, note que g = 1.

4.4.3 Dependéncia do Sinal

A pertubacao feita em h, embora pequena, tem influéncia direta sobre as solugoes fracas

obtidas nos Teoremas 4.4.1 e 4.4.3. Os resultados a seguir retratam tal dependéncia.

Teorema 4.4.4. Sob as mesmas condigcoes do Teorema 4.4.1, se h(x) > 0 (h(x) < 0)
quase sempre em R?, entdo as solugoes obtidas no Teorema 4.4.1 sio nao-negativas (nao-

positivas), respectivamente.
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Teorema 4.4.5. Sob as mesmas condicoes do Teorema 4.4.3, se h(x) = 0 quase sempre
em R2?, entdo as solucoes obtidas no Teorema 4.4.3 sdo ndao-negativas. Além disso, se

h(x) < 0 quase sempre em R? e f(s) satisfaz a condigdo:
(fy) If(s)] = CplslP~, Vs eR,

entao as solugoes sao nao-positivas.

No caso em que h(x) > 0, redefinimos f(s) = 0 se s < 0. Assim, no caso subcritico (fy)
vale para s > s e no caso critico (f3) vale para s > Ry. Observemos que as condicoes (f1)
e (fy) foram necessarias para verificar algumas propriedades das sequécias de Palais-Smale

e os Lema 4.3.3, 4.3.5 e 4.4.7, ainda sao vélidos para essa nao-linearidade modificada.

As demonstragoes dos Teoremas 4.4.4 e 4.4.5 sdo consequéncias dos dois corolarios a

seguir.

Coroldrio 4.4.3. Se h(x) > 0 quase sempre em R?, entdo as solugées fracas de (4.1) sdo

nao-neqativas.
Demonstragao. Seja u € E uma solugao fraca de (4.1). Definamos,

ut = miax{u, 0} e u~ = méx{—u, 0}.

Note que
a. se u(x) > 0, entao u™ = u;
b. se u(x) < 0, entao U~ = —u;
c. seu(x) =0, entao ut =u=u".

Escolhendo v = u™ na definigao de solugao fraca do problema (4.1), obtemos

J (VuVu™ + V(x)uu )dx — J flu)
RZ

u dx —J hu dx =0.
R2 |X|a R2

Suponhamos, por contradi¢ao, que u < 0. Entao, u(x) = —u(x) e f(u) = 0. Portanto,
|2 = —J hu~dx < 0.
IRZ

Assim, u~ = 0, contradizendo a suposicao. Portanto, u > 0. O
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Agora, no caso em h(x) < 0, precisaremos definir:

0
0.

=

L

n

o

7]
VoA

Corolério 4.4.4. Se h(x) < 0 quase sempre em R? e assumindo que (f;) é vdlida, entdo

existe pelo menos duas solugdes fracas nao-positivas de (4.1).

Demonstragdo. Considere o funcional I: E — R definido por

1 F(u)

iu:—u2—J dx—J —h)udx,
( ) 2” ||E R2 |X|(1 ]RQ( )

onde F é a primitiva de f. Usando a definicao feas condigoes sobre f, podemos concluir

que f satisfaz as mesmas hipGteses de f. Assim,
(fo) f € C(R,R) e f(0) = 0;

(f1) existem 0 > 2 e sy tais que |s| > s, tem-se:

S

0 < OF(s) = ej f(t)dt < sf(s);
0

(fy) existem constantes positivas Ry e My tais que para todo |s| > Ry tem-se:
0 < F(s) < Molf(s)l;

. oF
(f3) limsupg_,, % < Ai;

(fS) existem constantes p > 2 e C,, tais que

f(s) > CpsP™, Vs >0;

(f;) [f(s)] = CplsP~!, Vs eR.

Da hipétese de que h(x) < 0 quase sempre em R? implica que —h(x) > 0 quase sempre
em R2. Pelo Corolério 4.4.3, I(u) tem dois pontos criticos nao-triviais e nao-negativos.

Digamos que 1 seja um desses pontos criticos, ou seja,

_F’ ~
J (VuVv + V(x)uv)dx —J Wy dx + J hvdx =0, veE.
R2 Rz [X[|® R2
Desde que 1t > 0 implica que f(it) = —f(11) e tomando —v em vez de v, obtemos

J (V(—) Vv + V(x)(—)v)dx — J fl=d)y
R2

dx—J hvdx =0, v e E.
R2 |X|(1 R2

Dai, concluimos que —tt é uma solugao fraca nao-positiva de (4.1). H
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