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Resumo

Neste trabalho estudaremos a controlabilidade exata para o sistema de Timoshenko

Yy’ —ayxx —zx +y=0em Q,

(1)
2" —bzyx +Yyx = 0em Q,
y(0,t) =v(t), y(1,t)=0em (0, T), )
z(0,t) =w(t), z(1,t)=0em (0, T),
y(x,0) =y°(x), y'(x,0) =y'(x) em Q, 3)

z(x,0) = 2°%(x), z'(x,0) =z'(x) em Q,
o qual é motivado por questbes de elasticidade unidimensional. Tomamos uma barra de
comprimento L, onde z = z(x, t) é a deformacdodacurva, 0 < x <1 e 0<t<T, comT >
0ey =1y(x,t) éainclinagido da deformagdo da curva, sendo a e b constantes. Representamos
por Q = [0,1] e por Q o cilindro Q = Q x (0, T) C R?. A controlabilidade exata para (1) é
formulada como segue: Dado T > 0, encontrar um espaco de Hilbert H tal que para qualquer
conjuntos de valor inicial {y° y'},{z° z'} em H, existe um par de controles v(t) e w(t) em

[2(0,T) tal que a solucio y = y(x,t), z=z(x,t) de (1), (2) e (3) satisfaca a condicio:

y(x, T)=0, y'(x,T)=0em (0,1),

(4)
0, z/(x,T)=0em (0,1),

D

®

=
I

onde para conseguimos essa controlabilidade serd usado o método de Faedo-Galerkin, no

problema aproximado.



Abstract

In this paper we study the controllability shall keep to the Timoshenko system

Yy’ —ayxx —zx+y=0inQ,

. (5)
2" —bzyx +yx =0in Q,
y(0,t) =v(t), y(1,t)=0in (0, T), ©)
z(0,t) =w(t), z(1,t) =0in
y(x,0) =y°(x), y'(x,0) =y'(x)in Q, o

Which is motivated by questions of one dimensional elasticity. Note that a and b are positive
constants. We suppose the beam of lenght L = 1. The transverse displacement of the point
x, for 0 < x < 1attheinstant t, 0 <t < T, that is , the deformation curve, is represented
by z = z(x, t). We denote by y = y(x, t) the slope of the deformation curve z = z(x, t).

Let us represent by Q) the segment [0, 1] of the line R, which represents beam in equilibrium. By
Q we represent the rectangle Q x (0, T) of the plane R?, where T is a positive real number. The
exact controllability for (1) is formulated as follows: given T > 0 find a Hilbert space H such
that for every set {y° y'},{z°% z'} em H, there exists a pair of controls v(t), w(t) € L2(0, T)

such that the solution y =y(x, t), z = z(x, t) of (5), (6) and (8) satisfy the condition:

y(x, T) =0, y'(x,T)=0em (0,1),
0, z/(x,T)=0em (0,1),

D

®

=
I

where we got to this controllability it will be used the Faedo - Galerkin method , the approxi-

mate problem.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudarmos o seguinte resultado.
Teorema.{Controlabilidade Exata para o Sistema de Timoshenko}. Sejam a e b ndmeros

reais, onde

1 1
min{a,b} >1 e x = max{—, —}
ol V&' Ve
com T > 2. Entdo para cada conjunto de valor inicial {y° y'},{z°% z!} € 12(0,1) x
H~1(0, 1), existem um par de controles v(t), w(t) € L?(0, T) tal que {y(t), z(t)} é solucdo de

(8), (9) e (10), satisfazendo (11).

Yy —ayxx —zx +y =0em Q, ®)
2" —bzyx +Yx =0em Q,
y(0,t) =v(t), y(1,t)=0em (0,T),

z(0,t) =w(t), z(1,t)=0em (0, T),

y(x,0) =y°(x), y'(x,0) =y'(x) em Q,

z(x,0) =2%(x), z'(x,0) =z} (x) em Q.

y(x, T)=0, y'(x,T)=0em (0,1),

z(x,T) =0, z'(x,T)=0em (0,1),
onde representamos por Q) o intervalo [0, 1], e por Q o cilindro Q = Q x (0, T) C R?, com
T > 0. Este trabalho sera dividido em 3 capitulos da seguinte forma:
No Capitulo 1 enunciamos os resultados bdsicos a serem utilizados no decorrer trabalho.
No Capitulo 2 estudaremos a desigualdade de energia associada ao sistema acima, as desigual-
dades direta e inversa. Também serd estudado a solucdo forte e solucao fraca desse sistema,
onde usaremos o método de Faedo-Galerkin.
No Capitulo 3, serd demonstrado o teorema acima usando o Teorema da Representacio de

Riesz.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definicbes, notacdes basicas de Equagdes Diferenciais

Parciais e os resultados preliminares que serao utilizadas nesse trabalho.

1.1 Resultados Basicos de Distribuicoes Escalares e Espaco
de Sobolev

Ao longo desse trabalho denotaremos por (O um aberto limitado do R™. Denomina-se
suporte de uma funcao real ¢ : QO — R, continua em Q, ao fecho do conjunto dos pontos de

Q) onde ¢ nao é nula e é representado por:

supp(¢) ={x € Q; d(x) # 0}.

Denotemos por C&(Q)) o espago vetorial das fungdes infinitamente diferencidveis com suporte
compacto em Q.
Um multi-indice é uma n-upla « = (&4, ..., ®n) de ndmeros naturais. Escreveremos || =

> %, & e representamos D™ como:

ol
0%1 ... 0%n

Definiremos a nogdo de convergéncia em Cg°(£)) que o tornard um espago vetorial topoldgico.

D* =

Nesse sentido, dizemos que uma sequéncia (Un)nen converge para u € C () quando vale
as condicoes abaixo:
a) Todas as u,, possuirem suporte em um compacto K C Q;

b) A sequéncia (n )nen converge para u uniformemente em K juntamente com suas derivadas

2
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de todas as ordens.

O espago vetorial C3°(Q)) munido com as propriedades a) e b) sera denotado por D(Q).
Uma distribuicdo sobre QO é uma forma linear e continua sobre D(Q)), isto é, uma aplicaco
T:D(Q) — R tal que

L T(adp + ) = oT(d) + BT(Y),Vd, P € D(Q),V, B €R;

2. Se o, — @ em D(Q), entdo T,, = T em R.

O valor de T aplicado numa funcdo ¢ serd representado por <T,(p>. Agora, definimos
uma no¢do de convergéncia para esse funcionais. Dizemos que T, — T em D(Q) quando
<Tn, (p> — <T, (p> em R, Vo € D(Q).

O espaco das distribuicdes sobre () com essa nocdo de convergéncia serd representado por
D’(Q). Definimos também a derivada distribucional de ordem « de T como sendo a forma

linear D*T : D(Q) — R dada por

(DT, @) = (—1)*T,D%¢), V¢ € D(Q).

Dado p € [1,00) e m € N, representamos por W™P(Q) o espago das fungdes u € LP(Q)

tais que D*u € LP(Q) para todo multi-indice « com || < m, isto é,

WmP(Q)={uel?P(Q);, D*u e LP(Q), V]xl <m}.

Observacido. Se o = (0,0, ---,0) definimos D%u = u, para toda funcdo u.

A norma em W™P(Q) serd denotada por:

lullwme (o) :( Z |D“ufp)1/p_

[ox|<m

Com essa norma, W™P(Q) é um espaco de Banach (Ver [2] e [12] ). Esses espacos sdo
chamados de espacos de Sobolev. Quando p = 2 representamos esse espaco por W™2(Q)) =
H™(Q), o qual é o espaco de Sobolev de ordem m sobre Q, das funcdes u € L?(Q) tais que

d’u
dXS '

as derivadas s=1,2,---, m pertencem a L?(Q). Podemos mostrar que H™(Q) é um

espaco de Hilbert com o produto interno

(WV)nmia) = ) (D*u, D),

lox|<m

onde (-,-) = (-,*)12(q) é o produto interno em L2(Q)(ver [9]) e ((-,-)) = ((',~))H3(Q) éo

produto interno em H}(Q).
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Quando p = 2, temos:
W2(Q) = HPH(Q),

onde Hi*(Q), é definido por:
HM(Q) = {u € L*(Q; v € L*(Q),u(0) = u(T) =0}.

A norma e o produto escalar em L?(0, T), sdo dadas respectivamente, por:

U201y = fg u?dx e (W, v)i201) = fg uvdx.

Para ver mais detalhes sobre W;™?(Q) (veja [7] ou [5]).

Seja LI_.(Q) o espaco das fun¢des de QO em R localmente integraveis, ou seja, seu € L (Q)

loc loc

entdo u € integravel a Lesbesgue em todo compacto K <C Q. Note que

T, :D(Q) — R definida por

(Tur ) =J W(x)(x)dx

Q

é uma aplicacdo linear continua, e assim uma distribuicao escalar sobre (). Temos ainda a

seguinte cadeia de imersdes continuas:

D(Q) — LP(Q) — L}

loc

(Q) — D'(Q).
Agora, apresentaremos alguns resultados de Andlise Funcional e Equagdes Diferenciais Or-

dindrias, os quais passamos a descrevé-los sem demonstracao.

Lema 1.1.1. (Du Bois Raymond). Seja uw € L}, .(Q) tal que

loc
J u(x)p(x) =0 Vo € D(Q).
Q
Entao u = 0 quase sempre em Q).

Demonstracdo. Vide [11]. O

Seja QO um conjunto compacto de R™*! e f : O — R™. Dizemos que f satisfaz as
condicoes de Carathéodory sobre Q se:
a) f(t,x) é mensurdvel em t para cada x fixo;
b)f(t, x) é continua em x para cada t fixo;

c) Para cada compacto i em Q existe uma fungdo real integravel m,(t) tal que
[F(t, x)] < my(t), V(t,x) € p.

Considere o retangulo R ={(t,x) € R : |t —to] < a,|x —a] < b} com a,b > 0.
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Teorema 1.1.1. (Carathéodory) Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢ées de Carathéodory

sobre R, e considere o problema de valor inicial

x' =f(x,t) (L1)

X(to) = Xp-

Entdo existe uma solucdo x(t) de (1.1) sobre algum intervalo [t — to| < B, (B > 0).
Demonstracéo. Vide [9]. O

Coroléario 1.1.1. Sejam Q um conjunto aberto de R™"! e f satisfazendo as condicbes de

Carathéodory sobre Q). Entdo o problema de valor inicial tem solugcdo para qualquer (tg, Xo) €

Q.
Demonstrago. Vide [9]. O

Corolario 1.1.2. Sejam [0,w] x B, com0 <w < 0o, B={x € R™;||x]| < b}, b>0ef nas

condi¢des de Carathéodory. Seja & uma solugdo de

x' = f(x, t)
(1.2)
x(0) =xo, [xol <b.

Suponha que em qualquer intervalo 1 onde ¢ estd definida se tenha |p(t)| < M, para todo

t € I, M independente det e M < b. Entdo ¢ tem um prolongamento até [0, w].
Demonstrago. Vide [9]. O

Definicao 1.1.1. Seja X um espago de Banach. Uma sequéncia (u,) € fortemente limitada
quando € limitada na norma do seu espaco, ou seja, quando existe uma constante C > 0 tal
que

[unllx < C, ¥neN.

Definicao 1.1.2. (Convergéncia forte) Seja X um espaco de Banach. Uma sequéncia (u,,) é
dita fortemente convergente para o vetor u, em X quando:
unllx — llullx-

Notagcido: u,, — u em X.

Definicdo 1.1.3. (Convergéncia fraca) Sejam X um espaco de Banach e X' o espaco dual de
X. Uma sequéncia (\,,) € dita fracamente convergente para o vetor u, quando
f(un) — f(u), Vfe X',

Notacdo: u,, — u em X.
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Teorema 1.1.2. Sejam X um espaco de Banach e (x,,) uma sequéncia pertencente a X, que

convergente fracamente para x € X. Entdo x é unico.
Demonstracéo. Vide [3]. O

Definicao 1.1.4. (Convergéncia fraca-x). Seja X um espago de Banach com dual X'. Dizemos
que uma sequéncia (f,) de X' convergente fraco-+ para f em X' se
folx) — fx), Vxe X

Notagdo: f, — f.

Teorema 1.1.3. (Banach-Alaoglu-Boubarki). Sejam X um espaco de Banach separdvel e
(fn)n uma sequéncia fortemente limitada em X'. Entdo (f,)n. tem uma subsequéncia (fny)

que converge fraco estrela para f € X', ou seja,

*

fax — T.

Demonstracdo. Vide [2] e [12]. O

1.2 Resultados sobre Distribuicoes Vetoriais

Dado o intervalo aberto (0, T), T > 0 da reta real R e um espaco de Banach real X,
representamos por LP(0,T; X), 1 < p < 0o, o espago vetorial das aplicagdes w: (0, T) — X
tais que, para cada s € (0, T), o vetor u(s) € X é fortemente mensuravel em (0, T) com a

norma |ju(s)||x € L?(0, T). Em LP(0, T; X) definimos a norma:

i
Il o1 = | Tuls)lds, (1.3)

paral <p <ooeparap =00

Hu”LOO(O,T;X) =ess sup |[u(s)lx. (1-4)
0<s<T

Sejam wem LP(0,T;X) e ¢ € D(0,T), onde D(0, T) é o espaco das funcdes infinitamente
diferencidveis em (0, T). Associamos a cada u a aplicacdo f,, : D(0, T) — X, definida por:
T

(fu &) =J w(s)d(s)ds.

0
A aplicacdo f,,, definida acima, € linear e continua em D(0, T). Portanto, f,, é uma distribuicdo

em (0, T), chamada distribui¢do vetorial em (0,T), definida por w € LP(0, T; X), com valor



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 7

em X, isto é, f, € £L(D(0,T), X), onde £(D(0,T), X) é chamado de espaco das distribuicdes
vetoriais de (0, T) com valores em X. O espaco de todas as distribuicées definidas em (0, T)
com valores em X é representado por D’(0, T; X). Quando p = 2 e X for um espa¢o de

Hilbert, entdo L2(0, T; X) é um espaco de Hilbert munido com o produto interno

T

(W, V)ro1x) = L (u(t), v(t))xdt, Yu,v e L?(0,T; X).

Os espacos LP(0, T; X) e L*(0, T; X) sdo espacos de Banach munido com a norma (1.3) e

(1.4), respectvamente.(Vide [6].)

1.3 Problema Variacional Abstrato

Seja V um espaco de Hilbert, cujo produto escalar é representado por ((,)) e norma por
||-1]. Uma forma bilinear a(u, v), continua em V, é uma funcdo numérica a(u, v), definida em
V x V, linear em cada coordenada. A continuidade equivale a dizer que existe uma constante
M > 0, tal que

la(u, V)| < Mllull- [Vl Vu,veV.

Seja f uma forma linear e continua em V, isto é, uma fungdo numérica linear e continua f

definida em V. A continuidade equivale a dizer que existe uma constante C > 0 tal que:
(Ev) = ||| weV.

Problema Variaciona Abstrato: Consiste em encontrar u € V, tal que
a(u,v) =(f,v) WweV

Dizemos que uma forma bilinear a(u,v), para u,v € V, é coerciva, quando existe uma
constante o« > 0 tal que

a(v,v) = vl W eV.

O seguinte e importante teorema, resolve o Problema Variacional, sob certas condi¢cGes sobre

a(u,v) e f.

Teorema 1.3.1. ( Lax - Milgram) Seja V um espaco de Hilbert. Se a(u,v) é uma forma
bilinear, continua e coerciva em V x V e f é uma forma linear continua sobre V, entdo o

problema variacional abstrato

a(u,v) = (f,v)
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possui uma tnica solucdo w € V. Além disso, a aplicacdo f — u € linear e lipschitziana de

1

V' em V com constante de Lipschitz igual a «*, onde « é a constante de coercividade de

alu,v).
Demonstracdo. Vide [4] ou [2]. O

Teorema 1.3.2. (Representacdo de Riesz) Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP(Q))’. Entdo, existe
uma unica u € L”/(Q), tal que
(p,f) = J ufdx, Ve LP(Q).

o)
Além disso, ||ul| .» = ||@]l(r(q)), onde 713 + ﬁ —1

Demonstracdo. Vide [2] e [12]. O

1.4 Algumas Desigualdades Importantes

Desigualdade 1.4.1. ( Cauchy-Schwarz) Seja E um espaco com produto interno. Para
quaisquer a e b € E, temos

(., B < [lall - [[bll
Demonstracdo. Vide [4]. O

Desigualdade 1.4.2. ( Gronwall) Sejam C uma constante njo negativa, w > 0, q.t.p. em

(0, T), uma funcdo integravel em (0, T), e @ : [0, T] — R uma fungcdo continua e ndo negativa,

tal que
t
e(t) < C—I—J u(x)e(x)dx, Vte[0,T].
0
Entao,
@(t) < Celovdx "yt ¢ [0, T].
Demonstragdo. Vide [6] ou [3]. O

Desigualdade 1.4.3. ( Gronwall Generalizada) Sejam f,v : [0, T] — R fungées integraveis,
ndo negativas, vo uma constante ndo negativa e a : [0, T] — R, uma funcdo continua, nio
negativa, tais que

wu<w+J
0

Entao,
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Demonstragédo. Vide [6] ou [3]. O

Desigualdade 1.4.4. ( Poincaré-Friendrichc) Seja QO um subconjunto aberto limitado do R™.

Sev € H}(Q), entdo existe uma constante positiva C tal que
Viz(a) < Clvkliz(a),
onde v, € o gradiente de v.
Demonstracéo. Vide [8], [3] ou [13]. O
Desigualdade 1.4.5. (Young) Dados a e b niimeros reais positivos tais que p, ¢ € R™ com

1<p,q<ooe%+%:1ent§o

a? b9
P q
Demonstracéo. Vide [1]. O

1.5 Solucao Forte e Solucao Fraca

Consideremos o seguinte sistema, o qual serd estudado com mais detalhes no Capitulo 2.

d)//_a(bxx_ll)x‘f_(bzo em Q,

(1.5)
ll)//—blbxx+d)X:0 em Q,
$(0,t) =0, $(1,t)=0 em (0, T) (1.6)
P(0,t) =0, P(1,t)=0 em (0,T),
N ! = P!
b(x,0) = ¢°(x), ¢'(x,0) = d'(x) em (0,1), (1.7)

P(x,0) =9°(x), P'(x,0) =Pp*(x) em (0,1).
Definicao 1.5.1. Dizemos que um par de funcdes (§p,\) € solucdo fraca para o sistema
(1.5) — (1.7) se:
¢, € L=(0, T; Hg(0, 1) N H?(0, 1)),

¢’ p" € L=(0, T; Hy(0, 1)),

e satisfaz:

L(d'(t), w) + ((ady(t), w)) — (Wx(t), w) + (d(t), w) =0 (1)
SW(1), w) + ((ap(t), w)) — (dx(t), w) =0,

para todo w no sentido de D’(0, T). Além disso verifica (1.6) e (1.7).
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Definicao 1.5.2. Dizemos que um par de funcées (, ) € solucdo forte para o sistema

(1.5) — (1.7) se:
¢, € L(0, T; Hg(0, 1)),
¢’ p’ € L=(0,T;L3(0,1)),

e verifica (1.6) — (1.8).



Capitulo 2

Resultados Basicos sobre a Solucao do

Sistema de Timoshenko

Nesta secao, estudaremos a controlabilidade exata para o sistema de Timoshenko:

Y ' —ayxx —zx+y=0emQ
2" —bzy +yx =0em Q,

(2.1)

o qual é motivado por questdes de elasticidade unidimensional, onde a e b sdo constantes
positivas. Consideramos uma barra de comprimento L = 1. O deslocamento transversal do

ponto x no instante t, é a deformacdo da curva z = z(x, t) onde
0<x<1led<tgT, comT>=0

ey =y(x,t) é ainclinagdo da deformacdo da curva. Representamos por QO = [0, 1] e por Q
o cilindro Q = Q x (0,T) C R% Sendo y’ a derivada em relacdo a t e y, a derivada em
relagdo a x da fungdo y(x, t), analizaremos o seguinte problema:

Problema Misto Nao Homogeneo

Encontrar um par {y, z} de solugdo, satisfazendo:

Yy —ayxx —zx +y =0em Q,

(2.2)
ZN — bZXx +yx = O em Q’
y(0,t) =v(t), y(1,t)=0em (0, T), (2.3)
z(0,t) =w(t), z(1,t) =0em (0, T),
_ 1,0 / =y!
y(x,0) =y°(x), y'(x,0) =y*(x)em Q, (2.4)

z(x,0) = 2°%(x), z'(x,0) =z} (x) em Q.

11
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A controlabilidade exata para o sistema (2.1) é formulada como segue-se: Dado T > 0, encon-
trar um espaco de Hilbert H tal que para qualquer conjunto de valor inicial {y° y'},{z° z!}
em H, existe um par de controles v(t) e w(t) em L2(0,T) tal que a solugio y = y(x,t),

z=1z(x,t) de (2.2),(2.3) e (2.4) satisfaca a condic3o

y(x,T) =0, y'(x,T) =0em (0, 1),
z(x,T) =0, z/(x,T) =0em (0,1).

(2.5)

Dados {¢°, ¢} e {W°, Pt} € D(0,1)x D(0, 1), iniciaremos com o estudo da energia associada

ao sistema dado.

2.1 Desigualdade da Energia
Mostraremos que a energia E(t) associada ao sistema abaixo, satisfaz a desigualdade
CoEp < E(t) < CiEq, onde E(t) é definida por

E0) = 5 (16 (OF + W/ (O + o (07 + bl (OF +10(P).

é a energia associada ao sistema (2.2).

Consideremos o sistema

¢//_a¢xx_ll)x+d):0 €em Qy

(2.6)
V' — b+ bx =0 em Q,
$(0,t) =0, ¢(1,t)=0 em (0,T), (2.7)
P(0,t) =0, P(1,t) =0 em (0, T),
— 0 ! = ¢!
$(x,0) = d°(x), $'(x,0) = d(x) em (0,1), (2.8)

Y(x,0) =9°(x), P’'(x,0) =pi(x) em (0,1).

Com isso, vale o seguinte resultado:

Lema 2.1.1. Existem constantes positivas Cy e C; tais que CoEg < E(t) < C1Eq para todo
t € [0, T], onde E(0) = E,.

Demonstracdo. De fato, multiplicando (2.6); por ¢’ e (2.6), por P’ e integrando em

(0,1), obtemos

(0”7, ¢") — aldxx, &) — (bx, &) + (d, ") =0 em Q,
(W7 ") =b(Wx, W) + (dx, ') =0 em Q.
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Usando a regra do produto, vale
24, 9) = (0", )+ (', "),
=2(¢", d'),

e, sendo |$’(1)]? 12(0.1) = (¢, d')12(0,1), temos

Eafd) (t )Lz 01) = (¢, & V20,1 (2.10)

De modo similar,

EEM)( ) L2(0,1) — (d)v ¢/)L2(0,1)- (2-11)

Como (Pxx, ') 12(0,1) fo PxxP'dx e [[P(t )HH})(o,l) = |y (t )|L2 0,1), S€gUE que
d
et 2 — A 2 — g — /
dtCllld)(’t)ll adtICbx(t)l adt(tbx, dx) = 2a(dy, dy). (2.12)
Usando integracao por partes, resulta que

Q- (@) = a- (&bulb— o d'brrdx)
=a- (¢'(1L,)dx(1,t) = ¢'(0,1)dx (0, 1) — [5 &'y dx)
= —a- [ob'drxdx
=—a- (bxx, d),
pois ¢’ € D(0,1). Usando esta igualdade em (2.12), obtemos

IO = b, ') (2.13)

De (2.10), (2.11) e (2.13), e usando o mesmo raciocinando para (2.6),, nos leva a

(1" (V)P + alp(t)I? + (L)) — (Bx, d') =0,
L (W' (O + b)) + (bx, ¥') = 0.

NI= NI

Usando integracdo por partes em (P, ¢’), e usando (2.7), , resulta que

(1l)x _J‘Oll)x(b dX—_lbd) ’0+J‘0¢¢ dx
==L, )" (1, ) + B(0,)'(0, ) + [ vl dx
= (b, d5).

Usando essa igualdade no sistema acima, obtemos

L4 (19" (0P + allb (DI + b (D)) + (b, bL) = (2.14)
%

L (W' ()P + I (D)IR) + (dy, W) = 0.
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Somando as equac¢des de (2.14), segue que
E/(1) + (1, ) = 0
a7
que integrando em (0, t), obtemos
E(t) + (V(t), dx(t)) = Eo + (V°, $3) (2.15)
Note que,
WOI2 + [H9F
2 ’

onde usamos a desigualdade de Cauchy e a de Young. Portanto, temos que

(W, d3) < 1W° &R < WOl <

—% (!tb°!2 + !d>2|2) < (W0 99) < %(prf’l2 + |cb§1|2>. (2.16)
Somando Ey em ambos os lados da primeira desigualdade em (2.17) obtemos
Eo — %(M)OF - |d>2|2) < Eo+ (0, ¢2). (2.17)
Notemos que
Eo— J(WOP +1027) = 3(10F + 1 + al§2P + BRI + |§°F) — 27 — 3|2
1
2

(162 + [P + (a — DIPIP + bR — O + [$°?).
(2.18)

A desigualdade de Poincaré, afirma que

|\)|?_2(0’1) < C|Vx|%_2(0’1), Vve H(l)(O, 1),

onde C é uma constante positiva. Entdo, tomando C = Ail com A; = 72 tal que —v” = Ay,

v € H}(0,1), temos com v =° na desigualdade de Poincaré, que:
1 o0 1 op
_Z > )
SR > sl
Como b é uma constante positiva temos
booz 1 o0 1( 1 02
~ - A 2 ~ b - _) 1
SIS — S > 5 (b — = )l
de tal forma que 7®b > 1. Portanto, usando esta lltima desigualdade em (2.18), obtemos
que

Eo — 3 (WP +193P) =

(16 + WP+ (a— D)2 + (b — L2 + [pOP)
(16 4+ WP+ a(l — )P + b(1 — g2 + [$°]?)
>min(1,1— 31— L) (16 + WP + aldl? + bhpd 2 + [pO?)

=min(1,1—1,1— 1)k

1
2
1
2
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Agora, usando (2.16) e (2.18), na desigualdade acima, resulta que

E(t) + (W(t), d«(t)) > CiEo, (2.19)
onde C; = min(l, 1— % 1— #)
Lema 2.1.2. Existe uma constante M positiva, tal que M - E(t) > (IJ,)(t), Cl)x(t))-

Prova. De fato, como (W(t), dx(t)) < 3 (W (t) +[dx(t)[?), e usando a desigualdade de

Poincaré, segue que

chhx ()P + b« (1)1?)

b/ ()12 + [/ ()7 + aldx (D) + bl (1) + [ (1) + chbx (t)[?)+
Sl (B2

/(D) + W' (D + (a+ Dby (1) + (b + )by (1) + (D))

b/ (1) + [/ (D + a(1+ )b (D) + b (14 €) b (1) + (D))
< max(l, 1+ % 1+ %)E(t)

(W(t), dx(1))

NN
NI= NI

Portanto, fica provado o Lema com M = max(l, 14+ % 14+ %)

Agora, usando o Lema 2.1.2 em (2.19), obtemos

ME(t) + E(t) > CyE,.

Dai, fazendo C, = HC}\A resulta que

E(t) = CoEo (2.20)
Agora, mostraremos que E(t) < C3Eq com t € [0, T]. Notemos que

o+ WOl < Eo + 2 (WOP + [$2[?)

0+ 3 (R0 + 02P)

(16" + 1P + (a + DI + (b + ) WP + )

(191 + W2 + a(1+ DI +b(1+ g ) WS + 9F)
<max(11+ 3 14 gk) - S0P + WP + alpdP + b + 97)
= max(l, 1+ % 1+ bLM)EO.

E(t) + (b, dy)

ININN
m

1
2
1
2

Portanto, fazendo K = max(l, 1+ % 1+ bL)\l) temos que

E(t) + (¥, d) < KEo. (2.21)
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Usando a mesma idéia de (2.17), resulta que

1
S (P + 16P) < — (s, ).
Integrando por partes em relagdo a x a equagdo —(y, ), obtemos

~(b b)) = 0L YG(L 1) +$(0, )b (0, 1) + o eddx
= [o bdrdx
= (b, dx),
pois ¢(0,t) = ¢p(1,t) = 0. Assim, vale

S0P+ 16P) < (b, &)
Somando E(t) em ambos os lados dessa desigualdade e usando (2.21) temos
E(t) — %(I%F +|dI*) < KE,. (2.22)
Da desigualdade de Poincaré, obtemos
1 C
—§|¢’2 = —5’¢x|2-
Usando a desigualdade acima no primeiro membro de (2.22), resulta que

E(t) = 3 (W (P + (1)) > E(t) — 5 (Wbxl* + ClobyP)
(16" + 1P+ (a— )bk + (b — Dhps?) +

>3
+2] b
=2(10'P+ P+ a(l— L)« +b(1— L))+
+31df
> Ca- 3(I0"P+ W' + aldx? + by + [[?)
— C,E(t)

onde C; = min(l, 1— ﬁ 1— %) ou seja,

E() — 5 ([P + 6()7) > CAE(1). (2.23)

De (2.22) e (2.23), obtemos

KEq > C4E(t)
isto é,

E(t) < CsEy,

onde C5 = C% [ |
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2.2 Desigualdades Direta e Inversa

O objetivo dessa secdo é mostrarmos que vale a dupla desigualdade

T

.
Collld°, &', W%, WU < J a¢§(0,t)dt+J b3 (0, t)dt < CrIP°, bF, O, IR,
0

0
onde Cg e C; sdo constantes e F = (H}(0,1) x L2(0,1))2 A primeira desigualdade acima
é chamada de Desigualdade Inversa, e a segunda desigualdade é chamada de Desigualdade

Direta. Iremos, a principio, demonstrar a segunda.

2.2.1 Desigualdade Direta

Consideraremos o sistema (2.6) ndo homogéneo, isto é, com f,g € L2(0, T;L?(0,1)) no
lado direito de (2.6); e (2.6),, respectivamente em vez de zero. Provaremos uma identidade

basica, essencial na prova da Desigualdade Direta
Lema 2.2.1. Seja {p,p} uma solucdo fraca de (2.1), (2.2) e (2.3). Entdo

L[ ad2(0,t)dt + [3 b2 (0, t)dt =
—[(d'(x, 1), (1 =) (x, 1)) + (W' (x, 1), (1 =) (x, )5+
+3 JoUd'P + ' + aldy? + bhp.[*) dxdt—
—3 [oldPdxdt + [ f.(1—x)dydxdt + [ g.(1 — x)ydxdt
Demonstracdo: Com efeito, seja {d°, P°} € HE(0,1) N H2(0,1) com {¢p*, P} € H}(0,1)
ef,ge Wl'l(O,T; H}(0, 1)). Multiplicando (2.6); por (1 — x)dy, (2.6), por (1 — x)Py e

integrando em Q, obtemos

fQ ¢ (1 —x)Pydxdt — an Dyx. (1 — %) Pydxdt—
— [ e (I =xX)dxdxdt + [ d.(1 —x)pydxdt = (2.24)
= [ f.(1—x)drdxdt

lel)”.(l —X)bedxdt—be Pyx. (1 — x) Py dxdt+
— fQ Oy (1 — x)Pydxdt = fQ g.(1 —x),dxdt.

Analizaremos a integracdo dos termos da equacdo (2.24).

(2.25)

Integrando por partes em relacdo a t, no primeiro termo de (2.24), nos leva a

fo " (1=X)dedxdt = [y [od".(1—x)Pydxdt
=[5 (6", (1 =x)d,)dt (2.26)
= (&', (1 =x)bx) |~ [a (¢, (1 —x)pL)dt.
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Integrando por partes em relacdo a x, na dltima integral de (2.26), obtemos

fo( ' X)) dt _fofol_xd)(b dth—2fOf01— 2 |pPdxdt
= LTl P+ [ 4/ Rdx .

Como {$% P°} € H}(0,1) e {¢p, P!} € H}(0,1), temos (1 —x)|d/[2[§ = —d"?(0,t) =0, e

assim resulta que

T 1
—J (", (1—x)dy)dt = ——J b/ IPdxdt. (2.27)
0 2 Q
De (2.26) e (2.27), segue que
J b (1 —x)drdxdt = (¢, (1 — X)) |, lj b2 dxdt. (2.28)
Q Q

Agora, analizaremos o termo —an G- (1 —x)pydxdt.

Com efeito, integrando por partes em relagdo a x, resulta que

—a[o b (1 =X)Ppydxdt = —afo fta q)xxd)xdxdt
2 fo fo |d)x’2dth
—$ Jof 1—X)|d>x| L+ [ by Pdx)dt
=1 [, ap2(0,t)dt — 3 /o adidxdt,

(2.29)

visto que (1 — x)|dpy[?[§ = —d2(0, 1).
Analisando o termo fQ ®.(1 — x)bydxdt e usando integracdo por partes em relagdo a x,

temos
Jo &.(1—x)dpydxdt = [4 [e(1—x)d.d,dxdt

— %Io fo (1—x)2p?dxdt
=3 [ol1—=x)?} + [ p?dx)dt
=1 Jo #?dxdt.

Substituindo (2.28), (2.29) e (2.30) em (2.24), obtemos

(2.30)

L[5 ad2(0, t)dt = —(d)’ (1 =x)dx)lg + 3 [ ld'Pdxdt + 3 [ adidxdt—
o lbPaxdt + [ £.(1—x)d.dxdt+ (2.31)
+J‘Q - )ll)xcbdedt-

De modo similar para (2.25), temos

L ow2(0,t)dt = — (W', (1 —x)y) |y +3 Jo W/Pdxdt + 3 [, bidxdt+

(2.32)
+ [ 9-(1=x)xdxdt — [, (1 —x)xdydxdt.
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Somando (2.31) e (2.32), obtemos

1[5 ad2(0, )dt + [ bp2(0, t)dt =

(#7600, =006, 1)) + (B, 1), (1= Xy (. 1)) |
4 [ (I0P + W' + aldpuf? + bl 2 ) dxdt—

—3 [ ldPdxdt + [ f.(1—x)dxdxdt + [ g.(1 — x)ydxdt. ]

T
_|_

o

Agora, usando o Lema 2.2.1, provaremos a Desigualdade Direta.

Com efeito, temos que

(" (x, 1), (1 =x)dx(x,t))lg <2 sup [(d'(x, 1), (1 —x)bx(x,1))] (2.33)

0<t<T

ComoO0<x<lentdol >1—x > 0. Assim,

(1—x)"dx

Fazendo Cg = max(1, 1) e integrando de 0 a 1 em relacdo a x, obtemos

Jo1 =)0 ddx < Co|} [o 02dx+ 1[5 ad?dx],

isto €,
(@', (1—xX)dy) < cg[—J ¢’2dx+—J aq),idx}
2 Jo 2 Jo
Dai,
1t 1t
2 sup [(¢', (1—x)dpy)| < 2Cs sup {—J ¢’2dx+—J ad)idx}. (2.34)
0<t<T o<t<T L2 Jo 2 )

Portanto de (2.33) e (2.34), segue que
1 1t
2 - 2
L $Pdx+ L ad)xdx}
(161 + 11 + alpx + B + [9F) |

|(¢"(1—X)¢X)!g < 2Cg sup {

o<tLT

< 2Cg sup
0<t<T

< GoE(t),

—
NI=N| =

Pelo Lema 2.1.1, como E(t) < C1E( para todo t € [0, T, resulta que
(&7, (1 —x)dbx)|; < CioEo,0nde Cig = CoCi. (2.35)

Analogamente, temos que

‘(ll)/, (1— X)ll)x) ‘OT < Ciiko. (2.36)
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Agora, fazendo f = g = 0 no Lema 2.2.1, obtemos
3 fg ad? (0, t)dt + J"g b2 (0, t)dt =
—[(d)’(xv t), (1 —x)db(x, t)) + <ll)’(x, t), (1 — X)Wy (x, t))}
+1 [ (10" + b2 + aldpf? + bhpy ) dxdt—
—3 J o ldlPdxadt.

De (2.35) e (2.36) existe uma constante Cy, tal que

T
+

(o]

L7 ad2(0,t)dt + [, b2(0,t)dt <

< CiaBo+ 3 [o (10 + W' + aldy? + blbx?)dxdt — 3 [, p>dxdt
CioBo + 3 [o (10 + 1P + aldy* + bhby? + ) dxdt

CioBo + fo fo t)dxdt

CioEo + [§ [5 C1Eodxdt

Cisko,

onde Cy3 = Cyp + TCy.

NN NN

Portanto, vale
L[y ad2(0, t)dt + [y b2(0, t)dt <

< G (1O + [P + aldS? + DRI + [9°).
Agora, usando a desigualdade de Poincaré para |$°|, resulta que
L[, ad2(0,t)dt + [, b2(0,t)dt <
< (1P + WP + (a+ )3 + bl
< max{ G, Snlere) Cub L (112 4 I + (9O + [p2P)
< Cua - (1612 + WM + 132 + W3P),

Q Ci3.(a+c) Ci3b
2! 2 o2 ’

(2.37)

onde C;4 = max

— A=

Integrando (2.37) em (0, 1) em relacdo a x, obtemos

L1 ad2(0,t)dt + [, b2(0,t)dt <
< Cua - Jo (101 + W2 + ald? + bRy ) dx
< Cuall{9, &1, 0, WH)2,
onde .
O, b, O, L2 = L (' + WP + ald2? + bhp2R) dx
Portanto,

T T
J a¢i(o,t)dt+j U2 (0, £)dt < Casl(d®, &b, w0, W12,
0

0
onde Ci5 = 2Cja. |
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2.2.2 Desigualdade Inversa

Agora nosso objetivo é mostrarmos a Desigualdade Inversa. Para isto, consideremos o
funcional
1 T—ax 1 T—oax
F(x) = _J (¢ (x,t) + adi(x, t) +¢2(x,t))dt+§J (W2(x, 1) + b3 (x, t))dt

definido em 0 < x < 1. Quando x = 0, temos

i
FO) = j (ad2(0, 1) + b2 (0, 1)) dt,

0

N~

visto que ¢(0,t) =(0,t) =0.
Seja o = max{%, i} Facamos F(x) = G(x) + H(x), onde

a' Vb
1T, 2 2
G(x) = EJ (d"“(x,t) + ady(x,t) + d7(x, t))dt (2.38)
e
1 T—oax " )
H(x) = EJ (W™ (x, t) + b (x, t))dt. (2.39)

Usando a identidade

d uo(x) uy(x) af , / /
a Ju_l(x) f(X, y)dy B Jul(x) (axxy) + f(xy u2(X))u2(X) - f(X, ul(x))ul(x),

valida para f e f, continuas, obtemos, derivando (2.38) em relac3o a x, que
G'(X) = Jou (O DL+ adx P + DDy ) dit—
— (d)’z(x, T—oax) +ad?(x, T —ox) + d?(x, T — ocx))—

—2 (cb’2(x, ax) + ad2(x, ox) + d?(x, 0‘7‘)>-

Fazendo,
T—oax
Z <¢’2(x, t) + adi(x,t) + ¢ (x, t)) =2 (x, T—oax) +ad?(x, T — ox)+
: +d2(x, T — ax) + ¢"2(x, ax)+
+ad?(x, ox) + $(x, ax),
temos que

G'(x) = [L (&'dL + adydry + bby)dt—
T—axx (240)
—2 3 <¢’2(x,t) +adi(xt) + d>2(x,t))-

t=ax
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Analogamente, de (2.39), obtemos

T—oax T—ox
H/(x) = LX (YD, + by )dt — %‘ Yy (1])’2(x, t) + b2 (x, t)) (2.41)

t=ax
A primeira integral da equagdo (2.40), nos da
T—ax T—ax
J d'dLdt = byl ™ — J " d,dt, (2.42)
xx XX
onde usamos integracdo por parte em relacdo a t. Multiplicando (2.6); por ¢ e integrando
em (ox, T — ax) com relacdo a t, segue que
T—oax T—oax T—ax T—ax
J d)”d)xdt—J ad)xxd)xdt—J ll)xd)xdt—i—J dd,dt =0. (2.43)
xXx xXxX XX xxX

A substituicdo de (2.43) em (2.42) nos garante que

Tl prprdt = ¢ dulle® — [T by dit—

(2.44)
T—ax T—ax
— [ xbydt+ [ T ddydt.
Agora, substituindo (2.44) em (2.40), resulta que
G'(X) = /dull™ — [0 bprdtt
T_ox (2.45)
P20 boxdt— 5 Y (0724 agd+¢?).
t=ax
Como ¢y < Ep2 + 2[5#(1 - ad?, tomando B = —=, obtemos
(b/(b <L<¢/2+a¢2>
X 2\/& x ]
e sendo \/La < «, vale
o0 <5(07+a02) < 3(62+ad? +¢?).
Portanto, dessa desigualdade, resulta que
o T—ax
OOl <5 Y (62 + a2+ 7). (2.46)
t=ax
Da equacdo (2.46), segue que
T—ax
O DL = o bt +2 [T bdt = 5 Y (92 + ad? +¢?) <
t=ax

< — [l ddt +2 [ ¢ dt
(2.47)
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De (2.45) e (2.47), vale

G/(x) < — [ Wudydt +2 [ /b dt. (2.48)

Analogamente, temos que

T—oax

H (%) = Wb oo + [L S pabedt— & Y (¢'2+b¢§>. (2.49)
t=axx
Também,
T—ax
T-ax o X ” 2
P < S _Z (w2 +bu2), (2.50)
e por (2.50), obtemos
T—ox T—oax
1|)/1|)x|T ox +J-T X b dt — s Z (11)/2_’_[)11))2() gj P dt. (2.51)
t=oax xx
De (2.49) e (2.51), vale
T—ax
W< | o (2.52)
xx
Agora, usando (2.48) e (2.52), temos que
T—ax
Fx) < 2J Pyt (2.53)
xx

Da desigualdade de Young, obtemos
1y /1
b’y < maX{l, —} (—d>’2 + E(bi)-
al\2 2
Assim,

2 [T, /bt < Cuo [T (307 + 302 ) at

(2.54)
< Cap [ (302 + Jadd + 302 + 32 + Jbu )dt
onde C16 =2 max{l, %}
Portanto, da desigualdade (2.53) e (2.54), obtemos
F/(S) < C16F(S). (255)

Agora, integrando (2.55) em (0, x), resulta que

X

F(X) < F(O) +J CmF(S)dS,
0
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e pela desigualdade de Gronwall, segue que

F(x) < e“**F(0),

donde,
JIF )dx < eCoF(0). (2.56)
Tomando T > 2 e como CyoEy < E(()t) obtemos
(T—20)Ey = [ *Epdt < & - [I “E(t)dt
<&-0L (—(|¢ PP+ a4+ BROGR + [BP) )t (257)

<& Ja “fo( (7 + ¢’2+a¢i+b¢§+¢2))dxdt.
ComoO0<x<1 temosque T—ox >T—« Dai (&, T— ) C (axx, T — ax), e assim de

(2.57), segue que

(T—200F <& Jo o™ (3072 + 107 + Lad? ) dtdxr
+c%) JoJax ™ (302 + Jw2 ) atax (2.58)
< Cio fé F(x)dx.
De (2.56) e (2.58), obtemos
Eo < C17F(0), (2.59)

onde Cy7 = Cl( eC1o o). Agora, da desigualdade (2.59), segue que
- 1 1 1 1
min{1,a,b} (31612 + L + 3162P + Sb2P) <
< Sl + P + 2al bl + Sl
1 1 1 1 1
< Sl A+ SR+ Saldd P 4 DY + S0P
<

S [T (ad?(0,t) + b2(0, t))dt.

(2.60)

Fazendo Ci5 = %(W) de (2.60) segue que

1 1 1 1 i
SR+ S JIBP + SR < Cio | (ad2(0,0) + b2 (0,1t
0
e, integrando essa desigualdade em (0, 1) com relagdo a x, resulta que

1 T
|08 P + 1082 + 08P ax < 2Cs0 | (ad200.0+ b0, )AL (261
0

0

Assim, de (2.61), obtemos
.

Cuoll{®, &% 6, IR < J (a?(0, 1) + b2 (0, 1))dt,

0
onde Cig = 52—. [ |

2C1s
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Teorema 2.2.1. Dado {¢°,°} € (H}(0,1) N H2(0,1))%; {¢p*, Y1} € (HL(0,1))?
e f,g e W (0, T; H5(0,1)),

existe somente uma tinica solucdo fraca {¢p, P} de (2.6), (2.7) e (2.8) no sentido da definicdo

1.5.1. Além disso, a aplicacdo {{¢°, V°}, {1, W}, {f.g}} — {{d, ¥} {¢'.V'}} € continua.

Demonstracdo. Problema aproximado
Consideraremos o subespaco m-dimensional de H}(0,1) N H2(0,1) denotado por V,, =
[Wi, Wa, ..., W], onde {wj} é uma base ortonormal de H}(0,1) N H?(0,1), a qual existe,
pois H3(0,1) N H?(0, 1) é separdvel. O problema aproximado consiste em encontrar um par

de solucdes:

t— Gm(t) =) gim(tIw
j=1
Ym: (0,tyn) — Vi
t— bm(t) = ) pim(t)w;
j=1

do problema aproximado

(b Wi) = al(Pm)xxe Wic) = (W) x, Wi) + (Pm, wic) = (f, wi);

(2.62)
(ll)i,luwk) - b((ll)m)xwwk) + ((d)m)x:wk) = (ngk)v onde k = ]-, s ML
com as condicdes iniciais
G(0) = % =D (¢° wj)w; — $° € Hy(0,1) N H?(0, 1)
j=1
¢'(0) = L, =D (', wyj)w; — ' € Hy(0,1)
=1 (2.63)
W(0) =%, = > (W%, wi)w; — ¥° € H3(0,1) N H?(0, 1)
j=1
P'(0) =k =) (b wy)w; — P! € Hg(0,1),
j=1

onde essas convergéncias é no sentido forte. Mostraremos que as solucdes de (2.62) e (2.63),

eatd nas condi¢des do Teorema de Caratheodory.
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De fato,

Z g]/lrn(t) (Wj,Wk) — aZ gjmxx(t) (ijwk) - ijmX(t)(wj’Wk)+
j=1 =1

=1
+ 350 Gjm (B) (wy, wi) = (f, wi),

D PO W) =B Y Pimx () Wy, Wi = D G () (W5, W) = (g, wic),
j=1 j=1 j=1

gim(0) = (d°, wi), pjm(0) = (P°, wy),
gim(0) = (b, wy), Pim(0) = (Whwy), Yk=1,2---, m.

Fazendo,
A= [(Wj’wk)]mxm; B = [gjm(t)]mxl; C= [pjm(t)]mxl R = [(f, Wk)]mxl

e N = [(g,wk)]mxl, temos o seguinte sistema na forma matricial:

AB” + AB = aByxA+ CA+R

AC”" =bC A +ByA+N

B(0) = [gjm (0)Jmx1 = Bo; B'(0) = [g],,(0)]mx1 = By
C(0) = [pjm(0)]mx1 = Co; C'(0) = [p{1 (O)]mx1 = Cu.

(2.64)

Agora mostremos que a matriz A é invertivel. Com efeito, como o produto interno é simétrico,
segue que a matriz A é uma matriz real e simétrica, isto é, diagonalizdvel. Portanto existem

uma matriz P invertivel e uma matriz D diagonal tais que
D =P 'AP.

Para mostrarmos que a matriz A € invertivel, provaremos que detD # 0. lIsso equivale
a mostrarmos que zero n3o é autovalor de D. Suponhamos, por absurdo, que zero seja

autovalor de D, isto é, Dax = 0ox = 0, onde « é um autovetor ndo nulo dado por

X1

X2

Agora, notemos que

APx = PP 'APx = PDa = PO = 0.
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Fazendo,

obtemos que

Ag =) (w wk)(pk] =0, Vj=1,2---,m
k=1 mx1
donde resulta que
[(wj,ZWk(pk>] =0 Vj=12- m
k=1 mx1

Portanto, temos

m

ZWk(Pk =0

k=1
poisw; #0 Vj=1,2---,m. Com isso, temos que ¢y =0, Vk=1,2---,m, ou seja,

@ = 0. Entdo vale que Px = 0 donde & = 0, pois P ¢ invertivel. Mas isso contradiz o fato

que « é autovetor. Logo, concluimos que a matriz A € invertivel e de (2.64), temos

B” +B =aB,, +C+RA!
C” =bCyx + By +NA!

(2.65)
B(0) = Bo; B'(0) = B4
C(0) = Co; C'(0) = C4
B Omxm  Imxm 0
Fazendo Y = ; W= Wy =
Bl _Imxm Omxm anx + C + RA?I
C Omxm Imxm 0 B
G= ; F= * ) ;b= Yo = ° e
C, Omxm 0'rn><'m bex_i_Bx"f’NAil B1
C
Go=| |
Cy

o sistema (2.65) pode ser reescrito como sendo

Y =WY+W,
G/:FG+F1
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Agora, fazendo

Y A% O2mxom W. Y,
X= ; H= e ; Hi = ' e; Xo= ’ '
G Oomxom F F Go
segue que
X' = w(t, X)
(2.66)
X(0) = Xo,

onde WY + H; = w(t, X).

Provaremos, agora que o problema acima possui uma solugdo local utilizando o Teorema de
Carathéodory.

(i) Fixado X, tem-se que w(t, X) é mensurével, pois w pertence a classe 1(0, T; H™1).

(i) Para cada t fixo, w(t, X) é continua pois, H; é constante e a aplicagdo

J:R*™ — RY™

X — WY

é linear e, portanto, continua.
(iii) Seja K um compacto de [0, T] x R*™. Ent3o
lw(t, X)l[rem < [[Hallrem + [[J(X)[[gem.
Como Hj e | sdo continuas em R*™, temos que elas s3o limitadas em qualquer compacto do

R*™. Assim, existe um My > 0 tal que:
[Hyllgam, [IJ(X)[[gam < My,

para todo (t,X) € K. Portanto, podemos concluir que existe uma constante positiva Mg
satisfazendo

HU)(t, X)||R4m < 2Mk

Assim, a funcdo w(t, X) satisfaz as condicdes de Carathéodory, e portanto o sistema (2.66)
possui solucdo local, em [0, t,,,].

O restante da demonstragdo dividiremos em:

1. Obtencdo de estimativas a priori para as solucdes aproximada de ¢, (t) e P, (t) do sistema
(2.62) permitindo prolongar a solucdo ao intervalo [0, T];

2. Obtencdo de subsucessoes cujo limite é a solucao do Teorema 2.2.1.
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Estimativas a Priori

Notando que o sistema (2.62) vale para todo v € V no lugar de wy, entdo fazendo v =

—Pl oy € Vi em (2.62); e v=—p/ ., € Vi, em (2.62),, temos:
N'_ 7/<x — A Pxx, — ;cx _ xXr T ;cx + [ ;cx = f'_ )lcx
(¢ ) —ald ) — (W )+ (b, —diy) = (f, =iy ) (2.67)
(11)//, - ;cx) _b(ll)XXI - )ng) + (d)XI - ;cx) = (gv _ll);cx)
Aqui, por enquanto, estamos omitindo o indice m para facilitar os calculos.
Usando integragdo por parte em (2.67), obtemos
3 (I0LP + aldpax P + s ) = (Fx, L) — (b, b)) (2.68)
S (WL + blba?) = (g, ¥L) — (b, W)

Derivando (P, dyx) em relacdo a t, segue que

d / /
a(q)x, d)xx) = (ll)x' d)XX) + (q)x’ d)XX)'

Integrando a equagdo acima de 0 a t, obtemos

L (W, Pr)ds = (W (), Dk (1)) — (W3, bF,) — L (by, drx)ds. (2.69)
Agora, integrando (2.68); de 0 a t, resulta que

LIbLOPR + aldpax (DR + [bx (D) = L(IGLR + aldp®, 2 + [b22)+
+ e (f, dL)ds — [i(Wy, L) ds,

e, levando em conta (2.69), obtemos

LIbL P + aldex (O + [bx (D)) = L(IPLP + ald, [ + [p2[?)+
+ [ (fr, dL)ds — (WL(L), drx(t))+ (2.70)
FW2, %) + [o(BL, drx)ds.

De modo andlogo, temos

LWL (P + b (V)P) = 2 (LR + bR, ) + [o(gx ¥L)ds+
F(bx (1), Wrx (1) — (6%, W2 — [ (dL, Wrx)ds.

Somando (2.70) e (2.71), segue que

(2.71)

H1bLt)R + aldx (P + by (1) + ML ()P + bl (1)) =
= L(1pLPR + ald? 2 + 27 + (LR + b2, [2) + [ (fy, dL)ds+ (2.72)
+ [o(gx, WL)ds — [ (b1 W )ds + [ (WL, dyy)ds.
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Para prosseguirmos, demonstraremos que vale a identidade integral:

j:(w;, Br)ds = Lt(cb;,wxx)ds.

De fato, temos que (Vy,, dxx) = f; VL Ppxxds. Agora, notemos que

d !/ /
all)xcbxx - bed)xx _I_ q)x(bxx'

Integrando de 0 a 1, obtemos

1 1 1
D6, Do, 1) = JO Pl prnds + jo Dol ds.

Como P, € H}(0,1), isso implica que ¥ (1,t) =1, (0,t) = 0. Entio temos

(ll),/(, d)xx) = _(ll’Xv d);x)

De modo similar, temos
_(1])76! q);x) - (l-l)xw (b;)

Dessas duas ultimas igualdades, obtemos

(W3 Prx) = (Wx, D).
Usando esta igualdade em (2.72), resulta que

LIGLIUR + aldrn (P + [x(OF + WL (L) + Dpr (D) =
= 2(10LP + ald% 2 + (b2 + [P + bIPS, ) + [o(fx, dL)ds+ (2.73)
+ [o(gx. bl ds.

Agora, fazendo F(t) = [d) (t)]* 4 aldxx (1) + [dx ()P + (DL (1) + blbyx (t)[?, obtemos de
(2.73) que

IF(t) = LF(0) + [5(fy, bL)ds + [5(gy, WL)ds (2.74)

< IF(0) + [oful - ILlds + [¢ lgxl - WLlds

Agora, precisaremos do seguinte lema, para concluirmos a prova do Teorema 2.2.1.
Lema 2.2.2. [ [f.] - |dLlds < L[fllm + L [ [fil - [dLIPds, onde M = L}(0, T; H3(0, 1)).

De fato, pela desigualdade de Young, obtemos

1 1
- 194 = VIR VIFRT 10 < Sl + 511 - [942
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Integrando de 0 a t, segue que

o lfxlds + 2[5 [fx] - L Pds

t
Jolfxl - 1bLlds <2
L0 Ifelds + 1 216l - bl Pds
—1
2
1

<
<

Il 0,112 (0,1)) + 3 fo Ifxl - [pLl?ds
= 5llfllm + 3 fo fxl - [pL[Pds.

De modo andlogo, temos que

t 1
J|9X|-rw;rds gl + 2 J|gx| ! Pds.
0

Agora, usando o Lema 2.2.2 e a desigualdade (2.74), obtemos que

1 1 1 1
3P0 < 300+ 3l + 5 [ IRl 104Pas + Jlgla+ 5 [ loul- e,

ou seja,

F(t) < F0) +Ifllm + J [fxl - ldLPds + llgllm + [4 1gx] - WbLPds
< C+ [o(Ifx(8) +1gx(s)]) - (10L2 + aldxl? + x> + LR + bhbx[?) ds

onde C = F(0) +||f]lm +lgllm. Reescrevendo essa desigualdade com w(s) = [fy(s)|+1gx(s)],

resulta que

Pela Desigualdade de Gronwall, obtemos
F(t) < Celon®)ds v o <t < tm<T com m=1,2,..

Desta estimativa, podemos prolongar as solucdes aproximadas {¢p ., P} a todo intervalo

[0, T] com T > 0. Além disso, obtemos as limita¢Ges

(bL,,) ¢ limitada em L*(0,T;L?(0,1))
! é limitada em L*(0, T;L?(0,1

(bim) ( (0,1)) (2.75)
(bxm) € limitada em 1%(0,T:12(0,1))

(Pxxm) € limitada em L*°(0, T;L2(0,1)).

De (2.75)1, (2.75), e (2.75)3, e usando a imersdo H3(0,1) < L2(0, 1), segue que

(¢! ) & limitada em 1%(0, T; H1(0, 1))

(Wr) é limitada em L*(0,T;H}(0,1)) (2.76)
(bm) € limitada em L*(0, T; H}(0,1)).
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Como H{(0,1) N H2(0,1) € HE(0, 1) entdo de (2.76)3, obtemos que
(pm) € limitada em L*(0, T; H3(0,1) N H?(0,1)). (2.77)
Da desigualdade de Poincaré, vale

Wmllhzo,1) < calbxxmlizio1)-

De fato, temos

Wm0 = Pxmlrz01) < dalbxxmlizio),

ou seja, usando (2.75)4, resulta que
(W) € limitada em L*(0,T;H(0,1)),

donde,
(Ym) € limitada em L*(0, T; Hg(0,1) N H?(0, 1)). (2.78)

Como L*(0, T; H}(0,1)) = [L'(0, T; H1(0,1))] e L}(0, T; H™*(0, 1)) é separdvel, entdo toda
sequéncia limitada em L°°(0, T; H}(0, 1)) possui uma subsequéncia que converge na topologia
fraca, para um elemento de L*=(0, T; H}(0, 1)). Para n3o carregarmos a notacio, representare-

mos essas subsequéncias pelas proprias sequéncias. Entdo de (2.76), (2.77) e (2.78), obtemos

¢! > ¢’ em 1=(0, T; H3(0,1))
P, =’ em L0, T; HJ(0,1))
Gm — ¢ em L=(0, T; H(0,1) N H3(0, 1))
Py =1 em L=(0, T; H3(0,1) N H?(0, 1)).

(2.79)

Logo, de (2.79), resulta que
¢, € L0, T; H5(0,1) N H?(0,1))

¢’ " € L0, T; H5(0,1)).

Como ¢, VP, ¢’, )’ sdo continuas, pelo caso acima, entdo a aplicacao

{e% 0% 0" W £, gl = {b. b, ¢ W)

€ continua. [ |
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Teorema 2.2.2. Dado
$%, P € Hy(0,1); ¢, v € L?(0,1); f, g € L(0, T; L(0, 1)),

existe uma tnica solucdo forte {$, P} de (2.6), (2.7) e (2.8) no sentido definido da definicio

1.5.2 do capitulo 1, satisfazendo as condigées:
¢, € L=(0, T; Hg(0, 1)),
¢, P’ € L=(0, T; L2(0,1)).
Além disso, a aplicacdo {{$°, ¥}, {d*, 1}, {f.g}} — {{d. ¥} {d',V'}} € continua.

Demonstracdo. Problema aproximado
Consideraremos o subespaco m-dimensional de H}(0, 1) denotado por Vi, = [wy, wo, ..., wp],
onde {w;} é uma base ortonormal de Hj(0, 1). O problema aproximado consiste em encontrar

fungdes &, Vm € Vin, tais que:
(bm : (Oytm) — Vm

t— Gml(t) =) gim(t)w;
j=1

Y (0,tm) — Vi

t— Ym(t) = ) pim(t)w;
j=1

que satisfaca o seguinte problema aproximado

(P Wie) — Al Pmxxs W) — (Wi, Wi ) + (P, Wie) = (f, wy)

(2.80)
(ll)gpwk) - b(ll)mXXka) + (d)vaWk) = () ondek=1,---m
com as condicdes iniciais satisfazendo
G(0) = ¢% =D (¢° wj)w; — $° € Hy(0,1)
j=1
¢'(0) = L, =D (", wyj)w; — ' € 17(0,1)
I (2.81)
P(0) =99, =D (W%, wi)w; — b € Hy(0,1)
j=1
P(0) =k =) (W' wyw; — Pt e 12(0,1),
\ j=1
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onde as convergéncias, sao no sentido forte.
Fazendo o mesmo processo, visto no Teorema 2.2.1, temos que o sistema (2.80), (2.81) possui
solugbes (P, Pm), via Teorema de Caratheodory, em [0, t,,,).
Estimativas a Priori
Notando que sistema (2.79) vale para todo v € V, no lugar de wy, entdo fazendo v = ¢/, €

Vinem (2.79); e v=17, € V;, em (2.79),, obtemos

(d)gv d);n) - a(d)xxmv (b;n) - (Il)xmr (b;n) + (d)mr d)1/n) = (f, d):n)

(2.82)
N’gm:lb;n) - b(lbxxmrd):n) + (d)xmrd):n) - (gv 1b11n)1
e de (2.81); e (2.81),, segue que
%%(M);nF + a||¢m||2 + |¢m’2) = (f, (I);n) + (ll)xmy (I);n) (2 83)
S (WP +blbmlP) = (g, W) — (Bxm. by
Definindo a energia associada ao sistema (2.6), (2.7) e (2.8) por
E(t) = %(Id?fn(t)F + (W1, (1) + alldm (D)1 + blbm (DI + b (B)),
e somando (2.83); e (2.83),, temos que
E'(t) = (f, 1) + (9, 1) + (Wam, 1) — (Dxm, U1n)- (2.84)

Pelas Desigualdades de Schwarz e Young, resulta que

E'(t) <[t (D + gt (D] + Wxm (Ol (B + [Gxm ()b, ()]
< E(IFO+ F Ol (0P) + 2 (Ig(t)] + gt (1)?)+ (2.85)
2 ([Wxem (DR + 1, (D)) + 5 (Idxm (V)P 4+ W, (B)).

De (2.85), obtemos

)
(

E'(t) < 3(f(0)ldn (0P +1g(t) by, (W) + Wb ll® + b3, (017 + [ ()P + Ry, (£)17) +
+3 (I + g (b))

Fazendo h(t) = [f(t)| + |g(t)| + % + % € L2(0,T), segue que

E'(t) < = (If(t)] + |g(t)]) + h(t)E(t).

N~

Integrando essa desigualdade de 0 a t, resulta que

t

T
Jo (If(0)+1g(t)l)dt + L h(s)E(s)ds. (2.86)

E(t) < E(0) + %
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Fazendo C = E(0) + % IOT(If(t)I + !g(t)l) dt e, usando a Desigualdade de Gronwall em (2.85),
segue que

E(t) < Celoh®)ds v g ct<t, <T com m=1,2, ..

Com isso, obtemos

(b)) € limitada em L*(0,T;L2(0,1))
! é limitada em L*(0, T;L2(0,1
(br,) ( (0,1)) (2.87)
(pxm) € limitada em L*(0,T;L2(0,1))
(D) € limitada em 1°(0, T:12(0,1)).
Usando a imersdo H:(0,1) < L2(0, 1), temos que
¢!) é limitada em 1L>(0, T;13(0,1))
! é limitada em L*(0,T;L?(0,1
Yo (0,1)) (2.88)

é limitada em

(dr) (

(bw) (

(bm) € limitada em L*(0, T; H}(0, 1))
(W) L>(0, T; H5(0,1)).
Como L*(0, T; H}(0,1)) = [LY(0, T; H*(0,1))]" e L*(0, T; H (0, 1)) é separdvel, entdo toda
sequéncia limitada em L>°(0, T; H}(0, 1)) possui uma subsequéncia que converge na topologia
fraca estrela, para um elemento de L>(0, T; H}(0,1)). Para n3o carregarmos a notac3o,

representaremos essas subsequéncias pelas proprias sequéncias. Entdo de (2.88), obtemos

¢r = ¢’ em L®(0,T;L%(0,1))
Pl =" em L2(0, T; 12(0,1))
Gm = ¢ em L=(0, T; H3(0,1))
P =1 em L=(0, T; H3(0,1)).

(2.89)

Logo, de (2.89), vale que:
b, b € L°(0, T; Hg(0, 1))

¢’ P’ e L=(0, T; L?(0,1)).



Capitulo 3

Controlabilidade Exata para o Sistema

de Timoshenko

3.1 Controlabilidade Exata para o Sistema de Timoshenko

Na demonstracdo do teorema principal deste capitulo serd usado o Método de HUM, (Ver([10])
que é basedo em certos critérios de singularidade e a construcdao de um espaco de Hilbert H.
Esse método leva em consideracao a singularidade e regularidade da equacao da onda, onde

no decorrer da demonstracdo do teorema a seguir serd descrito os passos.

Teorema 3.1.1. (Controlabilidade Exata para o Sistema de Timoshenko) Seja a e b nimeros

reais, onde:

1 1
in{a,b} >1 = —, =,
min{a, b} e o max{\/a \/B}
com T > 2«. Ent3o para cada conjunto de valor inicial {y° y'},{z° z'} € 12(0,1) x
H71(0,1), existem um par de controles v(t),w(t) € L2(0,T) tal que y(t),z(t) é solucdo

de (3.1), (3.2) e (3.3) satisfazendo (3.4).

Yy —ayxx —zx +y=0emQ,
z" — bz +Yx =0em Q,

y(0,t) =v(t), y(1,t)=0em (0,T),
z(0,t) =w(t), z(1,t)=0em (0, T),

36
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y(x,0) =y°(x), y'(x,0) =y'(x) em Q, (3.3)

z(x,0) = 2%(x), z'(x,0) =z'(x) em Q. .
y(x, T)=0, y'(x,T)=0em (0,1), (3.4)
z(x,T) =0, z'(x,T)=0em (0,1).

Demonstragdo. A prova sera feita em trés casos:
Caso 1. Dados {¢°, ¢1}, {1° WP} € D(0,1) x D(0,1), consideraremos o problema misto

homogéneo dado por

¢ —apyx—UPx+d=0em Q (3.5)
P — byy + by =0 em Q |
{ $(0,1) =0, $(1,1)=0 em (0,T) 6)
P(0,t) =0, P(1,t)=0 em
b(x,0) = ¢°(x), '(x,0) = d*(x) em (0,1) 5
P(x,0) = PO(x), '(x,0) =P(x) em (0,1)

Pelo Teorema 2.2.1 e Teorema 2.2.2, o problema misto (3.5), (3.6) e (3.7) tem somente uma

solucdo ¢ = Pp(x,t), P = P(x, t) tal que
$x(0,1), Yy (0, 1) € L2(0,T)

Caso 2. Com a solucdo ¢ = Pp(x,t) e P = P(x,t) do caso 1, resolve-se o problema dado

por:
{ a//—aaxx_Cx+£:O €m Q (38)
(" —=blx +&=0em Q
{ £0.1) = —x(0,1), &1, 1) =0 em (0,T) 0
¢(0,t) ==, (0,t), ¢(1,t) =0 em
{ E(x,T)=0, &(x,T)=0em Q (310)
((x,T)=0, '(x,T)=0em Q
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Usando o caso 1, o problema (3.8), (3.9) e (3.10) tem somente uma tnica solucdo & = &(x, t)

e ( = ((x,t). Agora, definamos o operador A dado por
AP°, 10, wh = {&'(0), —£(0), ¢ (0), —¢(0)}, (3.11)

para todo {$°, ¢}, {W°, P!} € D(0,1) x D(0, 1).

A aplicacdo A, estd bem definida, pois como & = &(x, t), { = {(x, t) é solucdo de (3.8), (3.9) e (3.10)
faz sentido calcular £(0) = &(x,0), ¢(0) = ¢(x,0), £&'(0) =&'(x,0) e C'(0) = '(x,0).

Caso 3. Multiplicando (3.5); por & e (3.5), por (, solucdo de (3.8),(3.9)e(3.10) e, apds

integrando em Q, obtemos

Jod"&dxdt — [ abu&dxdt — [ WxEdxdt + [ dEdxdt =0

3.12
oW tdxdt — [ b ldxdt + [ byCdxdt =0, (3.12)

Integrando por partes (3.12); e usando (3.6),(3.9); €(3.10)4, resulta que

fo & Edxdt =f§(¢" g)dt = (¢, )T — fo ( ¢'
—(¢(x,0),&(x,0)) = [ (&', &

(61 £(0)) — (&b, ENIG + [, (b, &")at (3.13)
—(¢1 &(0)) + (d(x,0), &/ (x,0)) + [, (b, &")dt

— (9" £(0) + (4% £'(0)) + [ & - £"dxdt.

Também,

—a [, bxtdxdt =—a Jo Jo brx&dxdt = —a [, <¢x5\3 — s <I>X5de> dt
=—a 5 (—4x(0,DE(0, 1) — 3 duErdx) dt
=—<1fo< $x (0, )&(0 t)—¢£x|(1)+f(l)¢EXde)dt
=—afo( b (0, 1)E(0, t)+fé(b£xxdx>dt
= [ ad. (0, E(0, )dt — [, adEy,dxdt
= — [ a2(0, )dt — [, adEsdxdt,

(3.14)

pois £(0,t) = —d (0, t).
Analogamente, usando integracdo por partes em (3.12), e usando (3.6),,(3.9), e (3.10)5,
segue que

JQ PEdxdt = —(p*, ¢(0)) + (V°, I'(0)) + JQ P - ¢ dxdt. (3.15)
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.
—b J Pyr Cdxdt = —J b2 (0, t)dt —J b Cyx dxdt, (3.16)
Q 0 Q

pOiS C(Ov t) - _11)7((01 t)
Agora, somando (3.12); e (3.12),, e logo apés substituindo em (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16)

nessa soma, obtemos

(60 £'(0)) — (¢, £(0)) + (WO, ¢'(0)) — (W, £(0)) — [5 ad2(0, t)dt
— [, bW2(0, t)dt + Jo d&"dxdt — [ ab&dxdt — [ Cpdxdit (3.17)
+ [ Ebdxdt + [ W dxdt — [ b ledxdt + [ WEdxdt = 0.

Multiplicando (3.8); por ¢ e (3.8), por \ e integrando em Q, e apds substituindo em (3.17),

temos

(6 £(0) — (&%, &(0)) + (W°, £'(0)) — (W', ¢(0)) =

3.18
— [T ag2(0,)dt + [T b2 (0, t)dt. (318)

Da equacdo (3.11) e (3.18), resulta que

(A{D°, b1 0, P {0, b, WO, p1}) = ({£/(0), —&(0), ¢(0), —¢(0)}, {d°, b, WO, p1})
= (£'(0), ¢°) — (£(0), d*) + (¢'(0), %) —
—((0),9)
= [ ad?(0, t)dt + [, b2 (0, t)dt.

Dessa igualdade e das desigualdades direta e inversa, obtemos

Coll {0, L, WO, WHIR < (AL, G140, 1}, (b2, bF, b2, b1)) < Call{d®, &, w0, 2.
(3.19)

Da desigualdade (3.19) temos que o operador A é coercivo, continuo com respeito a norma
|| - ||[r. Pela continuidade, o operador linear A tem uma (nica extens3o linear continua no
fecho de (D(0, 1) x D(0, 1))?, que é equivalente a norma (H}(0,1) x L2(0,1))2. Entdo pelo
Teorema de Lax-Milgram, para cada {0°, 0%, % B} € F’ que é o dual de F, existem dnicos

{$°, ¢, YO, P!} € F tal que

(A0, &L 00, b1, 0, &0, ¢1) = ({69, 0%, B°, B, %™, &, O, 1
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para todo {n% n', ° '} € F'. Portanto, para cada {0° 0! B° B'} € F' existe um Unico
{d°, &1, P2, P!} € F que é solucio da equacio:

Ao, o1 % w' =1{6% 0%, 8% B} em F.
Portanto, sua extensdo que representaremos pelo préprio A, é definido por
A:F—F,

o qual é um isomorfismo entre F e seu dual F/ = (H7%(0, 1) x L2(0, 1))?, pois por constucio
o operador A é uma bijecao.
Entdo para cada {y°, yt, z°% z'} € F’ tal que {y!, —y°}, {z!, —z°} € F, existe uma dnica solucdo
{$°, 1, WO, P!} € F, tal que

AG°, 1 0% 1 = {y', —° 2!, —2%) em F'. (3.20)
De (3.11) e (3.20), obtemos que

£'0) =yt &(0) =y° ¢'(0) =2 e ¢(0) =2°.

Isso implica que a unica solucdo de (3.8), (3.9) e (3.10), satisfaz a condic3o inicial (3.3). Entdo
a tnica solucdo de (3.1), (3.2) e (3.3) com controles v(t) = —¢,(0,t) e w(t) = —,(0, t)

satisfaz (3.4), pois tomando & =y e { = z, temos
Yy —ayxx —zx +y =0em Q,
2" — bz +Yyx =0em Q,

y(0,t) = =d«(0,t), y(1,t) =0em (0, T),
z(0,t) = —,(0,t), z(1,t)=0em (0, T),

y(x,0) =y°(x), y'(x,0) =y'(x) em Q,

z(x,0) =2°%(x), z'(x,0) =z}(x) em Q.

yx, T) =0, y'(x,T)=0em (0,1),
z(x,T) =0, z/(x,T) =0em (0,1).
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