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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo dos resultados de boa colocacao local para equacao
de Benjamin-Ono generalizada (GBO) 9,u+ Hd2u+u*0,u =0, com k > 2, nos espagos
de Sobolev H¥(R) paras > 1/2sek >5,s >1/2sek =2,4es > 3/4 se k =3. Aqui,
estudamos os resultados de boa colocacgao local existentes com dados iniciais arbitrarios.
O principal objetivo é estabelecer esses resultados nos espacos de Sobolev H'/2(R), o
qual serd alcancado somente para k > 5. O método consiste em primeiramente fazer
uma mudanca de variavel w chamada transformada gauge sobre uma solugao suave u
da (GBO) e obter uma nova equagdo para w, com isto, podemos obter estimativas no
espaco de resolugao com poténcias positivas do tempo T > 0 em frente de todas as normas
que aparecerem resultantes da parte nao linear da equagao na forma integral, tornando
possivel a obtencao da boa colocagao local sem necessidade de restricao sobre a norma do
dado inicial. De posse das devidas estimativas, regulariza-se o dado inicial e passa-se ao

limite sobre solugoes suaves para a (GBO).



Abstract

This work is focused on the study of the local well-posedness for the generalized Benjamin-
Ono equation (GBO) dyu+Ho2u+urd,u = 0 with k > 2 into the Sobolev spaces H* (R)
fors >1/2ifk>5,s>1/2if k=2,4and s > 3/4 if k = 3. Here we study the existing
local well-posedness results in the case of arbitrary large initial data. The main purpose
is to establish these results in Sobolev spaces H/2(R), which will be achieved only for
k > 5. The method is initialized by making a change of variable w call transformed
gauge on a smooth solution u of (GBO) and then getting an equation for w that will be
used to estimate the resolution space with positive powers of time T > 0 in front of all
norms that appear due to the non-linear part of the equation in Duhamel form (integral
form) making it possible to obtain good local placement with no constraint required on
the norm of the initial data. Having the needed estimations, the initial data is regularized

and limited over smooth solutions for (GBO).
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo dos resultados de boa colocagao local para o problema

de Cauchy associado & equagao de Benjamin-Ono generalizada (GBO):

du+ HZu+uko,u=0,(t,x) eERxR )

u(0,x) = uo(x),

onde u = u(x,t) é uma funcao real, k > 2 é um nimero natural e H é a transformada de

Hilbert definida via transformada de Fourier por

+o00 N

(Hf)(x) = —iJ e™Esgn(&)f(&)dE. (1.2)
—o0

Nosso trabalho tem como base o artigo [13] de L. Molinet e F. Ribaud.

A equacgao de Benjamin-Ono (no caso k = 1) surge como um modelo para propagacao
de ondas de gravidade internas longas em fluidos estratificados (interface de dois fluidos),
sendo um de profundidade ”infinita” (veja [2]), que tem sido estudado em uma grande
quantidade de trabalhos. Quando k > 2, (1.1) é um sistema Hamiltoniano de dimensao
infinita (para k = 1, é completamente integravel formalmente) e possui as seguintes
quantidades invariantes:

I(u) = J+Oo u(t, x)dx,

—00

M(u) = J+OO u?(t, x)dx, (1.3)

1
(k+ 1)(k+2)

400 1
e Elw = | (Goutors

—00

u(t,x)k”) dx (energia).

Um dos desafios sobre esta familia de equacoes é provavelmente estabelecer o resultado

de boa colocacdo no espaco energia H/2(R).

1



Capitulo 1. Introducao 2

Uma importante caracteristica da equacao GBO é a seguinte invariancia por escala

(scaling): se u(x,t) é uma solugao do PVI (1.1) em [T, T], entao
un(x,t) = Acu(Ax, A2t), A >0, (1.4)

também é solucao em [—A*T,A%T] do PVI (1.1) com dado inicial ux(x,0) = Ak (Ax).
Além disso,

ua (e, 0)llygs = AR 2l 0) e (1.5)

De fato, primeiro observemos que

o0

Tr(E,0) = A¥ J e iy (Ax)dx = A® J e’i"%uo(x)dX

L = AT (E/).

=

—00 —00

Portanto, chamando de 1 = &/A, temos:

Iua, 0)|%,, = AE-2 J £ i (£/M)2dE

=N P (n)PAdn
S I R

e isso prova a validade da identidade (1.5). Tal identidade implica que a derivada de
ordem mais alta que deixa a norma de H¥(R) invariante é s = s, = 1/2 — 1/k. Portanto,
a norma H*(R) é invariante pelo fluxo u — u, se, e somente se, s = s, = 1/2 —1/k, e
por causa disso, podemos esperar boa colocagao em H*, s > sy, para o PVI (1.1).

Nesta dissertacao, vamos usar o método desenvolvido por L. Molinet e F. Ribaud
([13]) que melhorou consideravelmente os resultados locais da boa colocagao existentes
até entao, no caso de dados iniciais arbitrarios.

Antes do trabalho de Molinet e Ribaud [13], conhecia-se a boa colagdo em H*(R), s >
3/2 (veja [1],[8],[11]) e em 2002, Kenig e Koenig [9] mostraram a boa colocacio em H!(R)
se k = 2. Mas tudo indica que o método de Kenig e Koenig nao se aplica no caso s < 1
devido a pouca regularidade dos efeitos suavizantes associados ao problema linear.

Um pouco antes do trabalho [13], Molinet e Ribaud em [14], provaram a boa colocagao
local no caso de dados iniciais pequenos (restri¢ao sobre o tamanho do dado inicial) em

H*(R) quando:
s>1/2 se k=2,
s >3/2 se k=3,

s >s, se k>4
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e boa colocacao global quando

s>1/2 se k=3,

s> S, se k>4,

onde s, = 1/2—1/k é o indice critico de escala (scaling). Vale ressaltar que tais resultados
sao quase sharp para k # 3. As principais ferramentas empregadas em [14] foram o
teorema do ponto fixo para contracoes, junto com novos efeitos regularizates e estimativas
para a fungao maximal em LP localizadas, p > 2, obtidos a partir de um argumento de
Christ e Kiselev (veja Lema 2 em [14]).

Como mencionado acima, o objetivo ¢é atingir o espaco de energia H!/2(R). Isto ser
alcancado para k > 5. Mais precisamente, é provado que a (GBO) é localmente bem

posta em H*(R) quando

1

s>§ se k=24,
3

s> se k =3, (1.6)
1

525 se k> 5.

Além disso, mostra-se que em todos estes casos, num forte contraste com o caso k =1, a
aplicagao dado inicial - fluxo é localmente Lipschitz.

S6 em 2009, S. Vento (veja [17]) conseguiu melhorar alguns dos resultados obtidos por
Molinet e Ribaud em [13]. Mais precisamente, em [17] é provado a boa colocacao local
para a (GBO) em H®<(R), sy, = 1/2 — 1/k, quando k > 4 apenas com ligeiros ajustes na
técnica de Molinet e Ribaud; por esse motivo fomos levados a priorizar o estudo do artigo
[13] em detrimento de [17]. No caso k = 3, é obtida a boa coloca¢ao em H¥(R),s > 1/3.

Enunciamos abaixo nosso principal resultado. Informamos que a definicao dos espacos

de resolucao X% encontra-se na Secao 4.1, local onde o teorema ¢ provado.

Teorema 1. Para qualquer uy € H3(R) com (1.6), existem T = Tﬁ(HuOHHs) > 0 com

T (x) /oo quando oo N\, 0, e uma unica solugio w da (GBO) satisfazendo
ue C([0, T H (R)) N X (1.7)

Além disso, para a classe de s acima definidos, a aplicagcao dado inicial - fluzo € Lipschitz

em cada conjunto limitado de H®(R).
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Para estabelecer o resultado acima, inspirados no trabalho de T. Tao [16], Molinet e
Ribaud introduzem uma transformada Gauge w de u, onde u é uma solugao suave da
(GBO) e obtém uma equagao dispersiva para w. Usando estimativas dispersivas, eles
obtém um tempo positivo T em frente de cada norma oriunda da parte nao linear da
equagao integral ao estimar w no espaco de resolu¢ao. Em seguida, reescrevendo (GBO)
com a ajuda de w, obtém-se a estimativa desejada na solu¢ao de u (com poténcias de T
acompanhando todas as normas). Os resultados seguem depois regularizando os dados
iniciais e passando para o limite de solugoes suaves para a (GBO). Mais precisamente, ao

fazer a estimativa para a equacao

u(t) = V(t)uy + Jt V(t —t")(u0u)(t")dt’
0

no espago de resolugao X¥, chega-se desigualdade do tipo

(B llxs < Iuollns + [[wllfxpsllOxulliers + T ulXs

e o termo [[uf/pire [[0xul|Ler2 obriga a tomar |lug|[ns < 8, ou seja, [[ugl/ns com restrigao
de tamanho. Para retirar a restricao sobre o tamanho da norma do dado inicial, Molinet
e Ribaud, seguindo T. Tao [16], tiveram éxito fazendo a mudanga de varidvel dependente
w = P, (e*fu) descrita com detalhes na Secao 4.3 deste trabalho.

O trabalho esta distribuido da seguinte forma:

No capitulo 1 introduzimos o problema (1.1) e apresentamos o nosso principal resul-
tado, tendo como base o artigo [13] de L Molinet e F. Ribaud. No capitulo 2 apresentamos
os assuntos que sao pré-requisitos para leitura e compreensao deste trabalho. No capitulo
3 listamos as estimativas de efeito regularizante e para a funcao maximal associados ao
fluxo da equacao de Benjamin-Ono linear. No capitulo 4, o qual esta dividido em seis

segoes, apresentamos a demonstracao do teorema principal.
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Notacao:

Dada f: R — C, R(f) representa a parte real, e, Im(f) a imaginéria de f.
[P(R) ={f : R — C mensurével tal que ||f||;» = (fR [f|P dx) A 00}
S(R) representa o espaco de Schwartz em R.

S’(R) é o espaco das distribuicoes temperadas em R.

Para 1 < p, q < oo definimos o espaco de Banach:

LPLY ={f: R x [0, T] = C mensurével : [fllLera < oo}, onde

[fllLpre = <J+OO (LT I(x, t)lth)%dx)‘l’.

o]

Seja (X, Zx, u) um espaco de medida. Dada f : X — C mensuravel, denotamos por
E} ={x € X: [f(x)| > AL

v
J5() = ((1 + !E!Q)S/Q-j representara o potencial de Bessel de ordem —s.
Ds(-) = (|&°7)Y denota o potencial de Riesz de ordem —s.

(f,g) = J f(x)g(x)dx é o produto interno de L2.
R

<f,g>= ReJ f(x)g(x)dx é o produto interno real de L2
R
[A,B] = AB — BA ¢ o comutador dos operadores A e B.

H*(R) é o espaco de Sobolev de ordem s em R. E, H*(R) = ﬂ HS.
seR

0% Q%n
0%f(x) = W'”ax—““f(x)’ onde o= (&1,...,00n) € N"e || = o1 + ... + xtn.
1 n



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo abordaremos as defini¢oes bésicas e os resultados que serao utilizados para

a obtencao do resultado principal.

2.1 Teoria Basica de Distribuicoes

O nosso principal interesse nesta secao é expor parte da teoria de distribuigoes essencial
para o estudo dos espacos de Sobolev e de equagoes diferenciais parciais. O contetido aqui
exposto foi quase que totalmente extraido da referéncia [5].

Seja O C R™ um aberto e seja
C%(Q) ={p/ ¢ :Q — R(ou C) com supp(¢) compacto e ¢ € C'(Q)},
com j € N.

Defini¢ao 1. Denotaremos por D(Q) o espago CF(Q) munido da topologia induzida pela

familia de seminormas

Pk« = sup{ [(0%@)(x)|, @ € D(Q), onde K C Q ¢é compacto e & € um multi-indice}.
x€eK

Esta topologia induz a seguinte no¢ao de convergéncia em D(Q):

Definigao 2. Sejam (@j)jen uma sequéncia em CF(Q) e @ € D(Q). Dizemos que @; —
@ no sentido do espago D(Q) quando: 1. Existe K C Q compacto tal que supp(@;) C

K,Vj € N. 2. 0%¢@; = 0%@, (uniformemente) para todo multi-indice x = (1, ..., Xn).

Com isso definimos distribuigoes:
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Definicao 3. Chamamos de distribuicao em Q a qualquer funcional linear continuo F :
D(Q) — C(ou R). O dual de D(Q), denotado por D'(Q) €é chamado de espaco de
(Schwartz) distribuigoes.

D'(Q) ={F:D(Q) — C F € linear e continuo}.
Para cada (o, B) € (Z")?™ denotamos a semi-norma [/l («.p) definida por
1l (e 0y = [[x*0% ][ -

Definicao 4. Denotamos por S(R™) o espaco das fungcoes C® que se anulam no infinito,
1sto €,
8(R™) ={@ € C®(R™); [|@ll(0p) < 00 Vo, B € (Z7)*"}.

Portanto temos que CF(R™) C §(R™). A topologia em §(R™) é dada pela familia de

semi-normas ||-[| (o5 (&, B) € (Z*)*™.

Definig¢ao 5. Seja (@;) C 8(R™). Entao @; — 0 quando j — oo, e para cada (o, B) €
(ZT)?™ temos que

[@ll(ap) — 0 quando j — oco.
Teorema 2. O espaco de Schwartz satisfaz as sequintes propriedades:

1. Dada @ € 8, P(x)p € 8 e P(0)@ € 8, para qualquer polinomio P(x), ou seja, S €
estavel em relacao a multiplicacao por polinomios e a diferenciacao. Em particular,

dados quaisquer polinomios P(x), Q(x) e qualquer @ € 8, temos que P(x)Q(0)¢ € 8.
2. D(R™) < 8 e € denso em 8.
3. 8§ = LP e € denso em LP, V1 < p < 0.
4. Dadas @, €8, o x\ €8, ou seja, o produto de convolugao e uma operacao em S.
Demonstragao. Ver [5]. O
Definigao 6. Dizemos que ¥ : S(R™) — C define uma distribugdo temperada se

1. V¥V € linear.

2. W € continua, isto é, se @; — 0 quando j — oo implicar que a sequéncia ¥Y(@;) — 0

quando j — oo.

Denotaremos tal espaco como S’'(C) ou S’(R).
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2.2 A transformada de Fourier e suas propriedades
basicas

Definicao 7. Dada uma funcdao f € LY(R), a transformada de Fourier de f, denotada por
F(f) ou 1?, ¢ definida pela formula

~ 1

T(N(E) =T&) = Gim JRf(x)e—“?de, £eR. (2.1)

A mesma definicao vale para a transformada de Fourier para f € S(R). A maior
vantagem de § em relacdo a [! é a facilidade de trabalhar nele devido a regularidade de

suas fungoes, o que nos permite demonstrar por exemplo as propriedades a seguir:
Teorema 3. Seja @ € S e seja x = (41, Ka, ..., %) € N™ um multi-indice. Entao

1. (0%@)N(&) = (18)*p(&);

2. ((—1-)%@(-)NE) = 0%0(&);

3. @ €8, ou seja, F:8 — 8.
Demonstragao. Ver [5] ou [7]. O

Agora iremos primeiramente estender a transformada de Fourier como funcao para
L2(R™) e entao usar o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin para provar que F também

~

pode ser definida para fungoes de LP, 1 < p < 2. Vamos provar que quando 1 <p < 2, f

¢ uma funcao.

Usaremos o fato de 8§ ser um subconjunto denso de L' e L? para provar que se f € L2,

entdo f é uma funcao.
Teorema 4 (Teorema de Plancherel). : Se f € L2, entio f € L2 ¢
2 = [l
Em outras palavras, F é um operador unitdrio (uma isometria) em L2.
Demonstragao. Ver [3] ou [5]. O

Para caracterizar a transformada de Fourier em LP,1 < p < 2, vamos utilizar o

seguinte teorema:
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Teorema 5 (Riesz-Thorin). Sejam (X, Zx, ) e (Y, Zy,V) espacos de medida e po, p1,

do, q1 € [1,00] (com v o-finita se qo = 1 = 00). Dado 0 < t < 1, sejam py e qy tais que

P_t Po pi’ I do E
Se T:LPo(u) + LPi(pn) — L9o(v) + L9 (v) é um operador linear tal que,

11—t ot 11—t t
= =—+4

ITf[ao < Mo|[flliro, para feLP(n) e [[TfllLar < Muflfl[r, para e L7 (u),

entao

[ Tfl|ae < Mg "MY|[f[liee, VFELPH (W) e 0<t<;

ou seja, designando por My a norma de T : LPt — L9t temos: My < M§ "Mt
Demonstragao. Ver o Teorema 6.27 de [4]. O

Definicao 8. Seja (X, Xx, 1) um espaco de medida. Dada f: X — C mensuravel, defini-

mos sua fun¢ao distribuicdo (associada a p) myg: (0,00) — [0, 00) por
me(A) = p(fx € X:[f(x)] > A}) = p(E}).

Definicao 9. Sejam (X, Zx,u), (Y,Zy,Vv) espacos de medida e M(Y,Zy) ={f : Y —
C,f € mensurdvel }. Dado T : LP(X, Zx, 1) — M(Y,Zy)(1 < p < o0) um operador

sublinear, isto €,
IT(f+ gl <ITfl+[Tg| e [T(cf)| =lcl[Tf], Vf,geLP(n) e ceC
dizemos que:

1. T € de tipo forte (p,q), onde 1 < q < o0, quando T : LP(u) — L9(v) estd bem
definido e € limitado, ou seja, existe ¢ = c(p,q) > 0 tal que, ||Tf||q < c||f|lp,Vf €
LP ().

2. T € de tipo fraco (p,q), onde 1 < q < oo, quando existe ¢ > 0 tal que, para cada
A >0,

N2 iR
vE}) < (S52)7, e Ln(w).

3. T é de tipo fraco (p,o0) quando, e somente quando, T € forte (p,c0).

Como a transformada de Fourier é um operador de tipo forte (1,00) e (2,2) respecti-

vamente, o teorema de Riesz-Thorim nos permite estabelecer o seguinte resultado:
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Teorema 6 (Desigualdade de Hausdorff-Young). : Se f € LP, 1 < p < 2, entdo fe L9,
1, 1
com + P le

[flla < [If]lee-

Demonstracao. Como F é forte (1,00) e (2,2), segue do teorema de Riesz-Thorim que F

é forte (p,q),com%z—(liﬂ +i=1—5 e %z%—l—%:%:l—%.
Portanto, ||f[[ra < [|]/ie- O

Estamos prontos para definir a transformada de Fourier de uma distribuicao tempe-
rada. Sabemos que se f € L!, entao fel®ed continua, portanto, fe S’/(R™), isto é,

define uma distribuicao temperada, pois @ € S(R™), V ¢ € S(R™) e

Jﬂa)cp(a)da _ J f)P(x)dx, V@ € SRY). (2.2)

Isso nos permite fazer a seguinte definicao:

Definigao 10. : Dada F € S'(R™), definimos sua transformada de Fourier por

A~

(F, @) =F(o) = (F, ) = F(¢), ¥ ¢ € S(R™). (2.3)

Observe que, se f € L!(R™), entdo ambas as definicoes de f coincidem. Portanto, a
Defini¢ao 10 é consistente com a teoria de transformada de Fourier para fungoes de 8.

Assim como em §(R™), vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em

8'(R™):

Teorema 7. : F : 8'(R™) — 8'(R™) é um isomorfismo e tanto F como F~' sdo

continuas.
Demonstragio. Ver em [5]. O
Teorema 8. : F:S'(R") — S’(R™) satisfaz as sequintes propriedades:

1. (3%F)NE) = (iE)F(&).

2. ((—1x)*F)N(E) = 9LF(&).

3. (ThF)NE) = e™MEF(E).

4. (e*MF)N(E) = thF(£), onde Tnf < (x) = f(x — h).

Demonstragao. Ver em [5]. O
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Definicao 11. A fun¢ao valor principal de %, denotada porv.p % ¢ definida pela expressao

1 @(x)
. — lim dx, V@ € S(R).
vp (o) QOLW Hax voes®)

Observe que

1
vp —(¢) = lim (J 0 (x) dx+J o) dx)
X €20 " Jecxl<1 X 1<|x| X
(&
L o(0
J :J @0 4y +J Ld — (0) lnlxl‘ +1n )
e<|x|<1 €
=@(0)(Inle/]—In1—1Inle|+1In1) =0,
dai,
1 — (0
vp — (@) = limJ de—f— limJ xcpgx) dx.
X el0 Je<ix|<1 X €20 jx>1 X
1 . [o(x) — (0] J*“’ xe(x)]
— |v.p — |<hmJ —————dx+2 dx
P X((p) el e<|x|<1 |X_O| 1 x?
> 1
<tim | swple/(olax + 2l | Sax
€d0 Je<|x|<1

<2ll@ [ 4+ 2||x@ |1 < 00, ¥V @ € S(R).

Assim, v.p %((p) estd bem definida e v.p % € 8'(Q), onde QO C R™ é um aberto.

—

Exemplo 1. Calculemos v.p %

Dado ¢ € §(R™),

L $(x)
P (@) =vp ~(§) =1
vp (o) =vp (@) el?o‘L<|x|< g

1 .
J (J P(yle ™¥dy)dx
€<|x|<1 X JRr

ey
zhmJ ol )(J dx)d
el0 Jr k e<|x|<i X J

e Xy
— | o )(limJ dx) dy.
JR Y 0 Jecx|<l X k

Agora,

—ixy 2 +oo 9
limJ ¢ dx:limJ de—QiJ sen(2mxy) 4.
€0 Je<|x|< x €0 Je<|x|< X —00 X

+°° sen(x)

= —2i sgn(y) J dx = —im sgn(y).

0 X

Com as ferramentas ja estabelecidas, podemos provar o seguinte resultado:

(2.4)

(2.5)
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Teorema 9. : Se F € 8'(R"), entdo
Frtp = Fi, (2.6)
onde Fp € 8'(R™) ¢ definido como
(Fb, @) = (F. o), ¥ ¢ € S(R™),
isto ¢, Fb(¢) = F(be).

Demonstracao. Pelas proposigoes anteriores e usando o fato de que P =1, segue que

)
*
<
I
Bl
5
£

(Fx, @) = (Fx, @) = (F, @ ) = (F,

e isto prova o teorema. O

2.3 A transformada de Hilbert e suas propriedades

Com a defini¢ao (1.2) acima, temos as seguintes propriedades para a transformada de

Hilbert:

Proposicao 1. : Dada f € 8§(R), J/-C\f(é) = —isgn(&)f(E).

Demonstragio. Como v.p. = € 8'(R), ev.p. 1(&) = im sgn(&), segue do Teorema 9 que

—_—

HE(E) = 2v.p. Lx f(£) = Lvp. L(8)F(E) = —i sgn(&)F(E). 0

X

Observe que Hf : R — C(ou seja, Hf estd definida em toda a reta). Lembremo-nos
que Hf é uma fungdo C* de crescimento polinomial, se f € $(R).
A proposicao 1 e a densidade de §(R) em L2 nos permite definir a transformada de

Hilbert de funcoes de L? como uma isometria:
Teorema 10. : Dadas f, g € L*(R), valem:
1 1|6z = [[f])ce-
2. H(Hf) = —f.

3. Jingdx = —Jfﬂ{gdx.



Capitulo 2. Nocoes Preliminares 13

Demonstragao. 1. Dada f € L2, segue da Proposicao 1 e do teorema de Plancherel que
IH Sz = 1F Sl = [fllz = [[fllee.
2. Como H : [2 — L[? é unitério, segue da férmula da inversa de Fourier que

H(HF) = (HH(F)Y = (—i sgn(E)FF(E))Y

~

= ((—1)*(sgn(&))*f(£))"

3. Segue da Identidade de Parseval que, dadas f,g € L?(R),

-~  —_—

J}Cfgdx _ J TCgdE — —Jisgn(a)f(a)a(

JdE
- —jia(—isgn(a)@(a))da _ j fle)Teg(£)de,

= —Jfﬂ-(gdx.

Definicao 12. Definimos os operadores P, P_ como

1

P, = 5(1 + i),
1

P_= 5(1 — %),

P, ,P_ sao conhecidos como operadores de projecao.

A Definicao 12 para o operador projecao ¢é equivalente a seguinte:

~ o~

Pof = (X400 (E)F(E))Y € P_f=(X[(—oo0(E)F(E))Y.

As principais propriedades do operador Projecao sao descritas na proposicao abaixo:

Proposicao 2. Sejam P, ,P_ os operadores de projecao dados pela Definicao 12, entao

P, +P_=1, (2.7)
P, —P_ =ik, (2.8)
iP, = —HP,, (2.9)
iP_ = HP_. (2.10)

Demonstragao. Segue imediatamente da Definicao 12. O]
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2.4 Fatos Basicos

Na sequéncia, C denota uma constante positiva que pode ser diferente em dados mo-
”, + 7 2

mentos. Para um nudmero real a, denotamos por a® qualquer nimero real b > a "su-
ficientemente perto”’de a. Quando escrevermos x ~ y (para x e y, dois nimeros reais
nao negativos), queremos dizer que existem C; e Cq, duas constantes positivas (que nao
dependem de x e y) tais que C;x < y < Cyx. Quando escrevermos x <y (para x e y,
dois nimeros reais nao negativos), queremos dizer que existe C; uma constante positiva
(que nao depende de x e y) tal que x < Cyy.

Usaremos os espago-tempo de Lebesgues como os espagos LIL{ e L{LL, respectivamente,

dotados das normas
IF(t, ) e = IHIFC, x)llLaller,
IF(t, ) [Lary = [HIF(E el

Precisaremos de versoes de tempo locais desses espagos, que denotamos por LLL{ e LILY

(2.11)

e sao, respectivamente, dotados das normas

E(t, %) lerra = IIFC, X ea =1, )l m),
T (2.12)
10t eare = IHIFCE llerlfea —r,m).-
Quando q =T, usamos as notagoes Ly, = L{L} e L}, = L7L}.

Utilizaremos a decomposicao Littlewood-Paley. Na sequéncia, denotamos por Qy e

Py os operadores, respectivamente, definidos por
Qu(f) =F ' M27O)F(), Pulf) =F 1 (p(27E)F(&)), (2.13)

onde 1 é uma fungao nao-negativa suave com suporte em {§, 1/2 < [§] < 2} tal que

Y Tem(27%E) =1 para £ #0eem que p(&) =Y ;. 4n(279E).
Seguindo a notagao padrao, D e J$, denotam os operadores com o simbolo |&|* e

(1 + |E|?)%/2, respectivamente.
Definicao 13. Uma familia de operadores T, € dita ser admissivel se a aplica¢ao
z— J (T,.f)g dv
Y

¢ analitica no interior de uma faixa S, continua em S e existe uma constante a < 7 tal
que

e Yl og ” (T.f)g dv‘
Y

¢ limitada superiormente em S.
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Teorema 11. (Stein) Seja T,, z € S,uma familia admissivel de operadores satisfazendo

Ty fllge < Mo(Wlifllp, € lTiviyfllq, < Ma(y)llflly,

para todas as fungoes simples f  em L'(X,A,pn), onde 1 < pj,q; < oo, Mj(y),j =

0,1, sao independentes de f e satisfazem

sup  e®VY'log M;(y) < oo

—oo<Yy<oo

para algum b < 1. Entao, se 0 <t < 1, existe uma constante My tal que
I Tefllq, < Mellfllp,
para toda funcao simples com

L_(-p ot L_(-y ot

Pe Po P 4 D @
Demonstragao. Ver [12]. O

Lema 1. Seja T um operador linear definido no espago tempo das funcoes f(x,t):

Tf(t) = rm K(t,t")f(t")dt’,

tal que
Ttllpion S Clllgay oo
onde
min(py, q1) > max(pz, qz).
Entao .
| L KL tf()ar]| ,, o, < Clllgey s
Demonstragao. Ver o Lema 2 de [14]. O

Lema 2. Seja T um operador linear definido no espaco de tempo das fungoes f(x,t):

Tf(t) = E K(t,t")f(t)dt’,

onde K : §(R?) — C(R3) e tal que

ITflierigs, S Ml
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com
P2, (2 < +o00.
Entao .
| L K t)fe)ee |, o Ol
Demonstragao. Ver o Lema 3 de [14]. O

Lema 3. (Desigualdade de Bernstein) Seja f € 8'(R), tal que supp fc B(0,A). Seja
P € Ry U{+oo} com 1 < p e suponhamos que f € LP. FEntdo existe uma constante

C = C(n) tal que temos as sequintes desiqualdades:
(1) Para todo q > p,f € LP e

[fllca < CA™M/P=H/aif]) . (2.14)

(2) Para todo multi-indice o« = (&, ...., &n) € 0%f € LP

[0%f][e < C¥AIfILp. (2.15)

(3) Se f tem suporte fora da origem, i.e, supp fCR™— B(0,A/2), entao

C1*Al|flle < sup [|0%f|[re < CIAIIf] 5. (2.16)

o=

Demonstragao. Ver o Lema 1 de [15]. O

Passamos agora a listar as regras de Leibniz para derivadas fraciondrias em LPL{ que

iremos usar.
Lema 4. Sex>0,3>0el<p,q< oo entao
|]D$P+(fP_DEg)HL§L$ S ||Dzlf||L51L$1 |’DZ29HL52L$%

onde 1 <Ppi,qi1,p2,q2 <00, 1/p1+1/p2=1/p, 1/qi+1/q2=1/qevi 2> &, yi+V2 =
x4+ 3.

Demonstragao. Ver o Apéndice A.2.1, de [13]. ]
Lema 5. Sejam 0 < x <1 el <p,q < oo; entdo
IDZ (€™ 9lleers < Iullfpr o lgllipzres + 1TE9llers, (2.17)

onde 1 < Pi, gi < 090, k/p1 + 1/]92 = 1/p,k/q1 + 1/q2 = 1/q
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Demonstragao. Ver o Apéndice A.2.2 de [13]. O

Lema 6. Se x>0 e 1 <p,q < oo, entao
IDX(FPery S Mz IDXGllizarge + gl e a DTl 22y 2

onde 1 < Pp1,P2, g2, P1,P2, g2 <00, 1 < 1,41 <00, I/p1+1/pa=1/p1+1/pa=1/p e
1/q1+1/q2=1/q1+1/q2 = 1/q.

Além disso, os casos (p1,q1) = (00,00) e (P1,q1) = (00, 00) sdo permitidos.
Demonstragao. Ver a referéncia [13], Apéndice A.2.3. O
Lema 7. Se0<a<1,0<PB<l—axel<p,q< oo, entao

IDE(ID%, 1) 713 S lgllcrsos: DS # ] oy,

onde 1 < P1,d1,P2, ]2 < 00, 1/]31 + 1/p2 = 1/]9 e 1/q1 + 1/q2 = 1/C|

Além disso, se 3 > 0 entdo q; = oo € permitido.
Demonstracao. Ver a referéncia [13], Apéndice A.2.4. O
Lema 8. Se0<ax<1lel<p,q<oo entao
IDSEOers S IF(F)lliprpan DI pz e,

onde 1 <p1,p2,qa <00, 1<qr <00, I/p1+1/po=1/pel/q1+1/q2=1/q.
Demonstragao. Ver a referéncia [10], Teorema A.6. O
Lema 9. Se0<a<1el<p,q<oo entao

IDSG(f, ) z1s S IIDY Fllipr o DY gl pep e,

onde 0 < v, Y2 <1, vitve=a+1, 1 <p1,q1,p2,q2 <00, I/p1+1/p2 =1/p e
1/q1+1/q2 =1/q.

Demonstragao. Ver o Apéndice A.2.5 de [13]. O

Teorema 12. Seja o € (0,1), a4y, o € [0, &] com & = o3 +0ta. Sejapi, pe, qi,q2 € (1,00)
coml=1/p1+1/p2 el/2=1/q1+1/qs. Entao,

|IDg(fg) —fDYg — gszHL}(L% S CHDglf“L;’lL?l ||D$29”L‘X’2L$2- (2.18)

Demonstragao. Ver o Teorema A.13 de [10]. O
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2.5 Os espacos de Sobolev H’(R)

Nesta secao iremos fazer uma breve introducao dos espacos de Sobolev classicos H*(R).
Espacos de Sobolev H*(R) medem a diferenciabilidade de funcoes em L? e sao ferramentas

fundamentais no estudo de equacoes diferenciais parciais de tipo dipersivas.

Definicao 14. Seja s € R, definimos o espago de Sobolev de ordem s, denotado por
H*(R), como

HY(R) = {f € S'(R) : J*f(8) = (1 + [E)*/*(€) € L*(R)}, (2.19)
com a norma || . ||us definida como
[£llres = 117>l 2. (2.20)
Proposicao 3. Da definicao de espacos de Sobolev deduzimos as sequintes propriedades:
1. Se 0 <s <s’, entdao H¥'(R) C H3(R).

2. H*(R) € um espacgo de Hilbert com respeito ao produto interno ( <, >ps ) definido

como seque:
Se f,g € H*(R), entdo < f, g >HSZJ J2f(&)Jsg(&)dE.
R

Vemos que, via transformada de Fourier, HS(R) = L2(R, (1 + |&*)*d§&).
3. Para todo s € R, o espaco de Schwartz, S(R), € denso em H®(R).
4. Sesy <s< s, coms=0s;+(1—0)sy, 0<0 <1, entao

il < I gy [l

Demonstracao. Ver a Proposigao 3.6 de [12]. O

Para compreendermos a relacdo entre os espacos H*(R) e a diferenciabilidade das

funcoes em L?(R), definimos:

Definigao 15. Uma funcdo f € diferencidvel em L2(R™) com respeito a k-ésima varidvel
se existir g € L*(R) tal que
J ‘f(x + hey) — f(x)
R

T —g(x)‘2dx—>0 quando h — 0,

onde ey tem a k-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a zero.
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Com esta definicao podemos dar uma descricao de H*(R) sem usarmos a transformada

de Fourier, sempre que k € Z*.

Teorema 13. Se k é um inteiro positivo, entdo H*(R) coincide com o espaco das funcoes
f € L*(R) cujas derivadas (no sentido das distribui¢oes) 0%f pertencem a L*(R) para cada
x € Z" com | <Kk.

Neste caso as normas |||l e Z 01|l 2 sdo equivalentes.
[ <k

Demonstragao. Ver o Teorema 3.10 de [12]. O

Lema 10. Seja f € H¥(R), s > 0 com norma

iihe = ([ 0+ epRERas)

Entao temos que

[£lls 2= Il + [[DE e (2.21)
Demonstragao. Primeiramente temos que
L+[EPs = (1) + (JEP)° < (T+[EP)° + (1 +1E7)° = 2(1 + [E*)°. (2.22)

Agora, temos

r

e = (] 1+ ep)ife)Ra)”
| arprerae) - (| aeierferae)”

[E]>1

N
—

Jigl<a

r

<(] _eras) + (] 2eeras)’

< 22(|Iflz + D32 ). (2.23)
De (2.22), segue que

1/2
Ifllce + DAl < 2(1iff= + ID3FIE-)

—3( | 1+ lePfterar)

N 1/2
<2([ 2nvieprferae)” =2 229
R
De (2.23) e (2.24), segue (2.21). O

Apresentaremos agora os teoremas de imersao de Sobolev e a importante propriedade

de algebra de Banach para H® com s suficientemente grande.
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Teorema 14. Se s > 1/2+k, entao H*(R) € continuamente imerso em CX (R) o espaco
das fungoes com k derivadas continuas e que se anulam no infinito. Em outras palavras,
se f € H¥(R), entdo a menos de uma possivel modificagcdo de f a um conjunto de medida
nula, f € CX(R) e

fllcx < Callflye. (2.25)

Demonstragao. Ver o Teorema 3.11 de [12]. O

Teorema 15. Se 0 < s < 1/2, entao H*(R) € continuamente imerso em LP(R) com

s = % — é. Além disso, para f € H*(R),

Ifllee < CosliD*fll2 < Clfflle, (2.26)
onde D3f = (|E|sl/‘\)v.
Demonstragao. Ver o Teorema 3.13 de [12]. O

Teorema 16. Se s > 1/2, entdo H*(R) € uma dlgebra com respeito ao produto de fungoes.

Ou seja, se f,g € H¥(R), entdo fg € H*(R) com
Ifgllns < Csllfllmsliglhs . (2.27)

Demonstracao. Ver o Teorema 3.14 de [12]. O

Finalizamos essa secao apresentando a seguinte importante propriedade da transfor-

mada de Hilbert em H*(R) :
Proposigao 4. H ¢ operador unitdrio em H*(R), ou seja,
IFHflls = [l (2.28)

Demonstracao. De fato,

FCElls = [1(1 + 1E12) 5/ 2isgn(E) T2 = (1 + [&[2)5/2F]|r2 = |[fll1s. 0



Capitulo 3

Estimativas Associadas ao Fluxo da

Equacao de Benjamin-Ono Linear

Nosso objetivo é obter algumas estimativas nos espagos LPL{ e L{LP para derivadas

fracionarias dos operadores lineares V e R, respectivamente, definidos por

. (3.1)
R(g) = | Vie—t)glt)ar
0
Considere o problema de valor inicial com f(x,t) =0 :
diu+ HZ2u=0
‘ (3.2)
u(x,0) = ug(x).

Aplicando sobre (3.2) a transformada de Fourier, obtemos:

9.4l + Ho2u =0
U(&,0) = Uup(&).

Assim,
3.l — isgn(£)E*(E,0) = 0
PHED isgn(e)e?
= (g, t) = (£, 0) * (e TIMEEY)Y
Logo,
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Portanto, u(x, t) é dado por:

u(x,t) = V(tJuo(x)

No caso nao-homogéneo:
deu + Ho2u = f(x, 1)

(3.3)
u(x,0) = up(x).
Aplicando a transformada de Fourier em (3.3), obtemos:
Ol + isgn(&)E20 = f(x, t)
U(E,0) =up(&).
Usando fator integrante, temos
t
et EEIT(E, 1) = TU(E,0) + J elVIEIEF (£ t)dt’. (3.4)
Reorganizando (3.4) e aplicando a transformada inversa, temos que
t
u(x,t) = V(t)up(x) + J V(t —t")f(x,t)dt’
0
= V(t)uo + R(f),
onde
t
R(f) :J V(t—t)f(x,t)dt’.
0
Lema 11. Vo € 8§(R),
IDY2V(©) @llizre S llelle, (3.5)
IVt ellse S IDY ol (3.6)
Além disso, para algum 0 < T < 1,
V(1) Qjellzre S 2j/2||Qj(P||L2, Vi = =2, (3.7)
IV(t)Po@llizie S [IPo@llie, (3.8)

onde Qj; e Py sio dados como em (2.13).
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Demonstra¢ao. Vamos provar apenas (3.5). Para demais itens, consulte as referéncias em

[13].

DY/2V(t)g = (J&]2e 1HE G (£)) Y

= (|2 HEE QL (8))Y + (I 2 HHE QT (8))Y.

E suficiente mostrar (3.5) para @,. Usando a notagao |&|E =1 =

r=E&se £>0

r=—E&%se £<0

como
+o0
DY2V(t)g, = (|g]/2e 1514 (8))Y =J eE|g[1/2e HIEE G (£)dE,

segue que
2

|£|1/2 ix§ —ﬂ&\&t (E.)dE.

—00

+00 +oo
j DY2V(U) g, (x)Pdt =

—00 —00

2

—+00 —+00 /\ d]~
CJ J 1/4 1x\f 1tr(p+(\/;)ﬂ dt
00 0 T /
+00 0 1/4 \/7 dr 2
C ix Toitr _ dt
NG 7 (V)
r+0o —+00 . e dr 2
—C J 1/4 wc\/?e—ltr(er(\/;)W dt
J—00 0 T
r+oo | ptoo ) ) 2
—c| || emen i@ v ar
dn_o_(::) _oo 1 2
:CUO e r(<P+)+(\/T_“)1—/4 dr
r+oo
=C |((P+)+(\/T_")|2ﬁdf
JO
100
=C |((P+(£))+|2d5
= CII(@3)4II7> = Cl@= 72 = o172
Portanto,
IDY2V()@llipr: S ol
Definigao 16. Seja (,p,q) € R x [2,00]%. O terno («,p,q) €
(i) 1-admissivel quando (e, p,q) = (1/2,00,2) ou
l<p< 9< q< 2 n 1 1 1 n 1
X ) X X ) - - . X == -
p = Ao St Sy 2 2

(3.9)



Capitulo 3. Estimativas Associadas ao Fluxo da Equacao de Benjamin-Ono
Linear 24

(i1) 2-admissivel se, e somente se,

1 1 1 3
2<p,g<oo, —+-<=, o=-—+-—1 3.10
1 2 P q (3.10)

Se, além disso, 4 < p < 0o, diremos que (x,p,q) € 2*-admissivel.
Proposicao 5. Seja 0 < T < 1 e seja o terno (x,p, q) sendo fixo.

(i) Se (e, p,q) € 1-admissivel, entdo

IDYV(t)e@llpie S llelliz, Vo € S(R). (3.11)
(ii) Se (e, p,q) € 2-admissivel, entdo

eVt ellies < llolle, Vo € S(R). (3.12)
(iii) Se (o, p,q) € 2*-admissivel, entao

IDXV(©)@lliprs S TV 2 gllz, Vo € S(R). (3.13)

~

Demonstracao. Observe primeiro o caso (1/2,00,2) é coberto pelo Lema 11. Portanto,

podemos supor que p < 00.

(i) Segue-se de [10], para z € C com 0 < Rez < 1, consideramos a familia analitica de
operadores T, : @ — D;Z/A‘D,((l_z)/QV(t)(p. Do Lema 11, para todo y € R e para
toda @ € 8(R),

My @lligerz S ll@llez,
R (3.14)
||T1+iy(P||L§Lg° S llellez.

De fato,

ITyiy@lliare = ||D;3iy/4D;1/4V(t)(P||L§L§°
= ||D;1/4V(t)<PHL;1Lg° = ||V(t)D;1/4(P||L;§Lg°

S IDY'D ol = @l

De modo andlogo, obtemos que ||Tiy(p||L;(.oL% < [lol|rz.
Agora, de acordo com (3.14), para todo 0 < 0 < 1, pelo teorema de interpolagao

analitica de Stein(Teorema 11) tem-se

Mol 10200 S lloll2
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Tlfe(P — D)((G*l)/4D>9(/2v(t)(p _ D)((6972)/8v(t)(p _ D)((Sefl)/llv(t)(p'

Portanto temos

‘|D£3971)/4V(t)(pHLﬁ/(ke)Lf/e < [lellpz.

Usando o teorema de imersao de Sobolev, para todo 0 < a < (1 —0)/4,

||D;“H3671)/4V(t)(P||L£L3 Sllellee,

1_1-0 1_0
p 4 g 2
isso implica entao que
1 1 1
X=-——— =~ e == -
4 p 29
Isto prova a primeira afirmacao, ja que
30—-1 1 2 1
4 p q 2

e0<a<(1—-0)/d= (p<+4o0e2/p+1/q<1/2).
Ver a referéncia [13], Proposicao 2.3, item (ii).
De (i) com (&, p,q) = (0,6,6), temos que

Vel < llelle, (3.15)

que é uma estimativa bem conhecida de Strichartz para V(-). Por outro lado, uma
vez que V(-) é unitério em L?(R), temos pela desigualdade de Holder em relaciao ao
tempo segue que

Vel S T2l 2. (3.16)

De fato,

T +o00 1/2 T i
HV(t)(PHL%X = (L (J'_ ||V(t)(p\|2dx) dt) <sup V() el <JO dt)

= T2l

De (3.15) e (3.16), do teorema de interpolagao de Riesz-Thorin no caso em que
t = 1/4, obtemos
Vel S T%|gll 2. (3.17)
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Consideramos agora a familia de operadores T, : @ — Di/2V(t)(p. De (3.17) e (3.5),

se tem, respectivamente,
IVl = [Tyl < Tl

’|D>l</2v(t)(P”L§°L% = HT1+iy(PHL§°L$ Sllellez.

Entao, pelo teorema de interpolagao de Stein (Teorema 11), para todo 0 < 0 < 1,
HTe(PHLi/u—mthx/(Hel ST @],
isto é,
||DS/2V(t)(p||l_i/(l—9)]_f/(1+9) S T(l_e)/8||(p||L2. (3.18)
Assim, pelo teorema de imersao de Sobolev, para todo 0 < a < (1 —0)/4,

DL 2V () @llips S T ¥lelle, (3.19)

onded<p<oo, 2<q<Kie

1 1—0 1 4
=, =
P 4 q 1+60
isso implica entao que
1 1 1 4
X=-—=—= , 0=—-—1
2. p q q
Isto prova a terceira afirmacao, pois
0 1 3
——ax=—4—-—1,
2 P q

e0<a<(1—-0)/de(p<+ooel/p+1/q<1/2).

Proposigao 6. Seja 0 < T <1 e 2 < p <6 dados. Entao
Vel S TP gll2, Ve € S$(R). (3.20)
Demonstracao. Aplicando o teorema de Riesz-Thorin em
Vel | S llelle,

Vel < T @lle2,
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tem-se

Vel < T2 g2,

onde,
11—t L+ t
p 6 2’
isto é,
6_
t=-—_P
2p
Logo

Vel S TP p]|2.

O
Proposigao 7. Sejam 0 < T <1 e2<p <4 dados. Entao
=PV @llers S llelliz, Yo € S(R). (3.21)
Demonstragao. Ver a referéncia [13], Proposigao 2.5. O]
Proposicao 8. Para todo 0 < T <1 e @ € 8(R), tem-se que
1V ellizs S TVl (3.22)
Demonstragao. Ver a referéncia [13], Proposigao 2.6. O]

Proposicao 9. Sejam (o, %) € R?, (vi,vo) € Ry, e 1 < p1,q1,P2,qe < 00 tais que
para todo @ € §(R),
DIV e|epa ST @]z, (3.23)

DVt @llrperee S T[]l (3.24)

Entao para toda f € S(R) temos,

t
ps | vie—enrwnar] < Tl gy (3.25)
0 LL2 x =T
t
HDgﬁ(xQ L V(t —t/)f(t)dt’ o < TvlngfHLEQLgZ (3.26)

desde que

min(pla ql) > maX(f’Qv EIZ) ou (ql =00 € ﬁZa EIQ < OO))

onde Po € o sao definidos por 1/po =1—1/py e1/qe =1—1/qs.
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Demonstracao. Em particular, como (1/2,00,2) é 1-admissivel, vale
IDY2V(t) @iz < llelle.

Entao (pelo teorema de Hahn-Banach, teorema de Representacao de Riesz, teorema de

Fubini, teorema de Parseval e o fato de V/(-) ser unitario)

t rt
[ps | viorixeiar]| = su ( DQ‘QV(—t)f(x,t’)dt’) glx)dx
0 L2 gli2<t R \Jo
oo
= sup ( DQ‘QV(—t’)f(x,t’)g(x)dx) dt’
lgll 2<11J0 —00
r+oo
= sup ( E|*2e™ 155 F(E, t)g (a)da> dt’
llglli2<11Jo —00
oo
= sup ( f(x,t')D,‘f?V(t')g(x)dX) dt’
lgll 2<11J0 —00
r+oo t
= sup <J f(x,t’)D)??V(t’)g(x)dx) dt’
lgll2<1 |J—o0 0

“+00
< swp || DEVIEgEol (. t)ldr e
0

lglli2<1J—
a1 1
too st a2 t _ a2
< sup J (J IDX2V(t")g(x)|" dt') (J If(x,t’)!qzdt’) dx.
lglli2<1J—00 0 0

Aplicando Holder na ultima desigualdade, obtemos

= sup [[DIEV(t)gllipzpa(Ifll 2 a
12 Hg”ngl x LX LT Lx LT

HD:}2 Lt V(—t)f(x, t')

< -I—v2 Sup ||9||L2||f||Lp2Lq2
llgll 2<1

< Tl 2y 0o

Tomando a norma em L3, segue o resultado.

Agora provaremos (3.26). De (3.23) e (3.24) obtemos

HJ DI V(—t')h(t") Vh € 8(R?). (3.27)

! L2 5 TViHhHLEiL_‘?_iu
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De fato,
r+oo
HJ DEV(—th(t)dt'|| = sup ( D& V/(— )h(x,t’)dt’) o(x)dx
L lell2<1 o0
rT r+oo
= sup < D&V(—t')h (x,t’)(p(x)dx) dt’
Nell2<1 [J— J—o0
r+oo
= sup ( et S IEh(E, 1) (i)di) dt’
Noll2<1 [J=T \J—00
100
= sup ( h(x,t")DZV(—t")e (x)dx) dt’
ol o<t -7 \J oo
T ko :
< sup J ( |h(x,t)q1dt> <J |D§‘1V(t)(p|qidt) dx
Nell2<1J—c0 \J-T =T

<”h”LEiL.‘*}i sup |[[DEtV(t (P”LPLLqI

llell2<1

< TWHhHLEiL?i sup lollr2 < TWHhHLEiLii'

llell 2<1
onde 1/po =1—1/p2e1/q2 =1—-1/qs.
Agora, utilizando o argumento de P. Tomas, para toda f &€ LE%?Q eg e L51L$1 com

HQHLgngl < 1 temos

T

(<J+T D&V (¢ — t)f(t), x)dt/, g(t,x)>

2
LT,X

= +TD"“V( t/)f(t’,x)dt’ +TD§2‘2V(—t)g(t,x)dt dx
R \J-T -T

<[ pevicviwae| || oEveDa

Li

ST e e gl

Isto mostra que

S TR

p2pdz-
~Y
Li’l L_‘Il_l Lx LT

H J DXtV (L —t)f(t’, x)dt’
R

Para obtermos (3.26) usamos o Lema 1 no caso em que min(p;, q;) > max(p2, q2), no

caso em que q; =00 € Pa2, e < 0o utilizamos o Lema 2, onde

Tf(t) = JV(t —t/)f(t))dt’.



Capitulo 3. Estimativas Associadas ao Fluxo da Equacao de Benjamin-Ono
Linear 30

Proposicao 10. Vf € §(R?),

t
HDXJ Vit—t)f)at|| < Il (3.28)
0 LL? .

t
ove | vie-enerar] | Sl (3.20)

LeLg

Demonstragao. Ver Proposigao 2.8 de [13]. O



Capitulo 4

Demonstracao do Teorema 1

4.1 Espacgo de Resolugao X5

Seja k > 2 fixo. Sejam s > = e @ € H*(R). Vamos considerar uma funcao u € H*®(R)

1
2
solugdo do PVI (1.1) no intervalo de tempo [0, T], garantida por exemplo no artigo [1],

com 0 < T < 1. Sabemos que u satisfaz a equagao integral
t

u(t) = V(t)uy £ J V(t —t)uk(t)o u(t))dt/, (4.1)
0

para todo t € [0, T]. Definimos o espago de resolucao X% por
X7 ={v e C([0, TEH*(R)) : [Vllxs < oo},
onde
(i) para s =1/2,
Vlixs = Vlleerre + [[Txvllerz + [Povilizre
7YV, + 1725l sors g+ TV 72 o

(4.2)

+ T—1/10||]i/5\}|| 10/3 + _1-71/8||],1</2V||L.4r7X

Lol
1T/ 0+ Il + IVl
(ii) para s> 1/2,
IVlxs = [Vl +[Vilcgens + T3 2Vl er2 + V2
FITV A+ 75l + 17

+ T o + TR vl

+ |’1’1‘+3€/2VHI_3/€L$/(3*2€)7

31
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onde € = min((s — 1/2)/2,1/4) e escolhido apds as estimativas (4.32) e (4.34) de
modo que (1/2—¢€/2,6/€,6/(3 — 2€)) seja admissivel.

(iii) Finalmente, para s > 3/4, adicionamos T*1/4||D,1(/2v||L5L% na definigao de |[v[[xs .
Lema 12. Sejam s > 1/2 e 0 < T < 1. Entao
IVt elixs S llellns, Yo € HY(R). (4.4)

Demonstra¢ao. Caso s=1/2. Primeiro note que V() é unitério em H*(R). Por outro lado,

pela Proposicao 7 e Imersao de Sobolev

IV elly =170 VIO @)lgy = 117V TV ) yes

S el = el S llellwez, V2 <1< oo
Usando (3.8), imersao de Sobolev e desigualdade de Holder com 2 < p, q < oo, obtemos
IPoVt@llizis ST @lliz S l@lr2 (4.5)

Além disso, usando que (1/2 —€/2,6/€,6/(3 — 2¢€)) é 1-admissivel, obtemos
D2V @l ore oris2er S @l (4.6)

Para os casos 1/2 < s < 3/4, é suficiente usar que (1/2,0,2),(0,6,6), (—1/10,20,40/7)
sao l-admissiveis, (—1/10,10/3,5) e (—3/10,5/2, 10) sao 2-admissiveis e que (1/10,5,10/3),
(0,4,4) e (2/5,20,20/9) sao 2*-admissiveis.

Finalmente, o caso s > 3/4 o termo complementar pode ser controlado pela Proposicao

8. ]

4.2 Uma estimativa sobre as solucgoes

Proposicao 11. Seja uw € C([0,T]; H®) solugdo de (1.1) associada com dado inicial

Uy € H*®. Entao valem as sequintes estimativas:
(1) Sek=2,3 es>1/2, entio

lullxs < Iuollis + Ty (Il ) (1 + hullxs)
T Xy T

+ (Ihsollae + TSy o ) IDE 2 w]lpry.
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(2) Sek>4es>1/2, entio

Il Isolls + T (Il ) (14 Il ",
4.8
+ (IRsollyrrs + Tl 2 ) DF Wl

onde w serd definido posteriormente, px sao fun¢oes polinomiais positivas nao decrescen-

tes e v(k) sao nimeros reais positivos.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em véarios lemas técnicos. A parte linear
de (4.1) foi estimada no Lema 12.

Para deduzirmos as estimativas sobre 1, vamos ter que trabalhar com espaco L1 L%. Como
P, nao é operador continuo nesse espago (isto decorre do fato de a transformada de
Hilbert nao ser limitada em L'(R)), introduzimos os multiplicadores de Fourier P,eP_,

respectivamente, definidos por

—_ —

ﬁ+u:X{a>0}(1—P(€))ﬁ(5), P_u = Xe<oy(1 — p(E))u(E), (4.9)

onde p ¢ definido na Segao 2.1.

Sabemos que P, u definido desta maneira é um operador continuo em LPL{ para algum

1 <p,q < oo. Além disso, como u ¢ real, tem-se Pu= 15+u. Por isso, para algum
<

1<p,g<0ex =0,

IDZullipra = 1D (Pouw + (1 — Po)u)llrpra
< ||D7O:P0U||LEL$ + ||D$(1 - PO)UHL;’L$
< CullPoullrpra + ||D3]5+U||L§L$ + ||fo]5—u||L£L$
= CallPoullLpra + ||D§(]5+U«||LEL$ + ||D%]57u||LEL$ (4.10)
= CallPoullizrs + IDEP.ullirrs + IDP_ullprs
= CallPoulliprs + IDSP ulliprs + IDSP ulliprs
= CallPoutllgra + 2[DIP ullipra.

Agora, temos que

t
IPofxs < [[PoV(tiufxs + M V(t —t/)Ped, (W) dt’
0

Xt

sabemos do Lema 12 e da desigualdade de Bernstein que:

[PoV(t)ullxs S IPoutflns S [[Poutl e
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Além disso, como (0,6,6) é 1-admissivel, segue do Lema 12 que:
IPoV(tJullrs S [[Poutf|c2.
Dai, pela Proposi¢ao 9, obtemos

HPO Jt V(t — t')d, (W) at/
0

k+1
x5 < |IPo0x (1 )\|L§r/5Lg/5
5 ||uk+1||]_$/51_2/5
= T5/6||uk+1||L%0]_2/5

= T5/6||u||t;ig(k+1)/5

N T5/6H“H]L<;i[1/2-

Portanto,

IPowllxs < flvollez + T5/6Hu||][;;yz+- (4.11)

Vamos decompor w0, u da seguinte forma:

ukd,u = Po(ukd,u) + P(uk0,u)

— Po(uf0,u) + P, (uf0,u) + P_(uk0,u).

No que segue, vamos estimar a nao-linearidade P (u*9,11), pois a nao-linearidade P_ (u*0,u)
pode ser tratada de modo igual. Para prosseguir com as estimativas devemos introduzir

a seguinte mudanca de variavel:

w =P, (e ""u), onde

x 4.12
F=F(u) =J u*(y, t)dy. e

o0

com 1sso temos que

P, (U 0u) P, u“eTe o)

I
-t

N ukeiFaX(efiFu) +iu2k+1)

I
mwh

I
-0

+

(
(
+(eFuko, (Py 4+ Po) (e ) + i)
(e ufoy Py (e7u) + e uro P (e u) +iu )
(

P, (eFukd,w) + P (eFukd P (e Hu)) + iPy (u? ),

onde usamos o fato de P, + P_ =1 (identidade).

De (0,6,6) sere 1-admissivel tem-se

VP (P )ls . S P (W) 2
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Mas,

IVEOPL (W s, = DDV P () s

x, T

S 1P ().
Entao, pela Proposicao 9 tem-se:
t
HD;SJ V(t—t')DSP, (u*th)dt’ .
0 LX,T

Agora, de (1/10,5,10/3) ser 2*-admissivel tem-se

< ||Di]5+(u2k+l)”Li/T5'

IDYV()P (eTFuk0P_(e Tw))|| 5 pa0s S TV 0Py (eFuko,P_(e )2
x =T

~

que ¢é equivalente a

||DiV(t)D;S+1/1015+(eiFukaxP_(e_iFu))||L§L#0/3 < TYOUP (efFukd, P_(e ) | 2.
Pela Proposicao 9 obtemos
t

“Di+1/10 J V(t—t)D5V10P, (eFukd, P (e~ tFu))dt!
0

151108

N TL/10 HDiil/mler (e'Tuk0,P_(e "Tu)) I | A
x T
Portanto,

t
(1 —Po)ul[xs = [[Pru|xs =

‘fh <V(t)u + J V(t— t’)ukuxdt> ‘

0 X3
t
S e+ ], Vie= e e
0 5
A
+ IDEPL (W )| o5 05 (4.13)
x b7
B
+ T1/10||Di—1/1015+(eiFukaXP_(e—iFu))||L5/4L10/7
x LT
<
S llellns +A+B+C.
Para estimarmos B usamos o Lema 8,
B HDiUQkUHLg/;
S Il sz D3
< s, ID3ulle, (4.14)

< T u e D3

S T2/3||u|!§£/z [[ullxs-
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Para estimarmos C, usamos o Lema 4, Lema 5 e o Lema 8 como segue
C 5 T1/10||Di iF k ||L4/3L4 ||D9/10( —1F ||L)2<0L$0/9
STV <||u||]€§k/3l_§rk||uk||L§/3L§ + HJ’S‘ukHLi/SL%>

19/10

X <||u||]E§0(k+1)L$0(k+11/9||u||[_30(k+1>1_§0[k+11/9 +[1J% u”}_%O]_io/g)

_ T1/10 (umy@mwy\uy\‘ggk/gL§k Il Hliuk*lullgm)
) (Hu‘|]]i,2;%k+1>l_?o(k+1)/9 + |U?</10u||l_,%01-3—0/9) "
< TV <||u| v e L[,QIIJX HL;T>
(||u| k;BlHl)L?ro(kH)/sa + ||I?</10u||L§°L$O/9)
< T1/10 <||u||§<ky2 1 ||u|y§¢1)m||ullx;) (||u||k1/2 + 1) .

Por fim, para estimarmos A, consideramos primeiro o caso s = 1/2. Usando diretamente
o fato de (1/2, 00, 2) ser 1-admissivel e a Proposicao 9, obtemos
A [P (efFukwy) ||L,{L%

N ||ukWX||L,{L%
1/2

+o0 T
- ( | ||u||2‘<||wx||2dt) ax
—00 0 (416)

+o00 T 1/2
< ||u||‘z%o(j ||wx||2dt) ax
—00 0

T /2 4o
<sgg(j ||wx||2dt) | el = oo Rl
xX

0 —00
No caso s > 1/2, primeiro reescrevermos u*et*w, do seguinte modo:
J

uketfo, w = —ure'f D, Hw
(4.17)
— Di/2(ukeiFj'CDi/2W) o [D)lc/27 k 1F]g_CD1/2
De (1/2,00,2) ser 1-admissivel,
IDY?V(1)Py (W eFHDY* W)l er2 < [P (u e HDY *W)||12, (4.18)

que é equivalente a

IDY? D DRV ()P (ke THDLY W) [iprz < [P+ (ke HDY w1,
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ou seja,
IDY** V()P (D3uke " HD Y W) ez S I[P (u*eTHDY *w)|12,

e portanto pela Proposicao 9 obtemos

t
HD;/“J V(t — t')P, DSukeTHDL/? S DSk HD 2wy (4.19)
0 T

Assim,

HJ (t—t)) P+D2u kelf 1D wdt’

LeL2

—HJ (t — t')HP, HDY2D_ DS uketF HDL/2

t

- HDi/H J V(t — t")HP, KD ukeiF DY

0 LyL2
< ([P, HD2 e THDY 2wl 1
< D3 DY wil s
(4.20)

Analogamente, de (—2/5,20,20/9) ser 2*-admissivel,

IDL V()P (DY u¥e 13D ) | o200 S TP (DY u¥e 13D W) 1
que é equivalente a
IDL* V()DL /PP (DY, uke ™ IHDY W) | o 200 S TP (D%, uke TIHDL w2
Pela Proposicao 9 obtemos

t
HD;SJ V(t—t,)Di_Q/B]S_,_([D)I/Q, k 1F]J_CD1/2 )
0

]_20[_20/9

< TI/40|Ds=2/5p ([DY/2, uketFIHDL 2w) (4.21)

||L20/19L20/11

< TV40D3 /5 (IDY2 ue T IHDY W) oo 0.
Portanto,

AS ||9{Di(ukeiFﬂ'CD>1/2W)||L%L%+T1/40||Df<_2/5([D71/2, uk 1F]}CD1/2 )HLEO/lgL%O/H

Al AQ

<A+ A,
(4.22)
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Utilizando o Teorema 12 (lembrando que os resultados obtidos para D ainda se mantém

para D%, onde D% = H o D%), obtemos
A1 S [|HD (uet"HD,/*w) — HD3 (u e )HD Y *w — u e HDIHD Y *wll112
+ [|HDS (WeHDY *w| 1112 + [[uke T HDIHD Y *W|| 1112
< [|7D5 (wke'™) ||L4/sL4||9fD”2WHL4
+ e s |FCDE 2w e

+ HD)scfl/lo(ukelF)‘ D3/5 71F‘

“’/41_5 H LJL10/3
S 1D 2w] L2 (4.23)
'
A1l
+ DL (e U 2oy DY (e ™) s
NV
A1z
+ ||D)s(71/10( iF k ||]_5/4]_5||D3/5 efiF)HLiL#O/3
N
A3
SAL + A+ Ags.
E facil ver que
Au S Wi D5 2wl ez (4.24)

Usando os Lemas 5 e 8,
Az §(||u||]€§k/3[_§rk||uk||L§/3L§ + ||]>S<uk||Li/3L%)

X (”u||]zif]|§+1)||u||LiE]T<+1] + ||],1(/2u\|L4r?X)

(”u”zsk/sLsk + [1J5 (1) ”Li/"’Lf})

< (ke + 102wl )

(T1/4||u||28k/5m + 3 W s )

X (T + Y 22 (4.25)

(T1/4\|u\|28k/3m + Huk_lﬂLgL?H]iuHL%X)

(T1/4||u||k+k+1) + ||])1(/2u||L%X)

L
ST + Il 5l )

(TS + Y2l )

Ly

STVl 1/2+||u| Sl ) (ullid ™ + 1)
x T
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De forma anéloga,

Ais S(Huntikml_%ok||uk||[_i/2]_%0 + ||J>Sc_1/10(uk)||]_>5(/4l_?>

13/5

X (Hu”]ES(kH)L[lO/?,)(kH)||u||Li(k+1)L(TlO/3)(k+1) + ” X uHLQL#O/i’)
X

(”u”25k/2L10k + 1% 1/10 k)HLi/‘lLs%)
X (Il fgen  gorsmwen + ||J§/5u||L§L;0/3)

S QU 1 P o [ N AT T P2 (4.26)
(T3/1°||ullk+k+1 ot 7%l gy 205)

STl 52 + Hqu 7

2(k— 1)]_00 uH]_}(o/gL%)

(TS/NHuHHM 17/l gy 0)

Ly

STVl + Il 5t el (el +1).
Finalmente, para estimar Ay vamos usar o Lema 7, Lema 5 e o Lema 8:

Az STVODL (w0 aors | DY*HP (e Tl

<T1/40HD5+1/10( 10/7 10/3HD1/2( Ty Hl_flrX

u)| .
<T1/40(Hu|\k20k/7 20k/3HukHL20/7 20/3 + ||IS+1/10 ||L10/7 10/3)
x (fullsn full s + 173wl )
<T1/40(Hu| 20k/7 20k/3+HJSH/1O k)||1_i0/71_%0/3)
X (el + 2 wlls ) (4.27)
<T1/40 (T3/10||u||220k/7 + ||]SH/10 u )HL,{O”L#O/S)
(TS + 1Y 2l )

LwL

T1/40(T3/10||u||220k/7 + ||1,L| IE Is+1/10

Loo|| u||]_)5(]_#0/3)

< (TS s +||I”2u||L4 )

(I
STV el ) (Rl + 1)
onde usamos o fato de HP, ser limitado em Lflr’x, o Lema 5 e a definicdo dew = P (e *Fu).
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Portanto, de (4.11), e (4.13)-(4.16), obtemos para s = 1/2:

[ul[xs =[Pow + (1 — Po)ulxs
SIPoullxs + [[(1 = Po)uflxs
Slhollez + TRl + ol + T2 ul 55
+ Tl/w(H“Hi@z + ||u||§ifuL%o||u||x1/2 ||u||k1/z +1)
+ Hqulka‘”“waLwLQ

Sliuollns + T"’/Gllullkf/lz+T2/3||u||2‘§/+21
+ TS 2+ Tl o el (el + 1)

+ ullfy DYDY *Wll g

Sluolle + T ullErs + T2 [ull 2!

Tl + (el el el

(4.28)

+ [l + Hul\][gkflm%o!!ullx#n)

+ [l DYDY 2w s
<Hug||Hs+T1/10T11/15Hqu1/2+T1/10T17/30||u|]2k1};1

+ T |25 /z||u||k1/z + T G, ||u||x1/2||u||k1/2

+T1/1oHuH2 s +T1/10Hqu C%OHLLHX}I_/Q

+ ||u||]E§L°T°||DiH/2W”L§°L?r
Slhuollrs + [l DT Wlliers

TS L T/ 28 a2 5

el e el e IS + el 36z

Dl
S lellye2)
L Ly Xyh

ou seja,

Iullxs Slhuollves + Il IDE 2w o2
1/10 k—1 (4.29)
T () (1 )
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Agora, de (4.11) e (4.13)-(4.27), obtemos para caso s > 1/2
[ul[xs =[Pow+ (1 —Po)uflxs
SlIPoullxs + [[(1— Po)uflxs

Slhuollez + 70 Iwllidy e + luollne + T2 Ruf3E

+T1/10 ||u||2]§/2 + Hqu o 1)LOOHuHX1/2 Hu||k1/2 +1)

+ ||u||LkL°°||D>1</2W||L°OL2

TR+ Tl ) Qa4 + 1)
TV )25, + ful LgmwHuux.sr)(uuukm +1)
T Tl/‘*(uuu;m Rl Il Rl + 1)
<||LL0||HS+T1/10T11/15||U||k1/2+T1/10T17/30||'LL||2]§;'_21
T2 el + Rl el el (4:30)

IR+ Tl el)

+ HuHLkL‘X’HD}cmWHLOOLQ

Ty 2 allullfers el el TG
Lx L§

RV R P Lr S P

Slhuollves + [l DY *wllizrs

T1/10 T11/15||u||k1/2 +T17/30Hu||2l§jr21 +T3/20”ul|2 /QHu’ k;r/12

T2l Il Il + T2l -+l g

el

RS2 Il - el el Tl

FRel3 e+ Il o Il

ou seja,
[ullxs Sluollns + ||u||]EkL°°||D>Sc+1/2W||L°°L2

D (4.31)
+ T p(lull2) (1 + [l Loo|| lIxs)-
Por outro lado, parak > 4, (1/k—1/2,k,00) e (1/2—1/Kk, 3k, 6k/(3k—4)) sao 1-admissiveis
obtemos

IDY* V2V ellias S el

[DY* V)0 geygormen < @iz
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Assim, da Proposicao 9 temos entao

HJ (t —t)uu, (1)

S Hukux”Lik/(Skfl)Lgk/wkM).

Lkl

Também do fato de (1/k —1/2,k, c0) ser 1-admissivel,

IV(t)uo| =[IV(£)DY 2D/ g Ly o
= DY VAV)DY 2 *ug | s

< IDY2 7 Fug|p2

SJ ||u0HH1/271/k .
Logo,

t
[l cerse :Hv(t)uoH + J V(t—t ) ufu(t)
0

Lk

t
SVl + || Vie= o)t e)
0 Lty

<|luwollyyz2-1x + Hukux ||Lik/(3k—1]l_$k/(3k+4] (4.32)

SJHU*O“HU2 + ||u||]£3k2/[3k71)1_3k2/2 HuxHL;OL%
x T

2
Sluollyerrs + Tl e il
T
<oz + T2/3k21\u||k1/2

Para k = 2, 3, fixando 0 < € < 1:
Usando a Proposicao 7 e o fato de (1/2 — €,3/€,6/(3 — 4€)) ser 1-admissivel obtemos,
respectivamente,

Vel < lelle,

112Vl ey 1o < @]l

Dai Proposicao 9 obtemos

t

1/2 e]X 1/k+)J V(t—t/)1;1/2+€ )((1/k+)ax(uk+1)
0

Lkl
[} i Kataar M [ ECRORE
= [ ((1+ 1827V /2(1 4 [ (W) [ aia-ersrisnse (453)
= ((1+&] €/2+€6x(uk+1)) HLi/(g,e)Lg/mHe)

= H]ie/2ax(uk+1 ”Ls/ 3¢ L6/[3+4(—:).
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Logo,

t

(e :HV(t)uOII + L V(t — )0, (W) (1) dt/

LKL

t
SVl + | | Vie=e0u i)
0

LELg
S Puollee + 1135201 (W) yrs-er s/ eael

ST+ gl + 7532 W) | oo oo (4:34)

S ol rrzees2 + Hthzk/(%e)Lch/e||]>1<+3€/2uHLS“LQW*%)

Mol + T/l e 575 20l g 2

< [tlozeae + T4 5A o
T

4.3 A Transformada de Gauge

Vamos escolher arbitrariamente o sinal de + na frente de u*u, na (GBO). O caso do
sinal de - pode ser tratado de modo analogo apenas invertendo o sinal em frente de iF na
definicao de w (ver (4.36)). Além disso, alterando u por 1/2Y* podemos sempre supor
que u satisfaz a equacgao

du + Ho2u = 2uko,u. (4.35)
Seja u € C([0, TI; H*(R)) uma solu¢ao de (4.35). Inspirado no trabalho de Tao [16],
realizamos a transformada de Gauge

w=P,.(eu), F=Fu)= JX uk(t,y)dy. (4.36)

Note que w = e~ Fu seria a transformacao de Gauge adequada para resolver a equacao
de Schrédinger ndo linear wy — iy, = 2u*u, por um método de energia (veja [6]). Inici-

almente observemos que, pelas propriedades da transformada de Hilbert (veja Proposigao
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2):

Wy + Hw,

=wi + H(P_ + Py )wyy
=W +1P_ Wy — P Wy
=Wy +iP_Po (e )y — iPL Py (e T u) iy
=wi —iPo (e T )
=W — iw,,
=0,P_ (e Tu) —i0,, P, (e )
=P, (e " (—iF )u+ e Fuy) —i0,P, (e F(—iF )u + e Tuy)
=P, (e F(—iF )u+ e Fuy) —iP, (e F(—iF, ) (—iF )u + e F(—iFu)y
+ e F(—iF uy + e Fuyy)
—p, [f”(( CiF — Fo i(FX)2)u F (g — X)) — 2qux)] .
(4.37)
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Usando (4.35) e (4.36), podemos agora calcular um por os termos que aparecem no lado

direito de (4.37). Definamos
A =—iFu= —ikuJ ub

= —iku [ JX ukt ( — Huyy + 2ukux>]

= iku” u T H g, — 2J qu’luX}

—00

2 X
=iku [uk_lﬂ{ux — ﬁqu} —ik(k — 1)uJ u* 2w, Hu,

::/\14—/\2—F/\&

k) k—1

B = —Fu = —(uf)u = —ku* tuxu = —kuFuy,

(4.38)
D = u; —luy,

= U — Uy + Hi — Huy

= U + Huygy + (—1— H)u

= U + Fuyy + (—1 4+ 2FH) Uy

=uy + Huyy — (1 —1H)u,y

=u; + Huy —12P_u,

= 2uMu, — 24P (Uyy ),

E = —2F,u, = —2ufu,.
E facil ver que As + C =0 e que D + E = —2iP_(uyx). Além disso,

A, + B = k(iu*Hu, — ufuy)
= k(u*(P, — P_)u, —ukuy)
= k(u P u, — u*P_u, — ufuy)

(4.39)
=k(u*Piu —u*P_u—uR(Py + P_)uy)

k

= k(u*Pou —u*P_u, —ukuy)

= —2ku*P_u,.

Portanto, por (4.37) temos

W + Hwyy =P e T(A+B+C+D+E). (4.40)



Capitulo 4. Demonstracao do Teorema 1 46

Finalmente obtemos a seguinte equagao para w:

Wi 4+ Hwyy =P, [2e T (—ku*P_uy — iP_(uyy))]
o (4.41)
—ik(k — 1)P, <elFuJ uk’2uxﬂ{ux> .

O interesse da transformacao de Gauge aparece claramante na Proposicao 12. Em
contraste com o que acontece para u, (veja [14] e (4.7) da Proposigao 11), seremos capazes
de obter algumas poténcias de T em frente da parte ndo linear ao estimar D"/ 2w||L§oL% :

O principal ingrediente da demonstracao desta proposicao sera o Lema 4. A grosso modo,

ele diz que a derivada de g pode ser compartilhada com f ao estimar temos da forma de
P, (fP_gy).

Proposicao 12. Dada uma solugao uw € C([0, T],H®) da (GBO) com dado inicial uy €

H>®, sequem as sequintes estimativas sobre w = P (e~ u)
(1) sek =2 ouk =4, para s > 1/2 vale:

1052wtz S pic(Itollio ) Iutolles + T2 pc ([full oo ) tlixss— (4.42)
(2) sek =5, para s > 1/2 vale:

IS 2wtz S pic(Itollis ) Iutolles + T2 P (ffullo ) Il (4.43)
(3) sek =3, para s > 3/4 vale:

IS 2wtz S pic(Intollie ) Iutolles + T2 (full s ) Il (4.44)

onde py sao fungoes polinomiais positivas nao decrescente.

Observacao 1. Faremos a demonstracao da Proposicao 12 apenas para oS casos mais
dificeis, isto €, para s pequeno. Por isso, na demonstrac¢do inteira, vamos supor que

s < 9/10.

Demonstragao. Substituindo w pela férmula integral (4.41), temos:
t

DS 2wl ey =05 (Viewo + |

V(t— t')wkwx)
0

HL?L%

t
SIDE AVl ey + D572 | ViE= P e TP
0

LeL2

t
i HDi“/2J V(t— )P, (e FP_uy)
0

LeL2
t

n HDs+1/2J

V(t—t" )P, (e_iFuJ uk_2uxf}CuX> H
0 —00

LeL2

(4.45)
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Usando que (1/2,00,2) é 1-admissivel, obtemos:

||D>S<H/2V(t)W0HL<;0L% = ||D>1</2V(t)DiW0||L;OL$
< [IDswo |12 (4.46)

= |DSP, (e FM0yg) .

Usando que (1/2,00,2) é 1-admissivel e (1/10,5,10/3) é 2*-admissivel, obtemos respec-

tivamente,
IV DL ez S D5 [1ez, (4.47)
IDY VDL 5108 S TVIDLC e (4.48)

Logo, pela Proposicao 9,

t
HD}(/QH/lo J Vit — t)f(t)
0

< T1/10||f(t,)||L5/4L10/7' (449)
x Ly

~Y
LeL2

Assim,

t
HDiﬂ/?J V(t—t)P. (e FuP )
0

LeL2
t .

= |pgrepyop e J V(t —t')P (e FukPowy)
0

LyL2
t

_ HD}‘/HI/NJ V(t — t")DS V1P, (e~ TFukP 1)
0

LeL2
< T1/10||Df<’1/10P+(e’iFukpr-x)HLi/“L#O”'

(4.50)

Analogamente,

t

Hfol/?J V(t—t)P, (e FP_uy)

Lot < T1/10|\D>S<_1/1OP+(e_iFP—uXX)”Li/‘*L;O/?-

0
(4.51)
Portanto,
IDS 2wl Lprz SIDEPL (e M0 ug) 2
+ —|—1/10”Di—1/10P+(e_iFukP_ux) ”Li/4L_1I_0/7
+—|—1/10|’Di71/10P+(efiniuxx) LiML#O/? (452)

t X
+ H J V(t—t)DSTV2p, (eiFuJ uk’zuxf]-(ux>
0 —00

LeL2

ST+ 11+ T4 1V.
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Primeiro note que P, é continuo os Espagos de Lebesgue LILP para 1 < q < oo e

1 < p < oo e nos espagos LPL{ para 1 < p,q < oo, pois a transformada de Hilbert H é

limitada nesses espagos.

A partir de consideragoes semelhantes ao Lema 5 e imersao de Sobolev, concluimos
facilmente que
IS uollfal[wollax + [[T3uollr2
< Iuollfi/zsaluoll s + [[uollis
(4.53)
< Mol Fuve l[wolls + [[uo] s
S (1 uoll s ) uolle
Por outro lado, pelos Lemas 4, 5, 8 e a definicao de X¥,

ITS TYPID5 (e )| sy 4 DYl 02000

Tl/lo(HU«’ L83 5k + H]i(u )HLAXL/SL%)HD?c/lOUHL%OL%W@’
(4.54)
< T1/10(||u||28k/3 + ||u||k Lw||ISuHL;{T)||D3/10u||L§oL30/9

STV (el + Il Il ) Tl
Finalmente, III pode ser estimado de forma analoga:
L S TYDS (67 )| ass 4 [IDY O] 5o 2000
x T X T
5 Tl/lOHDiDX(e—iF) HLi/3L4T ||[)gi/loLLHL)%Ol_io/9

(4.55)

Tl/lOHDs —iF k HL4/3 D?(/lo

L4 H uHLEOL?FO/g

STV (IRl + Illton ol ) Tusle
Agora, vamos estimar IV:

Notando que, por simetria, podemos escrever

1
Fu, Huy) ==F(u, Hu, ) + 53‘”(uxﬂ-(ux)

J U(E — E0)A(E — £4) (—isgn(E)iE (&) dEs

+ [\.')Ib—*h.')r—\

% J LEG(E) (—isgn(E — £0))i(E — £)T(E — £1)dE,
R

(& —ENU(E)U(E— &) [sgn(&r) + sgn(&y)]dE;

R

(4.56)

[
)

E1(&—&)[sgn(&) + sgn(&)u(&)u(E — &;)d&,;

R

«
)

N = N = N e

E1(&—&)[sgn(&r) + sgn (&) (& )u(g — &;)dE,,
[EIZIEIVIE—Eq]

(S
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definimos o seguinte operador bilinear que, portanto, faz sentido:

&1(&— &)
23

1

Gluv =55 sgn(&) + sgn(ENIRENO(E — £1)dEr ). (457)
R

2

Temos que

G(u,u) = J w, Hu, = 0 H (e Huy)

[e¢]

= agl(ux(PJr + Pf)g{ux)

= 0 (—iu Py uy +iu, Py ) (4.58)

=0 (—1(P4 4+ P uyPiuy + (P4 4+ Po)uy Py )
=0 1 (—i(Pyu)? +1(P_uy)?),

X

G, v) = O (=[P 1t) (Pyvy) + 1UP-uy) (P-vy)).

Separamos agora os casos k =2 e k > 3.
e Caso k = 2. Comecamos escrevendo
Df((e_iFuG(u, u)) = Di/loDi_l/w(e_iFuG (u,u))
) ) (4.59)
— DL/ (ijl/lo(e"Fu)G(u, u) 4 DS V10 G(w, u)]e"Fu)
Para estimar o primeiro termo do lado direito de (4.59), usaremos os Lemas 5, 9, 6, 12,

a continuidade de P, , a Proposi¢ao 6 com p = 4, o fato de (1/2, 00, 2) ser 1-admissivel e
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por fim também a Proposicao 9 para obter

t
HD}/?J V(t— t")DY10P, (D3~1/10(e~Fy) G (u, u))dt/
0

LyL2

<TYS||DY10p, (DS~ 1/10(e~ 1) G (u, u))||Li/3L¢/3
<TV8||DY/ (D110 (= F) G (1, w)) ||Li/3Lf*/3
STA(ID3 e Wl G0 w g
4 |[De/10(em iy [P IDY10G (u, ) ||L30/9L§0/11>
ST (Il e + I5wlans ) IDY 2 wlerg IDY 2wy
T3l opse + 15wl 1o ) IDY ] oy 08 [DY ] 5240
ST (Il ooy + I3y ) IDY 2wl o
Tl o + 175 0wl o ) DYl gog s [DYul] 720
STV (Il + Il el
T8 (Il + el ) Il e[l

STV T/l

(4.60)

Finalmente, para o segundo termo de (4.59), utilizando também o Lema 7, obtemos

t

HDi/Q J V(t—t)DY'P, ([Di—l/lo, G(u, u)]e—iFu) dt’
0

LeL2

< T38| pY/10p, ([ijl/w, G(u, u)]e*iFu) | a3 /3
x T

H]_i/?’]_?rm

< Tl/g”DiAo([Di—l/m’ Glu, u)]efiFu>
STV (lle P ulluae IDEG (W) gy 0 )
STz DG (w Wl gy oo
S T ullig s 1D Oull gy 1075 DY ] oy 2009
< Tl/SHu“X#/”“U'HX#/QHU'HX%'

Com isso completamos o caso k = 2.

e Caso k > 3. Integrando por partes temos:

eiFuJ w2y, Hu, = e’iFu<uk’2G(u, u) — J (k — 2)u*3u, G(u, u))

—00

=e UG, u) — (k— 2)eiFuJ u P, Gu, ).

(4.61)

(4.62)
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Para tratar a contribuigdo do primeiro termo no lado direito de (4.62), como no caso

k = 2, escrevemos

DY

(e u*'G(u,u)) =D/DS V(e UG (u, u))
:Di/m(Di_l/m(e_iFuk_l)G(u, u) (4.63)

+ DLV Glu,wle Fuk ).

Em seguida, procedemos exatamente da mesma maneira do caso k = 2, obtemos

t
R R N R CIURR)
0

LyL2

5'1/8||D>1</10P+(Df< 1/10(6 Tuk 1)G(U"U'))HL“/?’L“/‘“’
X T
§|1/8<||D§(e thyk 1)||L§L%||G(LL, u)HL,%L%

+ HD;c,(—l/lo(e—iFuk—l)HLiO/3

L2 ||D)1(/1OG (U., U.) || L)2(0/9L$0/11)

<T1/8<||u| 2k213 1)L (2k—1) T ||Isu”L4L4>’|D1/2u||L4L4

TV (a5 g mns + 1057 o )
T

X HD?/lOU«H L2020/ HD)l/E’uH L3/2L10

STV (23 + ||u||’;go%k_wmxuuLaLs)||D1/2ur|wr|D1/2u|rL4L4
F T (IR Il I o0 )
(4.64)
X |’D?c/10u”1_201_20/9|’D>1c/5uH]_i/2

10
I‘T

SRl (v e T T

ST (Ihel25 + ||u||';¥2||u||X%),

HD}/?J V(t—t)DYP, (D57, G, wle Fus )
0

Lyl
STl/S ||D)1(/10([Di_1/10, G(wu, u)]e—ﬂ:uk—l) ||L4/3L4/3
X T
ST le™ iz DLG (w w4y s
STt D570 D

u”L)S(]_#Oﬁ“ u“[_’%ol_io/g

ST IS IIuHXw [l s

ST Sz s

Assim, falta somente estimar a contribui¢do do segundo termo do lado direito de (4.62).
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Primeiro decompomos este termo como

DS <ue’iF J u*3u, G(u, u)> =D (ue ") J u*Bu, G(u, u)
= e (4.65)
- [Di,J w3, G(u, w)ue .

A contribui¢do do primeiro termo do lado direito de (4.65) é estimada com ajuda da

Proposigao 10 e imersao de Sobolev, como segue:

x L2

HD?/Q Jt V(t—t') (DS (ue™ ) JX w3, G(u, u)) dt’
0 .

X
< HD;(ue—iF)J WL G, u)‘ .
o0 ThX

S IDS (we ) || ierz

J w3 u, G(u, u) ‘

Ly (4.66)

X
S (Il ol + DEwlie) | w6t
—0o0

LiLg

X
S (gt + D2lipee)| | v *wGun]
—00 T =%

< (s + il ) [ *uGww)||
T =%

uma vezao que para qualquer funcao integravel \, pela desigualdade de Minkowski,

[

Para k > 4, nés entao obtemos entao pelo Lema 9,

S| | o], S [ ey =y @on

LiLg L

k—3

[u u Glu, u)”L}(L% S [yl ]E%is)wro||ux||LgoL$||G(ua u)HL,%L?r

S ullzie o Puslleers DY 0l

LF

(4.68)
S Tl s (T sl
S T1/4||u||§3731w lullxr2,
e para k = 3,
G, Wy S fusleers 16w, W liiee
S ||uX||L;°L$HD>1</2uH2L§Lf}
(4.69)

2
S Tuwllers (Tl )

N Tl/z”“”?@/#
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Para estimar o segundo termo de (4.65) primeiro fazemos sua decomposi¢ao da seguinte

forma

[Di’ JX u G, u)} ue " = [wa Po JX u* P, G(u, u)] ue F
N T (4.70)
+ [Dia (1 - PO) J_ uk_?’uXG(u, u)} ue_iF.

A contribuigdo do primeiro termo do lado direito de (4.70) pode ser estimada como o

primeiro termo do lado direito de (4.65), pois que pela desigualdade de Bernstein

HD}/ZJ V(t—t’)m([Di,Po Ji WP, Glu, u)]ue’iF> at’

t
0

LyL2

< H [Di, POJ u*3u, G(u, u,)}ue’iF (4.71)

Lirz

N ||]>S<(ueiiF)||L°T°L,2(

P, J w3 u, G(u, u)

Lirg
Para o segundo termo de (4.70), a Proposigao 9 com o fato que (1/2,00,2) e (—1/12,6,8)
sao 1-admissiveis obtemos que

t

HD}/H/” J V(t —t/)f(t)dt’
0

< ”f(t/)HLg/E,Lz_srﬁ. (472)

~Y
LyL2

Logo, usando também o Lema 7, temos para k > 4,

t

HD}/QJ V(t—t’)m([Di,u—PO)r uk’guXG(u,u)]ue’iF>dt'
0 —00

LyL2

t

_ HD>1</2_1/12J
0

< HD}/” ( [Di, (1—Pp) Jj u*3u, G(u, u)}ue’”) ‘

LeL2

V(t—t)P, D12 ( [Di, (1—Py) [ w3, G(u, u)]ue_“[> dt’

L2/5 L$/7

X

_iF k—

5 Hue v HL§L$4 D}(/2+S(1 - PO)J u 3uxG(u7u)‘ [ 24/1716/5
—00 x T

S HuHLgL%‘*Huk_guxG(u’ u)HL?j‘/17L$/5

S Hul‘l_iL%“HuH]{ggﬁ)L%oHuX”LQOL%”G(ua w[Las

S Tl o sl IDY 2wl g

S T1/24Hu”L§L%—°Huutggfli)l_%oHuXHL?SL%HD}c/2uH%_QL?
ST e Hulll;?% el lullSs
STk,

(4.73)
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onde usamos que DS/ (1 — Py) Jo ¢ um operador limitado em LPL{,1 < p,q < oo,

deste que s +1/12 < 1 ( veja Observagao 1).

Finalmente, para k = 3, a contribuicao acima pode ser estimada da mesma maneira:

t
0 LeL2

HD}/QJ V(t—t')m([Di, (1 —PO)JX uXG(u,u)]ue’iF>dt’

< HD}(/H([D; (1—Py) JX U G(u, u)]ue"F> dt’

Lg/5 L§l_/7

DY (1o} | Gl

—iF
5 ||ue ' ||L,%L?r4 L3L$—/5
X

S lullz e fluxGw, Wl g ors (4.74)
N ||U||L§L$4||u><||LgoL$||D>1</211HL§L:3r

S T1/24|’u|’L§L9ﬁHUx||LgoL$ “D}/QUHQLQL@

< T2 e 2

STVl ellSe

Isto conclui a demonstracao. O]

4.4 Existéncia em H*(R)

Para simplificar a exposicao, apresentamos os argumentos para k > 5 e portanto s > 1/2.
Os argumentos para k = 2,4 sao exatamente os mesmos. Um deles tem apenas que
substituir 1/2 por 1/2+ na sequéncia (para k = 3, o mesmo ¢é verdadeiro substituindo
1/2 por 3/4).

Seja ug € H®(R). De acordo com [1], existem T = T(||ug||}32+) > 0 e uma tnica
solucdo u € C ([O,T];HOO) de (1.1) associada com dado inicial ug. Usando a férmula

integral (4.1) e as estimativas lineares do Capitulo 3, vé-se que
u € X}, para qualquer s € R, . (4.75)
Além disso, reunindo (4.8) e (4.43) obtemos para s > 1/2,
g < Pese(ualliva) [olles + TPl o) . (4.76)

onde Py > 1 s@o fungdes polinomiais ndo decrescentes e v(k) > 0. Chamando T* o

tempo de existéncia méaxima em H*®(R) de u, deduzimos a partir de (4.76) que

T" < 0o == lim |[ul|y1/2 = +oo. (4.77)
t T T
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Agora, seja ug € H*(R), s > 1/2 e seja {uf n>0 C H®(R) tal que uj — uy em H¥(R) e
w1z < |Juollgz. Seja w, uma solugao de (1.1) associada com uf (onde a existéncia

de tais solugoes suaves sao comprovada em [1] ou [8]). Como uf € H*(R), temos que
u, € C([0, T H®), (4.78)

onde T > Tn (|uf|l1y3/2+) > 0 ¢ o tempo de existéncia maximo de u, em H*(R).

Provaremos o seguinte limite uniforme inferior para T*:

vn=0, Tp>T=T(|ul2) > 0. (4.79)

n

Fixando n > 0 podemos sempre assumir que T,; < co. Caso contrario, (4.79) é trivial-
mente satisfeito para n.

Entao, de (4.77)

A partir da regularidade de u,, (lembre-se de (4.75) e (4.78), tem-se u,, € C([O, T]; H® (R))ﬂ

‘LLn“X#/Q = +00. (480)

X$, para todo 0 < T < T: e s > 0), segue que a aplicagio T — [[u]xs é continua de

[0, T [ para R,. Portanto, vai existir 0 < Ta < T tal que

iz = 4Py (wollvarz) (ol 2 (4.81)
Afirmacgao 1.
T, >T= [8P1 2.k (4P1 /2.1 (|[1to]|111/2) HuoHHl/z)]il/‘)(k)- (4.82)
De fato, assumindo que nao é verdade, ou seja,
T < T = [8P1ak (4P 1o (ol ) uoln=) ]~

de (4.76) com s =1/2 e (4.81)-(4.82), teriamos que ter

=\ v(k)
HUHXgZ < Py (Judt e ) [[ug s + (Tn)” Pl/&k(HUHX#/z)HUHXSTn
< 2Py (Iwollane) ol vz,

o que contradiz (4.81).

Segue que u, € C([0, TI;H®(R)) com T = T(|[uoll}1/2) e que ||u0||X#/2 é uniforme-
mente limitado em n. De acordo com (4.76), |[[un||xs ¢ também uniformemente limitado
em M e passando o limite em n, obtém-se a existéncia de uma solu¢ao u € X§ de (1.1)

(GBO) satisfazendo (4.76).
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4.5 Continuidade em H*(RR)

Para qualquer par (ti,ts) € [0, T]?, com t; < ts, escrevendo u(t) como

u(t) = V(t—t)u(ty) — Jt V(t—t/) (ufuy) (t)dt’, (4.83)

t1

obtemos de acordo com as Secgoes 4.2 e 4.3

lw(ty) —ul(te)|[ms < sup  |Ju(t) —w(ty)||ms

tety,tal
t
= sup ‘V(t —t)u(ty) — J V(t—t) (ufu,) (t")dt’ — u(tl))
telty to t He
S osup fJu(ty) = VIt —to)ulty) ks
te(ty,ta]
t
+ sup J V(t—t') (ufu,) (t))dt’
telty, o] Mgy Hs
S osup fJu(ty) = VIt —t)ulty) | ms
te(ty,ta]
t
- ‘ J V(t—t) (ufuy) (t)dt’
t Lo(ty,ta;HS)
Selty —to] + (t — tQ)VC(||u||X%)
S, e[tl - t2]7
(4.84)

onde €[t; — ty] — 0 quando ty — t;.

4.6 Unicidade e dependéncia Lispchitz com respeito

ao dado inicial

Seja uy e uy € X3, duas solugoes com ug; e U2 dados inicias, respectivamente. Lembre-
mos que tomamos s > 1/2sek >5,s >1/2sek=2,4es > 3/4se k=3. O objetivo

dessa segao é provar a seguinte estimativa:

lug — us| X §Ps,k(||uo,1||Hs + ||u0,2||Hs) lwo,1 — U2 1s

(4.85)
+ TP (il + [uallxs) [ = wollxs.

onde como (4.76), Psyx > 1 sdo fungbes polinomiais positivas ndo decrescente e v(k)
sdo numeros reais positivos. Obviamente, a unicidade da solugao de (1.1) e o fato da

aplicagao fluxo ser localmente Lipschitz de H® em H® segue-se diretamente de (4.85).
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Seja v = 1w —up, Fy = Flw) = [7_uf,wi =Pi(efw),i=12ez=w —wy A
demonstragao de (4.85) é exatamente similiar a demonstracao de (4.76). Da mesma forma

como na Segao 4, escrevemos

Pove — iP vy = Py (Vo)
=P, (vketfie HFivy)
(Vietiay (etfv) + vt
P [0, (o) — e, e )

+ i]5+ (u%kJrl _ u§k+1)

P e e ) - e e )
Fufea, (e ) —ufea, (e )
Faufe0, (e Muy) —utet 0, (e uy)|

e e (4.86)
=P [eupay (e P —e ) + e (uf —ug) o (e )

+uk (e —ei™)a, (e T 2uy)]

4P, (U — g
=P [e Pz, (6 e ufuwn + e (uf - u)ow]
+ P, [uketTa, P (e iy — e 2wy)

+ (eFr — eP2)uko, P (e ouy)

+ e (uf —uf) o P_(e Puy)]
2k

+1iP, [(ul — ug) Z ufk_ju]é] .

j=0
Procedendo como na Secao 4.3, usando além disso que, para 0 < « < 1,
HD;x((eiFl o eiFZ)g)HLEL.‘} < ||u11<e—iF1 _ulge—iBH]EglL?l ||g||L52L$z

) ) (4.87)

—1 —1

s =zl (w54 + el ) T llens,
T T
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onde 1 < pi,qi < oo, 1/p1+1/p2=1/p,1/q1+1/q2 =1/q e que

HeiFl _ eiFQHLOO < ||F1 — FQHT-;"iT

x, T Y

< sup J |u]f—u]2<!
t€[0,T] JR (4 88)

S T = e (st + ety )
< o —wall s (IRl + a4,
fica claro que, para provar (4.85), é suficiente obter uma estimativa semelhante a (4.42),

(4.43) e (4.44) de HDiH/QzHL?L%. Escrevendo analogamente como em (4.41), obtemos

zy —izyx = — 2kPo (e ufP_vy) — 2kP (e Tuf — e 2 uk) 0 Puy)
—2iP, (e T P_vyy) — 2iP4 ((e7 — e 2) 05 P_us)

—ik(k —1)P, ((e—iﬂul — e Fouy) LO u‘f—Qul,xiHul,x) (4.89)

—ik(k —1)P, (e’iFng J (uf 2 — u§’2)u1,,ﬂ{u1,x>
—ik(k —1)P, (e’“[?ug ,[ uS 7 (wy  Hug  — uQ,XJ-CuQ,X)) .

s+1/2
X

Nao é muito dificil perceber que uma boa estimativa de ||D z||L;oL% pode ser obtida

seguindo as mesmas consideracoes da Secao 4.3. O tnico termo delicado é o ultimo. Mas
percebendo que
ul,xj{ul,x - uQ,Xj{uQ,X - axG(ulaul) - axG(UQa u2)

(4.90)
= axG(u1,V) + axG(u27v)7

pode-se traté-lo como a estimativa IV de ||Di+1/22HL§oL% em (4.52).
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