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batalhas diárias; Deise Machado pelas valiosas reflexões nos momentos de dificuldade;

Israel Evangelista pelos conselhos sempre amigos e por me fazer sempre olhar mais além
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Resumo

Neste trabalho usamos o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) para provar a con-

trolabilidade exata para uma equação de onda com coeficientes variáveis em um domı́nio

ciĺındrico associado a um controle não nulo na fronteira lateral e condições iniciais em

um espaço de Sobolev apropriado. Fazemos uso da solução fraca do problema de valor de

fronteira homogêneo e da solução definida por transposição do problema não homogêneo

associado, para assegurar a boa definição de um operador apropriado nas condições do

Teorema de Lax Milgran que garantirá o controle exato do problema.

Palavras-chave: equação da onda, controlabilidade exata, método HUM.
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Abstract

In this work we used the Hilbert Uniqueness Method (HUM) to prove the exact

controllability for a wave equation with variables coefficients in a cylindrical domain asso-

ciated to a non null controll on the lateral boundary and initial data in a suitable Sobolev

space. We use the weak solution of the homogeneous boundary value problem and solution

defined by transposition of the backward nonhomogeneous problem, to ensure the well

definition of a suitable operator that satisfies the Lax-Milgran’s theorem, which ensures

the exact controllability of the problem.

Keywords: wave equation, exact contollability, method HUM.

vi



Sumário

Resumo v

Abstract vi

1 Noções Preliminares 4
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Introdução

Seja Ω um domı́nio limitado em Rn com fronteira limitada no cilindro finito

Q = Ω × (0, T), com fronteira lateral Σ = Γ × (0, T). Estamos interessados em fazer

o estudo de controlabilidade exata através do método HUM do seguinte sistema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u ′′ −

n∑
i=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u

∂xi

)
+

n∑
i=1

bi(x, t)
∂u ′

∂xi
+

n∑
i=1

di(x, t)
∂u

∂xi
= 0 em Q

u = v em Σ = Γ × (0, T),

u(0) = u0 , u ′(0) = u1 em Ω

(1)

onde u ′ representa a derivada com respeito ao tempo e u(0), u ′(0) denotam as funções

x 7→ u(x, 0) e x 7→ u ′(x, 0), respectivamente. A variável controle é representada por v,

que é a ação do sistema (1) sobre o bordo lateral Σ. Trata-se de um problema misto para

a equação de uma onda com coeficientes não constantes.

Desejamos mostrar a controlabilidade exata para o problema (1), isto é, que dado

T > 0, suficientemente grande, é posśıvel para todo par de condições iniciais {u0,u1}

situado em um espaço apropriado sobre Ω, escolher um controle correspondente v tal que

a solução de (1) satisfaça

u(T) = u ′(T) = 0.

Para tanto, faremos algumas considerações sobre os objetos que serão usados ao

decorrer da dissertação. Sejam x0 ∈ Rn , m(x) = x − x0 e ν(x) o vetor normal unitário

de x ∈ Γ , direcionado ao exterior de Ω. Considere o conjunto

Γ(x0) = {x ∈ Γ ; m(x) ·ν(x) > 0} , Γ∗(x
0) = Γ\Γ(x0) , Σ(x0) = Γ(x0)× (0, T)

Denote R(x0) = sup
x∈Ω

|m(x)| , M = sup
x∈Ω

|x| e λ1 como sendo a constante tal que

‖u‖2 = λ1|u|
2. Seja k : [0,+∞) → [0,+∞) uma função cont́ınua e limitada. Neste

caso, vamos considerar todas as funções escalares envolvidas funções de valores reais e

supor as seguintes hipóteses sobre Ω e k:

1



Sumário 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ω contém a origem de Rn

O bordo Γ de Ω é C2

k ∈ W3,∞
loc ((0,∞))

0 < k0 = inft>0 k(t) , supt>0 k(t) = k1 < ∞
supt>0 |k

′(t)| = τ < 1
M

l1 =
∫∞
0 |k ′(t)|dt <∞ , l2 =

∫∞
0 |k ′′(t)| <∞

(2)

Vejamos que o conjunto das funções k acima não é vazio, pois podemos tomar as funções

sin e cos como exemplos de funções que satisfazem as condições acima.

Para garantir o controle exato do problema (1), fazemos uso de um operador Lu

definido por:

Lu = u ′′−
∂

∂xi

[(
δij−k

′2xixj
)
k−2 ∂u

∂xj

]
−2k ′k−1xi

∂u ′

∂xi
+
[
(1−n)k

′2−k ′′k
]
k−2xi

∂u

∂xi
(3)

onde δij é o delta de Kronecker, dado por:

δij =

 1 se i = j;

0 se i 6= j.

Faremos o estudo da ação do controle apenas para uma parte do bordo, mais precisa-

mente vamos estudar o seguinte sistema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lu = 0 em Q

u =

 v em Σ(x0)

0 em Σ\Σ(x0)

u(0) = u0 , u ′(0) = u1 em Ω

(4)

O método consiste em três etapas:

1. Tomar o problema de valor de fronteira homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L∗ϕ = 0 em Q

ϕ = 0 em Σ

ϕ(0) = ϕ0 , ϕ ′(0) = ϕ1 em Ω

(5)

e encontrar sua solução fraca ϕ.
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2. Construir a solução definida por transposição do problema não homogêneo associado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lψ = 0 em Q

ψ =

 ∂ϕ
∂ν

em Σ(x0)

0 em Σ\Σ(x0)

ψ(T) = ψ ′(T) = 0 em Ω

(6)

3. Definir o operador

Λ{ϕ0,ϕ1} = {ψ ′(0) − 2
k ′(0)

k(0)
xi
∂ψ(0)

∂xi
,−ψ(0)}

que se encontra nas hipóteses do teorema de Lax Milgran para enfim concluir que a

solução por transposição ψ de (6) atende as condições de controlabilidade exata do

problema dado.

No caṕıtulo 1 será feito um breve apanhado dos resultados necessários para embasar as

demostrações dos demais caṕıtulos, distribúıdos em cinco seções: Os espaços Lp(Ω), O

espaço das Distribuições, Espaços de Sobolev, Outros Resultados e Desigualdades.

No caṕıtulo 2 provamos os resultados referentes ao problema de valor de fronteira

homogêneo, definindo sua solução fraca, mostrando sua regularidade sob condições iniciais

suaves e obtendo algumas desigualdades a respeito da energia do sistema.

No caṕıtulo 3 mostramos as desigualdades direta e inversa a respeito de ∂u
∂ν

afim de

provar sua regularidade.

E por último, no caṕıtulo 4 fazemos a demonstração do teorema que garante a contro-

labilidade exata do problema (4).



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo, vamos listar alguns conceitos e resultados que serão usados nas

demonstrações dos Teoremas ao longo da dissertação.

1.1 Os espaços Lp(Ω)

Definição 1.1.1. Dado p ∈ R com 1 6 p < ∞, definimos o espaço LP(Ω) como o

conjunto (das classes) de funções numéricas u definidas em Ω, mensuráveis, cuja potência

p, |u|p, é integrável à Lebesgue em Ω, equipado com a norma

|u|Lp(Ω) = [

∫
Ω

|u(x)|pdx]
1
p

Para p = ∞, definimos L∞(Ω) como o espaço (das classes) de funções numéricas u,

mensuráveis em Ω e que são essencialmente limitadas em Ω, equipado com a norma

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|u(x)|

Segue que os espaços Lp, 1 6 p 6 ∞ são espaços de Banach. (Ver [2]). Quando

1 < p <∞ esses espaços são reflexivos.

No caso em que p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v) =
( ∫
Ω

u(x)v(x)dx
)
,

e norma associada

|u| =
( ∫
Ω

u2(x)dx
) 1

2

.

4
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Consideremos T > 0, X um espaço de Banach e 1 6 p 6∞. Definimos

Lp(0, T ;X) = {u : [0, T ]→ X; u é mensurável e ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T)} com a norma

‖u‖pLp(0,T ;X) =
( ∫T

0

‖u(t)‖pXdt
)

(1.1)

Se p =∞, munimos L∞(0, T ;X) com a norma

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T)

ess‖u(t)‖X (1.2)

O espaço Lp(0, T ;X) e L∞(0, T ;X) são espaços de Banach munido com a norma (1.1)

e (1.2) respectivamente (Ver [10]). Um caso particularmente importante é quando p = 2

e X for um espaço de Hilbert. Nesse caso o espaço L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert

munido com o produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫T
0

(u(t), v(t))Xdt, ∀u, v ∈ L2(0, T ;X).

Com isso, temos os seguintes resultados:

Lema 1.1.1. Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos que X ↪→ Y. Se

1 6 r 6 s 6∞, então

Ls(0, T ;X) ↪→ Lr(0, T ; Y)

Demonstração. Ver [10].

Aqui, ↪→, significa que X ⊂ Y e a injeção i : X→ Y é cont́ınua.

Sejam X um espaço de Banach reflexivo e
1

p
+

1

q
= 1. Se u ∈ Lq(0, T ;X ′) e

v ∈ Lp(0, T ;X) então, como aparece em [10] a dualidade entre esses espaços é dada por

〈
u, v
〉
Lp(0,T ;X ′)×Lp(0,T ;X) =

∫T
0

〈
u(t), v(t)

〉
dt.

Teorema 1.1.1. Consideremos X e Y espaços de Hilbert tais que X ↪→ Y, u ∈ Lp(0, T ;X),

u ′ ∈ Lp(0, T ; Y) e 1 6 p 6∞. Então u ∈ C0([0, T ]; Y).

Demonstração. Ver [15].
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1.2 O espaço das Distribuições

Denota-se por Lploc(Ω) o conjunto das funções localmente integráveis. Representa-se

por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções numéricas u com suporte compacto, possuindo

em Ω derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens.

Dizemos que uma sequência de funções (ϕµ) de C∞0 (Ω) converge a zero se:

• O suporte de todas as funções ϕµ estão contidos em um compacto fixo K;

• Para cada multi-́ındice α, a sequência das derivadas parciais convergem

uniformemente a zero em K.

Diz-se que (ϕµ) ⊂ C∞0 (Ω) converge para uma função ϕ ∈ C∞0 (Ω), quando a sequência

(ϕµ − ϕ) converge para zero no sentido dado acima. O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido

com a noção de convergência acima é representado por D(Ω).

Teorema 1.2.1. D(Ω) é denso em Lp(Ω).

Demonstração. Ver [13].

Uma distruibuição T sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω), cont́ınua no sentido

de convergência acima (denominada convergência no sentido das distribuições), isto é, se

ϕn → ϕ em C∞0 (Ω), temos que T(ϕm) → T(ϕ) em R. O conjunto das distribuições

sobre Ω é representado por D ′(Ω). Dizemos que uma sequência Tµ converge para T em

D ′(Ω), quando para toda ϕ ∈ D(Ω) < Tµ − T ,ϕ >→ 0 em R.

Teorema 1.2.2. (Du Bois Reymond) Sejam u ∈ L1loc(Ω), onde Ω ⊂ Rn aberto e limi-

tado. Se

∫
Ω

u(x) · v(x)dx = 0, ∀ v ∈ D(Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.2.3. Para 1 6 p <∞ temos a seguinte cadeia de imersões cont́ınuas e densas

D(Ω) ↪→ Lploc(Ω) ↪→ D ′(Ω).

Demonstração. Ver [13].
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A derivada de ordem α de uma distribuição T é a forma linear DαT em D(Ω) definida

por:

< DαT ,ϕ >= (−1)|α| < T ,Dαϕ > ∀ϕ ∈ D(Ω).

Isto significa que se Tµ → T em D ′(Ω) então DαTµ → DαT em D ′(Ω), ∀α ∈ Nn.

1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, p um número real tal que 1 6 p 6 ∞ e m

um número natural. Denota-se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções

u ∈ Lp(Ω), tais que as derivadas no sentido das distribuições Dαu ∈ Lp(Ω), para todo

muti-́ındice α ∈ Nn, tal que |α| 6 m, simbolicamente

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω),∀|α| 6 m}.

As funções || · || :Wm,p(Ω)→ R definida por

• 1 6 p <∞
||u||m,p =

∑
|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)

 1
p

,∀u ∈Wm,p(Ω),

• p =∞
||u||m,∞ =

∑
|α|6m

||Dαu||L∞(Ω), ∀u ∈Wm,p(Ω),

constituem uma norma sobre Wm,p(Ω).

Teorema 1.3.1. Wm,p(Ω) munido da norma acima definida é um espaço de Banach

para 1 6 p 6∞ e Banach reflexivo para 1 < p <∞.

Demonstração. Ver [13].

Os espaços de Banach Wm,p(Ω), são chamados de espaços de Sobolev de ordem m

sobre Ω. Quando p = 2, ele é Hilbert e denotamos por:

Wm,2(Ω) = Hm(Ω),
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com o produto interno:

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|6m

(Dαu,Dαv) ,

onde (, ) denota o produto interno de L2(Ω).

Definimos, Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω). Quando p = 2, temos

H1
0(Ω) no lugar de Wm,2

0 (Ω).

Suponha 1 6 p < ∞ e 1 < q 6 ∞ tal que 1
p
+ 1
q
= 1. Representa-se por W−m,q(Ω)

e H−m(Ω) os duais topológicos de Wm,p
0 (Ω) e Hm0 (Ω), respectivamente. Seguem alguns

resultados a respeito desses espaços.

Teorema 1.3.2. Seja Ω uma aberto limitado de Rn,

• D(Ω) é denso em H−m(Ω);

• D(Ω) é denso em D ′(Ω).

Demonstração. Ver [13].

Pela Desigualdade de Poincaré (ver [13]), podemos definir em H1
0(Ω) uma norma

equivalente a norma de H1
0(Ω) que a denotaremos por ‖.‖ dada por:

‖u‖ =
( ∫
Ω

|∇u(x)|2dx
) 1

2 ,

oriunda do produto interno

((u, v)) =

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx.

Pelo mesmo argumento, se tomarmos o espaço H1
0(Ω)∩H2(Ω), definimos a seguinte norma

equivalente:

|u|∆ =
( ∫
Ω

|∆u(x)|2dx
) 1

2 ,

onde ∆u(x) =
∑n
i=1

∂2u(x)

∂x2i
é o operador Laplaciano.

Vejamos agora os resultados de imersões e densidades.

Teorema 1.3.3. Seja Ω um aberto limitado de Rn, de classe Cm. Então, D(Ω) é denso

em Wm,p(Ω) sendo 1 6 p <∞.
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Demonstração. Ver [13].

Teorema 1.3.4. Seja Ω um aberto limitado do Rn (n > 2) de classe Cm

(i)Se n > 2m temos que Hm(Ω) ↪→ Lp(Ω), onde p ∈
[
1,

2n

n− 2m

]
;

(ii) Se n = 2m, então Hm(Ω) ↪→ Lp(Ω), onde p ∈ [1,∞);

(iii) Se n = 1 e m > 1, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

e as imersões são compactas.

Demonstração. Ver [13].

Considerando dois espaços de Hilbert V e H. Supondo V ⊂ H, uma inclusão cont́ınua

e densa, então temos a inclusão cont́ınua e densa H ′ ⊂ V ′ para os duais. Via Teorema

de Riesz identificamos o dual de L2(Ω) com ele mesmo. Desta maneira, temos a seguinte

cadeia de inclusões para X um espaço de Hilbert:

D(0, T ;X) ⊂ H1
0(0, T ;X) ⊂ L2(0, T ;X) ⊂ H−1(0, T ;X) ⊂ D ′(0, T ;X) (1.3)

Teorema 1.3.5. Seja Ω uma aberto limitado de Rn (n > 1), de classe Cm. Então

Wm,∞(Ω) é isomorfo a Cm−1,1(Ω)

Demonstração. Ver [13].

Em outras palavras, o teorema acima, diz que as funções de W1,∞(Ω) são funções

cont́ınuas, com derivadas de ordem um também cont́ınuas.

Teorema 1.3.6. Se Ω é uma aberto limitado de classe Ck(Ω), então para m > n
2
+ k,

0 6 k 6 m tem-se Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω).

Demonstração. Ver [14].

Se o bordo Γ de Ω é C1, então ao longo de Γ está definido um campo unitário de

vetores normais

ν = (ν1, · · · ,νn)

e, em cada ponto x ∈ Γ , temos ν(x) = ν = (ν1, · · · ,νn) com |ν(x)| = 1.
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Vamos agora enunciar um importante teorema sobre os espaçosHm(Ω). Seja a aplicação

linear para m > 1

D(Ω) →
∏m−1
j=0 H

m−j− 1
2 (Γ)

u 7→ γu = (γ0u,γ1u, . . . ,γm−1u)
(1.4)

onde γju = ∂ju
∂νj

com j = 1, . . . ,m− 1.

Teorema 1.3.7. Seja Ω um aberto limitado de classe Cm+1 de Rn e um m > 1 inteiro,

a aplicação (1.4) prolonga-se por continuidade a uma única aplicação linear e cont́ınua,

ainda denotada por γ de Hm(Ω) sobre
∏m−1
j=0 H

m−j− 1
2 (Γ), cujo núcleo é o espaço Hm0 (Ω).

Tem-se ainda que γ possui inversa a direita linear e cont́ınua, isto é, existe uma aplicação

linear e continua σ de
∏m−1
j=0 H

m−j− 1
2 (Γ) em Hm(Ω) tal que γ(σu) = u para toda

u ∈
∏m−1
j=0 H

m−j− 1
2 (Γ).

Demonstração. Ver [13].

De acordo com essa notação, temos os seguintes Teoremas:

Teorema 1.3.8. (Gauss-Green) Suponha que u ∈ C1(Ω), então∫
Ω

∂u

∂xi
dx =

∫
Γ

uνidS (i = 1, · · · ,n).

Demonstração. Vide [9].

Teorema 1.3.9. (Fórmula de Integração por Partes) Sejam u,v ∈ C1(Ω). Então,∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

uvνidS (i = 1, · · · ,n).

Demonstração. Vide [9].

Teorema 1.3.10. (Fórmulas de Green) Sejam u, v ∈ C2(Ω). Então,

1.
∫
Ω
∆udx =

∫
Γ
∂u
∂ν
dS;

2.
∫
Ω
∇u∇vdx = −

∫
Ω
u4vdS+

∫
Γ
u ∂v
∂ν
dS.

Demonstração. Vide [9].
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1.4 Outros Resultados

Teorema 1.4.1. Sejam X um espaço de Banach separável e seja (xn) uma sequência

limitada em X ′. Então (xn) admite uma subsequência fracamente estrela convergente em

X ′, isto é, existe (xnj), tal que, < xnj ,y > → < x,y >; ∀y ∈ X. Denotamos xnj
∗
⇀ x.

Demonstração. Ver [4].

Teorema 1.4.2. (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Seja H um espaço de Hilbert, e

T : H→ H um operador linear satisfazendo

〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉, u, v ∈ H.

Então T é cont́ınuo e auto-adjunto.

Demonstração. Vide [7].

Teorema 1.4.3. (Lax - Milgram) Seja V um espaço de Hilbert. Se a(u, v) é uma forma

bilinear, cont́ınua, coerciva em V × V e f é uma forma linear cont́ınua sobre V, então

dado f ∈ V ′, V ′ dual de V, existe um único elemento u ∈ V tal que

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V .

Demonstração. Ver [4].

Teorema 1.4.4. (Representação de Riesz) Seja ϕ ∈ (L1(Ω)) ′ = L∞(Ω). Então existe

uma única função u ∈ L∞(Ω) tal que

〈
ϕ, f

〉
=

∫
Ω

ufdx, ∀f ∈ L1(Ω).

Demonstração. Ver [4].

Teorema 1.4.5. Seja H um espaço de Hilbert separável e T um operador compacto auto

adjunto. Então existe uma base de Hilbert composta de autovetores de T .

Demonstração. Ver [4].

Através dos teoremas de Poincaré, (1.3.4), (1.4.3) e (1.4.5), [14] mostra que o opera-

dor laplaciano definido no espaço H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) é um operador compacto. Portanto,

que existe uma base ortonormal (wj) densa em H1
0(Ω)∩H2(Ω), onde wj são autovetores
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associados aos autovalores λj tais que ((wj, v)) = λj(wj, v), ∀v ∈ H1
0(Ω).

Seja D um conjunto de Rn+1 e f : D→ Rn. Dizemos que f satisfaz as condições de

Carathéodory em D se:

a) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixo;

b)f(t, x) é cont́ınua em x para cada t fixo;

c) para cada compacto U em D existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(t, x)| 6 mU(t),∀(t, x) ∈ U.

Considere o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1 : |t− t0| 6 a, |x− a| 6 b} com a,b > 0 .

Teorema 1.4.6. (Carathéodory) Seja f : R → Rn satisfazendo as condições de Ca-

rathéodory sobre R, e considere o problema de valor inicial x ′ = f(x, t)

x(t0) = x0.
(1.5)

Então existe uma solução x(t) de (1.5) sobre algum intervalo |t− t0| 6 β, (β > 0).

Demonstração. Vide [16].

Corolário 1.4.1. Sejam D aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições de Carathéodory

sobre D, então o problema (1.5) tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Corolário 1.4.2. Seja [0,w] × B, com 0 < w < ∞ e B = {x ∈ Rn; ||x|| 6 b}, b > 0 e f

nas condições de Carathéodory. Seja Φ uma solução de x ′ = f(x, t)

x(0) = x0, |x0| 6 b.
(1.6)

Suponha que em qualquer intervalo I onde Φ está definida se tenha |Φ(t)| 6M, para todo

t ∈ I, M independente de t e M < b. Então Φ tem um prolongamento até [0,w].

Conforme aparece em [6], toda equação diferencial ordinária de ordem m pode ser

transformado em um sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem, o

qual pode ser representado na forma matricial , então o Corolário 1.4.2 é válido para

EDO’s de segunda ordem fixadas as condições iniciais.
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1.5 Desigualdades

Lema 1.5.1. (Desigualdade de Young) Sejam p > 1,q > 1 tais que
1

p
+

1

q
= 1. Então

ab 6
1

p
ap +

1

q
bq, ∀a > 0, ∀b > 0

Demonstração. Ver [4].

Lema 1.5.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com
1

p
+

1

q
= 1

e 1 6 p 6∞. Então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|fg| 6 |f|Lp(Ω)|g|Lq(Ω).

Demonstração. Ver [4].

Teorema 1.5.1. (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam f, v : [0, T ]→ R funções

não negativas e integráveis, v0 constante não negativa, e g : [0, T ] → R, uma função

cont́ınua, não negativa, tais que

v(t) 6 v0 +
∫ t
0

f(x)dx+

∫ t
0

v(x)g(x)dx , ∀t ∈ [0, T ]

então,

v(t) 6

(
v0 +

∫ t
0

f(x)dx

)
e
∫t
0 g(x)dx , ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.5.2. (Desigualdade Tipo Gronwall) Sejam v0 uma constante não negativa, g

uma função integrável, quase sempre não negativa em ]0, T [ e v : [0, T ] → R uma função

cont́ınua tais que
1

2
v2(t) 6

1

2
v20 +

∫ t
0

g(s)v(s)ds , ∀t ∈ [0, T ]

Então,

|v(t)| 6 v0 +
∫ t
0

g(s)ds , ∀t ∈ [0, T ]

Demonstração. Vide [5].

Corolário 1.5.1. Sejam v0 uma constante não negativa, f : [0, T ] → R função não

negativa e integrável e v,g : [0, T ]→ R funções cont́ınuas não negativas tais que

v(t) 6 v0 +
∫ t
0

f(s)[2v(s)]
1
2ds+

∫ t
0

g(s)v(s)ds , ∀t ∈ [0, T ].
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Então,

v(t) 6 [2v0 +
( ∫T

0

f(s)ds
)2
] exp(2

∫ t
0

g(s)ds) ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração. Aplicando o teorema (1.5.1), temos:

v(t) 6 [v0 +

∫ t
0

f(s)[2v(s)]
1
2ds] exp(

∫ t
0

g(s)ds).

Dáı,

1

2
[(2v(t))

1
2 ]2 6

1

2
[(2v0 exp(

∫ t
0

g(s)ds))
1
2 ]2 +

∫ t
0

f(s)[2v(s)]
1
2ds] exp(

∫ t
0

g(s)ds).

Pelo teorema (1.5.2), segue que:

(2v(t))
1
2 6 (2v0 exp(

∫ t
0

g(s)ds))
1
2 +

∫ t
0

f(s)ds exp(

∫ t
0

g(s)ds).

Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade e usando o fato de que

(a+ b)2 6 2a2 + 2b2 para quaisquer a,b > 0:

2v(t) 6 4v0 exp(

∫ t
0

g(s)ds) + 2
( ∫ t

0

f(s)ds
)2

exp(2

∫ t
0

g(s)ds).

Isto é,

v(t) 6 [2v0 +
( ∫ t

0

f(s)ds
)2
] exp(2

∫ t
0

g(s)ds).



Caṕıtulo 2

Análise do Problema de Valor de

Fronteira Homogêneo

De agora em diante, adotaremos a notação de ı́ndices repetidos, isto é, onde houver

termos com ı́ndices repetidos, fica subtendido que está sendo feito o somatório nesse

ı́ndice. Seja o operador geral de segunda ordem em t:

Ru = u ′′ +A(t)u+ bi(x, t)
∂u ′

∂xi
+ c(x, t)u ′ + di(x, t)

∂u

∂xi
+ f(x, t)u (2.1)

onde A(t)u = − ∂
∂xi

(
aij(x, t)

∂u
∂xi

)
e os coeficientes aij, bi, c, di e a função f satisfazem:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aij são simétricas e uniformemente coercivas sobre Q;

aij ∈ C1(Q) , a ′′ij ∈ L∞(Q);

bi, c,di, f ∈W1,∞(0, T ,L∞(Ω)) ; ∂bi
∂xi
∈ L∞(Q).

(2.2)

Entendemos por aij ser uniformemente coerciva sobre Q, se existem a0,a1 > 0 tais

que a0ξiξj 6 aijξiξj 6 a1ξiξj, ∀{x, t} ∈ Q e ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn. Em particular,

se existe uma constante a0 > 0 tal que | < A(t)u,u > | > a0‖u‖2, ∀u ∈ H1
0(Ω), onde

< A(t)u,u >=
∫
Ω
aij

∂u
∂xi

∂u
∂xi
dx.

Dado o problema de valor de fronteira homogêneo:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ru = h em Q

u = 0 em Σ

u(0) = u0 , u ′(0) = u1 em Ω

(2.3)

com condições iniciais {u0,u1} ∈ H1
0(Ω) × L2(Ω) e h ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), definimos como

15
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solução fraca de (2.3) a função u : Q→ R tal que u ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω)), u ′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

e satisfaz:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫T
0 (u

′, ξ ′)dt+
∫T
0 a(t,u, ξ)dt+

∫T
0 < bi

∂u ′

∂xi
, ξ > dt+

∫T
0 (Pu, ξ)dt =

∫T
0 (h, ξ)dt

∀ξ ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω)) , ξ ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) , ξ(0) = ξ(T) = 0

u(0) = u0 , u ′(0) = u1

(2.4)

onde ∣∣∣∣∣∣ < A(t)u, ξ >= a(t,u, ξ) =
∫
Ω
aij

∂u
∂xi

∂ξ
∂xi
dx

Pu = cu ′ + di
∂u
∂xi

+ fu
(2.5)

O teorema a seguir trata da existência e unicidade da solução fraca de (2.3) sob

condições iniciais fortes.

Teorema 2.0.3. Se u0 ∈ H2(Ω)∩H1
0(Ω) , u ′ ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)) e h,h ′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω))

então existe uma única solução fraca u para o problema (2.3) tal que

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0(Ω)) , u ′ ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)) , u ′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Demonstração. Sejam (wj) e (λj) os autovetores e autovalores do problema espectral

((wj, v)) = λj(wj, v), ∀v ∈ H1
0(Ω). Ainda como consequência do Teorema Espectral

temos que (wj) forma uma base ortonormal em H1
0(Ω)∩H2(Ω). Vamos usar o método de

Galerkin, descrito em [14], para mostrar a existência da solução. Considere o subespaço

n-dimensional de H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) denotado por Vm = [w1,w2, . . . ,wm] gerado pelos

m-primeiros autovetores wν, ν = 1, 2, . . . ,m. Então o problema aproximado associado a

(2.1) e (2.3) é encontrar um(t) ∈ Vm tal que:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Rum, v) = (h(t), v), ∀v ∈ Vm ⊂ H1

0(Ω) ∩H2(Ω)

um(0) = u
0
m → u0 em H1

0(Ω) ∩H2(Ω)

u ′m(0) = u
1
m → u1 em H1

0(Ω)

(2.6)

Mas de um ∈ Vm temos que um =
∑m
i=1 gi(t)wi, u ′m =

∑m
i=1 g

′
i(t)wi e

u ′′m =
∑m
i=1 g

′′
i (t)wi, onde os gi são determinados por (2.6). De (Rum, v) = (h(t), v)

para todo v ∈ Vm, temos:

(u ′′m, v) + (A(t)um, v) + (bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

, v) + (c(x, t)u ′m, v) + (di(x, t)
∂um
∂xi

, v)

+ (f(x, t)um, v) = (h(t), v).
(2.7)
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Em particular, fazendo v = wj:

(u ′′m,wj) + (A(t)um,wj) + (bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

,wj) + (c(x, t)u ′m,wj) + (di(x, t)
∂um
∂xi

,wj)

+ (f(x, t)um,wj) = (h,wj)

Dáı,

g ′′i (t) +
(
− ∂bi(x,t)

∂xi
+ c(x, t)

)
g ′i(t) +

(
A(t) − ∂di(x,t)

∂xi
+ f(x, t)

)
gi(t)

= (h,wj) 1 6 i 6 m

onde usamos o fato de um ∈ H1
0 ∩ H2(Ω) e a fórmula de Green. Além disso, como

u0
m ,u1

m ∈ Vm, obtemos:

De u0
m =

∑m
i=1 α(t)wi, que α(t) = (u0,wj);

De u1
m =

∑m
i=1 β(t)wi, que β(t) = (u1,wj).

Logo as condições iniciais de (2.6) fornecem após passagem ao limite que

gi(0) = (u0,wi) e g ′i(0) = (u1,wi).

Portanto, o problema aproximado (2.6) trata-se de uma equação diferencial ordinária

de segunda ordem. Note que as hipóteses (2.2) e o Teorema 1.3.5 garantem que os coefi-

cientes (−∂bi(x,t)
∂xi

+ c(x, t)
)

e
(
A(t) − ∂di(x,t)

∂xi
+ f(x, t)

)
são cont́ınuos. O Teorema 1.1.1

garante que (h,wj) também é cont́ınuo. Além disso, são coeficientes integráveis em t para

cada x fixo e para cada t são funções limitadas. Portanto estes coeficientes satisfazem as

condições de Carathéodory. Então pelo Corolário 1.4.2, o problema associado (2.6) possui

uma única solução u definida em [0, T ].

Vamos a seguir, obter estimativas a priori, as quais permitirão, dentre outras coisas,

provar que a solução aproximada do problema (2.6) é de fato solução de (2.3).

• Primeira estimativa: |u ′m(t)|
2 + a0‖um(t)‖2 6 C1

Fazendo v = 2u ′m em (2.7):
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(u ′′m, 2u ′m) + (A(t)um, 2u ′m) + (bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

, 2u ′m) + (c(x, t)u ′m, 2u ′m)

+ (di(x, t)
∂um
∂xi

, 2u ′m) + (f(x, t)um, 2u ′m) = (h, 2u ′m)
(2.8)

Vamos estimar cada termo de (2.8).

Pela definição da norma em L2(Ω):

d

dt
|u ′m|

2 =
d

dt
(u ′m,u ′m) = 2(u ′′m,u ′m). (2.9)

Da coercividade de aij, segue que:

a0
d
dt
‖um‖2 6 a0

d
dt
(∂um
∂xi

, ∂um
∂xi

) = 2a0(
∂u ′m
∂xi

, ∂um
∂xi

) 6

6 2(aij
∂um
∂xi

, ∂u
′
m

∂xi
) = (A(t)um, 2u ′m).

(2.10)

Usando a fórmula de Green e que um ∈ H1
0(Ω), temos:

−(bi
∂u ′m
∂xi

, 2u ′m) = −2(biu
′
m,
∂u ′m
∂xi

) = (
∂bi

∂xi
u ′m, 2u ′m) + (bi

∂u ′m
∂xi

, 2u ′m).

Assim, da desigualdade de Hölder obtemos:

−(bi
∂u ′m
∂xi

, 2u ′m) = (
∂bi

∂xi
u ′m,u ′m) 6 |

∂bi

∂xi
||u ′m||u

′
m| 6 B|u

′
m|

2, (2.11)

onde B = ess sup
(x,t)∈Q

|
∂bi

∂xi
(x, t)|.

Aplicando a desigualdade de Hölder segue que

−(c(x, t)u ′m, 2u ′m) 6 |− (c(x, t)u ′m, 2u ′m)| 6 2|c(x, t)||u ′m||u
′
m| 6 2C|u ′m|

2, (2.12)

onde C = ess sup
06t6T

|c(x, t)|L∞(Ω).

Novamente pela desigualdade de Hölder e considerando a norma do gradiente em

H1
0(Ω), temos:

−(di
∂um

∂xi
, 2u ′m) 6 2|di||

∂um

∂xi
||u ′m| 6 2D‖um‖|u ′m|,

onde, D = ess sup
06t6T

|di(x, t)|L∞(Ω).
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Usando a desigualdade de Young, obtemos:

−(di(x, t)
∂um

∂xi
, 2u ′m) 6 a

− 1
2

0 D2a
1
2
0 ‖um‖|u ′m| 6 a

− 1
2

0 D(a0‖um‖2 + |u ′m|
2), (2.13)

Aplicando primeiramente a desigualdade de Hölder e posteriormente a desigualdade

de Young:

−(f(x, t)um, 2u ′m) 6 |− (f(x, t)um, 2u ′m)| 6 2a
− 1

2
0 |f(x, t)|a

1
2
0 ‖um‖|u ′m|

6 a
− 1

2
0 F2a

1
2
0 ‖um‖|u ′m| 6 a

− 1
2

0 F(a0‖um‖2 + |u ′m|
2),

(2.14)

onde F = ess sup
06t6T

|f(x, t)|L∞(Ω).

Da mesma maneira obtemos que

(h, 2u ′m) 6 2|h|
1
2 |h|

1
2 |u ′m| 6 |h|+ |h||u ′m|

2. (2.15)

Com estas estimativas (2.9)-(2.15) e tomando K = max{B, 2C,a
− 1

2
0 D,a

− 1
2

0 F} de (2.8)

obtemos:
d

dt
|u ′m|

2 + a0
d

dt
‖um‖2 6 |h|+ [K+ |h|](a0‖um‖2 + |u ′m|

2).

Então integrando de 0 a t, 0 6 t 6 T , obtemos:

|u ′m(t)|
2+a0‖um(t)‖2 6 |u ′m(0)|

2+a0‖um(0)‖2+
∫T
0

|h|dt+

∫T
0

[K+|h|](a0‖um‖2+|u ′m|
2)dt.

Aplicando a desigualdade de Gronwall generalizada , temos:

|u ′m(t)|
2 + a0‖um(t)‖2 6

(
|u1
m|

2 + a0‖u0
m‖2 +

∫T
0

|h|dt
)

exp
( ∫ t

0

[K+ |h(s)|]ds
)
.

Como h ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) segue que existe C1 > 0 tal que

|u ′m(t)|
2 + a0‖um(t)‖2 6 C1 (2.16)

• Segunda estimativa: |∇u ′m(t)|2 + a0|∆um(t)|
2 6 C2

Agora fazendo v = −2∆u ′m em (2.7), obtemos:

(u ′′m,−2∆u ′m) + (A(t)um,−2∆u ′m) + (bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

,−2∆u ′m) + (c(x, t)u ′m,−2∆u ′m)

+ (di(x, t)
∂um
∂xi

,−2∆u ′m) + (f(x, t)um,−2∆u ′m) = (h,−2∆u ′m).

(2.17)
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Vamos estimar cada um dos termos de (2.17).

Usando a norma definida em L2(Ω) e a fórmula de Green, temos:

d

dt
|∇u ′m|2 =

d

dt
(∇u ′m,∇u ′m) = 2(∇u ′′m,∇u ′m) = −2(u ′′m,∆u ′m). (2.18)

Da coercividade de aij segue que

a0
d

dt
|∆um|

2 = 2a0(∆u
′
m,∆um) 6 2a1(∆um,∆u ′m).

Considerando que um ∈ H1
0(Ω) e usando novamente a propriedade da coercividade de

aij e mais uma vez a fórmula de Green, obtemos:

2a1(∆um,∆u ′m) = −2a1(
∂um
∂xi

, ∂
∂xi
∆u ′m) 6 −2(aij

∂um
∂xi

, ∂
∂xi
∆u ′m)

= −2(− ∂
∂xi

(
aij

∂um
∂xi

)
,∆u ′m) = (A(t)um,−2∆u ′m)

(2.19)

Note que pela definição do operador Laplaciano e pela fórmula de Green obtemos:

(bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

, 2∆u ′m) = (bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

, 2

n∑
i=1

∂2

∂x2i
u ′m)

= −2

n∑
i=1

(
∂bi(x, t)

∂xi

∂u ′m
∂xi

,
∂u ′m
∂xi

) − 2

n∑
i=1

(bi(x, t)
∂2

∂x2i
u ′m,

∂u ′m
∂u ′m

)

= −2

n∑
i=1

(
∂bi(x, t)

∂xi

∂u ′m
∂xi

,
∂u ′m
∂xi

) − (bi(x, t)
∂u ′m
∂u ′m

, 2

n∑
i=1

∂2

∂x2i
u ′m)

= −2

n∑
i=1

(
∂bi(x, t)

∂xi

∂u ′m
∂xi

,
∂u ′m
∂xi

) − (bi(x, t)
∂u ′m
∂u ′m

, 2∆u ′m).

Resultando que:

(bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

, 2∆u ′m) = −

n∑
i=1

(
∂bi(x, t)

∂xi

∂u ′m
∂xi

,
∂u ′m
∂xi

).

Usando a desigualdade de Hölder na igualdade acima, obtemos:

(bi(x, t)
∂u ′m
∂xi

, 2∆u ′m) 6
n∑
i=1

|
∂bi(x, t)

∂xi
||
∂u ′m
∂xi

|2 6 B|∇u ′m|2, (2.20)

onde, B = ess sup
(x,t)∈Q

|
∂bi(x, t)

∂xi
(x, t)|.
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Aplicando a fórmula de Green, posteriormente a desigualdade de Hölder e observando

que de um ∈ Vm, temos u ′m ∈ H1
0(Ω), temos:

(c(x, t)u ′m, 2∆u ′m) = −2(∇c(x, t)u ′m,∇u ′m) − 2(c(x, t)∇u ′m,∇u ′m)

6 |− 2(∇c(x, t)u ′m,∇u ′m)|+ |− 2(c(x, t)∇u ′m,∇u ′m)|

6 2|∇c(x, t)|‖u ′m‖|∇u ′m|+ 2|c(x, t)||∇u ′m||∇u ′m|.

Considerando que c(x, t) e ∇c(x, t) são limitados devido as hipóteses (2.2), segue que:

(c(x, t)u ′m, 2∆u ′m) 6 4C|∇u ′m|2, (2.21)

onde C = max{ess sup
06t6T

|c(x, t)|L∞(Ω), ess sup
06t6T

|∇c(x, t)|L∞(Ω)}.

Aplicando novamente a definição do operador Laplaciano e a fórmula de Green,

obtemos:

(di(x, t)
∂um
∂xi

, 2∆u ′m) = 2(di(x, t)
∂um
∂xi

,

n∑
i=1

∂2

∂x2i
u ′m)

= −2

n∑
i=1

(
∂di(x, t)

∂xi

∂um

∂xi
,
∂u ′m
∂xi

) − 2

n∑
i=1

(di(x, t)
∂2

∂x2i
um,

∂u ′m
∂xi

).

Aplicando a desigualdade de Hölder na igualdade acima, segue que:

(di(x, t)
∂um
∂xi

, 2∆u ′m) 6 2

n∑
i=1

|
∂di(x, t)

∂xi
||
∂um

∂xi
||
∂u ′m
∂xi

|+ 2

n∑
i=1

|di(x, t)||
∂2

∂x2i
um||

∂u ′m
∂xi

|

6 2|∂di(x,t)
∂xi

||∇um||∇u ′m|+ 2|di(x, t)||∆um||∇u ′m|.

Considerando que as normas do Laplaciano e do Gradiente são equivalentes em

H1
0(Ω) ∩H2(Ω) e tomando λ2 tal que |∇u| 6 λ2|∆u|, temos:

(di(x, t)
∂um

∂xi
, 2∆u ′m) 6 |

∂di(x, t)

∂xi
|λ2a

− 1
2

0 2a
1
2
0 |∆um||∇u ′m|+ a

− 1
2

0 2a
1
2
0 |di(x, t)||∆um||∇u ′m|.

Agora aplicando a desigualdade de Young, obtemos:

(di(x, t)
∂um
∂xi

, 2∆u ′m) 6 |
∂di(x,t)
∂xi

|λ2a
− 1

2
0 [a0|∆um|

2 + |∇u ′m|2]

+|di(x, t)|a
− 1

2
0 [a0|∆um|

2 + |∇u ′m|2]

6 2Da
− 1

2
0 [a0|∆um|

2 + |∇u ′m|2],

(2.22)

onde, D = max{ess sup
06t6T

|di(x, t)|L∞(Ω), ess sup
06t6T

|
∂di(x, t)

∂xi
|L∞(Ω)}.



Caṕıtulo 2. Análise do Problema de Valor de Fronteira Homogêneo 22

Usando a fórmula de Green, temos:

(f(x, t)um, 2∆u ′m) = −2(∇f(x, t)um,∇u ′m) − 2(f(x, t)∇um,∇u ′m)

6 |− 2(∇f(x, t)um,∇u ′m)|+ |− 2(f(x, t)∇um,∇u ′m)|.

Considerando as hipóteses (2.2), temos que f(x, t) e ∇f(x, t) são limitados. Por-

tanto, usando a desigualdade de Hölder e que as normas do laplaciano e do gradiente são

equivalentes em H1
0(Ω) ∩H2(Ω), segue que:

(f(x, t)um, 2∆u ′m) 6 2|∇f(x, t)|‖um‖|∇u ′m|+ 2|f(x, t)||∇um||∇u ′m|

6 4F|∇um||∇u ′m| 6 Fλ2a
− 1

2
0 4a

1
2
0 |∆um||∇u ′m|,

onde F = max{ess sup
06t6T

|f(x, t)|L∞(Ω), ess sup
06t6T

|∇f(x, t)|L∞(Ω)} e λ2 > 0 tal que

|∇u| 6 λ2|∆u|.

Aplicando a desiguadade de Young, temos:

(f(x, t)um, 2∆u ′m) 6 2Fλ2a
− 1

2
0 [a0|∆um|

2 + |∇u ′m|2]. (2.23)

Integrando por partes com relação a t e usando as desigualdades de Hölder e Young,

segue que:

−(h, 2∆u ′m) = 2(h ′, 2∆um) 6 2|(h ′,∆um)| 6 2a
− 1

2
0 |h ′|

1
2 |h ′|

1
2a

1
2
0 |∆um|

6 a−1
0 |h ′|+ |h ′|a0|∆um|

2.
(2.24)

Seja K = max{B, 4C, 2Dλ2a
− 1

2
0 , 2Fλ2a

− 1
2

0 }, segue de (2.17) e das estimativas

(2.18)-(2.24) que:

d

dt
|∇u ′m|2 + a0

d

dt
|∆um|

2 6 a−1
0 |h ′|+ [k+ |h ′|](|∇u ′m|2 + a0|∆um|

2).

Agora integrando esta desigualdadde de 0 a t, 0 6 t 6 T , obtemos:

|∇u ′m(t)|2 + a0|∆um(t)|
2 6 |∇u ′m(0)|2 + a0|∆um(0)|

2 +
∫T
0 a

−1
0 |h ′|dt

+
∫T
0 [k+ |h ′|](|∇u ′m|2 + a0|∆um|

2)dt.

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, temos:

|∇u ′m(t)|2 + a0|∆um(t)|
2 6

(
|∇u1

m|
2 + a0|∆u

0
m|

2 +

∫T
0

a−1
0 |h ′|dt

)
exp

( ∫T
0

[k+ |h ′(s)|]ds
)
.

(2.25)
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Como h ′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), existe uma constante C2 > 0 tal que:

|∇u ′m(t)|2 + a0|∆um(t)|
2 6 C2 ∀0 6 t 6 T e ∀m ∈ N. (2.26)

Assim, por (2.16) e (2.26):∣∣∣∣∣∣ ∆um é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω));

u ′m é limitado em L∞(0, T ;H1
0(Ω)).

(2.27)

Portanto, pelo Teorema 1.4.1, existe uma subsequência (uν) de (um) tal que:

∣∣∣∣∣∣ ∆uν
∗
⇀ ξ em L∞(0, T ;L2(Ω))

u ′ν
∗
⇀ u em L∞(0, T ;H1

0(Ω)) e L∞(0, T ;L2(Ω))
(2.28)

Como Lp(Ω) ⊂ LpLoc(Ω) então pelo Teorema 1.2.3 toda função de Lp pode ser vista

como uma distribuição sobre Ω. Assim a primeira estimativa diz que uν
∗
⇀ u em

L∞(0, T ;H1
0(Ω)), isto é (uν,ψ) → (u,ψ), ∀ψ ∈ H1

0(Ω). Em particular, ∀ψ ∈ D ′(Ω).

Ou seja, ∫
Ω

(uν − u)ψdx→ 0 , ∀ψ ∈ D ′(Ω).

Conclúımos dáı que uν → u em D ′(Ω). Como o limite distribuicional é único e

∆uν
∗
⇀ ∆u, segue que ξ = ∆u.

Vejamos agora, que de fato, u é solução fraca de (2.3). Para isto devemos verificar que

u satisfaz (2.4). Da segunda convergência de (2.28) e do fato da convergência se estender

ao sentido das distribuições, temos:

(u ′ν,ψ)→ (u ′,ψ)⇒ (u ′′ν,ψ)→ d

dt
(u ′,ψ) em D ′(Ω).

Assim, passando ao limite no problema aproximado (2.6):

d
dt
(u ′,ψ) + (A(t)u,ψ) + (bi(x, t)

∂u ′

∂xi
,ψ) + (c(x, t)u ′,ψ) + (di(x, t)

∂u
∂xi

,ψ)

+ (f(x, t)u,ψ) = (h,ψ), ∀ψ ∈ Vm.

Pela densidade de D(Ω) em H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) (considerando que H2(Ω) ↪→ L2(Ω) e

D(Ω) é denso em L2(Ω)), tomando θ ∈ D([0, T ]), temos ψθ ∈ D(Q). Fazendo ξ(x, t) =

ψ(x)θ(t) de onde ξ ′ = ψθ ′, obtemos:
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−

∫T
0

(u ′,ψθ ′)dt+

∫T
0

(A(t)u,ψθ)dt+

∫T
0

< bi
∂u ′

∂xi
,ψθ > dt+

∫T
0

(Pu,ψθ)dt =

∫T
0

(h,ψθ)dt

Em particular é verdade para ξ = ψθ satisfazendo as condições de (2.4). Portanto u

é solução fraca de (2.3). Podemos notar também que:

∫T
0

(u ′′, ξ)dt = −

∫T
0

(A(t)u, ξ)dt−

∫T
0

< bi
∂u ′

∂xi
, ξ > dt−

∫T
0

(Pu, ξ)dt+

∫T
0

(h, ξ)dt ∀ξ ∈ D ′(Ω)

Pelas condições (2.2), temos que −A(t)u − bi
∂u ′

∂xi
− Pu + h ∈ C0(Ω), em particular

u ′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

•Unicidade

Se u e v são soluções fracas de (2.3), então ψ = u− v é solução de:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Rψ = 0 em Q

ψ = 0 em Σ

ψ(0) = ψ ′(0) = 0 em Ω

(2.29)

Passando o limite em (2.25) temos que a solução ψ de (2.29) satisfaz:

|ψ ′(t)|2 + a0‖ψ(t)‖2 6
(
|∇ψ1|2 + a0|∆ψ

0|2 +

∫T
0

a−1
0 |h ′|dt

)
exp

( ∫T
0

[k+ |h ′(s)|]ds
)

para todo 0 6 t 6 T . Mas como ψ0 = ψ1 = h ′ = 0, então seque que

|ψ ′(t)|2 + a0‖ψ(t)‖2 6 0 ∀t, 0 6 t 6 T .

Logo ψ ′ ≡ 0. Portanto ψ é constante. Conclúımos assim, que u = v.

Agora vamos demonstrar um resultado envolvendo condições iniciais mais fracas. Antes

vamos introduzir a seguinte notação:

a(n)(t,u, v) =
(
a
(n)
ij ,

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
Assim,
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d

dt
a ′(t,u,u ′) =

d

dt

(
a ′ij,

∂u

∂xi

∂u ′

∂xi

)
=
(
a ′′ij,

∂u

∂xi

∂u ′

∂xi

)
+
(
a ′ij,

∂u ′

∂xi

∂u ′

∂xi

)
+
(
a ′ij,

∂u

∂xi

∂u ′′

∂xi

)
.

Logo,

a ′(t,u,u ′′) =
d

dt
a ′(t,u,u ′) − a ′′(t,u,u ′) − a ′(t,u ′,u ′). (2.30)

Teorema 2.0.4. Se

u0 ∈ H1
0(Ω) , u1 ∈ L2(Ω) , h ∈ L1(0, T ;L2(Ω))

então:

(i) Existe uma única solução fraca u do problema (2.3) tal que

u ∈ C(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω))

(ii) A aplicação linear

H1
0(Ω)× L2(Ω)× L1(0, T ;L2(Ω)) 7→ C(0, T ;H1

0(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω))

{u0,u1,h} 7→ u

com u, obtido em (i), é cont́ınua.

(iii) A solução u encontrada em (i) satisfaz:

1
2
|u ′(t)|2 + 1

2
a(t,u(t),u(t)) = 1

2
|u1|2 + 1

2
a(0,u0,u0) + 1

2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

+
∫t
0(h,u ′)ds+ 1

2

∫t
0

(
∂bi
∂xi
u ′,u ′

)
ds−

∫t
0(Pu,u ′)ds

onde Pu é dado por (2.5).

Demonstração. Da densidade de H1
0(Ω) ∩H2(Ω), H1

0(Ω) e W1,1(0, T ;L2(Ω)) em H1
0(Ω),

L2(Ω) e L1(0, T ;L2(Ω)), respectivamente, podemos tomar as sequências

(u0
µ) ⊂ H1

0(Ω) ∩H2(Ω), (u1
µ) ⊂ H1

0(Ω) e (hµ) ⊂W1,1(0, T ;L2(Ω)) tais que

u0
µ → u0 em H1

0(Ω) , u1
µ → u1 em L2(Ω) , hµ → h em L1(0, T ;L2(Ω)) (2.31)

Denote por uµ a solução obtida no Teorema 2.0.3 com condições iniciais {u0
µ,u1

µ,hµ}.

Então pela regularidade de uµ e pelo Teorema 1.1.1, uµ ∈ C(0, T ;H1
0(Ω))∩C1(0, T ;L2(Ω)).
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Note que:

1

2

d

dt
a(t,u,u) =

1

2

d

dt

(
aij,

∂u

∂xi

∂u

∂xi

)
=

1

2

(
a ′ij,

∂u

∂xi

∂u

∂xi

)
+

1

2

(
aij,

∂u ′

∂xi

∂u

∂xi

)
+

1

2

(
aij,

∂u

∂xi

∂u ′

∂xi

)
.

Então, (
aij,

∂u

∂xi

∂u ′

∂xi

)
=

1

2

d

dt
a(t,u,u) −

1

2
a ′(t,u,u).

Além disso, pela fórmula de Green:(
bi
∂u ′

∂xi
,u ′
)
=
(
biu

′,
∂u ′

∂xi

)
= −

(∂bi
∂xi

u ′,u ′
)
−
(
bi
∂u ′

∂xi
,u ′
)
⇒
(
bi
∂u ′

∂xi
,u ′
)
= −

1

2

(∂bi
∂xi

u ′,u ′
)
.

Desenvolvendo (Ruµ,u ′µ) = (h,u ′µ) e usando as duas identidades acima encontramos:

1

2

d

dt
|u ′µ|

2 +
1

2

d

dt
a(t,uµ,uµ) =

1

2
a ′(t,uµ,uµ) +

1

2
(
∂bi

∂xi
u ′µ,u ′µ) − (Puµ,u ′m) + (hµ,u ′µ).

Integrando de 0 a t, 0 6 t 6 T e fazendo Eµ(t) =
1
2
|u ′µ(t)|

2+ 1
2
a(t,uµ(t),uµ(t), podemos

reescrever:

Eµ(t) = Eµ(0) +
1
2

∫t
0 a
′(s,uµ,uµ)ds+

∫t
0(hµ,u ′µ)ds+

1
2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′µ,u ′µ)ds−

∫t
0(Puµ,u ′m)ds

(2.32)

Assim,

Eµ(t) 6 Eµ(0) +
1
2

∫t
0 |a
′
ij||
∂uµ
∂xi

||
∂uµ
∂xi

|ds+
∫t
0 |hµ||u

′
µ|ds+

1
2

∫t
0 |
∂bi
∂xi

||u ′µ||u
′
µ|ds

+
∫t
0 |c||u

′
µ||u

′
µ|ds+

∫t
0 |
∂di
∂xi

|‖uµ‖|u ′µ|+
∫t
0 |f|‖uµ‖|u

′
µ|

6 Eµ(0) +Aa
−1
0

1
2

∫t
0 a0‖uµ‖2ds+

∫t
0 |hµ||u

′
µ|ds+ b

1
2

∫t
0 |u

′
µ|

2ds+ 2C1
2

∫t
0 |u

′
µ|

2ds

+da
− 1

2
0

1
2

∫t
0[a0‖uµ‖2 + |u ′µ|

2]ds+ Fa
− 1

2
0

1
2

∫t
0[a0‖uµ‖2 + |u ′µ|

2]ds,

onde A = max
(x,t)∈Q

{aij(x, t)}, B = ess sup
(x,t)∈Q

|
∂bi(x, t)

∂xi
(x, t)|, C = ess sup

06t6T
|c(x, t)|L∞(Ω),

d = ess sup
06t6T

|
∂di(x, t)

∂xi
|L∞(Ω)} e F = ess sup

06t6T
|f(x, t)|L∞(Ω). Tomando

K = max{Aa−1
0 ,B, 2C,da

− 1
2

0 , Fa
− 1

2
0 } e usando que para a,b > 0 temos a 6 (a2 + b)

1
2

segue que:

Eµ(t) 6 Eµ(0) +
∫t
0 |hµ||u

′
µ|ds+ K

∫t
0

1
2
[a0‖uµ‖2 + |u ′µ|

2]ds

6 Eµ(0) +
∫t
0 |hµ||u

′
µ|ds+ K

∫t
0 Eµ(s)ds

6 Eµ(0) +
∫t
0 |hµ|[2Eµ(s)]

1
2ds+ K

∫t
0 Eµ(s)ds

Aplicando o Corolário 1.5.1:
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Eµ(t) 6
(
2Eµ(0) + (

∫T
0

|hµ|ds)
2
)

exp(CT), (2.33)

onde C é uma constante que independe de µ e t ∈ [0, T ].

Escrevendo uµ − uσ no lugar de uµ em (2.33) também obtemos:

|u ′µ(t) − u
′
σ(t)|

2 + a(t,uµ(t) − uσ(t),uµ(t) − uσ(t)) 6 2[|u1
µ − u

1
σ|

2] exp(CT)

+ 2a(t,u0
µ − u

0
σ,u0

µ − u
0
σ) exp(CT) + (

∫T
0 |hµ − hσ|ds)

2) exp(CT).

Fazendo µ,σ → ∞ e usando as convergências (2.31) na desigualdade acima, temos que

(uµ) é uma sequência de Cauchy em H1
0(Ω) e L2(Ω). Portanto, convergente. Logo:∣∣∣∣∣∣ uµ → u em C(0, T ;H1

0(Ω));

u ′µ → u ′ em C(0, T ;L2(Ω)).

Passando o limite em (2.33), segue que:

E(t) 6
(
2E(0) + (

∫T
0

|h|ds)2
)

exp(CT)

provando assim o item (ii).

Passando o limite em (2.32), obtemos:

E(t) = E(0) + 1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,u ′)ds+ 1

2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′,u ′)ds−

∫t
0(Pu,u ′)ds

o que mostra o item (iii).

Como uµ satisfaz (2.4), passando ao limite obtemos que a própria u satisfaz (2.4),

portanto u é solução fraca de (2.3). Para concluir (i) vamos mostrar a unicidade. Sejam

u e v soluções fracas de (2.3) sob as hipóteses do Teorema. Então w = u − v é solução

de (2.29). Logo, temos por (2.33):

|w ′(t)|2 + a(t,w(t),w(t)) 6 2[|w1|2 + a(0,w0,w0] exp(CT) + (

∫T
0

|h|ds)2 exp(CT),

∀t, 0 6 t 6 T . Como em (2.29) w0 = w1 = h = 0, segue então que |w ′(t)| 6 0,

ou seja, w ′(t) = 0, ∀0 6 t 6 T . Portanto w é constante. Mas w(0) = 0, logo w ≡ 0.

Conclúımos assim que u = v.



Caṕıtulo 2. Análise do Problema de Valor de Fronteira Homogêneo 28

Agora vamos considerar o problema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ru = h ′ em Q

u = 0 em Σ

u(0) = u ′(0) = 0 em Ω

(2.34)

Note que se h ′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), a solução fraca deste problema satisfaz a condição de

regularidade (i) do Teorema 2.0.3.

Teorema 2.0.5. Se h ∈ L1(0, T ;H1
0(Ω)), h ′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e h(0) = 0, então a solução

u do problema (2.34) satisfaz:

‖u(t)‖+ |u ′(t) − h(t)| 6 C
∫T
0

‖h‖dt ∀t ∈ [0, T ] (2.35)

onde C é uma constante independente de u e h.

Demonstração. Primeiramente vejamos que por integração por partes e usando que

h(0) = 0, obtemos:∫ t
0

(h ′,u ′)ds =

∫
Ω

∫ t
0

h ′u ′dsdx =

∫
Ω

[hu ′ |t0 −

∫ t
0

hu ′′ds]dx = (h(t),u ′(t)) −

∫ t
0

(h,u ′′)ds.

Da definição de Ru, temos u ′′ = h ′ −Au− bi
∂u ′

∂xi
− Pu. Dáı, segue que:

∫t
0(h
′,u ′)ds = (h(t),u ′(t)) −

∫t
0(h,h ′)ds+

∫t
0(h,Au)ds+

∫t
0(h,bi

∂u ′

∂xi
)ds

+
∫t
0(h,Pu)ds

= (h(t),u ′(t)) − 1
2

∫t
0
d
ds
|h(t)|2ds+

∫t
0(h,Au)ds+

∫t
0(h,bi

∂u ′

∂xi
)ds

+
∫t
0(h,Pu)ds

= (h(t),u ′(t)) − 1
2
|h(t)|2 +

∫t
0(h,Au)ds+

∫t
0(h,bi

∂u ′

∂xi
)ds+

∫t
0(h,Pu)ds.

Além disso, utilizando a fórmula de Green:∫ t
0

(h,bi
∂u ′

∂xi
)ds =

∫ t
0

(hbi,
∂u ′

∂xi
)ds = −

∫ t
0

(
∂h

∂xi
bi,u

′)ds−

∫ t
0

(h
∂bi

∂xi
,u ′)ds.

Do Teorema 2.0.4 e das condições iniciais de (2.34):

1
2
|u ′(t)|2 + 1

2
a(t,u(t),u(t)) = 1

2

∫t
0 a
′(s,u(s),u(s))ds+

∫t
0(h
′,u ′)ds+

+1
2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′,u ′)ds−

∫t
0(Pu,u ′)ds
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Das duas últimas igualdades, obtemos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2
|u ′(t)|2 − (h(t),u ′(t)) + 1

2
|h(t)|2 + 1

2
a(t,u(t),u(t)) = 1

2

∫t
0 a
′(s,u(s),u(s))ds

+1
2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′,u ′)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(
∂h
∂xi

,biu
′)ds−

∫t
0(h, ∂bi

∂xi
u ′)ds+

∫t
0(h,Pu)ds

−
∫t
0(Pu,u ′)ds

Implicando que:

1
2
|u ′(t) − h(t)|2 + 1

2
a(t,u(t),u(t)) = 1

2

∫t
0 a
′(s,u(s),u(s))ds+ 1

2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′,u ′)ds

+
∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(
∂h
∂xi

,biu
′)ds

−
∫t
0(h, ∂bi

∂xi
u ′)ds+

∫t
0(h,Pu)ds−

∫t
0(Pu,u ′)ds.

Fazendo θ = u ′ − h e substituindo u ′ por θ+ h na igualdade acima, obtemos:

1
2
|θ|2 + 1

2
a(t,u,u) = 1

2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu,u ′ − h)ds

−
∫t
0(h, ∂bi

∂xi
u ′)ds−

∫t
0(
∂h
∂xi

,biu
′)ds+ 1

2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′,u ′)ds

= 1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu, θ)ds

−
∫t
0(h, ∂bi

∂xi
u ′)ds+

∫t
0(h, ∂bi

∂xi
u ′)ds+

∫t
0(h,bi

∂u ′

∂xi
)ds

+1
2

∫t
0(
∂bi
∂xi
u ′,u ′)ds

= 1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu, θ)ds

+
∫t
0(h,bi

∂u ′

∂xi
)ds−

∫t
0(u

′,bi
∂u ′

∂xi
)ds

= 1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu, θ)ds

−
∫t
0(u

′ − h,bi
∂[θ+h]
∂xi

)ds

= 1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu, θ)ds

−
∫t
0(θ,bi

∂[θ+h]
∂xi

)ds

= 1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu, θ)ds

−
∫t
0(θ,bi

∂θ
∂xi

)ds−
∫t
0(θ,bi

∂h
∂xi

)ds,

ou seja,

1
2
|θ|2 + 1

2
a(t,u,u) = 1

2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds+

∫t
0(h,Au)ds−

∫t
0(Pu, θ)ds

+1
2

∫t
0(
∂bi
∂xi
θ, θ)ds−

∫t
0(
∂h
∂xi

,biθ)ds.

Estimando cada termo da igualdade acima, utilizando a fórmula de Green, a

desigualdade de Hölder, as condições (2.2) e a definição de Pu dada em (2.5) obtemos:
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1
2

∫t
0 a
′(s,u,u)ds = 1

2

∫t
0(a
′
ij
∂u
∂xi

, ∂u
∂xi

) 6 1
2

∫t
0 |a
′
ij||

∂u
∂xi

|| ∂u
∂xi

| 6 A
2

∫t
0 ‖u‖

2;∫t
0(h,Au)ds = −

∫t
0(h, ∂

∂xi

(
aij

∂u
∂xi

)
)ds =

∫t
0(
∂h
∂xi

,aij
∂u
∂xi

)ds 6
∫t
0 |
∂h
∂xi

||aij||
∂u
∂xi

|ds

6 a1

∫t
0 ‖h‖‖u‖ds;∫t

0(c[θ+ h], θ)ds 6
∫t
0 |c||θ+ h||θ|ds 6 C

∫t
0 |θ|

2 + C
∫t
0 ‖h‖|θ|ds;∫t

0(di
∂u
∂xi

, θ)ds 6 d
∫t
0 ‖u‖|θ|ds 6

d
2

∫t
0[‖u‖

2 + |θ|2]ds;∫t
0(fu, θ)ds 6

∫t
0 |f|‖u‖|θ|ds 6

F
2

∫t
0[‖u‖

2 + |θ|2]ds;

1
2

∫t
0(
∂bi
∂xi
θ, θ)ds 6 1

2

∫t
0 |
∂bi
∂xi

||θ||θ|ds 6 B
2

∫t
0 |θ|

2ds;∫t
0(
∂h
∂xi

,biθ)ds 6
∫t
0 |
∂h
∂xi

||bi||θ|ds 6 b
∫t
0 ‖h‖|θ|ds.

onde A = sup
(x,t)∈Q

|a ′ij|, b = ess sup
(x,t)∈Q

|bi|, B = ess sup
(x,t)∈Q

|
∂bi

∂xi
|, C = ess sup

06t6T
|c|L∞(Ω),

d = ess sup
06t6T

|di|L∞(Ω), F = ess sup
06t6T

|f|L∞(Ω), o que é posśıvel pela hipótese (2.2). To-

mando C1 = max{2a1, 2C, 2b} e C2 = max{A,d, F,B}, temos:

|θ|2 + a(t,u,u) 6 C1

∫ t
0

‖h‖[‖u‖+ |θ|]ds+ C2

∫ t
0

[‖u‖2 + |θ|2]ds

Como a0‖u‖2 6 a(t,u,u) e [‖u‖ + |θ|] 6 2[‖u‖2 + |θ|2]
1
2 segue em particular, que

existem constantes K1,K2 > 0 tais que:

|θ|2 + ‖u‖2 6 K1

∫ t
0

‖h‖[‖u‖2 + |θ|2]
1
2ds+ K2

∫ t
0

[‖u‖2 + |θ|2]ds

Aplicando o Corolário 1.5.1:

|θ|2 + ‖u‖2 6 K3

( ∫ t
0

‖h‖ds
)2

onde K3 = 2
1
2K1 exp

(
K2T

)
, para algum K1 > 0 independente de h e T . Usando

novamente que [‖u‖+ |θ|] 6 2[‖u‖2 + |θ|2]
1
2 , temos:

|θ|2 + ‖u‖2| 6 2
[
θ|2 + ‖u‖2

] 1
2

6 C
( ∫ t

0

‖h‖ds,

onde C = (K3)
1
2 . Com isto, conclúımos a prova do Teorema.

Considere as mudanças de variáveis abaixo:

ãij(x, t) = aij(x, T − t) , Ã(t) = A(T − t)

b̃ij(x, t) = −bi(x, T − t) , c̃(x, t) = −c(x, T − t)

d̃ij(x, t) = di(x, T − t) , f̃(x, t) = f(x, T − t) , h̃(x, t) = h(x, T − t)

(2.36)
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ũ(x, t) = u(x, T − t)

R̃u = ũ ′′ + Ãu+ b̃i
∂ũ ′

∂xi
+ c̃ũ ′ + d̃i

∂ũ
∂xi

+ f̃ũ
(2.37)

Claramente se aij, bi, c, di e f satisfazem as condições (2.2) então ãij, b̃ij, c̃, d̃ij e f̃

também as satisfazem. Portanto u é uma solução fraca do problema (2.3) se e somente

se ũ é solução fraca do problema abaixo:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R̃u = h̃ em Q

ũ = 0 em Σ

ũ(T) = u0 , ũ ′(T) = −u1 em Ω

(2.38)

Portanto os teoremas (2.0.4) e (2.0.5) são válidos para a solução fraca ũ de (2.38).



Caṕıtulo 3

Desigualdades Direta e Inversa

Na seção anterior mostramos a regularidade da solução fraca de (2.3). Agora mostrare-

mos a regularidade escondida de ∂u
∂ν

para a solução u (regularidade esta que não depende

da regularidade de u) do problema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L∗u = h em Q,

u = 0 sobre Σ,

u(0) = u0 , u ′(0) = u1 em Ω,

(3.1)

onde L∗ é o operador adjundo do operador L dado por (3), na introdução. Veja que

dados u, z ∈ H1
0(Ω), multiplicando cada termo de (3) por z, integrando sobre Q, usando

Green obtemos:

• < u ′′, z > =
∫
Q
u ′′zdtdx =

∫
Ω
(u ′, z) |T0︸ ︷︷ ︸

0

dx−
∫
Q
u ′z ′dtdx

= −
∫
Ω
(u, z ′) |T0︸ ︷︷ ︸

0

dx+
∫
Q
uz ′′dtdx = < u, z ′′ >;

• < − ∂
∂xi

[(
δij − k

′2xixj
)
k−2 ∂u

∂xj

]
, z > = −

∫
Q

∂
∂xi

[(
δij − k

′2xixj
)
k−2 ∂u

∂xj

]
zdxdt

=
∫
Q

(
δij − k ′2xixj

)
k−2 ∂z

∂xi

∂u
∂xj
dxdt

= −
∫
Q
u ∂
∂xi

[(
δij − k

′2xixj
)
k−2 ∂z

∂xj

]
dxdt

= < u, ∂
∂xi

[(
δij − k

′2xixj
)
k−2 ∂z

∂xj

]
>;

32
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• < −2k ′k−1xi
∂u ′

∂xi
, z > = −

∫
Q

2k ′k−1xiz
∂u ′

∂xi
=
∫
Q

∂
∂xi

(2k ′k−1xiz)u
′dxdt

=
∫
Q

2nk ′k−1zu ′dxdt+
∫
Q

2k ′k−1xi
∂z
∂xi
u ′dxdt

=
∫
Q
u
[
2n(k

′2 − k ′′k)k−2z− 2nk ′k−1z ′
]
dxdt

+
∫
Q
u
[
2(k

′2 − k ′′k)k−2xi
∂z
∂xi

− 2k ′k−1 ∂z ′

∂xi

]
xidxdt

= −2 < u,nk ′k−1z ′ > +2 < u,n(k
′2 − k ′′k)k−2z >

+2 < u, (k
′2 − k ′′k)k−2xi

∂z
∂xi

> −2 < u,k ′k−1xi
∂z ′

∂xi
>;

• <
[
(1 − n)k

′2 − k ′′k
]
k−2xi

∂u
∂xi

, z > =
∫
Q

[
(1 − n)k

′2 − k ′′k
]
k−2xiz

∂u
∂xi
dxdt

= −
∫
Q

[
(1 − n)k

′2 − k ′′k
]
k−2nzudxdt

−
∫
Q

[
(1 − n)k

′2 − k ′′k
]
k−2xi

∂z
∂xi
udxdt

= < u,
[
n(n− 1)k

′2 + nk ′′k
]
k−2z >

+ < u,
[
(n− 1)k

′2 + k ′′k
]
k−2xi

∂z
∂xi

> .

Desta maneira, como o operador adjunto L∗ de L é definido pela relação

< Lu, z >=< u,L∗z >, segue que

L∗z = z ′′ − ∂
∂xi

[(
δij − k

′2xixj
)
k−2 ∂z

∂xj

]
− 2k ′k−1xi

∂z ′

∂xi
− 2nk ′k−1z ′

+
[
(n+ 1)k

′2 − k ′′k
]
k−2xi

∂z
∂xi

+
[
n(n+ 1)k

′2 − nk ′′k
]
k−2z

(3.2)

Notemos que, se os coeficientes de L∗ satisfazem as condições (2.2), então a solução fraca

do problema (3.1) satisfaz os Teoremas do caṕıtulo 2. Denotando por

aij = (δij − k
′2xixj)k

−2 e bi = −2k ′k−1xi, segue que:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2
∂
∂xi

(biu
′) + 1

2
∂
∂xi

(biu)
′ + ∂

∂xi
(nk

′2k−2xiu) =
1
2
u ′ ∂bi
∂xi

+ 1
2
bi
∂u ′

∂xi
+ 1

2
u
∂b ′i
∂xi

+ 1
2
b ′i
∂u
∂xi

+1
2
u ′ ∂bi
∂xi

+ 1
2
bi
∂u ′

∂xi
+ n2k

′2k−2u+ nk
′2k−2xi

∂u
∂xi

= −2nk ′k−1u ′ − 2k ′k−1xi
∂u ′

∂xi
− u ∂

∂xi
(k ′′k−1xi) + u

∂
∂xi

(k
′2k−2xi) − k

′′k−1xi
∂u
∂xi

+k
′2k−2xi

∂u
∂xi

+ n2k
′2k−2u+ nk

′2k−2xi
∂u
∂xi

= [n(n+ 1)k
′2 − nk ′′k]k−2u+ [(n+ 1)k

′2 − k ′′k]k−2xi
∂u
∂xi

− 2nk ′k−1u ′ − 2k ′k−1xi
∂u ′

∂xi

Substituindo a última igualdade em (3.2), temos:

L∗u = u ′′ −
∂

∂xi

(
aij
∂u

∂xi

)
+

1

2

∂

∂xi
(biu

′) +
1

2

∂

∂xi
(biu)

′ +
∂

∂xi
(nk

′2k−2xiu).
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Definimos a energia do sistema (3.1) por:

E(t) =
1

2
|u ′(t)|2 +

1

2
a(t,u(t),u(t)), (3.3)

onde denotamos E0 = E(0). O próximo teorema dá uma estimativa para E(t).

Teorema 3.0.6. Seja u é solução fraca do problema (3.1), então:

(i) Se h 6= 0

E(t) 6
[
2E0 +

( ∫T
0

|h|dt
)2]

exp(C0), ∀t ∈ [0, T ].

(ii) Se h = 0

E0 exp(−C0) 6 E(t) 6 E0 exp(C0), ∀t ∈ [0,+∞),

onde

C0 = 4
(
1 + τk1M

2 + τ2M2 + na0k
2
1

)
(a0k

3
0)

−1(l1 + l2)

+4(λ
1
2
1M+ n)

(
nτ+ τ+ k1

)
(a

1
2
0 k

2
0λ

1
2
1 )

−1(l1 + l2)

Demonstração. A identidade (iii) do Teorema 2.0.4 diz:

E(t) = E0 +
1

2

∫ t
0

a ′(t,u(t),u(t))ds+

∫ t
0

(h,u ′)ds+
1

2

∫ t
0

(∂bi
∂xi

u ′,u ′
)
ds−

∫ t
0

(Pu,u ′)ds.

Assim, fazendo c = −2nk ′k−1, di = [(n + 1)k
′2 − k ′′k]k−2xi e

f = [n(n+ 1)k
′2 − nk ′′k]k−2, podemos escrever:

E(t) = E0 +
1
2

∫t
0

(
[(δij − k

′2xixj)k
−2] ′, ∂u

∂xi
, ∂u
∂xj

)
ds+

∫t
0

(
h,u ′

)
ds

+1
2

∫t
0

(
∂
∂xi

[−2k ′k−1xi]u
′,u ′

)
ds−

∫t
0

(
− 2nk ′k−1u ′,u ′

)
ds

−
∫t
0

(
[(n+ 1)k

′2 − k ′′k]k−2xi
∂u
∂xi

,u ′
)
ds

−
∫t
0

(
[n(n+ 1)k

′2 − nk ′′k]k−2u,u ′
)
ds

= E0 −
∫t
0

(
[(k ′k ′′k− k

′3)k−3xixj]
∂u
∂xi

, ∂u
∂xj

)
ds−

∫t
0

(
[k ′k−3]δij

∂u
∂xi

, ∂u
∂xj

)
ds

+
∫t
0

(
h,u ′

)
ds−

∫t
0

(
nk ′k−1u ′,u ′

)
ds+

∫t
0

(
2nk ′k−1u ′,u ′

)
ds

−
∫t
0

(
[(n+ 1)k

′2 − k ′′k]k−2xi
∂u
∂xi

,u ′
)
ds

−
∫t
0

(
[n(n+ 1)k

′2 − nk ′′k]k−2u,u ′
)
ds,

ou seja,

E(t) = E0 −
∫t
0

(
[(k ′k ′′k− k

′3)k−3xixj]
∂u
∂xi

, ∂u
∂xj

)
ds−

∫t
0

(
[k ′k−3]δij

∂u
∂xi

, ∂u
∂xj

)
ds

+
∫t
0

(
h,u ′

)
ds+

∫t
0

(
nk ′k−1u ′,u ′

)
ds−

∫t
0

(
[(n+ 1)k

′2 − k ′′k]k−2xi
∂u
∂xi

,u ′
)
ds

−
∫t
0

(
[n(n+ 1)k

′2 − nk ′′k]k−2u,u ′
)
ds.
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Agora, estimaremos os termos da igualdade acima, usando a desigualdade de Hölder,

o fato que ‖u‖2 6 a−1
0 a(t,u,u), ‖u‖2 = λ1|u|2 para algum λ1 > 0 e aplicando as notações

de (2):

E(t) 6 E0 +
∫t
0 |(k

′k ′′k− k
′3)k−3||xi|

2‖u‖2k−3ds+
∫t
0 |k
′|‖u‖2k−3ds+

∫t
0 |h||u

′|ds

+
∫t
0 n|k

′|k2|u ′|2k−3ds+
∫t
0 |(n+ 1)k

′2 − k ′′k||xi|k
−2| ∂u

∂xi
||u ′|ds

+
∫t
0 n|(n+ 1)k

′2 − k ′′k||u||u ′|k−2ds

6 E0 +
∫t
0 |k
′k ′′k− k

′3|M2‖u‖2k−3ds+
∫t
0 |k
′|‖u‖2k−3ds+

∫t
0 |h||u

′|ds

+
∫t
0 na0k

2|k ′|a−1
0 |u ′|2k−3ds+

∫t
0 |(n+ 1)k

′2 − k ′′k|M‖u‖|u ′|k−2ds

+
∫t
0 n|(n+ 1)k

′2 − k ′′k||u||u ′|k−2ds

6 E0 +
∫t
0[|k

′|+ |k ′k ′′k− k
′3|M2](a−1

0 k
−3)a(t,u,u)ds+

∫t
0 |h||u

′|ds

+
∫t
0 na0k

2|k ′|(a−1
0 k

−3)|u ′|2ds+
∫t
0 |(n+ 1)k

′2 − k ′′k|λ
1
2
1M(λ

− 1
2

1 k−2)‖u‖|u ′|ds

+
∫t
0 n|(n+ 1)k

′2 − k ′′k|(λ
− 1

2
1 k−2)‖u‖|u ′|ds

6 E0 +
∫t
0[|k

′|+ |k ′k ′′k− k
′3|M2 + na0k

2|k ′|](a0k
3)−12E(s)ds+

∫t
0 |h||u

′|ds

+
∫t
0(λ

1
2
1M+ n)|(n+ 1)k

′2 − k ′′k|(λ
1
2
1 k

2)−1a
− 1

2
0 (a

1
2
0 ‖u‖|u ′|)ds

6 E0 +
∫t
0 2[|k ′|+ |k ′k ′′k− k

′3|M2 + na0k
2|k ′|](a0k

3)−1E(s)ds+
∫t
0 |h||u

′|ds

+
∫t
0(λ

1
2
1M+ n)|(n+ 1)k

′2 − k ′′k|(a
1
2
0 λ

1
2
1 k

2)−1 1
2
(a0‖u‖2 + |u ′|2)ds.

Portanto,

E(t) 6 E0 +
∫t
0 2[|k ′|+ |k ′k ′′k− k

′3|M2 + na0k
2|k ′|](a0k

3)−1E(s)ds+
∫t
0 |h||u

′|ds

+2
∫t
0(λ

1
2
1M+ n)|(n+ 1)k

′2 − k ′′k|(a
1
2
0 λ

1
2
1 k

2)−1E(s)ds.

Logo, tomando

G(t) = 2[|k ′|+|k ′k ′′k−k
′3|M2+na0k

2|k ′|](a0k
3)−1+2(λ

1
2
1M+n)|(n+1)k

′2−k ′′k|(a
1
2
0 λ

1
2
1 k

2)−1

obtemos:

E(t) 6 E0

∫ t
0

|h||u ′|ds+

∫ t
0

G(s)E(s)ds.

Então, usando que para a,b > 0 temos a 6 (a2 + b)
1
2 , obtemos:

E(t) 6 E0 +
∫ t
0

|h|[|u ′|2 + a(t,u,u)]
1
2ds+

∫ t
0

G(s)E(s)ds.

Do Corolário 1.5.1 resulta

E(t) 6 [2E0 +
( ∫T

0

|h|dt
)2
] exp(2

∫T
0

G(s)ds).
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Entretanto,∫∞
0 2G(t)dt 6 4

∫∞
0 |k ′|+ [|k ′k ′′k− k

′3|M2 + na0k
2|k ′|]|a0k

3|−1dt

+4(λ
1
2
1M+ n)

∫∞
0 |(n+ 1)k

′2 − k ′′k||a
1
2
0 λ

1
2
1 k

2|−1dt

6 4
( ∫∞

0 |k ′|dt+M2τk1
∫∞
0 |k ′′|dt

)
|a0k

3
0|
−1

+4
(
M2τ2

∫∞
0 |k ′|dt+ na0k

2
1

∫∞
0 |k ′|dt

)
|a0k

3
0|
−1

+4(λ
1
2
1M+ n)

(
(n+ 1)τ

∫∞
0 |k ′|dt+ k1

∫∞
0 |k ′′|dt

)
|a

1
2
0 λ

1
2
1 k

2
0|
−1

6 4
(
1 + τk1M

2 + τ2M2 + na0k
2
1

)
(a0k

3
0)

−1(l1 + l2)

+4(λ
1
2
1M+ n)

(
nτ+ τ+ k1

)
(a

1
2
0 k

2
0λ

1
2
1 )

−1(l1 + l2) = C0.

Como
∫T
0 G(t)dt 6

∫∞
0 G(t)dt, uma vez que G(t) é não negativa, conclúımos que

E(t) 6 [2E0 +
( ∫T

0

|h|dt
)2
] exp(C0).

Para o caso em que h = 0, diferenciamos a identidade (iii) do Teorema 2.0.4 e obtemos

E ′(t) =
1

2
a ′(t,u,u) +

1

2
(
∂bi

∂i
u ′,u ′) − (Pu,u ′).

Usando as mesmas estimativas do caso h 6= 0, obtemos:

|E ′(t)| 6 G(t)E(t)⇒ −G(t)E(t) 6 E ′(t) 6 G(t)E(t).

Assim pelo Teorema 1.5.1 segue o resultado.

Lema 3.0.3. Dado ν = (ν1,ν2, . . . ,νn) o campo de vetores normal unitário exterior a Γ .

Existe um único campo de vetores h = (h1,h2, . . . ,hn) ∈ [C1(Ω)]n tal que hi = νi para

i = 1, 2, . . . ,n.

Demonstração. Pelo Teorema 1.3.7, se νk ∈ Hm− 1
2 (Γ) então existe hk ∈ Hm(Ω) tal que

γ0(hk) = νk. Usando do Teorema 1.3.6 e o fato de que γ0(hk) = hk em Γ , basta tomar

hk = γ0(hk).

Lema 3.0.4. Se u ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω) então ∂u

∂xi
= νi

∂u
∂ν

em Γ e |∇u|2 =
(
∂u
∂ν

)2
Demonstração. Seja θ ∈ D(Γ). Como Hm(Ω) ↪→ C2(Ω) (ver Teorema 1.3.6), pelo Teo-

rema do Traço, podemos tomar ξ ∈ C2(Ω) tal que γ0ξ = θ. Seja (hk) o campo de vetores

do Lema 3.0.3. Aplicando a fórmula de Gauss-Green para v = ∂
∂xi

(uhk)ξ e a função

identicamente igual a um, obtemos:
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∫
Ω

∂

∂xj

∂

∂xi
(uhjξ)dx =

∫
Γ

νi
∂

∂xj
(uhjξ)dΓ .

Como u ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω) temos

∫
Γ
u ∂
∂xi

(hjξ)dΓ = 0, segue que:

∫
Γ

νi
∂

∂xj
(uhjξ)dΓ =

∫
Γ

νi
∂u

∂xj
(hjξ)dΓ .

De hj = νj e ξ = θ (da definição da função traço) em Γ , obtemos:

∫
Ω

∂

∂xi

∂

∂xj
(uhjξ)dx =

∫
Γ

νi
∂u

∂xj
hjξdΓ =

∫
Γ

νi
∂u

∂xj
νjθdΓ .

Usando novamente a fórmula de Green, segue que:

∫
Γ
∂u
∂xi
θνjνjdΓ =

∫
Γ
u ∂
∂xi

(hjξ)νjdΓ +
∫
Γ
∂u
∂xi
hjξνjdΓ =

∫
Γ
∂
∂xi

(uhjξ)νjdΓ

=
∫
Ω

∂
∂xi

∂
∂xj

(uhjξ)dx =
∫
Γ
νi
∂u
∂xj
νjθdΓ .

Tomando o somatório em ambos os lados da igualdade de j = 1, 2, . . . ,n e observando

que
∑n
j=1

∂u
∂xj
νj =

∂u
∂ν

, obtemos:∫
Γ

∂u

∂xi
θdΓ =

∫
Γ

νi
∂u

∂ν
θdΓ , ∀θ ∈ D(Γ).

Logo, pelo Lema de Du Boys Reymond, ∂u
∂xi

= νi
∂u
∂ν

q.s em Γ .

Notemos que:

(∂u
∂ν

)2
= νi

∂u

∂ν
νi
∂u

∂ν
=
∂u

∂xi

∂u

∂xi
= |∇u|2

Teorema 3.0.7. Seja q = (ql) um campo vetorial sobre Ω, q ∈ [C1Ω]n. Então toda

solução fraca u do problema (3.1) verifica:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

∫T
0

∫
Γ
aijνiνjqlνl

(
∂u
∂ν

)2
dΓdt =

(
u ′ + 1

2
∂
∂xi

[biu],ql
∂u
∂xl

) |T0

+ 1
2

∫
Q
∂ql
∂xl

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt+

∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql

(
n ∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

)
dxdt

+
∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt+ 1

2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂u
∂xl
qlu

′dxdt

+ 1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂u
∂xi
qlu

′dxdt+ 1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
u∂ql
∂xl
u ′dxdt

+ 1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi

∂ql
∂xl
u ′dxdt− 1

2

∫
Q
biu

′ ∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt

− 1
2

∫
Q
n2 k

′2

k2
∂ql
∂xl
u2dxdt−

∫
Q
hql

∂u
∂xl
dxdt.
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Demonstração. Basta mostrar o resultado para a solução u sob as condições iniciais do Te-

orema 2.0.3, pois no caso em que as condições iniciais satisfazem o Teorema 2.0.4 basta to-

mar como na demonstração deste, aproximações por limite. Então sejam

u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) e u ′ ∈ H1

0(Ω). Multiplicando ambos os lados da equação L∗u = h

por ql
∂u
∂xl

e integrando sobre Q, obtemos:

•Primeiro termo:

Integrando por partes em t, obtemos:∫
Q
u ′′ql

∂u
∂xl
dxdt =

∫
Ω
{[u ′ql

∂u
∂xl

] |T0 −
∫T
0 (u

′[ql
∂u
∂xl

] ′}dx =
(
u ′,ql

∂u
∂xl

)
|T0

+
∫
Q
∂u ′

∂xl
qlu

′dxdt+
∫
Q
u
′2 ∂ql
∂xl
dxdt =

(
u ′,ql

∂u
∂xl

)
|T0

+
∫
Q
∂ql
∂xl
u
′2dxdt+

(
u ′,ql

∂u
∂xl

)
|T0 −
∫
Q
u ′′ql

∂u
∂xl
dxdt.

Então, ∫
Q

u ′′ql
∂u

∂xl
dxdt =

(
u ′,ql

∂u

∂xl

)
|T0 +

1

2

∫
Q

∂ql

∂xl
u
′2dxdt. (3.4)

•Segundo termo:

Usando a fórmula de Green, obtemos:

∣∣∣∣∣∣ −
(
∂
∂xi

[aij
∂u
∂xj

],ql
∂u
∂xl

)
=
(
aij

∂u
∂xj

, ∂
∂xi

[ql
∂u
∂xl

]
)
−
∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xl
νidΓ

=
(
aij

∂u
∂xj

, ∂ql
∂xi

∂u
∂xl

)
+
(
aij

∂u
∂xj

,ql
∂2u
∂xixl

)
−
∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xl
νidΓ .

Aplicando o operador ∂
∂xl

em aij
∂u
∂xj
ql
∂u
∂xi

, notando que o operador aij é simétrico,

integrando sobre Ω seque que:

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xi
νldΓ =

∫
Ω

∂
∂xl

[aij
∂u
∂xj
ql
∂u
∂xi

]dx(∂aij
∂xl

∂u
∂xj
ql,

∂u
∂xi

)
+ 2
(
aij

∂u
∂xj

,ql
∂2u
∂xixl

)
+
(
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xl

, ∂u
∂xi

)
.

Por outro lado, usando o Lema (3.0.4):

∣∣∣∣∣∣
1
2

∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xi
νldΓ −

∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xl
νidΓ = 1

2

∫
Γ
aijνj

∂u
∂ν
qlνi

∂u
∂ν
νldΓ

−
∫
Γ
aijνj

∂u
∂ν
qlνl

∂u
∂ν
νidΓ = −1

2

∫
Γ
aijνiνjqlνl

(
∂u
∂ν

)2
dΓ .

Usando um cálculo direto sobre aij:

−
1

2

(∂aij
∂xl

∂u

∂xj
ql,

∂u

∂xi

)
= −

1

2

( ∂
∂xl

δij − k
′2xixj)k

−2 ∂u

∂xj
ql,

∂u

∂xi

)
=

1

2

(k ′2
k2
xi
∂u

∂xi
,ql

∂u

∂xj

)
.

Usando as quatro identidades acima encontramos:
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∣∣∣∣∣∣ −
(
∂
∂xi

[aij
∂u
∂xj

],ql
∂u
∂xl

)
=
(
aij

∂u
∂xj

, ∂ql
∂xi

∂u
∂xl

)
+ 1

2

∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xi
νldΓ

−1
2

(∂aij
∂xl

∂u
∂xj
ql,

∂u
∂xi

)
− 1

2

(
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xl

, ∂u
∂xi

)
−
∫
Γ
aij

∂u
∂xj
ql
∂u
∂xl
νidΓ .

Ou seja,

−
(
∂
∂xi

[aij
∂u
∂xj

],ql
∂u
∂xl

)
=

(
aij

∂u
∂xj

, ∂ql
∂xi

∂u
∂xl

)
+
(
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi

,ql
∂u
∂xl

)
− 1

2

(
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xl

, ∂u
∂xi

)
−1

2

∫
Γ
aijνiνjqlνl

(
∂u
∂ν

)2
dΓ .

•Terceiro termo:

Usando a fórmula de Green e a hipótese de que u ′ ∈ H1
0(Ω), chegamos que:

1

2

∫T
0

( ∂
∂xi

[biu
′],ql

∂u

∂xl

)
= −

1

2

∫
Q

biu
′∂ql

∂xi

∂u

∂xl
dxdt−

1

2

∫
Q

biu
′ql

∂2u

∂xixl
dxdt.

•Quarto termo:

Integrando por partes:

1

2

∫
Q

∂

∂xi
[biu]

′ql
∂u

∂xl
dxdt =

1

2

( ∂
∂xi

[biu],ql
∂u

∂xl

)
|T0 −

1

2

∫
Q

∂

∂xi
[biu]ql

∂u ′

∂xl
dxdt.

Por outro lado, usando a fórmula de Green e a hipótese de que u ′ ∈ H1
0(Ω), obtemos:

∣∣∣∣∣∣ −
1
2

(
∂
∂xi

[biu]ql,
∂u ′

∂xl

)
= 1

2

(
∂2bi
∂xlxi

uql,u
′)+ 1

2

(
∂bi
∂xi

∂u
∂xl
ql,u

′)+ 1
2

(
∂bi
∂xl

∂u
∂xi
ql,u

′)
+1

2

(
bi

∂2u
∂xlxi

ql,u
′)+ 1

2

(
u∂bi
∂xi

∂ql
∂xl

,u ′
)
+ 1

2

(
bi
∂u
∂xi

∂ql
∂xl

,u ′
)
.

Note que da definição de bi, temos ∂2bi
∂xlxi

= 0. Então, substituindo a última igualdade

na penúltima, segue:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2

∫
Q

∂
∂xi

[biu]
′ql

∂u
∂xl
dxdt = 1

2

(
∂
∂xi

[biu],ql
∂u
∂xl

)
|T0 +1

2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂u
∂xl
qlu

′dxdt

+1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂u
∂xi
qlu

′dxdt+ 1
2

∫
Q
bi

∂2u
∂xlxi

qlu
′dxdt+ 1

2

∫
Q
u∂bi
∂xi

∂ql
∂xl
u ′dxdt

+1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi

∂ql
∂xl
u ′dxdt.

•Quinto termo:

Por cálculo direto e usando a fórmula de Green:

∣∣∣∣∣∣
∫
Q

∂
∂xi

[nk
′2

k2
xiu]ql

∂u
∂xl
dxdt =

∫
Q
n2 k

′2

k2
uql

∂u
∂xl
dxdt+

∫
Q
nk

′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql
∂u
∂xl
dxdt

= −
∫
Q
n2 k

′2

k2
∂u
∂xl
qludxdt−

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2 ∂ql
∂xl
dxdt+

∫
Q
nk

′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql
∂u
∂xl
dxdt.

Por outro lado,

−

∫
Q

n2k
′2

k2
∂u

∂xl
qludxdt = −

∫
Q

∂

∂xi
[n
k
′2

k2
xiu]ql

∂u

∂xl
dxdt+

∫
Q

n
k
′2

k2
xi
∂u

∂xi
ql
∂u

∂xl
dxdt.
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Assim, substituindo a última identidade na penúltima segue

∫
Q

∂

∂xi
[n
k
′2

k2
xiu]ql

∂u

∂xl
dxdt = −

1

2

∫
Q

n2k
′2

k2
u2∂ql

∂xl
dxdt+

∫
Q

n
k
′2

k2
xi
∂u

∂xi
ql
∂u

∂xl
dxdt.

Usando as identidades encontradas nos cinco termos segue o resultado.

3.1 Desigualdade Direta

Teorema 3.1.1. Seja u solução fraca do problema (3.1), então ∂u
∂ν
∈ L2(Σ) e

∫T
0

∫
Γ

(∂u
∂ν

)2
dΓdt 6 C(T + 1)

[
E0 +

( ∫T
0

|h|dt
)2]

+ C0E
1
2
0

∫T
0

|h|dt

onde C é uma constante que independe de u e T .

Demonstração. Pelo Teorema 3.0.6,

|u ′(t)|2 + a(t,u(t),u(t)) 6 4 exp(C0)[E0 +
( ∫T

0

|h|dt
)2
], ∀t ∈ [0, T ].

Seja K = 4 exp(C0). Vamos estimar cada um dos termos da identidade do Teorema

3.0.7, lembrando que devido a coercividade de aij, temos a0‖u(t)‖ 6 a(t,u(t),u(t)).

Portanto,

|u ′(t)|2 + a0‖u(t)‖ 6 K[E0 +
( ∫T

0

|h|dt
)2
], ∀t ∈ [0, T ]. (3.5)

•
(
u ′ + 1

2
∂
∂xi

[biu],ql
∂u
∂xl

) |T0

Aplicando o produto interno em T e 0, a desigualdade de Hölder, a desigualdade de

Young e por último a desigualdade (3.5), obtemos:(
u ′,ql

∂u
∂xl

) |T0 6 |u ′(T)||ql||
∂u(T)
∂xl

|+ |u ′(0)||ql||
∂u(0)
∂xl

| 6 a
− 1

2
0

1
2
[|u ′(T)|2 + a0‖u(T)‖2]

+a
− 1

2
0

1
2
[|u ′(0)|2 + a0‖u(0)‖2] 6 a

− 1
2

0 K[E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

Aplicando o produto interno em T e 0 e a desigualdade de Hölder, segue que:

1
2

(
∂
∂xi

[biu],ql
∂u
∂xl

) |T0 6 1
2
|∂bi
∂xi

|‖u(T)‖|ql||∂u(T)∂xl
|+ 1

2
|∂bi
∂xi

|‖u(0)‖|ql||∂u(0)∂xl
|

+1
2
|bi|‖u(T)‖|ql||∂u(T)∂xl

|+ 1
2
|bi|‖u(0)‖|ql||∂u(0)∂xl

|.
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Agora, tomando B = ess sup
(x,t)∈Q

|
∂bi(x, t)

∂xi
|, b = ess sup

(x,t)∈Q
|bi(x, t)|, somando os termos

positivos 1
2
Ba−1

0 |u ′(T)|2 e ba−1
0 |u ′(0)|2 do lado direito da desigualdade acima, obtemos:

1
2

(
∂
∂xi

[biu],ql
∂u
∂xl

) |T0 6 1
2
Ba−1

0 [|u ′(T)|2 + a0‖u(T)‖2] + 1
2
Ba−1

0 [|u ′(0)|2 + a0‖u(0)‖2]

+1
2
ba−1

0 [|u ′(T)|2 + a0‖u(T)‖2] + 1
2
ba−1

0 [|u ′(0)|2 + a0‖u(0)‖2]

6 Ba−1
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
] + ba−1

0 K[E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

•1
2

∫
Q
∂ql
∂xl

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt

Usando a desigualdade de Hölder e somando o termo positivo a0‖u‖2 na integral do

lado direito, obtemos:

1
2

∫
Q
∂ql
∂xl
u
′2dxdt 6

∫T
0 |∂ql
∂xl

||u ′|2dt 6
∫T
0 [|u

′|2 + a0‖u‖2]dt

6
∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt 6 KT [E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
].

Usando a desigualdade de Hölder e a propriedade da coercividade de aij, obtemos:

−1
2

∫
Q
∂ql
∂xl
aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi
dxdt 6 1

2

∫T
0 |∂ql
∂xl

||aij
∂u
∂xj

∂u
∂xi

|dt

6 1
2
a1a

−1
0

∫T
0 a0‖u‖2dt.

Somando o termo positivo |u ′|2 na integral do lado direito e usando a desigualdade

(3.5), obtemos:

−1
2

∫
Q
∂ql
∂xl
aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi
dxdt 6 1

2
a1a

−1
0

∫T
0 [|u

′|2 + a0‖u‖2]dt

6 1
2
a1a

−1
0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 1
2
a1a

−1
0 KT [E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
].

•
∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql
(
n ∂u
∂xl

+ ∂u
∂xj

)
dxdt

Usando a desigualdade de Hölder e as notações dadas por (2.2) na Introdução, segue

que: ∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql
(
n ∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

)
dxdt 6

∫T
0 |k

′2

k2
||xi||

∂u
∂xi

||ql|
(
n| ∂u
∂xl

|+ 1
2
| ∂u
∂xj

|
)
dt

6 (n+ 1)τk−2
0 a

−1
0 M

∫T
0 |k ′|a0‖u‖2dt

Somando o termo positivo |k ′||u ′|2 na integral do lado direito e usando a desigualdade

(3.5), obtemos:∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql
(
n ∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

)
dxdt 6 (n+ 1)τk−2

0 a
−1
0 M

∫T
0 |k ′|[|u ′|2 + a0‖u‖2]dt

6 (n+ 1)τk−2
0 a

−1
0 M

∫T
0 |k ′|K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 (n+ 1)l1τk
−2
0 a

−1
0 MK[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
].
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•
∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt

Aplicando a desigualdade de Hölder e usando a coercividade de aij, obtemos:

∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt 6

∫T
0 |∂ql
∂xi

||aij
∂u
∂xj

∂u
∂xl

|dt 6 a1

∫T
0 ‖u‖

2dt.

Adicionando o termo positivo |u ′|2 na integral do lado direito e usando a desigualdade

(3.5), obtemos:∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt 6 a1a

−1
0

∫T
0 [|u

′|2 + a0‖u‖2]dt 6 a1a
−1
0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 a1a
−1
0 KT [E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
].

•1
2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂u
∂xl
qlu

′dxdt

Usando as desigualdades de Hölder e Young, segue que:∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt 6 1

2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂u
∂xl
qlu

′dxdt 6 1
2

∫T
0 |∂bi
∂xi

|| ∂u
∂xl

||ql||u
′|dt

6 1
2
B
∫T
0 | ∂u
∂xl

||u ′|dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0

∫T
0 [a0‖u‖2 + |u ′|2]dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0 KT [E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

•1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂u
∂xi
qlu

′dxdt

Novamente usando as desigualdades de Hölder e de Young, obtemos:

1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂u
∂xi
qlu

′dxdt 6 1
2

∫T
0 |∂bi
∂xl

|| ∂u
∂xi

||ql||u
′|dt 6 1

2
B
∫T
0 | ∂u
∂xi

||u ′|dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0

∫T
0 [a0‖u‖2 + |u ′|2]dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0 KT [E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

•1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
u∂ql
∂xl
u ′dxdt

Usando a desigualdade de Hölder, obtemos:

1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
u∂ql
∂xl
u ′dxdt 6 1

2

∫T
0 |∂bi
∂xi

|‖u‖|∂ql
∂xl

||u ′|dt 6 1
2
B
∫T
0 ‖u‖|u

′|dt.

Agora aplicando a desigualdade de Young do lado direito, obtemos:

1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
u∂ql
∂xl
u ′dxdt 6 1

4
Ba

− 1
2

0

∫T
0 [a0‖u‖2 + |u ′|2]dt 6 1

4
Ba

− 1
2

0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 1
4
Ba

− 1
2

0 KT [E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

•1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi

∂ql
∂xl
u ′dxdt
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Usando a desigualdade de Hölder e posteriormente a desigualdade de Young, segue

1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi

∂ql
∂xl
u ′dxdt 6 1

2

∫T
0 |bi||

∂u
∂xi

||∂ql
∂xl

||u ′|dt

6 1
4
ba

− 1
2

0

∫T
0 [a0‖u‖2 + |u ′|2]dt 6 1

4
ba

− 1
2

0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 1
4
ba

− 1
2

0 KT [E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

•− 1
2

∫
Q
biu

′ ∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt

Análogo ao que foi feito anteriormente, obtemos:

−1
2

∫
Q
biu

′ ∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt 6 1

2

∫T
0 |∂ql
∂xi

||u ′||bi||
∂u
∂xl

|dt

6 1
4
ba

− 1
2

0

∫T
0 [a0‖u‖2 + |u ′|2]dt

6 1
4
ba

− 1
2

0

∫T
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 1
4
ba

− 1
2

0 KT [E0 +
( ∫T

0 |h|dt
)2
].

•− 1
2

∫
Q
n2 k

′2

k2
∂ql
∂xl
u2dxdt

Usando a desigualdade de Hölder, as condições (2.2) e somando o termo positivo |u ′|2

na integral do lado direito, segue

−1
2

∫
Q
n2 k

′2

k2
∂ql
∂xl
u2dxdt 6 1

2
τk20
∫T
0 |k ′|‖u‖2dt

6 τk−2
0 a

−1
0

∫T
0 |k ′|[a0‖u‖2 + |u ′|2]dt

6 τk−2
0 a

−1
0

∫T
0 |k ′|K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
]dt

6 l1τk
−2
0 a

−1
0 K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2
].

•−
∫
Q
hql

∂u
∂xl
dxdt

Usando a desigualdade Hölder, obtemos:

−
∫
Q
hql

∂u
∂xl
dxdt 6

∫T
0 |h||ql||

∂u
∂xl

|dt 6 a
− 1

2
0

∫T
0 |h|a

1
2
0 ‖u‖dt.

Usando o fato de que para quaisquer a,b > 0 temos a 6 (a2 + b2)
1
2 , segue

−
∫
Q
hql

∂u
∂xl
dxdt 6 1

2
a
− 1

2
0

∫T
0 |h|
{
a0‖u‖2 + |u ′|2

} 1
2dt

6 1
2
a
− 1

2
0

∫T
0 |h|
{
K[E0 +

( ∫T
0 |h|dt

)2} 1
2 ]dt

6 1
2
a
− 1

2
0 K
∫T
0 |h|[E

1
2
0 +
∫T
0 |h|dt]dt

6 1
2
a
− 1

2
0 KE

1
2
0

∫T
0 |h|dt+ a

− 1
2

0 K
( ∫T

0 |h|dt
)2

.

•1
2

∫T
0

∫
Γ
aijνiνjqlνl

(
∂u
∂ν

)2
dΓdt

1

2

∫T
0

∫
Γ

aijνiνjqlνl
(∂u
∂ν

)2
dΓdt >

∫T
0

∫
Γ

a0

2

(∂u
∂ν

)2
dΓdt.
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Logo, tomando

C = max{Ba−1
0 K,ba−1

0 K,a
− 1

2
0 K,a1a

−1
0 K, (n+ 1)l1τk

−2
0 a

−1
0 MK,a1a

−1
0 K,Ba

− 1
2

0 K,ba
− 1

2
0 K,

a
− 1

2
0 KB,a

− 1
2

0 K, l1τk
−2
0 a

−1
0 K}

segue o resultado.

Tomando a função k̃(t) = k(T −t), R̃ũ = L̃∗ũ, as mudanças de variáveis (2.36) e (2.37),

feitas no final do Caṕıtulo 2, segue que o Teorema acima é válido para o problema (2.38).

3.2 Desigualdade Inversa

Para demonstrarmos a Desigualdade Inversa, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2.1. Seja x0 ∈ Rn. Toda solução u do problema (3.1) com h = 0 satisfaz:

1
2

∫T
0

∫
Γ
aijνiνjνl(xl − x

0
l)
(
∂u
∂ν

)2
dΓdt =

∫T
0 E(t)dt

+
(
u ′ + 1

2
∂
∂xi

[biu], (xl − x
0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
|T0

+
∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi

(xl − x
0
l)[n

∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

]dxdt

−(n+ 1)
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl

(xl − x
0
l)u
′dxdt

+ (n+1)
4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt

− (n+1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt

+
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl

(xl − x
0
l)u
′dxdt

−
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xi

(xl − x
0
l)u
′dxdt

+1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi
u ′dxdt− 1

2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xl
dxdt.

Demonstração. Consideremos a identidade do Teorema 3.0.7 com q(x) = x − x0.

Vejamos algumas identidades a respeito de alguns termos antes:
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• Somando o segundo e o quarto termo do lado direito da identidade:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

∫
Q
∂ql
∂xl

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt+

∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt

= n−1
2

∫
Q

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt+ 1

2

∫
Q

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt

+
∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂ql
∂xi

∂u
∂xl

= n−1
2

∫
Q

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt

+1
2

∫T
0 (|u

′|
′2 − a(t,u(t),u(t))dxdt+

∫T
0 a(t,u(t),u(t)))dxdt

= n−1
2

∫
Q

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt+

∫T
0 E(t)dt.

• Analisando o sétimo termo, temos:

1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
u∂ql
∂xl
u ′dxdt = n

2

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt = (n+1)

4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt

+ (n−1)
4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt.

• Analisando o décimo termo, temos:

−1
2

∫
Q
n2 k

′2

k2
∂ql
∂xl
u2dxdt = −n

2

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt = − (n+1)

4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt

− (n−1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt.

• Analisando os quinto, sexto, oitavo e nono termos, temos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+1
2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂u
∂xl
qlu

′dxdt+ 1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂u
∂xi
qlu

′dxdt+ 1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi

∂ql
∂xl
u ′dxdt

−1
2

∫
Q
biu

′ ∂ql
∂xi

∂u
∂xl
dxdt = −(n+ 1)

∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl
qlu

′dxdt+ (n−1)
2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xi
dxdt

+
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl
qlu

′dxdt−
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xi
qlu

′dxdt+ 1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi
u ′dxdt

−1
2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xl
dxdt.

Resultando então

1
2

∫T
0

∫
Γ
aijνiνjqlνl

(
∂u
∂ν

)2
dΓdt =

(
u ′ + 1

2
∂
∂xi

[biu],ql
∂u
∂xl

) |T0 +
∫T
0 E(t)dt

+
∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi
ql
(
n ∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

)
dxdt

−(n+ 1)
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl
qlu

′dxdt+ (n+1)
4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt

− (n+1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt+

∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl
qlu

′dxdt

−
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xi
qlu

′dxdt+ 1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi
u ′dxdt

−1
2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xl
dxdt+ n−1

2

∫
Q

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt

+ (n−1)
2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xi
dxdt+ (n−1)

4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt

− (n−1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt.

(3.6)



Caṕıtulo 3. Desigualdades Direta e Inversa 46

Por outro lado, multiplicando ambos os lados da equação L∗ = 0 por u, integrando sobre

Q, usando integração por partes, fórmula de Green e o fato que u ∈ H1
0(Ω) obtemos:

•
∫
Q
u ′′udxdt =

(
u,u ′

)
|T0 −
∫
Q
u
′2dxdt;

•
∫
Q
A(t)uudxdt =

∫T
0 < A(t)u,u >=

∫T
0 a(t,u,u)dt;

• 1
2

∫
Q

∂
∂xi

[biu]
′udxdt = 1

2

(
∂
∂xi

[biu],u
)
|T0 −1

2

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt− 1

2

∫
Q
bi
∂u
∂xi
u ′dxdt;

• 1
2

∫
Q

∂
∂xi

[biu
′]udxdt = −1

2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xi
dxdt;

•
∫
Q

∂
∂xi

[nk
′2

k2
xiu]udxdt =

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt+

∫
Q
nk

′2

k2
xiu

∂u
∂xi
dxdt

=
∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt−

∫
Q

∂
∂xi

[nk
′2

k2
xiu]udxdt.

Portanto,

∫
Q

∂

∂xi
[n
k
′2

k2
xiu]udxdt =

1

2

∫
Q

n2k
′2

k2
u2dxdt.

Adicionando as cinco igualdades acima e multiplicando o resultado por (n−1)
2

:

(
u ′ + 1

2

(
∂
∂xi

[biu],
(n−1)

2
u
)
|T0 = n−1

2

∫
Q

(
u
′2 − aij

∂u
∂xj

∂u
∂xi

)
dxdt

+ (n−1)
2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xi
dxdt+ (n−1)

4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt

− (n−1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt.

(3.7)

Substituindo (3.7) em (3.6), segue o resultado.

O próximo teorema trata da Desigualdade Inversa. Vejamos antes algumas notações.

Seja C1 = e
−C0 e C2 = e

C0 . Assim pelo Teorema 3.0.6, parte (ii):

C1E0 6 E(t) 6 C2E0, ∀t ∈ [0,+∞).

Defina o tempo T0 por:

T0 = [2a
− 1

2
0 R(x0) + K1 + K2 + K3 + K4]C2C

−1
1 > 0, (3.8)
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onde

K1 =
2τ[(n−1)M+2nR(x0)+2λ

1
2
1 MR(x

0)]

a0k0λ
1
2
1

;

K2 =
2l1(n+1)R(x0)[τM+a

1
2
0 k0]

a0k
2
0

;

K3 =
l1n(n+1)[τM+a

1
2
0 k0]

a0k
2
0λ

1
2
1

;

K4 = 2l1[R(x
0)+M]

a
1
2
0 k0

.

(3.9)

Teorema 3.2.1. Seja T > T0. Então toda solução fraca u do problema (3.1) com h = 0,

verifica:
1

2
R(x0)a1

∫T
0

∫
Γ(x0)

(∂u
∂ν

)2
dΓdt > C1(T − T0)E0 (3.10)

Demonstração. Aqui R(x0) foi dado na Introdução. Estimando cada um dos termos da

identidade do Lema 3.2.1:

•
(
u ′ + 1

2

(
∂
∂xi

[biu], (xl − x
0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
|T0

Usando a desigualdade de Hölder:

|
(
u ′, (xl − x

0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
| 6 µ

1
2 |u ′| 1

µ
1
2
|(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u|

6 µ
2
|u ′|2 + 1

2µ
|(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u|2,

onde µ é um real positivo que será tomado apropriadamente.

Vejamos a segunda parcela do lado direito:

|(xl − x
0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u|2 =

∫
Ω
[(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

]2dx+ (n−1)2

4

∫
Ω
u2dx

+(n− 1)
∫
Ω
[(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

]udx

=
∫
Ω
[(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

]2dx+ (n−1)2

4

∫
Ω
u2dx

+ (n−1)
2

∫
Q
(xl − x

0
l)
∂u2

∂xl

=
∫
Ω
[(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

]2dx+ (n−1)2

4

∫
Ω
u2dx

− (n−1)
2

∫
Ω
u2 ∂
∂xl

(xl − x
0
l)dx+

(n−1)
2

∫
Γ
(xl − x

0
l)u

2νldΓ

=
∫
Ω
[(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

]2dx+ (n−1)2

4

∫
Ω
u2dx

−n(n−1)
2

∫
Ω
u2dx

=
∫
Ω
[(xl − x

0
l)
∂u
∂xl

]2dx− (n2−1)
4

∫
Ω
u2dx.

Segue então:

|(xl − x
0
l)
∂u

∂xl
+

(n− 1)

2
u|2 6 R2(x0)‖u‖2.
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Portanto,

|
(
u ′, (xl − x

0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
| 6 µ

2
|u ′|2 + 1

2µ
R2(x0)‖u‖2

6 µ
2
|u ′|2 + 1

2µ
R2(x0)a−1

0 a(t,u,u).

Fazendo, µ = R(x0)a
− 1

2
0 0:

|
(
u ′, (xl − x

0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
| 6 R(x0)a

− 1
2

0
1
2
|u ′|2 + R(x0)a

− 1
2

0
1
2
a(t,u,u)

6 R(x0)a
− 1

2
0 E(t) 6 R(x0)a

− 1
2

0 C2E0.

Assim,
(
u ′, (xl − x

0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
|T0> −2R(x0)a

− 1
2

0 C2E0.

Vejamos agora que:

1
2

(
∂
∂xi

[biu], (xl − x
0
l)
∂u
∂xl

+ (n−1)
2
u
)
= 1

2

(
− 2nk

′

k
u+ bi

∂u
∂xi

, [xl − x
0
l]
∂u
∂xl

)
− (n−1)

4

(
biu, ∂u

∂xi

)
.

Primeiramente temos:

|1
2

(
− 2nk

′

k
u+ bi

∂u
∂xi

, [xl − x
0
l]
∂u
∂xl

)
| 6 1

2
|− 2nk

′

k
u||[xl − x

0
l]
∂u
∂xl

|+ 1
2
|bi

∂u
∂xi

||[xl − x
0
l]
∂u
∂xl

|

6 n τ
k0
R(x0)|u|| ∂u

∂xl
|+ τ

k0
R(x0)M| ∂u

∂xi
|| ∂u
∂xl

|

6 τ
k0
R(x0)[n|u|‖u‖+M‖u‖2]

6 τ
k0
R(x0)[nλ

− 1
2

1 ‖u‖2 +M‖u‖2]

6 τ

a0k0λ
1
2
1

R(x0)[na(t,u,u) +Mλ
1
2
1 a(t,u,u)]

6 2 τ

a0k0λ
1
2
1

R(x0)[nE(t) +Mλ
1
2
1 E(t)]

6 2τR(x0)[n+Mλ
1
2
1 ]

C2E0

a0k0λ
1
2
1

.

Além disso,

|− (n−1)
4

(
biu, ∂u

∂xi

)
| 6 (n−1)

4
|bi||u||

∂u
∂xi

| 6 (n−1)
2

τ

k0λ
1
2
1

M‖u‖2

6 (n−1)
2

τ

a0k0λ
1
2
1

Ma(t,u,u) 6 (n− 1)τ 1

a0k0λ
1
2
1

ME(t)

6 (n− 1)τM C2E0

a0k0λ
1
2
1

.

Dáı,

1

2

( ∂
∂xi

[biu], (xl−x
0
l)
∂u

∂xl
+
(n− 1)

2
u
)
|T0> −2τ[(n−1)M+2nR(x0)+2λ

1
2
1MR(x

0)]
C2E0

a0k0λ
1
2
1

.

•
∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi

(xl − x
0
l)[n

∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

]dxdt
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|
∫
Q
k
′2

k2
xi
∂u
∂xi

(xl − x
0
l)[n

∂u
∂xl

+ 1
2
∂u
∂xj

]dxdt| 6 τ
k20
MR(x0)

∫T
0 |k ′|| ∂u

∂xi
|[n| ∂u

∂xl
|+ 1

2
| ∂u
∂xj

|]dt

6 (n+ 1) τ
k20
MR(x0)

∫T
0 |k ′|‖u‖2dt

6 (n+ 1) τ
a0k

2
0
MR(x0)

∫T
0 |k ′|a(t,u,u)dt

6 2(n+ 1) τ
a0k

2
0
MR(x0)

∫T
0 |k ′|E(t)dt

6 2l1(n+ 1)τMR(x0)C0E2

a0k
2
0
.

•− (n+ 1)
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl

(xl − x
0
l)u
′dxdt

|− (n+ 1)
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl

(xl − x
0
l)u
′dxdt| 6 (n+ 1)

∫T
0 |k

′

k
|| ∂u
∂xl

||(xl − x
0
l)||u

′|dt

6 (n+ 1)k−1
0 R(x

0)
∫T
0 |k ′|‖u‖|u ′|dt

6 (n+ 1) 1

a
1
2
0 k0

R(x0)
∫T
0 |k ′|1

2
[a(t,u,u) + |u ′|2]dt

6 2l1(n+ 1)R(x0)C2E0

a
1
2
0 k0

.

• (n+1)
4

∫
Q
∂bi
∂xi
uu ′dxdt

(n+1)
4

∫T
0 |∂bi
∂xi

||u||u ′|dt 6 (n+1)
4

∫T
0 |2nk

′

k
||u||u ′|dt

6 n
(n+1)

2
1

k0λ
1
2
1

∫T
0 |k ′|‖u‖|u ′|dt

6 n
(n+1)

2
1

a
1
2
0 k0λ

1
2
1

∫T
0 |k ′|1

2
[a0‖u‖2 + |u ′|2dt

6 l1n(n+ 1) C2E0

a
1
2
0 k0λ

1
2
1

.

•− (n+1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt

|− (n+1)
4

∫
Q
n2 k

′2

k2
u2dxdt| = |− (n+1)

4

∫
Q
nk

′

k
1
2
∂bi
∂xi
u2dxdt|

= |
(n+1)

2

∫
Q
nk

′

k
biu

∂u
∂xi
dxdt| 6 n (n+1)

2

∫T
0 |k

′

k
||k
′

k
xi||u|dt|

∂u
∂xi

|dt

6 n
(n+1)

2
τ

k20λ
1
2
1

M
∫T
0 |k ′|‖u‖2

6 l1n(n+ 1)τM C2E0

a0k
2
0λ

1
2
1

.

•
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl

(xl − x
0
l)u
′dxdt−

∫
Q
k ′

k
∂u
∂xi

(xl − x
0
l)u
′dxdt

|
∫
Q
k ′

k
∂u
∂xl

(xl − x
0
l)u
′dxdt−

∫
Q
k ′

k
∂u
∂xi

(xl − x
0
l)u
′dxdt| 6 2R(x

0)

a
1
2
0 k0

∫T
0 |k ′|a

1
2
0 ‖u‖|u ′|dt

6 R(x0)

a
1
2
0 k0

∫T
0 |k ′|[a0‖u‖2 + |u ′|2]dt

6 2l1R(x
0)C2E0

a
1
2
0 k0

.
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•1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi
u ′dxdt− 1

2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xl
dxdt

|1
2

∫
Q
bi
∂u
∂xi
u ′dxdt− 1

2

∫
Q
biu

′ ∂u
∂xl
dxdt| 6

∫T
0 |k

′

k
||xi||

∂u
∂xi

||u ′|dt+
∫T
0 |k

′

k
||xi||

∂u
∂xl

||u ′|dt

6 2 M

a
1
2
0 k0

∫T
0 |k ′|a

1
2
0 ‖u‖|u ′|dt

6 M

a
1
2
0 k0

∫T
0 |k ′|[a0‖u‖2 + |u ′|2]dt

6 2l1M
C2E0

a
1
2
0 k0

.

Assim, usando as desiguadades acima:

1
2

∫T
0

∫
Γ(x0) aijνiνjνl(xl − x

0
l)
(
∂u
∂ν

)2
>
∫T
0 E(t)dt− 2R(x0)a

− 1
2

0 C2E0

−2τ[(n− 1)M+ 2nR(x0) + 2λ
1
2
1MR(x

0)] C2E0

a0k0λ
1
2
1

−2l1(n+ 1)R(x0)[τM+ a
1
2
0 k0]

C2E0

a0k
2
0

−l1n(n+ 1)[τM+ a
1
2
0 k0]

C2E0

a0k
2
0λ

1
2
1

−2l1[R(x
0) +M]C2E0

a
1
2
0 k0

,

ou seja,

1

2

∫T
0

∫
Γ(x0)

aijνiνjνl(xl − x
0
l)
(∂u
∂ν

)2
>
∫T
0

C1E0dt− T0C1E0 > C1(T − T0)E0. (3.11)

Por outro lado,

1

2

∫T
0

∫
Γ(x0)

aijνiνjνl(xl − x
0
l)
(∂u
∂ν

)2
6

1

2
R(x0)a1

∫T
0

∫
Γ(x0)

(∂u
∂ν

)2
. (3.12)

Por (3.11) e (3.12) segue o resultado.



Caṕıtulo 4

Controle Exato

Considere o operador L dado por (3) e o problema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Lu = 0 em Q;

u = v sobre Σ;

u(0) = u0 , u ′(0) = u1 em Ω.

(4.1)

Tomando z como solução do problema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L∗z = h em Q;

z = 0 sobre Σ;

z(T) = z ′(T) = 0 em Ω.

(4.2)

e considerando as mudanças de variáveis (2.36) e (2.37) mencionadas no final do Caṕıtulo

2, segue pelo Teorema 2.0.4, se h ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) que:

z ∈ C(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω)). (4.3)

Multiplicando (3) por z e integrando sobre Q, obtemos:

• Integrando por partes de 0 aT :∫
Q
u ′′zdxdt =

(
u ′, z

)
|T0 −
∫
Q
z ′u ′dxdt = −

(
u ′(0), z(0)

)
−
(
z ′,u

)
|T0

+
∫
Q
z ′′udxdt = −

〈
u ′(0), z(0)

〉
+
(
z ′(0),u(0)

)
+
∫
Q
z ′′udxdt;

• Usando Green e integração por partes de 0 a T , segue que:

−
∫
Q

∂
∂xi

(
aij

∂u
∂xj

)
zdxdt =

∫
Q
aij

∂u
∂xj

∂z
∂xi

−
∫
Σ
aij

∂u
∂xj
zνidΓdt

= −
∫
Q

∂
∂xj

(
aij

∂z
∂xi

)
udxdt+

∫
Σ
aij

∂z
∂xj
uνidΓdt

= −
∫
Q

∂
∂xj

(
aij

∂z
∂xi

)
udxdt+

∫
Σ
u ∂z
∂νA

dΓdt,

onde ∂z
∂νA

= aij
∂z
∂xj
νi;

51
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• Integrando por partes de 0 a T e usando a fórmula de Green:∫
Q
bi
∂u ′

∂xi
zdxdt =

∫
Ω

(
biz

∂u
∂xi

)
|T0 dx−

∫
Q

(
z ′bi + zb

′
i

)
∂u
∂xi
dxdt

= −
∫
Ω
bi(0)

∂u(0)
∂xi

z(0)dx+
∫
Q

∂
∂xi

(
z ′bi + zb

′
i

)
udxdt

−
∫
Σ

(
z ′bi + zb

′
i

)
uνidΓdt

= −
∫
Ω
bi(0)

∂u(0)
∂xi

z(0)dx+
∫
Q
bi
∂z ′

∂xi
udxdt

−
∫
Q

2nk ′k−1z ′udxdt+
∫
Q

2(k
′2 − k ′′k)k2xi

∂z
∂xi
u

+
∫
Q

2n(k
′2 − k ′′k)k−2zudxdt;

• Usando a fórmula de Green, temos:∫
Q
[(1 − n)k

′2 − k ′′k]k−2xi
∂u
∂xi
z dxdt = −

∫
Q
[(1 − n)k

′2 − k ′′k]k−2nzudxdt

−
∫
Q
[(1 − n)k

′2 − k ′′k]k−2xi
∂z
∂xi
udxdt.

Assim somando as identidades acima e usando (3.2), obtemos:

∫
Q
Luzdxdt = −

〈
u ′(0), z(0)

〉
+
(
u(0), z ′(0)

)
−
∫
Ω
bi(0)

∂u(0)
∂xi

z(0)dx+
∫
Σ
u ∂z
∂νA

dΓdt

+
∫
Q
L∗zudxdt;

isto é,∫
Q
Luzdxdt = −

〈
u ′(0), z(0)

〉
+
(
u(0), z ′(0)

)
−
∫
Ω
bi(0)

∂u(0)
∂xi

z(0)dx+
∫
Σ
u ∂z
∂νA

dΓdt

+
∫
Q
hudxdt.

(4.4)

Pelo Teorema 3.0.6 (i), com a mudança de variável T − t aplicada em t = T , existe

K > 0 tal que:

E(0) 6 [2E(T) +
( ∫T

0

|h|dt
)2
] exp(KT).

Então,

|z ′(0)|+ a
1
2
0 ‖z(0)‖ 6 2[|z ′(0)|2 + a0‖z(0)‖2]

1
2 6 4[2E(0)]

1
2 6 C1

∫T
0

|h|dt.

Assim, existem C1,C2 > 0 tais que:

|z ′(0)| 6 C1

∫T
0

|h|dt e ‖z(0)‖ 6 C2

∫T
0

|h|dt.

Logo, existe C3 > 0 tal que

|z ′(0)|+ ‖z(0)‖ 6 C
∫T
0

|h|dt, (4.5)
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onde C3 = max{C1,C2} > 0.

Além disso, pelo Teorema 3.1.1

∂z

∂ν
∈ L2(Σ) e ‖∂z

∂ν
‖L2(Σ) 6 C

∫T
0

|h|dt, (4.6)

onde C é uma constante que independe de z e h. Por (4.3) z ′ ∈ L2(Ω), z(0) ∈ H1
0(Ω).

Logo por (4.4), por (4.6) e lembrando que u = v ∈ Σ obtemos:

u0 ∈ L2(Ω) u1 ∈ H−1(Ω) e v ∈ L2(Σ). (4.7)

Assim, para cada par de condições iniciais {u0,u1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω) e v ∈ L2(Σ) fica

bem definido o funcional S sobre L1(0, T ;L2(Ω)) definido por

< S,h >=
〈
u1, z(0)

〉
−
(
u0, z ′(0)

)
−
〈
2
k ′(0)

k(0)
xi
∂u0

∂xi
, z(0)

〉
−

∫T
0

(
v,
∂z

∂νA

)
dt (4.8)

para todo z solução do problema (4.2). Além disso, por (4.5) e (4.6):

| < S,h > | 6 ‖u1‖‖z(0)‖+ |u0||z ′(0)|+ [2 τ
k0
n+ 2 τ

k0
M]|u0|‖z(0)‖+ a1‖v‖L2(Σ)‖ ∂z∂ν‖L2(Σ)

6 C4[|u
0|+ ‖u1‖+ ‖v‖L2(Σ)]C

∫T
0 |h|dt 6 C

∫T
0 |h|dt[|u0|+ ‖u1‖+ ‖v‖L2(Σ)]

6 C[|u0|+ ‖u1‖+ ‖v‖L2(Σ)]‖h‖L1(0,T ;L2(Ω)).

(4.9)

onde C4 = max{‖z(0)‖, |z ′(0)|, [2 τ
k0
n + 2 τ

k0
M‖z(0)‖,a1}. Note também que

S : L1(0, T ;L2(Ω)) → R, definido por (4.8) é uma forma linear (devido a linearidade

dos produtos internos, dualidades e integrais envolvidos na expressão) e por (4.9) ela

também é cont́ınua. Isto diz que S é um objeto de L∞(0, T ;L2(Ω)), dual topológio de

L1(0, T ;L2(Ω)), com

‖S‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 C[|u
0|+ ‖u1‖H−1(Ω) + ‖v‖2L(Σ)]. (4.10)

Assim faz sentido definir solução por transposição.

Definição 4.0.1. u é dita solução por transposição do problema (4.1) com condições

iniciais {u0,u1, v} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)× L2(Σ) se u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) e∫T
0

(u,h)dt =
〈
u1, z(0)

〉
−
(
u0, z ′(0)

)
−
〈
2
k ′(0)

k(0)
xi
∂u0

∂xi
, z(0)

〉
−

∫T
0

(
v,
∂z

∂νA

)
L2(Γ)

dt (4.11)

para todo h ∈ L1(0, T ;L2(Ω)); onde z esta relacionado com h pelo problema (4.2).
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Teorema 4.0.2. Existe uma única solução por transposição do problema não homogêneo

(4.1). Além disso, u satisfaz:

‖u‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 C[|u
0|+ ‖u1‖H−1(Ω) + ‖v‖2L(Σ)] (4.12)

Demonstração. Pela definição de < S,h > e pelas considerações anteriores, S satisfaz

as condições do Teorema da Representação de Riez. Então ∀h ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) existe

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) tal que < S,h >=< u,h >. Logo existe a solução u = S por trans-

posição de (4.1), com ‖u‖ = ‖S‖ satisfazendo (4.10).

Vejamos a unicidade. Se u e θ são soluções por transposição do problema (4.1), então

w = u− θ é solução de:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Lw = 0 em Q;

w = 0 sobre Σ;

w(0) = w ′(0) = 0 em Ω.

Dáı, por w satisfazer (4.12) para u0 = u1 = v = 0, segue que ‖w‖ 6 0. Portanto

w ≡ 0, ou seja, u = θ.

Agora seja h ∈ D(Q) e z solução fraca do problema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L∗z = h ′ em Q;

z = 0 sobre Σ;

z(0) = z ′(0) = 0 em Ω.

(4.13)

Observando que L∗ dado por (3.2) é um operador do tipo (2.1), então pelo Teorema

2.0.5, z satisfaz (2.35). Além disso, pelo Teorema 3.1.1, ∂z
∂ν
∈ L2(Σ).

Lema 4.0.2. A solução z de (4.13) com h ∈ D(Ω) satisfaz:

‖∂z
∂ν
‖L2(Σ) 6 C

∫T
0

‖h‖dt, (4.14)

onde C independe de z e h.

Demonstração. z satisfaz a identidade do Teorema (3.0.7), substituindo h por h ′ no último

termo. Note que fazendo z ′ = (z ′ − h) + h, consequentemente
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z
′2 = (z ′ − h)2 + 2h(z ′ − h) + h2, obtemos:

1

2

∫
Q

z
′2∂ql

∂xl
dxdt =

1

2

∫
Q

(z ′ − h)2
∂ql

∂xl
dxdt+

∫
Q

h(z ′ − h)
∂ql

∂xl
dxdt+

1

2

∫
Q

h2∂ql

∂xl
dxdt.

(4.15)

Por outro lado, usando integração por partes de 0 a T , a fórmula de Green e o fato de

que h ∈ D(Ω), segue que:∫
Q
h ′ql

∂z
∂xl
dxdt =

∫
Ω

(
ql

∂z
∂xl
h
)
|T0 −
∫
Q
hql

∂z ′

∂xl
dxdt

= −
∫
Q
hql

∂z ′

∂xi
dxdt =

∫
Q
∂h
∂xl
qlz
′dxdt+

∫
Q
h∂ql
∂xl
z ′dxdt

Usando a identidade acima obtemos:

−
∫
Q
h ′ql

∂z
∂xl
dxdt = −

∫
Q
∂h
∂xl
ql(z

′ − h)dxdt−
∫
Q
∂h
∂xl
qlhdxdt

−
∫
Q
∂ql
∂xl
h2dxdt−

∫
Q
∂ql
∂xl
h(z ′ − h)dxdt

= −
∫
Q
∂h
∂xl
ql(z

′ − h)dxdt−
∫
Q
∂ql
∂xl
h2dxdt

−
∫
Q
∂ql
∂xl
h(z ′ − h)dxdt+ 1

2

∫
Q
∂ql
∂xl
h2dxdt

= −
∫
Q
∂h
∂xl
ql(z

′ − h)dxdt− 1
2

∫
Q
∂ql
∂xl
h2dxdt

−
∫
Q
∂ql
∂xl
h(z ′ − h)dxdt.

(4.16)

Portanto, somando as identidades (4.15) e (4.16), obtemos:

1

2

∫
Q

z
′2∂ql

∂xl
dxdt−

∫
Q

h ′ql
∂z

∂xl
dxdt =

1

2

∫
Q

(z ′ − h)2
∂ql

∂xl
dxdt−

∫
Q

∂h

∂xl
ql(z

′ − h)dxdt.

Estimando a soma usando (2.35):

1
2

∫
Q
z
′2 ∂ql
∂xl
dxdt−

∫
Q
h ′ql

∂z
∂xl
dxdt 6 1

2

∫T
0 |z ′ − h|2|∂ql

∂xl
|dt−

∫T
0 | ∂h
∂xl

||ql||z
′ − h|dt

6 1
2

∫T
0 K1

( ∫T
0 ‖h‖dt

)2
+
∫T
0 ‖h‖K2

( ∫T
0 ‖h‖ds

)
dt

6 C
( ∫T

0 ‖h‖dt
)2

.

Considerando que para termos positivos a,b, temos (a
1
2 +b

1
2 ) 6 a+b e com racioćınio

análogo ao que foi feito em (4.5), segue que para todo t ∈ [0, T ] obtemos:(
|z ′(t)|2 + ‖z(t)‖2

) 1
2

6 |z ′(t)|+ ‖z(t)‖ 6 C3

∫T
0

|h|dt.

Portanto,

|z ′(t)|2 + ‖z(t)‖2 6 C
( ∫T

0

‖h‖dt
)2

,

onde C = C2
3λ

2
2 com λ2 > 0 tal que |h| 6 λ2‖h‖.
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Além disso, pela desigualdade (4.6), obtemos:

‖h|‖ ∂z
∂xl

|dt 6 ‖h‖C2

∫T
0

|h|dt 6 C
( ∫T

0

‖h‖dt
)2

,

onde C = C2

T
λ2.

Analisando a seguir, cada termo da identidade do Teorema 3.0.7 e usando as duas

desigualdade acima, para constantes C positivas apropriadas, segue que:

•
(
z ′ + 1

2
∂
∂xi

[biz],ql
∂z
∂xl

) |T0

(
z ′,ql

∂z
∂xl

) |T0 =
(
z ′ − h,ql

∂z
∂xl

) |T0 +
(
h,ql

∂z
∂xl

) |T0

6 |z ′(T) − h(T)|‖z(T)‖+ |z ′(0) − h(0)|‖z(0)‖+ ‖h(T)‖‖z(T)‖

+‖h(0)‖‖z(0)‖

6 1
2
[|z ′(T) − h(T)|2 + ‖z(T)‖2] + 1

2
[|z ′(0) − h(0)|2 + ‖z(0)‖2]

+‖h(T)‖‖z(T)‖+ ‖h(0)‖‖z(0)‖

6 C
( ∫T

0 ‖h‖dt
)2

.

1
2

(
∂
∂xi

[biz],ql
∂z
∂xl

) |T0 6 1
2
|∂bi
∂xi

|‖z(T)‖|ql||∂z(T)∂xl
|+ 1

2
|∂bi
∂xi

|‖z(0)‖|ql||∂z(0)∂xl
|

+1
2
|bi|‖z(T)‖|ql||∂z(T)∂xl

|+ 1
2
|bi|‖z(0)‖|ql||∂z(0)∂xl

|

6 1
2
(B+ b)‖z(T)‖2 + 1

2
(B+ b)‖z(0)‖2 6 (B+ b)C

( ∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•− 1
2

∫
Q
∂ql
∂xl

(
aij

∂z
∂xj

∂z
∂xi

)
dxdt

−1
2

∫
Q
∂ql
∂xl
aij

∂z
∂xj

∂z
∂xi
dxdt 6 1

2
a1

∫T
0 ‖z‖

2

6 1
2
a1

∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 1

2
a1CT

( ∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•
∫
Q
k
′2

k2
xi
∂z
∂xi
ql
(
n ∂z
∂xl

+ 1
2
∂z
∂xj

)
dxdt

∫
Q
k
′2

k2
xi
∂z
∂xi
ql
(
n ∂z
∂xl

+ 1
2
∂z
∂xj

)
dxdt 6

∫T
0 |k

′2

k2
||xi||

∂z
∂xi

||ql|
(
n| ∂z
∂xl

|+ 1
2
| ∂u
∂xj

|
)
dt

6 (n+ 1)τk−2
0 M

∫T
0 |k ′|‖z‖2dt

6 (n+ 1)τk−2
0 M

∫T
0 |k ′|C

( ∫T
0 ‖h‖ds

)2
dt

6 (n+ 1)l1τk
−2
0 MC

( ∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•
∫
Q
aij

∂z
∂xj

∂ql
∂xi

∂z
∂xl
dxdt
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∫
Q
aij

∂z
∂xj

∂ql
∂xi

∂z
∂xl
dxdt 6 a1

∫T
0 | ∂z
∂xj

||∂ql
∂xi

|| ∂z
∂xl

|dt

6 a1

∫T
0 ‖z‖

2dt 6 a1

∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 a1CT

( ∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•1
2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂z
∂xl
qlz
′dxdt

1
2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂z
∂xl
qlz
′dxdt = 1

2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂z
∂xl
ql(z

′ − h)dxdt+ 1
2

∫
Q
∂bi
∂xi

∂z
∂xl
qlhdxdt

6 1
2

∫T
0 |∂bi
∂xi

|| ∂z
∂xl

||ql||z
′ − h|dt+ 1

2

∫T
0 |∂bi
∂xi

|| ∂z
∂xl

||ql|‖h‖dt

6 1
2
B
∫T
0 ‖z‖|z

′ − h|dt+ 1
2
B
∫T
0 ‖z‖‖h‖dt

6 1
4
B
∫T
0 [‖z‖

2 + |z ′ − h|2]dt+ 1
2
B
∫T
0 ‖z‖|h|dt

6 B
∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 BCT(

∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂z
∂xi
qlz
′dxdt

1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂z
∂xi
qlz
′dxdt = 1

2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂z
∂xi
ql(z

′ − h)dxdt+ 1
2

∫
Q
∂bi
∂xl

∂z
∂xi
qlhdxdt

6 1
2

∫T
0 |∂bi
∂xl

|| ∂z
∂xi

||ql||z
′ − h|dt+ 1

2

∫T
0 |∂bi
∂xl

|| ∂z
∂xi

||ql|‖h‖dt

6 1
2
B
∫T
0 ‖z‖|z

′ − h|dt+ 1
2
B
∫T
0 ‖z‖‖h‖dt

6 1
4
B
∫T
0 [‖z‖

2 + |z ′ − h|2]dt+ 1
2
B
∫T
0 ‖z‖‖h‖dt

6 B
∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 BCT(

∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
z∂ql
∂xl
z ′dxdt

1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
z∂ql
∂xl
z ′dxdt = 1

2

∫
Q
∂bi
∂xi
z∂ql
∂xl

(z ′ − h)dxdt+ 1
2

∫
Q
∂bi
∂xi
z∂ql
∂xl
hdxdt

6 1
2

∫T
0 |∂bi
∂xi

|‖z‖|∂ql
∂xl

||z ′ − h|dt+ 1
2

∫T
0 |∂bi
∂xi

|‖z‖|∂ql
∂xl

|‖h‖dt

6 1
2
B
∫T
0 ‖z‖|z

′ − h|dt+ 1
2
B
∫T
0 ‖z‖‖h‖dt

6 1
4
B
∫T
0 [‖z‖

2 + |z ′ − h|2]dt+ 1
2
B
∫T
0 ‖z‖|h|dt

6 B
∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 BCT(

∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•1
2

∫
Q
bi
∂z
∂xi

∂ql
∂xl
z ′dxdt

1
2

∫
Q
bi
∂z
∂xi

∂ql
∂xl
z ′ = 1

2

∫
Q
bi
∂z
∂xi

∂ql
∂xl

(z ′ − h)dxdt+ 1
2

∫
Q
bi
∂z
∂xi

∂ql
∂xl
hdxdt

6 1
2

∫T
0 |bi||

∂ql
∂xl

|‖z‖|z ′ − h|dt+ 1
2

∫T
0 |bi||

∂ql
∂xl

|‖z‖‖h‖dt

6 b
2

∫T
0 ‖z‖|z

′ − h|dt+ b
2

∫T
0 ‖z‖‖h‖dt

6 1
4
b
∫T
0 [‖z‖

2 + |z ′ − h|2dt+ b
∫T
0 ‖z‖|h|dt

6 b
∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 bCT(

∫T
0 ‖h‖dt

)2
.
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•− 1
2

∫
Q
biz
′ ∂ql
∂xi

∂z
∂xl
dxdt

−1
2

∫
Q
biz
′ ∂ql
∂xi

∂z
∂xl
dxdt = −1

2

∫
Q
bi(z

′ − h)∂ql
∂xi

∂z
∂xl
dxdt− 1

2

∫
Q
bih

∂ql
∂xi

∂z
∂xl
dxdt

6 1
2

∫T
0 |bi||z

′ − h||∂ql
∂xi

|‖z‖dt+ 1
2

∫T
0 |bi|‖h‖|∂ql∂xi

|‖z‖dt

6 1
2
b
∫T
0 |z ′ − h|‖z‖dt+ 1

2
b
∫T
0 ‖h‖‖z‖dt

6 1
4
b
∫T
0 [|z

′ − h|2 + ‖z‖2dt+ 1
2
b
∫T
0 ‖h‖‖z‖dt

6 b
∫T
0 C
( ∫T

0 ‖h‖ds
)2
dt 6 bCT(

∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•− 1
2

∫
Q
n2 k

′2

k2
∂ql
∂xl
z2dxdt

−1
2

∫
Q
n2 k

′2

k2
∂ql
∂xl
z2dxdt = 1

2

∫
Q
n2 k

′2

k2
ql2z

∂z
∂xl
dxdt 6 n2τk−2

0

∫T
0 |k ′|‖z‖2dt

6 n2τk−2
0

∫T
0 |k ′|C

( ∫T
0 ‖h‖ds

)2
dt 6 n2l1τk

−2
0 C

( ∫T
0 ‖h‖dt

)2
.

•1
2

∫T
0

∫
Γ
aijνiνjqlνl

(
∂z
∂ν

)2
dΓdt

1

2

∫T
0

∫
Γ

aijνiνjqlνl
(∂z
∂ν

)2
dΓdt >

∫T
0

∫
Γ

a0

2

(∂z
∂ν

)2
dΓdt.

Assim, com as estimativas acima conclúımos o resultado.

Teorema 4.0.3. Toda solução u por transposição do problema (4.1) possui a

regularidade

u ∈ C(0, T ;L2(Ω)) ∩ C1(0, T ;H−1(Ω))

e a aplicação linear

L2(Ω)×H−1(Ω)× L2(Σ) 7→ C(0, T ;L2(Ω)) ∩ C1(0, T ;H−1(Ω))

{u0,u1, v} 7→ u

é cont́ınua.

Demonstração. Primeira etapa: u ∈ C(0, T ;L2(Ω))

Fixemos {u0,u1, v} ∈ L2(Ω) × H−1(Ω) × L2(Σ). Da densidade dos espaços H1
0(Ω),

L2(Ω) e H2
0(0, T ;H2(Γ)) em L2(Ω), H−1(Ω) e L2(Σ) respectivamente, podemos tomar as

sequências (u0
µ), (u

1
µ) e (vµ) tais que

u0
µ → u0 em L2(Ω) , u1

µ → u1 em H−1(Ω) , vµ → v em L2(Σ) (4.17)
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Considere γ a função traço sobre Γ . Assim devido as propriedade de γ existe vµ ∈

H2
0(0, T ;H2(Ω)) tal que γṽµ = {vµ, 0}. Seja yµ solução do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lyµ = −Lṽµ em Q;

yµ = 0 sobre Σ;

yµ(0) = u0
µ , y ′mu(0) u1

µ em Ω.

Da inclusão de H2
0(0, T ;H2(Ω)) em L1(0, T ;L2(Ω)), temos pelo Teorema 2.0.4 que yµ ∈

C(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω)). Além disso, ṽµ ∈ H2

0(0, T ;H2(Ω)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)).

Pela densidade deD(Ω) em L2(Ω), a menos de subsequência, temos que ṽµ ∈ C(0, T ;L2(Ω)).

Assim, uµ = yµ+ ṽµ é solução por transposição do problema (4.1) com condições iniciais

{u0
µ,u1

µ, vµ} e uµ ∈ C(0, T ;L2(Ω)) . Então u−uµ é solução por transposição do problema

(4.1) com condições iniciais {u0 − u0
µ,u1 − u1

µ, v− vµ}. Por (4.12) temos que

‖u− uµ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 C[|u
0 − u0

µ|+ ‖u1 − u1
µ‖H−1(Ω) + ‖v− vµ‖L2(Σ)]

Passando o limite na desigualdade acima, segue que u → uµ em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Portanto u ∈ C(0, T ;L2(Ω)).

Segunda etapa: u ′ ∈ C(0, T ;H−1(Ω))

De fato, considere h ∈ D(Q) e z a solução fraca do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L∗z = h ′ em Q

z = 0 sobre Σ

z(T) = z ′(T) = 0 em Ω

(4.18)

Usando as mudanças de variáveis (2.36), (2.37) e o Teorema 2.0.5:

‖z(t)‖+ |z ′(t) − h(t)| 6 C
∫T
0

‖h‖dt ∀t ∈ [0, T ]

E pelo Lema 4.0.2:

‖∂z
∂ν
‖L2(Σ) 6 C

∫T
0

‖h‖dt,

onde as constantes que aparecem acima independem de z e h. Como u ∈ C(0, T ;L2(Ω)),

temos u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Das inclusões (1.3), segue que u ′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Então,

no sentido das distribuições:

< u ′,h >= −
(
u,h ′

)
L2(Q)

= −

∫T
0

(
u,h ′

)
dt.
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Como u é solução por transposição de (4.1), u satisfaz (4.11) para h = h ′. Assim,

usando as estimativas acima e com racioćınio análogo ao que foi feito em (4.9), obtemos:

| < u ′,h > | = |−

∫T
0

(
u,h ′

)
| 6 C[|u0|+ ‖u1‖+ ‖v‖L2(Σ)]

∫T
0

‖h‖dt, ∀h ∈ D(Q).

Por densidade de D(Q) em L1(0, T ;H1
0(Ω)) a última desigualdade é válida para todo

h ∈ L1(0, T ;H1
0(Ω)), portanto u ′ ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) e vale:

‖u ′‖L∞(0,T ;H−1(Ω)) 6 C[|u
0|+ ‖u1‖+ ‖v‖L2(Σ)]]. (4.19)

Notemos que < u ′ − u ′µ,h >= −
∫T
0 (u − uµ,h ′)dt e u ′µ ∈ C(0, T ;H−1(Ω)) pois

uµ ∈ C(0, T ;L2(Ω)). Temos, com racioćınio análogo ao da primeira parte, que u ′µ → u

e, portanto, u ′ ∈ C(0, T ;H−1(Ω)). A continuidade da aplicação segue das desigualdades

(4.12) e (4.19).

Pela mudança de variáveis (2.36), definimos de maneira análoga a solução por

transposição do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Lu = 0 em Q;

u = v sobre Σ;

u(T) = u0 , u ′(T) = u1 em Ω.

(4.20)

desta maneira, todos os resultado obtidos para o problema (4.1) são válidos para este

problema. Vejamos agora o teorema que trata da controlabilidade exata para o problema

(4).

Teorema 4.0.4. Assumindo as condições (2.2) e seja T0 dado por (3.8). Dado T > T0,

para condições iniciais {u0,u1} ∈ L2(Ω) × H−1(Ω), existe um controle v ∈ L2(Σ(x0)) tal

que a solução definida por transposição u do problema (4) satisfaça u(T) = u ′(T) = 0.

Demonstração. • Primeira etapa: Seja ϕ a solução fraca do problema

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L∗ϕ = 0 em Q

ϕ = 0 sobre Σ

ϕ(0) = ϕ0 , ϕ ′(0) = ϕ1 em Ω

(4.21)

com {ϕ0,ϕ1} ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω). Então pelo Teorema 2.0.4, temos:

ϕ ∈ C(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω))
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Além disso pelos Teoremas 3.1.1 e 3.2.1, temos ∂ϕ
∂ν
∈ L2(Σ) e, além disso existem cons-

tantes positivas C1 e C2 independentes de ϕ tais que:

C1(T − T0)E0 6 ‖
∂ϕ

∂ν
‖2L2(Σ(x0)) 6 C2(T + 1)E0 (4.22)

• Segunda etapa:

A partir da solução fraca ϕ constrúımos a solução por transposição ψ do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lψ = 0 em Q;

ψ =

 ∂ϕ
∂ν

sobre Σ(x0);

0 sobre Σ Σ(x0);

ψ(T) = ψ ′(T) = 0 em Ω.

(4.23)

• Terceira etapa:

Pelo Teorema 4.0.3, ψ ∈ C(0, T ;L2(Ω)) ∩ C1(0, T ;H−1(Ω)). Pela equação (4.4), que

garante a boa definição da solução por transposição e, com ϕ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) (pela

inclusão de C(0, T ;H1
0(Ω)) em L1(0, T ;L2(Ω))), temos:

< Lψ,ϕ > = − < ψ ′(0),ϕ0 > +
(
ψ(0),ϕ1

)
−
∫
Ω
bi(0)

∂ψ(0)
∂xi

ϕ0dx+
∫
Σ
ψ ∂ϕ
∂νA

dΓdt+

+
∫
Q
ψL∗ϕdxdt.

Resultando,

< ψ ′(0) − 2
k ′(0)

k(0)
xi
∂ψ(0)

∂xi
,ϕ0 > −

(
ψ(0),ϕ1

)
=

∫T
0

∫
Γ(x0)

aij
∂ϕ

∂xj
νi
∂ϕ

∂ν
dΓdt (4.24)

A expressão (4.24), deixa bem definido a introdução do seguinte operador:

Λ : H1
0(Ω)× L2(Ω) → H−1(Ω)× L2(Σ)

{ϕ0,ϕ1} 7→ Λ{ϕ0,ϕ1} = {ψ ′(0) − 2k
′(0)
k(0)

xi
∂ψ(0)
∂xi

,−ψ(0)}
(4.25)

Usando o Lema 3.0.4 e a desigualdade (4.22), obtemos:

a0C1(T−T0)E0 6 a0‖
∂ϕ

∂ν
‖2L2(Σ(x0)) 6

〈
Λ{ϕ0,ϕ1}, {ϕ0,ϕ1}

〉
6 a1‖

∂ϕ

∂ν
‖2L2(Σ(x0)) 6 a1C2(T+1)E0

(4.26)

Como a solução fraca de (4.21) é única, para cada par de condições iniciais {ϕ0,ϕ1},

segue que o operador Λ é injetivo. Além disso, usando as mudanças de variáveis (2.36)

∂ϕ̃
∂ν

define a solução por transposição de (4.23). Desenvolvendo
〈
Lψ, ϕ̃

〉
como em (4.24),

temos:

〈
Λ{ϕ0,ϕ1}, {ϕ̃0, ϕ̃1}

〉
=

∫T
0

∫
Γ(x0)

aij
∂ϕ̃

∂xj
νi
∂ϕ

∂ν
dΓdt
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Analogamente, encontramos aplicando o Lema (3.0.4) para
〈
Lψ̃,ϕ

〉
:

〈
Λ{ϕ̃0, ϕ̃1}, {ϕ0,ϕ1}

〉
=
∫T
0

∫
Γ(x0) aij

∂ϕ
∂xj
νi
∂ϕ̃
∂ν
dΓdt =

=
∫T
0

∫
Γ(x0) aij

∂ϕ̃
∂xj
νi
∂ϕ
∂ν
dΓdt

Podemos, assim, concluir que o operador Λ é autoadjunto. Além disso, por (4.26), Λ

é um operador cont́ınuo e coercivo, pois sua definição é uma forma bilinear. Então por

Lax- Milgran, para cada {u0,u1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω) existe {ϕ0,ϕ1} ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω) tal

que

Λ{ϕ0,ϕ1} = {u1 − 2
k ′(0)

k(0)
xi
∂u0

∂xi
,−u0}

Isto é, Λ é um isomorfismo de H1
0(Ω)× L2(Ω) sobre L2(Ω)×H−1(Ω). Como {ϕ0,ϕ1}

determinam de maneira única a solução fraca ϕ de (4.21), ∂ϕ
∂ν

determina de maneira única

a solução por transposição de (4.23) e {u0,u1} determinam de maneira única a solução do

problema (1) nós temos que u = ψ satisfaz todas as condições do Teorema.

Conclúımos assim o resultado que garante o Controle Exato do problema (1).
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