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Resumo

Neste trabalho usamos o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) para provar a con-
trolabilidade exata para uma equacao de onda com coeficientes variaveis em um dominio
cilindrico associado a um controle nao nulo na fronteira lateral e condigoes iniciais em
um espaco de Sobolev apropriado. Fazemos uso da solugao fraca do problema de valor de
fronteira homogéneo e da solugao definida por transposi¢ao do problema nao homogéneo
associado, para assegurar a boa definicao de um operador apropriado nas condi¢oes do
Teorema de Lax Milgran que garantira o controle exato do problema.

Palavras-chave: equacao da onda, controlabilidade exata, método HUM.



Abstract

In this work we used the Hilbert Uniqueness Method (HUM) to prove the exact
controllability for a wave equation with variables coefficients in a cylindrical domain asso-
ciated to a non null controll on the lateral boundary and initial data in a suitable Sobolev
space. We use the weak solution of the homogeneous boundary value problem and solution
defined by transposition of the backward nonhomogeneous problem, to ensure the well
definition of a suitable operator that satisfies the Lax-Milgran’s theorem, which ensures
the exact controllability of the problem.

Keywords: wave equation, exact contollability, method HUM.
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Introducao

Seja QO um dominio limitado em R™ com fronteira limitada no cilindro finito
Q = Q x (0,T), com fronteira lateral £ = T x (0,T). Estamos interessados em fazer

o estudo de controlabilidade exata através do método HUM do seguinte sistema:

n d du n ou’ o ou

1 i
u —ZT(aij(th)a_Xi) +;bi(X,t) o +;di(x’t)a_xi =0 em Q
u=vem X=Ix(0T), @

u(0)=u’, WO0)=u' em Q

onde u’ representa a derivada com respeito ao tempo e u(0), w’'(0) denotam as funcoes
x — u(x,0) e x = u'(x,0), respectivamente. A variavel controle é representada por v,
que é a agao do sistema (1) sobre o bordo lateral . Trata-se de um problema misto para
a equacao de uma onda com coeficientes nao constantes.

Desejamos mostrar a controlabilidade exata para o problema (1), isto é, que dado
T > 0, suficientemente grande, é possivel para todo par de condicoes iniciais {u’, u'}
situado em um espago apropriado sobre Q, escolher um controle correspondente v tal que

a solucao de (1) satisfaga

Para tanto, faremos algumas consideragoes sobre os objetos que serao usados ao
decorrer da dissertacdo. Sejam x° € R™ , m(x) = x —x? e v(x) o vetor normal unitério

de x € I' | direcionado ao exterior de Q). Considere o conjunto
rx") = {xel;mx)-v(x) 20} , LK) = NI , Zx) = T)x(0,T)

Denote R(x°) = sup|m(x)] , M = suplx| e A; como sendo a constante tal que
xeQ xeQ

Jul> = Auf. Seja k : [0,+00) — [0,+00) uma funcdo continua e limitada. Neste

caso, vamos considerar todas as fungoes escalares envolvidas fungoes de valores reais e

supor as seguintes hipdteses sobre Q e k:
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Q) contém a origem de R™
O bordo T de Q é C?
k € W>((0,00
loc ((0,00)) @)
0 < ko = infizok(t) , supok(t) =ki < oo
supso [K'(H)] = 1 < &

L o= [fIKMldt<oo , L, = [JK"(t)]<oo

Vejamos que o conjunto das funcoes k acima nao é vazio, pois podemos tomar as fungoes

sin e cos como exemplos de fungoes que satisfazem as condicoes acima.

Para garantir o controle exato do problema (1), fazemos uso de um operador Lu

definido por:

o’ , d
ki [(1—n)k2—k”k}k’2xia; (3)

O s 12 V2 0% oLy
[u=u axi[(f’” k *xix;)k axj] 2k'kx; .

onde 6i; € o delta de Kronecker, dado por:

1 se i=j;

61]' =
0 se i#].

Faremos o estudo da acao do controle apenas para uma parte do bordo, mais precisa-

mente vamos estudar o seguinte sistema:

Lu = 0em Q
v em X(xY)

u = (4)
0 em Z\Z(x")

u0) = u® . u(0) = u em Q

O método consiste em trés etapas:

1. Tomar o problema de valor de fronteira homogéneo

L¢ = 0 em Q

e0) = ¢ , @'(0) = @' em Q

e encontrar sua solugao fraca .
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2. Construir a solucao definida por transposicao do problema nao homogéneo associado

[y =0 em Q
22 em Z(x%) ©)
0 em X\X(xY)

P(T) = P(T)=0 em Q

3. Definir o operador

K(0)_ 3(0)
k(O) ' aXi

Ao, @'} ={'(0) -2 ,—(0)}

que se encontra nas hipdteses do teorema de Lax Milgran para enfim concluir que a
solugdo por transposigao 1 de (6) atende as condigoes de controlabilidade exata do

problema dado.

No capitulo 1 sera feito um breve apanhado dos resultados necessarios para embasar as
demostragoes dos demais capitulos, distribuidos em cinco se¢oes: Os espagos LP(Q), O

espaco das Distribuicoes, Espacos de Sobolev, Outros Resultados e Desigualdades.

No capitulo 2 provamos os resultados referentes ao problema de valor de fronteira
homogéneo, definindo sua solucao fraca, mostrando sua regularidade sob condigoes iniciais

suaves e obtendo algumas desigualdades a respeito da energia do sistema.

No capitulo 3 mostramos as desigualdades direta e inversa a respeito de 2—3 afim de

provar sua regularidade.

E por ultimo, no capitulo 4 fazemos a demonstracao do teorema que garante a contro-

labilidade exata do problema (4).



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, vamos listar alguns conceitos e resultados que serao usados nas

demonstracoes dos Teoremas ao longo da dissertacgao.

1.1 Os espacos [P(Q)

Definigao 1.1.1. Dado p € R com 1 < p < oo, definimos o espaco L?(Q) como o
conjunto (das classes) de fun¢oes numéricas w definidas em Q, mensurdveis, cuja poténcia
P, [uP, € integrdvel a Lebesque em Q, equipado com a norma

s o) = | fuborans

o)

Para p = oo, definimos L®(Q) como o espago (das classes) de fungdes numéricas u,
mensuraveis em () e que sao essencialmente limitadas em Q, equipado com a norma

[ullieiay = esssup ulx)

xeQ
Segue que os espacos LP,; 1 < p < oo sdo espagos de Banach. (Ver [2]). Quando

1 < p < 0o esses espagos sao reflexivos.

No caso em que p = 2, [?(Q) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(u,v) = (JQ u(x)v(x)dx),

e norma associada
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Consideremos T > 0, X um espago de Banach e 1 < p < o0o. Definimos

LP(0,T; X) ={u:[0,T] = X; ué mensuravel e ||u(t)|x € LP(0,T)} com a norma

T
el o0 = (| It (L)

Se p = oo, munimos L*(0, T; X) com a norma

[wl[Leo,1:x) = sup ess||u(t)]|x (1.2)
te(0,T)

O espago LP(0,T; X) e L*(0, T; X) sdo espagos de Banach munido com a norma (1.1)
e (1.2) respectivamente (Ver [10]). Um caso particularmente importante é quando p = 2
e X for um espaco de Hilbert. Nesse caso o espaco L2(0,T;X) é um espaco de Hilbert

munido com o produto interno

]
(V)20 1) = J (W(t), v(t))xdt, Vv € [2(0,T; X).
0

Com isso, temos os seguintes resultados:

Lema 1.1.1. Sejam X e Y dois espagos de Banach e suponhamos que X — Y. Se
1 <r<s< oo, entao

L*(0,T;X) — L7(0,T;Y)

Demonstragao. Ver [10]. O

Aqui, <, significa que X C Y e a inje¢do i: X — Y é continua.

1 1
Sejam X um espago de Banach reflexivo e ]; +— =1. Seu € L90,T;X") e

q

v € LP(0, T; X) entao, como aparece em [10] a dualidade entre esses espagos é dada por

.
<u’v>LP(O,T;X’)XLP(O,T;X) = L (u(t), v(t))dt.

Teorema 1.1.1. Consideremos X e Y espacos de Hilbert tais que X — Y, w € LP(0, T; X),
u €LP(0,T;Y) el <p < oo. Entaouwe CO[0,T];Y).

Demonstragao. Ver [15]. O
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1.2 O espaco das Distribuicoes

P

loc Q) o conjunto das fungoes localmente integraveis. Representa-se

Denota-se por L
por CF(Q) o espago vetorial das fungoes numéricas u com suporte compacto, possuindo

em () derivadas parciais continuas de todas as ordens.

1 A 1 ~ o .
Dizemos que uma sequéncia de fungoes (¢, ) de C°(Q) converge a zero se:
e O suporte de todas as funcoes ¢,, estao contidos em um compacto fixo K;
e Para cada multi-indice «, a sequéncia das derivadas parciais convergem
uniformemente a zero em K.

Diz-se que (@) C CP(Q) converge para uma fungao ¢ € CF(Q), quando a sequéncia
(@ — @) converge para zero no sentido dado acima. O espaco vetorial C§°(()) munido

com a nocao de convergéncia acima é representado por D(Q).

Teorema 1.2.1. D(Q) ¢ denso em LP(Q).

Demonstragao. Ver [13]. O
Uma distruibuicao T sobre QO é uma forma linear sobre D(Q), continua no sentido

de convergéncia acima (denominada convergéncia no sentido das distribuigoes), isto é, se

en — @ em CP(Q), temos que T(@m) — T(@) em R. O conjunto das distribuigdes

sobre Q ¢ representado por D’(Q). Dizemos que uma sequéncia T, converge para T em

D’(Q), quando para toda ¢ € D(Q) < T, =T, >= 0 em R.

Teorema 1.2.2. (Du Bois Reymond) Sejam u € L{,.(Q), onde Q C R™ aberto e limi-
tado. Se

J u(x)-v(x)dx =0, Vve D(Q),

Q

entao w =0 quase sempre em Q.

Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.2.3. Para 1l < p < oo temos a sequinte cadeia de imersoes continuas e densas

D(Q) — L}

loc

(Q) — D'(Q).

Demonstragao. Ver [13]. O



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 7

A derivada de ordem « de uma distribuicao T é a forma linear D*T em D(Q) definida

por:

<D°T,p >= ()" < T,D* > V¢ € D(Q).

Isto significa que se Ty — T em D’(Q) entdao D*T, — D*T em D’(Q), Vo € IN™.

1.3 Espacos de Sobolev

Sejam O C R™ um conjunto aberto, p um numero real tal que 1 < p < coem
um ndmero natural. Denota-se por W™P(Q) o espaco vetorial das (classes de) fungoes
u € LP(Q), tais que as derivadas no sentido das distribuicoes D*u € LP(Q), para todo

muti-indice « € N™, tal que || < m, simbolicamente
WmP(Q)={uel?P(Q):D*uelP(Q),V]a <m}
As funcoes || - || : W™P(Q) — R definida por

e 1l <p<oo

S|

Wiy = D ID*UP o, | YueW™(Q),

[x|<m

Mo = > DW=, Vi€ W™P(Q),

lol<m

constituem uma norma sobre W™P(Q).

Teorema 1.3.1. W™P(Q) munido da norma acima definida é um espago de Banach

para 1 < p < o0 e Banach reflexivo para 1 < p < 0.
Demonstragao. Ver [13]. O

Os espagos de Banach W™P(Q), sdao chamados de espacos de Sobolev de ordem m

sobre Q). Quando p = 2, ele é Hilbert e denotamos por:

w2 Q) = H™(Q),
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com o produto interno:
(W V)im) = »_ (D%, D),
lx|<m

onde (, ) denota o produto interno de L2(Q).

Definimos, WP (Q) como sendo o fecho de D(Q) em W™P(Q). Quando p = 2, temos
H}(Q) no lugar de WS“’Z(Q).

Suponha 1 <p <ooel< < ootal que + +1 =1. Representa-se por W—™9(Q)

1
P q
e H"™(Q) os duais topolégicos de Wy P (Q) e HI'(Q), respectivamente. Seguem alguns

resultados a respeito desses espacos.

Teorema 1.3.2. Seja Q uma aberto limitado de R™,
e D(Q) ¢ denso em H-™(Q);
e D(Q) ¢ denso em D'(Q).
Demonstragao. Ver [13]. O

Pela Desigualdade de Poincaré (ver [13]), podemos definir em H}(Q) uma norma

equivalente a norma de H}(Q) que a denotaremos por ||.|| dada por:

[N

| = (Lz [Vu(x)*dx)?,

oriunda do produto interno
((w,v)) = J Vu(x) - Vv(x)dx.
Q
Pelo mesmo argumento, se tomarmos o espago Hi (Q)NH?(Q), definimos a seguinte norma

equivalente:

D=

uls = (L Au()Pdx)?,

onde Au(x) =31, % é o operador Laplaciano.

Vejamos agora os resultados de imersoes e densidades.

Teorema 1.3.3. Seja Q um aberto limitado de R™, de classe C™. Entdo, D(Q) € denso

em W™P(Q) sendo 1 < p < 00.
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Demonstragao. Ver [13]. O

Teorema 1.3.4. Seja Q um aberto limitado do R™ (m > 2) de classe C™
2

(i)Se n > 2m temos que H™(Q) — LP(Q), onde p € [1, - _T;m} ;

(ii) Se n = 2m, entdo H™(Q) — LP(Q), onde p € [1,00);

(i7i)) Sen=1em > 1, entado W™P(Q) — L*(Q).

€ as 1mersoes sao compactas.
Demonstragao. Ver [13]. O

Considerando dois espagos de Hilbert V e H. Supondo V C H, uma inclusao continua
e densa, entdo temos a inclusdo continua e densa H' C V' para os duais. Via Teorema
de Riesz identificamos o dual de L?(Q) com ele mesmo. Desta maneira, temos a seguinte

cadeia de inclusoes para X um espago de Hilbert:

D(0,T;X) € Hg(0,T; X) Cc (0, T; X) c H (0, T; X) c D(0, T; X) (1.3)

Teorema 1.3.5. Seja Q uma aberto limitado de R™ m > 1), de classe C™. Entdo

Wm™®(Q) € isomorfo a C™ Q)
Demonstragao. Ver [13]. O

Em outras palavras, o teorema acima, diz que as funcoes de WH*(Q)) sao funcoes

continuas, com derivadas de ordem um também continuas.

Teorema 1.3.6. Se Q) ¢ uma aberto limitado de classe C*(Q), entdo para m > 5tk

0 <k <m tem-se HM(Q) — Ck(Q).
Demonstragao. Ver [14]. O

Se o bordo T de Q é C!, entdo ao longo de I' estd definido um campo unitério de

vetores normais

e, em cada ponto x € T', temos v(x) =v = (vy,--+,vy) com |[v(x)| = 1.
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Vamos agora enunciar um importante teorema sobre os espagos H™(Q). Seja a aplicacao

linear para m > 1

D(Q) — [ H™I=2(T
(Q) | (1 (1.4)
u =oyuw = (YoW, Vil ..., Ym—1uU)

_ du s
onde yju= 55 comj=1,..., m—1

Teorema 1.3.7. Seja QO um aberto limitado de classe C™ de R™ e um m > 1 inteiro,
a aplicagao (1.4) prolonga-se por continuidade a wma unica aplica¢ao linear e continua,
ainda denotada pory de H™(Q) sobre H]—nlgl H™ -2 (), cujo niicleo € o espago HY*(Q).
Tem-se ainda que 7y possui inversa a direita linear e continua, isto €, existe uma aplicacdao
linear e continua o de err;gl Hm*j*%(r) em H™(Q) tal que y(ou) = u para toda

1 ym—j—1

uwe [[[T, H™ =2 (T).

Demonstragao. Ver [13]. O
De acordo com essa notagao, temos os seguintes Teoremas:

Teorema 1.3.8. (Gauss-Green) Suponha que uw € C'(Q), entdo

J audx:J uvidS i=1,---,n).
o 0x4 r

Demonstragao. Vide [9]. O

Teorema 1.3.9. (Férmula de Integracio por Partes) Sejam u,v € C1(Q). Entdo,

0 0
J LLvdx:—J Uy dx—I—J uvvidS (i=1,---,n).
Q 0%y o 0x r
Demonstragao. Vide [9]. O
Teorema 1.3.10. (Férmulas de Green) Sejam u,v € C2(Q). Entdo,
1. [, Audx = [ 32dS;

2. [o VuVvdx = — [, uAvdS + [ ud¥dS.

Demonstragao. Vide [9]. O
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1.4 Outros Resultados

Teorema 1.4.1. Sejam X um espaco de Banach separdvel e seja (xn) uma sequéncia
limitada em X'. Entao (xn) admite uma subsequéncia fracamente estrela convergente em

X', isto €, existe (xn;), tal que, <xn;,y > — <x,y >; Yy € X. Denotamos xn, Ax.
Demonstragao. Ver [4]. O

Teorema 1.4.2. (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Seja H um espaco de Hilbert, e

T:H — H um operador linear satisfazendo
(Tu,v) = (u, Tv), u,veH.
Entao T ¢ continuo e auto-adjunto.
Demonstragao. Vide [7]. O

Teorema 1.4.3. (Lax - Milgram) Seja V um espago de Hilbert. Se a(u,v) é uma forma
bilinear, continua, coerciva em V x V e f é uma forma linear continua sobre V, entao

dado f € V', V' dual de V, existe um unico elemento w € V tal que
a(u,v) = (f,v), VYveV.
Demonstragao. Ver [4]. O
Teorema 1.4.4. (Representacio de Riesz) Seja @ € (L'(Q))' = L®(Q). Entdo existe
uma unica fungao w € L*°(Q) tal que
(@,f) = L ufdx, VfeL'(Q).
Demonstragao. Ver [4]. O

Teorema 1.4.5. Seja H um espago de Hilbert separdvel e T um operador compacto auto

adjunto. Entdao existe uma base de Hilbert composta de autovetores de T.
Demonstracao. Ver [4]. O

Através dos teoremas de Poincaré, (1.3.4), (1.4.3) e (1.4.5), [14] mostra que o opera-
dor laplaciano definido no espago H}(Q) N H?*(Q) ¢ um operador compacto. Portanto,

que existe uma base ortonormal (wj) densa em Hj(Q)NH?*(Q), onde wj sdo autovetores
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associados aos autovalores A tais que ((wj,v)) = Aj(wy,v), Vv € H(Q).

Seja D um conjunto de R e f: D — R™. Dizemos que f satisfaz as condigoes de
Carathéodory em D se:
a) f(t,x) é mensuravel em t para cada x fixo;
b)f(t,x) é continua em x para cada t fixo;

c¢) para cada compacto U em D existe uma fungao real integrdavel my (t) tal que
[f(t, )] < mu(t),V(t,x) € W
Considere o retangulo R = {(t,x) € R™*! : |t —to| < a,|x —a] < b} com a,b >0 .

Teorema 1.4.6. (Carathéodory) Seja f : R — R™ satisfazendo as condigoes de Ca-

rathéodory sobre R, e considere o problema de valor inicial

x' = f(x,t)
(1.5)
X(to) = Xp.
Entao eziste uma solugdo x(t) de (1.5) sobre algum intervalo [t — to] < B, (B > 0).
Demonstragao. Vide [16]. O

Corolario 1.4.1. Sejam D aberto de R™ e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory

sobre D, entdo o problema (1.5) tem solugdo para qualquer (to,xo) € D.

Corolario 1.4.2. Seja [0,w] X B, com 0 <w < oo eB={x e R"|x]|<b},b>0ef

nas condi¢oes de Carathéodory. Seja ® uma solugao de

x' = f(x,t)
(1.6)
x(0) =xo, Ixol <D.

Suponha que em qualquer intervalo 1 onde @ estd definida se tenha |@(t)] < M, para todo

t € I, M independente de t e M < b. Entao ® tem um prolongamento até [0, w].

Conforme aparece em [6], toda equacao diferencial ordindria de ordem m pode ser
transformado em um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, o
qual pode ser representado na forma matricial , entao o Corolario 1.4.2 é vélido para

EDO’s de segunda ordem fixadas as condigoes iniciais.
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1.5 Desigualdades

1 1
Lema 1.5.1. (Desigualdade de Young) Sejam p > 1,q > 1 tais que 1_3 + a = 1. Entao

1 1
ab< —aP +-b9, Va>0,Yb>0
% q
Demonstracao. Ver [4]. O
1 1
Lema 1.5.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € L9(Q), com 1—) + a =1

el <p<oco. Entiofge Q) e

J Ifgl < Iflr(o)lglia(a).
o)
Demonstragao. Ver [4]. O

Teorema 1.5.1. (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam f,v : [0, T] — R fun¢oes
nao negativas e integraveis, vy constante nao negativa, € g : [0,T] — R, uma fun¢ao

continua, nao negativa, tais que

v(t) <vo+ JO

f(x)dx+J v(x)g(x)dx , Vvt e [0,T]

entao,

t
v(t) < (vo+]f'ﬂx)dX) elioax -yt ¢ [0, ],
0

Demonstragao. Vide [5]. O

Teorema 1.5.2. (Desigualdade Tipo Gronwall) Sejam vy uma constante nao negativa, g
uma funcdo integravel, quase sempre nao negativa em 10, T[ e v: [0, T] = R uma funcao
continua tais que

V2 (t) < %Vg _I_J g(s)v(s)ds , Vvtel0,T]
0

Entao,
t

MW<W+J9M®, vt € 0.T]
0

Demonstragao. Vide [5]. O

Corolario 1.5.1. Sejam vy uma constante nao negativa, f : [0, T] — R fung¢do nao

negativa e integravel e v, g : [0, T] — R fungoes continuas nao negativas tais que

t t

f(s)[2v(s)]5ds+J g(s)v(s)ds , Vtelo,T].

wu<w+J 0

0
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Entao,
T t

f(s)ds)”] exp(ZJ g(s)ds) Vte [0,T].

v(t) < 2vo + (j
0

0

Demonstragao. Aplicando o teorema (1.5.1), temos:

t t

f(s)[2v(s)]2ds] exp(J g(s)ds).

v(t) < v +J
0

0
Dai,

t

[(2vOexp(j g(s)ds)) 12+J f(s)2v(s)] ds] exp( j o(s)ds).

0 0 0

[N
[N

%[(Mt)) 2 <

N | —

Pelo teorema (1.5.2), segue que:

t t t

f(s)ds exp(JO g(s)ds).

[N

(2v(0)F < (2vo exp(J

0

gls)ds))* +J

0

Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade e usando o fato de que

(a +b)? < 2a% + 2b? para quaisquer a,b > 0:

t

2v(t) < 4v exp(J
0

g(s)ds) + Q(J

0

Isto é,



Capitulo 2

Analise do Problema de Valor de

Fronteira Homogéneo

De agora em diante, adotaremos a notagao de indices repetidos, isto é, onde houver
termos com indices repetidos, fica subtendido que esta sendo feito o somatério nesse

indice. Seja o operador geral de segunda ordem em t:

ou’ 0
Ru=u"+A(t)u+ bi(x,t) au +c(x, t)u’ + di(x, t) au + f(x, t)hu (2.1)
1 X{
onde A(t)u = _6%1 (aij (x, t)g_;t) e os coeficientes ayj, by, ¢, d; e a funcao f satisfazem:

aij sao simétricas e uniformemente coercivas sobre Q;
a;; € CHQ) af; € L*(Q); (2.2)
bbC) diafe WLOO(O7T7 LOO(Q)) ) 2_1,2 € LOO(Q)

Entendemos por ajj ser uniformemente coerciva sobre Q, se existem ag, a; > 0 tais
que ap&i&; < ai5&6i& < @&, Vi th € Q e VE = (&,...,&) € R™. Em particular,
se existe uma constante ap > 0 tal que | < A(t)u,u > | > ag[u|?, Vu € H}(Q), onde

<Au,u>= [ a2 gy,

aXi aXi

Dado o problema de valor de fronteira homogeéneo:

Ru=h em Q
u=0em X (2.3)

u(0)=u’ , W(0)=u! em Q
com condigoes iniciais {u’, u'} € H}(Q) x L*(Q) e h € L'(0, T; L*(Q)), definimos como

15
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solugao fraca de (2.3) a fungaou: Q — Rtal queuw € L®(0, T; Hy(Q)), w’' € L=(0, T; L*(Q))

e satisfaz:

— [y &)dt+ [ a(t,w, £)dt + [§ < b3 &> dt + [ (Pu, £)dt = [} (h, £)dt
VE € L*(0, T; Hy(Q)) E’ELZ(O,T;LZ(Q)) , E0)=¢&(T)=0

u(0) =u’ , u(0)=u'
(2.4)

onde

<A & >=a(t,u, &) = [ ay g;j aafl dx 25)

Pu=cu + diZ + fu

19x;

O teorema a seguir trata da existéncia e unicidade da soluc¢do fraca de (2.3) sob

condicoes iniciais fortes.

Teorema 2.0.3. Seu® € H2(Q)NH}(Q) , u’ € L=(0, T; H}(Q)) eh, h/ € L1(0, T; L*(Q))

entao existe uma unica solugdo fraca w para o problema (2.3) tal que
u e L0, T; H*(Q)NHy(Q)) , u' €L™(0,T;Hy(Q)) , u” e L®(0,T;L*(Q)).

Demonstracao. Sejam (wj) e (A;j) os autovetores e autovalores do problema espectral
((wy,v)) = Aj(wy,v), W € Hj(Q). Ainda como consequéncia do Teorema Espectral
temos que (wj) forma uma base ortonormal em Hj(Q)NH?*(Q). Vamos usar o método de
Galerkin, descrito em [14], para mostrar a existéncia da solu¢ao. Considere o subespago
n-dimensional de H}(Q) N H*(Q) denotado por Vi, = [wy,wa,...,wy] gerado pelos
m-primeiros autovetores w., v =1,2,..., m. Entao o problema aproximado associado a

(2.1) e (2.3) é encontrar u,,(t) € Vi, tal que:

(Rupm,v) = (h(t),v), Vv eV, CH{(Q)NH*(Q)

Un(0) =u? —u® em H}(Q)NH*Q) (2.6)
uw (0) =ul —u! em H}(Q)
Mas de u,, € V, temos que u, = Y " gi(thwi, u, = >, gl(thw; e

u’ = 3" g/(t)wy, onde os g; sao determinados por (2.6). De (Rup,v) = (h(t),v)

m

para todo v € Vi, temos:

(W,v) + (AU, v) + (b(x, t) 2 2 V) + (e(x, thuf, v) + (dilx, t) aa‘;T,v)
+ (f(x,t)um,v) = (h(t),v).

(2.7)
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Em particular, fazendo v = wj:

(s wy) (AU, wy) + (b, 1) Fo2, wy) 4 (elx, g, wy) + (di(x, 1) G, wy)

oxi ’

+  (f(x, hum, wy) = (h, wy)

Dai,

gl(t) + (=228 4e(x, 1) gi(t) + (A(t) — 25 4 £(x, 1)) g (1)
onde usamos o fato de u,, € H} N H*(Q) e a férmula de Green. Além disso, como

0 4,1 .
Uy, , Uy, € Vin, obtemos:

De uj, = 3% aft)wi, que at) = (u°,wy);

1

De ul, = > B(t)wy, que B(t) = (ul, wy).

Logo as condigoes iniciais de (2.6) fornecem apds passagem ao limite que

g:(0) = (U’ wi) e g{(0) = (u',wy).

Portanto, o problema aproximado (2.6) trata-se de uma equacao diferencial ordinéria
de segunda ordem. Note que as hipoteses (2.2) e o Teorema 1.3.5 garantem que os coefi-

ab ) c(x, t)) (A(t) ad ) 4 f(x, t)) sao continuos. O Teorema 1.1.1

cientes (—
garante que (h, wj) também é continuo. Alem disso, sao coeficientes integraveis em t para
cada x fixo e para cada t sao funcoes limitadas. Portanto estes coeficientes satisfazem as
condigoes de Carathéodory. Entao pelo Coroldrio 1.4.2, o problema associado (2.6) possui

uma tnica solu¢ao u definida em [0, T].

Vamos a seguir, obter estimativas a priori, as quais permitirao, dentre outras coisas,

provar que a solu¢ao aproximada do problema (2.6) ¢ de fato solugao de (2.3).
e Primeira estimativa: |u/ (t)]* + aoljum(t)|> < C;

Fazendo v =2u/ em (2.7):
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(us 2uy) + (Alum, 2ug) + (bilx, t)%, 2ur) + (e(x, thug, 2ug,)

(2.8)
+ (di(x7 t)aauTma Qu:n) + (f(X, t)um7 2u1/11) = (ha Qu:n,)
Vamos estimar cada termo de (2.8).
Pela definicao da norma em L2(Q):
d /2 d !/ / 1 /
— =2 . 2.9
gl = g (v ) = 2w ) (2.9)
Da coercividade de aij, segue que:
Qo luml? < aogh(Gem, Gum) = 2a(Gim, em) < 2.10)
< 2 Ay 661:“7 aat ) = (A(t)um72u1/n)
Usando a férmula de Green e que u,,, € H}(Q), temos:
ou’ ou/ ob; ou/
_bi—mzl :_Qbi/, my __ 1/72/ bi m72/
(0 G 2uly) = —2(baa, T = (3 M 2up) + (b 3™ 2u))
Assim, da desigualdade de Holder obtemos:
ou! ob; ob;
(b ™ 2ul) = (3w ) < gt ) < Biug, P (2.11)
ob;
onde B = ess sup | (x,t)].
(x,t)eQ IXi

Aplicando a desigualdade de Holder segue que
—(c(x, thul, 2ul ) < | — (c(x, thul, 2u/ )| < 2lc(x, t)|hl Jlul | < 2Chl 7, (2.12)

onde C = ess sup |c(x,t)li=(a
0<t<T

Novamente pela desigualdade de Holder e considerando a norma do gradiente em

H{(Q), temos:

OUu,

—ldig 0x;

,2up,) < 2l || || ml < 2D [y,

onde, D = ess sup |di(x,t)[L~(0)
0<t<T
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Usando a desigualdade de Young, obtemos:

OUm / -3 1 / —3 2 ’2
—(di(x,t)W,Qum) < qp 2D2ad ||uml|ug,| < ap 2D(ag||um|” + hu,l?), (2.13)

Aplicando primeiramente a desigualdade de Holder e posteriormente a desigualdade

de Young:
_1
_1 _1 .
< ap *F2ag [um|[lufn] < ag *Flag[[um|* + hug, ),
onde F = ess sup [f(x,t)|L=(q).
0<t<T
Da mesma maneira obtemos que
(h, 2up,) < 2h[2[h|2 | < ]+ ], . (2.15)

Com estas estimativas (2.9)-(2.15) e tomando K = max{B, 2C, ag%D, aJ%F} de (2.8)

obtemos:

d d
Elu;f + aoaHumH2 < [h+ K+ M (aol[wm]? + [l ).

Entao integrando de 0 a t, 0 < t < T, obtemos:

T

.
[ur (8P 4-aoflum (1)]1* < Iu{n(O)IQJraollum(U)szLJ Ihldt+J (KM (o] [wm [|*+uy,*)dt.
0 0

Aplicando a desigualdade de Gronwall generalizada , temos:

T t

hdt) exp (J K + [h(s)ds).

W () + aolfm ()2 < (Rel, 2 + aou, |2 +j
0

0
Como h € LY(0,T;L2(Q)) segue que existe C; > 0 tal que

W () + agflum(b)* < C (2.16)
e Segunda estimativa: [Vu/ (t)]* + aolAun(t)* < Cy
Agora fazendo v = —2Au/, em (2.7), obtemos:

(W, —2000) 4 (A(Um, —2A00) + (by(x, 285, —2Au],) + (c(x, i, —2Aul,)

aXi

(2.17)
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Vamos estimar cada um dos termos de (2.17).

Usando a norma definida em [2(Q) e a férmula de Green, temos:

ci(Vu ,Vur ) = 2(Vu), Vu, ) = —2(uy, Au). (2.18)

d

—|vVu’ |2

/v ml” =
Da coercividade de ai; segue que

aO%!Auml2 = 2ap(Aul , Auy) < 2a;(Augy,, Aul).

Considerando que 1, € H}(Q) e usando novamente a propriedade da coercividade de

aij e mais uma vez a féormula de Green, obtemos:

2a; (Aum, Aul) = —2a1(&§*—x*i“,aimAu,’n)< —2(ay; %, 2-Aul)

(2.19)
= (3% (ayGe), Aup) = (A(t)um, —2Au],)

Note que pela definicao do operador Laplaciano e pela formula de Green obtemos:

oul, _ oul,
(bi(x, )5, 2Au)) = (bi(x, 1) 52 722
ob; (x, t au au = 02 ou’
= —2 m —2 bi t ! m.
Z ox. Oxi Oxi ;( ot gt gy )
obi(x, 1) au ou’ ou’ =92
= -2 ) — (bi(x, t)=—2, 2 :
3 (O By o225 Do
obi(x,t)ou;, our, ou’
= -2 bi(x, t) =—=, 2Au/
; ox;  Ox; axi) (bilx )au{11 )
Resultando que:
ou = Obi(x,t)ou’, ou’
bi(x,t 208U ) = — ’ mo__T),
(bi(x, )a tn) ;( o ox oxi
Usando a desigualdade de Holder na igualdade acima, obtemos:
du = dbi(x,t), ou’
™ 2AU! ) < — ™2 < BV, [? 2.2
(bix )5 2807 Z' o < BIVULL, (2:20)
abi(xat)

onde, B = ess sup |
(x0eQ 0%
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Aplicando a féormula de Green, posteriormente a desigualdade de Holder e observando

que de Uy, € Vi, temos ul, € H}(Q), temos:

(c(x,t)hu ,2Au] ) = —2(Vc(x,t)ul,Vur,)—2(c(x,t)Vu;,vVul )
< [=2(Velx, thur, Vul )+ —2(c(x, t)Vuy , Vur, )|
< 2AVe(x, Ol [V + 2le(x, IV, [V,

Considerando que c(x,t) e Vc(x, ) sao limitados devido as hip6teses (2.2), segue que:

(c(x, t)ul ,2Au!, ) < 4C|Vul, |?, (2.21)

onde C = max{ess sup [c(x,t)[r~(q),ess sup |Vec(x,t)lie(a)}
0<t<T 0<t<T

Aplicando novamente a definicado do operador Laplaciano e a férmula de Green,

obtemos:

2
(@b U5 280 = A 0% Y Fu

n

odi(x, t aum ou’ 0? ou
9 M) 9 Y (A (%, 1) gy, ).
Z o ) g )

Aplicando a desigualdade de Holder na igualdade acima, segue que:

= aum a2 our,
(di(x,t) 5, 2Au],) Z ax m| + QZ |di(x, t) s wmll ==

2
i Xi a Xl

< 2ITIIVumIIVum|+2Idi(X,t)HAum||Vum|-

Considerando que as normas do Laplaciano e do Gradiente sao equivalentes em
H{(Q) NH2(Q) e tomando Ay tal que |[Vu| < Ag|Aul, temos:

ou,, 0
u 2Au’)<!M

ox; m 0X4

(di(x,t)=— Aaa 22(10 IAun[Vul |+ a, 22(10|d (x, ) [[ A |[Vur,|.

Agora aplicando a desigualdade de Young, obtemos:

(di(x, )%, 2Au;) < |adl—“y7\2ao [aol Ay, >+ |Vu! ]
Hdi (%, 1)l 2 [aglAti 2 + [V, 2] (2.22)
_1
< 2Dag ?[aglAum® 4+ [Vul, 7],

od;(x,t
onde, D = max{ess sup |di(x,t)|L~(q), €ss sup IL’)

3 lLeo( )}
0<t<T 0<t<T Xi
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Usando a férmula de Green, temos:

(f(x, thum, 2Aul,) = —2(VIf(x,t)um,, Vu, ) —2(f(x,t)Vun,, Vur,)
< = 2(VEA(x, um, Vu )l + 1= 2(f(x, t) Vum, Vug )l

Considerando as hipdteses (2.2), temos que f(x,t) e Vf(x,t) s@o limitados. Por-
tanto, usando a desigualdade de Holder e que as normas do laplaciano e do gradiente sao

equivalentes em H}(Q) NH2(Q), segue que:

(f(x, um, 24uy,) 2IVE(x, Olf[um[[[Vug, [ 4 21 (x, D[ Vum [V, |

<
_1 1
< AFVun|lVul | < FAqa, 24ad|Aun,[[Vul |,

onde F = max{ess sup [f(x,t)[i=(0),ess sup [VI(x,t)li=a)} € A2 > 0 tal que
0<t<T 0<t<T
[Vu| < AgfAul.

Aplicando a desiguadade de Young, temos:
((x, t)im, 2A1. ) < 2FAoay 2 [aol At ? + [V [2]. (2.23)

Integrando por partes com relacao a t e usando as desigualdades de Holder e Young,

segue que:

—(h,2Au},) = 2(h',2Auy) < 2|(h, Aup)| < 24, (02 [R)2 ad | Aty (224
< ap 'R+ R |ag|Au, 2.
Seja K = maX{B,4C,QD)\QQE%,ZFAQQS%}, segue de (2.17) e das estimativas

(2.18)-(2.24) que:

d d
LIV + oA < ag I+ Tk + DT P + aolAun ).

Agora integrando esta desigualdadde de 0 a t, 0 <t < T, obtemos:

IVur, () + aolAun (1) < VU (0] + aglAum (0)P + IOT ag '[h'[dt
+ [y Tk + (VUL + aglAu,[?)dt.

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, temos:

T T

a5 '[N'|dt) exp (J [k + [1'(s)1ds).

VW, (0P + aolAum (D < (VU P + aglAul, P +J
0
(2.25)

0
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Como h’/ € L'(0,T; L?(Q)), existe uma constante Co > 0 tal que:

IVl () + aglAun (1)< C, YOKt<T e YmeNN. (2.26)

Assim, por (2.16) e (2.26):

Au,, é limitado em L*°(0,T;L2%(Q));

(2.27)
u/ é limitado em L*(0,T; H}(Q)).
Portanto, pelo Teorema 1.4.1, existe uma subsequéncia (u. ) de (u,,) tal que:
Auy, 2 & em L=(0,T;L%(Q
(0, T; 12(Q2)) .

u, = u em L0, T;H5(Q)) e L=(0,T; L*(Q))

Como LP(Q) c LP

Loc(Q) entao pelo Teorema 1.2.3 toda funcao de LP pode ser vista

como uma distribuicdo sobre Q. Assim a primeira estimativa diz que u, — u em
(0, T; H (Q)), isto é (uy,¥) — (u, ), Vi € HY(Q). Em particular, Vip € D'(Q).
Ou seja,

J(uv—u)tl)dx—>0 ., Y eD'(Q).
o}

Concluimos dai que u, — u em D’(Q). Como o limite distribuicional é tnico e

Au, = Au, segue que & = Au.

Vejamos agora, que de fato, u é solugao fraca de (2.3). Para isto devemos verificar que
u satisfaz (2.4). Da segunda convergéncia de (2.28) e do fato da convergéncia se estender

ao sentido das distribuicoes, temos:

() = (W) = (), 9) > (W' $)  em D'(Q)

Assim, passando ao limite no problema aproximado (2.6):

%(U,,ll)) + (A(t)u7ll)) + (bi(xv t)g_:j:alb) + (C(Xv t)ulyll)) + (di(xvt)g_;t7 )
+ (f(x, hu, ) = (h, ), Vi € V.
Pela densidade de D(Q) em H}(Q) N H?*(Q) (considerando que H?(Q) <« [%(Q) e

D(Q) ¢ denso em L*(Q)), tomando 8 € D([0, T]), temos PO € D(Q). Fazendo &(x,t) =
P(x)0(t) de onde & = 0O’ obtemos:
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T

—JT(u’,tl)G’)dt—l—J

0 0

T / T T
(A(t)u,ll)e)dtJrJ < big%,q)e > dt+J (Pu,P0)dt = J (h,$0)dt

0 i 0 0
Em particular é verdade para & = {0 satisfazendo as condigoes de (2.4). Portanto u

¢ solugao fraca de (2.3). Podemos notar também que:

T

T T T / T
J (uW”’,&)dt = —J (A(t)u, E)dt—J < bial, &> dt—J (Pu, E)dt+J (h,&)dt V& e D'(Q)

0 0 0 0x; 0 0
Pelas condigoes (2.2), temos que —A(t)u — big—‘;; —Pu+h € C%Q), em particular
u” € L*(0,T; L2(Q))
eUnicidade

Se u e v s@o solugoes fracas de (2.3), entdo P = u — v é solugao de:

Rp = 0 em Q
P =0 em X (2.29)
P(O0) = P(0)=0 em Q

Passando o limite em (2.25) temos que a solugao 1 de (2.29) satisfaz:

T T

a, '[h/Idt) exp (L [k +[h'(s)]]ds)

WO + ao (D2 < (VO + aoldp®P + J

0

para todo 0 < t < T. Mas como Pp* = ! =h’ =0, entao seque que

W'(OF + ao WP <0 Vi, 0<t<T

Logo 1’ = 0. Portanto 1\ é constante. Concluimos assim, que uw = v.

]

Agora vamos demonstrar um resultado envolvendo condicoes iniciais mais fracas. Antes

vamos introduzir a seguinte notacao:

n) ou ov
(n) )

a™(t,u,v) = (ai). ,

Assim,
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d , , d, , ouou , ouou’ , ou’ou’ , ouou”
dta ( ot ) dt(alw axi aXi) (aU’ aXi aXi) + (aU, aXi aXi) + (alﬁ aXi aXi )
Logo,
d
a’(t,u,u”) = aa’(t,u,u/) —a”(t,u,u’) —a’(t,u’,u). (2.30)

Teorema 2.0.4. Se
wW e H(Q) , uel*(Q), hell0,T;L*(Q))
entao:
(i) Existe uma unica solu¢ao fraca w do problema (2.3) tal que

u e C(0, T; Hy(Q)) N CHO, T; L*(Q))
(ii) A aplicagdo linear

H{(Q) x L2(Q) x L}(0, T; L2(Q)) — C(0,T; HH(Q)) N CLH(0, T; L*(Q))
{u® ul, h} — u

com u, obtido em (1), € continua.

(111) A solugdo w encontrada em (1) satisfaz:

P+ Lalt,ult),u(t)) = TP+ La(0,uu) + 1[5 a'(s,u,u)ds+
+f;(h,u’)ds+%f(t] (g—ziu’,u’)ds—fg(Pu,u’)ds

onde Pu € dado por (2.5).

Demonstragdo. Da densidade de Hy(Q) N H2(Q), HY(Q) e WH(0, T; L2(Q)) em HL(Q),
[2(Q) e [LY0,T;L%2(Q)), respectivamente, podemos tomar as sequéncias

(1)) € HG(Q) N H*(Q), (uy,) € Hi(Q) e (hy) € WHH0, T; L*(Q)) tais que

u) —u’ em Hy(Q) , u, —u' em [*(Q) , hy—h em L'(0,T;L*(Q)) (2.31)

Denote por u, a solugao obtida no Teorema 2.0.3 com condigoes iniciais {uﬂ,uh,hu}.

Entéo pela regularidade de u,, e pelo Teorema 1.1.1,u, € C(0, T; H;(Q))NC (0, T; L*(Q)).
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Note que:
1d 1d ou ou 1 ou ou, 1 ou ou, 1 ou ou’
a 14 t - S 1. v A A ) — 5 '/'7__ a 19y A A a ijr A A /-
2dta( ,U,U) 2(1‘t(aJ axi aXi) 2( Y aXaL aXi) 2((1) axi aXi) 2((1] aXi aXi)
Entao,
ou ou’ 1 1
((lij, a—Xla—Xl) = Eaa(t,u,u) — 5(1’(’[, u, U,)

Além disso, pela férmula de Green:
! , ou’ ob; ou’ ou’ _ 1 (% )

!/
hhadl = (biu', —) = —(=— (b — hedl
L v ) ( v aXi ) ( aXi X1 aXi
Desenvolvendo (Ru,,u ) (h,u/ ) e usando as duas identidades acima encontramos:
1d 1d 1 1.0b;y ,

2 dt’ ' ’2 §aa(t7uuuuu) - éa/(tvuuvuu) + 5( axiupaup) - (Pukhu;n) + (hlbup/vL)

Integrando de 0 at, 0 <t < T e fazendo E,(t) = %!u&(t)? + %a(t,uu(t), u,(t), podemos

reescrever:

E.(t) =E.(0)+ 3 fo (8, Uy, Uy ds+f0 hy,u))ds + 3 fo 1uL,uL)ds—f§(Puu,uT’n)ds

(2.32)
Assim
E.(t) < EL(0)+5 folal,Hax“Hax”!derfo !h [l lds + & [ 192 g llulds
+f0 lelhul il lds + [ 134 o [fll[u e
< E (O)+Aa0 L[5 aollugl?ds + [; Ihullu’|ds+b%f;|uL|2ds+2C%f; u/ [2ds
—|—da0 L [olaolfug? + hut, |]d3+Fao 1 [olaoluglf? + el [P1ds,
obi(x,t
onde A = max {ajj(x,t)}, B = ess sup IM(X,’C)I, C = ess sup [c(x,1)|Le(q)
(x,t)€Q (x,t)eQ Xi 0<t<T
odi(x, t) =
d = ess sup |—|Loo )boe Foo= ess sup [f(x,t)|i=(0). Tomando
o<t<T  O0X4 0<t<T

K = max{Aq,"',B,2C, dagf,?aai} e usando que para a,b > 0 temos a < (a + b)?

segue que:

E,.(t) En(0) + [g Ihullullds + K [, 4 aolluu||2+lu ld
E(0) + [§ hullullds + K [ E,(s)ds
E

£ (0) +f0 [hy|[2E . (s)] 5ds+Kf0 u(s)ds

ININN

Aplicando o Corolario 1.5.1:
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.
E.(t) < (2E.(0) + (JO lh,.lds)?) exp(CT), (2.33)

onde C é uma constante que independe de pe t € [0, T].

Escrevendo u,, —us no lugar de u, em (2.33) também obtemos:

) (8) —us (O + alt,uu(t) —ue(t),uu(t) —ue(t)) < 2l —ugl?lexp(CT)
+ 2a(t,u), —ud, u) —ul)exp(CT) + fo lh, — helds)?) exp(CT).

Fazendo W, 0 — oo e usando as convergéncias (2.31) na desigualdade acima, temos que

(1) é uma sequéncia de Cauchy em Hj(Q) e L?(Q). Portanto, convergente. Logo:

u, — u em C(0, T; H{(Q));
— u’ em C(0,T;L3(Q)).

/

u,

Passando o limite em (2.33), segue que:
-
E(t) < (2E(0) + (J lh|ds)?) exp(CT)
0

provando assim o item (ii).

Passando o limite em (2.32), obtemos:

E(t) = E(0) + 2 [, a’(s,w,u)ds + [, (h,u)ds + L (3 lu ,u')ds — [ (Pu,u)ds
0 que mostra o item (iii).

Como u,, satisfaz (2.4), passando ao limite obtemos que a prépria u satisfaz (2.4),
portanto u é solucao fraca de (2.3). Para concluir (1) vamos mostrar a unicidade. Sejam

u e v solugoes fracas de (2.3) sob as hip6teses do Teorema. Entdo w = u —v é solugao

de (2.29). Logo, temos por (2.33):

.
W' (1) + alt, w(t), w(t)) < 20w’ + a(0,w’, w’]exp(CT) + (J [hlds)? exp(CT),
0

Vt, 0 <t < T. Como em (2.29) w® = w! = h = 0, segue entdao que w'(t)| < 0,

ou seja, w/(t) =0, VO < t < T. Portanto w é constante. Mas w(0) = 0, logo w

Il
e

Concluimos assim que u = v. O]
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Agora vamos considerar o problema:

Ru = h’ em Q
u =0 em X (2.34)
u(0) = u'(0) = 0 em Q

Note que se h/ € L(0, T; L2(Q)), a solucao fraca deste problema satisfaz a condicao de

regularidade (i) do Teorema 2.0.3.

Teorema 2.0.5. Seh € L}(0, T; H (Q)), h' € L}(0, T; L?(Q)) e h(0) = 0, entao a solu¢do
u do problema (2.34) satisfaz:

i
()] + h/(8) — h) < C j Ihldt vt e [0,T] (2.35)
0

onde C € uma constante independente de u e h.

Demonstracao. Primeiramente vejamos que por integracao por partes e usando que
h(0) = 0, obtemos:
t

J (h/,u')ds :J J h'u’dsdx:J [hu' [§ —J hu”ds]dx = (h(t),u’(t))—J (h,u”)ds.
0 O Jo Q 0

0

Da definicao de Ru, temos u” =h’' — Au— big—;f/ — Pu. Dali, segue que:

[ohu)ds = (h(t),u fohh ds + [;(h,Au)ds + [ (h %)ds
+J‘§(h Pu)d
= (h(t),u/(t)) — ; o S h(t)Pds + [o(h, Au)ds + [o(h, bi3%)ds
+ [y (h,Pu)d
= (h(t),u'(t)) — |h(t)|2+j'g(h,Au)ds+jg b1 3% )ds + [y (h, Pu)ds.

Além disso, utilizando a férmula de Green:

t fo) / t 0 / t oh t abl
J (h, b Y ds :J (hby, S2 )ds = —J (—bi,u’)ds—J (Rt 1/)ds.
0 (] 0 (] 0 0Xi 0 0Xq

Do Teorema 2.0.4 e das condigdes iniciais de (2.34):

W OP + Lalt,ut),wt) = 1[5a’(s,uls),u(s))ds + [5(h/,u)ds+
+3 IS(SE;u’,u )ds—J"0 Pu,u’ )ds
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Das duas ultimas igualdades, obtemos:
/(P — (h(t), w' (1) + $h(t)? + Falt, u(t), u(t)) =1 [y a’(s,u(s), u(s))ds

+3 J"S(g:;‘u’,u’)ds—i—f;(h,Au)ds—J"S(g—z,biu’)ds f (h, gzlu ds+f(§(h, Pu)ds
—f;(Pu, u’)ds

Implicando que:

sh/(t) — ()P + alt,u(t),u(t)) = %f; a’(s,u(s),u(s))ds + 1 fo lu ,u')ds
+ [o(h Aw)ds — [ (2%, bu’)ds
—fo h, gzlu ds—I—fo h, Pu)ds—f;(Pu,u’)ds.

Fazendo 0 = 1 — h e substituindo ' por 0 + h na igualdade acima, obtemos:

H0P + falt,u,u) = 1 fo (s,u,u ds+fo(h Au) ds—fO (Pu,u’ —h)ds
— [, 32wy ds — [ (28, baw)ds + § [ (32w, u')ds
= L[,a'(s,u,u)ds + [(h,Au)ds — [ (Pu,0)ds
— [o(h, 32u)ds + [ (h, $2u)ds + [o(h, by 3% )ds
+1 o532/ u')ds

= 1[,a'(s,u,w)ds + [ (h,Au ds—f;(Pu,e)ds
+fohb12§§ d _.ro( blgt

= 1[ia’ suuds+f0(hAuds—foPu9d
— o' —h, b 28 M) ds

= L[, a'(s,u,u)ds + [(h,Au)ds — [ (Pu,0)ds
— [5(0, b2 M) ds

= L[ta’(s,u,u)ds + [ (h,Au)ds — [ (Pu,0)ds

— [5(0,1:22)ds — [5(0,b; 21 )ds,

ou seja,

HePR +ta(t,u,u) = L[5 a/(s,u,uw)ds + [;(h,Au)ds — [;(Pu,0)ds
+3 fo able 6)ds _Io gllvbe

Estimando cada termo da igualdade acima, utilizando a férmula de Green, a

desigualdade de Hélder, as condigoes (2.2) e a definigao de Pu dada em (2.5) obtemos:
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t u du) t

zfo (s,u,w)ds = % [/l {jgxl,gxl \QJqO’ axl 6x1 < 5 o lhull?;

fo h, Au)ds = _fo ) dxy (aijax) fo ax’ ngs Jds < f0| ||a1]|| !ds

< aft ks

Jolclo+nh],0)ds < [, lcll® +hliBlds < C [ 161>+ C [, [|h[I6lds;

[oldige.00ds < dflluflelds < § follwf +l0P)ds;

[o(fu, 0)ds < Jolflllwlields < § folliull” +10/7]ds;

Llo(320,0)ds < §[o13elelds < E [;l6/*ds;

SR bi0)ds < [y |22 [bsllelds < b [ [h/[l6]ds.

0b;
onde A = sup |a , b =ess sup |bi|, B =ess sup |=—|, C = ess sup |c/i=(0
(x,t)€Q (x,t)€Q (x,t)eQ OXi 0<t<T
d = ess sup |dili~(q), F = ess sup |[fli=(q), 0 que é possivel pela hipétese (2.2). To-
0<t<T 0<t<T

mando C; = max{2ay,2C, 2b} e C5 = max{A, d, F, B}, temos:

t

t
0] + a(t,w,u) < CIJ IR + [0lds + CQJ [l[ul2 +[0[2]ds
0 0

Como aollul? < a(t,u,u) e [Jul| 4+ [0]] < 2[||u|? + [6]2]2 segue em particular, que

existem constantes Ki, Ky > 0 tais que:

t

t
0P + [[ull® < Klj IRl + 18171 #ds + KQJ [hull? + 0P ds
0 0

Aplicando o Corolério 1.5.1:

0 <K thd i
0 + Il < Ko (| Imds
0

onde K3 = 22K, exp (KQT), para algum K; > 0 independente de h e T. Usando

novamente que [[|u]| + [0]] < 2[|[u|| + (0|22, temos:
1 t
o + Pl < 2[F + ] < (| Imas.
0
onde C = (K3)2. Com isto, concluimos a prova do Teorema. H

Considere as mudancas de variaveis abaixo:

aij(X,t) = Clij(X7T—t) s A(t) = A(T—t)
bi(x,t) = —bi(x, T—t) , Sx,t) = —cx,T—t)
dij(x,t) = di(x,T—t) , flx,t) = fx,T—t) , h(xt) = h(x,T—t)

(2.36)
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u(x,t) = u(x,T—1)
_ . U (2.37)
Ru = W'+ Au+bids +cu/ +di 2 +fu

Claramente se ayj, by, ¢, d; e f satisfazem as condigbes (2.2) entdo ajj, Bﬁ, c, '&ij ef
também as satisfazem. Portanto u é uma solucao fraca do problema (2.3) se e somente

se U é solucao fraca do problema abaixo:

Ru = h em Q
u =0 em X (2.38)
wT) = v |, w(T) = —u' em Q

Portanto os teoremas (2.0.4) e (2.0.5) sao vélidos para a solugao fraca u de (2.38).



Capitulo 3

Desigualdades Direta e Inversa

Na se¢ao anterior mostramos a regularidade da solugao fraca de (2.3). Agora mostrare-
mos a regularidade escondida de g—‘vl para a solugao u (regularidade esta que nao depende

da regularidade de u) do problema:

L*Yu = h €m Q7
u =0 sobre X, (3.1)
u0) = u’ , w0 = u em Q,

onde L* é o operador adjundo do operador L dado por (3), na introdugao. Veja que
dados u,z € H}(Q), multiplicando cada termo de (3) por z, integrando sobre Q, usando

Green obtemos:

e<u’ z> = fQ u’zdtdx = [, (v/,z) [j dx — fQ u'z’dtdx
0
= —[owz) ] dx+ Jouz'dtdx = <u,z”>;
0
o < —52-[(85— k/2xixj)k*23—;} 2> = —[o5= (85— k’2xixj)k*2g—;}zdxdt
= IQ (845 — kaXin)kQ;—ég—:dxdt

= —Jquax [(8y = kPxig) k25 ] dxdt

= <u i[(él) —k,QXin)k72aa—fj] >

? aXi

32
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o < 2Kk 2> = [ 2k k2§ = [ 3% (2K kT Ixiz)u/ dxdt
= f 2nk’k~'zu dxdt + IQ 2k’k 1 xla—u "dxdt
= Jou[2n(k? —K"k)k?z — 2nk'k'z'] dxdt
+ [ u[2(k? = KKk x 22 — 2Kk 92 | xdxdt
= —2<unk’k!z/ >+2<u, n(k 2 _ K"Kk %z >

+2 <, (K2 — K"Kk 2625 > =2 < u, kxS %= 5,

o < [(1—n)k?—k"k]k 2 XIW,Z > = [q [(1—n)k?—K"K] k_2xizg—;dxdt
= —Jo [(1—n)k? — k"k]k*nzudxdt
—Jo [(1=n)k? = K"k]k*xi g2udxdt
= <u,[n(n—1k?+nk"k]k %z >
+<u, [(n=1K? + K"Kk 22 >

Desta maneira, como o operador adjunto L* de L ¢é definido pela relacao

< Lu,z >=<u,L*z >, segue que

Lz = 2/ — 5 [(8y — kxixg )k 222 ] — 2Kk 'xi 5% — 2nk'k 2/

(3.2)
+H(n+ DK? = K"Kk x5 + [n(n+ 1)k — nk"k]k 2z

Notemos que, se os coeficientes de L* satisfazem as condigoes (2.2), entao a solugao fraca
do problema (3.1) satisfaz os Teoremas do capitulo 2. Denotando por

ayj = (835 — kIQXin)k_z e by = —2k’k~!x;, segue que:

) L R )= R+ e g
R T I ) o u+nk2k X 2
= —nk’ktu’ — 2k k! Xi — Uz (k”k— Xl) uaim(k?k—QXi) _ k"k_lxig—;

Kk gt Pk Pk u+nk 22 2
=Mnn+1k? —nk"kk2u+[(n+ 1)k 2 — kKK 2 — onk'k T — 2Kk ix 2

Substituindo a tdltima igualdade em (3.2), temos:

o, ou, 12 1 d 5
Cu=1u"— 2—(ay7—) + 53— (b)) + 5= —(biw)’ + =—(nk*k *x;u).
u=u' =g (ag )+ o () + g5 () + 5 kPl
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Definimos a energia do sistema (3.1) por:

E(t) = S0/ (6P + Jalt, u(t) ult), 33

onde denotamos Eqg = E(0). O préximo teorema da uma estimativa para E(t).

Teorema 3.0.6. Seja u € solugdo fraca do problema (3.1), entdo:

(i) Se h#0
T
E(t) < [2Eo + (J Ih|dt)*] exp(Co), Vte [0, T).
0
(ii)) Se h =0
Egexp(—Co) < E(t) < Egexp(Co), Vit € [0, +00),
onde

C(] = 4(1 + Tk1M2 + M? + naok%)(aokg)_l(ll + 12)
FAAIM 4 n) (nT+ T+ ki) (ak3AZ) 711 + 1)

Demonstracao. A identidade (iii) do Teorema 2.0.4 diz:

t t

ab ! / t /
(h,u)ds—i— ( u,u’)ds — | (Pu,u’)ds.
axl 0

E(t):Eo—F%J

0

a’(t,u(t),u(t))ds + J

0
Assim, fazendo ¢ = —2nk’k™', di = [(n 4+ 1)k? — k"klk %x; e
f=Mm(n+1)k?—nk”klk 2, podemos escrever:

E(t) = Eo+Lf5([(8y —K2xix)k2), 2% 2u)qs 4 [*(h u)ds

7 Oxi? 0%
+3 J‘O (ai Zk’kflxi]u’, u/)ds — J‘(J; ( — an/kflu/’ 'LL/) ds
B (e DK — R 2 ) ds

— 5 (I + Dk — nk”kk 2w, u’)ds
= Eo— [y (KKK =Kk Pxox] 9, 9 )ds — [ ([k'k ]84 82, ) ds
+ [o (hyu')ds — [o (nk/k—"uw/,w)ds + [ (2nk/k'uw/,u')ds
— [ (I(n+ 1)k — K"Kk 2 Xlaxv u’)ds
— [ (n + 1)k — nk"klk2u,u')ds,

ou seja,

E(t) = Eo—f(t)([(k’k”k—k'3)k_3xixj]aa;‘,g;‘)ds—f; (k2184 93, 52 ) ds

+[o (haw)ds + [ (nk/k™u’,w')ds — fo (I(n 4 Dk = k7kk 2% 2%, u') ds
— [ (m(n+ 1k — nk”kJk2u,u’)ds.
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Agora, estimaremos os termos da igualdade acima, usando a desigualdade de Holder,
o fato que |[u|? < ayta(t,u,u), [[u)* = A;[u/? para algum A; > 0 e aplicando as notagoes

de (2):

E(t)

/N

Eo + [ [(k'K"k — K3k =3[ xq2[[w]?k—3ds + [, [K/[||[w][>k—3ds + [; [hl[u|ds
+ o ik P2 ds + [o 1+ 1)k — kKl k=% 2% [u|ds

+ fonlm 4+ 1)k — k"klulfw/[k—2ds

Eo + [, [kK"k — K3M2|[u|?k3ds + [, [k[|[u]|>k—3ds + [, [hl[w'|ds

+ [o nagk?lklag hePk—3ds + [, [+ 1)k — k"KM |[u/[w'[k—2ds

+ fonln 4+ 1)k — k"klulfw/[k—2ds

Eo + [olk/[+ KKk — K3 M?)(ag 'k —3) a(t, u, u)ds + [; [hilu'[ds

+ [t naok?Ik|(ag k) w/Pds + LI + 1)k’ — k7K M(A; 7k~2) || ds
+ [l + DK — kKA 7k2) ul|hu|ds

Eo + [ollk/] + [k/k"k — k"3|M2 + naok?[k’[l(aok?) "'2E(s)ds + [ [hlu'|ds
+ LM )+ DK — K7KIAFK) Lag * (ad [[uf[u)ds

Eo + [, 2K/ + [k'k"k — K3M? + naok?k'[|(apk®) ' E(s)ds + [; [hlw'|ds
+ Y ATM )l + 1)K — KKl (aZA7K2) 1L (a2 + he'?)ds.

N

/A

N

/N

Portanto,

E(t) < Eo+ [y 20K+ [kk"k —K3IM? + nagk?[k’[|(ak®) 'E(s)ds + [, hlw'|ds
+2 [SAZM +n)|(n + DK2 — kK| (aA7k2)1E(s)ds.

Logo, tomando
G(t) = 20k’ [k K k—k }M2+nagk?lK' [ (aok®) - +2(A2 M) (n+-1)k 2=k K| (a2 A7k2) 1

obtemos:

t t

[hlu'|ds + J G(s)E(s)ds.

0

E(t) < EOJ

0

Entdo, usando que para a,b > 0 temos a < (a2 + b)?2, obtemos:

E(t) < Eo +J I/ + a(t,u,w)]>ds + J G(s)E(s)ds.
0 0

Do Corolario 1.5.1 resulta

T T

hidt)?) exp(2J G(s)ds).

E(t) < [2Eq + (J
0

0
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Entretanto,

[32G()dt < 47K+ [k'k"k — k*IM? + nagk?[k/[laok®| ~'dt
FAAIM 4 1) [2 [+ 1)k — K"KllaiAf k2~ dt
A( [/ ldt + M2tk [ [k”[dt)|aokd| ™
+4(M2? [ 7 [K/[dt + naok? [ [k'[dt)agkd| ™

3 0 5 11
HAAIM +n) (4 D)t [k dt + kg [ [k”|dt)[agAZ k3!
4(1 + tgM? + M2 4 nagk?) (agkd) 7' (L + 1)
HAAIM 4 n)(nT+ T+ k) (aZk3A2) 71l + 1) = Co.

N

N

Como fg G(t)dt < [;° G(t)dt, uma vez que G(t) é nao negativa, concluimos que

)
E(t) < 260+ (| hid)’]exp(Co).

0

Para o caso em que h = 0, diferenciamos a identidade (iii) do Teorema 2.0.4 e obtemos

1 1 0b;
E'(t) = —a’(t,u,u) + = (—u',u') — (Pu,u’).

2 2" 0,

Usando as mesmas estimativas do caso h # 0, obtemos:

[E'(t)] < G(HE(t) = —G(H)E(t) < E'(t) < G(H)E(t).

Assim pelo Teorema 1.5.1 segue o resultado.

O

Lema 3.0.3. Dado v = (V1,Va,...,Vn) 0 campo de vetores normal unitdrio exterior a T.
Existe um dnico campo de vetores h = (hy, he, ..., hy) € [CHQ)™ tal que hi = Vi para

1i=1,2,...,n.

Demonstra¢io. Pelo Teorema 1.3.7, se v € H™ 2(I") entdo existe hy € H™(Q) tal que
Yo(hyx) = v¢. Usando do Teorema 1.3.6 e o fato de que yo(hy) = hyx em T, basta tomar
hi = vo(hy). O

Lema 3.0.4. Seu € H{(Q) NH*(Q) entdo 2% =vi3 em T e |[Vuf = (2—3)2

Demonstragio. Seja @ € D(T'). Como H™(Q) — C?(Q) (ver Teorema 1.3.6), pelo Teo-
rema do Traco, podemos tomar & € C2(Q) tal que vo& = 0. Seja (hy) o campo de vetores
do Lema 3.0.3. Aplicando a férmula de Gauss-Green para v = %(uhk)é e a funcao

identicamente igual a um, obtemos:
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0 0 0
J ax] ox ~——(uh;&)dx = Jr axj ~—(uh;&)dr

Como u € H(Q) NH*(Q) temos |- ua%i(hj&)dl“ =0, segue que:
0 0
J vi— (uh;E)drl :J Vi (hyE)dr
r aX) r aX)

De hj = v; e § =0 (da definigao da funcao traco) em I', obtemos:

0 0 u ou
hE)dx = | vithedl = | viotv;edr.
J aXl aX] (u E') dx = Jr v aX) ]E'd Jr v aX] Vi d

Usando novamente a féormula de Green, segue que:

fr g“ev v;dl' = fr

jdl + [ ey &vidl = [ 53 (uh;&)v;dl

= fQ ax: ax] (uh;&)dx = frvla Vledr
Tomando o somatério em ambos os lados da igualdade de j = 1,2,...,n e observando
que Z] 1 ax j = a , obtemos:

J O gar :J v.2%04r. vo e D).
r aXi r ov

ou

Logo, pelo Lema de Du Boys Reymond, e = vy 5y a-semT.

Notemos que:

8u)2 ou oJu B ou ou

- — Vi —YV: — — = 2
(av Vioy Yoy Ox; 04 IVl

]

Teorema 3.0.7. Seja q = (qi) um campo vetorial sobre Q, q € [C'QI™. Entdo toda

solugao fraca w do problema (3.1) verifica:

%fg Jr aiivi"iqlvl(a_u) drdt = ( '+ %axl[ ul, qlax ) o

+ oot (u®—ay g; Se)dxdt+ [ l,i—ljxl T ql( o %g—;)dxd’c
+ IQang;%gidth—i__J.Q g: e quu’dxdt
+ %IQ 23 g; quu’dxdt + 1 IQ ab‘u—q—u dxdt
+ 5 [o bt Shu/dxdt — § [, biw/ §I 2 dxdt

— 3Jon n2k? ShuPdxdt — [ hqu 2t dxdt.



Capitulo 3. Desigualdades Direta e Inversa 38

Demonstracao. Basta mostrar o resultado para a solucao u sob as condigoes iniciais do Te-
orema 2.0.3, pois no caso em que as condigoes iniciais satisfazem o Teorema 2.0.4 basta to-
mar como na demonstracao deste, aproximacoes por limite. Entao sejam
ue Hl(Q) NH2(Q) e v € H{(Q). Multiplicando ambos os lados da equagao L*u = h
por q1 e integrando sobre Q, obtemos:

oPrlmeiro termo:

Integrando por partes em t, obtemos:

f u’qq audth = IQ{[u/qlgxl fo qlax J'}dx = (u qlaxl) lo
+[o P quudxdt + [ u?§ddxdt = (W, qui) I§
+ [ SEudxdt + (W, ) I§ — [ w/quitdxdt.

Entao,

7 ou / ou T 1 aq1 2
— t= — — t. 4
JQu ¥ ldxd (u,qlaXl) I + J P dxd (3.4)

eSegundo termo:

Usando a féormula de Green, obtemos:

d d d d
—(5%lay o ) Qipe) = (a a:’ o ldige]) — fr Qij 3, ax Equatvidr

du 991 du
(al) 0xj’ 0%y axl) + (all ax ’ qlax xl) fr a4 3%, ax ql axlvldr
ou

: d P
Aplicando o operador 3, O Qijg ax qlax , notando que o operador aij € simétrico,

integrando sobre Q) seque que:

ou u
Jr al)quﬁyldr Joox o i ox ax qlaxl]dX
9aij du Louw 4 0w . Oudq1 du
(axl ax qu, ax ) + 2((11] 0x;’ qlaxm) + (al} 0xj 0x’ axi)'

Por outro lado, usando o Lema (3.0.4):

ou ou _ 1 L~y 0u
p) fr aij %, 6x Lo oy, vudl — Jr ail’a—qula_xlvidr =5 [rayvi Sy v avvldr
—_1 VeV ou)?
—JrayviSyquvigividl = =3 [ ayviviquva(gy) dr
Usando um cdlculo direto sobre aj:

0 ,0u  du 1 k2 au u

1(aal]6_uq17 au) 1

0xy 0% a_xl

Usando as quatro identidades acima encontramos:
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ou ouw\ __ ou ouw
< 144 ax] qla_xl) = (ay o 7 »%axl) +30r al) ax S ox, v1dr

aa~ du du 1 ou ou
24ij ou ou) _1(,. . 0udq _
-qu, i) 2 ((11] ) .[r Aij ax; ax qlaxlv dr.

0x1 0% ox 0xj 0x1’ 0%y
Ou seja,
i
(9 [q.. 0w ou) _ ou 9qi du K2y du 4 0u)_ 1/, dudq du
(axi [ 6xi]’ qu axl) = (au dx; 7 Ox: axl) + ( 7 X9y, du axl) 2 (au dx; ox1’ axi)

—3 [rayviviqov (5 ) dr.
eTerceiro termo:
Usando a férmula de Green e a hipétese de que u’ € H}(Q), chegamos que:
2

1(", 0 ou 1 dq, du 1 %u
= —Mbul,qi=—)=—=| biu'——dxdt—=| b;
2J0 (Gxi[ “]’qlaxl) QJQ h 0xq 0%y d QJQ u ql 0X4

eQuarto termo:
Integrando por partes:

1f 9. ., du, . 1,9 u, ; 1[ O ou
§JQ K[blu] qla_)qudt — 2(a)Cl [blu]7 qlaxl) |[) 2 JQ axl [blu]ql ax

Por outro lado, usando a férmula de Green e a hipétese de que u’ € H}(Q), obtemos:

—3(sxbadqn ) = 3 (5uanw) + 3 (5 S au ) + 5 (St anw)
3 (e quw) + 3 (Wi S W) + 5 (b 52 w).

ab
ox

Note que da definicao de by, temos = 0. Entao, substituindo a ultima igualdade

na penultima, segue:

1o s b quddxdt = 3 (32 [baul, qi32) [§ +3 J 22 2 guu/dxdt
+35 o Se et quu/dxdt + 5 [ blai;‘ qu’dxdt + 3 [ u§e S/ dxdt
+ [o b2 S/ dxdt.

eQuinto termo:

Por célculo direto e usando a formula de Green:

IQ %[ni—;xl ]qlaudxdt—fQ k2 uqla”dxdt+fQ K Xlax qla” dxdt
__J"Q k2 ax qludxdt—fQ kzu dxdt—l—fQ s Xlax qla”dxdt
Por outro lado,

k2 ou 0 k2 ou k2 du du
2 _ - P —
_ JQ n & o qrudxdt = — JQ [ 2 xlu]ql dxdt + J k2 —Xi— I q1 dxdt




Capitulo 3. Desigualdades Direta e Inversa 40

Assim, substituindo a tltima identidade na penultima segue

!/

d k2 ou 1 L,k ,0q k2 du du
A qia—dxdt = —= = w2 gxdt S X qua—dxdt.
JQ axl[ kau]ql dxd QJQn U adexd +Jan2x axiq1axldxd

Usando as identidades encontradas nos cinco termos segue o resultado. O

3.1 Desigualdade Direta

Teorema 3.1.1. Seja u solugao fraca do problema (3.1), entao ~ € [2(X) e

T

T ou, 2 T 9 1
J J (8\/) drdt < C(T+1)[Eg + (JO [hldt)"] + CoEg L [hdt

onde C € uma constante que independe de w e T.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.0.6,
T 2
lw (1))? 4+ alt,u(t),u(t)) < 4exp(Co)[Eq + (J lhldt)7], Vtel[o,T].
0

Seja K = 4exp(Cy). Vamos estimar cada um dos termos da identidade do Teorema
3.0.7, lembrando que devido a coercividade de ajj, temos aglju(t)|| < a(t,u(t),u(t)).
Portanto,

T

[/ (1)2 + aolju(t)]| < KI[Eq+ (J |h|dt)2], vt € [0, TI. (3.5)
0

.(u/ 26X [b U.] qlaxl) |0
Aplicando o produto interno em T e 0, a desigualdade de Holder, a desigualdade de

Young e por tltimo a desigualdade (3.5), obtemos:

(W, a2 7 < R/ (Mlgul S5 + e (0)lqul 252 < ag 2 51w/ (T)2 + aol [w(T)[|
+a, 23 [/ (0)1* 4 aollu(0)]|?] < aq 2K [Eo + (fo Ihydt) 1.

Aplicando o produto interno em T e 0 e a desigualdade de Holder, segue que:

(b, qu2) [T < 2128 fu(T) g2 axl LT

+31bsl[[u(T) [[1qul1 %5

0)lllqull 2% axl o)
LT 1|b mu )1quI 222,

axl



Capitulo 3. Desigualdades Direta e Inversa 41

ob;i(x,t
Agora, tomando B = ess sup ILI, b = ess sup |bi(x,t)], somando os termos
(teQ X (. 1)EQ

positivos %Bag " (T)? e bag 'u/(0)[? do lado direito da desigualdade acima, obtemos:
L b, i) [T < 1Bag'w/ (TP + aplw(T) % + LBag™ [/ (0)? + aofu(0)|]
+3bag [ (TP + aollu(T)[P] + 3bag* [/ (0)* + aolfue(0)]|’]
< Bay'K[Eg + (f, INdt)*] + bay "K[Eg + ( [, [hldt)?].

1 Oqu (1,2 _ q..0u du
®3 -[Q oxt (w? - ay ox; axi)dth

Usando a desigualdade de Holder e somando o termo positivo agl|u/|? na integral do

lado direito, obtemos:

’ T T
3o s8udxdt < fy ISR IwPdt < [ [P + aof|u?ldt
<

Jo KIEo + ( [4 Ihldt)*]dt < KT[Eq + ( f, [hldt)?].

Usando a desigualdade de Holder e a propriedade da coercividade de ayj, obtemos:

_1( 2di,.  dudu 1T 12q1)4.. Ou du
2 IQ ox, A dx; o, dxdt < 3 .ro |axl”a13 dx; axildt
<

T
taiag’ [, aolluf?dt.
/|2

Somando o termo positivo [u'[* na integral do lado direito e usando a desigualdade

(3.5), obtemos:

L[ 941, 0udu gy 4t

1T
T2JQ ox M ax; oxy apag ! fo [P + aollul*ldt

aray’ [3 KIEo + ( f, Ihldt)*]dt
arag 'KT[Eq + ( [, [ndt)?].

N NN
NI NI= N

° J‘Q i—;xig—qu (ng—;‘l + g—:) dxdt
Usando a desigualdade de Holder e as notagoes dadas por (2.2) na Introdugao, segue

que:

T k2
[o P lbeil 122l (nl 2] + 513 ) dt

2.0 ) d
Jofeximna(ngs +35%) dxdt <
< (N4 1)tky2a; M J, [k/|aol[ul[2dt

j
Somando o termo positivo [k/|[[u’[> na integral do lado direito e usando a desigualdade

(3.5), obtemos:

< (n+ 1)tkg2ap M Jy K/Iw? + a2 dt
< (n+ kg 2ag M J, K/K[Eq + ([ [hldt) )dt
< (n+ Dltky2ap 'MKIE + ([, Ihdt)’].

!
k2, ou ou 19u
IQ K2 Xi axiql(naxl +3 axj)dth
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du 991 du
* IQ Q1) 3x; ax; ox1 dxdt

Aplicando a desigualdade de Holder e usando a coercividade de aij, obtemos:

)
foay2edddugydt < [ |39y 2idt < ap [ Juf?dt.

0xj 0xi 0x 0xj 0xq

Adicionando o termo positivo [u|? na integral do lado direito e usando a desigualdade

(3.5), obtemos:

a1aolf0 w2 + aoljul?ldt < alaolfo [Eo + (J'g |h|dt)2]dt
a;ay 'KT[E + (fo Ihldt)

IQ a;; 2 291 0u gy g

0xj 0xi 0x

<
<

o Qg: g:qudxdt

Usando as desigualdades de Holder e Young, segue que:

[oaugegisudxdt < §[q 52 fequu/dedt < [y 152198 Iqlhwldt
< 1BJ”0 |t
< 1Bct0 fo [ao[lull® + [u'[?]dt
< 1Bay® [y KIEo+ (Jy Ihidt)’]dt
< 1Bay *KT[Ey+ (f] [hldt)’).
o5 Jo SE 2 quu/dxdt

Novamente usando as desigualdades de Holder e de Young, obtemos:

1 9bid
20 o o i 'dxdt

2f0 |gi{ i||Ql||u’|dt 1Bf0 _xl wldt
1Bay * [y laolul? + [u/2ldt

1
leB(lo ’ f()T K[Eq + (fg |h’dt)2]dt

1Bag *KT[Ee + ( [1 [hldt)’]

NN IN N

o fQ ablu—c'—u dxdt

Usando a desigualdade de Holder, obtemos:
Lo Pudtudxdt < 4 [ 132 ull|3Lh'ldt < 1B [y [lullhwdt
Q?d X 2Jo 0 :

Agora aplicando a desigualdade de Young do lado direito, obtemos:

_1
LBay * f o [ul? + w/Pldt < 1Bag * [ KIEq+ ( fy Inldt)Jat

lu—q—u dxdt <
_1
< 1Bay *KT[E + ( [, [hdt)”]

2an

o5 Jo bidt Shu'dxat

19x; 9%t
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Usando a desigualdade de Holder e posteriormente a desigualdade de Young, segue

3 Jo bt giudxdt

19%; ox1

L Ib 12153 fu/|dt

<

_1
< tbay? [Tlaolul? + h'Pldt < Ybay ? [7 KIE + ( [7 [hldt)’]dt
< Lbay *KT[Ee + ([, [Mldt)”]

1 d
—3 fQ biu'a—j— S dxdt

Analogo ao que foi feito anteriormente, obtemos:

o bi w/ Q4L 0w gy 4t

Oxi 00Xy 2 J‘O | Hu ||b | |dt

Lllba0 fo a0\|u\|2+\u’!2]dt
lbay ? [ KIEo+ ([q [hldt)’]dt
Lbag *KT[Eg + ([, [hldt)’]

NN INN

1 2k
—3 fQ = ﬁ—u dxdt

Usando a desigualdade de Holder, as condigoes (2.2) e somando o termo positivo [u/[?

na integral do lado direito, segue

L q2k?
—3Jom= 3 Shu2dxdt

Lk [y Ik/l[[uf>dt
thg2ag ! [ IK/llaolull® + /P dt
ko 2ay! [y IK/K[Eg + ([, Inldt)dt

Lty 2ay 'KIEq + ([ [hldt)”]

NCININ N

f Q hql ou dth
Usando a demgualdade Holder, obtemos:

_1 1
—[ohqu2tdxdt < [)[hliqul2idt < ay? [) [hlag[lu]dt.
Q

Usando o fato de que para quaisquer a,b > 0 temos a < (a® + bz)%, segue

_J"thlaudxdt < % fo |h!{a0]|u||2+]u’|2} dt
< gty Ihl{KEo+(jO hjdt)®}?]at
< 3a %Kfo |h|E2+f0 [h|dt]dt
< oy KES ] nidt+ ap R[] )’

* fg Jr aijViquwl(g—f,L)Qdth

(" d T d
§J Jr aijvivjqwl(a—t)Qdth > J J C;O (a:) drdt.
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Logo, tomando

C = max{Bag 'K, bay 'K, ay K, arag 'K, (n + Dltky 2a "MK, aray 'K, Ba, *K, bag *K,
_1__ _1
ag °KB, a K, 1 kg 2a; 1K}

segue o resultado.

]

Tomando a funcao E(t) =k(T—1), RU = i*ﬁ, as mudangas de varidveis (2.36) e (2.37),

feitas no final do Capitulo 2, segue que o Teorema acima é vélido para o problema (2.38).

3.2 Desigualdade Inversa

Para demonstrarmos a Desigualdade Inversa, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2.1. Seja xg € R™. Toda solu¢do w do problema (3.1) com h =0 satisfaz:

Ll Jragvivivila —x) (3%)%drat = [, E(t)dt
+(u ’+§£[b-u],(xl—x?)§; D) |
+fQ 2 X1 ou (Xl - X?)[T\gTu + la—”_]dxdt

—n+1) [ % g; (1 — xP)u/dxdt

(m+1) db;
+— Q o Liyu’dxdt

—2u2 dxdt

+ fQ ]]il g: (g —x¥)u'dxdt

—Jq k T —x{u'dxdt

+35 [ bigew/dxdt — 5 [ b/ St dxdt.

1%

Demonstrag¢ao. Consideremos a identidade do Teorema 3.0.7 com q(x) = x — Xo.

Vejamos algumas identidades a respeito de alguns termos antes:
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e Somando o segundo e o quarto termo do lado direito da identidade:

1 oqi(,,'2 __ ou ou ou 991 du
2 IQ ox1 (u 045 3x; ox; )dth + fQ Q1) 3x; ax; ox1 dxdt

:TLT_lfQ( al)g:jgz)dxdt-i—%fQ( augié’;‘)dx‘“
o auay oo

=25 [q (u? —ay g 5 ) dxdt

+1 j'g(lu’l'2 —a(t,u(t), u(t))dxdt + j'g t,u(t), u(t)))dxdt

_TLT_lfq (u,z_al)g::g;)dth+.ro t)dt.

e Analisando o sétimo termo, temos:

5 IQ ablu—q—u dxdt = & IQ abluu dxdt = fQ abluu dxdt
(n—1) ob;
+— Q o, UU "dxdt.

e Analisando o décimo termo, temos:

1 g2k _ 2k'2. 2 _ _ (n+1) 2k'2. 2
3 fom kza—j—udxdt = 5 [on iz uidxdt = — [ o n*irutdxdt

1
—% IQ n? ‘]‘(—fuz dxdt.

e Analisando os quinto, sexto, oitavo e nono termos, temos:

#0032 Bawdndts [ 38 an it o b Swaxdy

Oxy 0xi 19x; 0%,

—3 [ b 38 2 dxdt = — (n+1) o 2 quu/dxdt + P [ biu/ 2 dxdt
+Jq K g; qu/dxdt — [ k ax Y qou/dxdt + 2 /o big—;u dxdt
—3 IQ iu'g—;dxdt.

Resultando entao

1fo .fral]vvlqul< )drdt = (u’ 2ax 3y Lol qlax lo "‘LJ t)dt

+.fQ k_jxlax ql( e ;g;)dth

aX[

—(n+1) o S22 qu/dxdt + O [ S dxdt

— oAl Jom’ Wuzdxdt—l— o X quu/dxdt
— o NP quu/dxdt + 5 [ bigeu’dxdt
—5 [o b Sdxdt + 25t [ (u? —ay St S ) dxdt

Jo biufg—;dxdw n [ SR un dxdt

1 Jo ox
—% fQ nQ‘;—;quth.

(n—1)

(3.6)
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Por outro lado, multiplicando ambos os lados da equacao L* = 0 por u, integrando sobre

Q, usando integracao por partes, férmula de Green e o fato que u € H}(Q) obtemos:
_ T ! .
o [ouudxdt= (u,u) ] — [, u?dxdt
o [Al thuudxdt = [, < A(t)u,u>= [, a(t,u,u)dt;

IQ s> [byu]'udxdt = %(aixi[blu u) |f —1 o gbluu dxdt — 1 fQ b; 2 Feu'dxdt;

IQ s> [biu/Tudxdt = —3 IQ RV ~dxdt;

IQ %[ni—jxiu]udxdt = IQ nZ%u2dxdt + fQ nkk—;xiu% dxdt
= Jo n2k u?dxdt — Jo 2 xuludxdt.
Portanto,
2

0 k2 1 k
J n—xiuJudxdt = —J n’—u’dxdt.
Q aXi k 2 Q k

(n—1),

Adicionando as cinco igualdades acima e multiplicando o resultado por ~—=;

(u' + 5 (35 b, BHu) [ = 257 [ (u? — ay e ) dxdt
+ind) Jo b/ S dxdt + (1) o Souu/dxdt
—nt) Jo ngi—qudxdt.
(3.7)
Substituindo (3.7) em (3.6), segue o resultado. O

O préximo teorema trata da Desigualdade Inversa. Vejamos antes algumas notagoes.

Seja C; = e~ 0 e Cy = €%, Assim pelo Teorema 3.0.6, parte (ii):

CiEy < E(t) < CgEo, Yt € [0,+OO)

Defina o tempo Ty por:

Ty = [2&0 R(Xo) + Ki 4+ Ky 4+ Kz + K4]C2C >0, (38)
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onde )

K, — 2t[(n—1)M+2nR(x%)+2AZ MR(x%)] |

1 - 1 )

aoko)\lé

K, — 211 (n+1)R(x%) [tM+ag ko] .

2 - k2 9

N (3.9)

K _ un(n+1)[tM+ad kel .

3 — 1 )

aok%)\f
214 [R(x2)+M]
K4 = T .
(102 ko

Teorema 3.2.1. Seja T > Ty. Entdo toda soluc¢ao fraca w do problema (3.1) com h =0,

verifica:

T

Demonstracao. Aqui R(x") foi dado na Introducao. Estimando cada um dos termos da

identidade do Lema 3.2.1:

o(u'+ %(a%i[biu], (x, — x?)g—;‘l + —(n;”u) N
Usando a desigualdade de Holder:
(n—1) n—1)

1
|@(m—m@;+jrw|<;mwggm—mﬁu+%rw

—1
< B 4 gl a —x0) 2 4 Iy,

onde 1 é um real positivo que sera tomado apropriadamente.

Vejamos a segunda parcela do lado direito:

n—1) |2

I(xl—xl)aa; +(Tu = Jq [(xl—xl) ]dx+ (n— 1 Jou?dx

+n—1) [, lxg —xP) 22 ]udx
= fQ xl—xl) ]d 4 =17 1 [ou?dx

ou?

(xp —xY) & axl

u2 dx

= J‘Q Xl_xl)axl]
ezt 1 IQ (Xl_xl)

= [ollxp—x])2 ]dx—l—nl fQ
wyfgu dx

= |4 [(xl—xl)aX ]de—#IQqux.

(g — xV)uv dr

Segue entao:
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Portanto,

—1
(w, (x —x9) 2 4 oty

. B LR ul?

Blu'? + iRQ(xo)aO_la(t, u,u).

NN

Fazendo, p = R(xo)aa%O:

_1
Assim, (u’, (xy — x?)g—:l + (nfl)u) lo = —2R(x)a, 2 CyE,.

Vejamos agora que:

%(a%i[biu], (x1 —x?)g—;‘l + (n;”u) = %(—271 u+blax . [xa x?]g—;) — (nf) (b, g;)
Primeiramente temos:
B(—2nZu+bi 2%, b —x)12)] < 5l —2nfuliba — xQT 22|+ 5lbi 221 — X1 2|
< nER(x )!ulla“H wR(x )Mla”Haxll
< EROO) Il + Mu?
1
< kloR( X2 A 2 |[u|? + M|[u?]
< T R(x )[na(tuu)—f—l\/l?\1 a(t,u,u)]
a0k07\2
1
< 2—=F lR(xo)[nE(t)—H\/D\?E(t)]
(loko)\l
< 2TR(X° )[n+M?\2] —Cobo_
aoko)\
Além disso,
|- (b, 24 < =, “yMIu?
1
< U Malt,u,u) < (n— Dt—LFME(t)
a0k07\12 a0k07\12
< (m—1)tM Sk
aoko?\?
Dai,
1,0 0 —1 1 CyoE
= (s [oau, (=) - (n )u) 0= —2t[(n—1)M+2nR(x°) +2A; MR(x")] —2.
2 aXi 6x1 2 Clok07\1§
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[ Soxitta — X)) 2% + L 24)dxdt] < SMR(X fo |k|1§ &)+ 518 0d
< (4 DEMRE) fo [K/][[ufdt
< M+ 1% MR .fo k'la(t,u,u)dt
< 2(n—|—1) kQMR ) 4 IK/[E(t)dt
< 2L (n+ )TMR() Sof.

e—(n+1) IQ %g—;(xl —xY)u’/dxdt

X0 J‘OT I/ e/ |dt

a(t,u,u) + u'[?ldt

jo K'[5[aolul|? + w/[dt

T / !
el xilhuldtl 5t dt

0 T 1
) J"O ka2 ||ul/[u’|dt

fo k' laofufl* + hu'Pld

’ T /
=+ 1) [ X —xwdxdt] < (n+1) J7 1028 (x — )l dt
< (n+1)k‘1
< (n+1)——RX) [y KL
(10 ko
< 2L (n+ DR(x0) Sske,
aojko
o% o gzluu dxdt
I uldt < Trznﬁ’uuuu'rdt
< n“‘“ . L [y I lf[ufu/dt
1
< n(“"‘l) 1
~X
NN
< 1m(n+1)%-
a(?k()?\f
— —(nzl) fQ nQ%quth
|— L [y nruldxdt] = kk’;’g‘;u dxdt]
= nk Kbuds wdxdt] <
(n+1)
< n “2 M I
k’O 1
< nn41)TM ke
Clok(2)7\12
on ‘]i' g; x1 — xV)u/dxdt — fQ %g—;(xl —xY)u’dxdt
IIQ ]]‘; g;‘ x1 — xV)u/dxdt — Q %g—;(xl —x))u'dxdt] < 5
<
aO 0
< 2L R(x

) C%Eo
0.0? k()
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o5 [ bigywdxdt — 5 [ biw/ $-dxdt
5 [o bidtwdxdt — 3 [ b/ & dxdt] < fg [ | 22t + [ 1 [ 22 /| dt
< 24+ fo [k’ |a0 |ul/w’[dt
(10 0
< M [0 Ko u? + u'Pld
ag kO
< 2LM &k
(lgko
Assim, usando as desiguadades acima:
u)? _%
%fg Jrix0) @i Vivivi(x —x9)(2%)" > fo t)dt — 2R(x%)a, 2 CoEy
1
—27[(n — 1)M + 2nR(x?) + 2A? MR(XO)]CQ—EO%
aoko}\l
ol (n + RO [TM + @i ko) C.y
—lnn+ 1M+ aéko]CQ—EOl
Clok%}\f
—2L[R(x?) + M]S¢te,
agko
ou seja,
1 T 0 ou 2 T
- Cli)'ViV)'Vl(Xl—Xl)(—) 2 ClEodt—T()ClEo 2 Cl(T_TO)EO (311)
2 0 F(XO) aV 0
Por outro lado,
(" 0y /02 1 T ou, 2
- ViV —x) ()" < 2R’ —)". 3.12
5 L JF(XO) aivivivi(x X1)<av) 5 (x")ay L L(XO) (av) (3.12)
Por (3.11) e (3.12) segue o resultado. O
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Controle Exato

Considere o operador L dado por (3) e o problema:

Lu = 0 em Q;
u = v sobre X; (4.1)
u0)= u , w0 = u em Q.

Tomando z como solucao do problema:
L'z = h em  Q;
z = 0 sobre X; (4.2)
z(T)= 2/(T) = 0 em Q.
e considerando as mudangas de varidveis (2.36) e (2.37) mencionadas no final do Capitulo

2, segue pelo Teorema 2.0.4, se h € L1(0, T; L2(Q)) que:
z € C(0,T; H3(Q)) N CH0, T; L*(Q)). (4.3)
Multiplicando (3) por z e integrando sobre Q, obtemos:

e Integrando por partes de 0 aT:

Jou zdxdt = (u'.z) I§ —[oZwdxdt = —(u'(0),2(0)) — (z/,u) IJ
+ fQ z"udxdt = —<u’(0), 2(0)> + (Z/(O),u(O)) + fQ z"udxdt;
e Usando Green e integracao por partes de 0 a T, segue que:
fQ e (ayde )zdxdt = fQ aijg—;‘jg—; — I ai,-g—”zvidrdt
= —IQ ai (ay2= )udxdt+ [y ay2z Lwldrdt
= —Jq % (ayz2)udxdt + [ uls dth,

0z __ az
ova = Qij oy, ax

51
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e Integrando por partes de 0 a T e usando a férmula de Green:

Jobi§¥zdxdt = [, (biz22) ] dx — [ (2'bi + zb]) & dxdt
= —[4bi(0) a;i?) z(0)dx + fQ aix-l (z'bi + zb{)udxdt
— [5 (2'by + zb{)uvidldt
= — [ bi(0)%5222(0)dx + [ bidZudxdt
— [ 2nk'k 1z udxdt + [ 2(k” — KK)Kxi 22 u

+ [ 2n(K? = K"K)k*zudxdt;

e Usando a férmula de Green, temos:

fQ[(l —n)k?— k”k]k_zxig—;z dxdt = — fQ[(l —n)k? —k"klk *nzudxdt
—Jolll— n)k'2— k7Kl ™x; 22 udxdt.

Assim somando as identidades acima e usando (3.2), obtemos:

JoTuzdxdt = —(u/(0),2(0)) + (u(0),2'(0)) — [ bi(0)5122(0)dx + [ uz2Z-drdt
+ IQ L*zudxdt;
isto é,
fQ Luzdxdt = —({u’(0),z(0)) + (u(0),z'(0)) — [, bi(())ag—iio)z(O)dx + /5 uaav—ZAdth
+ [ o hudxdt.
(4.4)
Pelo Teorema 3.0.6 (i), com a mudanca de variavel T — t aplicada em t = T, existe
K > 0 tal que:
i 2
E(0) < [2E(T) + (J Ihldt) Jexp(KT).
0
Entao,

1 1 1 T
12'(0)] + ag 1z(0) ]| < 2012 (0)* + aol[z(0)[|*]2 < 4[2E(0)]2 < ClJ [h/dt.

0

Assim, existem Cq, Cy > 0 tais que:

T T
2(0)l < J hdt e [|z(0)]] < Cs J hidt.
0 0

Logo, existe C3 > 0 tal que

i
12/(0)] + [|2(0)]] < CL hdt, (4.5)
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onde C3 = max{Cy, Cy} > 0.
Além disso, pelo Teorema 3.1.1

0z 0z T
a_\/ € LQ(Z) e ”5”1_2():) < CJO |h|dt, (46)

onde C é uma constante que independe de z e h. Por (4.3) z’ € L?(Q), z(0) € H}(Q).
Logo por (4.4), por (4.6) e lembrando que u =v € X obtemos:

wWel?(Q) W eH Q) e vel?). (4.7)

Assim, para cada par de condicoes iniciais {u’,u'} € L2(Q) x H7}(Q) e v € L?(X) fica
bem definido o funcional S sobre L!(0, T;L2(Q)) definido por

< S, h>=(u' z(0)) — (u’,z'(0)) — (2

/ 0 T
k’(0) ou (O)>_J 0z

k(O) he aXi 2 0 (V, aVA

para todo z soluc¢ao do problema (4.2). Além disso, por (4.5) e (4.6):

[ <Sh>1 < lut|[[lz(0)]] 4 ufllz’ (0)] + 25 4+ 275 MIRWOl[|2(0)]] + au[[v]lz o) [ $2 ]2
< Gl + [[ut ]| + [vlezee)C [, Thldt < C [ Ihdtlud] + [ul]] + V]2 (s)]
< CluO + [[ut | + [Vl e o,mez0)-

(4.9)
onde Cy = max{||z(0)],[z'(0)], 2En + 2:-M||z(0)], a1}.  Note também que

S : L'(0,T;L?(Q)) — R, definido por (4.8) ¢ uma forma linear (devido a linearidade
dos produtos internos, dualidades e integrais envolvidos na expressao) e por (4.9) ela

também ¢ continua. Isto diz que S é um objeto de L*®(0, T; L2(Q)), dual topoldgio de
L'(0,T; L2(Q)), com

ISl o,z < Cl’l + [ -1 (o) + VI (4.10)
Assim faz sentido definir solugao por transposicao.

Definigao 4.0.1. u € dita solug¢ao por transposi¢cao do problema (4.1) com condigoes
indciais {u’,ut, v} € L2(Q) x H Q) x L3(X) seu € L*®(0,T;L%2(Q)) e
k/

! i : (0) o’ Tz
L (u,h)dt = (u',z(0)) — (u°,2'(0)) — (2 o) axi’Z(OD_L (v,m)pmdt (4.11)

para todo h € LY(0,T;L%(Q)); onde z esta relacionado com h pelo problema (4.2).
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Teorema 4.0.2. Eziste uma unica solugao por transposicao do problema nao homogéneo

(4.1). Além disso, w satisfaz:

hlleeo,mizy < ClCl+ f[ulnrgq) + VI (Z)] (4.12)

Demonstragao. Pela definicao de < S;h > e pelas consideragoes anteriores, S satisfaz
as condicoes do Teorema da Representacao de Riez. Entao Yh € L'(0,T;L%(Q)) existe
u € L*(0,T; L2(Q)) tal que < S,h >=< u, h >. Logo existe a solucdo u = S por trans-

posicao de (4.1), com |Ju|| = ||S|| satisfazendo (4.10).

Vejamos a unicidade. Se u e 0 sao solugoes por transposigao do problema (4.1), entao

w =1u— 0 é solucao de:

Lw =0 em Q;
w =0 sobre X;
w(0) = w'(0) = 0 em Q.

1

Dai, por w satisfazer (4.12) para u’ = u! = v = 0, segue que ||w|]| < 0. Portanto

w = 0, ou seja, u = 0. O]
Agora seja h € D(Q) e z solucao fraca do problema:

L*z = h' em  Q;
z =0 sobre L; (4.13)
z(0) = z/(0) = 0 em Q.
Observando que L* dado por (3.2) é um operador do tipo (2.1), entao pelo Teorema
2.0.5, z satisfaz (2.35). Além disso, pelo Teorema 3.1.1, g—f/ € L%(%).

Lema 4.0.2. A solugdo z de (4.13) com h € D(Q) satisfaz:

2 ~ IL dt7 4. 4
ov (=) 0

onde C independe de z e h.

Demonstragao. z satisfaz a identidade do Teorema (3.0.7), substituindo h por h' no tltimo

termo. Note que fazendo 2z’ = (zZ — h) + h, consequentemente
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22 = (2 —h)2 4+ 2h(z’ — h) + h2, obtemos:

1 150 1 1 0

—J 2090 g qt = - J (2/ —h)? qldxdt+J hiz' —h) 2% axat + J h2 29 gy at.
2 Q aX1 2 Q aX1 Q aX 2 Q aX1

(4.15)

Por outro lado, usando integracao por partes de 0 a T, a féormula de Green e o fato de

que h € D(Q), segue que:
JohWags Zdxdt = [, (qlgflh) —Jo hql 0z’ ~dxdt
= hqu & dxdt = qiz’dxdt + h—q—z dxdt
Q Q Q

Usando a identidade acima obtemos:

_J"Q g2 oz -dxdt = _IQ axlql z' —h)dxdt — Q g—l‘lqlhdxdt
—[o $&h2dxdt — [, $2h(z’ — h)dxdt
= —[q aealz —h)dxdt — [ §2h?dxdt

(4.16)
— [ $En(z/ —h)dxdt + § [, §Eh2dxdt
= —Jo 2rqu(z' —h)dxdt — 3 [ $EhZdxdt
— [ $Eh(z — h)dxdt.

Portanto, somando as identidades (4.15) e (4.16), obtemos:

1 160 1 0 oh
] ZQﬂdxdt_J haupdnde = | (- npPitaxdt— | Tlae - ndse
2 Q aXL 2 Q X1 anl

Estimando a soma usando (2.35):
Lfoz?3%dxdt — [ hqu2Zdxdt < 1 [)lz' —hP3%dt — [ | 22|qu]lz’ — hldt
T T
3 0o Ka( [y Inllde)” + fg 1Kz ( [o [ ds)dt
2
C(Jy Inja)”

. e 1 1 . soe
Considerando que para termos positivos a, b, temos (az +b2) < a+b e com raciocinio

NN N

andlogo ao que foi feito em (4.5), segue que para todo t € [0, T] obtemos:

% T
(12(0F + 1200 < 211+ =(0)] < Ca |

Portanto,

i
= (0F + =0 < C( | Injat)
onde C = C2A2 com A, > 0 tal que [h| < Aq||h].
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Além disso, pela desigualdade (4.6), obtemos:

T

0z T 2
Wil gelde < [nic: | e < c( | jat)
X1 0 0
onde C = %7\2.
Analisando a seguir, cada termo da identidade do Teorema 3.0.7 e usando as duas

desigualdade acima, para constantes C positivas apropriadas, segue que:

o2/ + 1 lbizl q 22 [T

(2 qze)ls = (2 hql 2) 1y +(hdquas) Iy

< 12/(T) = h(D)||z(T)]| + 12'(0) = h(0)[[|z(0)|| + [[R(T)||]|z(T)||
+[/h(0) H||Z )|
< (T = (TP + [|z(T)|2 + 202'(0) — h(0)]* + [|z(0) ||*]

HIRM[I2D)] + [RO)][2(0)]
C(J] [nfat)”.

N

Sambiz, a2z) 15 < SISz laul % axl 1+ 3152 12(0) i axl!
+3billl2(T)llqull %5 axl 2+ 3ol [|2(0) [1qull

T 2

< LB +b)z(T)|? + 3(B + b)[|z(0)]> < (B +b)C( [, [Ih]dt)".

— 1 9qu 9z 0z
® Q ax (aijze dx; ot o) dxdt

—3 [ $8ay; 22 2= dxdt

T
2 Q ox, 0] ax 0xi %al fo ||Z”2

<
2 2
< gy C(Jg Inflds)"dt < 3a,CT( [y [hdt)”.

22 9 2
o [o TXigeqi(nge + 352)dxdt

Xj

Josxzqunz + 12 )dxdt < [y 157 Ixill 22llqul (n 22 + 3122 ) dt
(n+ 1)tkg M [ [K/[]|z]2dt
(n+1)tkg M f) IKIC([q [[hlds)dt
(

n+ 1)tk 2MC( [, [[h]ldt).

INCININ N

9z 9q1 0z
i J‘Q aij 3%, 0xj 0xi 0xy dxdt
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Jq aiige St g dxdt a [y I 5ol 2E |t

<
2 2
< afy l2lPdt < ai fg C(Jg [llds) dt < aiCT( [y nlldt)”.

ol [ 3222 quz/dxdt

sloseZzqz/dxdt = 4 [, g; 2Zqu(z —h)dxdt + 4 [, gg 2= qihdxdt
< 2jol HI22lqullz” —hldt + 5 L[, 13k HIZ=llqul([ldt
< 1BJy IIZIllz —hldt+ 1B [} ||7~||||h||<jlt
< B[ llzI2 + 12/ — h2ldt + 1B [, ||z[[nldt
T T 2 T 2
< B, C(J, Inllds)"dt < BCT(, [[h//dt)".
ol o gzl g’f qiz’dxdt
1o e mz/dxdt = 3, 22; 5’5 qu(z’ —h)dxdt+ 3 [ 221 aaf quhdxdt
< 2f0 axl quHZ —hldt + 3 fo axl ||ql|||h”dt
< BJy HZHIZ —hldt + B [} [|2][[|h] dt
< 1B [0 0lz|? + |2/ — hP2ldt + 1B [, [|2]/|[n/|dt
T T 2 T 2
< B, C(J, [[hllds)"dt < BCT([, [h/dt)".
ob;
.; Q ox4
3 o g: z—q—z dxdt = 3 o g: ZJ—( —h)dxdt + 2 fQ 9b; z—q—hdxdt
< LI iz’ —hldt + 5 N l"“’llll z[|152|[h]|dt
T
< 3By llzlllZ’ —h!dt+%B [y Izllndt
< 1B [0 0lz]? + |2/ — hP2ldt + 1B [, [|2]/nldt
T T 2 T 2
< BJ, C(J, [[hllds)"dt < BCT([, [h[dt)".
ol [o bi2E 58z dxat
z 0 _ z z
31 bigzslz = 340 bigZ a—g_ —h)dxdt + 3 [ bigZ 51'Lhdxdt
< L[ [l 3a lizfllz” — hidt + 3 L [0 b9 Lz [l[[h[ldt
< By llzllz’ —hldt+ % [) flz]|h]|dt
< 30 [y llz)? + 12 — hPdt + b [] ||z]nldt
T T 2 T 2
< b, C(f, Inl]ds)"dt < bCT([, [h]|dt)".
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1 0 0
o—1 IQ biz’ﬁfa—;‘ldxdt

5 [obiz' Flgadxdt = —5 [ bilz/ —h) G P=dxdt — § [, bihgl 52 dxdt
< 30 Ibillz —hlIS2 1zl dt + 1 [y [bsl[h][152]|z] dt
< 1o [y 12/ —hllz]ldt + Lo [ [Ih]|lzl|dt
< 40 [l —hp + [z|*dt + b [ [h/lz] at
< b5 C( [y [INflds)*dt < bCT(fy [[h/|dt)*.

1 2k'204q1 2
°— an ozt dxdt

Iy 5 Iy _ T
=3 [on iz sidxdt = §[on*irqi2zon dxdt < Ptk [ IK/|z]*dt

n2tky? 1 kIC( [ |h]lds)*dt < n2ltkg2C( [, [[h]/dt).

N

* fg Jr aiviv; qﬂ/l(g—iydrdt

1" 0z, 2 T ay,0z.2
it VLV =) dardt > —(=—)"dIrdt.
QJO La]\/ V]qlVl<aV) Jo Jr 2 (aV)

Assim, com as estimativas acima concluimos o resultado.

Teorema 4.0.3. Toda solugio w por transposicao do problema (4.1) possui a
reqularidade

ue C(0,T;L*(Q))nCH0, T;H'(Q))
e a aplicacao linear
L2(Q) x HY(Q) x L2(Z) — C(0,T;:L2(Q))NCHo, T;H Q)
u’ u',v} — u
é continua.
Demonstracao. Primeira etapa: u € C(0,T;L%3(Q))
Fixemos {u’, u!,v} € [2(Q) x H1(Q) x [*(X£). Da densidade dos espagos H}(Q),

[2(Q) e H2(0, T; H3(T)) em L2(Q), H(Q) e L?(X) respectivamente, podemos tomar as

sequéncias (ug), (uh) e (v.) tais que

u, —»u’ em L*(Q) , u,—u' em H'(Q) , vy—v em [*(I) (4.17)
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Considere y a fungao trago sobre I Assim devido as propriedade de y existe v, €

H3(0, T; H*(Q)) tal que yv, = {v,,,0}. Seja y,, solu¢ao do problema

Lyu - _L{;u em Q7
Yu =0 sobre X;
yul0) = uﬂ , Y (0) uL em Q.

Da inclusao de H3(0, T; H*(Q)) em L' (0, T; L*(Q)), temos pelo Teorema 2.0.4 que y,, €
C(0, T; H{(Q)) N CH0, T; L*(Q)). Além disso, v,, € H3(0,T; H3(Q)) c L*(0, T;L*(Q)).
Pela densidade de D(Q) em L?(Q), a menos de subsequéncia, temos que v,, € C(0, T; L*(Q)).
Assim, u,, =y, +V, é solucdo por transposigao do problema (4.1) com condicoes iniciais
{ug, uh, vyteu, € C(0,T;L*(Q)) . Entdao u—u,, é solugao por transposigao do problema

(4.1) com condigdes iniciais {u’ —up,u' —u},v—v,}. Por (4.12) temos que
luw—wp|lieori2(0) < Cllu’® — UEJ + Hul - uﬁHH*(Q) + [V = vyllezs)]

Passando o limite na desigualdade acima, segue que u — u, em L*(0,T;L?*(Q)).
Portanto u € C(0, T; L2(Q)).
Segunda etapa: u’' € C(0, T; H 1(Q))

De fato, considere h € D(Q) e z a solugao fraca do problema

L*z = h em Q
z =0 sobre X (4.18)
z(T) = z/(T) = 0 em Q

Usando as mudangas de varidveis (2.36), (2.37) e o Teorema 2.0.5:

.
lz(0)] + 2/ (1) — h(t)] < CL [hfdt Vt e [0,T]

E pelo Lema 4.0.2:
-

S
onde as constantes que aparecem acima independem de z e h. Como u € C(0, T; L2(Q)),
temos u € L2(0,T; L?(Q)). Das inclusoes (1.3), segue que u’ € H71(0, T; L*(Q)). Entao,
no sentido das distribuicoes:
-

<u h>=—(wh') o = —L (u,h’)dt.
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Como u é solugao por transposicao de (4.1), u satisfaz (4.11) para h = h’. Assim,

usando as estimativas acima e com raciocinio andlogo ao que foi feito em (4.9), obtemos:

T T

|<u’,h>|:|—J (u,h/)l<C[|u0|+HulH—FHvHLz(z)]J Ihjldt, VheD(Q).
0

0
Por densidade de D(Q) em L'(0, T; H}(Q)) a tltima desigualdade ¢ védlida para todo
h € L}0, T; H{(Q)), portanto u” € L=®(0, T;H™1(Q)) e vale:

Il o rm-r i) < Cl =+ Ju | + [Vl eees)])- (4.19)

Notemos que < u' —u/,h >= —fg(u —uy h)dt e uw, € C(0,T;H'(Q)) pois
u, € C(0,T;L*(Q)). Temos, com raciocinio andlogo ao da primeira parte, que uL —u
e, portanto, u’ € C(0, T;H™}(Q)). A continuidade da aplicacao segue das desigualdades
(4.12) e (4.19). O

Pela mudanga de varidveis (2.36), definimos de maneira andloga a solucdo por

transposi¢ao do problema

Lu =0 em Q;
u = vy sobre X; (4.20)

uw(T) = u’ , u(T) = u! em Q.
desta maneira, todos os resultado obtidos para o problema (4.1) sdo validos para este

problema. Vejamos agora o teorema que trata da controlabilidade exata para o problema
(4).

Teorema 4.0.4. Assumindo as condi¢oes (2.2) e seja Ty dado por (3.8). Dado T > Ty,
para condicoes iniciais {u’,ul} € L2(Q) x H71(Q), existe um controle v € L2(Z(x")) tal

que a solugao definida por transposi¢io w do problema (4) satisfaga w(T) =u'(T) = 0.

Demonstracao. e Primeira etapa: Seja ¢ a solugao fraca do problema

L¢ = 0 em Q
o) =0 sobre X (4.21)

e(0) = ¢ , @(0) = o' em Q
).

com {@°, @'} € H{(Q) x L?(Q). Entao pelo Teorema 2.0.4, temos:

@ € C(0, T; H (Q)) N CH(0, T; L*(Q))
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Além disso pelos Teoremas 3.1.1 e 3.2.1, temos %‘5— € L2(X) e, além disso existem cons-

tantes positivas C; e Cy independentes de ¢ tais que:

d
Co(T = To)Eo < || a(p”” ) < Co(T+1)E, (4.22)

e Segunda etapa:

A partir da solucao fraca ¢ construimos a solucao por transposicao 1\ do problema

Ly = 0 em Q;
9¢  gobre Z(x9);
o= (4.23)

d
0 sobre X X(x%);
PY(T) = P(T)=0 em Q.

e Terceira etapa:

Pelo Teorema 4.0.3, P € C(0, T;L*(Q)) N C(0, T; H}(Q)). Pela equagao (4.4), que
garante a boa definicio da solucdo por transposigao e, com @ € L}(0,T;L2(Q)) (pela
inclusao de C(0, T; H{(Q)) em L'(0, T; L*(Q))), temos:

<ILp, o> = —<P'(0),9° > +(W(0), @) — [ bs
+IQ¢L*(pdxdt.

@ldx + [ 2L drdt+

Resultando,

KO (o),

<1l),(0)_ k(O) Xi aXi y P

! acp
1y _ = Vi
—(W(0), 9") = JO JF(XOJ ai; axj 29 arat (4.24)

A expressao (4.24), deixa bem definido a introdugao do seguinte operador:

A:HYMQ) xT12(Q) — H!
o(Q) x L(Q) (Q) % (g) o (4.25)
{0% @'} = Mo o'} ={'(0) - o, —V(0)}
Usando o Lema 3.0.4 e a desigualdade (4.22), obtemos:
agCi(T—To)Ep < aoH HL2 ) S </\{(PO7 '} {9’ (Pl}> 01H HLz ) < a1Co(T+H1)Eg
(4.26)

Como a solugao fraca de (4.21) é tinica, para cada par de condicoes iniciais {¢@°, @'},
segue que o operador A é injetivo. Além disso, usando as mudangas de varidveis (2.36)
%;é define a solugao por transposigao de (4.23). Desenvolvendo <L1|), (Np> como em (4.24),

temos:

)
(Ag°, o'}, (7°, 1) :J J 9%, %
0 JIr(x0)
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Analogamente, encontramos aplicando o Lema (3.0.4) para <L1T), (p>:

(A@% 8. {0% @) = [§ Jrpo ai22videdrdt =
foT IF(XO) ai)’g_%vi%gdrdt

Podemos, assim, concluir que o operador A é autoadjunto. Além disso, por (4.26), A
é um operador continuo e coercivo, pois sua definicao é uma forma bilinear. Entao por
Lax- Milgran, para cada {u’,u'} € L*(Q) x H1(Q) existe {¢?, @'} € H{(Q) x L*(Q) tal
que
k/(0) ou’ 0
K0) o
Isto é, A é um isomorfismo de H}(Q) x L?(Q) sobre L*(Q) x H™!(Q). Como {¢°, @'}

Ao’ o't ={u' -2

determinam de maneira unica a solugao fraca @ de (4.21), %—‘5— determina de maneira tinica
a solugao por transposicao de (4.23) e {u’ u'} determinam de maneira tnica a solugiao do

problema (1) nés temos que u =1 satisfaz todas as condigdes do Teorema. O

Concluimos assim o resultado que garante o Controle Exato do problema (1).
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