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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos um algoritmo de ponto proximal para resolver Problemas
de Equilibrio em espacos de Banach reflexivos, o qual foi apresentado por Burachik e
Kassay em [1]. Inicialmente, revisamos alguns conceitos de Andlise Funcional, Anélise
convexa e alguns resultados preliminares e apresentamos as defini¢oes e algumas propri-
edades das Distancias de Bregman e das fungoes totalmente convexas. Logo apds, sao
enunciadas as hipdteses basicas do Problema de Equilibrio, tendo como base a formulacao
apresentada por Blum e Oettli em [27]. Em seguida é estabelecida uma regularizagao do
Problema de Equilibrio envolvendo Distancias de Bregman de Fungoes totalmente conve-
xas. Por ultimo, é apresentado o algoritmo proposto e mostra-se que, sob certas hipéteses,
a sequeéncia gerada pelas iteragoes estda bem definida e converge assintoticamente a uma

solugao do Problema de Equilibrio.

Palavras-chave: Distancias de Bregman, Problema de Equilibrio, Algoritmo de ponto

proximal, Aplicacao de dualidade, Método de regularizacao, Funcoes totalmente convexas.



Abstract

In this dissertation we present a proximal point algorithm for solving Equilibrium Pro-
blems in reflexive Banach spaces, which was presented by Burachik and Kassay in [1].
Initially, we review some concepts of Functional Analysis, Convex Analysis and some pre-
liminary results and we present the definitions and some properties of Bregman distances
and Tottaly Convex Functions. Soon after, are presented the basic assumptions of Equi-
librium Problem based on the formulation presented by Blum and Oettli in [27]. It is
the established a regularization for Equilibrium Problems involving Bregman distances of
totally Convex Functions. Finally, the proposed algorithm is presented and it is shows
that, under certain assumptions, the sequence generated by iterations is well defined and

converges asymptotically to a solution of Equilibrium Problem.

Keywords: Bregman distances, Equilibrium Problem, Proximal point algorithm, Du-

ality mapping, Regularization method, Totally convex function.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar um algoritmo de ponto proximal para resolver
o Problema de Equilibrio em espacos de Banach reflexivos, o qual foi idealizado por
Burachik e Kassay em [1] e que usa uma regularizacao via distancias de Bregman e Fungoes
Totalmente Convexas. A importancia desse resultado reside em sua larga abrangéncia,
uma vez que o Problema de Equilibrio constitui uma classe de problema bastante ampla,
visto que engloba varios outros tipos de problemas como seus casos particulares. Por
outro lado, ha também o fato de que a classe dos espacos de Banach reflexivos contém
uma vasta gama de espagos importantes (podemos citar, por exemplo, os espagos de
Hilbert e os espagos L, (1 < p < 00)).

No capitulo 1, com base nas referéncias [2-10,12-14], apresentaremos uma série de de-
finigoes e conceitos envolvendo Anélise Funcional e Analise Convexa, que serao necessarios
para um melhor entendimento na leitura do presente texto.

No capitulo 2, apresentaremos a definicao, algumas propriedades e exemplos de Distancias
de Bregman. Veremos que as Distancias de Bregman foram inicialmente estudadas por
Bregman [15] na década de 60, porém a nomenclatura “Distancia de Bregman” foi cu-
nhada por Censor e Lent em [16] apenas no inicio da década de 80. Ainda nesse capitulo
e com base nas referéncias [17,/18,20-23| serao apresentadas a definigdo e algumas pro-
priedades das Funcoes Totalmente Convexas. Veremos, por exemplo, que este tipo de
funcao é mais geral que as funcoes estritamente convexas. Além disso, tais funcoes serao
bastante importantes, pois ajudarao a garantir a existéncia e unicidade de solucao para
0 nosso problema regularizado.

No capitulo 3, serao apresentadas as hipdteses basicas do Problema de Equilibrio.
Baseados em Blum, Oettli [27] e Tusem, Kassay, Sosa [28] abordaremos também alguns
tipos de problemas que podem ser estudados como casos particulares do Problema de

Equilibrio, tais como: Problema de Otimizacao Convexa, Problema de Ponto Fixo, Com-
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plementaridade, Desigualdades Variacionais e o problema de equilibrio de Nash em jogos
nao cooperativos. Veremos que, em cada caso, resolver o problema ¢é equivalente a resolver
um Problema de Equilibrio para uma funcao auxiliar dada. Existe ainda um outro exem-
plo, que nao se encaixa em nenhum dos casos anteriores, o qual mostra a generalidade
do Problema de Equilibrio e que pode ser visto em uma forma mais geral no trabalho de
Iusem e Sosa [28].

No capitulo 4, apresentamos uma breve introducao sobre o método de ponto proximal.
Em sequida, veremos a regularizacao para o problema de equilibrio proposta por Bura-
chik e Kassay em [1] e mostraremos que, sob certas hip6teses, o problema regularizado
tém solugao tunica. Na tltima secao apresentaremos um algoritmo tipo ponto proximal
envolvendo a regularizacao dada e veremos que, sob certas condigoes, a sequéncia gerada

converge assintoticamente a uma solucao do Problema de Equilibrio.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Conceitos e resultados de Analise Funcional

Baseados em [27], apresentaremos nesta se¢ao alguns conceitos e resultados de Andlise

Funcional que serao titeis para um melhor entendimento na leitura do presente trabalho.

1.1.1 Espacos de Banach

Defini¢ao 1.1.1 (Métrica). Uma métrica num conjunto M € uma fungio d : MxM — R,
que associa a cada par ordenado (x,y) € M x M um nimero real d(x,y), de modo que
sejam satisfeitas as sequintes condigoes para quaisquer X,y,z € M:

D1) d(x,x) =0y

D2) Se x #£y entao d(x,y) > 0;

D3) d(x,y) = d(y,x);

D4) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z).

O par (M, d) € chamado de espaco métrico.

Defini¢ao 1.1.2 (Norma). Uma norma em um espaco vetorial E (real ou complexo) é
uma aplicagao || - || : E — R tal que:

N1) ||E]l = 0 para todo & € E e, ||E|| =0 se, e somente se, & = 0.

N2) ||o&|| = 1d||E]], para todo & € E e qualquer o« € K, onde K = C ou K = R.

N3) [[E+nll < [[&ll + IInll, para quaisquer & € E.

O par (E,|| - ||) € chamado de espago vetorial normado ou simplesmente espago nor-

mado.
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A norma || - ||: E — R define também uma métrica d em E, dada por
d(&n) = &=
Dizemos ainda que duas normas || - [y e || - [|2 em E s@o equivalentes se existirem

A,B € R, tais que A||&||1 < ||&]l2 < BJ|&||x para todo & € E.

Defini¢ao 1.1.3 (Espaco métrico completo). Dizemos que um espago métrico (M, d)
¢ completo se, para toda sequéncia de Cauchy {u*} em E, isto é, se {u*} C E € uma

sequéncia tal que, dado € > 0, existe kg € N tal que

m,n > ko= dum™u") <e,

*

existir w* € M tal que limy_,o U =u*,

Definigao 1.1.4 (Espago de Banach). Um espagco normado B que € completo com a

métrica induzida pela norma é chamado de espaco de Banach.

Como exemplos de espacos de Banach temos o conjunto R dos niimeros reais e conjunto
C dos nimeros complexos. Mais geralmente, todo espago normado de dimensao finita E
é um espago de Banach |3, Teorema 1.1.6, pag. 6.

Nas proximas segoes, abordaremos alguns importantes exemplos de espacos de Ba-
nach de dimensao infinita: os espagos L, (X, Z, 1), o espago Lo (X, X, ) e os espagos de

sequencias 1, e lu.

1.1.2 Os espacos L,(X,Z, u)

Nesta subsecao abordaremos alguns conceitos e definicoes da Teoria da Medida e que sao

mais amplamente discutidos em [5].

Definigao 1.1.5 (Topologia). Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢ao T de
subconjuntos de X, chamados conjuntos abertos, satisfazendo as sequintes propriedades:
(T1) Qualquer unido de elementos de T pertence a T.
(T2) Qualquer intersecao finita de elementos de T pertence a T.
(T3) X e 0 pertencem a 7.
O par (X, T) € chamado de espago topoldgico.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares )

Definicao 1.1.6. Uma o—dlgebra no conjunto X é uma familia £ de subconjuntos de X
que satisfaz as sequintes propriedades:

(a) 0, X € X

(b) Se A € L, entio A =X—-A €L

(c) Se Ay € L para todo n € N, entdo Ej An€X

n=1

Neste caso, o par (X, X) é chamado espaco mensurdvel. Cada elemento de X é chamado
de conjunto mensurdvel. Dada uma colecao F de subconjuntos de X, a intersecao de todas
as o—algebras que contém JF é ainda uma o—4algebra, chamada o—dlgebra gerada por F
e denotada por Z(F). Se (X, T) é um espaco topoldgico, a o—algebra X(t) é chamada de
o—dlgebra de Borel de X e denotada por B = B(X). Os elementos de B(X) sdo chamados

de conjuntos de Borel ou boreliano.

Definicao 1.1.7. A reta estendida € o conjunto R = RU{oo}U{—00}, onde —co < x < 00

para todo x € R.

Definicao 1.1.8. A topologia usual de R induz uma topologia em R, onde os abertos
A C R sdo da forma:

(a) A CR € aberto em R, ou

(b) A = [—o0,a) para algum a € R, ou

(c) A = (a,o0] para algum a € R, ou

(d) A é uma unido de conjuntos como os de (a), (b) ou (c).

Consideraremos R como espago mensuravel com a o—élgebra de Borel B(R) relativa

a esta topologia.

Definicao 1.1.9. Seja (X, L) um espaco mensurdvel. Uma funcdo f : X — R € men-
suravel se f1(A) € £ para todo boreliano A € B(R).
O conjunto formado por essas funcoes serd denotado por M(X, ZL). Consideremos ainda

o subconjunto M (X, L) :={f € M(X,X) : f(x) > 0, Vx € X}

A funcao caracteristica de A é uma funcao xa : X — R, onde xa(x) =1, se x € A
e, XA (x) =0, caso contrario. E claro que xa é mensuravel se, e somente se, A € Z. Uma
combincao linear de funcoes caracteristicas mensurdveis é chamada de funcao simples

mensurdvel. Toda funcao simples mensuravel admite uma tnica representagao da forma

n
¢ :Z AiXAss
i=1
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onde n € N, ay,..., a, sao reais nao-nulos e distintos, e Ay, ..., A;, sao conjuntos men-
suraveis nao-vazios e disjuntos dois a dois. Esta é chamada a representagao canonica da

funcao simples mensuravel @.

Definigao 1.1.10. Dizemos que uma func¢do p: X — [0,00] € uma medida no espaco
mensurdvel (X, L) se:
(a) w(®) =0

(b) Se (An)X_, € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de L, entdo

H (U An) - Z H(An)-

A medida p é finita se pu(X) < oo, e é dita o—finita se existirem conjuntos (Ay)%_,;

em X tais que X =) An e u(A,) < oo para todo n. O terno (X, X, u) é chamado de
n=1
espaco de medida.

Definicao 1.1.11. Seja (X, Z, 1) um espaco de medida.
n

(a) A integral da funcao simples @ € M* (X, L), de representacao canonica @ =)  aiXa,,
im1

em relacao a medida W1 € definida por

J edup ZZ aip(Ai).
X i=1
(b) A integral da func¢ao f € Mt (X, X) em relagao a medida w é definida por

J fdu = sup {J edu: @ € MT(X,X) € simples e0 < ¢ < f}
X X

(¢) Para f € Mt (X, L) e A € L, define-se

J fduzJ fXadp.
A X

Sejam agora (X, Z, i) um espago de medida e 1 < p < oco. O conjunto de todas as

funcoes mensuraveis de X em K tais que

1/p
il = ([ 1ran) " < oo
X

serd denotado por L, (X, Z, p).
Observe que ||- ||, satisfaz as propriedades N2 e N3 (Ver [3], Teorema 1.2.2, pag. 8) da
definicao de norma e que ||f||, > 0 para toda f € £,(X, Z, u), porém, em geral, || - ||, ndo

é uma norma em L, (X, X, 1), pois pode ocorrer ||f|, = 0 para f ndo identicamente nula.
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De modo geral, se (X, Z, 1) é um espaco de medida, definimos uma relacao de equivaléncia
dizendo que f,g : X — K sao equivalentes se f = g p—quase sempre, isto é, se existe
A € X tal que u(A) = 0 e f(x) = g(x) para todo x ¢ A. A classe de equivaléncia de f

denota-se por [f]. Assim, é imediato que no conjunto quociente
L'p(X7 z, H) = {[ﬂ fe Lp(x> z, H)}

as operacoes [f] + [g] = [f + g] e c[f] = [cf] estdo bem definidas e tornam L, (X, X, p) um

espago vetorial. Definido

1F1]p = [l
corrigimos o que faltava para || - ||, ser uma norma. Assim, (L,(X,Z,u),| - [|p) é um
espaco vetorial normado. Além disso, (L, (X,Z, u),| - ||p) é um espaco de Banach com

essa norma.

Teorema 1.1.1. Se 1 < p < oo, entio L, (X, X, 1) € um espaco de Banach com a norma

1/p
11l = (j rflpdu)
X

Demonstragao. Ver [3, Teorema 1.2.3, pdg. 10]. ]

1.1.3 O espaco L (X, Z, )

Seja L (X, X, i) o conjunto de todas as fun¢des mensurdveis tais que existem um conjunto
N e Xeum M € R tais que u(N) =0 e |f(x)] < M para todo x € N. Se f € L (X, X, )

e N € X é um conjunto de medida nula, definimos

S¢(N) =sup{lf(x)|: x ¢ N} e

[f]]o0 = inf{S;(N) : N € L, u(N) = 0} (1.1)

Note que pode ocorrer ||f||, = 0 sem que se tenha f identicamente nula. Assim, recorremos
mais uma vez as classes de equivaléncia e dizemos que duas funcoes sao equivalentes se
coincidem p-quase sempre. O conjunto Lo (X, Z, ) é o conjunto de todas as classes de
equivaléncia das fungoes mensuraveis f : X — K que sao limitadas p-quase sempre.
Como anteriormente, L, (X, X, t) é um espaco vetorial com as operagoes [f+ g] = [f] + [g]

e c[f] = [cf]. Se [f] € Loo(X, X, u), definimos

1floo = [Iflloo-

Nao é dificil verificar que ||[f]||oo é uma norma em L (X, X, u).



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 8

Teorema 1.1.2. (Loo(X, X, u), ||[fl]|eo) € um espago de Banach.

Demonstragao. Ver [3 Teorema 1.3.1, pdg. 13]. O

1.1.4 Espacos de sequéncias

Para cada ntimero real p > 1, definimos

BP:{(aj);?‘il:ajeKVjENe Z|a5|p<oo}.

j=1

Definindo em P(N) a seguinte medida de contagem

n, se X tem n elementos,
Hc - T(N) — R U{OO}, HC(X) =
00, se X tem infinitos elementos,

temos que £, = L, (N, P(N), u.) e a norma || - ||, se transforma em

||(ai);?i1”p = <Z |Clj|p>
j=1

Podemos entao afirmar que £, ¢ um espaco de Banach com as operacoes usuais de

)

sequéncias e com a norma || - ||p.
Para p = 0o, definimos £, como o espacgo das sequéncias limitadas de escalares, ou seja:
(. :{(aj);?il rq5 €K, VjeN, esup la;| < oo}
jeN
Observando o fato de que o, = Lo(N, P(N), ) podemos concluir que {,, é um espago

de Banach com as operacoes usuais de funcoes e com a norma

1(a;)52, || = supflay| : j € N},

1.1.5 Dualidade e espacgos reflexivos

Os espacos normados possuem uma estrutura algébrica de espago vetorial associada as
transformacoes lineares. Por também serem espagos métricos, possuem ainda uma estru-

tura topoldgica associada as fungoes continuas.

Definicao 1.1.12. Um operador linear continuo do espaco normado E no espaco normado
F, ambos sobre o mesmo corpo de escalares K, ¢ uma funcao T : E — F que € linear e

continua.
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O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F serd denotado por
L(E,F). E claro que L(E,F) é um espago vetorial sobre K com as operagoes usuais de
funcgoes. No caso particular em que F = K, escrevemos E* ao invés de £(E, K) e chamamos
esse espaco de dual topologico de E, ou simplesmente, de dual de F, e dizemos que seus

elementos sao funcionais lineares continuos.

Proposicao 1.1.1. Sejam E e F espagcos normados. Entao

(a) A expressdo
[T ll=supfl Tw) [fueEe|ul<1)

define uma norma em L(E,F).
) | TW ISIIT - || w] para quaisquer T € L(E,F) eu € E.

(c) Se F € um espago de Banach, entao L(E,F) também é um espaco de Banach.
Demonstragao. Ver [3, Proposigao 2.1.4, pag. 34]. O
Corolario 1.1.1. O dual E* de qualquer espaco normado E € um espaco de Banach.

De posse do corolario acima, dado um espago normado E, sabemos que seu dual E*
é um espaco de Banach. Podemos entao considerar o dual de E*, chamado o bidual de
E e denotado por E**. Veremos a seguir que dado um espago normado E, seu bidual
E** contém uma copia isométrica de E, isto é, que E** contém um subespaco isomorfo
isometricamente a E.

Seja E um espago normado. Definimos o mergulho canonico de E em E** como
Je: E— E™, Je(x)(@) = @(x) para todos x € Ee @ € EF,

onde ao escrevermos Je(x)(@) = @(x) estamos dizendo que a imagem de x € E pela

aplicacao Jg é um funcional linear T, € E** tal que T, (@) = @(x) para todo ¢ € E*.
Proposicao 1.1.2. Para todo espago normado E, Jg : E — E** € uma isometria linear.
Demonstragao. Ver [3, Proposigao 4.3.1, pag. 89]. ]

Definicao 1.1.13. Um espa¢o normado E € reflexivo se a aplicagao Jg : E — E** for

sobrejetora, ou seja, Jg(E) = E**.
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No caso em que E é reflexivo é comum o abuso de notacao E = E** para indicar que
E e E** sao isomorfos isometricamente.

Todo espago normado de dimensao finita é reflexivo [6, Teorema 4.6-5, pag. 241]. Para
p € (1,00), os espacos L, (X, Z, u) e £, sdo reflexivos |3, Proposicao 4.3.12, pag. 93]. O
espago {; nao é reflexivo |3, Exemplo 4.3.8, pag. 91] e, consequentemente, seu dual £,

também nao é reflexivo 3, Exemplo 4.3.14, pag. 95].

1.1.6 Espacos de Hilbert

Definigao 1.1.14 (Produto interno). Seja E um espago vetorial sobre o corpo K =R ou

C. Um produto interno em E € uma aplicacao
<'7'> EXE— K7 (X7U) — <X7U>7

tal que, para quaisquer x,y,z € £ e A € K«
(H1) (x+y,2) = (x,2) + (y,2);
(H2) (Ax,y) = A(x,y);

(HS’) <Xay> = <U’X>;
(H4) Para todo x # 0, (x,x) € R .

O par (E,(-)) € chamado espago com produto interno.

Nao é dificil verificar que dado um produto interno (-,-) : E x E — K| a fungao
-1 E— R, [Ix]| = V/{x,x)
¢ uma norma em E, a qual é chamada de norma induzida pelo produto interno.

Proposigao 1.1.3 (Lei do Paralelogramo). Seja (E, ||-||) um espago vetorial com a norma

induzida pelo produto interno. Entao, para quaisquer X,y € E,
I +ylI? + I = yl* = 2(][x[1* + [y [I*)-

Demonstracao. |3, Proposigao 5.1.7, pag. 107]. ]

Definigao 1.1.15 (Espaco de Hilbert). Um espaco de Hilbert é um espago de Banach

cuja norma € mduzida de um produto interno.
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O espago euclidiano R™ é um espago de Hilbert [6, Exemplo 3.1-3, pag. 131]. Sao
também espagos de Hilbert o espago C™ [6, Exemplo 3.1-4, pdg. 131] e o espaco {5 [6,
Exemplo 3.1-6, pag. 133]. Além disso, se p # 2, entdo £, ndo é um espago de Hilbert [6,
Exemplo 3.1-7, pag. 133].

Ainda nesse contexto de espacos de Hilbert, temos o Teorema da Representacao de
Riez-Fréchet, que nos da uma descricao de todos os funcionais lineares continuos em um

espaco de Hilbert.

Teorema 1.1.3 (Teorema da Representacao de Riez-Fréchet). Sejam H um espago de

Hilbert e @ : H — K um funcional linear continuo. Entao existe um unico yo € H tal

que
@(x) = (x,yo), Vx € H,

além disso, ||yoll = |||

Demonstragao. |3, Teorema 5.5.2., pag. 126]. ]

Corolario 1.1.2. O dual de um espaco de Hilbert ¢ um espaco de Hilbert.

Demonstracao. Seja H um espago de Hilbert. Como H* é espago de Banach, por ser
um dual, basta mostrar que a norma em H* é induzida por um produto interno. Dados
@1, P2 € H*, pelo Teorema [1.1.3] temos que existem e sao unicos Y,y € H tais que

@1(x) = (Y1), Vx € H, e @a(x) = (x,y2), Vx € H, com [lys[| = [[@1]} e [ly2] = [[@2]-

A expressao

(@1, 92) == (Y2, Y1) (1.2)

define um produto interno em H*. De fato, para quaisquer @1, @2, @3 € H* e para todo
A € K, como (@1 + @2)(x) = (x,y1 +Y2) e (A@1)(x) = Ap1(x) = A(x,y1) = (x,Ayy),
temos
(@14 @2, 93) = (Ys, Y1 +Y2) = (Y3, Y1) + (Y3, Y2) = (@1, @3) + (@2, @3);
(H2 (AQ1, @2) = (AY2, Y1) = MYz, Y1) = M1, 92);

H1)
)
(H3) (@1, ®2) = (Y2,Y1) = (Y1, Y2) = (@2, ©1);
(H4) Para todo ¢@; # 0, temos que y; # 0, pois se fosse y; = 0, teriamos que

@1(x) =0,V x € H, uma contradigdo. Logo, se @; # 0, entao (@1, ®1) = (yY1,Y1) # 0.
Agora, de

(@1, @1) = (Y1, 1) = [[yal* = [ oa]*
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segue que a norma || - || : H* — R, onde ||@|| = v/{@1, ¢1), satisfaz a Proposigao e,

portanto, H* é um espaco de Hilbert.

]
Corolario 1.1.3. Todo espaco de Hilbert € reflexivo.

Demonstracao. Seja H um espaco de Hilbert. Dado ® € H**, do corolario anterior
sabemos que H** é um espago de Hilbert e assim, usando o Teorema podemos
tomar um @ € H* tal que @ () = (P, @) para todo P € H*. Uma segunda aplicacao do
Teoremal[l.1.3nos dé um vetor y € H tal que @(x) = (x,y) para todo x € H. Sejap € H*.
Aplicando o Teorema novamente, temos que existe z € H tal que {(z) = (x, z) para

todo x € H. De temos que (P, @) = (y,z) e assim
JHy) W) =vy) =(y,z) = (b, 0) = Q(Y),V € H".

A igualdade acima prova que J(H) = H**, isto é, que H é reflexivo. O

1.1.7 A topologia fraca

Definicao 1.1.16. Seja (X, T) um espaco topoldgico.

(a) Um conjunto F C X € fechado em X relativamente a topologia T se o seu complementar
for aberto, isto é, F € fechado se (X —F) € 7.

(b) Um conjunto K C X é compacto em X relativamente a topologia T se, e somente se,
para toda cobertura K C |JAx de K, por abertos Ay de X, existe uma subcobertura finita

KC Ay U -UAy..

Todo espaco vetorial normado E é espaco métrico com a métrica d induzida por sua
norma || - ||. Além disso, E é um espago topoldgico, pois existe uma topologia natural T4
em E induzida pela métrica d.

Quando falamos em enfraquecer a topologia estamos nos referindo a encontrar uma
topologia em E que contenha menos abertos que a topologia usual T4, isto é, que esteja
propriamente contida em T4, partindo do principio de que quanto menor for a quantidade
de abertos em E, maior sera a chance de obtermos subconjuntos compactos em E. Porém,
uma vez que consideramos topologias com menos abertos em E, diminuimos a chance

das fungoes definidas neste espago serem continuas. Devemos entao escolher previamente
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fungoes que devem ser (ou permanecer) continuas e procurar a menor topologia em E que
garanta essa continuidade.

Sejam X um conjunto, (Y;)ier uma familia de espacos topolégicos e (f;)ie; uma familia
de fungoes f; : X — Y; para cada i € [. Queremos definir em X a menor topologia que
torna todas as fungoes f; continuas. Para cada i € 1 e cada aberto A; em Y; considere o
conjunto f{'(A;) = {x € X : fi(x) € A;}. Chame de @ a colecio dos subconjuntos de X

que podem ser escritos como intersecoes finitas de conjuntos da forma f;*(A;).

Proposicao 1.1.4. Existe uma topologia T em X que tem @ como base, isto €, os ele-

mentos de T sao unioes de elementos de ©.

Demonstracao. Basta notar que para cada i € I, valem as igualdades

YA = FHUAD, e 0 A = (0 AL,
Logo, cada f; induz uma topologia t; em X (Ver Topologia induzida em [2, pag. 66]).
Como @ ¢é uma colecao dos subconjuntos de X que sao intersecoes finitas de conjuntos da
forma f{l(Ai), segue que @ é base de uma topologia em X [2, Capitulo 3, Proposigao 10,
pég. 73]. O

A topologia T da Proposicao acima é chamada de topologia gerada pela familia
de funcoes (fi)icr.

Definicao 1.1.17. A topologia fraca em um espaco normado E, denotada por o(E,E*),
¢ a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos @ € E*. Quando uma sequéncia
(uk)®_, em E converge para w € E na topologia fraca escrevemos u* 5 u, e dizemos

que u* converge fracamente a .

A proposicao a seguir lista algumas propriedades validas para sequéncias em um espago

normado E munido da topologia fraca o(E, E*).

Proposigao 1.1.5. Seja (u*)$°_, uma sequéncia no espago normado E. Entao

(i) ¢ 5 1w em o(E, E*) se, e somente se, W(uX) — ¥(u) para todo ¥ € E*.

(ii) Se u* — u na topologia da norma, entio u* - u em o(E, E*).

i) Se u* = u, entdo a sequéncia (||[u*])), € limitada e ||u|| <liminf [|u¥|].
k=1 L

(iv) Seu* 5w em E e Wy — W em EX, entdo Vi (u*) — ¥(u) em K.

Demonstragao. Ver [4 Proposigao 3.5, pag. 58]. ]
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Em qualquer espago normado E, a topologia fraca esta contida na topologia da norma
e elas coincidem se, e somente se, E for um espago de dimensao finita |3, Proposicao 6.2.6,
pég. 146]. Para todo espago normado E, vale também que E* = (E, o(E, E*))*, isto é, o
dual de E na topologia da norma coincide com o dual de E na topologia fraca |3, Corolario
6.2.7, pdg. 148]. Além disso, o Teorema de Mazur |3, Teorema 6.2.11, pag. 149] garante
que um subconjunto convexo K de E é fechado na topologia da norma se, e somente se,

for fechado na topologia fraca.

1.1.8 A topologia fraca-estrela

Definicao 1.1.18. A topologia fraca-estrela no dual E* do espago normado E, denotada
por o(E*, E), € a topologia gerada pelas fungoes do conjunto Je(E) ={Je(x) : x € E}, isto
é, pelas funcoes @ — Je(x)(@) = @(x) € K, onde x € E.

Quando uma sequéncia (@ )%_; em E* converge para ¢ € E* na topologia fraca-estrela

W*
escrevemos @, — @.

Proposicao 1.1.6. Seja E um espaco normado.

(a) Se @n — @ em E*, entdo @n o @.

(b) Se & € espaco de Banach e @y AN @ em E* entdo a sequéncia (||@n|)_, € limitada
e [lof] <liminfy o [[@n]-

(c) Se E € Banach, @n AN @ em E* eu,, — uw em E, entdo on(u,) — @(u) em K.
Demonstragao. Ver [3, Proposigao 6.3.3, pag. 153]. ]

Dados um espaco normado qualquer E e seu dual E*, a topologia fraca-estrela o(E, E*)
de E* sempre esta contida na topologia fraca o(E*, E**) e elas coincidem se, e somente se,

E é reflexivo [3, Proposicao 6.3.8, pag. 155].

Teorema 1.1.4 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Para todo espago normado E, a bola unitdria

Be«(0;1) é compacta na topologia fraca-estrela o(E*, E) de E*.

Demonstragao. Ver [3, Teorema 6.3.9, pdg. 156]. ]
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1.1.9 Espacos estritamente convexos e espagos uniformemente

convexos
Definicao 1.1.19 (Espago estritamente convexo). Um espagco normado (E,|| - ||) € es-
tritamente convexo se, dados quaisquer &,m € B, com & #n e || & ||=||n |[|= 1, vale a

desigualdade || (§+1)/2 ||< 1.

Do ponto de vista geométrico, E é estritamente convexo se o ponto médio de qualquer
segmento ligando dois pontos distintos da esfera unitaria S(0; 1) esta no interior da bola
unitaria fechada B(0;1).

Todo espaco de Hilbert é estritamente convexo e o espaco Cla, b] das fungdes continuas

definidas no intervalo [a, b] C R néo é estritamente convexo [6, Lema 6.2-4, pag. 333].

Definigao 1.1.20 (Espago uniformemente convexo). Um espa¢o normado (E,| - ||) €
uniformemente convexo se, para cada € € (0,2], existe & = d(e) > 0 tal que, ||x +y|| <

2(1—20) sempre que x,y € Bg e || x—y ||> «.

Todo espago de Hilbert é uniformemente convexo [3, Exemplo 6.6.2, padg. 167]. Os
espacos (R% || - |leo), (R% || - |l1), & e £y ndo sdo uniformemente convexos [3, Exemplo
6.6.3, pag. 167]. Para todo 1 < p < oo, L, (X, X, n) é uniformemente convexo 3, Teorema
6.6.12, pag. 172].

Um importante resultado nesse contexto é o Teorema de Milman-Pettis [4, Teorema
3.31, pdg. 77|, que garante que todo espaco uniformemente convexo é reflexivo. Segue
imediatamente deste resultado que todo espago de Hilbert e os espagos L, e {,, (1 <p <
00) sao sempre reflexivos.

Observe que segue imediatamente das defini¢oes acima que todo espago uniformemente
convexo € estritamente convexo.

Sejam agora (X, || - ||) um espago normado real e (X*, || ||.) seu dual. Denotemos ainda
por X}, o dual de X munido da topologia fraca-estrela.

Levando em conta [1] e [13], definiremos a seguinte aplicagao:

Definicao 1.1.21. Seja X um espaco de Banach. A aplicacao de dualidade € dada por

J:X= X5 Jw) ={w e X () = [ul* = W] VueX (1.3)
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Em |13 Exemplo 1, padg. 7] mostra-se que | = 0¢ é o subdiferencia]ﬂ 0@ de @, onde
@ : X — R é dada por @(x) = 3||x||*.

Os dois préximos resultados envolvendo a aplicacao | : X = X*, respectivamente os
teoremas e serao utilizados ao longo da demonstragao do resultado principal

deste trabalho para mostrar a convergéncia do método.

Teorema 1.1.5. Seja X um espago de Banach. Se o espaco dual X* € estritamente

convezo, entao ] : X — X* estd bem definida e € continua de X em X3,,.

Demonstragao. Para cada uw € X, J(u) é um subconjunto fechado e convexo de X*. De
fato, J(u) é convexo, pois para quaisquer Uy, \Ps € J(u), temos W\ (u) = |[ul]? = |[W1]|? e
Po(u) = [Ju)|? = |22, Assim, para todo t € [0, 1],

(1= t)bs +tbo) () = (1 — ) (1) + ta(w) = (1 —t)[Juef® + tlul® = [uf?,

e portanto, (1 —t)P; + tPs € J(u). Para mostrar que J(u) é fechado, note que dada uma

sequéncia (Pn)¥_; C J(u), tal que Py 2 b, temos que Py (1) = = |[ul]? = |[Wn||?, para
todo n € N, e da Proposicao [1.1.6] item (c), que Pp(u) = ||LLH2 = |[\||%. Logo, ¥ € J(u)

e portanto, J(u) é fechado. Agora, como J(u) C 9B, onde B = B(0, ||u||) em X*, e por
hipdtese X* é estritamente convexo, entao segue que J(u) consiste de um tnico ponto e
portanto, que J: X — X* estd bem definida.

Para mostrar a continuidade de ] de X em X}, seja entao (u,)%°_; C X uma sequéncia
tal que u,, — uy € X. Seja uj um ponto de acumulagao fraca-estrela qualquer de
(J(un))$e_, que existe, pois a bola unitaria de X* é compacta na topologia fraca-estrela
(Ver Teoremall.1.4] acima, e [2, Capitulo 7, Proposicao 12, pag. 191]). Assim, existe uma
subsequéncia (J(un,))e; = (@) de (J(un))X, tal que @y o ug (k — o00). Isto é,
dado um ¢ > 0 qualquer, existe kg € N tal que ||@x —ug||« < € sempre que k > k. Logo,
para k > ko, ui(un,) = @x(un,) = |[un,J|* = |@x]|?. Como @y AN ug e E é espago de

Banach, pela Proposicao [1.1.6] item (b), segue que
lugl] < lim inf {| @yl = Timinf [[un, || < fluoll-

Temos que ui(ug) = |[uoll* = [Jugl|?, uma vez que @y € B0, ||ug]|] (em X*) e a bola

fechada de raio ||ug|| em X* é fechada na topologia fraca-estrela 3, Teorema 6.4.5, pag.

Wer Deﬁnigé
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160]. Consequentemente, temos

ug(ug) = ué(giggounk) = ]}ergoué (Un, ) = klgr;o Pr(un,)

= lim fun, [* = Tm Joi|Z < Jugll,

e assim,

[uol® = [hug 1% = ug (uo).

Em outras palavras, uj = J(ug), e entao
J(un) == J(uo).
]

Observacao 1.1.1. Quando X ¢ um espago de Banach reflexivo, seu dual X* também é
reflexivo |5, Proposi¢ao 4.3.13, pdg. 94]. Usando isto e o fato em (15, Teorema 1.1, pdg.
2], podemos dizer que o teorema acima € valido para todo espago de Banach reflezivo,

apenas tomando uma norma equivalente.

Lema 1.1.1. Seja X é um espagco de Banach uniformemente convexo. Suponha que

Un — u e limsup,, . [[un] < |Jull. Entdo un — u se n — oo.

Demonstra¢ao. Podemos assumir que w # 0. Por hipdtese, dado @ € X*, temos que
@(un) — @(u) para todo u € X, e assim, pela semicontinuidade fraca inferior da norma
em X,

[ull < Tim inf [[un | < fluf].
n—o00

Portanto, ||u|| = limy e [[un||. Agora, sejam yn = T €Y = - Claramente se vé que
Yn — Yy se N — co. Vamos agora supor que Yy, — Y e argumentar por contradicio. De
fato, neste caso existe uma subsequéncia (yn, )%, tal que ||[yn, —yl|| = €, de modo que
existe & > 0 tal que [|yn, +y|| < 2(1—195). Agora, fazendo ny — oo, temos |[y|| < (1—29).

Contradicao. O

Observacgao 1.1.2. A partir de agora (salvo mengdo em contrdrio) utilizaremos o simbolo

(T,x) para representar o operador T aplicado ao vetor x, isto é, T(x) := (T, x).

Teorema 1.1.6. Seja X um espaco de Banach. Se X* for uniformemente convexo, entao

] : X = X* € uniformemente continua sobre todos os subconjuntos limitados de X.
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Demonstracdo. Suponha agora que X* é uniformemente convexo. Dada a sequéncia
(un)®_, em X, admitiremos que existem subsequéncias (an)¥_; e (bn)¥_, tais que
lan]] < M, |[ba|l < M, [|an — bl = 0, mas ||J(an) — J(bn)|l« = €, para algum € > 0 e

para todo n € N e argumentaremos por contradicao.

Sejam z, = ﬁ, Yn = Podemos supor, sem perda de generalidade, que

onll”

lan|l = a >0 e ||bn|| = « > 0 para todo n € N. Temos que

[(an|/bn]] —bullan]])]
[zn —Ynll = [[(an/llan]]) = (bn/[bnlD]] = <
[an]l - [[bn]]
[(an[[on]l = ballan|D]l _ [I{lan =bn) - flan|) + (an - ([[onll = [lanD)] _
o N o =
lan —ball - lan| + llan] - [I([[bnll = llan|D]| < |an —bn[]2M 0
o2 o2 n—o00

e, além disso,

(J(zn) +J(Yn) zn) = J(zn),zn) + JYn): zn) = 2all> + J(Yn), Un + (zn —yn))

I

= ||Zn||2 +ynll® = JYn), Yn —2zn) = 2 —[|zn — yYul,

pois [[zn[* = [lynl* =1e

Jn)szn —Yn) <{JWn),zn —yn)l < T [cllzn = Ynll = l12n — ynll-

E assim,
1 1
SITn) +Jza)lle 2 1= Sllzn —ynll, ¥ €N (1.4)

Visto que ||J(yn)|| = [|J(zn)|]| = 1 para todo n € N, e X* é uniformemente convexo,
concluimos que limy, o (J(zn) — J(yn)) = 0, pois, caso contrério, existiria um ng € N tal

que a desigualdade em ([1.4]) geraria uma contradigdo se n = ng. Por outro lado,

J(an) = J(bn) = [[bal[(J(zn) = J(yn)) + (lan|l = [[on ] (bn)
e assim concluimos que

](an) _](bn) — 0.

n—oo

1.2 Conceitos e resultados de Analise Convexa

Nesta secao procuramos elencar defini¢oes e conceitos basicos de Analise Convexa que
serao necessarios mais adiante no decorrer do presente texto. O leitor interessado pode

encontrar mais conteido sobre esses conceitos nas referéncias 7], [8], [9], [10] e [12].
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1.2.1 Conjuntos convexos e fungoes convexas

Defini¢ao 1.2.1 (Conjunto convexo). Um subconjunto C C E de um espago vetorial E
¢ dito convexo se, para quaisquer pontos a,b € C, o segmento [a,b] estd contido em C.

Onde [a,b] € definido por
y €la,ble Itel0,1] tal quey =ta+ (1 —t)b.

Abaixo temos a representacao geométrica de um conjunto convexo e um conjunto nao-

convexo, respectivamente.

_—

Figura 1.1: O conjunto a esquerda é convexo, enquanto que o da direita nao é convexo.

Exemplo 1.2.1. Qualquer subespaco vetorial de E € convexo. Com efeito, dado um
subespago vetorial F C E, das propriedades de subespago, para todos x,y € F et € [0,1],
temos que tx € F e (1 —t)y € F e, consequentemente, tx + (1 —t)y € F. Portanto, F €

Convexo.

s

Exemplo 1.2.2. Sejam E um espago normado e R > 0. Entdo C ={x € E: ||x|]]| < R} é
convezo. De fato, dados quaisquery,z € C, entdo |ly|| <R e ||z|]| < R. Assim, para todo

t e [0,1],
11—tz -+ tyl] < (1 — Oz + [tyl] = (1 — Ol]l2] + [tly]] < (1 — DR+ R = R,
donde seque que (1 —t)z+ty € C. Consequentemente, C € convezxo.

Exemplo 1.2.3. Sejam E um espa¢o normado e R € R*. Entdo C ={x € E: ||x|| = R}
¢ convezo se, e somente se, R = 0. De fato, se R € igual a 0, nada hd que provar, pois

nesse caso C = {0} e € dbvio que todo conjunto unitdrio é convexo. Reciprocamente, se



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 20

supormos que C = {x € E : ||x|]| = R} € convexo com R > 0, entdo, tomando x,y € C,
x #y, temos que [|x|| = [ly[| =R e

1 1 1 1
— — — g— = — = R.
5004 = 3+l < 30l + vl = SRR =R

Suponha que ||3(x +y)|| = R. Segue dai que ||x +yl| = ||x|| + |ly|| = 2R, o que ocorre se,
e somente se, x =Y. Mas assumimos inicialmente que x # Y. Esta contradi¢ao mostra

que C nao pode ser convexro se R > 0.

Mais exemplos de conjuntos convexos podem ser encontrados na literatura em [8], [10]

e [12], por exemplo.

Definigao 1.2.2 (Fungao convexa). Se E € um espago vetorial e C C E € convexo, diz-se

que @ : C = R € uma funcao convexa se, para todos a,b € C e todo t € [0, 1], vale
e(ta+ (1—t)b) <te(a)+ (1 —t)e(b). (1.5)

Se a desigualdade em (1.5)) € estrita para todo t € (0,1), entao @ € dita estritamente

convexa.

Embora a definicao acima seja bastante boa, adotaremos a seguinte postura: se o
dominio de ¢ nao for o espaco inteiro, escreveremos @(x) = 0o nos pontos em que @ nao
esta definida. Observe que aqui a nova @ serd convexa se e somente a antiga também
for. Indo um pouco mais longe, poderiamos admitir que @ tomasse o valor —oco, mas isto
nao nos levaria tao longe assim. Dessa forma, de agora em diante, uma funcao convexa
serd sempre definida em todo o espago E e tomara valores em R U {oo} (salvo men¢ao em
contrario). Excluiremos também o caso @ = oo.

O dominio efetivo de @ é o convexo D :=dom(@) ={x € E: @(x) < oo}.

Baseados em [§] e |10], apresentamos a seguir alguns exemplos de fungdes convexas.
Exemplo 1.2.4. E =R e f: R — R dada por f(x) = e* € estritamente conveza.
Exemplo 1.2.5. Sejam E=R e 1 < p < 0co. Entdo f: R — RU{oo} dada por

xP, sex >0
f(X) _ ) =
00, C.C.

€ convexa.
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Exemplo 1.2.6. Sejam E =R"™, a € R™ e x € R. Entao f : R™ — R U {oco} dada por

f(x) = (x,a) + « é conveza.

Exemplo 1.2.7 (Norma euclidiana). Seja E =R™. A fun¢io f: R™ — RU{oo} dada por

f(x) = (x,x)1/2 € conveza.

Definigao 1.2.3. Seja @ : E — RU{oo}. O epigrafo de @ € o sequinte subconjunto de
E x RU{oo}:
Eo ={(x,t) € ExRU{oo} | @(x) <t}

Apresentaremos agora uma outra caracterizacao de fungao convexa a partir da conve-

xidade de seu epigrafo.

Teorema 1.2.1. A funcdo @ : E — RU{oo} € conveza se, e somente se, seu epigrafo é

convexo.

Demonstragao. Suponhamos primeiro que E, é convexo. Sejam x,y € D quaisquer.
Temos que (x,@(x)) € E, e (y,9(y)) € E,. Como Ef é convexo, para todo t € [0, 1],

temos que
t(x, (x)) + (1 —t)(y, @ (y)) = (tx + (1 — )y, te(x) + (1 —t)o(y)) € E;
Pela definicao de epigrafo, a igualdade anterior significa dizer que
e(tx+ (1 —ty) <te(x) + (1 -te(y),

0 que mostra que @ é convexa.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ seja convexa. Sejam (x,c1) € E, e (y,c2) € Eg.

Como @(x) < c1 e (y) < ca, pela convexidade de @, para todo t € [0, 1] tem-se

ptx+ (1—tly) <tex)+(1—-t)ey)

g tCl + (1 _t)c27
o que significa que
tx,c1) + (1 —1t)(y,c2) = (tx + (1 —t)y,tc; + (1 —t)co) € Eyp.

Portanto, E,, é convexo. O
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1.2.2 O subdiferencial de uma funcao convexa

Definicao 1.2.4. Sejam X um espaco de Banach, U C X aberto e @ : U — R. A derivada

de Gateaux de @ no pontoy € U na direcao z € X € definida como

(Voly).2) = lim ey +1z) — oly)

t—0+t t

(1.6)

Se o limite acima existe para todo z € X, dizemos que a fungcao @ € diferencidvel de

Gateauz no ponto y.

Se a aplicacao definida por T := Ve(y) : X — Y é linear, entdao V(y) é chamada
de derivada de Gateaux (linear) de ¢ em y. Frequentemente, refere-se a V(y) também
como o gradiente de @ em y. Observe ainda que a derivada de Gateaux é uma genera-

lizacao do conceito de derivada direcional.

Definigao 1.2.5. Sejam E um espaco de Banach e f: E — RU{oco} uma fun¢ao. Dizemos

que & € E* é um subgradiente de f em u se
f(v) 2 flu) + (&, v —u), (1.7)

para todo v € E. O conjunto de todos os subgradientes de f em u é chamado de subdife-

rencial de f em u e € denotado por 0f(u).

Exemplo 1.2.8. Seja f : R — R dada por f(x) = |x|. Entao 0f(0) = [—1,1]. De fato,

para uw =0, se & € 0f(0) ev € R, por definicao temos
Fv) > flu) + & (v— ),
i1sto €,
MZ[0l+& (v—0)=§&- V.

Sev >0, a desigualdade acima implica que & < 1.
Sev <0, a mesma desigualdade implica que & > —1.
Sev =0, entdo & pode ser qualquer nimero real.

Logo, conclui-se que 0f(0) = [—1,1].

Proposigao 1.2.1. Seja X um espago de Banach e f: X — RU{oo} uma funcdo convexa

finita e continua em w € X. Entdo 0f(u) # (.

Demonstragao. Ver |9, Proposigao 10.1.19, pag. 256]. ]
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1.2.3 Semicontinuidade inferior e operadores mondétonos

Definigao 1.2.6 (Funcao semicontinua inferior). Seja X um espa¢o de Banach e seja

f: X — RU{oo}. Dizemos que f € semicontinua inferior se

f(u) < liminf f(u®),

k—o0

onde {u*} é uma sequéncia em X que converge a u.
A partir de [7, Exemplo 3.2., pag. 40], temos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.9 (Fungao indicadora). Sejam X um espag¢o de Banach e C C X um con-

jgunto convexo e nao-vazio. A funcao indicadora

0, sexe C
dc(x) =
00, C.C.

€ convexa e propria, e é semicontinua inferior se, e somente se, C é fechado.

Defini¢ao 1.2.7 (Operador monétono). Seja X um espago de Banach. Dizemos que um

operador T : X = P(X*) € dito mondtono se
Mm—&x—y) =20, (1.8)

para todom € T(x) e todo & € T(y). Um operador mondtono é chamado de maximal se

para qualquer operador mondtono T tal que T(x) C T(x) para todo x € X, entdo T =T.
Como exemplos de operadores mondtonos podemos citar |7, Exemplo 2.2, pag 17]:

Exemplo 1.2.10. f: X — RU{oco} € uma funcdo convexa e continua, entdo T(x) = 0f(x)

¢ um operador mondtono.

Exemplo 1.2.11. Se H é um espago de Hilbert real com produto interno (-,-) e T:H — H

¢ uma aplicagao linear, entao T € mondtono se, e somente se, (Tx,x) > 0 para todo x € H.



Capitulo 2

Distancias de Bregman e Funcoes

Totalmente Convexas

As distancias de Bregman foram introduzidas em [15] por Lev Bregman na década de
1960. Em seu trabalho, Bregman definiu a fungdao D(x,y) : S x S — R, onde S C X
¢ um subconjunto convexo de um espago topolégico X. A partir da fungdao D, Bregman
desenvolve um algoritmo que visa resolver o seguinte problema: encontrar um ponto na
intersecao de uma familia de subcontjuntos convexos fechados do espaco topoldgico X,
que também é conhecido como problema de viabilidade. Como aplicacao, ele usa este
método na resolucao de alguns problemas de programacao convexa.

A definicao da funcao D de Bregman é baseada em seis axiomas, alguns dos quais
atualmente fazem parte da definicao de funcdao de Bregman, termo este que, assim como
distancia de Bregman foi introduzido por Cersor e Lent em [16].

Neste capitulo veremos a definicao de distancias de Bregman e algumas de suas pro-
priedades. Veremos também as nogoes de mddulo de convexidade e funcgoes totalmente
convexas, que relacionam a distancia de Bregman com a distancia usual induzida pela
norma do espaco X, assim como alguns resultados envolvendo esses termos que nos auxi-

liarao mais adiante na prova do teorema principal.

2.1 Distancias de Bregman

Definicao 2.1.1. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e @ : X — R U {oo} uma

funcdo convexa, propria e semicontinua inferior. Denote o dominio efetivo de @ por

24
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D := dom(q) e seu interior por D°. Suponha que D° # 0 e que @ é Gateaux diferencidvel
em D°. A distancia de Bregman com respeito a @ € a funcdo Dy : D x D’ = R definida

por

Do(x,y) == o0(x) —oy) — (Vo(y),x —y) (2.1)
onde

(Ve(y),z) = lim ey +tz) —oy)

t—0+ t

(2.2)
¢ a deriwada de Gateaux de @ no pontoy na dire¢do z.

Exemplo 2.1.1. Seja X um espaco de Hilbert real com produto interno (-,-) : Xx X = R,
D=Xep: X=R, p(x) = 1HxH2. A distancia de Bregman associada a @ € a fun¢ao
D, : D x D’ 5 R, D o (X,Y) 2Hx ylI®. De fato, da Deﬁm’gdom temos que

Dy(x,y) = @(X)—@(y)—W@(y) —y)

e 2 ly +tx — )| — ly|I?
= SlxIP - ||y|| im -
— _ _ 2
= —||X||2——Hy\|2—lim +tx—y)y+tx—y)) — |yl
2 =0° 2t
= L Ly — g D200 )+ eyl I
2 ot 2t
1 1 1 1
N §<X’X>—§<y,y>—<yyx—y>=§<x,><>—§<y,y>—<y,><>+<y,y>
B §<X’X>+§<y’y>_§<yvx>—§(y,X>:§<X—y,x>+§<y,y—x>

1 2
- §<X—U,X>—§<X—y,y>— <X—y,x—y>—§|\x—y|]

DO |

Exemplo 2.1.2. X =R", D =R}, ¢(x) = Z]Tl:lxj log x;, estentida para a fronteira
OR™ com a convengao 0-log0 = 0. Neste caso, a distancia de Bregman associada a @ €

a fungao Dy (x,y) = ZJ (x5 log —i—yJ —%;). De fato, utilizando a formula em ,

temos
Doy (x,y) = o(x)—(y)— (Voly ijlogx) Zyllogy; Vo(y),x—y),

onde (Vo(y),x—y) € a derivada de Gateauzr @ no pontoy na dire¢io em (x —y), a qual

é

(Vo(y),x—y) = lim ely+tx—y)) —ely) _

t—0+ t

. 251 (y; +t0g —y5)) log(y; +t0x; —y;)) — 3 ;L yjlogy;
t—0+t t -
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lim t3 (g —yj) log(y; + tix; —y5)) + 2;, yj(log(y; + tlx; —y;)) —logy;) _
t—0t t

t3 (% —yj) log(y; + tx; —yj5)) 221 Y5 (log(y; +t(x —y;)) —logy;)

tlir& t + tli%{r t -
J j ’
J:1 t
onde
tlir(r)h j=19) ) . ) ) ) :Z(Xj _y])
j=1

Para provar isto, basta notar que para cada j =1,..,n, o limite

yj(log(y; + t(x; —y;)) —logy;) log((1 —t)y; + tx5)/y;)

li =1y - li
500 t Y; o t
Yj . (x—y5)vy;
g fm v e m)
=Y; - m 1 =Y u; =X — VY
onde limy_,o+ log((l_t)ytjﬂxj)/yj) = XJ yJ pela Regra de L’Hospital. Logo,
n n
(Voly).x—y) =D (x—yj)logy;+ )} (x;— ;).
j=1 j=1

e seque dai que
Do(x,y) = Z)TL:1 X;j logxj — Z)TL:1 yj logy; — Z;L:1(Xj —yj)logy; — ZTL:1(XJ' —yj) =
Z?:l x;j(log x; —logy;) + (y; —x;) = Z) 1 (%5 log +UJ —Xj).

Exemplo 2.1.3. X=R"™, D=RT, e ¢(x) =Y " (xi —logxi + 1). Entdo
Z log ( ) +——1.
Com efeito, utilizando a formula da definicdo temos
Do (x,y):=o(x) — @(y) — (Vo(y),x —y)

= Z(Xi —logx;{ + 1) — Z(Ui —logyi +1) = (Vo(y),x —y),

i=1

onde
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ely+tix—y))—oly)

(Vo(y),x—y) = lim

t—0* t
_ oy 2t ta — ) —logly + ta —y)l+ 11— 3 (Yo —logyi + 1)
t—0+ t
~ im > [txi —yi) —log(yi + t(xi —yi)]l — X1 (—logyi)
t—0+ t
o 2y [t —yi) +log (ﬁ)]
o0t t
n n Y
: Zi:l t(xi —yi) . Zi:l [log (}J'Hrt(xi*yi))]
= lim + lim
t—0+ t t—0" t
n n __Yi
. t(xi —yi) : [log <yi+t(x-ryi))]
= lim ———=— + lim
t—0+ 4 t t—0+ 4 t
i=1 i=1
n __Yi
. tx yi) . [log <yi+t(xi_yi)>:|
= lim + lim
t—0+ t be— t 0+ t
i=1 i=1
n n _ Yi
=Y lim(xi—y)+ Y lim [log <”i+t("i_“’”>}
- — 0t Ui — t—0+ t

Usando a Regra de L’Hospital para o cdlculo do limite no sequndo somatorio, obtemos

n n yitt(xi—yi)
=Y (xi—yi)+ ) lim ( Y ).0'[Ui“("i—yi)]—(xi—yi)-yi
=TT e 1 [Yyi +thx —yi)l?
= _ . (Yi —x¢) - - (yi —x1)
= i —Yi 1 = L — Ui v "
;(x yi) + 2 - w) ;(x y )+; o
Logo,
3 - - = i Xi
De(x,y) = Z(Xl —logxi) — Z(y1 —logyi) — (Z(x1 yi) + Z y J ))
i=1 i=1 i=1 i=1 i
i=1 X Yi

Note que segue imediatamente da convexidade de @ que, para todo x € D, y € D°,
Do(x,y) > 0 e D(x,y) = 0 se, e somente se, x = y. A funcdo Dy(-,-) ndo é uma
distancia (métrica) no sentido usual do termo (em geral, nao é simétrica e nao satisfaz a
desigualdade triangular). No entanto, existe a propriedade dos trés pontos, a qual toma

o lugar dessa desigualdade nas provas.
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Proposigao 2.1.1 (Propriedade dos trés pontos). Seja D, a distancia de Bregman as-

sociada & fungio @ @ X — R U{oco} como na Definicio [2.1.1. Se x € D,y,z € D,

entao,

<V(P(1J) - V(p(Z),Z_ X) = D(P(X'7y) - D‘P(X7 Z) - D@(Z;U)- (23)
Demonstracao. De fato, da definicao [2.1.1} temos que

Dy(x,y) = Dyl(x,z) =Dy (z,y)
=(e(x) —oy) — (Vo(y),x —y)) — (@(x) — (z) — (Vo(z),x — 2))
—(o(z) —o(y) = (Voly),z—y))
=—(Vo(y),x—y) +(Vo(z),x —2) + (Vo(y),z —y)
= (Vol(z),x—z) = (Vo(y), x —y) — (z—y))
= (Vo(y) — Vo(z),z —x).

Assumiremos a seguinte hipotese bésica a respeito de @.

B1: Os conjuntos de nivel a direita de D, (x, -):
RE(x) ={z € D'|Dy(x,2) < o

sao limitados para todo & > 0 e para todo x € D.
As condigoes suficientes que garantem a hipdtese podem ser vistas em [19, Pro-
posicao 5, pag. 1322].

Observacgao 2.1.1. Uma caracteristica inerente da técnica de Bregman para o desenvol-
vimento de algoritmos iterativos consiste em assequrar que as sequéncias (X h.en geradas
nestes algoritmos estao contidas no dominio de uma funcdao convexa @ e tém a proprie-
dade de que limy_, Dy (x*,x) = 0 para pontos x € D := dom(¢), os quais sao solugoes
do problema que se supoe que o algoritmo resolve. Se a funcao @ € escolhida de modo

que, para qualquer sequéncia {x*hen C D e qualquer vetor x € D, tem-se

. k Ly - K —
Jim Dy (6, x) =0 = Jim [ || =0, (2.4)

entao a convergéncia do algoritmo para uma solugao do problema € garantida. Resmerita

/18] mostrou que as unicas fungoes converas satisfazendo sao as fungoes totalmente

convexas (18, Proposi¢ao 2.2, pdg. 3/, as quais veremos a sequir.
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2.2 Funcoes totalmente convexas

Definigao 2.2.1 (Fungao totalmente convexa). Seja Ry o conjunto dos nimeros reais
nao-negativos e considere o conjunto R, := R, —{0}. Definimos o médulo de convexi-

dade local da funcdo @ no ponto x € D’ Ve : Ry = Ry, como
Vo(x,t) :=inf{Dy(y,x) 1y €D, |[y—x| =1t} (2.5)

A fun¢io @ € dita totalmente convexa em x se vy (x,t) > 0 sempre que t > 0. Se @ €
totalmente convexa para todo x € D°, entdo dizemos simplesmente que @ € totalmente

conveza (em D°).
Exemplo 2.2.1. A func¢do ¢ : R™ = R U{oco} dada por

Z?:l(xi—logxﬂrl) sex € R,
p(x) =
0 c. C.

¢ totalmente convexra. De fato, uma vez que a distancia de Bregman associada a @ €

D, : RY, x RT, — R, dada por Dy (x,y) = Y i, log (%) + % — 1 (Exemplo [2.1.3)),

para todo t > 0 e todo x € R}, temos

Ve(x,t) = Inf[Dy(y,x):yeRY, |ly—x| =t}=
. = Yi Xi
f¢Y log (=) +=—1:yeR? —x[|=t}>0
in {H og(xi>+yi yeRY,, [[y—x| }>,

pois log (%) + S—t — 1 =0 se, e somente se, x; = Yi para todo 1 < 1 < N, o que nao
ocorre, pois ||[y—x|| =t > 0 garante que x #y. Portanto, vy (x,t) > 0 para todo x € R},

e todo t > 0.
Vejamos agora algumas das propriedades da funcao médulo de convexidade local.

Proposicao 2.2.1. Se x € D’, entdo

(1) O dominio de v, (x,-) € um intervalo [0,T4) ou [0,T4], com T, € (0,00]; além disso,
T € finito se, e somente se, D ¢é limitado;

(i) Se c € [1,00) et > 0, entao vy(x,ct) = cvy(x,t)

(111) Para quaisquer s,t € [0,00), vale a desigualdade
Vo(X,8+1) Zv,(x,8) +ve(x,t)

(iv) A fungao vy (x,-) € ndo-decrescente; além disso, v, (X, ) € estritamente crescente se,

e somente se, @ € totalmente convexa em X.
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Demonstracdo. (i) Uma vez que x € D°, entdo existe uma bola fechada de centro x e
raio T > 0 totalmente contida em D. Portanto, o intervalo [0, ] estd contido no dominio
de vy (x,-). Suponha agora que vy, (x,t) < co. De acordo com , existe um ponto
Yyt € D tal que ||y —x|| =t. O conjunto D é convexo, pois é o dominio de uma funcao
convexa. Assim, o segmento de reta [x,y¢] estd contido em D. Isso implica que para
qualquer s € [0, ] existe um ponto ys € D tal que |[ys —x|| = s. Por consequéncia, temos
que [0, t] estd contido no dominio de v (x, ) sempre que v, (x,t) < co. Isto mostra que
o dominio de vy (x,-) é convexo em R, sendo portanto um intervalo do tipo [0,T,) ou
[0,T4], com T, € (0,00]. Agora, assumindo que D nao ¢ limitado, entdo, para todo t > 0,
existe algum ponto y; € D tal que ||[x —y¢|| = t e, portanto, [0, t] estd contido no dominio
de ¢, isto é, T, nao ¢ finito. Reciprocamente, se D ¢é limitado, entao existe algum raio
T > 0 tal que D esta contido em uma bola de centro x e raio r. Logo, T, ¢ finito, pois
Te < T.

(ii) Sec =1 ouse t =0 ou se vy(x,t) = 0o, entdo a desigualdade é 6bvia. Por outro

lado, seja ¢ > 0. De acordo com , existe um ponto u € D tal que [[u—x|| =cte
Ve(x,ct) + e >Dyp(u,x) =¢@(u) —@(x) — (Ve(x),u—x). (2.6)
Para todo o € (0,1) denote por wy = ot + (1 — a)x. Seja B = ¢! e observe que
g — x| = [Bu+ (1 — B)x — x| = [[Pu— Bx]| = Blu—x| =c ' -ct =t
Note também que, para todo « € (0,1),
=&

%uﬁ%—(l—g)x B

Como ¢ é convexa, entao a fungao

B+ (1—p)x] +(1— %)x —aut(l—ax=us (27

@(x + «(u—x)) — @(x)
(04

a—

é nao decrescente em (0, 1). Portanto, de acordo com ([2.2)) e (2.6) temos que

@(x+ofu—x)) — ()
X

Ve (x,ct)+e>@(u) —o(x) —

para todo « € (0, 1). Segue dai que

ve(x,ct) + & > ap(u) + (1 —o)e(x) —ex + x(u—x))

ox@(u) + (1—o)o(x) —@louw+ (1—o)x)  aeu)+ (1 —a)e(x) — o(uq)
06 X




Capitulo 2. Distancias de Bregman e Fungoes Totalmente Convexas 31

xe(u) + (1 —Jo(x) — go(ug) — (1 — Flo(x) N geup) +(1—3)ox) —euy)

& (0.4
2 +(1—% — =4 +(1—%
Bow + (1 —Blelx) —olup) Soup) + (1— Do(x) — @(Sup + (1 — %)x)
B a )

onde usamos a igualdade (2.7). O primeiro termo na ultima soma é nao-negativo, pois @

é convexa. Assim,

Solup) + (1— 2)o(x) — o(up + (1—&hx)
Vel(x,ct) +e > o B

! fotun) - ot0)- 00+ §(us —x)) ~ 9l
B

Fazendo o« — 0" e levando em conta (2.6 e (2.2) temos que

1
Vel(x,ct) +e > =Dylupg,x) =cDg(upg,x) = cve(x, t).

p

Como ¢ > 0 é arbitrério, o item (ii) estd provado.

(iii) Sejam s, t nimeros reais positivos. Do item (ii) temos que

s+t s+t
+s)>+

V(p(X,S—f—t) ZV@(X, S = s V@(X,S),

s+t s+t
f £ > : volx, 1),

Ve(x,8+t) =v,(x,

isto é, svy(x,s +1) = (s +t)ve(x,s) e tvy(x,t+5) = (s + t)ve,(x,t). Assim, somando
ambas as desigualdades, temos (s + t)ve(x,s +1) = (s + t)[ve(x,s) + vy (x,t)]. Como
s+t > 0, multiplicando ambos os lados por 1/(s 4+ t) obtém-se a desilgualdade desejada.

(iv) Suponha que 0 < s < t. Entéo,

t t
V(p(X, t) :V(O(X7_S) > —V(p(X,S) >V@(X,S), (28)

s s
onde a primeira desigualdade segue de (ii). Logo, @ é nao-decrescente. Se @ é totalmente
convexa em X, entao a ultima desigualdade em ([2.8) é estrita, pois v, (x,s) > 0. Segue
entao que vy (x,-) é crescente em (0, oo]. Por outro lado, se v, (x, ) é estritamente cres-
cente, entdo para todo t > 0, temos que v, (x,t) > v, (x,0) = 0 e, por defini¢ao, ¢ é

totalmente convexa em x. O

A respeito da continuidade da funcao v (x, ), temos o seguinte.
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Proposicao 2.2.2. Seja x € D°. Entio

(1) A fungio vy (x,-) € continua d direita em t = 0;

(i) Se @ € continua em D, entdo vy (x,-) € continua a direita em [0,7T,) quando o
congunto D € aberto;

(111) Se X tém dimensao finita, D € fechado e @ € continua em D, entdo v, (x, ) € continua
a esquerda em seu dominio;

(i) Se X tém dimensao finita e D = X, entao vy (x,-) € continua em (0,Ty).

Demonstracao. (i) Seja {tx}xeny uma sequéncia em (0,1) convergindo nao decrescente-

mente a 0. Aplicando o item (ii) da Proposicao temos

tr

V(P(le) >V(9(X,\/E) :\)(p(xj\/__ \/__

X tk)

Consequentemente,

0=ve(x,0) < lim vy (x,ty) < vq,(x,l)klim Vit =0.
—00

k—o0

(ii) Sejam 0 < s < t < T,. Fixe ¢ > 0. De acordo com ([2.5)), existe um ponto y. € D tal
que |[ye — x| =s e

£
V(P(st) + Zl > D(P(ySJX)'

De acordo com a Proposicao [2.2.1] temos
€
0<vp(x,t) —=ve(x,8) <Vve(x,t) = Dyl(ye,s) + 1

A fungao D, (-, x) é continua em D, uma vez @ é continua e, consequentemente, a derivada
de Gateaux (V(x), ) também é continua. Portanto, existe um nimero d(¢) > 0 tal que,

para qualquer z € X com ||z —y.|| < 8(¢), setem z € D e
3
Do (z,%) = Dolye, x)l < §

Se 0 <t—s < d6(e), entdo o vetor

satisfaz
t t
Iy =yl = Iy + (1= x =yl = 10— Dx =)l =

0= Dllx=yell = (= s = (=

)-s=t—s<d(e)
s
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) t t t t t
— = ||-Y¢ 1—— — = || — e — = — e — = — . :t
lye = xll = llsye + (1= Dx =l = Il lye =X} = Jye —xl| = -

Portanto y. € D e, assim,

0 <Ve(x,t) —ve(x,s) < Dg(yg, x) — Dg(ye, x) +§< §+§< ¢

Isto mostra que v, (x, ) é continua a direita.

(iii) Fixe t no dominio de vy, (x,-). Seja {tx}xen uma sequéncia que converge nao decres-
centemente a t. Como X é de dimensao finita, os conjuntos {y € D : ||y — x|| = t} sdo
compactos, pois sao limitados e fechados. A func@o D (-, x) é continua em D. Logo,
para cada inteiro nao-negativo k, existe um vetor y* € D tal que |[[y* — x| = ty e
Vo(x, t) = Dy (y*,x). A sequéncia {y*}ey ¢ limitada. Consequentemente, ela possui
uma subsquéncia convergente {yP*hen. Seja y* = limy_, yP*. Entao, de acordo com a

Proposicao [2.2.1], o limite a seguir existe e temos

Velx,t) > ]}ggov@(x, t) = ]}iigovw(x,ypk) = klgrolo Do (yP,x) =Dgy(y",x) = vel(x,t),

onde a ultima desigualdade vale por que y* € D e
—x| =1 P —x|| = lim t,, =t.
ly* = x|l = Jim [y — x| = lim t,

Portanto, v (x, t) = limy e Ve (X, ti).

(iv) E uma consequéncia de (i) e (iii). O

Vejamos agora a relagao entre fungoes totalmente converas e funcoes estritamente

convexras.

Proposigao 2.2.3. Sejam X um espago de Banach, @ : X — R U {oo} uma funcao e
considere D o dominio efetivo de @. Entao valem as sequintes afirmacoes:

(i) Se @ € totalmente convexa, entdo @ € estritamente conveza.

(i1) Se X tém dimensdo finita, D € fechado, @ € continua e estritamente convexa em
D, entao @ € totalmente convezxa.

(iii) Se X tém dimensdo finita e D = X, entdo @ € totalmente convezra se, e somente

se, @ € estritamente convexa.

~ . 7 . o
Demonstragao. (i) Lembrando que ¢ ¢é estritamente convexa em D se, e somente se,

para todo par x,y € D°, com x # Y, se tem

(Vo(x),x—y) > (Vo(y),x —y). (2.9)
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Suponha, por contradicao, que @ ¢é totalmente convexa mas nao € estritamente convexa

em D°. Entéo, existem x°,y° € D°, com x° # y°, tais que
(Vo (x"),x" —y") < (Vo(y"),x" —y°). (2.10)

Como @ é convexa, também temos

(Vo(x"),x" —y%) = o(x°) — 0(y%) = (Vo (y®),x" —y°).

Esta tltima desigualdade e (2.10)) implicam que

(Vo(x*),x* —y°) = (Vo(y"),x" —y°) = o (x") — 0 (y"). (2.11)

Consequentemente,
Do (x”y") = 0(x") — 0(y*) = (Ve(y"), x" —y")).

Segue dai que v, (y°), [[y®—x°|]) = 0 o que nao acontece a menos que se tenha |[y°—x°|| =
0, pois @ é totalmente convexa em y°. Assim, obtemos x° = y°, o que é uma contradicao.
(ii) Seja t > 0 tal que v, (x,t) é finito. Entdo, o conjunto {y € D : ||y —x|| = t} é
compacto e Dy, (+,x) é continua nesse conjunto. Portanto, existe um ponto y* € D tal
que vy (x,t) = Dy (y*,x). Observe que, para qualquer T € (0,1),

e(x+tly"—x)) — o(x]
T

Doy, x) =0y —ex) —(x,y"—x) = o(y") —o(x) — > 0,

onde a primeira desigualdade segue da convexidade de @ e , como consequéncia, temos

que a funcao
ex +ty” —x)) — o(x)
T

T—

é nao-crescente em (0,1). A segunda desigualdade segue da convexidade estrita de @.
Logo, ve(x,t) = Dy (y*,x) > 0 e como t > 0 é arbitrario, por definicao, ¢ é totalmente
convexa.

(iii) E uma consquéncia de (i) e (ii). O

Proposigao 2.2.4. Sejam @1, @2, ..., @m — (—00, 00] fungoes totalmente converas, com
dominios D1, Dy, ..., D, respectivamente. Seja D = (°, Di e denote por D’ seu
interior. Se D’ # 0 entdo, para quaisquer reais ndo-negativos Ci,Cs,...,Cm tais que
> Mici >0, afungio h:= Y " ci@;i € totalmente conveza e, para qualquer x € D’

e todo t € [0, 00),

V(X 1) = ) cive, (%, 1) (2.12)
i=1
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Demonstracao. Para quaisquer y € D e x € D°,
Dn(y,x) = h(y) —h(x) = (Vh(y),y —x) =

D coily) =) cioilx) = (V(Y_cioily)y—x) =

D cil@ily) —@ix) = (Voi(y)y—x)) = Y ciDg, (y.x).
i=1 i=1
Agora, aplicando a fungao h temos
vh(x,t) :=inf{Dn(y,x) :y € D, [y —x|| =t} =

inf {Z ciDy,(y,x):yeD, |ly—x|| = t} >
i=1

m
Zinf{ciD%(y,x) yeD, [ly—x||=tt=

i=1

Y ciinf{Dy,(y,x):y €D, [y —x||=t}=

i=1
m
Z civ(pi (X, t) .
i=1

Como cada uma das funcoes @; é totalmente convexa, v, (x,t) > 0 para todo x € D° e

todo t > 0 e, portanto, vi,(x,t) > 0 e isso mostra que h é totalmente convexa.

Assumiremos também sobre ¢ a seguinte hipotese:

O

B2 (Convezidade total em subconjuntos limitados): A fungao @ é totalmente convexa em

conjuntos limitados, isto é, para todo subconjunto limitado C € D° e todo t € R,

igg Vel(x,t) >0

Esta condigao é chamada de consisténcia sequencial em [21]. Note também que se uma

funcao @ ¢ totalmente convexa, entao ela é totalmente convexa em subconjuntos limitados.

Observagao 2.2.1. A hipdtese[B2] serd utlizada mais adiante, na prova do teorema prin-

cipal, como requisito alternativo na andlise de convergéncia do algoritmo.

Quando X = {, ou X = LP, com p > 1, a familia de fungoes @(x) = ||x|", r > 1,

¢ totalmente convexa (ver [22], Proposigao 3, pdg. 2412). Este resultado foi melhorado

em [23], onde foi mostrado que se X é um espago de Banach uniformemente convexo,

entdo a funcdo @(x) = ||x||” é totalmente convexa para todo r > 1. Antes, porém,

necessitaremos da seguinte defini¢ao.
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Definicao 2.2.2. O mddulo de converidade uniforméﬂ de X € a funcao dx : [0,2] — [0, 1],
onde

T B e Y e A

0, set=0.
Observacgao 2.2.2. Na demonstracao do Teorema |2.2.1| a sequir, ulilizamos em
a definicio de Distancia de Bregman dada em [25], onde X é um espago de Banach
uniformemente convexo, @ : X — R é uma fungdao convexa e continua e Dy, : X x X = R
€ dada por
Do(x,y) = @(x) — @(y) —inf{(&,x —y) : £ € do(y)},

onde 0@(y) € o subdiferencial de @ emy. Note também que, caso @ seja Gateaux dife-

rencidvel, esta defini¢ao coincide com a definicao [2.1. 1.

Teorema 2.2.1. Seja X € um espaco de Banach uniformemente convexo. Entao a fun¢ao

@(x) = ||x||" € totalmente conveza para todo v > 1.
Demonstracao. Defina a funcao @ : X — P(X*),
1
D(x) = ;a(p(x).

De acordo com [?, Teorema 1, pdg. 195] existe um ntmero real positivo M tal que a

seguinte desigualdade é vélida para todo r > 1:

(€= nx—v) > Memax{xl Iy ox (5Pt (2.14)

sempre que x,y € X, com ||x||+ |yl #0, & € O(x) en € O(y). Fixe z € X, t € (0, 00),
tome x € U(z,t) :={x € X: |[[z—x| =t} esejay =x—z. Entao |Jy|| =te

Do(x,2) =Dy(y+z,z) =|ly+z|" —||z||" — - inf{(§,y) : £ € O(z2)} (2.15)

Defina ¢ : [0, 00) — [0, 00) como

or) = 1FHl"
T
Entao,
[y +z[" = [lz]" =7 ($(1) — $(0)). (2.16)

A prova do Teorema se baseara na seguinte afirmacao.

LA fungao 8x é chamada em [23] de mddulo de convezidade uniforme do espago X e, como o préprio
nome sugere, serve para caracterizar os espagos uniformemente convexos. Um espaco vetorial X é unifor-

memente convezo se dx(t) > 0 para todo t > 0.
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Afirmacgao 2.2.1. Se, para cada T € [0, 1], podemos escolher um ponto &(t) € @®(z+Ty),
entao a sequinte integral existe e

1
| o mar = o0 - 00) (2.17)

0

Vamos agora a prova desta afirmacao. Para isto, observe que, se g € X :— R é uma
funcao convexa e continua, entao, para w,v € X arbitrarios, a funcao 1 : R — R definida
por

b(T) = glu+v)
também é convexa e continua. Portanto, {P é localmente Lipschitz [26], Proposi¢ao 2.2.6,
pég. 34] e, de acordo com o Teorema de Rademacher |7, Teorema 1.18, pag. 22|, ela é em
quase toda parte diferencidvel. Consequentemente, se & é um seletor da aplicagao ponto-
conjunto 0y, entao &(t) = VP’(T), para quase todo T € R. Dai, para todos a,b € R, com
a < b, temos

b b
B(b) — la) = J xp'de:j (E(1), v)dr, (2.18)

a a

para qualquer escolha de &(t) € 0P(t). Agora, aplicamos (2.18) no caso de b = ¢,
g(x) = |Ix]|"/r, wu =z, v =1y e dai temos que vale a equagao (2.17). Isto completa a prova
da Afirmacao [2.2.1]

Usaremos agora a Afirmacao [2.2.1] para terminar a demonstracao do Teorema [2.2.1]

Fixe um T — &(7) da aplicagdo ponto-conjunto T — ®(z + ty). Aplicando a Afirmacao

juntamente com ([2.16]) temos
1
2l [l =7 | (&), ype
0

Portanto, para qualquer n € ®(z), temos

o4yl = el = vinw = || e yiar— ] =1 ] Lerm -nmar 219)

Uma vez que, para cada T € [0, 1], &(T) € @(z+ 1Y), e Ty = (2 + TY) — 2, concluimos a

partir de (2.19) que

1
(max{||z + zy|l, [|zI|})" ( [Tyl )
z+yl|" —||z[]|" —r(n, >rKJ ) ,
| y|| lz|| Mm,v) . - X 2 max{|[z + ty]|, ||}

para todon € ®(z), onde a tltima integral existe por que dx é nao-decrescente. Tomando

o infimo sobre 1 € ®(z) no lado esquerdo da tltima desigualdade e usando (2.15)), temos

" (max{]|z + 1y, IIZII})TSX( Iyl
2max{||z + tyl], [|z]]}

Do(x,z) > rKJ
0 T

) dr.  (2.20)
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Claramente, max{||z + ty||, ||z||} < ||z|| + T/ly||. Usando novamente o fato de que dx ¢

mondétona, segue que

Iy ) ( Iy ): ( Tt )
5X(2max{||z+ryu,||zu} >\ e =) = > e} B

pois |ly|| =t. Agora, nds afirmamos que

T
maxt[|z + 7yll, |z} = 5[yl

Isto é claro se ||z|| > [Jy||. Caso contrario, temos ||z|| < 3|ly|| e, portanto,

Tt

T T
Iz +yll = I - Tyl = llzll = =iyl = Slyll = Slvll = (2.22)

e o resultado é valido. Substituindo (2.21)) e (2.22) em (2.20) temos que, para todo

x € U(z,t),
t\" ! Tt
Dy(x,z) > 1K | = Ty () dt.
olx.2) 2T (2> L X(2(||z\|+rt))

Tomando o infimo sobre x € U(z,t) no lado esquerdo da tltima desigualdade e usando

(2.5) obtemos
t T
Vel(z,t) > 1K (5)

onde a ultima desigualdade é valida por que X é uniformente convexo. Isto completa a

! t
J T 15y (T—> dt > 0, (2.23)

0 2(]|z]| + Tt)

demonstracao. O

Também vamos assumir a seguinte condigao sobre @, expressa em termos de sequéncias,
que pede a continuidade uniforme de V¢ em subconjuntos limitados de D°.
B3: Se {uk} ¢ D’ e (v} € D’ sdio sequéncias limitadas tais que limy_,o ||U* — Vv¥|| = 0,
entao

lim (Ve (u*) — Ve (")) =0.

k—o00

A condicao [B3| foi inicialmente introduzida em [24].

Lema 2.2.1. Suponha que D, verifica . Sejam (U} € D e {v€} ¢ D° limitada, tais
que

. k .
kh_r)r;OD(p(u ,vo) = 0.

Entao limy_,o(UX —V¥) = 0, e assim {u*} é limitada e todos os pontos de acumulacdo

fracos de {u*} e {V¥} coincidem. Além disso, se {u¥} c D’ e D, fuemﬁca entao

lim [|[Ve(u*) — Ve (v*)| = 0.

k—o0
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Demonstracdo. Suponha, por contradicao, que existam duas sequéncias {u*} e {v¥} con-
tidas em D’ e tais que {V¥} ¢ limitada e limy_,s D¢ (1, v¥) = 0, mas {Ju® — v¥|} nao
converge a zero. Entdo, existe um t > 0 e subsquéncias {u"}xen € (Vi heen de {uWheen
e {v'}ien, respectivamente, tais que t < [[v'* — u'*|| para todo k € N. O conjunto

E := {v¥[k € N} é limitado. Consequentemente, para todo k € N, temos
Do (W™, v5) = v (v, ut = vi¥[[) > v (v, 1) > inf vy (x, 1),
xXe

e isto implica que imé Ve(x,t) = 0, o que contradiz a hipé6tese . A segunda parte é
X€

ébvia a partir da hip6tese B3] O
A préxima proposicao estabelece as propriedades da continuidade de V.

Proposicao 2.2.5. A aplicacio Ve : D° — X* demicontinua. Em outras palavras, é

continua em qualquer x € D° da topologia forte de X para a topologia fraca de X*. Em

1

sl 1P

particular, se X* € estritamente convexo e @ = , entao a aplicacao de dualidade

] =0¢: X — X* € demicontinua.

Demonstracao. Ver [7, Proposigao 2.8, pag. 19]. O



Capitulo 3

Problema de Equilibrio

3.1 Definicao do Problema de Equilibrio

Seja X um espago de Banach reflexivo. O problema de equilibrio de f em C consiste em
encontrar x* € C, tal que

f(x"y) 20, Vy e C,
onde C C X é um conjunto nao-vazio, convexo e fechado e f: C x C — R ¢é uma bifuncao
satisfazendo as seguintes condigoes:
(P1): f(x,x) =0, para todo x € C.
(P2): f(-,y) : C — R é hemicontinua superior para todo y € C, isto é,

lim sup f(tz+ (1 —t)x,y) < f(x,y), Vx,z € C,

t—0t

(P3): f(x,-): C — R é convexa e semicontinua inferior para todo x € C

Denota-se o problema de equilibrio de f em C por PE(f, C). O conjunto solucao do
problema PE(f, C) sera denotado por S(f, C).

Em 1994, Blum e Oettli [27] mostraram que o PE(f,C) tem como casos particulares
varias classes de problemas, tais como: problemas de otimiza¢ao convexra, problemas de
ponto fizo, problema de equilibrio de Nash em jogos nao-cooperativos, problemas de de-
sigualdade variacional e problemas de complementaridade. Em cada caso, os problemas
podem ser modelados a partir de fungoes auxiliares que satisfazem nao somente a condicao

(P1), como também e|(P3), caracterizando assim um caso de problema de equilibrio.

Estudaremos esses casos mais adiante.

40
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Associado ao problema de equilibrio PE(f, C) existe ainda um outro problema, cha-
mado problema dual de PE(f,C), que consiste em encontrar y* € C tal que f(x,y*) <0
para todo x € C. O conjunto solucao do problema dual sera denotado por S4(f, C).

Com o objetivo de analisar a existéncia e unicidade dos problemas de equilibrio, vamos
considerar as seguintes propriedades:

(P4): f(x,y) + f(y,x) <0, ¥x,y € C (monotonicidade)

(P4°): Existe 0 > 0 tal que f(x,y)+f(y,x) < (Ve (x)—Ve(y),x—y), para quaisquer
x,Yy € C, onde @ é como na definigao 2.1.1]

(P5): Para toda sequéncia {u™} C C satisfazendo lim,, ., ||[u™|| = oo, existem u € C

e ng € N tais que f(u™,u) < 0 para todo n > ng.

Observagao 3.1.1. Se X* € estritamente convexo e @ = (1/2)|| - ||?, entdo o lado direito

da expressao na condicao |(P4°)| se reduz a

Jx) =Ty, x —y).

3.2 Casos particulares

Nesta secao veremos que o Problema de Equilibrio pode ser aplicado a resolucao de di-
versos problemas: Otimizacao Convexa, Problema de Ponto Fixo, Problema de Equilibrio
de Nash em jogos nao cooperativos, Problemas de Desigualdade Variacional e Problema
de Complementaridade. Abordaremos estes problemas como casos particulares do Pro-
blema de Equilibrio PE(f, C) e, logo depois, exibiremos um exemplo que nao se encaixa em
nenhum dos casos anteriores, refutando assim a generalidade do Problema de Equilibrio.

Os casos particulares apresentados a seguir foram baseados em [27]. Em geral, nesses
casos consideraremos que X é um espaco topoldgico real, X* seu dual topoldgico e que

(-,-) : X* x X = R é uma forma bilinear continua.

3.2.1 Problema de Otimizacao Convexa

Sejam X um espaco topoldgico real e h : X — R U{oco} uma funcao convexa, semicontinua

inferior e propria. O problema de otimizacdao convexa consiste em:

Encontrar x* € C tal que (3.1)
h(x*) < h(y) para todo y € C, .
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onde C ={u € X: f(u) < oo} é convexo e fechado. Este tipo de problema possui diversas
aplicagoes e ja existe uma teoria rica e bem desenvolvida sobre ele. Podemos citar, por
exemplo, as referéncias [8] e [10].

O resultado a seguir mostra a relagao entre o Problema de Equilibrio e o Problema de

Otimizacao Convexa.

Teorema 3.2.1. Seja f: C — R U{oo}, onde f(x,y) = h(y) —h(x) e h: X — R U{oco}
€ uma funcao convexa, semicontinua inferior e propria. Entao f satisfaz as condicoes
P1) — (P3)| e, além disso, x* € C € uma solug¢ao para o problema de equilibrio PE(f, C)
se, e somente se, X* € uma solucdao de .

Demonstracao.
[P1} f(x,x) =h(x) —h(x) =0, para todo x € C.
P2t f(-,y) : C — R ¢ hemicontinua superior para todo y € C, isto 6,

lim sup f(tz+(1—t)x,y) = limsup[h(y)—h(tz+(1—t)x)] = h(y)—h(x) < f(x,y), Vx,z € C,

t—07* t—07*

: f(x,-) : C = R é convexa e semicontinua inferior para todo x € C.
Provaremos primeiro a convexidade de f. Sejam y,z € C e t € [0,1]. Uma vez que h é

convexa, temos

f(x,ty+ (1 —t)z) = h(ty+ (1 —1t)z) —h(x)
< thiy) + (1 —t)h(z) — th(x) — (1 — t)h(x)
= t[h(y) —h(x)] + (1 —t)[h(z) — h(x)]
= tf(x,y) + (1 —t)f(x,z).
e assim temos f(x,-) é convexa para todo x € C.

A semicontinuidade inferior de f(x,-) segue do fato de h ser semicontinua inferior. Dada

{y*hen uma sequéncia em C tal que y* — y tem-se

liminf f(x,y*) = liminf [h(y*) —h(x)]

k—o0 k—o0

lim inf h(y*) — h(x)

k—o0

WV

WV

h(y) —h(x)

f(x,y).

provando, portanto que para todo x € C , f(x, ) é semicontinua inferior.

Para a prova da segunda parte, basta notar que se x* € C é uma solugao do problema
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PE(f, C), entao
f(x*,y) > 0, para todoy € C & h(y) —h(x*) > 0, para todoy € C, (3.2)

0 que ocorre se, e somente se, h(y) = h(x*), para todo y € C, donde segue que x* € C é

solugao de (3.1)). A reciproca é ébvia a partir de (3.2)). O

3.2.2 Problema de Ponto Fixo

Seja X um espago de Hilbert com produto interno (-, -) : X x X = R. Dado um conjunto
convexo e fechado C C X e uma aplicagao continua T : C — C, o problema de ponto fixo

consiste em:
Encontrar x* € C tal que

T(x*) = x*.

(3.3)

A seguir mostremos como (3.3 pode ser formulado no formato de um problema de

equilibrio.

Teorema 3.2.2. Seja f: C x C — R dada por f(x,y) = (x — T(x),y — x).
Entao
(i) f satisfaz|(P1) — (P3)};
(i1) T tem um ponto fizo se, e somente se, S(f,C) £ 0;
(iii) f satisfaz[[P4)] se, e somente se, (Tx — Ty, x —y) < [[x —yl|?, Vx,y € C.

Demonstragao. (i) Pela definigao de f temos f(x,x) = (x — T(x),x —x) = 0. Logo, |(P1)

se verifica. Para todo y € C, da continuidade de T temos

limsupf(tz+ (1 —t)x,y) = limsup(tz+ (1 —t)x — T(tz+ (1 —t)x),y — x)
t—0+t t—0+t

= <X'_T(X)7y_x>

< f(x,y),

para quaisquer x,z € C. E assim temos que |(P2)| estd verificada. Agora, dada {y*}en

uma sequéncia em C convergindo para y € C, da continuidade do produto interno temos

0 seguinte
liminf f(x,y*) = liminf(x — T(x),y* —x)
k—o00 k—o0
= <X' - T(X)7U - X>

= f(x,y),
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e assim f(x,-) : C — R é semicontinua inferior. A convexidade de f(x, -) segue da lineari-
dade do produto interno. Portanto, f satisfaz |[(P3)|
(ii) Suponha que x* € C é tal que T(x*) = x*. Entao, para todo y € C, temos
f(x",y) = (x" = T(x"),y —x*) = (0,y —x7) = 0.
Logo x* € S(f, C). Reciprocamente, assuma que S(f,C) # (). Considere x* € S(f,C) e
escolha y = T(x*), assim segue que
0<f(x",y = X—TKx"),y—x"
= —[|IT(x") —x*||.
Implicando [|T(x*) —x*|| =0, ou seja, T(x*) = x*.

(iii) Veja que

fix,y) +fly,x) = x=Tx),y—x) +{y—-Ty),x—y)
= (T(x) =x+y—T(y),x—y)
= (T =Ty, x—y) + Yy —x,x—y)
= (T =Ty, x—y) —[x—yl* ¥xyeC (3.4)

Portanto, o fato de f ser mondétona (isto é, f(x,y) + f(y, x) < 0) é suficiente e necessario

para que se tenha (T(x) —T(y),x—y) < |[[x —y|* Vx,y € C. O

Observacao 3.2.1. Em particular, se T € ndo expansivo, isto é, ||T(x)—T(y)|| < [[x—y],
para todo x,y € C, entdo f é mondtona. De fato, usando (3.4) e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz tem-se

(T(x) =Ty, x —y) =[x —y|*
TG =T x =yl = Ix —yl?
e —ylI* =[x —yl*

0,

f(x,y) + fly,x)

V/AN/AN

para todo x,y € C. Logo, f € mondtona.

3.2.3 Equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos

Na teoria do jogos existem o0s jogos cooperativos e os jogos nao cooperativos. Nos jogos

cooperativos é permitido que os jogadores definam entre si uma escolha de estratégias,
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isto é, os jogadores podem fazer acordos de modo a influenciar os resultados do jogo. No
caso dos jogos nao cooperativos, as decisoes dos jogadores sao baseadas apenas em seu
proprio interesse e, portanto, cada competidor escolhe sua estratégia sozinho.

Na década de 1950, o mateméatico John Forbes Nash publicou importantes artigos na
teoria dos jogos nao cooperativos. Em ,, Nash provou a existéncia de um equilibrio
de estratégias mistas para jogos nao cooperativos, denominado Fquilibrio de Nash, e
sugeriu uma abordagem de estudo de jogos cooperativos a partir de sua reducao para a
forma nao cooperativa.

A seguir apresentamos o problema de equilibrio de Nash. Consideremos um conjunto
com m-jogadores que denotamos por I = {1,2,---, m}. Para cada jogador i € I, asso-
ciamos um conjunto de estratégias, digamos C; C R™, o qual assumimos ser nao vazio,
convexo e fechado. Denotemos C = C; x Cy x - - - X Cyy, 0 conjunto de todas as estratégias
dos m-jogadores, o qual chamamos espaco de estratégias do jogo. Para cada competidor

i € I, considere uma fungao continua

f11C—>R

x — fi(x)

a qual é convexa no i-ésimo argumento e que associa o ganho (payoffs ou custo), fi, do
i-ésimo jogador a cada estratégia x € C..
O Problema de Equilibrio de Nash em Jogos Nao Cooperativos associado a {Ci}icr e

{fi}ie1 consiste em:

Encontrar x* = (x{)ie; € C tal que Viel, (3.5)
fulx*) < filxf, - X 1, Y0, x5, -, x5) Vi € G
Em outras palavras, isto nos diz que nenhum jogador tem qualquer ganho por mudar
apenas suas estratégias. O ponto x* é chamado de equilibrio de Nash.

Podemos estabelecer a seguinte a relagao entre equilibrio de Nash em jogos nao coo-

perativos e o problema de equilibrio.

Teorema 3.2.3. Seja f: C x C — R, dada por

m

f(x,y) = Z (fi(xla S XL Y Xig s Xm) —fi(X)),

i=1
entao f satisfaz|(P1) — (P3). Além disso, x* € C € um equilibrio de Nash se, e somente
se, x* € S(f, C).
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Demonstracdao. Da definicao de f, temos

m

%) =D (Filxa, - Ximt, Xa, Xign, o 5 Xm) — Fi(x)) = 0.

i=1
Portanto, f satisfaz|(P1)l Da continuidade das f; temos que

m

lim inf f(vak) = liminf (fi(xla U )Xiflay}?’ Xigl, e ,Xm) - fl(x))
k—o0 k—o00 P
m
= Z(ﬂ(xb'“ » Xi—1, Yis Xip1, 7Xm)_fi(x))
i=1

= f(X,y) = f(X,y),

para toda sequéncia {y*} C C convergindo para y € C. Isto significa dizer que a funcao
f(x,:) : C — R é semicontinua inferior para todo x € C. Note que, para todo y € C,

temos

limsup f(tz + (1 —t)x,y) =

t—0t
limsup ) %, (filtze + (1 —t)x1, -+, Yi, o+ s tzm + (1 —t)xm) — filtz+ (1 —t)x)) =
t—0t
Zin;l (fi(Xb C L Xie L Y Xig 5 Xm) — fi(X)) =
f(x,y) < f(x,y),

para quaisquer x,z € C. Portanto, f satisfaz [(P2)l Agora, sejam y,z € C e A € [0, 1].

Pela convexidade de C e das f; em cada argumento obtemos

f(X, (1 - 7\)9 + }\Z) = Z (fi(xb T, Xi—1, (1 _7\)91 + }\Ziaxi+17 T 7Xm) - fl(x))
i=1
g (1 _}\) Z (fi(Xb oy Xi—1, Yy Xig1, 7Xm) - fl(x)) +
i=1

AZ (Fulxa, -+ X1, 2, X, -+ 5 Xm) — fi(X))
i=1
= (1 —=A)f(x,y) + Af(x, z).
o que prova que f(x,-) é convexa. Consequentemente, a condigao [(P3)|¢é valida.

Suponha agora que x* € C ¢é um equilibrio de Nash, isto é, que x* satisfaz (3.5]) para todo

i€l Entao
folx], o XY X, s xm) = fi(x™),  Vyi € Gy,

isto é,
m

f(X*ﬂJ) = Z (fi(xi e 7X::—17yivxi*+1> to 7Xjn) _fl(X*)) = 07 V91 € Ci-

i=1



Capitulo 3. Problema de Equilibrio 47

Portanto, x* € S(f,C). Reciprocamente, Se x* € C ¢ tal que f(x*,y) > 0 para todo
y € C, entao para qualquer i € I, tome y € C tal que y; = x{ para qualquer j #* 1,

obtemos
0 < f(X*ay) - fi(XT, e 7Xi*—1ayiax;k+17' o 7Xi:n) _fi(X*)'

Logo, x* é um equilibrio de Nash. O

3.2.4 Desigualdade Variacional

Sejam X um espaco topoldgico real, C C X um subconjunto nao vazio, convexo e
fechado e T : C — X* uma aplicacao continua. O Problema de Desigualdade Variacional,

denotado por VIP(T, C), consiste em

Encontrar x* € C tal que

(T(x"),y—x") =20, VyecC

VIP(T,C) :

As desigualdades variacionais tém oferecido uma grande possibilidade de aplicagoes a
varios problemas fundamentais da matemadtica pura e economica, da fisica matematica,
engenharia, dentre outras. O leitor interessado pode consultar [37]. Abaixo sdo apresen-

tados dois exemplos simples onde aparecem desigualdades variacionais.

Exemplo 3.2.1. Seja f: [a,b] — R uma fungao derivdvel. Buscamos o ponto xo € [a, b]
para o qual

f(xp) = min f(x)
x€la,b]

Treés situacoes pode ocorrer:
(i) se a < xo < b, entdo f'(xg) = 0;
(ii) se xo = a, entdo f (xg) > 0;
(iii) se xo = b, entdo f (x) < 0.

Consequentemente, o ponto X, satisfaz a desigualdade variacional
(Vf(x0),x —%xg) =20 VxE€l[a,b].

Exemplo 3.2.2. Seja C C R™ convexo, fechado e h: C — R uma fung¢ao diferencidavel.

Desejamos caracterizar o ponto xg € C tal que

h(xg) = 1;%1%1 h(x).
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Suponha que xXo € um ponto onde o minimo € atingido e seja x € C. Uma vez que C €
convezo, o segmento (1 —t)xg + tx = xo + t(x — xq) pertence a C para todo t € [0, 1].
A funcao

Y(t) =h(x+tlx —x)), 0<t<,
é tal que P(0) = h(xY) e, portanto, atinge seu minimo em t = 0. A partir do ezemplo
anterior, temos que

!’

W (0) = (Vf(x0),x —x0) =0, para todo x € C.
Consequentemente, o ponto Xg satisfaz a desigualdade variacional
(Vf(xo),x —x0) =20 V¥x € C.
A seguir mostraremos a relacao entre [VIP(T, C)[e o problema de equilibrio.
Teorema 3.2.4. Seja f: C x C — R dada por f(x,y) = <T(x),y —x>. Entao f satisfaz
P1) — (P3). Além disso, x* € solugdo de VIP(T,C) se, e somente se, x* € S(f, C).
Demonstracao. Para todo x € C, f(x,x) = <T(x),x—x> = (T(x),0) =0. E assim, |(P1)[é
verificada. Da continuidade de T e (-, ) temos que, para todoy € C,
limsup, o+ f(tz+ (1 —t)x,y) =limsup,_ o (T(tz+ (1 —t)x),y — (tz+ (1 — t)x))

= <T(X)7U - X)

= f(x,y) < f(x,y),
para todos x,z € C, o que mostra que a condicao é valida. Seja f(x,-): C — R dada
por f(x,y) = <T(x),y—x>. Uma vez que C é um cone convexo, temos que (1—t)y+tz € C,
para todos y,z € C e t € [0,1]. Entao,

fix,(1—thy+tz) = (T(x),(1—tly+tz—x)

= <T(x), I—thy+tz—(1—t)x— tx>

= (T(x), (1 =t)(y —x) +t(z—x))

= (1—t)(T(x),y—x) +t(T(x),z—x)

= (1—1)f(x,y) + tf(x, z).
Logo, f é convexa. Provemos que f(x,-) é semicontinua inferior para todo x € C.

De fato, considere {y*h.cny C C uma sequéncia tal que limy_,o, y* =y. Uma vez que C é

fechado, temos que y € C. Pela continuidade de T, temos

.. KY _ e - k _ . _
hlzrigor.}ff(x,y )_11lzri>1orgf<T(x),y x) = (T(x),y —x) = f(x,y).
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Logo, f(x,-) é semicontinua inferior para todo x € C. Consequentemente, é valida.
Suponha agora que x* € S(f,C). Pela definicao de f, temos <T(x*),y — x*> > 0 para
todo y € C. Logo, x* é solugao de VIP(T, C). Reciprocamente, suponha que x* resolve
VIP(T, C). Entao, para todo y € C se tem <T(x*),y —x*> > 0, isto é, f(x*,y) > 0, para
todoy € C. Logo, x* € S(f, C).

3.2.5 Problema de Complementaridade

Sejam X um espaco topoldgico real, C C X um cone convexo e fechado e T : C — X* uma

aplicagao continua. O problema de complementaridade consiste em

PC(T.C) - Encontrar x* € C tal que
T(x*) e C*e <T(x*),x*> =0,
onde C* ={& e X*; (§,d) >0, Vde C}éo cone polar de C.

Segundo George Isac [33], a origem do problema de complementaridade esta talvez no
Teorema Karush-Kuhn-Tucker para programacao nao-linear. A teoria de complementa-
ridade é importante pois ela pode ser usada para modelar problemas em véarias areas do
conhecimento, tais como: teoria de equilibrio em uma economia competitiva, engenha-
ria, teoria de elasticidade, otimizacao em RT, teoria dos jogos, maximizacao de producao
de dleo, calculo de pontos fixos e etc. Algumas dessas aplicagoes sao encontradas nos
trabalhos de George Isac [33].

A seguir apresentamos um exemplo que pode ser formulado no formato de um problema

do tipo PC(T, C).

Exemplo 3.2.3. Consideremos um sistema com n diferentes mercadorias (bens de con-
sumo) e m comerciantes comprando e vendendo estas mercadorias. Sejam u' : R™ —
R (i=1,2,---,m) fungoes de utilidade de cada comerciante. Assim, certamente cada

comerciante desejard resolver o problema:

max  u'(x), (3.6)
s.a (pox) < (powd)

onde:
P = (p1,P2, - ,Pn) — vetor prego, i.e, pi € preco do i-ésima bem (pi = 0);
wh = (whwil .- wl) — vetor de mercadorias disponivel ao i-ésimo comerciante;

X = (X1,X2, - ,Xn) — vetor de bens que cada comerciante deseja obter.
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Portanto, cada comerciante deseja maximizar sua utilidade, Wi, sujeito a uma restricao
or¢amentdria, (p,w'). Uma solucdo de (@ ¢ denotada por x'(p), consideremos a fungdo

f:R™ — R™ definida por

i=1

a qual serd chamada funcao excesso de demanda.

Neste caso, a Lei de Walras afirma que, para o preco equilibrio p, devemos ter
f(p) € R e <p,f(p)> = 0 (Ver Mas-Colell [34)], pdginas 580-581). Isto €, temos que
encontrar o equilibrio economico. Neste caso € necessdrio resolver o sequinte problema de

complementaridade:

Encontrar p € R} tal que
f(p) e RT e (f(p),p) =0,

implicando que C* =RT e T = f.

PC(f,C):

onde X=X*=R" ¢ C =R"

+

Agora, sabendo da importancia do problema de complementaridade em vérias areas do

conhecimento, vamos apresentar a relagao entre esse problema e o problema de equilibrio.

Teorema 3.2.5. Sejam T e C como em [PC(T, C)| Se f(x,y) = <T(x),y —x> para todo
x,y € C, entao f satisfaz|(P1) — (P3). Além disso, x* € uma solu¢ao de PC(T,C) se, e

somente se, x* € uma solucdao de PE(f,C).

Demonstracao. Pelo Teorema , a fungao f(x,y) = <T(X),y —X> satisfaz as condicgoes

(P1) — (P3)| Suponha agora que x* seja solucao do problema [PC(T, C). Isso implica que
T(x*) € C* (ie., (T(x*),y) >0, Vy e C)e (T(x*),x*) =0. Assim,

f(x"y) = (T(x"),y —x") = (T(x"),y) — (T(x"),x") = (T(x"),y) > 0.

Reciprocamente, suponha que x* € S(f,C). Entao f(x*,y) = <T(x*),y — x*> > 0, para

todoy € C. Assim, tomando y = 2x* temos
0 < (T(x),y —x7) = (T(x"),x") (3.7)
e por outro lado, tomando y = 0, segue
0 <(T(x*),y —x*) = (T(x"), —x*) = —(T(x*),x*). (3.8)

De () e () segue que <T(x*),x*> = 0 e, portanto, <T(x*),y> > (0 para todoy € C,
isto é, T(x*) € C*. Logo, x* é solucao de PC(T, C). ]
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Observacao 3.2.2. Observe que a prova do Teorema seque quase as mesmas linhas
do Teorema|3.2.4]. Isto acontece por que pode-se considerar o problema de complementa-

ridade como um caso particular de desigualdade variacional.

3.2.6 A generalidade do Problema de Equilibrio

Nesta secao, com o objetivo de mostrar a generalidade do Problema de Equilibrio,
apresentaremos agora o seguinte exemplo (na forma de proposicao), o qual satisfaz as
hipéteses basicas do PE(f, C) porém nao se encaixa em nenhum dos casos particulares

citados nas segoes anteriores. Este exemplo foi baseado no trabalho de Iusem e Sosa [29).

Proposicao 3.2.1. Considere X = C =R? ¢ f: R? x R? = R U {oo} definida por

f(x,y) = [[y]I> — [IX]I” + x1y2 — %21, (3.9)

onde x = (x1,%2), Yy = (y1,Y2) e ||x]| #0. Entao

(i) f satisfaz|(P1) — (P4)|

(ii) Nao existe h: R? — R tal que f(x,y) = h(y) —h(x).

(iii) Nao existe T : R? — R? tal que f(x,y) = (x — Tx,y — x).
(iv) Nao existe T:R?* — R? tal que f(x,y) = (T(x),y — x).

Demonstragao. (i) De fato, considere x,y,z € R® e t € (0, 1)

f(x,x) = ||[x[|2 = |Ix]|? + x1x2 — Xax1 = 0
(P2)| Para quaisquer x, z € R?, temos

lim sup f(tz + (1 — t)x, y)

t—0t

= limsup [[ly[|* — [tz + (1 — t)x||* + (tz1 + (1 — t)x1)ys — (tzo + (1 — t)x2)y1]
t—0t
= [yl = [Ix]I* + x1y2 = x2y1 = f(x,y) < f(x, y),

para todo z € R2,
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Mostraremos primeiro que f(x,-) : R? — R é convexa para todo x € R2. Temos

fix, (1 =ty +tz) = [[(1—t)y +tz]* — [[x[* +x: [(1 = thyo + tzo]
— X2 [(1 —t)yl +t21]
= [[(1 =ty +tz||* — [|x]|* + (1 — t)x1y2 + tx12o

— (]_ — t)ngl — tXQZl

/A

(1—t) [||y||2 — [Ix]I* + x1y2 — X2U1}
+ izl = IIxX]* 4+ x122 — %221

(1 —t)f(x,y) + tf(x,z).

Agora seja {y*} = {(y¥, y5)} uma sequéncia em R? tal que y* — y € R% Assim

liminf f(x,y*) = liminf [[[y*|* — ||x]|* +x1y5 — x2y7]
k—o00 k—o00
= liminf |[y*|* — ||x||* + %1 lim inf y§ — x5 lim inf y*
k—ro00 k—o00 k— 00

= Jyll* = IxII* + x1y2 — x2y

= f(x,y).

Portanto, f(x,-) é semicontinua inferior para todo x € R2.

(P4)l Temos que f é mondtona, i.e, f(x,y) + f(y,x) <0 Vx,y € C. De fato,
0, y) + Fly, %) = [[[yll* — Ix[I* +x1ys —xays] + [[IX[I* = [[y[I* +yixe —y2x1] = 0.

(ii) De fato, uma vez que ||x|| # 0, a funcdo f dada em (3.9) nao pode ser separada na
forma f(x,y) = h(y) — h(x).

(iii) Suponha que exista T : R? — R? tal que f(x,y) = (x — Tx,y —x) V x,y € R2
Escolhendo-se um x € R?, com ||x|| # 0 e tomando y = 2x e y = 3x, respectivamente, se

tem

(x — Tx,x) = 4||x[|* — [|x||* + 2x1x2 — 2x9%; = 3||x||* e (3.10)
(x —Tx, 2x) = 9||x|* — [Ix[|* + 3x1%x2 — 3xax1 = 8[|x|%, (3.11)

donde segue
(x — Tx, x) = 5||x||*. (3.12)

De (3.10) e (3.12) obtemos |[x||* = 0, e daf que ||x|| = 0, contrariando a hipétese que

assumimos originalmente de que ||x| # 0. Portanto, nio existe T : R* — R? tal que
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fix,y) = (x —Tx,y — x).

(iv) Com efeito, suponha que exista T : R? — R? tal que f(x,y) = (T(x),y — x). As-
sumindo que ||x|| # 0, tome y = 2x e y = 3x, respectivamete. Procedendo de maneira
andloga a prova do item (iii), chega-se & mesma contradigdo. Consequentemente, tal

aplicacao T nao pode existir. O



Capitulo 4

Uma regularizacao de Bregman para
a solucao de Problemas de Equilibrio

em espacos de Banach

4.1 Sobre o Método de Ponto Proximal

O Método de Ponto Proximal, cuja formulagao basica se deu com o trabalho de Rockafellar
em [30], é um procedimento para encontrar zeros de um operador mondtono maximal
T:H — P(H), onde H é um espaco de Hilbert. O algoritmo gera uma sequéncia {z*} C H,

iniciando com um z° € H, e define z**! como o tnico zero do operador T* dado por
T*(x) = T(x) +vi(x — 2¥), (4.1)
ou ainda,
25T = (I 4+ v, T)71(29), (4.2)

onde {yy} é uma sequéncia limitada de nimeros reais chamada de coeficientes de requla-
rizag¢do e 1 é o operador identidade. Foi provado em [30] que para um operador monétono
maximal T, a sequéncia {z*} é fracamente convergente a um zero de T, quando T possui ze-
ros, e ¢ ilimitada caso contrario. Tal convergéncia é global, isto é, o resultado mencionado
¢ valido para qualquer ponto inicial z° € H.

Utilizando a notacdo z para a iterada atual z* e T para o operador T¥, entao se

torna T(x) = T(x)+7v(x—2z), com y > 0. A partir dai pode-se definir um procedimeno de

o4
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regularizacao para problemas de equilibrio. Se f for uma funcao satisfazendo |(P1) — (P3),
associamos a ela uma outra bifuncao f:CxC— R, que sera chamada de regularizacao

de f e que é definida como

f(x,y) = fx,y) +v(x — 2,y —x), (4.3)

onde (-,-) é o produto interno de Hey € R, .
No caso de um espaco de Banach X, uma extensdo apropriada de (4.2) pode ser
obtida substituindo o operador identidade pelo gradiente V@ de uma funcao ¢ — R,

estritamente convexa e diferenciavel (no sentido de Gateaux), isto ¢,
2 = [(yiT + Vo) 0 Vol (29) (4.4)

Em [24] foi provado que se T é monétono maximal e possui zeros, entdao {z¥} é limitada e
seus pontos de acumulacao fracos sao zeros de T, desde que @ satisfaga algumas hipoteses
téenicas (B} [B2 e [B3|sdo algumas delas).

Na secao a seguir apresentaremos a regularizacao proposta por Burachik e Kassay em
[1], visando obter um algoritmo de ponto proximal para resolver problemas de equilibrio
em espagos de Banach reflexivos. Utilizaremos como fun¢ao de regularizacao uma fungao
de Bregman que, ao satisfazer certas hipéteses técnicas, garantird a convergencia do al-

goritmo proposto, como veremos mais adiante na Segao [4.3]

4.2 Uma regularizacao de Bregman para problemas
de equilibrio

Sejam X um espago de Banach reflexivo, C C X convexo e fechado e f: C x C — R uma
bifun¢ao tal que valem as condigoes P1, P2 e P3. Seja ¢ : X — R U{oo} uma funcao de
Bregman tal como na Defini¢ao e suponha C C D°.

Fixey >0ex € C C D°. A regularizacdo de f serd denotada por f: Cx C — R e

definida por

f(x,y) =f(x,y) +v(Vo(x) = Ve(x),y —x). (4.5)

Considere uma bifun¢ao g : C x C — R. De acordo com ( [25], pdg. 130), o operador

resolvente induzido pela fun¢ao de Bregman @ é a aplicagao ponto-conjunto Resg X=C



Capitulo 4. Uma regularizagcao de Bregman para a solugao de Problemas de
Equilibrio em espacos de Banach 56
dada por

Resg (x) :={z € C:g(z,y) + (Vo(z) = Vo(x),y —z) >0, Vy € C}.

Esta definicao e 1} implicam que % é solucao de PE(f, C) se, e somente se, X € Res? +(x).
Y
De fato, para todo y € C,

. _ L. . . _ .
X € Reng(X) ~ _f(xay) + <V(p(X) - V(P(X)JJ _X> > 07

Y
isto é,

e como y > 0, segue-se que f(x,y) > 0.

Proposicao 4.2.1. Tome X € C e suponha que C C D°. Suponha que f satisfaz as
condi¢ées P1 —P3 ¢ P4° com O <. Entdo, f satisfaz as condi¢ies P1 — P4. Além disso,
se para cada sequéncia {u™} C C tal que limy o ||[U™]| = oo, tivermos

(P6): liminf,, .o [f(x,u™) + (y —0)(Veo(Xx) — Vo (u™),x —u™)] > 0,

entdo f satisfaz a condi¢do P5.

Demonstragao. E claro que f satisfaz & condicdo |(P1)], pois

f(x,x) = f(x,x) + y(Vo(x) — Vo(x),x —x) = f(x,x) = 0.

A funcdo y — s(y) = (Vo(x) — Vo(x),y — x) é convexa e continua. De fato, dados

u,ve Cetel0,1], entao

(Vo(x) = Ve(x), (1 —thu+tv—x) =
(Vo(x) = Ve(x), (1 —thu+tv— (1 —t+t)x) =
(1—t)(Ve(x) — Vo(X),u—x) + t{(Ve(x) — Vo(X),v—x),
isto ¢,
s((1—thu+tv) < (1 —t)s(u) +ts(v).

A continuidade de s é imediata da continuidade de V¢ (vide Proposigao [2.2.5). Desses
dois fatos segue que f satisfaz & condicao |(P3)l Agora, para mostrar que f satisfaz &
condicao |(P2)| provaremos primeiro que a aplicacao

x = (Vo(x) —Ve(x),y —x)
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é continua para todo x € C. Seja{u™} C C uma sequéncia fortemente convergente a x € C.

Entdo (Ve (x),u™) — (Ve(x),x), enquanto que (Ve (u™),y —u™) = (Vo(x),y —x)
pela Proposigao [2.2.5] Assim,

(Vo(u™) =Ve(x),y —u™) = (Vo(x) = Vo(x),y — x),

como querfamos provar. Agora, usando o fato de que x — (Vo(x) — Vo(x),y —x) é
continua e que f satisfaz |(P2)| segue imediatamente que f também satisfaz |(P2)|

Afirmamos agora que f satisfaz & condicao |(P4)l De fato, pela condicdo |[(P4°)| temos que

f(x,y) +f(y,><) =

f(x,y) +v(Ve(x) =Vo(x),y —x) +f(y,x) +v(Ve(y) = Vo(x),x —y) =
f(x,y) +fly,x) = v(Ve(y) —Vo(x),y —x) <
0—v)(Vely) —Ve(x),y—x) < 0

Agora provaremos que f satisfaz & condicdo [(P5)l De 1) temos que

flu™, x)

(u™, %) +v(Ve(u") — ch(fc),fc —u™)
(u™, %) = y(Ve(x) = Vo (u"),x —u")
—f(x,u™) — (y = 0)(Ve(X) = Vo(u"),x —u")
—(f(x,u™) + (y = 6)(Vo(X) — Vo(u™),x —um)),

f
f

(4.6)

//\

onde a desigualdade segue da condigao de f, pois
flu™, %) + f(xu™) < 0(Ve(x) — Ve(um),x —u™).

Por hipdtese, existe ng € N tal que a expressdo entre parénteses em (4.6)) é nao-negativa

para todo n > ny. Dai segue imediatamente que f satisfaz (P5) O

Corolério 4.2.1. Se f satisfaz com 0 <y, e assumindo ainda que
(i) C € limitado, ou
(ii) X* € estritamente convexo e @ = (1/2)|| - ||?,

entdo f satisfaz & condicdo |(P5)|

Demonstracao. Usando a Proposicao é suficiente provar que a condicao vale
sob (i) e (ii). No caso (i), isto é, quando C é limitado, a propriedade se verifica
trivialmente por vacuidade, pois nao existe sequéncia {u™} C C tal que limy _, [|u™]| = 0o

Agora devemos provar que (ii) implica a condigao . Note que neste caso Vo = J.
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Pelo Teorema [1.1.5| sabemos que | estd bem definida e é continua. Tome uma sequéncia
{un} em C tal que ||u™|| — oo e defina A, = (J(X) — J(u™),x —u™). Nossas hipdteses

implicam que
An = (|Ix|| = [e™]))? > 0, para n suficientemente grande. (4.7)

Pata isto basta notar que

ll + ™ = (J(x), u™) = J(u™), %) >
el + ™ 1 = TG ™ [ = 1T ™) %[ =
5]l + ™ 1 = 20w | = (%] = [[w™])* > 0.

Afirmamos que Dom 0f(x,-) N C # (). De fato, o subdiferencial de uma funcao convexa,
prépria e semicontinua inferior é monétono maximal em qualquer espaco de Banach (ver
por exemplo [14, Teorema A, pag. 210]). Se estendermos a fungao f(X, ) a todo o espago
X, definindo-a como oo fora de C, entao 0f(X,-) é mondétono maximal. Por outro lado,
o operador T : X = P(X*), definido por T(x) = @ para todo x € X é certamente nao-
mondétono maximal, porque seu grafico é mondtono e estritamente contido no grafico
de todo operador monétono maximal nao trivial. Deste modo Dom 0f(X, -) é nao-vazio.
Agora, uma vez que 0f(x,z) = () para todo z € C, segue que Dom 0f(x,-) N C # (.

Consequentemente, existe v € 0f(X, x) para algum x € C. Sendo assim, podemos escrever

f(*? un) > f(ia )2) + <\), u" — )A(>

= f(%,%) — (v, %) + (v,u") (48)
= A= Blur,
onde A :=f(x,X) — (v,x) e B :=||v||«. De modo geral, temos

lim inf[(x,u") + ( — 0)An] > liminf[A — B + (y — 0) (%] — [u™[)?) = oo

n—oo

e entao a condicao |(P6)| é estabelecida sobre f. Pela Proposigao concluimos que a

condicao |(P5)| é vélida para f neste caso. H

O préximo resultado estabelece a existéncia e a unicidade de solugao de PE(f, C).
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Corolério 4.2.2. Considere todas as hipdteses da Proposicao vdlidas. Entao valem

as sequintes afirmagoes:
(i) Se a condigda ¢ vdlida, entdo PE(f,C) admite pelo menos uma solugao.
(ii) Se @ € estritamente convexa, entdo PE(f, C) admite no mdzimo uma solugao.
De modo geral, se vale a condicdo |(P6)| e @ € estritamente conveza, entio PE(f,C)

tem uma unica solucao.

Demonstracao. Da Proposicao m temos que f satisfaz a condicao |(P5). Usando agora
[28, Teorema 4.3, pag. 270] obtemos que PE(f, C) possui uma solucdo. Isto prova (i).

Para provar (ii), suponha que ambos x’ e x” sejam solucoes de PE(f, C). Entdo

0 < f(x',x") =f(x',x") +y(Ve(x') — Vo(x),x" —x'), (4.9)

0 < f(x",x") =f(x",x") +y(VeV(x") — Ve(x),x" —x"). (4.10)

Usando e e a propriedade de f temos
0 < f(x",x")+f(x',x")
=f(x",x") +v(Vo{x') = Vo(x),x" —x')
+H(x",x") +¥(Vo(x") = Vo(x),x" —x") (4.11)
= F(x',x") + Fx",x') = Y (Vo [x") = Vo(x'),x" —X)
< (O =v)(Vo(x") = Vo (x'),x" —x').

Uma vez que 0—y < 0 e V@ é estritamente mondtono, obtemos de (4.11)) que x’ =x". O

No resultado a seguir assumiremos que @ ¢ coerciva, isto é, lim
[[x[| =00

Corolario 4.2.3. Seja @ uma funcao coerciva e Gateauz diferenciavel. Se a bifun¢ao

g : C x C — R satisfaz as condigdes |(P1)], |(P2)} |(P3)| e [(P4)], entdo Resg(x) # 0, para
todo x € C.

Demonstragao. Note que todas as hipéteses do Coroldrio [.2.2] sao véalidas. Portanto, é
suficiente provar que a condi¢ao ¢ valida quando @ ¢é coerciva. Tome uma sequéncia
{un} C C tal que limp o [|[U™]| = 00 e defina A, = (V(X) — Vo (u™),x —u™). Usando

a convexidade de ¢ podemos escrever

A, =(Ve(x),x—u™) —(Ve(u™),x —u™)
> (Vo(x),x —u™) + [pu™) — o(x)] (4.12)
_ Nl [ Ve (x)x—u™) | eu™)  @(X)
= [l Tl T ] ||un||]
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Por outro lado, podemos escrever
f(x,u™) > A — B|[u"|| (4.13)

onde A := f(X,x) — (v,X) e B := ||v|«, assim como na prova do item (ii) do Corolario

4.2.1} Combinando (4.12)) e (4.13)) e rearranjando a expressao resultante, temos

lim infn—)oo [f(f(’ un) + (Y - e)An]
> liminf o [A = B[] + (y — 0)w| ({TRA0 4 glur) — e ]

[lum ] [url — Jlun]
. Ve (%) xun N )
= liminf,_ o [A—l— (v — &) |Ju™|| << (Pﬁ‘xin] LU qﬂﬂiﬂ) — ﬁﬁ:ﬁ — (YEQJ)] :

A hipétese de coercividade implica que a expressao no interior dos colchetes tende ao

infinito e, portanto, a condicao é estabelecida. O

Observacao 4.2.1. O coroldrio anterior prova que a condi¢ao € uma condi¢cao mais
fraca que a hipdtese de coercividade. Além disso, a condi¢cao € estritamente mais
fraca que a coercividade, desde que existam funcgoes de Bregman que nao sejam coercivas,
mas satisfacam a condicdo . Seja X =R, C C (0,00) e considere @(x) =x—logx+1.
Esta funcao nao € coerciva, uma vez que limy_,o, @ (x)/Xx < 0o. Entretanto, € fdcil verificar
a partir da defini¢ao que a condigdo vale desde que y—0 seja suficientemente grande.
De fato, seja t, — oo. Com a notacao usada no Coroldrio com t no lugar de X e

tn ao 1nvés de u™, podemos escrever

[f(t,tn) + (v —0)An] > A—Btn + (v —0)[(@'(t) — @’(tn)) (t — tn)]
=A—-Bt,+(y—0)(t;' =t (t—t,)
= A — Bty + (v — 0)(t — tn)2(tt,) "
— Aty [Vt;e (1—%)2—8}.

Note que a expressao do lado direito entre colchetes € positiva para y — 0 e n suficiente-

)
)

mente grandes. Assim, a condicao [(P6)| € vdlida neste caso. Qudo grande deve sery — 0

também depende da bifuncao f, através do nimero B.

Coroléario 4.2.4. Sejam todas as hipdteses da Proposicao vdlidas. Suponha que X*

é estritamente convezo e que @ = (1/2)|| - ||?. Entio PE(f,C) possui uma tinica solugio.

Demonstrag¢ao. Observe que | = 0@ ¢ estritamente monétona pelo Teorema de Petryshyn

(Ver [32]). Consequentemente, o resultado segue do Corolario 4.2.2] O
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4.3 Um Meétodo de Ponto Proximal para a solucao

de Problemas de Equilibrio

A partir de agora assumiremos que @ ¢é estritamente convexa e que valem |[(P1)}, [(P2)},
[(P3)], [(P4°)| e |(P6)l A definicao a seguir é baseada em [38| pag. 1265].

Definicao 4.3.1. Dizemos que a sequéncia {z*} C C € assintoticamente resolvente para

o problema PE(f, C) se liminfy_, f(z,y) > 0 para todoy € C.

Consideremos uma sequéncia de parametros de regularizacao {yy} C (0,¥], para algum
¥ > 0. Com base no problema regularizado e na existéencia e unicidade de solucoes
(Corolérios e[4.2.4)), serd apresentado o seguinte algoritmo para resolver o PE(f, C).
Passo 1. Escolhe-se um x° € C.

Passo 2. Constréi-se a sequéncia {x*} € C da seguinte forma: dado x* € C, x**! ¢ a

unica solucao do problema PE(fy, C), onde fi : C x C — R é dada por
fi(x,y) = fx, ) +1i(Vo(x) = Vo (x"), y —x). (4.14)
A formulagao resolvente da iteragao acima é
XMt e Resf) ¢ (xF).

Teorema 4.3.1. Seja X um espaco de Banach reflexivo e considere o problema PE(f, C).
Para todo x° € C, temos o sequinte:
(i) A sequéncia {x*} estd bem definida.
(i1) Se, além disso, valem e para Dy, e S4(f,C) # 0, entdo a sequéncia {x*} é
limitada e limy_, || x**1 —x* ||= 0.
(111) Sob as hipdteses do item (ii) e assumindo ainda que

(iiia) X* € uniformemente convexo e @ = (1/2) || - ||?, ou

(iitb) D satisfaz[B3,

a sequéncia {x*} € uma sequéncia assintoticamente resolvente do PE(f, C), isto é,

0 < liminf f(x*,y), Vy € C (4.15)

k—o00

(iv) Se, além disso, f(-,y) € fracamente semicontinua superior para todo y € C, entdo

todos os pontos de acumulacdo fracos de {x*} resolvem o PE(f, C).
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Demonstragao. O item (i) segue imediatamente do Corolério [4.2.2] da Proposigao [4.6] De

fato, como cada i (-, y) (fi(x,y) = f(x,y) +vi(Vo(x) — Ve (x*),y—x)) tem pelo menos
uma solugao (pois vale e tem no maximo uma solugao (pois @ é estritamente con-
vexa) entdo, para cada k, x*™! € S(f,, C) é unicamente determinado e assim a sequéncia
esta bem definida.

Para provar (ii) tome um x* € S4(f, C) (pois S4(f, C) # @) arbitrdrio. Como x**! €

S(fx, C) (pelo item (i)), temos por um lado que
0 < A x) = FOF X)) + 7 (Vo (xX) = Vo (x*), x* —x*H) (4.16)
e como f(x 1 x*) < 0 (pois x* € S4(f, C)), temos que
(Vo (x*™) = Ve(x*),x" —x*) > 0. (4.17)
Agora, usando a propriedade dos trés pontos para distancias de Bregman, temos:
(Vo (x* 1) — Ve (x*),x" —x<1) = Dy, (x*,x) — Dy (x*1,%5) — D (x*, x*1) > 0,
o que nos da

D, (x*T %) + D, (x*, x*™) < D (x*, x"). (4.18)

k+1)

Segue dai que a sequéncia {D ¢, (x*, x } é decrescente e sendo nao-negativa, ela converge.

Em particular, é limitada. Pela condigao , concluimos que a sequéncia {x*} é limitada.

Assim, temos que
0 < Dy (X" x5) < Dy (x*,x¥) — Dy (x*, x*) (4.19)
e como a expressao do lado direito converge a zero quando k — oo, segue que

lim D, (x*, x*) =0. (4.20)

k—o0

Agora, como {x*} é limitada e D, satisfaz , aplicamos o Lema nas sequéncias {x*}

e {x**1} para concluir que

lim || x** —x¥* ||=0. (4.21)

k—o00

Para a prova de (iii) sob a hipdtese (iiia) observe que, sendo X* uniformemente convexo,
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a aplicagao ] é uniformemente continua em subconjuntos limitados de X (pelo Teorema

1.1.6)) e, portanto,
lim 765 — J(x9)]| = 0. (4.22)
k—o0

Agora fixe qualquer y € C. Uma vez que x**! € S(fi, C) temos

0 < FO )+ T =T (), y =x* ) < FL y) v T =T ) [y =1

Uma vez que {yi} é limitada por ¥ e {x*} é limitada (pelo item (ii)), obtemos que

0 < liminf f(x*,y),vy € C (4.23)

k—o0
e assim, {x*} é uma sequéncia assintoticamente resolvente para PE(f, C).

Para a prova de (iii) sob a hipétese (iiib), temos que [B2]e o Lema nos dao
Jim [[Vo(x*) = Vo (x¥)| =0 (4.24)
— 00
Agora fixe y € C arbitrdrio. Uma vez que x**! € S(f;, C), temos

0< f(Xk+1,y) +'Yk<VQPXk+1 _ V(PXk,y _ Xk+1>

<FLY) F Ve (X)) = Vo (x¥) [[[ly — x|

Como {yi} é limitada por ¥ e {x*} é limitada (pelo item (ii)), obtemos que

0 < liminf f(x*,y),vy € C (4.25)

k—00
e assim, {x¥} é uma sequéncia assintoticamente resolvente para PE(f, C).

Para provar (iv) note que, pelo item (ii), a sequéncia {x*} é limitada. Agora, utilizando
o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema , juntamente com os resultados
em [3, Teorema 6.3.9, pag. 156] e [2, Proposicao 1, Cap. 7, pag. 178], concluimos que
{x*} possui pontos de acumulacao fracos, todos os quais pertencem ao fracamente fechado
e convexo C. Por fim, considere X um ponto de acumulacao fraco de {x*} e seja {x*}
uma subsequéncia que converge fracamente para X. Uma vez que f(-,y) é fracamente

semicontinua superior, podemos escrever

f(x,y) = limsupf(xM,y) > 0,Vy € C, (4.26)

j—o0

o que equivale a dizer que x € S(f, C).
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Proposicao 4.3.1. Suponha vdlidas todas as hipoteses do Teorema |4.3.1] e que V@ é

continuo na topologia fraca. Se S(f,C) = S4(f, C), entdo a sequéncia {x*} converge fra-

camente para uma solucao do problema PE(f, C).

Demonstracao. Pelo Teorema [4.3.1] é suficiente verificar que existe somente um ponto
de acumulacao fraco de {x*}. Sejam x’ e x” dois pontos de acumulacao fracos de {x*} e
considere subsequéncias {x*<} e {x)*} convergindo fracamente para x’ e X" respectivamente.
Pelo item (iv) do Teorema segue que ambos x” e x” pertencem a S(f,C) = S4(f, C).
Por ([4.18)), temos que D (x’,x¥) e D (x”,x¥) sdo ambas convergentes, digamos, & o > 0

e u = 0, respectivamente. Agora, considerando a expressao
(Vo(x'*) =V (*),x" —x") = Dy (x',X*) =D (x/,x*)] = [D (x", ¥'%) =D (x"', x*)]
e tomando os limites em ambos os lados quando k — oo, obtemos
(Vo(x') =Vo(K"),x"=x") =0 — 0] = [u—ul =0,
e consequentemente x” = x” pela monotonicidade estrita de V. H

O resultado abaixo segue imediatamente da proposi¢ao anterior.

Corolario 4.3.1. Suponha que X tem uma aplicacao de dualidade normalizada | que €
continua na topologia fraca. Suponha também todas as hipdteses do Teorema com
(iiia) vdlida. Se S(f,C) = S4(f,C), entdo a sequéncia {x*} converge fracamente a uma

solucao do problema PE(f, C).

Demonstracao. Basta notar que, neste caso, ] = V@ e aplicar a Proposicao [4.3.1} O
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