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Resumo

Nesta dissertação, descrevemos resultados obtidos por Lucas Barbosa e Gervásio Co-

lares em 1997, sobre a estabilidade de hipersuperf́ıcies orientáveis compactas sem bordo

imersas em espaços forma com r-curvatura média constante.
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Abstract

In this work, we describe results obtained by Lucas Barbosa Gervasio Colares in 1997

and, on the stability of compact orientable hypersurfaces without boundary immersed in

r-space form with constant mean curvature.
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Introdução

Associado a segunda forma fundamental de uma imersão x : Mn → Mn+1
existem

n invariantes, chamados de funções simétricas elementares Sr das curvaturas principais

λ1, λ2, · · · , λn, definidas por:

Sr =
∑

i1<...<ir

λ1 · · · λr, 0 6 r 6 n.

A r-curvatura média Hr de x é definida por Hr =
Sr(
n
r

) . Observe que H1 é a curvatura

média e Hn é a curvatura de Gauss-Kronecker de x.

É bem sabido que imersões com curvatura média constante são pontos cŕıticos para o

problema variacional de minimizar o funcional área, mantendo o volume constante. Uma

solução local para este problema variacional é dita estável. Este conceito foi introduzido

por Barbosa em [3], onde foi provado que quando a varieadade ambiente é o Rn+1, um

hesmifério aberto de esfera Sn+1(1) ou o espaço hiperbólico Hn+1(−1), esferas são as

únicas imersões estáveis.

Quando a variedade ambiente Mn+1
possui curvatura seccional constante c, é posśıvel

mostrar que imersões com r-curvatura média constante surgem como pontos cŕıticos para

o problema variacional de minimizar certas integrais de curvatura, do tipo

Ar =

∫
M

Fr(S1, ...,Sr)dM,

mantendo o volume constante, onde Fr é uma função adequada. Para este problema, as

fórmulas da primeira e da segunda variação são determinadas e o conceito de r-estabilidade

é estabelecido, generalizando o conceito de estabilidade.

Quando o espaço ambiente é o Rn+1, o estudo da r-estabilidade foi tratado por Alen-

car em [12], provando que para cada valor de r, esferas são as únicas hipersuperf́ıcies

orientáveis compactas imersas que são r-estáveis. Quando o espaço ambiente é um he-

misfério aberto da esfera Sn+1(1), o mesmo resultado vale para o caso em que r = 2 e foi

provado por Alencar em [1].
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Sumário 2

Nesta dissertação, provaremos que para qualquer valor de r, as esferas geodésicas são as

únicas hipersuperf́ıcies orientáveis compactas r-estáveis imersas em um hemisfério aberto

da esfera Sn+1(1) ou no espaço hiperbólico Hn+1(−1), generalizando os resultados obtidos

por Alencar em [1].



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos definições e resultados da geometria Riemanniana que

serão utilizados ao longo deste trabalho. Parte substancial deste caṕıtulo encontra-se em

[9] e [8]. Denotaremos por Mn (ou simplesmente por M) uma variedade Riemanniana

de dimensão n e classe C∞, 〈 , 〉 denotará sua métrica Riemanniana e ∇ a sua conexão

Riemanniana.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞. Dado p ∈M,

TpM denotará o plano tangente à variedade M no ponto p.

1.1 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano

Definição 1. Seja f : M → R uma função suave. O gradiente de f é o único campo

vetorial suave ∇f, definido sobre M que satisfaz a seguinte condição:

X(f) = 〈∇f,X〉

para todo X ∈ X(M).

Decorre da definição que se f,g são funções suaves, então:

1. ∇(f+ g) = ∇f+∇g;

2. ∇(f · g) = f · ∇g+ g · ∇f.

Proposição 1. Seja f : M → R uma função suave. Se p é um ponto de máximo ou

mı́nimo local de f, então ∇f(p) = 0.
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Demonstração: Dado v ∈ TpM, seja γ : (−ε, ε)→M uma curva suave com γ(0) = p e

γ ′(0) = v. Note que 0 é ponto cŕıtico da funcão f ◦ γ. Assim
d

dt
(f ◦ γ)|t=0 = (X(f))(p) =

〈∇f(p), v〉 = 0, onde X é uma extensão local de γ. Como a relação acima é válida para

todo v ∈ TpM, segue que ∇f(p) = 0

Proposição 2. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M → R uma função

suave. Se ∇ f = 0, então f é constante em M.

Demonstração: Fixado p ∈ M seja C = {q ∈ M; f(q) = f(p)}, como f é suave segue

que f é cont́ınua assim o conjunto C é fechado em M. Afirmo que C é um aberto de M.

De fato, dado q ∈ M seja Uq uma vizinhança coordenada conexa de q. Assim, dado

p ′ ∈ U existe uma curva suave γ : [0, 1] → U com γ(0) = q e γ(1) = p ′. Por outro

lado, note que
d

dt
(f ◦ γ)(t) = 〈∇f,γ ′(t)〉γ(t) = 0. Assim a função f ◦ γ é constante, logo

f(p) = f ◦ γ(0) = f(q) = f ◦ γ(1) = f(q ′). Donde temos que Uq ⊂ C. Deste fato segue

que C é aberto. Como M é conexa e C 6= ∅, segue que M = C logo f é constante.

Definição 2. Seja X ∈ X(M). A divergência de X é a função suave divX : M → R

definida por

divX(p) = tr{v 7→ ∇vX},

onde v ∈ TpM e tr indica o traço do operador.

Decorre da definição, que se X, Y ∈ X(M) e f é uma função suave então:

1. div (X+ Y) =div X + div Y;

2. div (f · X) = f·div X+〈∇f,X〉.

Teorema 1. (Teorema da Divergência) Seja M uma variedade Riemanniana compacta

com bordo e X ∈ X(M). Então∫
M

divXdM =

∫
∂M

〈X, v〉dS,

onde v é um campo unitário normal a ∂M apontando para fora de M.

Corolário 1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e X ∈ X(M).

Então,

∫
M

divXdM = 0.
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Definição 3. Seja f : M → R uma função suave. O Laplaciano de f é a função suave

∆f :M→ R dada por

∆f = div∇f.

Das proprieades do gradiente e do divergente segue que, se f,g :M → R são funções

suaves então:

1. ∆(f+ g) = ∆f+ ∆g

2. ∆(f · g) = ∆f · g+ g · ∆f+ 2〈∇f,∇g〉.

Obs 1. Diz-se que um referencial ortornomal {e1, ...en} em um aberto U ⊂M, é geodésico

em p, se (∇eiej)(p) = 0 para todos 1 6 i, j 6 n.

Definição 4. Seja f :M→ R uma função suave. O hessiano de f no ponto p é o operador

linear Hess fp : TpM→ TpM, definido por

Hess fp(v) = ∇v∇f.

Segue das propriedades de conexão Riemanniana que, se X é uma extensão local de v

então Hess fp(v) = (∇X∇f)(p).

Proposição 3. Se f é uma função suave definida sobre M, então o hessiano de f no

ponto p é um operador linear auto-adjunto.

Demonstração: Dados x,y ∈ TpM, sejam X, Y extensões de x,y respectivamente a

campos definidos em uma vizinhança de p em M. Então,

〈Hess fp(x),y〉 = 〈∇X∇f, Y〉p

= X〈∇f, Y〉p − 〈∇f,∇XY〉p

= (X(Y(f)))p − 〈∇f,∇YX+ [X, Y]〉p

= (Y(X(f)))p + ([X, Y](f))p − 〈∇f,∇YX〉p − ([X, Y](f))p

= 〈∇Y∇f,X〉p

= 〈Hess fp(y), x〉.

Proposição 4. Se f : M → R é uma função suave, então para todo p ∈ M vale a

igualdade:

∆f(p) = tr(Hess fp).
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Demonstração: Seja {v1, ..., vn} uma base ortonormal de TpM, usando a notação de

Einstein temos que

tr(Hess fp) = 〈(Hess f)p(vi), vi〉

= 〈∇vi∇f, vi〉p

= div∇f(p)

= ∆f(p).

Seja f uma função suave. Como Hess fp é um operador auto-adjunto, este operador

induz de modo natural, uma forma bilinear simétrica em TpM chamada forma hessiana

de f em p. Abusando da notação, também denotaremos a forma hessiana de f em p por

Hess fp. Dados x,y ∈ TpM, a forma hessiana de f em p é definida da seguinte maneira

Hess fp(x,y) = 〈Hess fp(x),y〉

Proposição 5. Seja f : M → R uma função suave. Se p é um ponto de máximo local

para f, v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) → M é uma curva suave tal que γ(0) = p e γ ′(0) = v,

então

Hess fp(v, v) =
d2

dt2
(f ◦ γ)(t)|t=0 6 0.

Demonstração: Veja que,

Hess fp(v, v) = 〈Hess fp(v), v〉

= 〈∇dγ
dt
∇f, dγ

dt
〉p

=
d

dt
∣∣t=0
〈∇f,γ ′〉− 〈∇f, D

dt
γ ′〉p.

Como p é ponto de máximo local de f, usando a Proposição 1 temos que ∇f(p) = 0.

Sendo 0 ponto de máximo local de f ◦ γ(t), temos que

Hess fp(v, v) =
d

dt
∣∣t=0
〈∇f,γ ′〉

=
d2

dt2
∣∣t=0

(f ◦ γ)(t) 6 0.
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1.2 Curvatura

A curvatura R de uma varieadade Riemanniana M é uma correspondência que associa

a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y) : X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Proposição 6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:

(i) R é bilinear em X(M)× X(M), isto é:

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1)

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ C∞(M), e X1,X2, Y1, Y2 ∈ X(M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) −→ X(M) é

linear, isto é,

R(X, Y)(Z+W) = R(X, Y)Z+ R(X, Y)W

R(X, Y)(fZ) = fR(X, Y)Z,

f ∈ C∞(M) e Z,W ∈ X(M).

(iii) Vale a Primeira Identidade de Bianchi:

R(X, Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0.

Na proposição abaixo, por conveniência, usaremos a seguinte notação:

|x∧ y| =

√
|x|2|y|2 − 〈x,y〉2.

Proposição 7. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e

sejam x,y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

Kp(σ) = Kp(x,y) =
〈R(x,y)x,y〉

|x∧ y|2
,

não depende da escolha dos vetores x,y ∈ σ.
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Definição 5. Dado um ponto p ∈M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM, o número

real Kp(σ) = Kp(x,y), onde {x,y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura secci-

onal de σ em p.

Diz-se que uma variedade Riemanniana M possui curvatura constante se Kp(σ), onde

σ ⊂ TpM, não depende da escolha do ponto p e do subespaço bi-dimensional σ. Um

exemplo clássico desse tipo de variedade é a esfera Sn+(1). Provaremos, mais adiante,

este resultado utilizando o método do referencial móvel.

1.3 Imersões isométricas

1.3.1 A segunda forma fundamental

Definição 6. Sejam Mn, M
n+m=k

variedades Riemannianas. Uma aplicação suave

f :M −→M é uma imersão se dfp : TpM −→ Tf(p)N é injetiva para todo p ∈M.

Sejam
(
M
n+m=k

, 〈, 〉,∇
)

uma variedade Riemanniana,Mn uma variedade n-dimensio-

nal e f :Mn −→M
k

uma imersão. Nestas condições, a métrica Riemanniana de M induz

de maneira natural uma métrica Riemanniana em M através da definição

〈u, v〉p = 〈dfp(u),dfp(v)〉f(p), ∀p ∈M, ∀u, v ∈ TpM.

Dessa forma, a aplicação f é uma imersão isométrica.

Dado p ∈ M, existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M é uma

subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhança U de f(p) e um difeomorfismo

Φ : U −→ V ⊂ Rk em um aberto V do Rk, tais que Φ aplica difeomorficamente f(U)∩U

em um aberto do subespaço Rn ⊂ Rk. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v ∈ TqM,

q ∈ U, com o vetor dfq(v) ∈ Tf(q)M. Assim, para cada p ∈ M, o produto interno em

TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Se v ∈ TpM, p ∈M, podemos

escrever

v = vT + v⊥, vT ∈ TpM, v⊥ ∈ (TpM)⊥.
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Denominamos por vT a componente tangencial de v e v⊥ a componente normal de v.

Se X e Y são campos locais de vetores em M e X, Y são extensões locais a M, definimos:

∇XY =
(
∇XY

)T
.

Verifica-se que esta é a conexão Riemanniana relativa a métrica induzida de M por f.

Definição 7. Sejam f : M −→ M uma imersão isométrica, U ⊂ M uma vizinhança de

p ∈M tal que f(U) ⊂M é uma subvariedade de M e N ∈ X(U) um campo local em M,

com U ⊂M aberto e f(U) ⊂ U. O campo N diz-se normal a M se X(p) = Xp ∈ (TpM)⊥

para todo p ∈ U.

Assim segue da definição acima, que B(X, Y) = ∇XY −∇XY é um campo local em M

normal a M. Prova-se que B(X, Y) está bem definida ou seja, B(X, Y) não depende das

extensões X e Y. Indicaremos por X(U)⊥ o espaço dos campos de vetores diferenciáveis

em U normais a U.

Proposição 8. Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)× X(U) −→ X(U)⊥ dada por

B(X, Y) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Omitiremos a demonstração desta proposição, apenas indicaremos o principal fato

usado, a saber: exprimindo B em um sistema de coordenadas, verifica-se que o valor de

B(X, Y)(p) depende apenas de X(p) e de Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥.

A aplicação Hη : TpM× TpM −→ R dada por

Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉, x,y ∈ TpM,

é, pela proposição anterior, uma forma bilinear e simétrica.

Definição 8. A forma quadrática IIη definida em TpM por IIη(x) = Hη(x, x) = 〈B(x, x),η〉,

é denominada de segunda forma fundamental de M em p segundo o vetor normal η.

Às vezes se utiliza também a expressão segunda forma fundamental para designar

a aplicação B que em cada p ∈M.

Associada à aplicação Hη temos a aplicação linear auto-adjunta Aη : TpM −→ TpM,

definida por:

〈Aη(x),y〉 = Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉.
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Proposição 9. Sejam p ∈M, x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de η

normal a M. Então

Aη(x) = −
(
∇xN

)>
.

Demonstração: Seja y ∈ TpM e X, Y extensões locais de x,y, respectivamente. Então

〈N, Y〉 = 0, donde conclúımos que

〈Aη(x),y〉 = 〈B(X, Y)(p),N〉

= 〈∇XY −∇XY,N〉(p)

= 〈∇XY,N〉(p)

= −〈Y,∇XN〉(p)

= 〈−∇xN,y〉,

para todo y ∈ TpM. Donde obtemos que Aη(x) = −
(
∇xN

)>
.

Consideremos o caso particular em que a codimensão da imersão é 1, ou seja,

f : Mn −→ M
n+1

é uma imersão isométrica. Neste caso, f(M) ⊂ M é então deno-

minada de hipersuperf́ıcie.

Sejam f(M) ⊂ M uma hipersuperf́ıcie, p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como

Aη : TpM −→ TpM é auto-ajunta, existe uma base ortonormal de {e1, · · · , en} de TpM

formada por autovetores com autovalores associados λ1, · · · , λn, isto é, Aη(ei) = λiei,

1 6 i 6 n. Supondo que M e M são orientáveis e estão orientadas então o vetor η

fica univocamente determinado. Se escolhermos uma base {e1, · · · , en} na orientação de

M, então {e1, · · · , en,η} é uma base na orientção de M. Neste caso, chamamos os ei de

direções principais e os λi de curvaturas principais da imersão f. A aplicação A = Aη é

chamada de operador de Weingarten associado à segunda forma fundamental. Além

disso, vale a igualdade Aη(x) = −
(
∇xN

)>
= −∇xN.

Associado ao operador de Weingarten da imersão, existem n invariantes chamados de

funções simétricas elementares Sr das curvaturas principais λ1, λ2, · · · , λn, definidas por:

Sr =
∑

i1<...<ir

λ1 · · · λr, 0 6 r 6 n.

A r-curvatura média Hr da imersão é definida por Hr = Sr�
(
n
r

)
. Observe que H1 é a

curvatura média e Hn é a curvatura de Gauss-Kronecker de x.
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Relacionaremos agora as curvaturas seccionais de M e M. Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM são

linearmente independentes, indicaremos por K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de

M e M, respectivamente, segundo o plano gerado por x e y.

Teorema 2. (Equação de Gauss) Sejam f : Mn −→ M
n+m

uma imersão isométrica,

p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM. Então

K(x,y) − K(x,y) =
〈
B(x, x),B(y,y)

〉
− |B(x,y)|2.

No caso de hipersuperf́ıcie f : Mn −→ M
n+1

, a Equação de Gauss admite uma

expressão mais simples. Sejam p ∈ M, η ∈ (TpM)⊥ (com |η| = 1) e {e1, · · · , en} uma

base ortonormal de TpM para a qual Aη = A é diagonal, isto é, A(ei) = λiei para todo

i = 1, · · · ,n. Então, H(ei, ei) = 〈A(ei), ej〉 = λi e H(ei, ej) = 0, se i 6= j. Assim

B(ei, ej) = 0 e B(ei, ei) = λiη. Portanto, a Equação de Gauss escreve-se da seguinte

forma

K(ei, ej) − K(ei, ej) = λiλj.

1.4 O método do referencial móvel

Nesta secção, veremos grande parte das definições e dos resultados apresentados até

este momento sob o ponto de vista do método do referencial móvel. Grande parte dos

resultados citados nesta secção podem ser encontrados em [8].

Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensão n, p ∈ M e U ⊂ M uma vizi-

nhança de p onde estão definidos campos de vetores deferenciáveis e1, e2, · · · , en tais que

〈ei, ej〉 = δij. O conjunto {ei} é denominado de um referencial (ortonormal, móvel) em

U. Chamaremos de coreferencial associado a {ei} à famı́lia de formas diferenciais {ωi}

definidas por ωi(ej) = δij.

Lema 1 (Cartan). Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e ω1, · · · ,ωr : V −→ R

formas lineares de V linearmente independentes, onde r 6 n. Suponhamos que existam

formas lineares θ1, ...,θr : V −→ R satisfazendo a seguinte condição:

r∑
i=1

ωi ∧ θi = 0.

Então,

θi =
∑
j

aijωj, i, j = 1, · · · , r, aij = aji.
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Lema 2. Sejam U um aberto da variedade M e ω1, ...,ωn formas diferenciais linearmente

independentes em U. Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais {ωij}

satisfazendo as condições:

ωij = −ωji, dωj =
∑
k

ωk ∧ωkj.

Então um tal conjunto é único.

Demonstração: Suponhamos que exista outro conjunto de formas {ω̃ij} satisfazendo

ω̃ij = −ω̃ji, dωj =
∑
k

ωk ∧ ω̃kj.

Então
∑
k

ωk ∧ (ω̃kj −ωkj) = 0. Pelo Lema de Cartan, temos

ω̃kj −ωkj =
∑
i

Bjkiωi, Bjki = B
j
ik.

Agora observe que,

ω̃kj −ωkj =
∑
i

Bjkiωi = −(ω̃kj −ωkj) = −
∑
i

Bkjiωi.

Como as formas diferenciais ω1, ...,ωn linearmente independentes, temos Bjki = −Bkji.

Usando as simetrias obtidas, conclúımos que

Bkji = −Bjki = −Bjik = Bijk = Bikj = −Bkij = −Bkji.

Dáı Bkji = 0, donde obtemos que ω̃kj = ωkj.

O próximo lema mostrará a existência das formas {ωij}, satisfazendo as condições do

lema anterior, a partir da métrica Riemanniana de M.

Lema 3 (Levi-Civita). Escolhido um referencial {ei} em um aberto U ∈ M de uma

variedade Riemanniana M, existe em U um único conjunto de formas diferenciais ωij

que são anti-simétricas (ωij = −ωji) e satisfazem dωi =
∑
j

ωj ∧ωji.

Em particular, quando a variedade Riemanniana é o Rn temos outras equações adici-

onais:

dei =
∑
j

ωijej,

dωij =
∑
k

ωik ∧ωkj.
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As formas ωij são chamadas as formas da conexão de M, no referencial {ei}, e as

equações dωi =
∑
j

ωj ∧ ωji são chamadas as equações de estrutura. O interesse

geométrico das formas da conexão é que elas permitem definir uma noção de derivação

para campos de vetores em M.

Proposição 10. Sejam X e Y campos suaves de vetores em M e {ei} um referencial em

um aberto U ∈M. Suponhamos que Y =
∑
i

yiei e façamos

∇XY =
∑
j

{dyj(X) +
∑
i

ωij(X)yi}ej.

Então ∇XY é independente do referencial {ei} e, portanto, globalmente definido em M.

A expressão∇XY é chamada de derivada covariante de Y em relação a X. Na proposição

abaixo, apresentamos algumas propriedades satisfeitas pela derivada covariante.

Proposição 11. Sejam f,g :M→ R funções suaves, X, Y,Z ∈ X(M) campos suaves em

M e a,b ∈ R constantes. Então:

1. ∇fX+gZY = f∇XY + g∇ZY;

2. ∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ;

3. ∇X(fY) = f∇XY + X(f)Y;

4. 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = X(〈Y,Z〉);

5. Se p ∈M, então (∇XY)(p) depende somente do valor de X no ponto p e dos valores

de Y ao longo de uma curva parametrizada α : (ε, ε) −→ M, com α(0) = p e

α ′(0) = X(p).

Obs 2. A derivação covariante permite interpretar geometricamente as formas da co-

nexão. A saber, da definição de derivada covariante segue que para todo campo X

〈∇Xei, ej〉 = ωij(X).

Agora, introduziremos a curvatura em uma variedade Riemanniana sob o ponto de

vista do método do referncial móvel. Considere o conjunto de formas {Ωij}, definidas

como segue:

Ωij = dωij −
∑
k

ωik ∧ωkj. (1.1)
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As formas Ωij são chamadas as formas de curvatura de M no referencial de {ei}.

Prova-se (ver [8]) que para cada p ∈ M e cada par de vetores X, Y ∈ TpM, a matriz

{ωij)p(X, Y)} é a matriz de uma aplicação linear

(RXY)p : TpM −→ TpM

que independe do referencial móvel {ei}. RXY é chamado o operador de curvatura M.

Como ωij = −ωji, segue que Ωij = −Ωji e, além disso, note que Ωij é uma forma

bilinear alternada. Assim, temos as seguintes identidades para o operador curvatura. Se

X, Y,Z, T são campos suaves de vetores em M, então

〈RXYZ, T〉 = −〈RYXZ, T〉,

〈RXYZ, T〉 = −〈RXYT ,Z〉.

Diferenciando exteriormente a equação

dωj =
∑
k

ωk ∧ωkj.

Obtemos a Primeira Identidadede Bianchi, que é dada por
∑
i

ωi∧Ωij = 0. Diferen-

ciando a equação (1.1) obtemos a Segunda Identidade de Bianchi, que é dada por

0 = dΩij +
∑
k

Ωik ∧ωkj −
∑
k

ωik ∧Ωkj.

Como as formas Ωij são de grau dois, elas podem ser escritas da seguinte forma:

Ωij = −
1

2

∑
kl

Rijklωk ∧ωl = −
∑
k<l

Rijklωk ∧ωl.

Pela definição de Rek,el temos que

〈Rek,el(ei), ej〉 = Ωji(ek, el) = −
1

2

∑
s,t

Rjistωs ∧ωt(ek, el) = Rijkl = 〈Rei,ej(ek), el〉.

As formas de curvatura nos permite definir a curvatura seccional de uma forma al-

ternativa, que passaremos a introduzir. Seja σ ⊂ TpM um subespaço de dimensão dois.

Escolhamos um referencial ortonormal e1, · · · , en em uma vizinhança de p ∈ M, de tal

modo que e1 e e2 geram σ. Mostra-se (ver [8]) que o número (Ω12)p(e1, e2) independe do

referencial escolhido, ou seja, depende apenas do subespaço σ. O número

Kp(σ) = −(Ω12)p(e1, e2) = 〈(Re1,e2)p(e1), e2〉
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é chamado de curvatura seccional de M em p segundo σ. Prova-se que se X, Y são dois

vetores linearmente independentes em σ ⊂ TpM então

Kp(σ) =
〈RX,YX, Y〉
|X∧ Y|2

.

Diz-se que uma variedade Riemanniana M é isotrópica em p ∈ M se todas as cur-

vaturas seccionais em p possuem o mesmo valor, ou seja, o valor de Kp(σ) não depende

σ ⊂ TpM.

Proposição 12. Seja M uma varieadade Riemanniana, p um ponto de M e {ei} um

referencial em uma vizinhança de p. Então M é isotrópica em p se e somente se

Ωij = −Kpωi ∧ωj. (1.2)

Proposição 13 (Schur). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional (n > 3)

conexa. Suponha que M é isotrópica para todo p ∈M. Então M tem curvatura constante.

Demonstração: Como M é isotrópica segue pela proposição anterior que

dΩij = −dKpωi ∧ωj − Kpdωi ∧ωj + Kpωi ∧ dωj.

Por outro lado, a Segunda Identidade de Bianchi e as Equações de Estrutura fornecem

dΩij = −
∑
k

Ωik ∧ωkj +
∑
k

ωik ∧Ωkj

=
∑
k

Kpωi ∧ωk ∧ωkj −
∑
k

Kpωik ∧ωk ∧ωj

= Kpωi ∧

(∑
k

ωk ∧ωkj

)
− Kp

(∑
k

ωik ∧ωk

)
∧ωj

= Kpωi ∧ dωj − Kpdωi ∧ωj.

Segue-se dáı que, para quaisquer i e j temos

dKpωi ∧ωj = 0.

Portanto, dKp = 0 em M. Disto segue que ∇Kp = 0, pela Proposição 2 obtemos que

Kp não depende de p.
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1.4.1 Tensores em variedades riemannianas

Um tensor de ordem r em M é uma correspondência F que a cada ponto p ∈M associa

uma forma r-linear

Fp : TpM× · · · × TpM −→ R.

Um tensor F é diferenciável em p ∈ M se: escolhido um referencial {ei} em uma

vizinhançaU de p, e {ωi} denota o coreferencial associado a {ei}, as funções Fi1···ir : U→ R

definidas por

Fi1···ir(q) = Fq(ei1 , · · · , eir)

são diferenciáveis no ponto p. Mostra-se que esta condição não depende do referencial

escolhido. Diz-se que F é diferenciável em M se é diferenciável em todos os pontos de

M. As funções Fi1···ir são chamadas as componentes do tensor F no referencial {ei}.

Neste trabalho, serão considerados apenas tensores diferenciáveis. Frequentemente, será

conveniente deixar de indicar o ponto p nos cálculos. Por exemplo, se X1, · · · ,Xr são

campos diferenciáveis de vetores em M, F(X1, · · · ,Xr) indica a função suave qua a cada

p corresponde o valor Fp((X1)p, · · · , (Xr)p).

Em uma variedade Riemanniana, é posśıvel estender a noção de diferencial covariante

a tensores de ordem r. Seja F um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana M.

Seja p ∈ M e {ei} um referencial ortonormal em uma vizinhança U de p, a diferencial

covariante do tensor F, denotada por ∇F, é um tensor de ordem r+ 1 cujas componentes

Fi1···ir;j = ∇F(ei1 , · · · , eir , ej) no referencial {ei} são definidas como segue:∑
j

Fi1···ir;jωj = dFi1···ir +
∑
j

Fji2···irωji1 +
∑
j

Fi1ji3···irωji2

+ · · ·+
∑
j

Fi1···ir−1jωjir .

Prova-se (ver referência [8]) que,

∇F(X1, · · · ,Xr, Y) = dF(X1, · · · ,Xr)(Y) − F(∇YX1, · · · ,Xr) − · · ·− F(X1, · · · ,∇YXr).

Esta igualdade mostra que a definição de ∇F não depende do referencial escolhido.

A derivação covariante permite estender às varieadades Riemannianas certos operadores

diferenciais. Listaremos alguns destes operadores.
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Seja f : M −→ R uma função suave. Sabemos que o ∇f é um campo vetorial em M

definido por

dfp(X) = 〈∇f(p),X〉p,

para todo p ∈ M e todo X ∈ TpM. Considerando um referencial {ei} em um aberto

U ⊂M contendo p, podemos escrever df =
∑
i

fiωi. Note que,

∇f =
∑
i

〈∇f, ei〉ei =
∑
i

df(ei)ei =
∑
i

fiei.

A diferencial covariante de df é um tensor de ordem 2, logo pode ser escrito na forma

∇(df) =
∑
i,j

fi,jωi ∧ωj.

Pela definição de diferencial covariante, segue que
∑
j

fi,jωj = dfi +
∑
j

fjωji. Por

outro lado,

Hess fp(ei, ej) = 〈Hess fp(ei), ej〉p

= 〈Hess fp(ej), ei〉p

= 〈∇ej∇f, ei〉p

= ej〈∇f, ei〉(p) − 〈∇f,∇ejei〉p

= ej(fi)(p) −
∑
k

fk(p)〈ek,∇ejei〉p

= dfi(p)(ej) +
∑
k

fk(p)ωki(ej)

= fi,j(p) = ∇(df)p(ei, ej).

Desta forma, ∇(df)p = Hess fp. Como ∆f = tr(Hess f), segue que ∆f =
∑
i

fi,i.

Proposição 14. Seja f :M −→ R uma função suave. Se p é um ponto de máximo para

a função f, então para todo v ∈ TpM temos

d2fp(v) 6 0.

Demonstração: Sendo df =
∑
i

fiωi, temos como consequência que

d2f =
∑
i,j

fi,jωj ∧ωi −
∑
i,j

fiωi ∧ωji.
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Como p é ponto de máximo para a função f, temos ∇f(p) = 0 . Donde conclúımos

que fi(p) = 0, para 1 6 i 6 n. Pela Proposição 5, obtemos

d2fp(v) =
∑
i,j

fi,j(p)ωj ∧ωi(v, v) = ∇(df)p(v, v) = Hess fp(v) 6 0

para todo v ∈ TpM.

1.4.2 Imersões riemannianas

SejaMn uma variedade Riemanniana e seja x :Mn −→M
n+q

uma imersão isométrica.

Dado p ∈ M, escolheremos uma vizinhança U ⊂ M de p de tal modo que x restrita a

U seja injetiva. Seja V ⊂ M uma vizinhança de p em M tal que x(U) ⊂ V e que seja

posśıvel definir um referencial ortornormal adaptado {eA}, 1 6 A 6 n + q, isto é, res-

tritos a x(U) os vetores e1, · · · , en são tangentes a M. Faremos a convenção usual de

identificar U ⊂M com x(U) ⊂M, e utilizaremos os seguintes domı́nios para os ı́ndices:

1 6 A,B,C, · · · 6 n+ q; 1 6 i, j,k, · · · 6 n e n+ 1 6 α,β,γ, · · · 6 n+ q.

O espaço tangente a M no ponto p, denotado por TpM, decompõe-se em uma soma

direta Tp(M) = Tp(M)⊕Np(M), onde identificamos dxp(M) ≈ Tp(M) e denotamos por

Np(M) o complemento ortogonal de TpM em TpM. O subespaço Np(M) é chamado de

espaço normal da imersão x em p. Um campo normal v é uma correspondência que a

cada p ∈ M associa um vetor v(p) ∈ Np(M), de tal modo que para todo referencial

adaptado em uma vizinhança V ⊂M de p, as funções vα dadas por v =
∑
α

vαeα sejam

diferenciáveis em p. Esta condição não depende da escolha do referencial.

No aberto V , as formas ωA e ωAB (1 6 A,B 6 n + q) satisfazem as equações de

estrutura:

dωA =
∑
B

ωB ∧ωBA,

dωAB =
∑
C

ωAC ∧ωCB +ΩAB, ΩAB = −
1

2

∑
CD

RABCDωC ∧ωD.

Como o refencial é adaptado, as restrições destas formas a U ⊂ V satisfazem ωα = 0.

Decorre dáı que

0 = dωα =
∑
i

ωi ∧ωiα.

Pelo Lema de Cartan,
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ωiα =
∑
j

hαijωj, hαij = h
α
ji.

A forma quadrática IIα =
∑
i,j

hαijωiωj =
∑
i

ωiαωi é a segunda forma quadrática

da imersão x na direção do vetor eα. Seja v um campo unitário normal em M. É

posśıvel escolher um referencial ortonormal adaptado {eα} em U de modo que en+1 = v.

A segunda forma quadrática de x, na direção v, é definifa como IIv = IIn+1. Mostra-se

que a definição não depende da escolha do referencial. De fato, seja α : (−ε, ε) −→ U

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s com α(0) = p. Sem perda de

generalidade, também podemos supor que α ′(s) = e1. Fazendo α ′(0) = u, temos

IIvp(u) = II
n+1
p (e1) =

(∑
i

ωiαωi

)
(e1) =

∑
i

〈∇e1ei, en+1〉ωi(e1)

= 〈∇e1e1, v〉 = 〈∇α ′(0)α ′(s), v〉 = −〈u,∇uv〉.

Portanto, IIv não depende da escolha do referencial. Além disso, IIv está globalmente

definida. No caso particular M = Rn+q, o referencial {eA} satisfaz as seguintes equações:

dx =
∑

ωAeA,

deA =
∑

ωABeB,

dωA =
∑

ωB ∧ωBA,

dωAB =
∑

ωAC ∧ωCB.

As restrições das formas ωA e ωAB ao aberto U ⊂ V satisfazem as equações acima e,

além disso, temos a condição adicional ωα = 0 para todo α.

Seja Avp : TpM −→ TpM a transformação linear auto-adjunta, associada à forma

quadrática IIvp. Assim, 〈Avp(u),u〉 = IIvp(u) = −〈u,∇uv〉. Às vezes, é conveniente usar a

aplicação bilinear Bp : TpM× TpM −→ NpM dada por

〈Bp(X, Y), v〉p = 〈Avp(X), Y〉p, X, Y ∈ TpM, v ∈ Np(M).

Desta forma, no referencial ortonormal adaptado B é dada por

B(X, Y) =
∑
α

(∑
ij

hαijωi(X)ωj(Y)

)
eα.

A igualdade mostra que B é uma aplicação bilinear simétrica. Usando estes fatos, prova-

remos que a esfera Sn(1) ⊂ Rn+1 centrada na origem possui curvatura constante igual 1.

Escolhendo um referencial ortonormal adaptado e1, · · · , en, en+1 em Rn+1r {0}, teremos
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dωij =
∑
k

ωik ∧ωkj +ωi,(n+1) ∧ω(n+1),j onde i, j,k = 1, · · · ,n.

Donde conclúımos que,

Ωij = ωi,(n+1) ∧ω(n+1),j.

Podemos escolher o referencial de tal forma que en+1 = −x, o vetor posição da esfera

Sn(1) em Rn+1. Então,∑
i

ω(n+1),iei = den+1 = −dx = −
∑
i

ωiei.

Com isto, obtemosω(n+1),i = −ωi. Decorre dáı queΩij = −ωi∧ωj, pela Proposição

12 conclúımos que Sn(1) possui curvatura seccional constante 1.

1.4.3 Um modelo para o espaço hiperbólico

As variedades Riemannianas mais simples, são as variedades de curvatura seccional

constante. Dentre elas, a esfera e o espaço hiperbólico ocupam uma posição especial. A

esfera Sn+1 pode ser isometricamente mergulhada em Rn+2, este fato facilita a utilização

do método do referencial móvel em questões relativas à esfera. Mostraremos que é posśıvel

mergulhar isometricamente o espaço hiperbólico Hn+1(−1) em Rn+2, munido da métrica

de Lorentz.

A métrica de Lorentz é definida do seguinte modo: consideremos em Rn+2 a base

canônica a0 = (1, 0, · · · , 0),a0 = (0, 1, · · · , 0) · · · ,an+1 = (0, · · · , 0, 1) e introduzamos a

forma bilinear simétrica (, ) em Rn+2 definida por

(ai,aj) = δij, (a0,ai) = 0, (a0,a0) = −1, onde 1 6 i, j 6 n+ 1.

A forma bilinear (, ) define um produto interno em Rn+2 (que não é positivo definido),

denominado de métrica de Lorentz. Indicaremos o espaço euclidiano Rn+2 munido da

métrica (, ) por En+2.

Seja U ⊂ En+2 um aberto e {e1, · · · , en+1} um referencial móvel em U, satisfazendo

as condições:

(ei, ej) = δij, (e0, ei) = 0, (e0, e0) = −1. (1.3)

Sejam ω0,ω1, · · · ,ωn,ωn+1 as formas diferenciais, definidas em U, que em cada

p ∈ U formam a base dual da base {e0(p), e1(p), · · · , en+1(p)}. Agora, considere as
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formas ωAB defindas por

deA =
∑

ωABeB,

onde A,B,C indicarão ı́ndices que variam de 0 a n + 1. Se x : En+2 −→ En+2 denota a

aplicação identidade, segue pela definição dos ωA que

dx =
∑

ωAeA.

Derivando exteriormente as duas equações acima, obtemos as equações de estrutura

de En+2, a saber:

dωA =
∑

ωA ∧ωBA,

dωAB =
∑

ωAC ∧ωCB.

Além disto,

2(de0, e0) = 2
(∑

ω0,AeA, e0

)
= −ω0,0.

Como (e0, e0) = −1, segue que ω0,0 = 0. De modo análogo, usando que (ei, ej) = 0 e

que (ei, e0) = 0 para 1 6 i, j 6 n+ 1, obtemos

ωij = −ωji, ω0,i = ωi,0.

Considere agora, o conjunto dos pontos x ∈ En+2 tais que (x, x) = −1. Escrevendo

x = x0a0 + x1a1 + · · ·+ xn+1an+1, temos que

(x, x) = −x20 + x
2
1 + · · ·+ x2n+1 = −1.

Um tal conjunto é um ”hiperbolóide de duas folhas“ em En+2, a componente conexa

do hiperbolóide correspondente a x0 > 0 será indicada por Hn+1(−1). Como (x,dx) = 0,

o espaço tangente em cada ponto de Hn+1(−1) é normal a x. Por outro lado, como

(x, x) = −1 é posśıvel escolher uma base {b0,b1, · · · ,bn+1} de En+2 com

b0 = x, (bi,b0) = 0, (bi,bj) = δij para quaisquer i, j = 1, · · · ,n+ 1.

Decorre dáı que TxHn+1(−1) é gerado por {b1, · · · ,bn+1}, isto é, a métrica induzida

por En+2 em Hn+1(−1) é Riemanniana. De agora por diante, usaremos referenciais locais

eA em En+2 que satisfazem (1.3) e que são adaptados a Hn+1(−1), isto é, restritos a

Hn+1(−1) os campos {e1, · · · , en+1} são tangentes e e0 = x. De modo análogo, como

foi feito para a esfera, prova-se que o espaço hiperbólico Hn+1(−1) possui curvatura
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seccional constante igual a −1. Provaremos agora, alguns resultados auxiliares que serão

importantes para provar o principal resultado do Caṕıtulo 2. Na prova da proposição

abaixo, estamos usando as identificações discutidas anteriormente.

Proposição 15. Seja x : Mn −→ Rn+1uma imersão isométrica de uma variedade Rie-

manniana compacta orientável, então existe um ponto p ∈ M onde todas as curvaturas

principais possuem o mesmo sinal.

Demonstração: Considere a função f : M −→ R definida por f(p) = 〈x(p), x(p)〉,

como M é compacta existe um ponto p ∈ M tal que f assume o valor máximo. Dado

v ∈ TpM, com |v| = 1, consideremos uma curva α : (−ε, ε) −→M de modo que α(0) = p

e α ′(0) = v. Como p é ponto de máximo, segue que (f ◦ α) ′(0) = 0 e (f ◦ α) ′′(0) 6 0.

Além disso, observe que

(f ◦ α) ′(t) = 2〈α(t),α ′(t)〉.

Assim, quando t = 0 temos que 〈p, v〉 = 0. Como v foi tomado arbitrário, segue que

p está na direção normal. Desta forma, podemos supor que N(p) =
p

|p|
. Por outro lado,

(f ◦ α) ′′(0) = 2〈v, v〉+ 2〈p,α ′′(0)〉 6 0.

Donde conclúımos que

1 + |p|〈N(p),α ′′(0)〉 6 0 =⇒ II(v) 6 −
1

|p|
< 0.

Seja {e1, · · · , en} a base que diagonaliza o operador de Weingarten Ap : TpM→ TpM

e {λ1, · · · , λn} as curvaturas principais. Assim,

II(ei) = 〈Ap(ei), ei〉 = λi < 0.

Portanto, as curvaturas principais são negativas. Se tivessemos escolhidoN(p) = −
p

|p|
,

obteŕıamos que as curvaturas principais são positivas. De qualquer forma, todas possuem

o mesmo sinal.

Provaremos, na proposição a seguir, uma versão do resultado apresentado acima para

imersões no espaço hiperbólico Hn+1(−1) ou num hemisfério aberto da esfera Sn+1(1).

Denotaremos por Sn+1(1)+ o conjunto dos pontos da esfera Sn+1(1) ⊂ Rn+2 tais que

xn+2 > 0.
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Proposição 16. Seja x : Mn −→ M
n+1

uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana compacta orientável, onde M
n+1

denota Sn+1(1)+ ou Hn+1(−1). Então,

existe p ∈Mn−1 onde todas as curvaturas principais possuem o mesmo sinal.

Demonstração: Provaremos somente o caso da imersão num hemisfério aberto da esfera.

O caso da imersão no espaço hiperbólico é feito de modo análago. Considere a função

altura f :Mn −→ R na direção do vetor an+2 = (0, · · · , 0, 1), ou seja, f(p) = 〈x(p),an+2〉.

Como Mn é compacta, f atinge o valor máximo num ponto q ∈ M. Então, dfq = 0 e

d2fq 6 0. Seja U ⊂M uma vizinhança de q tal que a restrição de x a U é injetiva. Agora,

consideremos uma vizinhança V ⊂ Rn+2 de x(q) tal modo que V ∩ Sn+1(1)+ ⊃ x(U) e

seja posśıvel definir um referencial móvel {e0, e1, · · · , en+1} adaptado a x, ou seja, restritos

a x(U) os campos {e1, · · · , en} são tangentes e en+1 = N é normal a x(U) e tangente a

Sn+1(1)+. Além disso, escolha o referencial de tal forma que e0 restrito a x(U) seja a

inclusão.

Restringiremos a x(U) ⊂ V as formas do coreferencial associado e as formas de co-

nexão. No que segue, usaremos a seguinte convenção de ı́ndices: 1 6 i, j,k, · · · 6 n e

0 6 A,B,C, · · · 6 n+ 1.

Sendo ωn+1 = 0, segue pelo Lema de Cartan que 0 = dωn+1 =
∑
j

ωj ∧ ωj(n+1).

Desta forma, podemos inferir que ωi(n+1) =
∑
j

hijωj onde hij = hji.

Por outro lado, escrevendo an+2 =
∑
i

viei + v0e0 + vn+1en+1 obtemos a seguinte

expressão para f = 〈e0,an+2〉 = v0. Dáı, d(v0)q = 0 e d2(v0)q 6 0. Além disso, como é

an+2 constante temos

0 = dan+2 =
∑
i

dviei + dv0e0 + dvn+1en+1 +
∑
i

videi + v0de0 + vn+1den+1.

Sendo ω0 = ωn+1 = 0 restritas a x(U), segue que

0 =
∑
i

dviei + dv0e0 + dvn+1en+1

+
∑
i

(∑
A

ωiAeA +ωi0e0

)

+ vn+1

(∑
A

ω(n+1)AeA +ω(n+1)0e0

)

+ v0

∑
i

ω0iei +ω0(n+1)en+1 + ω00︸︷︷︸
0

e0

 .
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Como e0, restrito a x(U), é a inclusão vale a seguinte igualdade:∑
i

ωiei = de0 =
∑
i

ω0iei +ω0(n+1)en+1.

Da igualdade acima, conclúımos que ω0(n+1) = 0 e ωi = ω0i. Portanto,

0 =
∑
j

(
dvj +

∑
i

viωij + v0ω0j + vn+1ω(n+1)j

)
ej

+

(
dv0 +

∑
i

viωi0

)
+

(
dvn+1 +

∑
i

viωi(n+1)

)
en+1.

Consequentemente,

dvj =
∑
i

viωji − v0ω0j − vn+1ω(n+1)j ;

dv0 = −
∑
i

viωi ;

dvn+1 = −
∑
i

viω(n+1)i.

Como d(v0)q = 0, segue que v1(q) = · · · = vn(q) = 0. Agora observe que

−d2(v0)q =
∑
j

(dvj)qωj

=
∑
j,i

vi(q)ωjiωj −
∑
j

v0(q)ω0jωj −
∑
j

vn+1(q)ω(n+1)jωj

= −
∑
j

vn(q)ωnjωj −
∑
j

vn+1(q)ω(n+1)jωj.

Fazendo uso da igualdade ω0j = ωj, obtemos

−d2(v0)q =
∑
j

vn+1(q)ωj(n+1)ωj −
∑
j

v0(q)(ωj)
2

= vn+1(q)
∑
j,i

hijωiωj − v0
∑
j

(ωj)
2.

Podemos supor que a base {e1, · · · , en} diagonaliza o operador de Weingarten. Dáı,

hij = 〈Aei, ej〉 = λiδij. Portanto,

−d2(v0)q =
∑
i

(λivn+1 − v0)(ωi)
2 > 0.

Aplicando a desigualdade acima em cada ei, tem-se que λivn+1 > v0. Como estamos

considerando v0 > 0, temos para quaisquer i, j que

λiλj(vn+1)
2 > (v0)

2 =⇒ λiλj > 0.

Isto prova que todas as curvaturas principais possuem o mesmo sinal.
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O operador Lr

Seja M
n+1

(c) uma variedade Riemanniana orientável simplesmente conexa de curva-

tura seccional constante c. Uma vez que M é orientável, podemos considerar uma forma

de volume dM globalmente definida sobre M. Considere agora, uma imersão isométrica

x : Mn −→ M
n+1

(c) de uma variedade Riemanniana orientável compacta conexa Mn.

Sejam A o operador de Weingarten da imersão x, Sr a r-ésima função simétricas elemen-

tar associada a A e Hr = Sr

(nr)
a r-ésima curvatura média. Lembremos que, as funções

simétricas elementares Sr associadas a A podem ser definidas usando o polinômio carac-

teŕıstico de A, a saber:

det(tI−A) = (t− k1) · . . . · (t− kn) =
n∑
r

(−1)rSrt
n−r.

Na proposição a seguir, estabelecemos uma desigualdade envolvendo as curvaturas

médias de ordem superior. A demonstração da proposição pode ser encontrada em [13].

Proposição 17. Se as curvaturas H1, · · · ,Hr−1 são não negativas e Hr é postivo para

algum 1 < r 6 n, então

H1 > H
1
2
2 > H

1
3
3 > · · · > H

1
r
r .

Além disso, a igualdade ocorre somente nos pontos umb́ılico.

As transformações clássicas de Newton Pr são definidas indutivamente por:

P0 = I

Pr = SrI−A · Pr−1.

25
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Segue-se da fórmula de recorrência que Pr =

r∑
j=0

(−1)jSr−jA
j, onde S0 = 1. Como A

é um operador auto-adjunto, segue que cada Aj também é. Por outro lado, como a soma

de operadores auto-adjuntos é um operador auto-adjunto segue da expressão obtida que,

para cada r, Pr é um operador auto-adjunto.

Sejam {e1, · · · , en} uma base ortonormal de autovetores de A, correspondendo respec-

tivamente aos autovalores k1, · · · ,kn. Da expressão obtida para Pr, segue que

Pr(ei) =

(
r∑
j=0

(−1)jSr−jki
j

)
ei.

Assim, cada Pr possui os mesmos autovetores de A. Além disso, temos que os auto-

valores de Pn são da forma

λi =

n∑
j=0

(−1)jSn−jk
j
i , 1 6 i 6 n.

Fazendo n− j = r, temos

λi =

n∑
r=0

(−1)n−rSrk
n−r
i

= (−1)n
n∑
r=0

(−1)rSrk
n−r
i

=

n∏
j=1

(kj − ki) = 0.

Como todos os autovalores associados a base ortonormal {e1, · · · , en} são nulos, segue

que Pn = 0. Representando por Ai a restrição da transformação A ao subespaço normal

a ei, e por Sr(Ai) a r-função simétrica associada a Ai. Considerando Sn+1 = 0, no lema

abaixo apresentamos alguns resultados clássicos sobre os autovalores do operador Pr.

Lema 4. Para cada 1 6 r 6 n− 1, vale:

(1) Pr(ei) = Sr(Ai)ei, para cada 1 6 i 6 n;

(2) tr(Pr) =

n∑
i=1

Sr(Ai) = (n− r)Sr;

(3) tr(APr) =

n∑
i=1

kiSr(Ai) = (r+ 1)Sr+1;

(4) tr(A2Pr) =

n∑
i=1

k2iSr(Ai) = S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2,
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onde tr denota o traço do operador.

Demonstração: Para provarmos o item (1), faremos indução sobre r. Para r = 1 temos

P1(ei) = (S1I−A)ei = (k1 + · · ·+ kn)ei− kiei = (k1 + · · ·+ k̂i+ · · ·+ kn)ei = S1(Ai)ei.

Agora suponhamos que o resultado é válido para r− 1, isto é,

Pr−1(ei) = Sr−1(Ai)ei.

Desta forma, temos Pr(ei) = SrI(ei) −A(Pr−1(ei)) = (Sr − Sr−1(Ai) · ki) ei = Sr(Ai)ei.

Para o item (2), observe que os autovalores de Pr associados a base ortonormal

e1, · · · , en são Sr(A1), · · · ,Sr(An), respectivamente. Assim tr(Pr) =

n∑
i=1

,Sr(Ai) o que

prova a primeira igualdade do item (2). Para provar a segunda igualdade, considere Sr e

Sr(Ai) como polinômios homogêneos nas variáveis ki. Se i 6∈ {j1, · · · , jr}, cada monômio

kj1 · · ·kjr de Sr é também um monômio de Sr(Ai). Assim, cada monômio aparece exata-

mente n− r vezes no somatório

n∑
i=1

Sr(Ai). Reciprocamente, cada monômio de Sr(Ai) é

um monômio de Sr. Portanto,

n∑
i=1

Sr(Ai) = (n− r)Sr

o que prova a segunda igualdade do item (2).

Segue do item (1) que os autovalores de APr, associados a base ortonormal {e1, · · · , en}

são respectivamente k1Sr(A1), · · · ,krSr(An). Assim tr(APr) =

n∑
i=1

kiSr(Ai), o que prova

a primeira igualdade do item (3). Da definição do operador Pr segue que

tr(APr) = tr(Sr+1I) − tr(Pr+1) = nSr+1 − (n− r− 1)Sr+1 = (r+ 1)Sr+1.

Concluindo a prova do item (3). Novamente pelo item (1), temos que os autovalores

de A2Pr são respectivamente k21Sr(A1), · · · ,k2rSr(An). Assim

tr(A2Pr) =

n∑
i=1

k2iSr(Ai)

o que prova a primeira igualdade do item (3). Da igualdade Pr+1 = Sr+1I−APr conclúımos

que

tr(A2Pr) = tr(Sr+1A) − tr(APr+1) = S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2.

Finalizando a demonstração do lema.
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Associado a cada transformação de Newton Pr, da imersão x :Mn −→M
n+1

, temos

o operador diferencial de segunda ordem Lr definido abaixo:

Lr(f) = tr(PrHess (f)).

Quando M
n+1

(c) é uma variedade Riemanniana orientável simplesmente conexa de

curvatura seccional constante c, Rosenberg provou em [12] como uma consequência da

equação de Codazzi que

Lr(f) = div (Pr∇f).

Uma consequência muito útil deste fato é dada na seguinte proposição.

Proposição 18. Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana compacta sem bordo em um espaço forma. Então,∫
M

Lr(f)dM = 0 e

∫
M

fLr(f)dM = −

∫
M

〈Pr∇f,∇f〉dM.

Demonstração: Como podemos escrever Lr na forma divergente Lr(f) = div (Pr∇f),

segue diretamente do Teorema da Divergência que

∫
M

Lr(f)dM = 0. Para provar a

segunda igualdade, observe que das propriedades do operador divergente temos

div (f · Pr∇f) = f · Lr(f) + 〈∇f,Pr∇f〉.

Pelo Teorema da Divergência, segue que

0 =

∫
M

div (f · Pr∇f)dM =

∫
M

f · Lr(f)dM+

∫
M

〈∇f,Pr∇f〉dM.

Donde obtemos a igualdade desejada.

Na próxima proposição, provaremos que sob certas condições o operador Lr é eĺıptico,

o que será de fundamental importância para os principais resultados deste trabalho.

Proposição 19. Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana orientável compacta conexa sem bordo, onde M
n+1

(c) representa o espaço

euclidiano Rn+1 ou um hemisfério aberto da esfera euclidiana Sn+1(1) ou o espaço hi-

perbó- lico Hn+1(−1). Se Sr+1 é positivo, então para todo 1 6 j 6 r

1. cada operador Lj é eĺıptico;

2. cada Hj é positivo.
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Demonstração: Pelas Proposições 15 e 16, temos que existe um ponto p ∈M onde todas

as curvaturas principais de x possuem o mesmo sinal. Além disso, podemos considerar

um campo de vetores normal unitário de modo que todas as curvaturas principais sejam

positivas em p. Por continuidade, as curvaturas principais são positivas em bola aberta

U centrada em p. Consequentemente, as funções {Si(Aj),Si,Hi} são positivas em U.

Para provar o item 1, note que a elipticidade de Lj é equivalente a positividade da forma

quadrática associada a Pj, o qual é equivalente a positividade dos autovalores Sj(Ai) de Pj.

Assim, provaremos isto. Para isto, considere o conjunto Kj consistindo de todos pontos

de M onde as funções Sj(Ai) são positivas, 1 6 i 6 n.

É claro que, para cada j temos U ⊂ Kj e cada Kj é aberto, devido a continuidade das

funções Sj(Ai). Representando por Gj a componente conexa de Kj que contém U, temos

o seguinte:

Lema 5. Para cada j, Gj+1 ⊂ Gj.

Demonstração: Para cada i, defina o conjunto aberto

Vi =

i⋂
j=1

Gj.

É claro que as funções Sj(Ak), onde 1 6 k 6 n e 1 6 j 6 i, são positivas em Vi. Dáı,

para cada ponto de Vi segue da Proposição 17 que

H1(Ak) > H2(Ak)
1
2 > H3(Ak)

1
3 > · · · > Hr(Ak)

1
r , 1 6 k 6 n, (2.1)

ocorrendo a igualdade somente nos pontos umb́ılicos. Por continuidade, as desigualdades

são válidas nos pontos da fronteira de Vi. Agora suponhamos que um ponto q da fronteira

de Vi pertença a Gi, de (2.1) segue que q ∈ Gj para 1 6 j 6 n. Logo, q ∈ Vi que é uma

contradição pois q ∈ ∂Vi. Como Vi ⊂ Gi, isto mostra que a fronteira de Vi está contida

na fronteira de Gi. Sendo Vi = Vi
⋂
Gi, segue que Vi é um conjunto fechado em Gi. Por

outro lado, Vi é aberto em Gi. Como Vi é não vazio, temos pela conexidade de Gi que

Gi = Vi. Pela definição de Vj+1 temos que Gj+1 = Vj+1 ⊂ Gj. Isto completa a prova do

lema.

Provaremos agora que Gr é fechado. Tome um ponto q ∈ ∂Gr. Por continuidade,

Sr(Ai) > 0 para 1 6 i 6 n. Usando o lema anterior, temos que q ∈ Gj para 1 6 j 6 r.

Assim, no ponto q, Sj(Ai) > 0 para 1 6 j 6 r e 1 6 i 6 n. Observe que para cada i vale
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a igualdade

Sr+1 = kiSr(Ai) + Sr+1(Ai).

Mostraremos que Sj(Ai) > 0, no ponto q. Suponha por contradição que Sr(Ai) = 0

em q, da equação acima segue Sr+1 = Sr+1(Ai). Como Sr+1 > 0, segue que Sr+1(Ai) > 0

e, consequentemente, Hr+1(Ai) > 0. Por outro lado, como q ∈ Gj para 1 6 j 6 r temos

que Hk(Ai) > 0 para todo 1 6 k 6 r. Pela proposição 17 temos que

H1(Ai) > H2(Ai)
1
2 > · · · > Hr(Ai)

1
r > Hr+1(Ai)

1
r+1 > 0.

Assim Sr(Ai) = Sr(Ai)
(
n−1
r

)
> 0. O que é uma contradição, portanto Sr(Ai) > 0

para 1 6 i 6 n em q. Donde conclúımos que q ∈ Gr, assim Gr é fechado em M. Como

Gr é fechado e aberto em M e não vazio, segue da conexidade de M que Gr =M. Pelo

Lema 5, temos que M ⊂ Gr ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ M. Assim Gj = M, para 1 6 j 6 r. Da

definição de Gj, segue que Sj(Ak) > 0 para 1 6 j 6 r e 1 6 k 6 n o que prova o item 1.

Pelo Lema 4 temos

n∑
i=1

Sj(Ai) = (n − j)Sj assim para 1 6 j 6 r segue que Sj > 0. Logo

Hj é positivo, o que prova o item 2.
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O problema variacional

Ao longo deste caṕıtulo, Mn denotará uma variedade Riemanniana orientável com-

pacta conexa sem bordo e x :Mn −→M
n+1

(c) uma imersão isométrica.

Definição 9. Uma variação de x é uma aplicação diferenciável X : I×Mn −→M
n+1

(c)

tal que para cada t ∈ I a aplicação Xt( . ) = X(t, . ) :Mn −→M
n+1

(c) é uma imersão e

X0 = x.

A função volume associada à variação X é a função V : I −→ R definida por

V(t) =

∫
[0,t]×M

X∗dM.

Dizemos que a variação X preserva volume se V(t) = V(0) para todo t ∈ I.

Definição 10. O campo
∂X(t,p)

∂t
é chamado de campo variacional de X. Denotaremos

por
∂X

∂t

T

a componente tangencial do campo variacional de X.

Seja N um campo de vetores normal unitário ao longo de x, ao longo deste trabalho

usaremos a seguinte notação

f =

〈
∂X(t,p)

∂t
|t=0,N

〉
.

Para cada r ∈ {0, 1, ...,n}, considere os funcionais

Ar =

∫
M

Fr(S1, ...,Sr)dM

onde as funções Fr são definidas recursivamente por

31
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F0 = 1

F1 = S1

Fr = Sr +
c(n− r+ 1)

r− 1
Fr−2, para 2 6 r 6 n− 1.

Considere o problema varicional de minimizar Ar para variações de x que preservam

volume. Observe que este problema foi tratado em [5] para o caso em que r = 0, em [1]

para o caso em que r = 1 e M sendo um hemisfério aberto da esfera euclidiana e em [2]

para qualquer valor de r quando a variedade ambiente é Rn+1.

Para resolvermos este problema, começaremos supondo que um de seus pontos cŕıticos

é a imersão dada x. Assim, com relação às variações que preservam volume a imersão

dada x deve ser um ponto cŕıtico da função

Ar(t) =

∫
M

Fr(S1, ...,Sr)dMt,

onde dMt é o elemento de volume da métrica induzida em M por Xt. Para encontrar os

pontos cŕıticos deste problema usaremos um procedimento padrão que consiste em olhar

para os pontos cŕıticos de

Jr(t) = Ar(t) + λV(t),

onde λ é uma constante. Para calcular J ′r(0) = 0, precisamos inicialmente determinar a

derivada de Sr(t), com respeito a t, em t = 0.

Proposição 20. Sob as notações anterioes, vale:

S ′r+1 = Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf+D∂X
∂t

TSr+1.

Esta proposição foi provada pela primeira vez em [11]. Uma prova alternativa para

este fato, pode ser encontrada no apêndice. Ressaltamos que, quando Sr+1 é constante

então o último termo do lado direito é zero.

O seguinte lema é bem conhecido. Ele é usado por vários autores para determinar a

fórmula da primeira variação, sua demonstração pode ser encontrada em [11].

Lema 6. Seja X uma variação da imersão x, então

∂

∂t
(dMt) =

(
−S1f+ div

∂X

∂t

T)
dMt,

onde f = f(t) =

〈
∂X

∂t
,Nt

〉
.
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Nos três lemas a seguir, apresentamos resultados que serão utilizados para obtermos

as fórmulas da primeira e segunda variação.

Lema 7. Seja X uma variação da imersão x, então

V ′(t) =

∫
M

f(t)dMt.

Demonstração: Fixe um ponto p ∈ M e escolha um referencial ortonormal adaptado

positivo {e1, · · · , en, en+1 = N} numa vizinhança de x(p). Então,

X∗(dM) = a(t,p)dt∧ dM.

Observe que,

a(t,p) = X∗(dM)

(
∂

∂t
, e1, · · · , en

)
= dM

(
∂X

∂t
,dXt(e1), · · · ,dXt(en)

)
= vol

(
∂X

∂t
,dXt(e1), · · · ,dXt(en)

)
=

〈
∂X

∂t
,Nt

〉
onde Nt é um campo de vetores unitário e normal à imersão Xt. Desta forma, obtemos a

seguinte igualdade

V ′(t) =
d

dt

(∫
[0,t]×M

a(t,p)dt∧ dM

)
=

∫
M

a(t,p)dMt =

∫
M

f(t)dMt.

Quando a variação preserva volume, temos pelo acima que

∫
M

f(t)dMt = 0. No que

segue, vamos considerar apenas variações que presevam volume.

Lema 8. Para qualquer r, A ′r(t) = −(r+ 1)

∫
M

Sr+1(t)f(t)dMt.

Demonstração: Dividiremos a prova em dois casos, primeiro provaremos o resultado

para r par. Fazendo indução sobre r, temos para r = 0 que

A ′0(t) =

∫
M

∂

∂t
(dMt) =

∫
M

(
−S1f(t) + div

∂X

∂t

T)
dMt.

Como M é compacta, segue como consequência do Teorema da Divergência que

A ′0(t) = −

∫
M

S1f(t)dMt.

Agora suponha que o lema seja válido para r− 2, ou seja,

A ′r−2(t) = −(r− 1)

∫
M

Sr−1f(t)dMt.
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Provaremos agora que o resultado é válido para r. Fazendo uso das definições de Ar(t)

e Fr temos

Ar(t) =

∫
M

Sr(t)dMt +
c(n− r+ 1)

r− 1
Ar−2(t).

Assim,

A ′r(t) =

∫
M

S ′r(t)dMt +

∫
M

Sr
∂

∂t
(dMt) +

c(n− r+ 1)

r− 1
A ′r−2(t).

Segue como consequência da hipótese de indução, bem como da Proposição 20 e do

Lema 6, que

A ′r(t) =

∫
M

(
Lr−1(f) + [S1Sr − (r+ 1)Sr+1]f+ c(n− r+ 1)Sr−1f+D∂X

∂t

TSr

)
dMt

+

∫
M

(
−S1f+ div

∂X

∂t

T)
SrdMt − c(n− r+ 1)

∫
M

Sr−1f(t)dMt.

Por outro lado, das propriedades da divergência temos que

div

(
Sr
∂X

∂t

T)
= Srdiv

∂X

∂t

T

+D∂X
∂t

TSr.

Então,

A ′r(t) =

∫
M

(
Lr−1(f) + [S1Sr − (r+ 1)Sr+1]f+ c(n− r+ 1)Sr−1f+D∂X

∂t

TSr

)
dMt

−

∫
M

S1SrfdMt +

∫
M

div

(
Sr
∂X

∂t

T)
dMt −

∫
M

D∂X
∂t

TSrdMt

−c(n− r+ 1)

∫
M

Sr−1f(t)dMt.

Usando o fato que o perador Lr pode ser escrito na forma divergente e o Teorema da

Divergência, obtemos∫
M

Lr−1(f)dMt =

∫
M

div

(
Sr
∂X

∂t

T)
dMt = 0.

Portanto,

A ′r(t) = −

∫
M

(r+ 1)Sr+1fdMt.

Para o caso em que r é ı́mpar, novamente demonstraremos o resultado fazendo indução

sobre r. No caso r = 1, temos que

A ′1(t) =

∫
M

S ′1(t)dMt +

∫
M

S1
∂

∂t
(dMt).

Segue como consequência da Proposição 20 e do Lema 6 que

A ′1(t) =

∫
M

(
L0(f) + [S1S1 − 2S2]f+ cnf+D∂X

∂t

TS1

)
dMt

+

∫
M

S1

(
−S1f+ div

∂X

∂t

T)
dMt.
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Por outro lado, das propriedades da divergência temos que

div

(
S1
∂X

∂t

T)
= S1div

∂X

∂t

T

+D∂X
∂t

TS1.

Assim,

A ′1(t) =

∫
M

(
L0(f) − 2S2f+ cnf+ div

(
S1
∂X

∂t

T))
dMt.

Usando que L0 = ∆ (Laplaciano) e o Teorema da Divergência, obtemos∫
M

L0(f)dMt =

∫
M

div

(
S1
∂X

∂t

T)
dMt = 0.

Finalmente, como a variação preserva volume, conclúımos que

A ′1(t) = −2

∫
M

S2fdMt.

A continuação da demonstração, é exatamente igual à demonstração do caso em que

r é par.

Proposição 21. (Fórmula da Primeira Variação) Para qualquer variação de x vale a

igualdade

J ′r(0) =

∫
M

(−(r+ 1)Sr+1 + λ) f dM,

onde λ é uma constante (a ser determinada) e f é a projeção normal do campo varacional.

Demonstração: Como Jr(t) = Ar(t)+λV(t), segue que J ′r(t) = A
′
r(t)+λV

′(t). Fazendo

uso dos resultados provados nos Lemas 7 e 8 temos que

J ′r(t) =

∫
M

(−(r+ 1)Sr+1 + λ) f dMt.

Em particular, a igualdade vale para t = 0. Donde conclúımos a demonstração da

proposição.

O lema a seguir será utilizado para demonstrarmos que as hipersuperf́ıcies com r-ésima

curvatura constante são pontos cŕıticos do funcional J.

Lema 9. Para toda função suave f : M −→ R satisfazendo

∫
M

f dM = 0, existe uma

variação normal que preserva volume cujo campo variacional é f ·N.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [5].

Proposição 22. Sejam A =

∫
M

dM, γ = A−1 ·
∫
M

Sr+1dM e λ = (r+ 1)γ. Se J ′r(0) = 0

para qualquer variação de x, então Γ = λ− (r+ 1)Sr+1 = 0.
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Demonstração: Assuma que exista um ponto p ∈M onde Γ(p) 6= 0, podemos assumir

que Γ(p) > 0. Considere os conjuntos abaixo:

D+ = {q ∈M; Γ(q) > 0} , D− = {q ∈M; Γ(q) < 0}.

Como Γ é uma função cont́ınua, segue que D+ é aberto e existe um aberto U tal

que U ⊂ D+. Mostra-se, usando partição da unidade, que existe uma função suave

φ :M −→ R satisfazendo: 1) 0 6 φ 6 1; 2) φ = 1 em U; 3) supp(φ) ⊂ D+. Logo,

α1 =

∫
M

φΓ dM > 0.

Sendo ∫
M

(−(r+ 1)Sr+1 + λ)dM = −(r+ 1)

∫
M

Sr+1dM+ (r+ 1)Aγ = 0,

existe um aberto V tal que V ⊂ D−. Novamente, usando partição da unidade, garantimos

a existência de uma função suave ψ :M −→ R satisfazendo: 1) 0 6 ψ 6 1; 2) ψ = 1 em

V ; 3) supp(ψ) ⊂ D−. Portanto,

α2 =

∫
M

ψΓ dM < 0.

Tomando ξ = −
α1

α2

ψ > 0, temos que

∫
M

(φ+ ξ)Γ dM = α1 −
α1

α2

α2 = 0.

Pelo Lema 9, existe uma variação da imersão x que preserva volume cujo vetor varia-

cional é (φ+ ξ)Γ ·N. Assim, pela Proposição 21 segue que

0 =

∫
M

(φ+ ξ)Γ 2 dM > 0.

A contradição obtida surgiu pelo fato de supormos que existia um ponto p ∈M onde

Γ(p) 6= 0, desta forma λ = (r+ 1)Sr+1. Isto completa a prova da proposição.

A proposição acima, nos diz que os pontos cŕıticos para o problema variacional são

imersões com r-ésima curvatura média constante. Afim de decidir se a imersão é ou não

um mı́nimo local, calcularemos a segunda derivada de Ar(t) em t = 0.

Observe que para variações que preservam volume temos J ′r(t) = A ′r(t), assim para

calcular A ′′r (0) é suficiente calcular J ′′r (0).
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Proposição 23. (Fórmula da Segunda Variação) Seja x :Mn −→M
n+1

(c) uma imersão

isométrica com Sr+1 constante. Para variações que preservam volume, a segunda derivada

de Ar em t = 0 é dada por

A ′′r (0) = −(r+ 1)

∫
M

f · [Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf] dM.

Demonstração: Como escólio da demonstração da Proposição 21, temos

J ′r(t) =

∫
M

(−(r+ 1)Sr+1 + λ)fdMt.

Derivando J ′r(t) obtemos

J ′′r (t) =

∫
M

∂

∂t
(−(r+ 1)Sr+1 + λ)f(t)dMt

+

∫
M

(−(r+ 1)Sr+1 + λ)f
′(t)dMt

+

∫
M

(−(r+ 1)Sr+1 + λ)f(t)
∂

∂t
(dMt).

Observe que, para t = 0 as duas últimas integrais da iguldade acima se anulam pois

λ = (r+ 1)Sr+1. Da Proposição 20, segue que

∂

∂t
(−(r+ 1)Sr+1 + λ)∣∣t=0

= −(r+ 1)S ′r+1(0)

= −(r+ 1)[Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf].

Desta forma,

A ′′r (0) = J
′′
r (0) = −(r+ 1)

∫
M

f · [Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf] dM.
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r-Estabilidade de hipersuperf́ıcies

A expressão obtida para A ′′r (0), na Proposição 23, depende somente da imersão x e

da função f. Vamos fixar a seguinte notação

Ir(f) = −

∫
M

f(Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf)dM.

Definição 11. Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana orientável compacta conexa com Sr+1 constante. Dizemos que M é r-estável

quando Ir(f) > 0 para qualquer função f :Mn −→ R que satisfaz∫
M

f dM = 0.

Proposição 24. Esferas geodésicas de M
n+1

(c) são r-estáveis.

Demonstração: Seja Σ um esfera geodésica de M
n+1

(c). Uma vez que Σ é umb́ılica as

curvaturas principis são todas iguais a uma certa constante k. Escolhendo o vetor normal

de modo que k > 0, temos

Sj =

(
n

j

)
kj.

Assim, Σ é uma subvariedade com Sr+1 igual a uma constante positiva. Por outro

lado, todos os autovalores de Pr são iguais a
(
n−1
r

)
kr. Logo, Pr =

(
n−1
r

)
krI. Da forma

divergente do operador Lr segue que

Lr(f) = div

((
n− 1

r

)
kr∇f

)
=

(
n− 1

r

)
kr∆f.

38
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Portanto,

Ir(f) = −

∫
M

((
n− 1

r

)
krf∆f+

(
n

(
n

r+ 1

)
− (r+ 2)

(
n

r+ 2

))
kr+2f2

)
dM

−

∫
M

c(n− r)

(
n

r

)
krf2dM

= −

(
n− 1

r

) ∫
M

(krf∆f+ nkr+2f2 + cnkrf2)dM

= −

(
n− 1

r

)
kr
∫
M

(f∆f+ n(k2 + c)f2)dM.

Pela Equação de Gauss, podemos inferir que Σ é isométrica a uma n-esfera euclidiana

com curvatura seccional constante igual a k2 + c. Então, o primeiro autovalor do Lapla-

ciano de Σ é dado por λ1 = n(k
2+ c). Pela caracterização variacional de λ1, que pode ser

encontrada em [6], temos

Ir(f) >

(
n− 1

r

)
kr
∫
M

(λ1f
2 − n(k2 + c)f2)dM = 0.

Isto completa a demonstração da proposição.

Para provarmos o resultado principal, definiremos funções auxiliares. Para imersões

na esfera euclidiana Sn+1(1), seja U um vetor fixado de Rn+2, no caso de imersões no

espaço hiperbólico, consideremos U um vetor fixado do espaço de Lorentz En+2. Defina

as funções

f = 〈N,U〉, g = 〈x,U〉.

No lema a seguir, M
n+1

(c) representa o espaço euclidiano Rn+1, a esfera euclidiana

Sn+1(1) ou o espaço hiperbólico Hn+1(−1).

Lema 10. Seja x :Mn −→M
n+1

(c) uma imersão isométrica. Para todo ponto p ∈M,

seja UT a projeção do vetor U sobre TpM. Então,

Lr(g) = −(r+ 1)Sr+1f− c(n− r)Srg

Lr(f) = −(S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f− c(r+ 1)Sr+1g+DUTSr+1.

Observe que, quando Sr+1 é constante DUTSr+1 = 0. A prova deste lema pode ser

encontrada no apêndice desta dissertação.

No teorema a seguir provamos o principal resultado deste trabalho, a saber: é feita a

caracterização das hipersuperf́ıcies r-estáveis de M
n+1

(c).
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Teorema 3. Seja M
n+1

(c) o espaço hiperbólico Hn+1(−1) ou um hemisfério aberto da

esfera euclidiana Sn+1(1). Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica de uma

variedade Riemanniana compacta (sem bordo) orientável com Sr+1 constante positivo.

Então Mn é r-estável se, e somente se, M é uma esfera e x é a sua inclusão como uma

esfera geodésica.

Demonstração: De acordo com a Proposição 24, a condição é suficiente. Provaremos

agora que também é necessária. Uma vez que M é compacta orientável e Sr+1 é uma

constante positiva, temos pela Proposição 19 que o operador Lr é eĺıptico. Analisaremos

separadamente os dois casos.

Suponha que M
n+1

(c) é um hemisfério aberto de Sn+1(1) ⊂ Rn+2. Primeiramente

provaremos que N =
∫
M
NdM 6= 0, onde estamos considerando a integração e m cada

função coordenada. Se N = 0, então∫
M

〈N,U〉dM = 0

para qualquer vetor U ∈ Rn+2. Tome uma base ortonormal U0, · · · ,Un+1 de Rn+2 e

considere as funções

fi = 〈N,Ui〉 e gi = 〈x,Ui〉.

Pela hipótese de r-estabilidade, temos que I(fi) > 0 para cada i ∈ {0, · · · ,n + 1}.

Usando a expressão obtida para Lr(fi) no Lema 10, obtemos

0 6 −

∫
M

fi(Lr(fi) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)fi + (n− r)Srfi)dM

=

∫
M

((r+ 1)Sr+1figi − (n− r)Srf
2
i)dM.

Somando em i temos

0 6
∫
M

(
(r+ 1)Sr+1

n+1∑
i=0

figi − (n− r)Sr

n+1∑
i=0

f2i

)
dM.

Por outro lado, podemos escrever N =

n+1∑
i=0

fiUi e x =

n+1∑
i=0

giUi. Dáı,

〈N, x〉 =
n+1∑
i=0

figi = 0 e

n+1∑
i=0

f2i = |N|2 = 1.

Donde conclúımos que

0 6 −

∫
M

(n− r)SrdM.



Caṕıtulo 4. r-Estabilidade de hipersuperf́ıcies 41

Da Proposição 19 temos que Sr > 0. Logo,

0 6 −

∫
M

(n− r)SrdM < 0.

Como chegamos a uma contradição, segue que N 6= 0. A base {U0, · · · ,Un+1} pode

ser escolhida de tal forma que U0 =
N

|N|
. Então, para 1 6 i 6 n+ 1 segue que

0 = 〈Ui,N〉 =
∫
M

〈Ui,N〉 =
∫
M

fidM.

Para essas funções teste, a definição de r-estabilidade implica que

0 6
∫
M

((r+ 1)Sr+1figi − (n− r)Srf
2
i)dM.

Adicionando estas equações em 1 6 i 6 n+ 1 obtemos

0 6
∫
M

[(r+ 1)Sr+1

n+1∑
i=1

figi − (n− r)Sr

n+1∑
i=1

f2i ]dM

=

∫
M

[−(r+ 1)Sr+1f0g0 − (n− r)Sr(1 − f20)]dM. (4.1)

Para qualquer referencial local {e0 = x, e1, · · · , en, en+1 = N} adaptado à imersão x

temos

1 = |U0|
2 =

n+1∑
i=0

〈U0, ei〉 > 〈U0, x〉2 + 〈U0,N〉2 = g20 + f20.

Desta forma, 1 − f20 > g
2
0. Substituindo em (4.1) encontramos

0 6
∫
M

[−(r+ 1)Sr+1f0g0 − (n− r)Srg
2
0]dM

=

∫
M

g0Lr(g0)dM = −

∫
M

〈Pr∇g0,∇g0〉dM

6 0

Usamos acima a Proposição 18 e o fato que Lr é eĺıptico. Observe que todas as

desigualdades acima tornam-se igualdades, da elipticidade de Lr segue que ∇g0 = 0.

Logo, g0 é contante. Assim a imagem de x está contida em um hiperplano. Uma vez

que x é uma imersão na esfera então a imagem x pertence a interseção da esfera com um

hiperplano. Desta forma x(M) é uma esfera geodésica de Sn+1(1).

No caso em que o ambiente é o espaço hiperbólico, a prova é feita de modo análogo.
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Apêndice

Neste caṕıtulo provaremos a Proposição 20 e o Lema 10. Estes resultados são en-

contrados na literatura e as suas provas são aqui inclúıdas para tornar este trabalho

auto-suficiente.

Seja X : Mn × (−ε, ε) −→ M
n+1

uma aplicação diferenciável tal que para cada

t ∈ (−ε, ε) a aplicação Xt : Mn × {t} −→ Mn+1 definida por Xt(p) = X(p, t) é uma

imersão. Seja ds2 a métrica em M e considere, em M × (−ε, ε) a forma quadrática

ω = X∗(ds2).

Esta é uma métrica Riemanniana quando restrita a cada Mt = M × {t}, mas não

necessariamente é métrica na variedade M × (−ε, ε). De fato, restrita a Mt a forma

quadrática ω é exatamente a métrica induzida por Xt. Sejam e1, · · · , en campos de

vetores num aberto U de M × (−ε, ε), tal que para cada t fixado, eles formem um

referencial ortonormal tangente a Mt =M× {t}. Sejam ω1, · · · ,ωn suas formas duais e

ωn+1 = dt a forma dual do vetor unitário
∂

∂t
tangente a (−ε, ε). Considere no produto

M× (−ε, ε), a métrica

φ =
∑

ω2
i + dt

2.

As formas de conexão associadas a esta métrica são dadas pelas seguintes equações:

dωi =

n+1∑
j=1

ωij ∧ωj, 1 6 i 6 n+ 1,

ωij + ωji = 0, 1 6 i, j 6 n+ 1.

Uma vez que ωn+1 = dt, então

0 =
∑

ω(n+1)i ∧ωi.

42
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Dáı, ω(n+1)i = −
∑
ĥijωj, onde ĥij = ĥji. Considere agora os campos de vetores

dX(e1), · · · ,dX(en) e defina N : U −→ TM por N = dX(e1)∧ · · ·∧ dX(en). Os campos

de vetores dX(e1), · · · ,dX(en),N formam um referencial ortonormal adaptado a imersão

Xt. Identificando ei com sua imagem dX(ei), podemos escrever

∂X

∂t
=

n∑
i=1

aiei + fN.

Assim,

ω

(
∂

∂t
,
∂

∂t

)
= ds2

(
∂X

∂t
,
∂X

∂t

)
= f2 +

n∑
i=1

a2
i .

Uma vez que ω(ei, ej) = δij e ω

(
∂

∂t
, ej

)
= ds2

(
∂X

∂t
, ej

)
= aj, temos

ω =

n∑
j=1

ωj
2 + 2

n∑
j=1

ajdtωj +

(
f2 +

n∑
i=1

a2
i

)
dt2.

Assim podemos escrever ω =

n+1∑
j=1

θ2j , onde θj = ωj + ajdt para 1 6 j 6 n e

θn+1 = fdt. De fato, estas formas são pull back do coreferencial dos campos de ve-

tores dX(e1), · · · ,dX(en),N. Defina as formas de conexão θij associadas a θ1, · · · , θn+1

pelas equações:

dθi =

n+1∑
i=1

ωij ∧ωj

θij + θji = 0, 1 6 i, j 6 n+ 1.

Agora, expressaremos estas novas formas da conexão usando as formasωij, já definidas

em M × (−ε, ε). Podemos supor que θij = ωij + bijdt, para 0 6 i, j 6 n, e que

θ(n+1)i =
1

f
· ω(n+1)i + bidt. Assim, das equações de estrutura e usando o fato que

Dai = dai +
∑
ajωji =

∑
aijωj podemos escrever

dθi = d(ωi + aidt) =
∑

ωij ∧ωj +ωi(n+1) ∧ dt+ dai ∧ dt

=
∑

ωij ∧ωj +ωi(n+1) ∧ dt+
∑

aijωj ∧ dt+
∑

ajωij ∧ dt.

Por outro lado,

dθi =
∑

θij ∧ θj + θi(n+1) ∧ θn+1

=
∑

(ωij + bijdt)∧ (ωj + ajdt) +

(
1

f
ωi(n+1) − bidt

)
∧ fdt

=
∑

ωij ∧ωj +
∑

ajωij ∧ dt+
∑

bijdt∧ωj +ωi(n+1) ∧ dt
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Comparando as expressões obtidas para dθi, conclúımos que bij = −aij. Donde

obtemos θij = ωij − aijdt. Uma importante consequência deste fato é

ωij − aijdt = θij = −θji = ωij + ajidt.

Da iguladade acima segue que aij + aji = 0. Agora observe que

n∑
i=1

θ(n+1)i ∧ θi =

n∑
i=1

(
−

n∑
j=1

hijωj + bidt

)
∧ (ωi + aidt)

= −

n∑
i,j=1

hijωj ∧ωi −

n∑
i,j=1

hijaiωj ∧ dt+

n∑
i=1

bidt∧ωi.

Por outro lado,

dθn+1 =

n∑
i=1

θ(n+1)i ∧ θi = df∧ dt =

n∑
i=1

fiθi ∧ dt =

n∑
i=1

fiωi ∧ dt.

Das igualdades acima podemos escrever

∑
i<j

(hij − hji)ωj ∧ωi +

n∑
i=1

(
fi + bi +

n∑
j=1

hjiaj

)
ωi ∧ dt = 0.

Assim, hij = hji e bi = −fi −

n∑
j=1

hjiaj = −fi −

n∑
j=1

hijaj. Substituindo na expressão

de θ(n+1)i obtemos que

θ(n+1)i = −

n∑
j=1

hijωj + bidt

= −

n∑
j=1

hijωj − fidt−

n∑
j=1

hijajdt

= −

n∑
j=1

hij(ωj + ajdt) − fidt

= −

n∑
j=1

hijθj − fidt.

Observe que os hij são os coeficientes da segunda forma fundamental da imersão Xt

com respeito ao normal Nt. O próximo lema nos dirá que a diferencial covariante de hij

na variedade Mt =M× {t} é dada por:

Dhij = dMt
hij +

∑
hikωkj +

∑
hkjωki =

∑
hijkωk.
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Lema 11. Se M possui curvatura seccional constante c, então

∂hij

∂t
= f

n∑
k=1

hikhkj + fij + cfδij +ψij

onde

ψij =
∑

hikakj +
∑

hkjaki +
∑

hijkak.

Demonstração: Primeiro observe que

dθ(n+1)i −

n∑
j=1

θ(n+1)j ∧ θji = Ω(n+1)i = −c · θn+1 ∧ θi.

Agora, substituindo a expresão θ(n+1)i = −

n∑
j=1

hijθj − fidt obtemos

dθ(n+1)i −
∑

θ(n+1)j ∧ θji = d

(
−

n∑
j=1

hijθj − fidt

)
−

n∑
j=1

{
−

n∑
k=1

hjkθk − fjdt

}
∧ θji

= −

n∑
j=1

dhij ∧ θj −

n∑
j=1

hijdθj − dfi ∧ dt

+

n∑
j,k=1

hjkθk ∧ θji +

n∑
j=1

fjdt∧ θji.

Como dθj =

n∑
k=1

θjk ∧ θk + θj(n+1) ∧ θn+1 segue que

dθ(n+1)i −
∑

θ(n+1)j ∧ θji = −

n∑
j=1

dhij ∧ θj −

n∑
j,k=1

hijθjk ∧ θk −

n∑
j=1

hijθj(n+1) ∧ θn+1

−dfi ∧ dt+

n∑
j,k=1

hjkθk ∧ θji +

n∑
j=1

fjdt∧ θji

= −

n∑
j=1

{
dhij +

n∑
k=1

hikθkj +

n∑
k=1

hkjθki

}
∧ θj

−(dfi +

n∑
j=1

fjθji)∧ dt− f

(
n∑

j,k=1

hijhjkθk ∧ dt

)
.

Observe que

dhij = dMt
hij +

∂hij

∂t
dt (5.1)

uma vez que hij são os coeficientes da segunda forma fundamental de Xt, temos

n∑
j=1

{
dMt

hij +

n∑
k=1

hikωkj +

n∑
k=1

hkjωki

}
∧ωj =

n∑
j,k=1

hijkωk ∧ωj = 0.
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Como θij = ωij − aijdt, segue que

n∑
j=1

{
dMt

hij +

n∑
k=1

hikθkj +

n∑
k=1

hkjθki

}
∧wj = −

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ωj

Também sabemos que θj = ωj + ajdt, assim se

C =

n∑
j=1

{
dMt

hij +

n∑
k=1

hikθkj +

n∑
k=1

hkjθki

}
∧ θj

então

C = −

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ θj

+

n∑
j=1

{
dMt

hij +

n∑
k=1

hikθkj +

n∑
k=1

hkjθki

}
∧ ajdt

= −

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ θj

+

n∑
j=1

{
dMt

hij +

n∑
k=1

hikωkj +

n∑
k=1

hkjωki

}
∧ ajdt

= −

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ θj +

n∑
j,k=1

hijkajωk ∧ dt

= −

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ θj +

n∑
j,k=1

hijkajθk ∧ dt.

Também é verdadeiro que

dfi = dMt
fi +

∂fi

∂t
dt (5.2)

e, por definição

dMt
fi +

n∑
j=1

fjθji =

n∑
j=1

fijθj. (5.3)

Sabemos que

dθ(n+1)i −
∑

θ(n+1)j ∧ θji = −

n∑
j=1

{
dhij +

n∑
k=1

hikθkj +

n∑
k=1

hkjθki

}
∧ θj

−(dfi +

n∑
j=1

fjθji)∧ dt− f

(
n∑

j,k=1

hijhjkθk ∧ dt

)
.

De (5.2) segue que

dθ(n+1)i −
∑

θ(n+1)j ∧ θji = −

n∑
j=1

{
∂hij

∂t
+ dMt

hij +

n∑
k=1

hikθkj +

n∑
k=1

hkjθki

}
∧ θj

−(dfi +

n∑
j=1

fjθji)∧ dt− f

(
n∑

j,k=1

hijhjkθk ∧ dt

)
.
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Da expressão obtida para C e de (5.3) segue que

dθ(n+1)i −
∑

θ(n+1)j ∧ θji = −

n∑
j=1

∂hij

∂t
dt∧ θj +

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ θj

−

n∑
j,k=1

hijkajθk ∧ dt− f

(
n∑

j,k=1

hijhjkθk ∧ dt

)

−

(
n∑
j=1

fjθji + dMt
fi +

∂fi

∂t

)
∧ dt.

De (5.4) segue que

dθ(n+1)i −
∑

θ(n+1)j ∧ θji = −

n∑
j=1

∂hij

∂t
dt∧ θj +

n∑
j,k=1

(hikakj + hkjaki)dt∧ θj

−

n∑
j,k=1

hijkajθk ∧ dt− f

(
n∑

j,k=1

hijhjkθk ∧ dt

)

−

n∑
j=1

fijθj ∧ dt.

De (5.1) obtemos

dθ(n+1)i −

n∑
j=1

θ(n+1)j ∧ θji = Ω(n+1)i = −cθn+1 ∧ θi = cfθi ∧ dt.

Comparando as duas igualdades acima, inferimos que

n∑
j=1

{
∂hij

∂t
− f

(
n∑
k=1

hijhjk

)
− fij −ψij

}
ωj ∧ dt = cfθi ∧ dt.

Portanto,

∂hij

∂t
= f

n∑
k=1

hijhjk + fij + cfδij +ψij.

Tomando a segunda forma fundamental de forma que ela esteja diagonalizada, temos

ψii = 2hiiaii +

n∑
k=1

hiikak =

n∑
k=1

hiikak.

Provaremos agora a Proposição 20. Para isto, veja que

∂Sr+1

∂t
=

n∑
i=1

∂Sr+1

∂ki

∂ki

∂t
=

n∑
i=1

Sr(Ai)
∂ki

∂t
.

Do Lema 11 segue que

S ′r+1 =

n∑
i=1

∂hii

∂t
Sr(Ai)

=
∑
i

Sr(Ai)fii + f
∑
i

Sr(Ai)k
2
i + cf

∑
i

Sr(Ai) +
∑
i

Sr(Ai)ψii.
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Por outro lado,

Lr(f) =
∑
i

〈(Pr ◦ Hess f(ei), ei〉 =
∑
i

Sr(Ai)〈Hess f(ei), ei〉 =
∑
i

Sr(Ai)fii. (5.4)

Assim

S ′r+1 = Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf+
∑
i,k

Sr(Ai)hiikak.

Observe que

DSr+1 =
∑
i

Sr(Ai)Dki =
∑
i

Sr(Ai)Dhii =
∑
i,k

Sr(Ai)hiikωk,

logo

D∂X
∂t

TSr+1 = D∑ajejSr+1 =
∑
i,k

Sr(Ai)hiikωk(
∑

ajej) =
∑
i,k

Sr(Ai)hiikak.

Desta última igualdade segue que

S ′r+1 = Lr(f) + (S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f+ c(n− r)Srf+D∂X
∂t

TSr+1.

Provaremos agora o Lema 10 para o caso em que M
n+1

= Hn+1(−1). Vamos consi-

derar o modelo do espaço hiperbólico definido anteriorente.

Tome um referencial ortonormal local e0, e1, · · · , en+1 adaptado a imersão. Ou seja

estão definidos numa vizinhança de En+2 e satisfazem (e0, e0) = −1, 〈ei, ej〉 = δij para

1 6 i, j 6 n + 1 e (ei, e0) = 0 para 1 6 i 6 n + 1. Além disso, quando restritos a M os

campos e1, · · · , en são tangentes, en+1 = N é normal a M e e0 = x. Sejam ω1, · · · ,ωn

as formas duais de e1, · · · , en. As principais equações associadas a este referencial são

dx =

n∑
i=1

ωiei

dei =

n+1∑
=0

ωijej

ωij = (dei, ej)

dωi =

n∑
i=1

ωj ∧ωji

ωn+1,i =

n∑
i=1

hijωj, com hij = hji

dωij −

n∑
k=1

ωik ∧ωkj = −

n∑
k,l=1

hikhjlωk ∧ωl +ωi ∧ωj.
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A última igualdade segue do fato que o espaço hiperbólico possui curvatura constante

igual a −1 e a quarta igualdade difere de um sinal de menos da expressão obtida nas

preliminares. Este fato ocorre pois aqui estamos usando que a segunda forma fundamental

é dada por ∇N. Neste caso, os hij são na verdade o oposto daqueles que usamos nas

preliminares. Note também que de0 = dx, das igualdades acima segue que ωi = ω0i =

ωi0.

Considere um vetor U fixado no espaço de Lorentz e as funções auxiliares

g = 〈x,U〉 e f = 〈N,U〉.

Observe que dg = 〈dx,U〉 =
n∑
i=1

〈ei,U〉ωi, assim ∇g =

n∑
i=1

giei onde gi = 〈ei,U〉.

Isto nos diz que gi são as componentes do gradiente de g. Calcularemos agora a forma

hessiana de g, temos

Dgi = dgi +

n∑
i=1

gjωji

= 〈dei,U〉+
n∑
i=1

〈ej,U〉ωji

= 〈
n+1∑
j=0

ωijej,U〉+
n∑
i=1

〈ej,U〉ωji

= 〈x,U〉ωi0 + 〈N,U〉ωin+1 +

n∑
i=1

〈ej,U〉ωij +
n∑
i=1

〈ej,U〉ωji

=

n∑
j=1

(−〈N,U〉hij + 〈x,U〉δij)ωj.

Donde obtemos

gij = −fhij + gδij. (5.5)

Por outro lado, podemos supor que no ponto p ∈M e1, · · · , en diagonaliza ∇N. Dáı

hii = 〈∇Nei, ei〉 = λi e

Lr(g) =

n∑
i

〈(Pr ◦ Hessg)(ei), ei〉 =
n∑
i

Sr(Ai)〈Hessg(ei), ei〉 =
n∑
i

Sr(Ai)gii.

Segue que

Lr(g) = −f

n∑
i

Sr(Ai)hii + g

n∑
i

Sr(Ai)

= −f

n∑
i

Sr(Ai)λi + g(n− r)Sr

= −f(r+ 1)Sr+1 + (n− r)gSr.
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o qual é o resultado desejado. Procederemos de maneira análoga com f = 〈N,U〉. Observe

que

df = 〈dN,U〉

= 〈e0 +ω(n+1),0 +

n∑
i=1

ω(n+1)i + en+1ω(n+1)(n+1),U〉.

Como ω(n+1)(n+1) = 0 e ω(n+1),0 = ω0,(n+1) = ωn+1 = 0, segue que

df =

n∑
i=1

giω(n+1)i =

n∑
i,j=1

gihijωj.

Portanto, fj =

n∑
j=1

hijgj são as funções componentes do gradiente de f. Assim

dfj =

n∑
i=1

(gidhij + hijdgi)

=

n∑
i=1

[(
n∑
l=1

hijlωl −

n∑
l=1

hljωli −

n∑
l=1

hilωlj

)
gi + hij

(
n∑
s=1

gisωs −

n∑
s=1

gsωsi

)]

=

n∑
i,l=1

hijlgiωl −

n∑
i,l=1

hljgiωli −

n∑
i,l=1

hilgiωlj +

n∑
i,s=1

hijgisωs −

n∑
i,s=1

hijgsωsi.

Fazendo uso da igualdade

Dfj =

n∑
k=1

fjkωk = dfj +

n∑
k=1

fkωkj = dfj

n∑
k,i=1

hikgiωkj

temos

n∑
k=1

fjkωk =

n∑
i,l=1

hijlgiωl −

n∑
i,l=1

hljgiωli −

n∑
i,l=1

hilgiωlj +

n∑
i,s=1

hijgisωs

−

n∑
i,s=1

hijgsωsi +

n∑
k,i=1

hikgiωkj.

Trocando l por i e i por s no segundo somatório e l por k no terceiro somatório obtemos

n∑
k=1

fjkωk =

n∑
i,l=1

hijlgiωl −

n∑
s,i=1

hijgsωis −

n∑
i,k=1

hikgiωkj +

n∑
i,s=1

hijgisωs

−

n∑
i,s=1

hijgsωsi +

n∑
k,i=1

hikgiωkj.

Como ωis = −ωsi para 1 6 i, s 6 n, segue que

n∑
k=1

fjkωk =

n∑
i,l=1

hijlgiωl +

n∑
i,s=1

hijgisωs. (5.6)
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De (5.5) segue que

n∑
k=1

fjkωk =

n∑
i,l=1

hijlgiωl +

n∑
i,s=1

hij(−fhis + gδis)ωs

=

n∑
k=1

(
n∑
i=1

hijkgi +

n∑
i=1

hij(−fhik + gδik)

)
ωk.

Assim os elementos da matriz hessiana de f são dados por

fjk =

n∑
i=1

hijkgi − f

n∑
i=1

hijhik + ghkk. (5.7)

Sendo

DSr+1 =

n∑
j=1

∂Sr+1

∂kj
Dkj =

n∑
j=1

Sr(Aj)Dkj

e usando o fato de que Deikj = hjji, temos que para cada i

DeiSr+1 =

n∑
j=1

Sr(Aj)hjji. (5.8)

De (5.5) e (5.7) segue que

Lr(f) =

n∑
j=1

Sr(Aj)fjj

=

n∑
i,j=1

Sr(Aj)hjjigi − f

n∑
i,j=1

Sr(Aj)hij
2 + g

n∑
j=1

Sr(Aj)hjj.

Por outro lado, como os hij são os coeficientes da segunda forma fundamental temos

n∑
j=1

{
dhij +

n∑
k=1

hikωkj +

n∑
k=1

hkjωki

}
∧ωj =

∑
k<j

(hijk − hikj)ωk ∧ωj = 0.

Assim hijk = hikj para quaisquer 1 6 i, j,k 6 n. Observe também hij = hji assim

Dhij =

n∑
k=1

hijkωk =

n∑
k=1

hjikωk = Dhji.

Portanto hijk = hjik. Para quaisquer 1 6 i, j,k 6 n. Destas identidades segue que

hijj = hjij = hjji.

Dado um ponto p ∈M, podemos supor que a segunda forma fundamental está diago-

nalizada logo hii = λi e hij = 0 se i 6= j. Portanto

Lr(f) =

n∑
i,j=1

Sr(Aj)hijjgi − f

n∑
i=1

Sr(Aj)λi
2 + g

n∑
j=1

Sr(Aj)λj.
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Donde conclúımos que

Lr(f) = −(S1Sr+1 + (r+ 2)Sr+2)f+ (n− r)Srg+D∑gieiSr+1,

terminando a demostração do lema. A prova para o caso de imersões na esfera euclidiana

Sn+1(1) é feita de modo análogo.
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