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Curso de Pós-Graduação em Matemática,
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Isáıas, Barnabé e Alexandre Marinho.

Agradeço em especial aos Professores Jurandir Lopes e Paulo Sergio pelo apoio durante

toda a graduação e mestrado, agradeço pela amizade e pelos ensinamentos, força e coragem

que me passaram durante toda essa jornada.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existência e unicidade de soluções do problema rela-

cionado com o modelo de Kirchho-Carrier para pequenas deformações de uma membrana

u ′′ +M
(
‖u‖2

)
Au+ F(u) +Au ′ = 0,

quando M é não degenerada, e A, F são operadores. Além disso, obtemos o comporta-

mento assintótica, como t→∞, de uma solução em um caso concreto.
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Abstract

In this work study existence and uniqueness of solutions to the abstract framework

related to Kirchhoff-Carrier model for small deformations of a membrane

u ′′ +M
(
‖u‖2

)
Au+ F(u) +Au ′ = 0,

when is degenetated or not and A, F are operators. Furthemore, we obtain the asymptotic

behavior, as t→∞, of solution in a concrete case.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Durante os últimos anos muitos matemáticos vem estudando diversos aspectos asso-

ciados ao seguinte problema misto:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u ′′(t) −M(|| u(t) ||2)∆u(t) = 0 em Q = Ω× (0, T),

u = 0 sobre Γ = ∂Ω× (0, T),

u(0) = u0, u
′(0) = u1 em Ω,

(1.1)

onde ′ significa derivada temporal, M uma função real, Ω é um conjunto aberto limitado

do Rn com a fronteira ∂Ω suave e T um número real positivo.

Fisicamente, a equação (1.1)1 descreve pequenas deformações de uma membrana, a

qual foi deduzida por Kirchhoff [7]. A equação (1.1)1 fornece uma descrição mais precisa

a elasticidades do material do que a equação de ondas clássicas u ′′t −4u = 0.

O primeiro resultado sobre existência de soluções a cerca de (1.1) foi obtido por

Bernstein [2] no caso unidimensional com M satisfazendo a hipótese não degenerada,

M(λ) > m0 > 0.

Neste trabalho, consideremos também esta hipótese, precisamente supõe-se:

M ∈ C1([0,∞);R) tal que M(λ) > m0 > 0, para todo λ > 0. (1.2)

Dickey [6] também investigou a existência e singularidade da solução para (1.1) quando

n = 1. Pohozhaev [19] estudou um caso mais geral para o problema, considerando os dados

iniciais em uma classe especial. Para mais referências relacionadas com o problema não

linear (1.1), os leitores poderão consultar Medeiros ([11], [12]) e referências nele contidas.
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Nesta dissertação iremos discutir a existência, unicidade e o comportamento assintótico,

de solução para t→∞, do problema:∣∣∣∣∣∣ u
′′(t) +M(|| u(t) ||2)Au(t) + F(u(t)) +Au ′(t) = 0 em H,

u(0) = u0, u
′(0) = u1,

(1.3)

onde H é um espaço de Hilbert real, A e F são operadores. A formulação (1.3), para F e

A nulas, pode ser encontrado em Lions [10], que propôs várias perguntas sobre este tipo

de equação não linear.

Aqui iremos investigar a existência e unicidade de soluções forte e fraca globais para o

problema (1.3) com M sendo não-degenerada conforme (1.2). O caso concreto de (1.3) é:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
utt(t) −M(|| u(t) ||2)∆u(t) + g

(
u(t)

)
− ∆ut(t) = 0 em Q,

u = 0 sobre Γ ,

u(0) = u0, ut(0) = u1 em Ω,

(1.4)

onde g é uma função real C1(R) satisfazendo as seguintes hipóteses:∣∣∣∣∣∣ | g(t) − g(s) |6 C0(1+ | t |p−1 + | s |p−1) | t− s |, ∀ t, s ∈ R,

C0 > 0, 1 < p <
n

n− 2
se n > 3 e p > 1 se n = 1 ou n = 2,

(1.5)

e existe C1 > 0 tal que C1sg(s) > G(s) > 0, para todo s ∈ R, onde

G(s) =

∫s
0

g(t)dt, (1.6)

onde-se obtem o decaimento exponencial para a energia do sistema (1.4) definida por

E(t) =
1

2

[
| u ′(t) |2 +M̂

(
|| u(t) ||2

)
+ 2

∫
Ω

G(u(x, t))dx

]
, (1.7)

onde M̂(λ) =

∫λ
0

M(s)ds.

Para um caso particular da função degenerada, M(λ) = λs, podemos citar o trabalho

de Ono [18], onde o autor estudou a existência de soluções fracas globais e decaimento

polinomial de soluções (com t → ∞) do sistema (1.4) com g(u) =| u |α. Além disso,

analisamos o comportamento assintótico, quando t → ∞, das soluções fracas associada

ao problema concreto (1.4). Precisamente, vamos mostrar que a energia (1.7) tem al-

gumas propriedades de decaimento. É importante salientar que, para o comportamento

assintótico, em geral, a propriedade de decaimento de soluções para (1.3) não pode ser

esperado para uma função arbitrária M (ver, por exemplo, [17]). No entanto, podemos
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provar as propriedades de decaimento das soluções para (1.3) com M(λ) = λs, s > 0.

Para alcançar nossos objetivos, organizamos esta dissertação da seguinte maneira. No

caṕıtulo 2, será apresentado várias definições e resultados básicos necessários para o per-

feito entendimento do caṕıtulo 3. Alguns dos resultados são provados e outros apenas in-

dicamos onde encontrá-los. No caṕıtulo 3, provamos a existência e unicidade de soluções

forte e fraca para (1.3) no caso onde M satisfaz (1.2). No caṕıtulo 4 obtemos o de-

caimento exponencial da energia associada à solução fraca do problema concreto (1.4).

Finalmente nos apêndices A e B veremos essencialmente o Teorema Espectral e sobre o

Prolongamento de Soluções de Equações Diferenciais Ordinárias, respectivamente.



Caṕıtulo 2

Resultados Básicos

Neste caṕıtulo apresentaremos vários resultados básicos e definições necessárias para

compreenção do nosso trabalho.

2.1 Preliminares

Definição 1. A topologia fraca em E é a topologia σ(E, E ′) gerada pelos funcionais

lineares em E ′, onde E ′ é o dual de E, ou seja, é a topologia menos fina em E na qual

todos os elementos de E ′ permanecem cont́ınuos.

Definição 2. (Convergência Forte) Uma sequência (uν)ν∈N pertencente a um espaço

normado E é dita fortemente convergente para o vetor u se, somente se,

‖uν − u‖E → 0 .

A convergência forte em E será representada por uν → u em E.

Definição 3. (Convergência Fraca) Seja E uma espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência em E. Então (uν) converge fracamente para u e denota-se por uν ⇀ u se, e

somente se, 〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉 ∀ϕ ∈ E ′.

Definição 4. (Convergência Fraca Estrela) Seja E um espaço de Banach, ϕ ∈ E ′

e (ϕν)ν∈N uma sequência em E ′. Diz-se que (ϕν)ν∈N converge fraco estrela para u, e

denota-se; ϕν
∗
⇀ ϕ se, e somente se, 〈ϕν, u〉 → 〈ϕ, u〉, ∀u ∈ E.

Proposição 1. Seja E um espaço de Banach e (xn) uma sequência em E. Tem-se os

seguintes resultados:

I) Se xn ⇀ x em σ(E, E ′) então 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀ f ∈ E ′;

4
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II) Se xn → x fortemente então xn ⇀ x fracamente para σ(E, E ′);

III) Se xn ⇀ x fracamente para σ(E, E ′), então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ 6 lim inf ‖xn‖;

IV) Se xn ⇀ x fracamente para σ(E, E ′) e se fn → f fortemente em E ′ ( isto é,

‖fn − f‖E ′ → 0), então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [3]

Teorema 1. Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn) uma sequência limitada

em E ′. Então existe uma subsequência (fnk) que converge na topologia σ(E ′, E).

Demonstração: Ver [3]

Denotamos por L1(Ω) ao espaço das funções f : Ω→ R mensuráveis e integráveis.

Definição 5. Seja p ∈ R com 1 6 p <∞. O espaço Lp(Ω) é definido da seguinte forma:

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; com f mensurável e |f|p ∈ L1(Ω)}.

Dado f ∈ Lp(Ω), definimos a norma em Lp(Ω) como: ‖f‖Lp(Ω) =

( ∫
Ω

|f(x)|pdx

) 1
p

.

Definição 6. O espaço L∞(Ω) é definido da seguinte forma:

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; com f mensurável e existec > 0 tal que |f| 6 c quase sempre em Ω}.

Se f ∈ L∞(Ω), temos a norma:

‖f‖L∞(Ω) = {|f(x)| 6 c quase sempre em Ω} = sup
x∈Ω

ess|f(x)|.

Teorema 2. (Desigualdade de Hölder) Sejam Ω um aberto limitado, 1 6 p 6∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω) e ‖fg‖L1(Ω) 6 ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver [3]

Teorema 3. (Desigualdade de Gronwall ) Seja C > 0 uma constante real e u > 0 uma

função integrável em (s, T) quase sempre e ϕ : (s, T) −→ R uma função cont́ınua e não

negativa, tal que

ϕ(t) 6 C+

∫T
s

u(ξ)ϕ(ξ)dξ, ∀ t ∈ [s, T ].

Então,

ϕ(t) 6 Ce
∫T
s u(ξ)dξ, ∀ t ∈ [s, T ].
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Demonstração: Seja ψ(t) = C+

∫ t
s

u(ξ)ϕ(ξ)dξ. Então ϕ(t) 6 ψ(t) ∀ t ∈ [s, T ].

Dáı, diferenciando a última inequação temos,

dψ

dt
(t) = u(t)ϕ(t) 6 u(t)ψ(t)⇒ u(t)ϕ(t) − u(t)ψ(t) 6 0, q.s. em (0, T).

Assim,
d

dt

(
ψ(t)e−

∫t
su(ξ)dξ

)
=
dψ

dt
(t)e−

∫t
su(ξ)dξ −ψ(t)u(t)e−

∫t
su(ξ)dξ

= (u(t)ϕ(t) − u(t)ψ(t))e−
∫t
su(ξ)dξ 6 0, q.s. (s, T).

Logo

Logo
d

dt

(
ψ(t)e−

∫t
su(ξ)dξ

)
6 0.

Integrando obtemos

ψ(t)e−
∫t
su(ξ)dξ 6 C ou ψ(t) 6 Ce

∫t
su(ξ)dξ.

Como ϕ(t) 6 ψ(t), ∀ t ∈ [s, T ], então ϕ(t) 6 Ce
∫t
su(ξ)dξ ∀ t ∈ [s, T ].

Portanto,

ϕ(t) 6 Ce
∫t
su(ξ)dξ, ∀ t ∈ [s, T ].

Para enunciarmos o próximo resultado vamos precisar de algumas definições.

Definição 7. Sejam M, N espaços métricos e E um conjunto de aplicações f :M→ N.

O conjunto E diz-se equicont́ınuo no ponto a ∈M quando, para todo ε > 0, existe δ > 0

tal que d(x,a) < δ implica d(f(x), f(a)) < ε, seja qual for f ∈ E. Um conjunto E de

aplicações f : M → N diz-se equicont́ınuo quando é equicont́ınuo em todos os pontos de

M.

Definição 8. Dado o espaço de Banach X e um número real T > 0, denotamos por

Lp(0, T ;X), 1 6 p 6 ∞, o espaço das funções u : (0, T) → X que são mensuráveis a

Lebesgue e tais que a aplicação t → ‖u(t)‖X definida quase sempre em (0, T), está em

Lp(0, T). O espaço Lp(0, T ;X) é munido da seguinte norma:

|u|Lp(0,T ;X) =
( ∫T

0

‖u(t)‖pXdt
) 1
p para 0 6 p <∞,

|u|L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T)

ess‖u(t)‖X.
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Teorema 4. Sejam X e Y espaços de Banach tais que X é reflexivo, X ↪→ Y e X denso

em Y. Se u ∈ L1(0, T ;X) e u ′ ∈ L1(0, T ; Y), então u ∈ C([0, T ]; Y).

Demonstração: Ver [14].

Teorema 5. (Áscoli-Arzelá) Seja E ⊂ C(K, N) = {f : K→ N; f é cont́ınua}, onde K e

N são espaços métricos sendo, K compacto. A fim de que E seja relativamente compacto

em C(K, N), é necessário e suficiente que:

I) E seja equicont́ınuo;

II) Para cada x ∈ K, o conjunto E(x) = {f(x); f ∈ E} seja relativamente compacto em N,

isto é, toda sequência de E admite uma subsequência que converge forte em C(K, N).

Demonstração: Ver [8].

Teorema 6. (Teorema da representação de Riesz-Fréchet) Seja H um espaço de

Hilbert com dual H ′, dada ϕ ∈ H ′ existe um único f ∈ H, tal que ϕ(v) = (f , v) ∀ v ∈ H

e verifica-se || f ||H=|| ϕ ||H ′.

Demonstração: Ver [1].

Definição 9. Sejam X, Y dois espaços de Banach e suponha X ⊂ Y. Diz-se que X está

imerso continuamente em Y se a aplicação inclusão

i : X→ Y, i(x) = x, ∀ x ∈ X,

é cont́ınua.

Isto equivale a dizer que existe C > 0 tal que:

‖x‖Y 6 C‖x‖X, ∀ x ∈ X,

onde C é a constante de imersão. Este fato é simbolizado por X ↪→ Y. Se X ↪→ Y e X é

denso em Y, diz-se que X está imerso, cont́ınua e densamente em Y com a topologia de

Y. Se a aplicação inclusão for cont́ınua e compacta, diz-se que X está imerso cont́ınuo e

compactamente em Y. Denota-se: X
c
↪→ Y.

Observação 1. Se a imersão V ⊂ H é cont́ınua, densa e compacta, indentificando H

com H ′, temos a inclusão V ⊂ H ⊂ V ′. De fato, como H é um espaço de Hilbert, tem-se

pelo teorema da represenração de Riesz, que H pode ser identificado com H ′.
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Definamos a aplicação T : H→ V da seguinte forma,

〈Tf, v〉V ′V = (f, v) ∀ f ∈ H, ∀ v ∈ V.

i) T é claramente linear

ii) ‖Tf‖V ′ = ‖(f, v)‖V ′ 6 ‖v‖V |f|H = C|f|H ∀ f ∈ H. Logo T é limitada e, portanto

cont́ınua.

iii) T é injetiva, pois T = 0 ⇒ (f, v) = 0 ∀ v ∈ V. Como V é denso em H temos que

(f, v) = 0, ∀ v ∈ H, dáı obtemos que f = 0. Portanto, T é injetiva.

iv) T(H) é denso em V ′. De fato, seja h ∈ V ′′ = V tal que 〈Tf,h〉 = 0 ∀ f ∈ H, então

(f,h) = 0 ∀ f ∈ H, logo h = 0, portanto T(H) = V.

Consideremos o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t−t0| 6 a, |x−x0| 6 b}, a > 0, b > 0.

Teorema 7. (Carathéodory) Seja f : R→ Rn que satisfaz as condições de Carathéodory

sobre R, então existe uma solução x(t) de (2) sobre algum intervalo |t− t0| 6 β, β > 0.

Corolário 1. Seja D aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições de carathéodory sobre

D, então o problema (2) tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Para mais detalhes sobre esse teorema consulte o apêndice B desta dissertação.

Teorema 8. (Aubin-Lions): Sejam X, B, Y espçaos de Banach, X reflexivo e

X
c
↪→ B ↪→ Y. Suponhamos que (un)n∈N seja uma sequência uniformemente limitada em

Lp(0, T ;X) tal que ( d
dt
un)n∈N seja limitada em Lp(0, T ; Y) para algum p > 1. Então

existe uma subsequência de (un)n∈N que converge fortemente em L2(0, T ;B).

Demonstração: Ver [4]



Caṕıtulo 3

Uma Membrana Elástica com

Amortecimento

Neste caṕıtulo iremos estabelecer o principal resultado desta dissertação, que é a ex-

istência e unicidade de soluções fortes e fracas para o seguinte problema não linear:∣∣∣∣∣∣ u
′′(t) +M(|| u(t) ||2)Au(t) + F(u(t)) +Au ′(t) = 0 em H,

u(0) = u0, u
′(0) = u1.

(3.1)

Para isto, faremos as seguintes notações e hipóteses:

Consideramos H um espaço de Hilbert real com produto interno e norma denotada por

(., .) e | . |, respectivamente. Vamos considerar A : D(A) → H um operador linear e

auto-adjunto com domı́nio D(A) denso em H e satisfazendo a condição:

• Existe uma constante C0 > 0 tal que (Au,u) > C0 | u |2 para todo u ∈ D(A). (3.2)

Aqui usaremos o produto interno ((u, v)) = (A
1
2u,A

1
2v). Vemos que este produto interno

faz sentido, pois por (3.2) A é positivo, portanto da Teoria Espectral, existe uma raiz

quadrada que também é positiva, (veja apêndice A). Logo faz sentido considerar o espaço

de Hilbert V = D(A), equipado com o produto interno ((u, v)) = (A
1
2u,A

1
2v) e norma

|| v ||=| A
1
2v |. Assumimos que a imersão V ⊂ H é cont́ınua, densa e compacta. Se

identificarmos H com o seu dual H ′, obtemos as inclusões cont́ınuas e densas V ⊂ H ⊂ V ′.

Vamos considerar uma aplicação cont́ınua F : V → H satisfazendo as seguintes condições:

• Para cada constante C > 0 existe uma constante αc > 0 tal que se || u ||6 C e || v ||6 C

então

| F(u) − F(v) |6 αc || u− v ||, para todo u, v ∈ V , isto é, F é lipschitziana. (3.3)

9
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• Existem constantes k0 > 0 e η > 0 tal que para todo t > 0 tem-se a seguinte desigual-

dade: ∫ t
0

(F(u(s)),u ′(s))ds > −k0 || u(0) ||
η, para todo u ∈ C1([0,∞);V). (3.4)

• Para cada v ∈ D(A) temos

F(v) ∈ V . (3.5)

• Para cada C > 0 existe βc > 0 tal que

se || u ||6 C então | ((F(u), v)) |6 βc | Au | || v ||, para todo v ∈ V . (3.6)

• Para cada C > 0 existe γc tal que

se | Au |6 C então || F(u) ||6 γc. (3.7)

Aqui e no que segue C denotará várias constantes positivas.

Teorema 9. Suponhamos (u0,u1) ∈ D(A)× V e que os operadores A e F satisfazem as

condições (3.2) − (3.7) e M uma função real não degenerada. Então existe uma única

função u : [0, T ]→ H satisfazendo:

u ∈ C0([0, T ]; D(A)) ∩ C1([0, T ];V), (3.8)

(u(t),u ′(t), F(u(t))) ∈ D(A)×D(A)× V , (3.9)

u ′ +Au ∈ C1([0, T ];H) e (u ′ +Au) ′ = u ′′ +Au ′, (3.10)

u ′′ ∈ L2(0, T ;H), (3.11)

u ′′ +M(‖u‖2)Au+ F(u) +Au ′ = 0 em L2(0, T ;H), (3.12)

u(0) = u0 e u ′(0) = u1. (3.13)

Para demonstrarmos a existência de soluções usaremos o Método de Faedo-Galerkin,

seguindo as seguites etapas:

i) Existência de soluções aproximadas;

ii) Estimativas das soluções aproximadas;

iii) Limite das soluções aproximadas;

Além disso, provaremos:

iv) Verificação das condições iniciais;

v) Unicidade de soluções.
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3.1 Existência de soluções aproximadas

Das hipóteses sobre o operador A, podemos garantir, via teorema Espectral, a ex-

istência de uma seqüência de autovetores {wν}ν∈N e seus respectivos autovalores {λν}ν∈N

tal que

0 < λ1 < λ2 6 λ3 6 . . . 6 λν 6 . . . com lim
ν→∞(λν) =∞ (3.14)

e {wν}ν∈N é um conjunto ortonormal completo em H e ortogonal completo em V .

Para obtensão das soluções aproximadas, vamos utilizar o método de Galerkin, o qual

consiste em encontrar um(t) soluções aproximadas do problema (3.1) em Vm, onde

Vm = [w1, . . . ,wn] é o espaço gerado pelos m primeiros vetores de {wν}ν∈N, a qual é

definida por

um(t) =

m∑
j=1

fjm(t)wj,

onde fjm são funções encontradas como soluções do seguinte sistema de equações diferen-

ciais ordinárias:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u ′′m(t),w) +M(|| um(t) ||
2)(Aum(t),w) + (F(um(t)),w) + (Au ′m(t),w) = 0 ∀w ∈ Vm,

um(0) = u0m =

n∑
j=1

ajwj → u0 fortemente em D(A),

u ′m(0) = u1m =

n∑
j=1

bjwj → u1 fortemente em V .

(3.15)

O sistema aproximado (3.15) possui soluções um definidas em [0, tm), essas soluções são

obtidas por meio do Teorema de Carathéodory. De fato, temos:

(u ′′m(t),wj) =

m∑
i=1

f ′′im(t)(wi,wj), (Aum(t),wj) =

m∑
i=1

fim(t)λi(wi,wj), (Au ′m(t),wj)

=

m∑
i=1

f ′im(t)λi(wi,wj), (u0m,wj) =

m∑
i=1

fim(0)(wi,wj) e (u1m,wj) =

m∑
i=1

f ′im(0)(wi,wj)

para j = 1, . . . ,m. Dáı o sistema (3.15) pode ser escrito da seguinte forma:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m∑
i=1

f ′′im(t)(wi,wj) +M(|| um(t) ||
2)

m∑
i=1

fim(t)λi(wi,wj)

+(F(um(t)),w) +

m∑
i=1

f ′im(t)λi(wi,wj) = 0

m∑
i=1

fim(0)(wi,wj)→ (u0,wj) fortemente em D(A),

m∑
i=1

f ′im(0)(wi,wj)→ (u1,wj) fortemente em V .

(3.16)
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Consideremos as seguintes matrizes:

Aij = [(wi,wj)]m×m; Bij = [λi(wi,wj)]; Ci(t) =
[(
F
( m∑
i=1

fim(t)wi
)
,wj
)]
m×1;

Y(t) = [f1m(t); f2m(t), · · · , fmm(t)]
t
m×1; Y(0) = [f1m(0), f2m(0), · · · , fmm(0)]

t
m×1,

Y ′t) = [f ′1m(t), f
′
2m(t), · · · , f ′mm(t)]

t
m×1; Y

′′(t) = [f ′′1m(t), f
′′
2m(t), · · · , f ′′mm(t)]

t
m×1

e Y ′(0) = [f ′1m(0), f
′
2m(0), · · · , f ′mm(0)]

t
m×1 e substituindo em (3.16) obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣∣

AijY
′′(t) +M(|| um(t) ||

2)BijY(t) + Ci(t) + BijY
′(t) = 0

Y0m = AijY(0)

Y1m = AijY
′(0).

(3.17)

Afirmamos que a matriz Aij é invert́ıvel.

De fato, consideramos am =

m∑
j=1

αjwj e α = (α1, · · · ,αm)
t tal que Aijα = 0, então

m∑
i=1

(wi,wj)αi = 0 ⇔
( m∑
i=1

wiαi,wj
)
= 0. Multiplicando a última equação por αj e

somando em j, j = 1, · · · ,m temos;
( m∑
i=1

αiwi,

m∑
j=1

αjwj
)
= 0⇔ (am,am) = 0

⇔ |am|
2
L2 = 0 ⇔ am = 0 em Vm q.s. Logo

m∑
i=1

αiwi = 0 ⇔ αi = 0, pois os wi são

L.I para todo i = 1, · · · ,m,. Assim, temos que Aijα = 0 ⇔ α = 0 ⇔ Ker(Aij) = {
−→
0 }.

Portanto a matriz Aij é invert́ıvel.

Denotando (Aij) = A, (Bij) = B, (Ci(t)) = C(t) obtemos, após multiplicar (3.17)

por A−1, que:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Y ′′(t) +

(
A−1B

)
Y ′(t) +

(
A−1BM(|| um(t) ||

2)
)
Y(t) +A−1C(t) = 0

Y0m = AY(0)

Y1m = AY ′(0).

(3.18)

Tomando Y ′(t) = Z(t), temos Y ′′(t) = Z ′(t). E podemos escrever (3.18) como:∣∣∣∣∣∣ Z
′ = G

(
t,Z(t)

)
Z(0) = Y ′(0).

(3.19)

onde G
(
t,Z(t)

)
= −

(
A−1BM(‖un(t)‖2)Y(t) −A−1C(t) − (A−1B)Y ′(t).

Verificaremos agora que G(t,Z(t)) está nas condições de Carathéodory. De fato, seja

R = {(t, z) ∈ [0, T ]× Rm; 0 6 t 6 a, |z− z0| 6 b, com a,b > 0}.
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1) G(t,Z(t)) é mensurável em t para cada z fixo.

De fato, como Y(t) = [f1m, · · · , fmm]
t
m×m, C(t) =

[(
F
( m∑
i=1

fim(t)wi
)
,wj
)]
m×1 e wi não

dependente de t e fim são mensuráveis, pois fim são diferenciáveis e F é cont́ınua, dáı

temos que G(t,Z(t)) é mensurável.

2) Da linearidade de G(t,Z), para cada t fixado, temos a continuidade de G(t,Z).

3) Como G(t,Z) é uniformimente cont́ınua em R temos que G é limitada em cada com-

pacto onde G está definida, ou seja, existe uma função constante que limita F(t,Z) em

cada compacto onde F está definida.

Dáı temos que G(t,Z) satisfaz as condições do Teorema de Carathéodory. Portanto, pelo

Teorema de Carathéodory, para cada m o sistema (3.19) possui uma solução no intervalo

[0, tm), tm < T , e consequentimente o sistema (3.15) tem solução definida sobre um de-

terminado intervalo [0, tm), para tm < T .

Esta solução pode ser estendida para o intervalo inteiro [0, T ] usando a primeira estimativa

a ser provado no seguinte passo.

3.2 Estimativas a Priori das soluções aproximadas

3.2.1 I - Estimativa a priori

Tomando w = u ′m(t) em (3.15)1, temos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u ′′m(t),u
′
m(t)) +M(|| um(t) ||

2)(Aum(t),u
′
m(t))

+(F(um(t)),u
′
m(t)) + (Au ′m(t),u

′(t)) = 0

um(0) = u0m =

n∑
j=1

ajwj → u0 fortemente em D(A),

u ′m(0) = u1m =

n∑
j=1

bjwj → u1 fortemente em V .

(3.20)

dáı segue-se que

1

2

d

dt

[(
u ′m(t),u

′
m(t)

)
+

∫‖um(t)‖2

0

M(s)ds

]
+ ‖u ′m(t)‖2 = −

(
F(um(t)),u

′
m(t)

)
⇒ 1

2

d

dt

[(
u ′m(t),u

′
m(t)

)
+ M̂

(
‖um(t)‖2

)]
+ ‖u ′m(t)‖2 = −

(
F(um(t)),u

′
m(t)

)
,
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pois temos

1

2

d

dt

(
u ′m(t),u

′
m(t)

)
=
(
u ′′m(t),u

′
m(t)

)
, e sendo M̂(λ) =

∫λ
0

M(s)ds obtemos,

1

2

d

dt
M̂
(
‖um(t)‖2

)
=M

(
‖um(t)‖2

)1

2

d

dt
‖um(t)‖2 =M

(
‖um(t)‖2

)((
um(t),u

′
m(t)

))
=M

(
‖um(t)‖2

)(
Aum(t),u

′(t)
)

e ‖u ′m(t)‖2 =
(
u ′m(t),u

′
m(t)

)
=
(
Au ′m(t),u

′
m(t)

)
.

Assim temos,

1

2

d

dt

[
|u ′n(t)|

2 + M̂

(
‖um(t)‖2

)]
+ ‖u ′m(t)‖2 = −(F(um(t)),u

′
m(t)), (3.21)

onde M̂(λ) =

∫λ
0

M(s)ds.

Integrando (3.21) de 0 a t 6 tm e usando (3.4) obtemos

1

2
|u ′m(t)|

2 −
1

2
|u ′m(0)|

2 +
1

2
M̂
(
‖u(t)‖2

)
−

1

2
M̂
(
‖u(0)‖2

)
+

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds

= −

∫ t
0

(
F(um(s),u

′
m(s))

)
ds

ou

|u ′m(t)|
2 +

∫‖u(t)‖2
0

M(s)ds+ 2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds

= |u ′m(0)|
2 + M̂

(
‖u(0)‖2

)
− 2

∫ t
0

(
F(um(s)),u

′
m(s)

)
ds

= |u ′1m|
2 + M̂

(
‖u0m)‖2

)
− 2

∫ t
0

(
F(um(s)),u

′
m(s))

)
ds.

Como

∫ 1
0

F
(
u(s),u ′(s)

)
ds > −k0‖u(0)‖µ temos

−2

∫ 1
0

F
(
um(s),u

′
m(s)

)
ds 6 2k0‖um(0)‖µ = 2k0‖u0m‖µ.

Logo obtemos:

|u ′m(t)|
2 +

∫‖um(t)‖2

0

M(s)ds+ 2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds 6 |u1m|
2 + M̂

(
‖u0m‖2

)
+ 2k0‖u0m‖µ.

Como M(λ) > 0 ∀ λ > 0, segue-se que

∫‖um(t)‖2

0

M(s)ds > 0, e das convergências:

u0m → u0, u1m → u1 forte, obtemos: |u1m|
2 + M̂

(
‖u0m‖2

)
+ 2k0‖u0m‖µ 6 C.

Logo temos que

|u ′m(t)|
2 + 2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds 6 |u ′m(t)|
2 +

∫‖um(t)‖2

0

M(s)ds+ 2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds 6 C,
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ou seja

|u ′m(t)|
2 +

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds 6 C, (3.22)

onde C > 0, independente de m e t.

Como
d

dt
‖um(t)‖2 = 2((u ′m(t),um(t)))

obtemos após integrar de 0 a t 6 tm que:

‖um(t)‖2 − ‖u0m‖2 =
∫ t
0

2
((
u ′m(s), um(s)

))
ds 6

∫ t
0

(
‖u ′m(s)‖2 + ‖um(s)‖2

)
ds

‖um(t)‖2 6 ‖u0m‖2 +
∫ t
0

(
‖um(s)‖2 + ‖u ′m(s)‖2

)
ds. (3.23)

De (3.22) temos que; ∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds 6 C,

logo de (3.23) e da convergência u0m → u0 em V = D(A) temos que

‖um(t)‖2 6 C+

∫ t
0

‖um(s)‖2ds.

Logo pela desigualdade de Gronwall, podemos deduzir que existe uma constante C > 0,

independente de m e t, tal que

|u ′m(t)|
2 6 C e ‖um(t)‖2 6 C ∀ t ∈ [0, T ], (3.24)

Portanto pelo corolário do Teorema de Carathéodory um(t) pode ser prolongada para

todo t ∈ [0, T ] e para qualquer T > 0.

3.2.2 II - Estimativa a priori

Fazendo w = Aum(t) em (3.15)1 obtemos

(
u ′′m(t), Aum(t)

)
+M

(
‖um(t)‖2

)(
Aum(t), Aum(t)

)
+
(
F(um(t)), Aum(t)

)
+
(
Au ′m(t), Aum(t)

)
= 0, ou(

u ′′m(t), Aum(t)
)
+M

(
‖um(t)‖2

)
|Aum(t)|

2 +
(
F(um(t)), Aum(t)

)
+
(
Au ′m(t), Aum(t)

)
= 0.
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Note que
d

dt

(
u ′m(t), Aum(t)

)
=
(
u ′′m(t), Aum(t)

)
+
(
u ′m(t), Au

′
m(t)

)
e
(
u ′m(t), Au

′
m(t)

)
=
(
A

1
2u ′m(t), A

1
2u ′m(t)

)
= ‖u ′(t)‖2, temos que(

u ′′m(t), Aum(t)
)
=
d

dt

(
u ′m(t), Aum(t)

)
− ‖u ′(t)‖2.

Logo temos

d

dt
(u ′m(t),Aum(t)) − ‖u ′m(t)‖2 +

1

2

d

dt
|Aum(t)|

2 +M

(
‖um(t)‖2

)
|Aum(t)|

2

+(F(um(t)),Aum(t)) = 0.

Integrando a equação acima de 0 a t 6 T e usando (3.5), obtemos

(
u ′m(t), Aum(t)

)
−
(
u ′m(0), Aum(0)

)
−

∫ t
0

‖u ′(s)‖2ds+ 1

2
|Aum(t)|

2 −
1

2
|Aum(0)|

2

+

∫ t
0

M
(
‖um(s)‖2

)
|Aum(s)|

2ds+

∫ t
0

(
F(um(s)), Aum(s)

)
ds = 0

⇒ 1

2
|Aum(t)|

2 +

∫ t
0

M
(
‖um(s)‖2

)
|Aum(s)|

2ds 6 |
(
u ′m(t), Aum(t)

)
|+ |

(
u1m, Au0m

)
|

+
1

2
|Au0m|

2 +

∫ t
0

‖u ′(s)‖2ds+
∣∣∣∣ ∫ t

0

(
F(um(s)), Aum(s)

)
ds

∣∣∣∣,
Como F(v) ∈ V temos:

|
(
(F(um(t)), Aum(t))

)
| = |

(
(A

1
2F(um(t)), A

1
2um(t))

)
| = |

(
(F(um(t)), um(t))

)
|.

Assim obtemos:

1

2
|Aum(t)|

2 +

∫ t
0

M

(
‖um(s)‖2

)
|Aum(s)|

2ds 6 |(Auom,u1m)|+
1

2
|Au0m|

2

+|(Aum(t),u
′
m(t))|+

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds+
∫ t
0

|((F(um(s)),um(s)))|ds. (3.25)

Da hipótese (3.6) e de (3.24) temos

|
(
(F(um(s)), um(s))

)
| 6 βc|Aum(s)|‖um(s)‖ = βc|Aum(s)|2.

Logo de (3.25) temos

|Aum(t)|
2 + 2

∫ t
0

M

(
‖um(s)‖2

)
|Aum(s)|

2ds 6 2|Au0m| |u1m|+ |Au0m|
2

+
1

2
|Aum(t)|

2 + |u ′m(t)|
2 + 2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds+ 2βc

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds. (3.26)
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Como u0m → u0 forte em V , u1m → u1 forte em V , ‖um(t)‖2 6 C:

2|Au0m| |u1m|+ |Au0m|
2 6 C e

1

2
|Aum(t)|

2 6 C.

Assim, de (3.26) obtemos, usando (3.22) que:

|Aum(t)|
2 + 4

∫ t
0

M

(
‖um(s)‖2

)
|Aum(s)|

2ds 6 C+ 4βc

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds.

Portanto, aplicando a desigualdade de Gronwall na estimativa acima, segue-se que

|Aum(t)| 6 C, para todo m ∈ N, para todo t ∈ [0, T ]. (3.27)

3.2.3 III - Estimativa a priori

Tomando w = Au ′m(t), em (3.15)1 obtemos

(
(u ′′m(t), Au

′
m(t))

)
+M

(
‖um(t)‖2

)(
Aum(t), Au

′
m(t)

)
+
(
F(um(t)), Au

′
m(t)

)
+
(
Au ′m(t), Au

′
m(t)

)
= 0.

Como
1

2

d

dt
‖u ′m(t)‖2 =

1

2

d

dt

(
(A

1
2u ′m(t), A

1
2u ′m(t))

)
=
(
(A

1
2u ′′m(t), A

1
2u ′m(t))

)
=
(
(u ′′m(t), Au

′
m(t))

)
.

Então,
1

2

d

dt
‖u ′m(t)‖2 +M(‖um(t)‖2)

1

2

d

dt
|Aum(t)|

2

+(F(um(t)),Au
′
m(t)) + |Au ′m(t)|

2 = 0. (3.28)

Ou
1

2

d

dt
‖u ′m(t)‖2 +M(‖um(t)‖2)

1

2

d

dt
|Aum(t)|

2 +
(
F(um(t)), Au

′
m(t)

)
+ |Au ′m(t)|

2

+
1

2

d

dt

(
M(‖um(t)‖2)

)
|Aum(t)|

2 =
1

2
M ′
(
‖um(t)‖2

) d
dt
‖um(t)‖2|Aum(t)|2

=M ′
(
‖um(t)‖2

)(
(u ′m(t), um(t))

)
|Aum(t)|

2,

ou seja,
1

2

d

dt

[
‖u ′m(t)‖2 +M(‖um(t)‖2)|Aum(t)|2

]
+ |Au ′m(t)|

2

=M ′(‖um(t)‖2)|Aum(t)|2((um(t),u ′m(t))) − (F(um(t)),Au
′
m(t)).

Como M ∈ C1
(
[0, ∞); R

)
e ‖um(t)‖2 6 C temos que

|M ′(‖um(t)‖2)| 6 C, para todo m ∈ N e para todo t ∈ [0, T ]. (3.29)
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Sabemos que: se v ∈ D(A) então F(v) ∈ V , e se ‖u‖ 6 C então |
(
(F(u), v)

)
6 βc|Au|‖v‖

∀ v ∈ V . Logo temos:

|
(
Fum(t), Au

′
m(t)

)
| 6 βc|Aum(t)|‖Au ′m(t)‖ = βc|Aum(t)|‖u ′m(t)‖

6
βc

2
|Aum(t)|

2 +
βc

2
‖u ′m(t)‖2, ou seja,

|(F(um(t)),Au
′
m(t))| 6

βc

2
|Aum(t)|

2 +
βc

2
‖u ′m(t)‖2. (3.30)

Substituindo (3.27), (3.29) e (3.30) em (3.28) obtemos

1

2

d

dt

[
‖u ′m(t)‖2 +M(‖um(t)‖2)|Aum(t)|2

]
+ |Au ′m(t)|

2 6 C‖um(t)‖ ‖u ′m(t)‖

+
βc

2
|Aum(t)|

2 +
βc

2
‖u ′m(t)‖2. (3.31)

Integrando (3.31) de 0 a t 6 T , obtemos

1

2

[
‖u ′m(t)‖2 +M

(
‖um(t)‖2

)
|Aum(t)|

2
]
−

1

2

[
‖u ′m(0)‖2 +M

(
‖um(0)‖2

)
|Aum(0)|

2
]

+

∫ t
0

|Au ′m(s)|
2ds 6 C

∫ t
0

‖um(s)‖‖u ′m(s)‖2ds+
βc

2

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds+

βc

2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds.

Dáı,
1

2

[
‖u ′m(t)‖2 +M(‖um(t)‖2)|Aum(t)|2

]
+

∫ t
0

|Au ′m(s)|
2ds 6

1

2
‖u1m‖2

+
1

2
M(‖u0m‖2)|Au0m|

2 +
βc

2

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds+ C

∫ t
0

‖um(s)‖‖u ′m(s)‖ds+
βc

2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖ds

6
1

2
‖u1m‖2 +

1

2
M(‖u0m‖2)|Au0m|

2 + C

∫ t
0

‖um(s)‖2ds+ C
∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds+
βc

2

∫ t
0

|Aum(s)|
2

+C

∫ t
0

‖um(s)‖2ds+ C
∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds+
βc

2

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds+

βc

2

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds.

Dáı obtemos,

‖u ′m(t)‖2 +M(‖um(t)‖2)|Aum(t)|2 + 2

∫ t
0

|Au ′m(s)|
2ds 6 ‖u1m‖+M(‖u0m‖2)|Au0m|

2

+βc

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds+ C

∫ t
0

‖um(s)‖2ds+ C
∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds. (3.32)

Das convergências u0m → u0, u1m → u1 obtemos o seguinte: ‖u0m‖ 6 C, ‖u1m‖ 6 C,

‖um(t)‖2 6 C,|u ′m(t)|
2 +

∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds 6 C e |Aum(t)| 6 C.

Dáı segue-se que

‖u ′m(t)‖2 +
∫ t
0

|Au ′m(s)|
2ds 6 K+

βc

2
C+ C

∫ t
0

‖um(s)‖2ds+ C
∫ t
0

‖u ′m(s)‖2ds
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+
βc

2

∫ t
0

|Aum(s)|
2ds.

Dáı temos que:

‖u ′m(t)‖2 +
∫ t
0

|Au ′m(s)|
2ds 6 C (3.33)

onde C = C(T) > 0 é uma constante independente de m.

3.2.4 IV - Estimativa a priori

Tomando w = u ′′m(t) em (3.15)1 obtemos

(
u ′′m(t), u

′′
m(t)

)
+M

(
‖um(t)‖2

)(
Aum(t), u

′′
m(t)

)
+
(
F(um(t)), u

′′
m(t))+

(
Au ′m(t), u

′′
m(t)

)
= 0.

Dáı,

|u ′′m(t)|
2 = −M

(
‖um(t)‖2

)(
Aum(t), u

′′
m(t)

)
−
(
F(um(t)), u

′′
m(t)

)
−
(
Au ′m(t), u

′′
m(t)

)
.

Dáı |u ′′m(t)|
2 6M

(
‖um(t)‖2

)(
Aum(t), u

′′
m(t)

)
+
(
F(um(t)), u

′′
m(t)

)
+
(
Au ′m(t), u

′′
m(t)

)
ou ainda

|u ′′m(t)|
2 6M

(
‖um(t)‖2

)
|Aum(t)| |u

′′
m(t)|+ |F(um(t))| |u

′′
m(t)|+ |Au ′m(t)| |u

′′
m(t)|.

Como M ∈ C1([0,∞);R), e vimos que ‖u ′m(t)‖ 6 C, temos que M
(
‖um(t)‖2

)
6 C,

assim temos |u ′′m(t)| 6 C|Aum(t)| + |F(uM(t))| + |Au ′m(t)|. Temos que |Aum(t)| 6 C e

se |Au| 6 C então ‖F(u)‖ 6 γc, dáı tém-se, |Aum(t)|+ ‖F(um(t))‖ 6 C

⇒ |u ′′m(t)| 6 C|Aum(t)| + |F(um(t))| + |Au ′m(t)|, dáı podemos deduzir que existe uma

constante C > 0 tal que

|u ′′m(t)| 6 C+ |Au ′m(t)| ou |u ′′m(t)|
2 6 2(C2 + |Au ′m(t)|

2). (3.34)

Integrando (3.34) de 0 a t 6 T , temos∫ t
0

|u ′′m(s)|
2ds 6 2

∫ t
0

(C2 + |Au ′m(s)|
2)ds de (3.33) temos

∫ t
0

|Au ′m(s)|
2 6 C. Assim,

∫ t
0

|u ′′m(s)|
2ds 6 C(T), onde C(T) > 0 independe de m. (3.35)
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3.2.5 V - Estimativa a priori

Finalmente de (3.15)1 obtemos

(u ′′m(t) +Au
′
m(t),w) +M(‖um(t)‖2)(Aum(t),w) + (F(um(t)),w) = 0

e tomando w = u ′′m(t) +Au
′
m(t), segue-se que

(
u ′′m(t) +Au

′
m(t), u

′′
m(t) +Au

′
m(t)

)
+M

(
‖um(t)‖2

(
Aum(t), u

′′
m(t) +Au

′
m(t))

)
+
(
F(um(t)), u

′′
m(t) +Au

′
m(t)

)
= 0, dáı, |u ′′m(t) +Au

′
m(t)|

2

+M(‖um(t)‖2)(Aum(t),u ′′m(t) +Au ′m(t)) + (F(um(t)),u
′′
m(t) +Au

′
m(t)) = 0.

Dáı temos que

|u ′′m(t) +Au
′
m(t)|

2 6
(
|u ′′m(t) +Au

′
m(t)|+M(‖um(t)‖2|Aum(t))

)
| |u ′′m(t) +Au

′
m(t)|

+|F(um(t))| |u
′′
m(t) +Au

′
m(t)|,

ou seja, |u ′′m(t) +Au
′
m(t)|

2 6 C|u ′′m(t) +Au
′
m(t)|

+|F(um(t))| |u
′′
m(t) +Au

′
m(t)|⇒ |u ′′m(t) +Au

′
m(t)| 6 C|Aum(t)|+ |F(um(t))|.

De (3.7) e de (3.27) obtemos que:

|u ′′m(t) +Au
′
m(t)| 6 C, (3.36)

com C > 0 independente de m e t.

3.3 Passagem ao limite

Das estimativas (3.27), (3.33), (3.35) e (3.36), temos que:

(um) é limitada em L∞(0, T ;D(A)), (3.37)

(u ′m) é limitada em L∞(0, T ;V), (3.38)

(u ′′m) é limitada em L2(0, T ;H), (3.39)

(Au ′m) é limitada em L2(0, T ;H), (3.40)

(u ′′m +Au ′m) é limitada em L∞(0, T ;H). (3.41)
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Das limitações (3.37)-(3.41) e pela desigualdade do valor médio obtemos, para t, s ∈ [0, T ],

|um(t) − um(s)| 6 C|t− s|, para todo m ∈ N;

‖um(t) − um(s)‖ 6 C|t− s|, para todo m ∈ N;

e |(u ′m(t) +Aum(t)) − (u ′m(s) +Aum(s))| 6 C|t− s|, para todo m ∈ N.

Assim, usando o Teorema de Arzelá-Ascoli e o Teorema 4, obtemos uma subsequência

(uk) de (um) e u ∈ C([0, T ];V) ∩ L∞(0, T ;D(A)) tal que

uk → u fortemente em C0([0, T ];V), (3.42)

u ′k +Auk → u ′ +Au fortemente em C0([0, T ];H). (3.43)

Do Teorema 1 e da estimativa (3.37) temos que existe uma subsequência (uk) de (um) e

u ∈ L∞(0, T ;D(A)) tal que

uk
∗
⇀ u em L∞(0, T ;D(A)). (3.44)

Além disso, como ‖uk‖ 6 C e ‖u‖ 6 C seque de (3.3) que |F(uk) − F(u)| 6 αc‖uk − u‖

onde αc é uma constante positiva. Dáı e de (3.42), temos que

F(uk)→ F(u) fortemente em C0([0, T ];H). (3.45)

Também de (3.39)-(3.41), (3.42) e usando o fato que M ∈ C1([0,∞);R), temos que

u ′k → u ′ fracamente em L2(0, T ;D(A)), (3.46)

Au ′k → Au ′ fracamente em L2([0, T ];H), (3.47)

u ′′m +Au ′m → u ′′ +Au ′ fraco- ? em L∞([0, T ];D(A)), (3.48)

M(‖uk(t)‖2)→M(‖u(t)‖2) uniformemente am [0, T ]. (3.49)

Precisamos obter a seguinte convergência:

Auk → Au fortemente em C0([0, T ];H). (3.50)

Para isto, considere a função

Gjk(t) =
|f ′jk(t)|

2

µk(t)
+ λj|fj(t)|

2; j = 1, ....,k
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onde µk(t) =M
(
‖uk(t)‖2

)
. Temos, derivando Gjk(t) em t,

G ′jk(t) =
2f ′jk(t)f

′′
jk(t)µk(t) + |f ′jk(t)|

2µ ′k(t)

µ2
k(t)

+ 2λjfjk(t)f
′
jk(t).

Fazendo w = wj na equação aproximada (3.15)1 obtemos:

f ′′jk(t) + µk(t)λjfjk(t) + F
(
uk(t),wj

)
+ λjf

′
jk(t) = 0,

que, resolvendo para f ′′jk(t) e substituindo na expressão de G ′jk(t) acima, obtemos:

G ′jk(t) =
−|f ′j(t)|

2µk

µ2
k(t)

+ 2
f ′jk(t)

µk(t)

[
− λjf

′
jk(t) −

(
F(uk(t)),wj

)]
. (3.51)

Usando (1.2), (3.14), (3.24), (3.25) e (3.28) nós obtemos de (3.51) que existe uma constante

C > 0 tal que:

G ′jk(t) 6 CGjk(t) +
1

w

∣∣(F(uk(t)),wj)∣∣.
integrando de 0 a T , e usando (3.7) e a desiguladade de Growall obtemos:

λj
∣∣f ′jk(t)∣∣2 + λ2j ∣∣fjk(t)∣∣2 6 C{λj|bj|2 + λ2j |aj|2 + λj ∫T

0

∣∣(F(uk(t)),wj)∣∣2dt. (3.52)

Denotando-se o lado direito de (3.52) por Sjk, temos usando (3.46) que:

lim
k→∞Sjk = C

{
λj|bj|

2 + λ2j |aj|
2 + λj

∫T
0

(
F(u(t)),wj

)}
= Sj. (3.53)

Usando (3.43), (3.52) e (3.53), obtemos:

λ2j
∣∣(u(t),wj)∣∣2 6 Sj, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ j. (3.54)

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos:

∞∑
j=1

∫T
0

∣∣(F(u(t)),wj)∣∣2λjdt = ∫T
0

‖F(u(t))‖2dt.

Consequentemente, desde que (u0,u1) ∈ D(A) × V , obtemos por (3.54) e pelo Teorema

Espectral (Vê Apêndice-A):

|Au(t)|2 =

∞∑
j=1

λ2j
∣∣(u(t),wj)∣∣2 6 ∞∑

j=1

Sj <∞, ∀ t ∈ [0, T ]. (3.55)

Além disso temos:

∣∣Auk(t) −Au(t)∣∣2 = ∞∑
j=1

λ2j
∣∣fjk(t) − (u(t),wj)

∣∣2 + ∞∑
j=1

λ2j
∣∣(u(t),wj)∣∣.
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Dáı, de (3.43) e (3.55) obtemos a convergência

Auk → Au fortemente em C0([0, T ];H).

Consequentemente, por (3.45), (3.49) e (3.50), fazendo k→∞ em (3.15)1 obtemos

u ′′k +Au
′
k → −M(‖u‖2)Au− F(u) fortemente em C0([0, T ];H).

Combinando a última convergência com (3.48) obtemos

u ′′ +M(‖u‖2)Au+ F(u) +Au ′ = 0 em L2(0, T ;H),

o que prova (3.12).

3.4 Verificação dos dados iniciais

De (3.42), (3.46) e (3.48) tem-se que u ∈ C0([0, T ];V) e u ′ ∈ C0([0, T ];H), conforme

Teorema 4. Logo faz sebtido calcular u(0) e u ′(0).

I) u(0) = u0.

Como uk
∗
⇀ u em L∞(0, T ;D(A)

)
, isto significa que:∫T

0

(
uk(t),ϕ(s)

)
ψ(t)dt→

∫T
0

(
u(t),ϕ(s)

)
ψ(t)dt,

para toda ϕ ∈ V ′ e para toda ψ ∈ L1(0, T). Em particular, para ψ ∈ D(0, T). Logo

tomando ψ = θ ′ onde θ ∈ C1([0, T ]) com θ(0) = 1 e θ(T) = 0, teremos∫T
0

(
uk(t),ϕ(s)

)
θ ′(t)dt→

∫T
0

(
u(t),ϕ(s)

)
θ ′(t)dt. (3.56)

De (3.46) temos que∫T
0

(
u ′k(t),ϕ(s)

)
ψ(t)dt→

∫T
0

(
u ′(t),ϕ(s)

)
ψ(t)dt para toda ϕ ∈ V ′ e para toda

ψ ∈ L1(0, T). Em particular para ψ = θ ∈ C1([0, T ]) onde θ(0) = 1 e θ(T) = 0 obtemos∫T
0

(
u ′k(t),ϕ(s)

)
θ(t)dt→

∫T
0

(
u ′(t),ϕ(s)

)
θ(t)dt. (3.57)

Somando (3.56) e (3.57) obtemos∫T
0

(
uk(t),ϕ(s)

)
θ ′(t)dt+

∫T
0

(
u ′k(t),ϕ(s)

)
θ(t)dt→

∫T
0

(
u(t),ϕ(s)

)
θ ′(t)dt

+

∫T
0

(
u ′(t),ϕ(s)

)
θ(t)dt.
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Portanto, ∫T
0

d

dt

((
uk(t),ϕ(s)

))
θ(t)dt→

∫T
0

d

dt

((
u(t),ϕ(s)

)
θ(t)

)
dt.

Dáı temos

(
uk(T),ϕ(s)

)
θ(T) −

(
uk(0),ϕ(s)

)
θ(0)→

(
u(T),ϕ(s)

)
θ(T) −

(
u(0),ϕ(s)

)
θ(0).

Como θ(T) = 0 e θ(0) = 1, então temos(
uk(0),ϕ(s)

)
→
(
u(0),ϕ(s)

)
para toda ϕ ∈ V ′.

Assim temos que

uk(0) ⇀ u(0) em D(A). (3.58)

Por outro lado, temos que

uk(0) ⇀ u0 em D(A). (3.59)

Logo de (3.58), (3.59) e pela unicidade do limite temos que

u(0) = u0.

II) u ′(0) = u1.

Temos que u ′′k
∗
⇀ u ′′ em L∞([0, T ];D ′(A)

)
, logo,∫T

0

〈
u ′′k(t),ϕ(s)

〉
ψ(t)dt→

∫T
0

〈
u ′′(t),ϕ(s)

〉
ψ(t)dt para todo ϕ ∈ D(A)

e para todo ψ ∈ C1([0, T ]) com ψ(T) = 0 e ψ(0) = 1. (3.60)

Como u ′k
∗
⇀ u ′ em L2

(
[0, T ];D ′(A)

)
, temos também que∫T

0

〈
u ′k(t),ϕ(s)

〉
ψ ′(t)dt→

∫T
0

〈
u ′(t),ϕ(s)

〉
ψ ′(t)dt para todo ϕ ∈ D(A)

e para todo ψ ∈ C1([0, T ]) com ψ(T) = 0 e ψ(0) = 1. (3.61)

Somando (3.60) e (3.61) obtemos∫T
0

〈
u ′′k(t),ϕ(s)

〉
ψ(t)dt+

∫T
0

〈
u ′k(t),ϕ(s)〉ψ ′(t)dt→

∫T
0

〈
u ′′(t),ϕ(s)

〉
ψ(t)dt

+

∫T
0

〈
u ′(t),ϕ(s)

〉
ψ ′(t)dt.

donde

∫T
0

d

dt

(〈
u ′k(t),ϕ(s)

〉)
ψ(t)dt→

∫T
0

d

dt

(〈
u ′(t),ϕ(s)〉ψ(t)

)
dt.
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Logo〈
u ′k(T),ϕ(s)

〉
ψ(T) −

〈
u ′k(0),ϕ(s)

〉
ψ(0)→

〈
u ′(T),ϕ(s)

〉
ψ(T) −

〈
u ′(0),ϕ(s)

〉
ψ(0)

Como ψ(T) = 0 e ψ(0) = 1, então temos〈
u ′k(0),ϕ(s)

〉
→
〈
u ′(0),ϕ(s)

〉
para toda ϕ ∈ D(A).

Assim temos que

u ′k(0) ⇀ u ′(0) em D(A). (3.62)

Por outro lado, temos que

u ′k(0) ⇀ u1 em D(A). (3.63)

Logo de (3.62), (3.63) e pela unicidade do limite temos que

u ′(0) = u1.

3.5 Unicidade das Soluções

Para a unicidade, consideramos u e v soluções do problema (1.3) nas condições do

Teorema 9. Então w = u − v também satisfaz todas as condições do mesmo Teorema 9,

ou seja:

w ∈ C0([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];V), (3.64)

(w(t),w ′(t)) ∈ D(A)×D(A), (3.65)

w ′ +Aw ∈ C1([0, T ];H) em (w ′ +Aw) ′ = w ′′ +Aw ′, (3.66)

w ′′ ∈ L2(0, T ;H), (3.67)

w ′′ +M(‖u(t)‖2)Au−M(‖v(t)‖2)Av+ F(u) − F(v) +Aw ′ = 0 em L2(0, T ;H), (3.68)

w(0) = w ′(0) = 0. (3.69)

Fazendo o produto interno em H de (3.68) com w ′(t), obtemos

1

2

d

dt

[
|w ′(t)|2 +M(‖u(t)‖2)‖w(t)‖2

]
= −‖w ′(t)‖2

−M ′(‖u(t)‖2)((u(t),u ′(t)))‖w(t)‖2 +M(‖v(t)‖2)(Av(t),w ′(t))

−M(‖u(t)‖2)(Au(t),w ′(t)) − (F(u) − F(v),w ′(t)). (3.70)

Como M ∈ C1([0,∞);R), obtemos por (3.8)

M
(
‖v(t)‖2

)(
Av(t),w ′(t)

)
−M

(
‖u(t)‖2

)(
Au(t),w ′(t)

)
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6 C
[(
Av(t),w ′(t)

)
−
(
Au(t),w ′(t)

)]
6 C

(
A(v− u),w ′(t)

)
= C

(
A(−w),w ′(t)

)
6 C

(
A

1
2w(t),A

1
2w ′(t)

)
6 C

(
|w ′(t)|2 + ‖w(t)‖2

)
(3.71)

e

M ′(‖u(t)‖2)((u(t),u ′(t)))‖w(t)‖2 6 C‖w(t)‖2. (3.72)

Temos também, por (3.3), que

(F(u) − F(v),w ′(t)) 6 C(‖w ′(t)‖2 + ‖w(t)‖2). (3.73)

Substituindo (3.71)-(3.73) em (3.70) deduzimos

1

2

d

dt

[
|w ′(t)|2 +M(‖u(t)‖2)‖w(t)‖2

]
6 C(|w ′(t)|2 + ‖w(t)‖2).

Itegrando a última inequação de 0 a t 6 T , usando o fato de w(0) = w ′(0) = 0 temos

|w ′(t)|2 + ‖w(t)‖2 6 C
∫ t
0

(|w ′(s)|2 + ‖w(s)‖2)ds.

Logo, pela desigualdade de Gronwall, obtemos que

|w ′(t)|2 + ‖w(t)‖2 6 0.

Dáı temos que ‖w(t)‖2 = 0, ou seja, w(t) = 0 q.s. Portanto u = v q.s, provando a

unicidade da solução.

3.6 Soluções fracas

Aqui o objetivo é a obtenção de existência e unicidade de solução fraca para o problema

(3.1), com menas regularidade sobre os dados iniciais. A solução correspondente será

chamada fraca. Para isso, vamos considerar o seguinte resultado.

Teorema 10. Suponhamos que os dados (u0,u1) ∈ V×H, M uma função não-degenerada

satisfazendo (3.1) e F um operador nas condições de (3.3)−(3.7). Então existe uma única

função u : [0, T ]→ H verificando

(u,u ′) ∈ L∞(0, T ;V)×
[
L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V)

]
, (3.74)

u ′′ +M
(
‖u(t)‖2

)
Au+ F(u) +Au ′ = 0 em L2(0, T ;V ′), (3.75)

u(0) = u0 e u ′(0) = u1. (3.76)
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Demonstração: Pelo Teorema 9 segue-se que, para cada k ∈ N, o problema (3.1), com

dados iniciais (u0k,u1k) ∈ D(A)×V , tem uma única solução uk : [0, T ]→ H satisfazendo

uk ∈ C0([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];V), (3.77)

((uk(t),u
′
k(t), F(uk(t)))) ∈ D(A)×D(A)× V , para todo t > 0, (3.78)

u ′′k ∈ L2(0, T ;H), (3.79)

u ′′k +M(‖uk(t)‖2)Auk + F(uk) +Au ′k = 0 em L2(0, T ;H). (3.80)

Tomando o produto interno em H de (3.80) com u ′k(t) obtemos(
u ′′(t)k,u ′k(t)

)
+M(‖uk(t)‖2)

(
Auk(t),u

′
k(t)

)
+
(
F(uk(t)),u

′
k(t)

)
+
(
Au ′k(t),u

′
k(t)

)
= 0

e depois integrando de 0 a t 6 T , obtemos

1

2
|u ′k(t)|

2 +

∫‖uk(t)‖2
0

M(s)ds+

∫T
0

‖u ′k(s)‖2ds =
1

2
|u ′k(0)|

2

+
1

2
M̂
(
‖uk(0)‖2

)
−

∫T
0

(
F(uk(s)),u

′
k(s)

)
ds.

Logo de (3.4), segue-se que

|u ′k(t)|
2 +

∫‖uk(t)‖2
0

M(s)ds+ 2

∫ t
0

‖u ′k(s)‖2ds 6 |u1k|
2 + M̂

(
‖u0k‖2

)
+ 2k0‖u0k‖µ.

(3.81)

Procedendo de uma maneira inteiramente análoga à estimativa I do Terorema 9 obtemos

‖uk(t)‖2 6 C (3.82)

e

|u ′k(t)|
2 +

∫ t
0

‖u ′k(s)‖2ds 6 C, (3.83)

onde C > 0 é uma constante independente de k e t.

Das estimativas (3.82) e (3.83) obtemos a existência de uma subsequência de {uk}, ainda

denotada da por {uk}, tal que

uk → u fraco- ? em L∞(0, T ;V), (3.84)

u ′k → u ′ fraco- ? em L∞(0, T ;H), (3.85)

u ′k → u ′ fracamente em L2(0, T ;V). (3.86)

Segue-se por (3.84), (3.85) e do Teorema de Aubin-Lions que

uk → u fortemente em L2(0, T ;V). (3.87)
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Desde que ‖uk(t)‖ 6 C para todo k ∈ N, tem ‖u(t)‖ 6 C. Por (3.3) temos que

|F(uk(t)) − F(u(t))|
2 6 C|uk(t) − u(t)|2.

Dáı, segue-se que: ∫T
0

|F
(
uk(t)

)
− F
(
u(t)

)
|2dt 6 C

∫T
0

|uk(t) − u(t)|
2dt,

ou seja,

‖F(uk) − F(u)‖L2(0,T ;H) 6 C‖uk − u‖L2(0,T ;H).

De (3.87) e da última inequação obtemos que

F(uk)→ F(u) fortemente em L2(0, T ;H). (3.88)

Agora, analisamos a convergência do termo não-linear M(‖uk(t)‖2).

Para isso, consideramos a função φk(t) = ‖uk(t)‖2. Assim, por (3.82). temos

|φ(t)| 6 C, para todo k ∈ N, para todo t ∈ [0, T ]. (3.89)

Para t1, t2 ∈ [0, T ] temos, usando (3.82) e (3.89), que

|φk(t1) − φ(t2)| =
∣∣‖uk(t1)‖2 − ‖uk(t2)‖2∣∣ 6 (‖uk(t1)‖+ ‖uk(t2)‖)‖uk(t1) − uk(t2)‖

6 2C‖uk(t1) − uk(t2)‖ 6 2C

∫ t2
t1

‖u ′k(s)‖ds 6 2C‖u ′k‖L2(0,T ;V)|t1 − t2|.

Então, podemos concluir por (3.83) que

|φk(t1) − φk(t2)| 6 C|t1 − t2|, para todo k ∈ N. (3.90)

De (3.89), (3.90) e pelo Teorema de Arzelà-Ascoli temos que existe uma função cont́ınua

φ : [0, T ]→ R tal que

(3.67) ‖uk(t)‖2 → φ(t) uniformemente em [0, T ].

Desde que M ∈ C1([0,∞);R), segue-se que

M(‖uk(t)‖2)→M(φ(t)) uniformemente em [0, T ] (3.91)

Agora iremos mostrar que φ(t) = ‖u(t)‖2.

De fato, tomando vk = uk − u, temos, por (3.84) − (3.86), que

(vk) é limitada em L∞(0, T ;V), (3.92)

(v ′k) é limitada em L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V). (3.93)
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Subtraindo

u ′′ +M
(
‖φ(t)‖2

)
Au+ F(u) +Au ′ = 0 de u ′′k +M

(
‖uk(t)‖2

)
Auk

+F(uk) +Au
′
k = 0 obtemos

u ′′k − u
′′ +M

(
‖uk(t)‖2

)
Auk −M

(
‖φ(t)‖2

)
Au+ F(uk) − F(u) +Au

′
k −Au

′ = 0 ou

u ′′k − u
′′ +M

(
‖uk(t)‖2

)
Auk −M

(
‖uk(t)‖2

)
Au+M

(
‖uk(t)‖2

)
Au−M

(
‖φ(t)‖2

)
Au

+F(uk) − F(u) +Au
′
k −Au

′ = 0, ou ainda

(uk − u)
′′ +M

(
‖uk(t)‖2

)
A(uk − u) +

[
M
(
‖uk(t)‖2

)
−M

(
‖φ(t)‖2

)]
Au

+F(uk) − F(u) +A(uk − u)
′ = 0,

dáı obtemos:

v ′′k +Av
′
k +M(‖uk(t)‖2)Avk + [M(‖uk(t)‖2) −M(φ)]Au

+F(uk) − F(u) = 0 em L2(0, T ;V ′), (3.94)

vk(0) = v0k → 0 fortemente em V , (3.95)

v ′k(0) = v
′
1k → 0 fortemente em H. (3.96)

Tomando a dualidade 〈·, ·〉V ′×V de (3.94) com vk ∈ V , temos

〈v ′′k(t), vk(t)〉+ 〈Av ′k(t), vk(t)〉+M(‖uk(t)‖2)〈Avk(t), vk(t)〉

+
[
M(‖uk(t)‖2) −M(φ(t))

]
〈Au(t), vk(t)〉+ 〈F(vk(t)) − F(u(t)), vk(t)〉 = 0.

Dáı temos que

d

dt
(v ′k(t), vk(t)) − |v ′k(t)|

2 +
1

2

d

dt
‖vk(t)‖2 +M

(
‖uk(t)‖2

)
‖vk(t)‖2

+[M(‖uk(t)‖2) −M(φ(t))]((u(t), vk(t))) + 〈F(uk(t)) − F(u(t)), vk(t)〉 = 0. (3.97)

Integrando (3.97) de 0 a t 6 T , obtemos:

(
v ′k(t), vk(t)

)
−
(
v ′k(0), vk(0)

)
−

∫ t
0

|v ′k(s)|
2ds+

1

2
‖vk(t)‖2 −

1

2
‖vk(0)‖2

+

∫ t
0

M
(
‖uk(s)‖2

)
‖vk(s)‖2ds+

∫ t
0

[
M
(
‖uk(t)‖2

)
−M

(
φ(s)

)](
(u(s), vk(s))

)
ds

+

∫ t
0

〈F
(
uk(s)

)
− F
(
u(s)

)
, vk(s)〉ds = 0 ou
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1

2
‖vk(t)‖2 6

1

2
‖v0k‖2 + |v1k| |v0k|+ |v ′k(t)| ‖vk(t)‖+

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds

+sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖2

) ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds+ sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2) −M(φ(t))
∣∣ ∫ t

0

‖u(s)‖ ‖vk(s)‖ds

+

∫ t
0

∣∣〈F(uk(t)) − F(u(s)), vk(s)〉∣∣ds. (3.98)

Da hipótese (3.3), e sendo ‖uk‖ 6 C e ‖u‖ 6 C tem-se

|F(uk) − F(u)| 6 αc‖uk − u‖, αc > 0, C > 0,

e usando a desigualdade elementar αβ 6 α2 +
1

4
β2, obtemos que

|v ′k(t)| ‖vk(t)‖ 6 |v ′k(t)|
2 +

1

4
‖vk(t)‖2.

Dáı e de (3.98) obtemos

1

2
‖vk(t)‖2 6 ‖v0k‖2 + |v1k| |v0k|+ |v ′k(t)|

2 +
1

4
‖vk(t)‖2 +

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds

+ sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖2

) ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds+
∫ t
0

sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2)−M(φ(t))
∣∣‖uk(s)‖ ‖vk(s)‖ds

+

∫ t
0

αc‖vk(s)‖2ds,

de onde resulta que:

1

4
‖vk(t)‖2 6 ‖v0k‖2 + |v1k| |v0k|+ |v ′k(t)|

2 +

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds

+ sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖2

) ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds+
∫ t
0

1

2

(
sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2) −M(φ(t))
∣∣)2

‖u(s)‖2ds

+

∫ t
0

1

2
‖vk(s)‖2ds+

∫ t
0

αc‖vk(s)‖2ds,

ou seja, usando as convergências (3.95) e (3.96):

1

2
‖vk(t)‖2 6 ‖v0k‖2 + |v1k| |v0k|+ |v ′k(t)|

2 +

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds

+

(
sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖2

)
+ αc +

1

2

) ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds

+
1

2

(
sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2) −M(φ(t))
∣∣)2 ∫ t

0

‖u(s)‖2ds. (3.99)

Agora, tomando a dualidade 〈·, ·〉V ′×V de (3.94) com v ′k(t) ∈ V , obtemos

〈v ′′k(t), v ′k(t)〉+ 〈Av ′k(t), v ′k(t)〉+M
(
‖uk(t)‖2

)
〈Avk(t), v ′k(t)〉
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+
[
M
(
‖uk(t)‖2

)
−M(φ(t))

]
〈Au(t), v ′k(t)〉+ 〈F(uk(t)) − F(u(t)), v ′k(t)〉 = 0. (3.100)

Como 〈Au, v〉 = ((u, v)), obtemos que,

1

2

d

dt
|v ′k(t)|

2 + ‖v ′k(t)‖2 = −M
(
‖uk(t)‖2

)1

2

d

dt
‖vk(s)‖2

−
[
M
(
‖uk(t)‖2

)
−M(φ(t))

](
(u(t), v ′k(t))

)
− 〈F(uk(t)) − F(u(t)), v ′k(t)〉. (3.101)

Integrando (3.101) de 0 a t 6 T e usando o fato que:

|F(uk(t)) − F(u(t))| 6 αc‖uk(t) − u(t)‖ obtemos

1

2
|v ′k(t)|

2 −
1

2
|v ′k(0)|

2 +

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds 6 sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖

) ∫ t
0

‖vk(s)‖‖v ′k(s)‖ds

+ sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2)−M(φ(t))
∣∣ ∫ t

0

‖u(s)‖ ‖v ′(s)‖ds+
∫ t
0

αc‖vk(s)‖ ‖v ′k(s)|ds

= sup
[0,T ]

(
M
(
‖uk(t)‖2

)
+ αc

) ∫ t
0

‖vk(s)‖‖v ′k(s)‖ds

+ sup
[0,T ]

|M
(
‖uk(t)‖2

)
−M(φ(t))|

∫ t
0

‖u(s)‖ ‖v ′(s)‖ds

=

∫ t
0

sup
[0,T ]

(
M
(
‖uk(t)‖2

)
+ αc

)
‖vk(s)‖

√
2
‖v ′k(s)‖√

2
ds

+

∫ t
0

sup
[0,T ]

|M
(
‖uk(t)‖2

)
−M(φ(t))|‖u(s)‖

√
2
‖v ′k(s)‖√

2
ds

6
∫ t
0

(
sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖2

)
+ αc

)2

‖vk(s)‖2ds+
1

4

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds

+

∫ t
0

(
sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2)−M(φ(t))
∣∣)2

‖u(s)‖2ds+ 1

4

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds

ou ainda;

1

2
|v ′k(t)|

2 +

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds 6
1

2
|v ′k(0)|

2 +

(
sup
[0,T ]

M
(
‖uk(t)‖2

)
+ αc

)2 ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds

+

(
sup
[0,T ]

∣∣M(‖uk(t)‖2)−M(φ(t))
∣∣)2 ∫ t

0

‖u(s)‖2ds+ 1

2

∫ t
0

‖v ′k(s)‖2ds. (3.102)

Substituindo (3.102) em (3.99) obtemos

1

4
‖vk(t)‖2 6 ‖v0k‖2 + |v1k| |v0k +

(
sup
[0,T ]

|M
(
‖uk(t)‖2|+ αc

)2 ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds

+

(
sup
[0,T ]

|M
(
uk(t)‖2

)
−M(φ(t))|

)2 ∫ t
0

‖u(s)‖2ds+
(

sup
[0,T ]

|M
(
uk(t)‖2

)
|+αc+

1

2

) ∫ t
0

‖vk(s)‖2ds
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+
1

2

(
sup
[0,T ]

|M
(
‖uk(t)‖2

)
−M(φ(t))|

)2 ∫ t
0

‖u(s)‖2ds,

ou seja,

‖vk(t)‖2 6 4‖v0k‖2 + 4|v1k| |v0k + 4C

(
sup
[0,T ]

|M
(
uk(t)‖2

)
−M(φ(t))|

)2

+ C

∫ t
0

‖vk(s)‖2ds

de onde segue que

‖vk(t)‖2 6 Ck + C
∫ t
0

‖vk(s)‖2ds, (3.103)

onde,

Ck = 4‖v0k‖2 + 4|v1k| |v0k|+ 4C

(
sup
[0,T ]

|M
(
uk(t)‖2

)
−M(φ(t))|

)2

.

Como lim
k→∞Ck = 0 temos pela desigualdade de Gronwall que

‖vk(t)‖ 6 Ck.

Dáı,

‖vk(t)‖ → 0 uniformemente em [0, T ]. (3.104)

Das convergências (3.87), (3.88), (3.89) e (3.92) podemos passar o limite em (3.80) para

obter (3.75). A verifcação das condições iniciais são inteiramente análogas às feitas no

Teorema [9].



Caṕıtulo 4

Estabilização

Nós obtemos a estabilização do problema (1.3) para um caso particular. Para isto,

consideremos V = H1
0(Ω), H = L2(Ω) e F = g, onde g é positiva. Assim podemos garantir

a existência e unicidade de solução fraca para o problema ”concreto”. Aqui iremos usar

o seguinte resultado, devido à Nakao [16].

Lema 1. (Nakao)Seja E : [0,∞) → [0,∞) uma função não crescente, limitada e que

existem constantes positivos α e β, tais que

max
t6s6t+1

E1+β(s) 6 α
[
E(t) − E(t+ 1)

]
, para todo t > 0. (4.1)

Então existe uma constante positiva C, tal que

E(t) 6 C(1 + t)−1/β. (4.2)

A prova será feita apenas para o caso particular

M(λ) = λs, s > 0.

A energia associada à solução fraca de (1.3) é dada por

E(t) =
1

2

[
|u ′(t)|2 +

1

s+ 1
‖u(t)‖2(s+1) + 2

∫
Ω

G(u(x, t))dx

]
, (4.3)

a qual é obtida a seguir e G(ξ) =

∫ξ
0

g(s)ds.

O principal resultado desta seção é dado pelo teorema a seguir:

Teorema 11. Considerando as hipóteses (1.1) e (1.4), então a energia (4.3) satisfaz

E(t) 6 C(1 + t)−(1+1/s), para todo t > 0, (4.4)

onde C é uma constante positiva.

33
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Demonstração: Tomando a dualidade 〈·, ·〉V ′V de (1.3)1 com u ′(t), temos

(
u ′′(t),u ′(t)

)
+M

(
‖u(t)‖2

)(
Au(t),u ′(t)

)
+
(
F(u(t)),u ′(t)

)
+
(
Au ′(t),u ′(t)

)
= 0,

ou ainda,

1

2

d

dt
|u ′(t)|2 + ‖u(t)‖2s

(
(u(t),u ′(t))

)
+
(
g(u(t)),u ′(t)

)
+ ‖u ′(t)‖2 = 0,

dáı temos,

1

2

d

dt
|u ′(t)|2 +

1

2

d

dt

{ 1

s+ 1
‖u(t)‖2(s+1)

}
+
d

dt

∫
Ω

∫u(x,t)
0

g(s)dsdx+ ‖u ′(t)‖2 = 0,

ou seja,

1

2

d

dt

{
|u ′(t)|2 +

1

s+ 1
‖u(t)‖2(s+1) + 2

∫
Ω

G(u(x, t))dx

}
+ ‖u ′(t)‖2 = 0,

isto é,
d

dt
E(t) + ‖u ′(t)‖2 = 0. (4.5)

Dáı
d

dt
E(t) 6 0, deste modo, a energia E é uma função real não negativa, não crescente

e limitada, dada por

E(t) =
1

2

[
|u ′(t)|2 +

1

s+ 1
‖u(t)‖2(s+1) + 2

∫
Ω

G(u(x, t))dx
]
.

Dáı segue-se que,

1

2(s+ 1)
‖u‖2(s+1) = E(t) −

1

2
|u ′(t)|2 −

∫
Ω

G
(
u(x, t)

)
dx 6 E(t)

De onde obtemos:

‖u(t)‖ 6 2(s+ 1)
1

2(s+1)E(t)
1

2(s+1) , para todo t > 0. (4.6)

Integrando ambos os lados da equação (4.5) de t a t+ 1, obtemos;∫ t+1

t

‖u ′(ξ)‖2dξ+ E(t+ 1) − E(t) = 0,

ou ainda, ∫ t+1

t

‖u ′(ξ)‖2dξ = E(t) − E(t+ 1).

Temos também∫ t+1

t

|u ′(ξ)|2dξ 6 C
∫ t+1

t

‖u ′(ξ)‖2dξ = C
[
E(t) − E(t+ 1)

]
=: L2(t), (4.7)
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onde C é a constante de imersão de V em H. Dáı, resulta que∫ t+1/4

t

|u ′(ξ)|2dξ+

∫ t+1

t+3/4

|u ′(ξ)|2dξ 6
∫ t+1

t

|u ′(ξ)|2dξ 6 L2(t),

ou seja, ∫ t+1/4

t

|u ′(ξ)|2dξ+

∫ t+1

t+3/4

|u ′(ξ)|2dξ 6 L2(t),

Pelo teorema do valor médio para integral, existem t1 ∈ [t, t+ 1/4] e t2 ∈ [t+ 3/4, t+ 1]

tais que:
1

t+ 1
4
− t

|u ′(t1)|
2 +

1

t+ 1 − t− 3
4

|u ′(t2)|
2 6 L2(t),

ou seja,

4|u ′(t1)|
2 + 4|u ′(t2)|

2 6 L2(t).

Portanto,

|u ′(ti)| 6 2L(t), i = 1, 2. (4.8)

Agora, tomando a dualidade 〈·, ·〉V ′V de (1.3)1 com u(t), e usando o Teorema da Repre-

sentação de Riesz obtemos

(
u ′′(t),u(t)

)
+M

(
‖u(t)‖2

)(
Au(t),u(t)

)
+
(
F(u(t)),u(t)

)
+
(
Au ′(t),u(t)

)
= 0,

ou seja,

(
u ′′(t),u(t)

)
+ ‖u(t)‖2s‖u(t)‖2 +

(
g(u(t)),u(t)

)
+
(
(u ′(t),u(t))

)
= 0,

dáı temos que,

d

dt

(
u ′(t),u(t)

)
− |u ′(t)|2 + ‖u(t)‖2(s+1) +

((
u ′(t),u(t)

))
+
(
g(u(t)),u(t)

)
= 0.

Integrando a última equação de t1 a t2 obtemos

(
u ′(t2),u(t2)

)
−
(
u ′(t1),u(t1)

)
−

∫ t2
t1

|u ′(ξ)|2dξ+

∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+1)dξ

+

∫ t2
t1

(
(u ′(ξ),u(ξ))

)
dξ+

∫ t2
t1

(
g(u(ξ)),u(ξ)

)
dξ = C.

Usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+t)dξ+
∫ t2
t1

(
g(u),u(ξ)

)
dξ 6 C+

[
|u ′(t1)| ‖u(t1)‖+ |u ′(t2)| ‖u(t2)‖

]
+

∫ t2
t1

|u ′(ξ)|2dξ+

∫ t2
t1

‖u ′(ξ)‖ ‖u(ξ)‖dξ. (4.9)
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Usando a desigualdade de Young obtemos,∫ t2
t1

‖u ′(ξ)‖ ‖u(ξ)‖dξ 6
∫ t2
t1

(
1

2(s+ 1)
‖u(ξ)‖2(s+1) +

2s+ 1

2(s+ 1)
‖u ′(ξ)‖

2(s+1)
2s+1

)
dξ

6
1

2(s+ 1)

∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+1)dξ+
2s+ 1

2(s+ 1)

∫ t2
t1

‖u ′(ξ)‖
2(s+1)
2s+1 dξ

6
1

2(s+ 1)

∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+1)dξ+ C

( ∫ t2
t1

‖u ′(ξ)‖2dξ
) s+1

2s+1

. (4.10)

Substituindo (4.6) − (4.8) e (4.10) em (4.9), obtemos,∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+1)dξ 6 C
[
L(t)E

1
2s+1 (t) + L2(t) + L

2(s+1)
2s+1 (t)

]
+

∫ t2
t1

1

2(s+ 1)
‖u(ξ)‖2(s+1)dξ,

ou ainda,∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+1)dξ+

∫ t2
t1

∫
Ω

G(u(x, ξ))dxdξ6 C
[
L(t)E

1
2s+1 (t) + L2(t) + L

2(s+1)
2s+1 (t)

]
≡ J2(t).

(4.11)

Adicionando ambos os lados das desigualdades (4.7) e (4.11), obtemos∫ t+1

t

|u ′(ξ)|2dξ+

∫ t2
t1

‖u(ξ)‖2(s+1)dξ+

∫ t2
t1

∫
Ω

G
(
u(x, ξ)

)
dxdξ 6 L2(t) + J2(t),

ou seja,∫ t+1

t

1

2

[
|u ′(ξ)|2 + ‖u(ξ)‖2(s+1)

]
dξ+ 2

∫ t2
t1

∫
Ω

G
(
u(x, ξ)

)
dxdξ 6

1

2

[
L2(t) + J2(t)

]
,

dáı temos que, ∫ t2
t1

E(ξ)dξ 6
1

2

[
L2(t) + J2(t)

]
.

Aplicando novamente o teorema do valor médio, podemos garantir a existência de

t∗ ∈ [t1, t2] tal que

1

2
E(t∗) 6 E(t∗)(t2 − t1) 6

1

2

[
L2(t) + J2(t)

]
.

Assim,

E(t∗) 6 L2(t) + J2(t). (4.12)

Integrando (4.5) de t a t∗ obtemos,

E(t∗) − E(t) +

∫ t∗
t

‖u ′(ξ)‖2dξ = 0

ou

E(t) = E(t∗) +

∫ t∗
t

‖u ′(ξ)‖2dξ.
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Usando (4.7), (4.11) e (4.12), obtemos

E(t) = E(t∗) +

∫ t∗
t

‖u ′(ξ)‖2dξ 6 L2(t) + J2(t) +
∫ t∗
t

‖u ′(ξ)‖2dξ 6 2L2(t) + J2(t)

6 2L2(t) + C
[
L(t)E

1
2(s+1) (t) + L2(t) + L

2(s+1)
2s+1 (t)

]
,

ou seja,

E(t) 6 C
[
L(t)E

1
2(s+1) (t) + L2(t) + L

2(s+1)
2s+1 (t)

]
. (4.13)

Usando a desigualdade de Young obtemos que,

L(t)E
1

2(s+) (t) 6 C
2s+ 1

2(s+ 1)
L

2(s+1)
2s+1 (t) +

E(t)

2(s+ 1)
,

dáı e de (4.13) obtemos

E(t) 6 CL
2(s+1)
2s+1 (t) +

1

2(s+ 1)
E(t) + CL2(t) + CL

2(s+1)
2s+1 (t),

Assim temos,

E(t) −
1

2(s+ 1)
E(t) 6 CL

2(s+1)
2s+1 (t)

[
1 + L

2s
2s+1 (t)

]
,

como L2(t) +

∫ t+1

t

‖u ′(ξ)‖2dξ temos de (3.22) que 1 + L
2s

2s+1 (t) é limitada, dáı temos que

E(t) 6
2(s+ 1)

2s+ 1
CL

2(s+1)
2s+1 (t),

como
2(s+ 1)

2s+ 1
6 2, então podemos considerar,

E(t) 6 CL
2(s+1)
2s+1 (t).

Desta forma temos que

E
2s+1
s+1 (t) 6 CL2(t) = C

[
E(t) − E(t+ 1)

]
e, portanto,

max
ξ∈[t,t+1]

E1+
s
s+1 (ξ) 6 C

[
E(t) − E(t+ 1)

]
.

Dáı pelo Lema de Nakao, podemos concluir a existência de uma constante positiva C tal

que

E(t) 6 C(1 + t)−( s+1
s ) 6 C(1 + t)−(1+ 1

s ), para todo t > 0,

provando o teorema.



Apêndice A

Teorema Espectral

Neste apêndice daremos um resumo sobre o Teoria Espectral em espaços de Hilbert,

onde faremos a demonstração do Teorema Espectral e da unicidade da raiz quadrada de

um operador linear auto-adjunto, simétrico e positivo definido num espaço de Hilbert.

Para maiores detalhes colsulte as referências [13] e [9].

A.1 Definições e Resultados

Seja H um espaço de Hilbert real munido do produto interno (., .).

Definição 10. Um operador A definido no espaço H é dito simétrico se
(
Au, v

)
=(

u, Av
)

para todo par u, v em H.

Definição 11. Quando
(
Au, u

)
> 0 para todo u em H, diz-se que A é positivo, escrevendo-

se A > 0.

No final deste apêndice, iremos mostrar que A positivo admite uma raiz quadrada positiva

simétrica.

Definição 12. Denotamos por L(E, F) o espaço das transformações lineares cont́ınuas T

de E em F, munido da norma

‖T‖ = sup
‖x‖61

‖Tx‖.

Teorema 12. Sejam E e F espaços de Hilbert, então dado T ∈ L(E, F) existe um únicio

operador T∗ ∈ L(F,E) tal que 〈Tx,y〉 = 〈x, T∗y〉 ∀x ∈ E; ∀y ∈ F. Tem-se ‖T∗‖ = ‖T‖. O

operador T∗ é chamado adjunto de T . Quando T = T∗ diz-se que T é auto-adjunto.

38
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Demonstração: Consideramos as aplicações φ : E→ E ′ onde 〈φx,y〉 = (y, x) para todo

x, y ∈ E; ψ : F → F ′ definida por 〈ψr, s〉 = (s, r) para todo r, s ∈ F. Pelo teorema da

representação de Riesz, φ e ψ são bijeções isométricas. Seja T ′ o dual de T em L(F ′;E ′),

isto é, 〈T ′y ′, x〉 = 〈y ′, Tx〉 para todo y ′ ∈ F ′ e x ∈ E.

Consideramos T∗ = φ−1 ◦ T ′ ◦ψ ∈ L(F,E), dáı temos que (x, T∗y) = 〈φ ◦ T∗y, x〉

= 〈φ ◦ φ−1 ◦ T ′ ◦ψy, x〉 = 〈T ′ ◦ψy, x〉 = 〈ψy, Tx〉 = (Tx,y).

Provando assim a existência de T∗.

Afirmamos que T∗ é linear.

De fato, dados x, y ∈ F, z ∈ E e α, β escalares temos que

(z, T∗(αx+ βy)) = (Tz,αx+ βy) = (Tz,αx) + (Tz,βy) = α(z, T∗x) + β(z, T∗y)

= (z,αT∗x+ βT∗y).

Afirmamos que T∗ é cont́ınuo.

De fato, || T∗y ||=|| φ−1 ◦ T ′ ◦ ψy ||=|| T ′ ◦ ψy ||6|| T ′ || || ψy ||=|| T ′ || || y ||, logo T∗ é

limitado e portanto cont́ınuo, ou seja, T∗ ∈ L(F;E).

Suponhamos que existam T∗1 , T∗2 ∈ L(F,E) tais que (x, T∗1 y) = (Tx,y) e (x, T∗2 y) = (Tx,y),

logo (x, T∗1 y) = (x, T∗2 y)⇒ (x, T∗1 y− T∗2 y) = (x, (T∗1 − T∗2 )(y)) = 0, ∀x ∈ E como

(T∗1 − T∗2 )(y) ∈ E tomando x = (T∗1 − T∗2 )(y) temos que ((T∗1 − T∗2 )(y), (T
∗
1 − T∗2 )(y)) =

0⇒ (T∗1 − T∗2 ) = 0⇒ T∗1 = T∗2 provando a unicidade de T∗.

Vimos que:

|| T∗ ||6|| T ′ || || y || logo || T∗ ||6|| T ′ || . (A.1)

De T ′ = φ ◦ T∗ ◦ψ−1 temos que

|| T ′x ||=|| φ ◦ T ′ ◦ψ−1x ||6|| T∗ || || ψ−1x ||=|| T∗ || || x || logo || T ′ ||6|| T∗ || (A.2)

dáı segue-se de (A.1) e (A.2) que ‖T∗‖ = ‖T‖.

Portanto dado T ∈ L(E, F) existe um único operador T∗ ∈ L(F,E) tal que

〈Tx,y〉 = 〈x, T∗y〉 ∀x ∈ E; ∀y ∈ F e ‖T∗‖ = ‖T‖.

Proposição 2. Se T ∈ L(E, F) é auto adjunto então, ‖T‖ = sup{|〈Tx, x〉|; ‖x‖ = 1}.

Demonstração: Se T = 0 temos || T ||= 0 = sup{| Tx |, || x ||= 1}.

Suponhamos T 6= 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos (Tx, x) 6|| Tx || para

|| x ||= 1 o que implica em:

λ = sup{(Tx, x), || x ||= 1} 6 sup{|| Tx ||, || x ||= 1} =|| T || . (A.3)
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Sejam x =|| Tz ||
1
2 z e y =|| Tz ||−

1
2 Tz. Como T é auto adjunto, temos que (Tx,y)

= (|| Tz ||
1
2 Tz, || Tz ||−

1
2 Tz) =|| Tz ||2= (x, Ty). Consideramos u = x + y e v = x − y,

dáı segue-se que (Tu,u) = (Tx + Ty, x + y) = (Tx, x) + (Tx,y) + (Ty, x) + (Ty,y) e

(Tv, v) = (Tx − Ty, x − y) = (Tx, x) − (Tx,y) − (Ty, x) + (Ty,y), assim obtemos que

(Tu,u) − (Tv, v) = 2(Tx, x) + 2(Ty,y) = 4 || Tz ||2.

Temos também que (Tu,u)−(Tv, v) 6 (Tu,u)+(Tv, v) 6 sup{(Tx, x), || x ||= 1}((Tu,u)+

(Tv, v)) = λ(|| u ||2 + || v ||2) = λ(|| x + y ||2 + || x − y ||2) = λ(2 || x ||2 + || y ||2) =

2λ((x, x) + (y,y)) = 2λ((|| Tz ||
1
2 z, || Tz ||

1
2 z) + (|| Tz ||−

1
2 Tz, || Tz ||−

1
2 Tz))

= 2λ || Tz || (|| z ||2 + || Tz ||−2|| z ||2) 6 4λ || Tz ||, logo temos que

4 || Tz ||26 4λ || Tz ||⇒|| Tz ||6 λ⇒|| T ||6 λ, (A.4)

assim de (A.3) e (A.4) temos que ‖T‖ = sup{|〈Tx, x〉|; ‖x‖ = 1}.

Portanto se T ∈ L(E, F) é auto adjunto então, ‖T‖ = sup{|〈Tx, x〉|; ‖x‖ = 1}.

Proposição 3. Se T ∈ L(E, F) ⇒ 〈Tx, x〉 é real para cada x ∈ E. Com isso seja

mT = inf{〈Tx, x〉}; ‖x‖ = 1 e MT = sup{〈Tx, x〉; ‖x‖ = 1} então ‖T‖ = max{MT ,−mT }.

Demonstração: Temos que max
{
MT ,−mT

}
=

1

2

[
MT + (−mT )+ | MT − (−mT ) |

]
e

−mT = − inf{〈Tx, x〉} = sup{−〈Tx, x〉}, logo temos que

max{MT ,−mT } =
1

2

[
sup{〈Tx, x〉} + sup{−〈Tx, x〉}+ | sup{〈Tx, x〉} − sup{−〈Tx, x〉} |

]
=

1

2

[
| sup{〈Tx, x〉 + 〈Tx, x〉} |

]
=

1

2
(2 | sup{〈Tx, x〉} |) = sup{| 〈Tx, x〉 |}, assim temos que

max{MT ,−mT } = sup{| 〈Tx, x〉 |}. Portanto pela proposição (2) temos que se

mT = inf{〈Tx, x〉}; ‖x‖ = 1 e MT = sup{〈Tx, x〉; ‖x‖ = 1} então ‖T‖ = max{MT ,−mT }.

Proposição 4. Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L(E, F), diz-se que T é compacto

se T(BE(0, 1)) é relativamente compacto em F. O conjunto dos operadores compactos

denota-se por LK(E, F). Além disso temos que LK(E, F) é subespaço fechado de L(E, F).

Demonstração: Consideramos (Tn) uma sequência de elementos de LK(E, F) conver-

gente para um operador T ∈ L(E, F).

Afirmação: cada sequência em T(BE) possui uma subsequência convergente.

De fato, seja (xj)
∞
j=1 uma sequência em BE. De (Tn) ∈ LK(E, F), temos que T1 é com-

pacto, logo (xj)
∞
j=1 possui uma subsequência (x1j)

∞
j=1 tal que a sequência (T1x

1
j)
∞
j=1 é con-

vergente. Do mesmo modo, T2 é compacto e dáı (x1j)
∞
j=1 possui uma subsequência (x2j)

∞
j=1
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tal que (T2x
2
j)
∞
j=1 é convergente. Prosseguindo de forma análoga para cada i ∈ N obtemos

uma subsequência (xij)
∞
j=1 de (xi−1

j )∞j=1 tal que (Tix
i
j)
∞
j=1 é convergente. Consideramos a

sequência diagonal (zj)
∞
j=1 = (xjj)

∞
j=1, assim (zj)

∞
j=1 é uma subsequência de (xij)

∞
j=1 tal que

(Tizj)
∞
j=1 é convergente para cada i, logo dado ε > 0 existe i tal que || Ti − T ||< ε.

Fixado i, existe j0 tal que || Tizj − Tizk ||< ε para cada j, k > j0. De onde segue-se que

|| Tzj − Tzk ||6|| Tzj − Tizj || + || Tizj − Tizk || + || Tizk − Tzk ||< 3ε para cada j, k > j0,

logo (Tzj)
∞
j=1 é convergente. E assim cada sequência em T(BE) possui uma subsequência

convergente. Portanto LK(E, F) é subespaço fechado de L(E, F).

Proposição 5. Se E é Hilbert e T ∈ LK(E, F) é auto-adjunto com T 6= 0, então ‖T‖ ou

−‖T‖ é autovalor de T e existe um auto vetor associado x ∈ SE (esfera de E) tal que

|〈Tx, x〉| = ‖T‖.

Demonstração: Afirmação: existe uma sequência (xn) ⊂ SE tal que (Txn, xn) → λ,

onde λ é || T || ou − || T ||.

De fato, seja (yn) ⊂ SE e Tyn = λyn, como SE é compacto temos que (yn) possui uma

subsequência (xn) ⊂ SE convergente em SE. Suponha xn → x, logo || x ||= 1 e (Txn, xn) =

(λxn, xn) → (Tx, x) = (λx, x) = λ(x, x) = λ || x ||2= λ. Como || T ||= max{mT ,MT },

onde mT = inf{〈Tx, x〉}; ‖x‖ = 1 e MT = sup{〈Tx, x〉; ‖x‖ = 1}, temos que λ é || T || ou

− || T ||.

Observamos que:

0 6|| Txn − λxn ||2= (Txn − λxn, Txn − λxn) =|| Txn ||2 −λ(Txn, xn) − λ(xn, Txnλ
2 ||

xn ||26|| T ||2 −2λ(Txn, xn) + λ
2 →|| T ||2 −2λλ + λ2 = 0, isso devido o resultado da

afirmação. Dáı temos que Txn − λxn → 0, como T é compacto, a sequência (Txn) possui

uma subsequência convergente, suponhamos, sem perda de generalidade, que Txn → y,

como Txn − λxn → 0, temos que λxn → y. Como λ 6= 0, temos que xn → x =
y

λ
, como

|| xn ||= 1 segue-se que || x ||= 1. Mas por uma lado Txn → y = λx e por outro lado

Txn → Tx. Logo Tx = λx, assim λ é um autovalor de T . Dáı temos que | (Txn, xn) |→|| T ||

e portanto | (Tx, x) |=|| T ||. A seguir, enuciaremos o principal resultado desta seção.

Teorema 13. (Teorema Espactral) Se E é Hilbert, T ∈ LK(E, F) e T 6= 0. Então:

(1) Existe uma sequência (λn) de autovalores e (xn) de autovetores correspondentes tal

que:

Tx =
∑

λn〈x, xn〉xn =
∑
〈Tx, x〉xn
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∀x ∈ E. A sequência (xn) é ortonormal.

(2) Se (λn) é infinita então λn → 0.

(3) Cada λn é diferente de zero. O subespaço de autovetores correspondentes Eλ tem

dimensão finita. A dimensão de (Eλ) coincide com o número de vezes que λ aparece na

sequencia (λn).

Demonstração:

1- Pela propsição 5, obtemos λ1 ∈ R e x1 ∈ E com || x1 ||= 1, tais que

Tx1 = λ1x1, | λ1 |=|| T ||. Seja E1 = 〈x1〉 o espaço gerado por x1.

Afirmação: T(E⊥1 ) ⊂ E⊥1 .

De fato, para cada x ∈ E⊥1 tem-se que (Tx, x1) = (x, Tx1) = (x, λ1x1) = λ1(x, x1) = 0.

Se T |E⊥1 é identicamente nulo, termina ademonstração. Caso contrário, aplicamos o re-

sultado da proposição 5 à restrição T |E⊥1 , e obtemos λ2 ∈ R, e x2 ∈ E⊥1 , com || x2 ||= 1,

tais que Tx2 = λ2x2, | λ2 |=|| T |E⊥1 ||. Prossedendo indutivamente obtemos uma sequência

(λn) ⊂ R, com λn 6= 0, e uma sequência correspondente (xn) ⊂ E, com || xn ||= 1,

tais que Txn = λnxn, | λn |=|| T |E⊥n−1
||, xn ∈ E⊥n−1, onde En = 〈x1, · · · , xn〉 para cada

n > 1. É claro que (| λn |) é decrescente, e a sequência (xn) é ortonormal. Suponhamos

primeiro que a restrição T |E⊥n seja zero para algum n. Cada x ∈ E pode ser escrito na

forma x = yn + zn, com yn ∈ En, zn ∈ E⊥n , e portanto x =

n∑
j=1

(x, xj)xj + zn. Como

T |E⊥n = 0, segue-se que Tx =

n∑
j=1

(x, xj)Txj =

n∑
j=1

(x, xj)λjxj =

n∑
j=1

(x, λjxj)xj

=

n∑
j=1

(x, Txj)xj =

n∑
j=1

(Tx, xj)xj.

2- Suponhamos que a sequência (λn) seja infinita, mas λn 9 0. Como (| λn |) é de-

crescente, existe ε > 0 tal que | λn |> ε para todo n. Como T é compacto, segue que

a sequência Txn adimite uma subsequência convergente, mas Txn = λnxn e | λn |> ε,

segue-se que (xn) adimite uma subsequência convergente, o que é uma absurdo, pois como

(xn) é ortonormal temos que || xn − xm ||2= 2 para n 6= m.

Portanto, se (λn) é infinita então λn → 0.

3-Suponhamos que exista um autovalor λ 6= 0 de T que não apareça na sequência (λn).

Seja x um autovetor correspondente, x 6= 0. Neste caso (x, xn) = 0 para cada n, dáı segue

que Tx = 0. Absurdo, pois Tx = λx, com λ 6= 0, x 6= 0.

Suponhamos que um autovalor λ 6= 0 apareça p vezes na sequêencia (λn). Neste caso o
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subespaço Eλ contém um subconjunto ortonormal formado por p vetores xn1
, · · · , xnp , e

dáı dimEλ 6 p. Se fosse dimEλ > p, então existiria x ∈ Eλ, com x 6= 0 e (x, xnj) = 0

para j = 1, · · · ,p. Dáı (x, xn) = 0 para todo n, de onde teŕıamos Tx = 0, novamente um

absurdo. Logo dimEλ = p.

Proposição 6. Seja A um operador linear definido num espaço de Hilbert H tal que

A > 0. Então

∣∣(Au, v
)∣∣2 6 (Au, u

)(
Av, v

)
para todo u, v em H.

Demonstração: Se A = I obtém-se a desigualdade de Schwarz. Consideremos o vetor

w(λ) = u+ λ
(
Au, v

)
v. Tem-se

(
Aw(λ), w(λ)

)
> 0 para todo λ real, isto é,

(
Au+ λ(Au, v)Av, u+ λ(Au, v)v

)
> 0

ou (
Au, u

)
+ 2λ

∣∣(Au, v
)∣∣2 + λ2∣∣(Au, v

)∣∣2(Av, v) > 0,

dáı temos que

4
∣∣(Au, v

)∣∣4 − 4
∣∣(Au, v

)∣∣2(Av, v)(Au, u
)
6 0

de onde resulta que
∣∣(Au, v

)∣∣2 6 (Au, u
)(
Av, v

)
.

Proposição 7. Seja (An)n∈N uma sequência de elementos simétrico, monótona e limitada

definida no espaço de Hilbert H. Então (An)n∈N convergente em H, além disso o operador

Au = limAnu é simétrico e limitado.

Demonstração: Sendo (An)n∈N limitada, podemos supor que 0 6 An 6 I para todo

n ∈ N. Para fixar as ideias, suponhamos a sequência crescente. É suficiente mostrar que

(An)n∈N é de Cauchy. Suponhamos m < n e seja Anm = An−Am, logo pela proposição

(6) obtemos que:

‖Anmu‖4 =
(
Anmu, Anmu

)2
6
(
Anmu, u

)(
A2
nmu, Anmu

)
.

Sendo 0 6 An 6 I, conclui-se que ‖Anm‖ 6 1,
(
Anmu, u

)
6
(
u, u

)
e
(
A2
nmu, Anmu

)
6 ‖Anm‖

(
Anmu, u

)
6
(
u, u

)
. Resulta destas considerações, que

‖Anu−Amu‖4 6
(
Anmu, u

)(
u, u

)
=
{(
An, u

)
−
(
Amu, u

)}(
u, u

)
.
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Sendo
(
(Anu, u)

)
n∈N uma sequência de números reais monótona e limitada, ela será

convergente, logo de Cauchy. Portanto, a desigualdade anterior nos leva a concluir que

lim ‖Anu−Amu‖ = 0, provando que a sequência (An)n∈N converge em H.

Afirmamos que o operador Au = limAnu é simétrico!

De fato,(
Au, u

)
=
(

limAnu, u
)
= lim

(
Anu, u

)
= lim

(
u, Anu

)
=
(
u, limAnu

)
=
(
u, Au

)
.

Portanto temos que o operador Au = limAnu é simétrico.

Teorema 14. Seja A um operador linear auto-adjunto, simétrico e positivo num espaço

de Hilbert H. Então existe um único operador Z linear auto-adjunto, simétrico e positivo

em H tal que Z2 = A. Tal operador Z é chamado de raiz quadrada de A, o qual também

é um operador positivo.

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 6 A 6 I. Assim,

pode-se escrever A = I − B, com 0 6 B 6 I e Z = I − Y com 0 6 Y 6 I. Dáı temos que,

resolver Z2 = A, significa resolver (I − Y)2 = I − B, ou seja, significa resolver a seguinte

equação

Y =
1

2
(B+ Y2). (A.5)

Para a existência da solução de (A.5) usaremos o método de aproximações sucessivas.

Iniciaremos com a aproximação Y0 = 0, da qual obtém-se Y1 =
1

2
B de onde resulta que

Y2 =
1

2

(
B +

(B
2

)2)
. Continuando o processo obtemos Yn+1 =

1

2

(
B + Y2

n

)
para todo

n > 0. Mostraremos agora que a sequência
(
Yn
)
n∈N assim definida, é convergente, cujo

limite é solução de (A.5). Observe que para cada n fixo, Yn é um polinômio em B com

coeficientes positivos, o que acarreta YnYm = YmYn, para todo par n, m de inteiros.

Portanto

Yn+1 − Yn =
1

2

(
B+ Y2

n

)
−

1

2

(
B+ Y2

n−1

)
=

1

2

(
Yn + Yn−1

)(
Yn − Yn−1

)
.

Tem-se Bn > 0 para n = 2, 3, · · · , porque B > 0. Sendo Yn polinômio em B, com coefi-

cientes positivos, resulta que Yn > 0 para todo n, assim temos Zn = Yn+1 − Yn é tal que

Z1 = Y2 − Y1 > 0. Suponhamos Zn = Yn+1 − Yn > 0, logo como Zn+1 = Yn+2 − Yn+1 =
1

2

(
Yn+1 + Yn

)(
Yn+1 − Yn

)
temos que Zn+1 > 0, portanto temos que Yn é uma sequência

crescente de elementos simétricos.

Afirmamos que ‖Yn‖ 6 1.
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De fato, para n = 1 temos ‖Y1‖ = ‖1

2
B‖ 6

1

2
‖I‖ = 1, suponhamos por indução que

‖Yn‖ 6 1, dáı temos que ‖Yn+1‖ = ‖
1

2

(
B + Y2

n

)
‖ 6 1

2

(
‖B‖ + ‖Y2

n‖
)
6 1, portanto pelo

prinćıpio de indução temos que ‖Yn‖ 6 1.

Dáı resulta que (Yn)n∈N é uma sequência de elementos simétricos, monótona e limitada,

logo pela proposição (7) temos que (Yn)n∈N é uma sequência convergente para um ele-

mento simétrico Y, isto é, Yu = lim Ynu. Tomando o limite em Yn+1 =
1

2

(
B+Y2

n

)
, nos dá

Y =
1

2
(B+ Y2), provando que Y é solução de Y =

1

2
(B+ Y2). Sendo ‖Y‖ = lim ‖Yn‖ 6 1,

conclui-se X = I− Y > 0, que é a solução de Z2 = A.

Unicidade da raiz quadrada: Suponhamos que A possui duas ráızes quadradas Z, Z ′, isto

é, Z2 = A = Z ′2. Coclui-se que Z ′A = AZ ′ = Z ′3, isto é, A comulta com Z ′, portanto

Z2 − Z ′2 =
(
Z+ Z ′

)(
Z− Z ′

)
.

Consideramos as ráızes quadradas positivas R, R ′ de Z e Z ′ respectivamente, isto é,

R2 = Z, R ′2 = Z ′. Consideramos um vetor qualquer u em H e seja v =
(
Z − Z ′

)
u.

É suficiente mostrar que v = 0, isto é, Z = Z ′.

Tem-se,

‖Rv‖2 + ‖R ′v‖2 =
(
R2v, v

)
+
(
R ′2v, v

)
=
(
Zv, v

)
+
(
Z ′v, v

)
=
(
Z(Z− Z ′)u, v

)
+
(
Z ′(Z− Z ′)u, v

)
=
(
(Z2 − Z ′2)

)
u, v

)
=
(
(A−A)u,u

)
= 0

para todo u. Logo Rv = R ′v = 0, ou seja, Zv = R2v = R(Rv) = 0 e Z ′v = R ′2v =

R ′(R ′v) = 0, dáı resulta que

‖(Z− Z ′)u‖2 =
(
(Z− Z ′)2u, u

)
=
(
(Z− Z ′)v, u

)
= 0

para todo u em H, Assim (Z− Z ′)u = 0, para todo u em H.

Dáı, Z = Z ′, provando assim unicidade da raiz quadrada de A.



Apêndice B

Prolongamento de Soluções de

Equações Diferenciais Ordinárias

B.1 Introdução

O objetivo deste apêndice é demonstrar teoremas de existência e prolongamento de

soluções de Equações Diferenciais Ordinárias nas condições de Carathéodory. Estes resul-

tados podem ser aplicados para demonstrar a existência de soluções aproximadas, segundo

Galerkin, de certas equações diferenciais parciais. Para um maoir aprofundamento nes-

tas ideias pode-se consultar [15] ou [5]. Seja D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos

elementos serão denotados por (t, x), t ∈ R, x ∈ Rn e seja f : D → Rn uma função não

necessariamente cont́ınua. O problema é encontrar uma função absolutamente cont́ınua

x(t) definida em algum intervalo da reta I tal que (t, x(t)) ∈ D, para todo t ∈ I e

x ′ = f(t, x), para quase todo t em I. (B.1)

Se uma tal função x(t) e um tal intervalo I existem, então diz-se que x(t) é uma solução

de (15) sobre I. Se (t0, x0) ∈ D associado a (15) e a (t0, x0), se tem o problema de valor

inicial  x ′ = f(t, x)

x(t0) = x0,
(B.2)

é dizer, o problema de encontrar uma solução x(t) de (15) sobre I tal que t0 ∈ I e

x(t0) = x0.

Seja D um D um subconjunto de Rn+1 e f : D → Rn então diz-se que f satisfaz as

condições de Carathéodory sobre D se:

46
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a) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixo;

b) f(t, x) é contpinua em x para cada t fixo;

c) para cada compacto U em D existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(t, x)| 6 mU(t), ∀ (t, x) ∈ U.

B.2 Existência e Prolongamento de Soluções

Consideremos o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t−t0| 6 a, |x−x0| 6 b}, a > 0, b > 0.

Teorema 15. (Carathéodory) Seja f : R→ Rn que satisfaz as condições de Carathéodory

sobre R, então existe uma solução x(t) de (2) sobre algum intervalo |t − t0| 6 β, β > 0.

Demonstração: Seja m(t) = mR(t), isto é, |f(t, x)| 6 m(t), ∀(t, x) ∈ R. Consid-

eremos o caso t > t0, a demonstração para t 6 t0 é semelhante. Seja M(t) definida

por

M(t) =


0 t0 − a 6 t < t0∫ t

t0

m(s)ds t0 6 t 6 t0 + a

Obviamente, M(t) é cont́ınua, não decrescente e M(t0) = 0.

Seja
(
M(t)

)
=
(
M(t), · · · ,M(t)

)
∈ Rn então

(
t, x0 ± (M(t))

)
∈ R para algum intervalo

t0 6 t 6 t0 + β 6 t0 + a, β > 0. Escolhenmos qualquer β > 0 para o qual o anterior é

válido, e definimos por indução as aproximações ϕj, (j = 1, 2, · · · ) por

ϕj(t) =


x0 t0 6 t < t0 +

β

j

x0 +

∫ t−β
j

t0

f(s, ϕj(s))ds t0 +
β

j
6 t 6 t0 + β

(B.3)

Claramente ϕ1(t) ≡ x0 para qualquer j > 1 a primeira fórmula de (16) define ϕj(t) ≡ x0
sobre t0 6 t 6 t0 +

β

j
e como (t, x0) ∈ R para t0 6 t 6 t0 +

β

j
, a segunda fórmula

define ϕj(t) sobre t0 +
β

j
< t 6 t0 +

2β

j
, pois para qualquer t neste intervalo se tem que

t0 < t −
β

j
6 t0 +

β

j
, portanto a integral de (16) está bem definida. Notamos que ϕj(t)

é cont́ınua em [t0, t0 +
2β

j
] e sobre este intervalo se tem |ϕj(t) − x0| 6 M(t −

β

j
) 6 b.

Suponhamos que para 1 < k < j, ϕj(t) está definida sobre t0 6 t 6 t0 +
kβ

j
, é cont́ınua

e sobre este intervalo se tenha |ϕj(t) − x0| 6M(t−
β

j
), então a segunda fórmula de (16)
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define ϕj(t) para t0 +
kβ

j
< t 6 t0 +

(k+ 1)β

j
. Também sobre t0 6 t 6 t0 +

(k+ 1)β

j

a função ϕj(t) é cont́ınua e |ϕj(t) − x0| 6 M(t −
β

j
) sobre este interavlo. Por con-

seguinte, por indução, (16) define funções cont́ınuas ϕj(t) sobre [t0, t0 + β] tal que

|ϕj(t) − x0| 6M(t−
β

j
) t0 6 t 6 t0 + β.

Desta desigualdade segue que as ϕj(t) são uniformemente limitadas em [t0, t0 + β].

Se t1, t2 ∈ [t0, t0 + β] se tem

|ϕj(t1) −ϕj(t2)| 6 |M(t1 −
β

j
) −M(t2 −

β

j
)|

e como M(t) é uniformemnte cont́ınua em [t0, t0+β] segue que as ϕj(t) são equicont́ınuas

em [t0, t0+β]. De onde pelo teorema de Ascoli, se tem que existe uma subcequência (ϕjk)

de (ϕj) e uma função ϕ(t) cont́ınua em [t0, t0 + β] tal que

ϕjk(t)→ ϕ(t) uniformemente em [t0, t0 + β].

Se tem |f(t, ϕjk(t))| 6 m(t), t ∈ [t0, t0 + β] e como f é cont́ınua em x para cada t fixo,

f(t, ϕjk(t)) → f(t, ϕ(t)) para cada t ∈ [t0, t0 + β]. Usando o teorema da convergência

dominada de Lebesgue se obtém

∫ t
t0

f(s, ϕjk(s))ds→
∫ t
t0

f(s, ϕ(s))ds

para cada t ∈ [t0, t0 + β]. Seja t ∈ [t0, t0 + β] fixo, então para k apropriado se tem

ϕjk(t) = x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕjk(s))ds−

∫ t
t− β

jk

f(s, ϕjk(s))ds

de onde tomando limite obtemos

ϕjk(t) = x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕjk(s))ds.

Assim, ϕ(t) é uma solução que procuramos.

Corolário 2. Seja D aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições de carathéodory sobre

D, então o problema (2) tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Seja ϕ(t) uma solução de (15) sobre I e I ⊂ I1, então diz-se que ϕ(t) tem um

prolongamento até I1 se existir ϕ1(t) tal que ϕ1(t) é uma solução de (15) sobbre I1 e

ϕ1(t) = ϕ(t), ∀t ∈ I.

Teorema 16. Seja D aberto limitado conexo em Rn+1, f satisfazendo as duas primeiras

condições de Carathéodory sobre D e existe uma função integrável m(t) tal que
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|f(t, x)| 6 m(t), ∀(t, x) ∈ D. Seja ϕ uma solução de (15) sobre o intervalo aberto (a, b)

então

i) existem ϕ(a), ϕ(b);

ii) se (b, ϕ(b)) ∈ D então ϕ pode ser prolongada até (a, b + δ] para algum δ > 0.

Análogo resultado para a;

iii) ϕ(t) pode ser prolongada até um intervalo (γ, ω) tal que (γ, ϕ(γ)),

(ω, ϕ(ω)) ∈ ∂D, (∂D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propiedades, então ϕ(t) pode ser

prolongada até um intervalo [γ, ω] tal que (ω, ϕ(ω)) ∈ ∂D.

Demonstração:

i) Tem-se por hipótese que

∫b
a

m(t)dt <∞. Seja

M(t) =

∫b
a

m(s)ds a 6 t 6 b

por ser ϕ(t) uma solução de (15) se tem que

ϕ(t) = x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕ(s))ds ∀t ∈ (a, b)

onde t0 ∈ (a, b) e ϕ(t0) = x0, então se t1, t2 ∈ (a, b) se obtem

|ϕ(t1) −ϕ(t2)| = |

∫ t2
t1

f(s, ϕ(s))ds| 6 |M(t2) −M(t1)|,

onde por ser M(t) cont́ınua em [a, b] o resultado i) segue aplicando o critério de

Cauchy.

ii) Definimos ϕ̃(t) como

ϕ̃(t) =

 ϕ(t) t ∈ (a, b)

ϕ(b− 0) t = b

Tem-se que

ϕ̃(t) = x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕ̃(s))ds t ∈ (a, b],

t0 e x0 como na parte i), pois a igualdade é verdadeira para t ∈ (a,b) e se t = b então

ϕ̃(b) = ϕ(b) e

x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕ̃(s))ds = x0 + lim
ε→0

∫ t−ε
t0

f(s, ϕ̃(s))ds = x0 + lim
ε→0

∫ t−ε
t0

f(s, ϕ(s))ds

= x0 + lim
ε→0

[ϕ(b− ε) −ϕ(t0)] = ϕ(b).
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Sendo (b,ϕ(b)) ∈ D então, pelo teorema anterior, segue que o problema de valor inicial

x ′ = f(t, x)

x(t) = ϕ(b)

tem uma solução ψ(t) no intervalo [b,b+ δ] para algum δ > 0.

Seja

ϕ̂(t) =

 ϕ̃(t) t ∈ (a, b]

ψ(t) t ∈ (b,b+ δ]

Tem-se que

ϕ̂(t) = x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕ̂(s))ds t ∈ (a,b+ δ],

pois aigualdade é verdadeira para t ∈ (a,b] e se b < t 6 b+ δ se tem

ϕ̂(t) = ψ(t) = ϕ(b) +

∫ t
b

f(s,ψ(s))ds = x0 +

∫b
t0

f(s, ϕ̃(s))ds

+

∫ t
b

f(s,ψ(s))ds = x0 +

∫ t
t0

f(s, ϕ̂(s))ds.

Assim, ϕ̂ é um prolongamento de ϕ(t) ao intervalo (a,b+ δ].

Analogamente faze-se a demonstração para o extremo a.

iii) Demonstraremos para o lado direito, análoga demonstração se faz para o lado esquerdo.

Se tem que (b,ϕ(b)) ∈ D, de onde (b,ϕ(b)) ∈ ∂D ou (b,ϕ(b)) ∈ D. Suponhamos que

(b,ϕ(b)) ∈ D, entaõ por ii) ϕ pode ser prolongada até um intervalo da forma (a,b +

δ], δ > 0. Seja U um subconjunto de D compacto, conexo, cujo interior é diferente do

vazio tal que (t,ϕ(t)) ∈ U para todo t ∈ (a,b+ δ], (se (a,ϕ(a)) ∈ ∂D então escolhemos

a ′ tal que a < a ′ < b e trabalhamos com a ′ no lugar de a). Seja [c,d] a projeção de U

sobre o eixo dos t e escolhemos ε > 0 tal que a projeção de D sobre o eixo t contenha o

intervalo [c− ε,d+ ε].

Seja

N(t) =

∫ t
c−ε

m(s)ds t ∈ [c− ε,d+ ε].

Existem p > 0, q > 0 tais que qualquer retângulo

Rs0,y0
: |t− s0| 6 p, |x− y0| 6 q,

com (s0,y0) percorrendo U, está contido em D. Existe β > 0 tal que se |t−s0| 6 β, t, s0 ∈

[c−ε,d+ε] então |N(t)−N(s0)| =
∣∣ ∫ t
s0

m(s)ds
∣∣ 6 q√

n
. De onde, pela demonstração do
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Teorema 15, para qualquer Rs0,y0
sempre existe uma solução ϕs0,y0

do problema (B.2) no

intervalo [s0, s0 + β].

Disto segue-se que, pela compacidade de U, depois de um número finito de passos, pode-

mos prolongar ϕ(t) até um intervalo (a,bU] tal que (bU,ϕ(bU)) 6∈ U.

Agora, seja (Vm) uma sequência de conjuntos abertos de D tais que

∞⋃
m=1

Vm = D, Vm

é compacto e Vm ⊂ Vm+1, m = 1, 2, · · · . Suponhamos que (t,ϕ(t)) ∈ Vm0
, t ∈ (a,b)

então prolongamos ϕ até um intervalo (a,bm0
] tal que (bm0

,ϕ(bm0
)) 6∈ Vm0

. Supon-

hamos que (t,ϕ(t)) ∈ Vm1
então prolongamos o prolongamento aterior até um intervalo

(a,bm1 ] tal que (bm1 ,ϕ(bm1)) 6∈ Vm1, e assim sucessivamente. Assim consegue-se um

sequência (bmj
) não decrescente de números reais. Seja w = sup

j

bmj
então é claro que

ϕ(t) tem um prolongamento até (b,w), e pela construção de w, (w,ϕ(w)) não pode per-

tencer a D, donde w,ϕ(w)) ∈ ∂D.

Assim fica demonstrada a parte iii).

iv) Demonstraremos para o lado direito, análogo demostração se faz para o lado esquerdo.

Pela parte i), existe ϕ(w) e pela parte iii), (w,ϕ(w)) ∈ ∂D. Se definirmos ϕ(w) como

ϕ(w) então, por demonstração análoga à primeira parte de ii) tem-se

ϕ(t) = x0 +

∫ t
t0

f(s,ϕ(s))ds t ∈ (a,w].

O que prova a parte iv).

Corolário 3. Seja D = [0, T ] × B, T finito > 0, B = {x ∈ Rn; |x| 6 b}, b > 0 e f nas

condições do Teorema 16.

Seja ϕ(t) um solução de

x ′ = f(t, x)

x(0) = x0, |x0| 6 b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ϕ(t) está definida, se tenha |ϕ(t)| 6 M,

para todo t ∈ I, M independente de I e M < b. Então ϕ tem um prolongamento até

[0, T ].

Demonstração: Pelo teorema anterior, ϕ(t) tem um prolongamento até um intervalo

[0,w] tal que (w,ϕ(w)) ∈ ∂D. Pela natureza do conjunto D, se tem que (w,ϕ(t)) ∈

Γ1 = {(t, x); |x| = b, 0 6 t 6 T }. ou (w,ϕ(t)) ∈ Γ2 = {(T , x); |x| = b 6 0}. Acontece

que |ϕ(t)| 6 M, para todo t ∈ I, I intervalo qualquer onde está definido ϕ(t), assim

(w,ϕ(w)) ∈ Γ2, donde w = T , o que prova o corolário.
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