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Resumo

Neste trabalho mostramos como o conceito de error bounds pode ser usado como uma
ferramenta efetiva para se obter resultados de complexidade de métodos de descida de pri-
meira ordem em programagao convexa. Para isso, estudamos a relacao entre os conceitos
de error bounds e desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz. Usando esses conceitos, obtemos
a complexidade do método via um algoritmo de ponto proximal unidimensional. Como
aplicagao, analisamos um método para resolver um problema de viabilidade convexa.

Palavras-chaves: Error bounds, desigualdade KL, minimiza¢ao convexa.



Abstract

In this work, we show how the concept of error bounds can be used as an effective tool
to obtain complexity results of a first order descent method in convex programming. To
this end, we study the relationship between the concepts of error bounds and Kurdyka-
Lojasiewicz inequality. Using these concepts, we obtain the complexity of the method by
means of an unidimensional proximal point algorithm. As an application, we analyze a
method for solving a convex feasibility problem.

Keywords: Error bounds, KL inequality, convex minimization.
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Introducao

Seja f: D — R uma funcao real, onde D C R™ é um subconjunto nao-vazio. Consi-
deramos o problema de achar um minimizador de f no conjunto D. Este problema sera
escrito como

min {f(x) : x € D}

Quando D = R™ dizemos que temos um problema de minimizacao irrestrito. Quando
D é um conjunto convexo e f é uma fungao convexa dizemos que temos um problema de
minimizagao convexa (ver [15]). Em quase todo este trabalho estaremos considerando
f : R = R uma funcao prépria, convexa, semicontinua inferiormente e assumiremos
sempre que o conjunto dos minimizadores de f é diferente do vazio, isto é, arg min f = ().

Em sua forma mais simples, um error bounds é uma desigualdade da forma
w(f(x) —min f) > dist(x, arg min f),

onde w é uma funcgao crescente, nula no 0 - chamada aqui de func¢ao residual -, e onde x
pode se expandir por todo o espaco ou em um conjunto limitado. As primeiras descobertas
significativas na teoria de error bounds vieram no fim dos anos 50, com os pioneiros
trabalhos de Lojasiewicz [19, 20]. Mostraremos que error bounds podem ser usados como
uma ferramenta efetiva para se obter resultados de complexidade de métodos de descida
de primeira ordem em programacao convexa. Para tal tarefa usamos a desigualdade de
Kurdyka-Lojasiewicz. Uma fungao f satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz (ou

tem a propriedade KL) quando existe uma fungao ¢ suave, concava tal que
V(o (f —minf))(x)[| > 1

para todo x em uma vizinhanga do conjunto arg min f. A propriedade KL foi introduzida

inicialmente em [6]. Mostraremos que se f é uma fungao convexa e o error bounds provém

1



Sumario 2

de uma funcao residual com o comportamento moderado, entdao error bounds é equivalente
a desigualdade KL.

Uma vez sabendo que error bounds fornece uma desigualdade KL, precisamos fazer
uma conexao desse fato com a complexidade dos métodos de primeira ordem. Para isto,

consideraremos o método de descida de primeira ordem, o qual tem a forma
(1) f(x)+ aljxk —xk—1]]* < flxk-1),

(i) ||| < bl|xx —xk—1]|, onde wy pertence ao subdiferencial de f no ponto xj para

todok >1

e associamos uma sequéncia proximal unidimensional “pior caso”

) _ 1 _
ock+1=argmln{¢> 1(S)+2C(S—<>ck)2:s>0}, oo = @ (f(x0)),

onde ¢ é uma constante que depende explicitamente do terno de nimeros reais positivos
(a,b,1) onde 1 > 0 é uma constante Lipschitz de (¢~')’. Essa idéia é o principal re-
sultado do artigo proposto [7]. Nosso resultado de complexidade afirma que, sob fracas
suposicgoes, a sequéncia proximal unidimensional “pior caso”domina a complexidade do

método original através da desigualdade
f(xi) —minf < @ (o), k > 0.

Em suma, nossa metodologia sera a seguinte: obter um error bounds, calcular a fun¢ao
desingularizante sempre que possivel, identificar as constantes essenciais no método de
descida e, finalmente, obter a complexidade usando a sequéncia proximal unidimensional
“pior caso”. Os resultados descritos neste trabalho foram estabelecidos em Bolte et al. [7].

Dividimos este trabalho em quatro capitulos. No primeiro deles abordamos nocoes
bésicas de otimizacao e andlise convexa, e o concluimos com um breve comentdrio sobre
operador proximal. No segundo capitulo, introduzimos os conceitos de error bounds e de-
sigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz. Neste capitulo, definimos ainda curvas subgradientes
e enunciamos alguns resultados sobre, que serdo de fundamental importancia na demons-
tracao da equivaléncia entre error bounds e desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz. No
terceiro capitulo apresentamos os métodos de descida de primeira ordem e a sua comple-
xidade. No quarto capitulo, fazemos uma aplicacao da teoria no problema de viabilidade

convexa com intersecao regular.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentar alguns conceitos béasicos, notagoes e resultados
de otimizacao e andlise convexa que serao usados ao longo da dissertacao. Grande parte

dos resultados aqui contido podem ser encontrados mais detalhadamente em [15, 28].

1.1 Condigoes de otimalidade e funcoes convexas

Nesta secdo, apresentamos algumas defini¢es e resultados sobre otimizacio, com en-
foque maior aqueles resultados obtidos para fungoes convexas. O conceito de convexidade
¢ muito importante na teoria de otimizacao. Veremos que com a nocao de convexidade,
as condicOes necessarias de otimalidade passam a ser suficientes. Assim, todo ponto es-
taciondrio torna-se solucao do problema. Em particular, qualquer minimizador local é
global. Todas as demonstragdes que forem omitidas nesta se¢do podem ser facilmente
encontradas em [15, 28].

Seja f: D C R™ — R uma fungao. O problema a ser considerado é o de encontrar um

minimizador de f em D. Este problema é dito de minimizagao e sera escrito como
min {f(x) : x € D}. (1.1)

Dizemos que o conjunto D é o conjunto vidvel do problema. Os pontos de D serdao cha-
mados pontos vidveis e f serd chamada funcdo objetivo. Dizemos ainda que v € [—oco, +00)
definido por

V=)

3



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 4

¢ o walor dtimo do problema (1.1).
Definicao 1. Dizemos que um ponto X € D é:

(a) minimizador global de (1.1), se

f(x) < f(x), Vx € D;

(b) minimizador local de (1.1), se existe € > 0 tal que

f(x) < f(x), Yx e DN B(x, €).

Notemos que todo minimizador global é também minimizador local, mas o reciproco nao
¢é vélido.

Chamamos de arg min f o conjunto dos minimizadores globais do problema (1.1), isto

argminf:= {x € D:f(x) < f(x), Vx e D} = {x e D:f(x) =V},

onde v é o valor étimo do problema. Uma fung¢ao pode admitir varios minimizadores glo-
bais, mas o valor 6timo do problema sempre é o mesmo. Em alguns casos, mesmo quando
v é finito, pode nao haver um minimizador global para o problema, isto é, arg min f = {).

Como exemplo disso, citamos o problema:
min {e*: x € R}.

Com base nisso, apresentamos agora alguns critérios que garantem a existéncia de solucao

global.

Teorema 1. (Teorema de Weierstrass)
Sejam D C R™ um conjunto compacto nao-vazio e f : D — R uma fun¢ao continua.
Entao f assume mdximo e minimo em D. Em particular, o problema (1.1) tem solugdo

global.

,

Demonstragao. E suficiente provar a existéncia de um minimizador. Como a imagem de

um conjunto compacto por uma funcao continua é compacto temos que o conjunto

{yeR:y="~(x), xe D}
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¢ um conjunto compacto. Em particular, este conjunto é limitado inferiormente. Seja

—00 <V = inlfD f(x). Pela definicao de infimo, para todo k € N existe um x, € D tal que
xXe

v f(xe) <V+

&=

Passando ao limite quando k — oo, concluimos que

lim f(Xk) =V.
k—o00

Como (xx)reny C D compacto, segue que (xx)ren é uma sequéncia limitada. Logo possui

subsequéncia (xy;)jen que converge para um ponto de D, isto &,

lim Xk, =X € D.
j—o00 )

Pela continuidade de f,

lim f(xi,) = F(X).

j—r00
Dai,
v = lim fxi) = lim f(x,) = f(x),
isto é, f assume o valor minimo em D no ponto X € D. O

Definicao 2. O conjunto de nivel da funcdo f: D C R™ — R associado a ¢ € R, € o
conjunto dado por

Lip(c) ={x e D:f(x) < c}.

Corolario 1. Sejam D C R™ e f: D — R continua no conjunto D. Suponhamos que
eziste ¢ € R tal que o conjunto de nivel L¢p(c) seja ndo-vazio e compacto. Entdo o

problema de minimizar f em D possui uma solucdo global.

Demonstracao. Pelo Teorema de Weierstrass, o problema
min f(x) sujeito a x € Ly p(c)
tem uma solucao global, digamos X. Para todo x € D \ L¢p(c) temos que
f(x) >c > f(x).

Isso mostra que X é um minimizador global de f nao s6 em L¢p(c), mas também em

D. 0
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Definicao 3. Dizemos que a fung¢do f: D — R € coerciva no conjunto D, quando para
cada sequéncia (xi)ren C D tal que ||xi|]| — 00 ouxx — x € D\ D (k — o0), tem-se

lim supy_, o, f(xx) = +00.

Corolario 2. Sejam D C R™ ¢ f: D — R uma fungdo continua coerciva em D # (.

Entao, o problema de minimizar f em D possui uma solugcao global.

Demonstragao. Escolha um X € D e defina ¢ = f(X). Com esta escolha, o conjunto de
nivel L¢ p(c) é nao-vazio. Provaremos que ele é compacto, mostrando que ele é limitado
e fechado.

Suponhamos que L p(c) € ilimitado. Entao existe uma sequéncia (xy)xeny C L¢p(c) tal

que ||xk|]| = 400 (k = 00). Como (xx)ken C D e f é coerciva em D,
lim supy_, o f(xx) = +00.

Por outro lado, f(xy) < ¢ para todo k, pela definicdo de conjunto de nivel. Esta con-
tradigao implica que L¢p(c) é limitado. Suponhamos agora que L¢p(c) ndo seja fe-
chado. Entao existe uma sequéncia (xx)xen C L¢p(c) tal que x, — x (kK — 00), com

X € Lf7D(C) \ Lf7D(C). Como
Lip(e) =DnN{y e R™: f(y) < ¢},

e o conjunto {y € R™ : f(y) < c} é fechado pela continuidade de f, isto significa que
xx — x € D\ D. Agora, a coercividade de f em D implica em
lim sup f(xy) = +oo.
k—roc0
Novamente isso contradiz o fato de que (xx)xen C L¢p(c). Portanto, L¢p(c) é fechado.
Concluimos assim que L¢p(c) é ndo vazio e compacto. A afirmagao segue do Corolario

1. 0

Nosso préximo teorema nos fornece uma condigao necessaria para que um ponto x € D
seja um minimizador de f em D. Mais a frente veremos que essa condi¢ao sera também

suficiente se a fungao for convexa e diferenciavel.

Teorema 2. (Condi¢do necessdria de primeira ordem)
Suponhamos que D C R™ é um conjunto aberto e f: D — R € uma fungdo diferencidvel.

Se X € um minimizador local de f em D entao Vf(x) = 0.
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Demonstragao. Veja pagina 17 de [15]. O

Definicao 4. Dizemos que uma funcao f: D — R € semicontinua inferiormente no ponto
x € D C R™, quando para qualquer sequéncia (Xx)xeny C D tal que xx — x (k — 00),
tem-se

liminf f(xy) > f(x).

k—o0
Uma funcdo f ¢ dita semi-continua inferiormente no conjunto D, quando ela é semi-

continua inferiormente em todos os pontos de D.

Definicao 5. Uma funcdo f: D — R é L-Lipschitz continua quando existe uma constante
L > 0 tal que
[f(x) = f(Yl < Llx —yl, ¥x,y € D.

A seguir, apresentamos as defini¢oes de conjunto convexo e de func¢ées convexas. Tais

conceitos podem ser encontrados com mais detalhes em [15, 28].

Definicao 6. Um conjunto D C R™ é chamado conjunto convero se para quaisquer

x,y €D eael0,1], tem-se que ax + (1 — ay) € D.

Exemplo 1. Dados a € R™ er > 0, a bola B(a,7) ={x € R™: [[x —a|]| < 1} € um
conjunto convezo.

De fato, dados x,y € B(a,r) e € [0, 1] temos que

flox+ (1 -y —af = [x(x—a)+(1—-a)(y—al

N

afx — al| + (1 = &) [Jy — a

< ar+(1l—a)r=r.
Logo aox + (1 — o)y € B(a, ).

Uma projecao (ortogonal) do ponto x € R™ sobre um conjunto D C R™ é um ponto
de D que estd mais préximo de x (onde a distancia é medida pela norma euclidiana). Em

outras palavras, uma projecao de x sobre D é a solugao (global) do problema
min ||y — x| sujeito ay € D.

Nosso préximo teorema diz que se D é um conjunto convexo e fechado, entao tal projecao

é Unica.
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Teorema 3. (Teorema da projecao)
Seja D C R™ um conjunto convexo e fechado. Entdo para todo x € R™, a projecao de x

sobre D, denotada por Pp(x), existe e € unica. Além disso, X = Pp(x) se, e somente se,
xeD, (x—x,y—X) <0, Yy € D.
Demonstragao. Ver pagina 105 de [15]. O

Corolario 3. (Operador de projecao é 1-Lipschitz continuo)

Seja D C R™ um conjunto convezo e fechado. Entao para x € R™ ey € R™ quaisquer,

[Po(x) = Po )]l < [Ix—yll.
Em particular, Pp(-) € continuo no R™.
Demonstragao. Ver pagina 109 de [15] O

Definicao 7. Seja D C R™ um conjunto convexo. Dizemos que uma func¢do f: D — R

€ convexra em D quando
floox + (1 — ay)) < () + (1 — a)f(y), (1.2)

para todos x,y € D e a € [0, 1].
Uma fungao f € dita estritamente conveza quando a desigualdade (1.2) for estrita para

todos x 2y e a € (0,1).

Note que toda funcao estritamente convexa é convexa. Ja o reciproco nao ocorre,

como podemos verificar no exemplo abaixo.

Exemplo 2. A funcio f : R — R, dada por f(x) = x? € estritamente conveza, logo é
convera. Ja a funcao g: R — R, dada por g(x) = x € convexra mas ndo € estritamente

convexa.

O resultado a seguir ressalta a importancia de fungdes convexas em otimizagao. Até

o fim desta secdo, consideraremos D C R™ um conjunto convexo.

Teorema 4. (Teorema de minimiza¢do convexa)

Seja f: D — R uma fun¢ao convexa em D. Entao todo minimizador local em (1.1) é

global. Além disso, o conjunto dos minimizadores ¢ convexo.
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Demonstracao. Suponha que X € D seja um minimizador local que nao é global. Entao
existe y € D tal que f(y) < f(Xx). Definimos x(a) = ay + (1 — a)X. Pela convexidade de

f, para todo « € (0, 1], tem-se
fix(x)) = flay + (1 — a)x) < af(y) + (1 — x)f(X) = f(X) + x(f(y) — (X)) < f(%).

Tomando « > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que o ponto x(x) esté arbi-
trariamente préximo do ponto X, e ainda tem-se que f(x(a)) < f(X) com x(«) € D. Isto
contradiz o fato de que X é um minimizador local. Logo toda solugao local é global. Sejam
agora S C D o conjunto dos minimizadores de f e v € R o valor 6timo do problema. Para

quaisquer x,X € S e « € [0, 1], pela convexidade de f obtemos
flox + (1 — a)x) < of(x) + (1 — x)f(X) = av + (1 — x)v = V.
Sev = X121fj f(x) e ax + (1 — «)x € D, entao podemos deduzir da desigualdade acima que
flox + (1 — a)x) =V,
isto é, ax + (1 — a)x € S. Logo S é convexo. O

Observagao 1. Se f € estritamente convexa, ndo pode haver mais de um minimizador.
Se existissem x, X € S com x # X podiamos tomar qualquer o« € (0,1) que, pela convexi-

dade estrita de f, teriamos
flox + (1 — a)x) < af(x) + (1 — x)f(X) = V.

Como o conjunto S é convexo, temos uma solucao do problema dada por ox + (1 — )X
com valor da funcdo objetivo menor do que o valor étimo V. Isto € uma contradi¢ao. Logo

o minimizador do problema deve ser unico.

Os teoremas a seguir caracterizam uma fungao convexa. Suas demonstragoes nao serao

feitas aqui, porém todas podem ser facilmente encontradas em [15, 28].

Teorema 5. Sejam fy : D — R, 1 = 1,...,p, fungoes convexas em D. Entao para

quaisquer wy >0, i=1,...,p, a fun¢ao
P
f:D =R, f(x) = Z wifi(x)
i=1

é convexa em D.
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Demonstragao. Ver pagina 141 de [15] O

Teorema 6. Sejam f: R™ — R uma fungao convera e g: R — R uma fungao conveza e

nao-decrescente. Entdo a funcdo

V:R™ = R, ¥(x) = g(f(x))
¢ conveza.
Demonstragio. Ver pagina 143 de [15]. O

Teorema 7. (Caracterizag¢do de funcgdes convexas diferencidveis)
Sejam D C R™ um conjunto aberto convexo e f: D — R uma funcao diferencidvel em D.

Entdo as sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) A fungao f é convera em D;
(1t) Para todo x € D e todo y € D,

fly) = f(x) + (VF(x),y —x);

(iii) Para todox € D e todoy € D,

(Vf(y) — Vf(x),y —x) > 0.

Além disso, se f € estritamente convexa, estas caracterizagoes sequem com as desigualda-

des estritas.
Demonstragao. Ver pagina 159 de [15]. O

Corolario 4. Seja f : D C R™ — R uma funcgao convexa diferencidvel no conjunto D

aberto. Se VI(x) =0, entao X € minimizador global de f em D.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, item (ii), para todo y € D temos
fly) = f(x) + (VI(x),y — ) = f(x).

Dai,
f(x) < fly), vy € D.

Portanto X é minimizador global de f em D. O
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Definigao 8. Se D C R™ é um conjunto convexo, dizemos que f: D — R € uma func¢ao

concava em D, quando a funcdo (—f) € convexa em D.

Notemos que as afirmagoes do Teorema 4 sao verdadeiras se substituimos minimizacao
de uma fungao convexa num conjunto convexo por maximizacao de uma fungao concava
num conjunto convexo.

Nossa proxima definicao funciona, em um certo sentido, como uma derivada generali-

zada para funcoes convexas nao necessariamente diferencidveis.

Definicao 9. Seja f: R™ — R uma func¢ao convera. Dado x € R™, o subdiferencial de f

em x € definido como sendo
of(x) ={ue R™: f(y) > f(x) + (u,y —x),Vy € R™}.

Exemplo 3. Seja f: R — R, dada por f(x) = |x|. Verifica-se que:

—1 , e x <0
of(x) = [—1,1] ,se x=0
1 , e x>0

Neste exemplo, o ponto X = 0 é um minimizador global. Note ainda que 0 € 9f(0),

porém 0 ¢ 0f(x), para todo x # 0. Mais geralmente, vale a seguinte proposicao:

Proposicao 1. Seja f: R™ — R uma funcao convexa. O pontox € R™ é minimo global

de f se, somente se, 0 € 0f(X).
Demonstracao. Segue diretamente da definicao de subdiferencial. O]
Se uma funcao f é diferencidvel, entao vale o seguinte resultado:

Proposicao 2. Uma funcao convera f : R™ — R € diferencidvel no ponto x € R™ se,

somente se, o conjunto 0f(x) contém um elemento sé. Neste caso, 0f(x) = {f’(x)}.
Demonstragao. Ver pagina 179 de [15]. O

Proposicao 3. Seja (xy, Wy )ken uma sequéncia em R™ x R™ tal que (xy, wy) € graf of
para todo k € N. Se (xy,wy) converge para (x,w), e f(xx) converge para f(x) entdao

(x, w) € graf of.

Demonstragao. Veja pagina 441 de [1]. O
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Observacao 2. De acordo com a proposicao acima, Se mostrarmos que exriste uma

sequéncia (xy, wy) € graf of tal que (xy, wy) — (X,0) e f(xy) — f(X), entdo of(X) = 0.

A seguinte proposicao nos fornece uma regra de calculo para fungoes convexas nao-

diferencidveis. Podemos encontrar mais propriedades deste tipo de funcao em [15].

Proposicao 4. (O subdiferencial da soma de fungdes convexas)

Sejam i : R™ = R, i=1,...,p funcoes convexas. Entao
P P
d (Z fdx)) = ofi(x).
i=1 i=1
Demonstragdo. Ver pagina 184 de [15]. O

Teorema 8. (O subdiferencial de uma fung¢do convexa)
Se f : R™ — R € uma funcao convexa entao, para todo x € R™, o conjunto 0f(x) ¢é

convexo, compacto e nao-vazio.
Demonstragao. Ver pagina 176 de [15]. O

Observamos que 0f : R™ = R™ é uma aplicagao ponto-conjunto, com dominio
dom of ={x € R": of (x) # 0}.

Para cada x € dom 0f, denotaremos por 9°f(x) o elemento de menor norma de 9f(x). O
vetor 0°f(x) existe e é tinico, pois é a projecao de 0 € R™ no conjunto nao-vazio, fechado

e convexo Of(x). Dai temos que
10%F(x)|| = dist(0, of (x)).

Quando x ¢ dom 0f temos ||0°f(x)|| = +00. Adotamos por convencio s X (+00) = 400

para todo s > 0.

1.2 Operador Proximal

De agora em diante, assumimos que f : R™ — R é uma funcao prépria, convexa e
semicontinua inferiormente. Estamos interessados em algumas propriedades da funcao f

na vizinhanga de seus minimizadores. Vamos supor que o conjunto dos minimizadores é
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diferente do vazio e o denotaremos por S. Assumiremos ainda, sem perda de generalidade,

que min f = 0.

Dado A > 0, definamos o operador proximal como a aplicacdo ponto-conjunto

proxas(x) : R™ = R™ definida através da férmula

. 1 n
proxas(x) := arg min {f(y) + ﬁHy —x|*:yeR } :

Observacao 3.

()

A funcio f(y) + 55 [ly —x||* é coerciva.

Uma vez que estamos assumindo S = argmin f # () temos que f é limitada inferi-
ormente. Assim, existe L € R tal que L < f(x) para todo x € R™. Dal, tomando
uma sequéncia (xx)xeny C R™ tal que [[xk|| — +oo e usando a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz, obtemos
lim ( f(x*) —I—ink—xH2 > L+ lim i||xk—x||2
k—o00 2A k—o0 2A

1 1
= L oIl + o dim ()2 = 2(x5,x)

2}\ k—o0
1 1 .
> L gl 4 g Jim (I — 2 )
= —|—OO,

isto é,
: 1 2
klgrio (f(Xk) + ﬁ”xk - XH ) = +o00.
Segue da defini¢ao que f(y) + 5x|ly — x||> é coerciva. Logo, tem um minimizador

global, garantido pelo Teorema 2.

~ 1 2 4 .
A funcao f(y) + 5 [ly — x||” ¢ estritamente convexa.
, 2 4 .
Como f é convexa e || - —x||” é estritamente convexa, segue do Teorema 5 que a soma
2 . Ny
f(y) + 55|y — x||” ¢ estritamente convexa. Além disso, o Teorema 4 garante que se

existe um minimizador, entao ele é tnico.

A observagao feita acima nos garante que se f é uma fungao convexa, entao proxa¢(x)

tem um tinico elemento. Agora, se X € R™, o algoritmo prozimal se escreve

Xt € prox, (x), (1.3)

onde Ay é uma sequéncia de passos tal que A, € A, AT] C (0,400). Afirmamos que a

sequéncia (x*)yey gerada pelo algoritmo (1.3) satisfaz as seguintes condicoes:
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(i) Para cada k € N,

1
F(xM) 4 xR —xK|? < F(x5). (1.4)
2A
(ii) Para cada k € N, existe w*tt € 9f(x**1) tal que
MWL xk T xk =, (1.5)
De fato, como x**! € prox, ¢(x*) tem-se que
k+1 Lo eer kg2 1 k(2 n
FXT) A+ o I =X < fly) + oy —xF|F, vy € R™
2)\k 27\k
Em particular se y = x*, obtemos (1.4).
1
Por outro lado, afirmamos que wk*! = —)\—(kar1 —xK) € 9f(x**1). De fato, como
Kk

Xkt e prox}\kf(xk), segue da Proposicao 1 que

1 1
0€d (f(xk+1) + 7||Xk+1 _XkH2> — af(XkJrl) + )T(Xk+1 —Xk),

2?\]( k
ou seja,
1
_7(Xk+1 _ Xk) c af(xk+1)_
Ax
1
Portanto wk*! = —)\—(kar1 —x¥) € of(x 1), com
k

}\kwk+1 + Xk+1 _ Xk — 0

O conceito de operador proximal serd 1til no decorrer dos proximos capitulos.



Capitulo 2

Error bounds e desigualdade de

Kurdyka-Lojasiewicz

Neste capitulo, definiremos curvas subgradientes, desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz
e error bounds. Veremos ainda um resultado de equivaléncia geral entre error bounds e
desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz (ou abreviadamente, desigualdade KL), que pode
ser consultado em Bolte et al. [7]. Nosso principal objetivo é estabelecer um caminho
simples e natural de calcular expoentes Lojasiewicz e, mais geralmente, funcoes desingu-
larizantes. A importancia dessa equivaléncia vem do fato de que a desigualdade KL com
constante conhecida é, em geral, mais dificil de se estabelecer enquanto que error bounds
sdo mais maledveis, isto é, sdo mais féceis de se estabelecer (ver, por exemplo, [17]). Além
disso, o fato destas duas nocoes serem equivalentes abre uma grande raio de possibilidades

quando vamos analisar complexidade de algoritmos.

2.1 Curvas Subgradientes

Considere a inclusdo diferencial
y(t) € —of(y(t)), para quase todo t € (0, 4o0)
y(0) =x.

onde x € dom f e y(-) é uma curva absolutamente continua em R™. As principais propri-

edades deste sistema estao resumidas no seguinte:

15
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Teorema 9. Para cada x € dom f, existe uma unica curva absolutamente continua

Xx & [0,00) = R™ tal que xx(0) =x e
Xx(t) € —0f(xx(t))

para quase todo t > 0. Além disso,

(i) Lxx(tT) = =0 (xx(tT)) para todo t > 0;

(ii) SF(xx(t")) = —[lxx(t")|* para todo t > 0;

(11i) Para cada z € S, a fungdo t — ||xx(t) —z|| € decrescente;

(iv) Xx(t) converge para algum X € S, quando t — oo.
Demonstragao. Consultar referéncias [9] e [10]. O

O resultado acima (junto com sua demonstracao) foi feito originalmente em espago
de Hilbert e pode ser encontrado em [9], exceto a parte (iv) que foi provado em [10]. A
trajetoria t — X (t) é chamada curva subgradiente.

Dados x € dom f, e 0 < t < s, escrevemos

comp(xe, t. ) =J e ()| &
t

como sendo o comprimento de X5 variando de t a s.

2.2 Desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz

Nesta secao apresentamos a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz. Para simplificar a

notagao, escreveremos [f < u] ={x € R™: f(x) < u}. Seja 1y > 0 e defina
K (0,79) = {e € C°[0,19) N C*(0,71), @(0) =0, @ concava e @’ > 0}.

A funcao f satistaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz (ou tem a propriedade KL)

localmente em X € dom f se existem 19 > 0, @ € K(0,79) e € > 0 tais que
@' (f(x) — f(x)) dist (0, 9f(x)) > 1

para todo x € B(X,e) N [f(x) < f < f(X) + ro]. A funcao ¢ acima é chamada funcdo
desingularizante de f em X. Mostraremos agora que se X nao é um minimizador de f, a

desigualdade KL é satisfeita em X. Para isto, precisaremos do seguinte:
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Lema 1. Seja f : R™ — R uma funcao propria e semicontinua inferiormente. Seja

X € dom Of tal que 0 & 0f(X). Se
IIx —X|| + [f(x) — f(X)] < &, com & > 0,

entao

dist(0, 0f(x)) > 8.

Demonstragao. Suponha por absurdo que existe uma sequéncia (dy)xeny com &, > 0,

dx — 0 e uma sequéncia (xy)xen tal que
Xk —X|| + [f(xx) — f(X)| < Ok, e dist(0, 0f(x)) < bx. (2.1)

Como 0f(xy) é fechado, existe uma sequéncia wy € 0f(xy) tal que ||wy || = dist(0, 9f(xy)).
Segue que ||wy|| < O, e consequentemente, wy — 0. Por outro lado fazendo k — +oo
em (2.1), obtemos

X > X e f(xg) — f(X).

Logo, segue da Proposicao 3 que 0 € 9f(x), o que contradiz a hipdtese. O

Proposicao 5. Seja f : R™ — R uma func¢do prépria, semicontinua inferiormente e
X € dom Of tal que 0 & 0f(X). Entdo a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz é valida em

X.

Demonstragao. Se X nao é um ponto critico de f e 9f(X) é um conjunto fechado, temos
que

5 = dist(0, 0f(x)) > 0.
Seja @(s) := s/d e considere ¢ := /2. Dai, para todo x € B(x,8/2) N [f(x) < f < f(X) + 7o,
temos

o
||X —%H + |f(X) — f(YN < 5 + Ty = J.
Segue do Lema 1 que para todo x € dom 0of
/ g 1 . 1
@'(f(x) — f(x)) dist(0, 0f(x)) = gdlSt(O, of(x)) < 5= 1.
O

Sendo assim, focaremos no caso em que X € S. Desde que f(X) = 0, a desigualdade
KL torna-se

@' (f(x))[[0°f(x)]| > 1
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parax € B(X,e) N[0 < f < rg]. A funcdo f tem a propriedade KL em S, se ela o tem em

cada ponto de S.

Exemplo 4. Seja f: R™ — R uma fungdo duas vezes diferencidavel. Dizemos que f € uma
funcao de Morse se em cada ponto critico X de f a matriz hessiana de f em X tem todos
os seus autovalores diferentes de zero. Toda funcao de Morse satisfaz a propriedade KL
em cada ponto, com func¢io desingularizante @(t) = cv/t para algum ¢ > 0 (ver Teorema
3.8 em [11]). Em particular, seque do Teorema 1.2 em [30], que toda fun¢ao fortemente

conveza que ¢ duas vezes diferencidvel satisfaz a propriedade KL em cada ponto.

O seguinte teorema afirma que, sob certas condigoes, podemos garantir a existéncia
da propriedade KL numa vizinhanga de cada ponto no dom f. Sua demonstragdo pode

ser encontrada em [6].

Teorema 10. Se f: R™ — R € uma func¢ao prépria, convezra, semicontinua inferiormente
e semi-algébrica, entao ela tem a propriedade KL numa vizinhanca de cada ponto no

dom f.

Demonstragao. Consultar [6]. O

2.3 Error Bounds

Consideremos uma funcao nao-decrescente w : [0, +oo[— [0, 4o0[ com w(0) = 0. A

funcao f satisfaz um error bounds local com funcao residual w se existe Ty > 0 tal que

(wof)(x) > dist(x, S)

para todo x € [0 < f < 19]. De importancia particular é o caso quando w(s) =y~ !'s

o=

comy >0ep =1, naqual
f(x) = vy dist(x, S)?

para todo x € [0 < T < 1g).

Desde o celebrado resultado de Hoffman em error bounds para sistemas de desigualda-
des lineares [14], o estudo de error bounds foi sendo aplicado com sucesso em problemas de
sensitividade, estimativa de raio de convergéncia e problemas de viabilidade. No mundo

da otimizagado, as primeiras extensoes naturais foram feitas para fungoes convexas por
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Robinson [29], Mangasarian [25] e Auslender-Crouzeix [3]. Entretanto, a descoberta mais
impressionante veio anos antes, nos primeiros trabalhos de Lojasiewicz [19, 20] no fim dos
anos H0: sob uma mera condicao de compacidade, podiamos garantir a existéncia de error
bounds para fung¢oes continuas semi-algébricas arbitrarias. Apesar da profundidade desse
resultado, esses trabalhos permaneceram despercebidos pela comunidade da otimizagao
durante um longo perfodo (ver [22]). No inicio dos anos 90, motivados pelas numerosas
aplicagoes, muitos pesquisadores comecaram a trabalhar nessas linhas, em busca de re-
sultados quantitativos que pudessem produzir mais ferramentas efetivas. As pesquisas de
Pang [26] nos fornece um panorama dos resultados obtidos nesse tempo. Os trabalhos de
Luo [21, 23] e Dedieu [12] também sao marcos importantes na teoria.

Enunciaremos agora o teorema feito por Lojasiewicz em seu trabalho, citado acima,

no fim dos anos 50. Sua demonstragiao pode ser consultada em [19, 20].

Teorema 11. Seja f: R™ — R uma funcdo propria, convezxa, semicontinua inferiormente
e semi-algébrica, e assuma que argminf € nao-vazio e compacto. Entao f tem um error
bounds global

f(x) + f(x)? > v, dist(x, arg min f), ¥x € R™,

onde yo >0 ep =1 é um numero racional.

Demonstragao. Consultar [19]. O

2.4 Error bounds com funcao residual moderada e

desigualdade Lojasiewicz

Error bounds frequentemente ou tem a forma de poténcia ou sao tipo Holder. Eles
podem ser muito simples s — asP ou exibir duas somas, por exemplo, s — asP + bs9.
Uma funcao ¢ : [0,7) = R em C!(0,7) N C°[0,7) e nula na origem, tem o comportamento

moderado (proxzimo da origem) se ela satisfaz a equagao diferencial do tipo
s@’'(s) = co(s), Vs € (0,7),

onde ¢ é uma constante positiva. Observemos que pela concavidade de ¢ temos necessa-

riamente ¢ < 1.
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Exemplo 5. Considere ¢ :[0,1) — R dada por @(s) =y sv. Desde que

temos que

Fazendo c = %, obtemos que

s @'(s) =c @(s), Vs € (0,7),

isto €, @ tem o comportamento moderado proximo a origem. Além disso, se y > 0 e

p = 1 conseguimos mostrar que @ € concava com ¢ = — < 1.

1
P

Nosso proximo resultado fornece uma estimativa para o comprimento das trajetérias
subgradientes, quando f satisfaz a desigualdade KL. A demonstraciao desse teorema foi
feita originalmente em espago de Hilbert e pode ser encontrada em [7]. Relembramos aqui

que S = argminf e que minf = 0.

Teorema 12. (KL e limites uniformes de curvas subgradientes)

Sejam X €S, p>0¢e @ € K(0,79). Sao equivalentes:

(i) Para caday € B(X,p) N[0 < f < 1], temos
@' (fly)][df(y)f > L.
(i1) Para cada x € B(X,p) N[0 <f<1] e0<t<s, temos

comp(Xx, t,s) < @(f(xx(t))) — @(f(xx(s))).

Além disso, sob essas condicoes, Xx(t) converge para um minimizador quando t — oo.

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que (i) = (ii).

Para isto, tome x € B(X,p) N[0 < f < 1] e 0 < t < s. Observe primeiro que

rt d

—¢
Js dt
rt

= | @ (Flxx (D) (— %< (D)) dt

Js
rs

= | @ (flxx (D)) [xx(T)]*dT.

Jt

@(f(xx(t))) — @ (f(xx(s))) = (f(xx(T1)))dT




Capitulo 2. Error bounds e desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz 21

Desde que Xx(T) € dom of N B(X, p) N[0 < f < 1¢] para todo T > 0 e —xx(T) € 0f(Xx(T))

para quase todo T > 0 (ver Teorema 9), temos que

1< [[0% @ o F)(xx (O] < @ (F(xx (T))) X (T) ]

para cada T, onde a primeira desigualdade vem da hipétese (i) e a segunda vem do fato
de que ||0°(@ o f)(xx(T))|| < [|3(@ o ) (Xx(T))||. Multiplicando por [[xx(T)|| e integrando

de t a s, obtemos

complxe. , 5) j e (0 14T < @(Fla (1)) — @(f(xx(5))):

Mostraremos agora que (ii) = (i).

Tome y € dom of NB(X, p) N[0 < f < 0]. Assim, para cada h > 0 é vélida a desigualdade

" J—
1J Ix(Ddt < _(P(f(Xy(h)))h @(f(xy(0))
_ e(flxy(h)) — e(f(y)) )
N h : )

Relembre do Teorema do Valor Médio para integrais que, dado h > 0, existe 0 < ¢ < h
tal que
h
|| Ia(0llar = Ixy @t —0) = iy @I
0

Assim, fazendo h — 0 na desigualdade (2.2), obtemos

%y (0] < =@ (Fly)) (—lIxy (09)]1%)

= @ (fly) " (y) 1%y (0],

donde segue que
1°(@ o f)(y)]| = 1.

Finalmente, desde que ||xx(t) s)|| < comp(xx,t,s), deduzimos de (ii) que a funcao

t — Xx(t) tem a propriedade de Cauchy quando t — oo. O

O proximo teorema é o principal resultado desse capitulo. Ele diz que se ¢ tem
um comportamento moderado, f tem a propriedade KL global se, somente se, f tem
um error bounds global. Além disso, a fungao desingularizante na desigualdade KL e a
fungao residual no error bounds sao essencialmente as mesmas, a menos de uma constante
multiplicativa. Vale observar aqui que esse resultado encontra-se feito na referéncia [7] e

foi feito originalmente em espago de Hilbert.
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Teorema 13. (Caracterizacdo de desigualdade de Lojasiewicz para funcgoes
convexas)
Seja f : R™ — R uma fungao propria, convexa e semicontinua inferiormente. Seja

19>0, @ €K(0,79), c>0, p>0eXE€argminf.

(i) (Desigualdade KL implica error bounds) Se @'(f(x))||[0°f(x)|] = 1 para todo

x € [0 < f <1l NB(X,p), entdo dist(x,S) < @(f(x)) para todo x € [0 < f < 1ol N B(X, p).

(ii) (Error bounds implica desigualdade KL) Reciprocamente, se s@’(s) > c@(s) para todo
s € (0,19) (@ tem wum comportamento moderado), e @(f(x)) > dist(x,S) para todo

x € [0 < f< 1] NB(X,p), entdo @'(f(x))||0%F(x)| = ¢ para todo x € [0 < f < 1] N B(X, p).
Demonstragao. (i) Relembramos que a aplicacao [0, +00) xdom f > (t,x) — Xx(t) denota

o semifluxo associado a —0f. Desde que f satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz,

podemos aplicar o Teorema 12 para obter

HXx(t) _XX(S)H < Comp(anta S) < (P(f(Xx(t))) - (p(f(Xx(S)))a

para cada x € B(X, p)N[0 < f <1yl e 0 <t <s. Como estabelecido no Teorema 12, ¥ (s)
converge para X € S quando s — co. Tomando entao t = 0 e fazendo s — oo deduzimos
que

Xx(0) =X[| < @(f(xx(0))) — @(f(x)) =[x —X[| < @(f(x)).
Portanto @(f(x)) > dist(x, S) para todo x € [0 < f < 1] N B(X, p).

(ii) Tome x € [0 < f < 1] N B(x, p) e escreva y = Ps(x). Por convexidade temos
0= f(y) > f(x) + (3% (x),y — x),

onde a igualdade ocorre devido a y = Ps(x) € S e a desigualdade ocorre porque 9°f(x) é

um subdiferencial de f em x. Isto implica que
f(x) < [0 (x)|[[[y — x|l = dist(x, S)[2°F(x) || < @(f(x))[[Q°F(x)]-

Como x € [0 < f < 19 N B(X, p) segue que f(x) > 0. Além disso, s@’(s) > c@(s) para
todo s € (0,79). Dal,

@(f(x))
f(x)

1< [0 < 000l (F()).

Assim,

@' (F(x)[[%F(x)| > c,

para todo x € [0 < f < 19] N B(X, p). O
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Em uma demonstragao similar ao do Teorema 13, podemos caracterizar a existéncia

global de uma desigualdade gradiente Lojasiewicz.

Coroléario 5. (Caracterizacao da desigualdade de Lojasiewicz para funcgées
convexas: caso global)
Seja f : R™ — R uma fungao propria, convexa e semicontinua inferiormente. Seja

@ € X(0,400) ec > 0.

(i) Se @'(f(x))]|0°F(x)|| = 1 para todo x € [0 < f], entdo dist(x,S) < @(f(x)) para todo
x € [0 < f].

(ii) Reciprocamente, se s@’(s) = c(s) para todo s € (0,79) (@ tem um comportamento
moderado), e @(f(x)) > dist(x, S) para todo x € [0 < f], entdo @'(f(x))||0°f(x)| > ¢
para todo x € [0 < f].

Demonstragao. Segue do teorema. 0

Observagao 4. Observe uma ligeira dissimetria entre as conclusoes de (1) e (ii) do te-
orema e o coroldrio: enquanto uma funcao desingularizante prové diretamente um error
bounds in (i), um error bounds (com crescimento moderado) vem de uma fun¢do desin-

gularizante depois de um redimensionamento, dado por c 1.



Capitulo 3

Complexidade para métodos de

descida de primeira ordem

No que se segue, assumiremos, assim como antes, que f : R™ — R é uma funcao
prépria, convexa, semicontinua inferiormente tal que S = argminf # () e minf = 0. Os

conceitos e resultados apresentados podem ser consultados em [7].

3.1 Métodos de descida de primeira ordem

Uma sequéncia (X )xeny € R™ é um método de descida de primeira ordem ou algoritmo

abstrato de f: R™ — R se xg € dom f e existem a,b > 0 tais que:

(H1) (Condicao suficiente de decrescimento) Para cada k > 1,

f(xi) + allxe — xi a1 )* < Flxi1)-

(H2) (Condigao de erro relativo) Para cada k > 1, existe wy € 0f(xy) tal que

|l < bl — X1 ]]-

Observamos que o conceito de algoritmo abstrato foi usado em [2] com uma condigao
adicional de continuidade. Aqui nao serd necessario essa condicao, visto que f é convexa.
Essas condigoes foram consideradas inicialmente no trabalho de Luo-Tseng [24] e foram

usadas para o estudo de raios de convergéncia para error bounds.

24
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Observagao 5. (Passo explicito para gradientes Lipschitz continuos)
Se f € diferencidvel e seu gradiente é L-Lipschitz continuo, entdo qualquer sequéncia

satisfazendo:

(H2’) Para cadak > 1,

|V E(x—1)]| < blxx — xi—1]],

também satisfaz (H2).
De fato, para todo k > 1,

Vi)l = ||[VF(xi) + VE(xi—1) — V(x|

N

Vx| + [[VE(xa) = Va1 ||

< blxic = x| + Lixie = x|

(b + L) [|xic — Xk—1]]-

Exemplo 6. (O método do ponto proximal)
Seja f: R™ — R wuma funcdo prépria, convexa, semicontinua inferiormente e assuma que

S#0 eminf=0. O método do ponto proximal para resolver o problema de otimizacao

1 o)

¢ definido formalmente do sequinte modo: dados a sequéncia (Ay)xen de nimeros reais

positivos e xg € R™, defina
o . }\k 2. n —
Xk41 = arg min f(z)—l-?Hz—XkH zeR }, k=0,1,... (3.1)

Se (Ax)xen € uma sequéncia tal que 0 < A~ < A < AT < 400 para todo k € N entdo

A A
f(xiq1) + 7ka+1 —xie]|? < Flxqn) + ?kHXkH —xi||* < f(xx), Yk € N.
Além disso, como 0 = 0f(xx11) + Ak (Xk+1 — X)), temos que

Of(xi41) = Ak —xkq1) = [|0F(xi1) || = | Ak (X1 — X)) || = Al — el

= [[f(xicr) | < AT [xi1 — xk, Yk € N

Assim, se tomamos a = )‘77 e b = AT, temos que o método do ponto prorimal, com a

sequéncia (A )xen definida acima, € um exemplo de método de descida de primeira ordem.
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Nosso préoximo lema serd usado com frequéncia daqui em diante. Esse resultado pode

ser encontrado em [27].

Lema 2. (Lema de descida)
Seja h : R™ — R uma fungao continuamente diferencidvel na qual o gradiente é L-

Lipschitz continuo. Entao
L 9 n
h(u) < h(v) + (Vh(v),u—v) + §HU_VH , Yu,veR™ (3.2)
Demonstragao. Escreva @ =u —v e defina f: [0,1] — R por f(t) = h(v + t0). Entao
f'(t) = (Vh(v + 10),0)
para cada t € (0,1) e, assim,

r(Vh(v +10),0)dt = Jl f'(t)dt = f(1) — f(0) = h(u) — h(v).

0

Segue dai que

h(u) —h(v) = r(Vh(v +10) + Vh(v) — Vh(v),0)dt
0
1

= r(Vh(v), 0)dt + J (Vh(v +t0) — Vh(v), 0)dt
0 0
1

< (Vh(v),0) + JO |Vh(v+t8) — Vh(v)|| 0] dt
1

< (Vh(v).8) + 9] j L|(v + t0) —v]|dt

= (Vh(v),0) +L H9||2J:t dt

L
= (VR u—v) + 5 Ju—v?

e entao

h(w) < h(v) + (Vh(v),u—v) + ;Hu—vw, Vv € R™,

Exemplo 7. (O método do gradiente)
Seja f: R™ — R uma fungao convera. Uma das estratégias mais usadas para resolver o
problema irrestrito

120 10
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€ a sequinte: dada uma aproximacado X, € R™ do problema, encontramos um ponto xy,1 €
R™ tal que f(xyq1) < f(x). Obviamente, isto pode ser feito de diversas maneiras. Uma
destas maneiras € tomar uma direcao d, € R™ tal que f é decrescente a partir do ponto
Xk nessa direcdo, e computar um comprimento de passo Ay > 0 que fornece um valor de

f menor do que no ponto xy,
fxe + Adi) < fxx).
Obtemos assim o sequinte iterando:
Xkl = Xk + Ardg.

Repetimos o processo para um movo ponto Xxy1, etc. Métodos desse tipo sao chamados
métodos de descida. Um método de descida bastante conhecido na literatura € o método
do gradiente. Neste método precisamos assumir ainda que f seja diferencidvel no R™ e
escolhemos a direcao de descida dy, como sendo o anti-gradiente da fungao f no ponto xy,
isto é, dy = —VTf(xy). Se Vf(xx) =0 para algum k, entdo o método pdra. Em particular,

0 esquema acima se reduz ao seguinte:
Xk+1 = Xk — )\ka(Xk), k= 0, 17 e (33)

Apresentaremos agora alguns resultados que mostram que o método gradiente é um

método de descida de primeira ordem.

Lema 3. Seja f : R™ — R wma funcao convezra diferencidvel. Considere a sequéncia

(xx)xen gerada pela recursao (3.3) e suponha que existem N~ At € R tais que
0<A <A <A <400, Yk €N
Entao
(i) (VF(xi), i1 — %) + 3 X — x> < 0, Vk e N;
(i1) Vo)l < 5= lxesr —xill, Yk € N.

Demonstra¢ao. Primeiro mostraremos que vale (i). Para isto, é suficiente notar que

X —X 1
(VE(xi), Xk1 — Xk) = —M,Xkﬂ — Xk ) = ——||Xk41 — XkHQ'
Ax Ax
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Assim,

1
0 = (VFf(xx), X1 — Xk) + — || X141 —XkH2 > (VF(xk), X1 — Xk) (XK1 — Xk||27

Ak T

donde segue que

1
(VEGad xicer = xa) + 57 i = xi* <0, vk €N

Para verificar (ii), basta notarmos que

IVExIP = (VE(a), Vix)) = <Vf(xk),_"k+1—xk>

A
X —X
< Il | = —
1

= )THVf(Xk)H XK1 — x|
k

N

1
3= IVEGad s —xcll, vk € N.

Segue dai que

1
||Vf(xk)H < }\THXkJrl —XkH7 Vk € N.

O

Proposicao 6. Seja f: R™ — R uma funcdo convexa diferencidvel. Suponha ainda que
Vf € L-Lipschitz continua. Considere a sequéncia (xx)xen gerada pela recursio (3.3) e

suponha que existem A\, AT € R tais que
0<A <A <AT < 400, Vk €N.
Entao
(a) Fxicen) + (5= = 5) Ixicsn = x> < F), Ve € N;
() V(x| < (L+ 5 ) Irocss = xll, Yk €.

Demonstracao. Aplicando o Lema 2 aos pontos uw = X1 € v = Xy e depois usando a

desigualdade (i) do Lema 3 obtemos

L
f(xies1) = fxi) < (VF(Xieg1), Xaepr — xi) + §HX1<+1 — x|?

1 2 L 2
< _}\THXk+1 — x| +§ka+1—XkH
L 1

= <2 — )\+> XK1 — xk|”, Vk €N,
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e assim,
1 L
1) + <A+ _ 2) et — xill? < £, Yk € N,

Agora, usando a desigualdade (ii) do Lema 3 (e relembrando a Observagao 5), temos que

|V (xies1) || | VE(xis1) — VEOxa) + V(x|

< V() — V) [+ [VFad |l
1
< Lfxer — x| + }\THXkH — x|
1
(L + }T—> et — x|l Wk € N.

Assim,
1
1900l < (L4 55 ) oiss = sl ¥k €N
O
Observe que se AT < 2/L entao )\% > % e assim terfamos )\% —% > (. Daf a proposicao

acima nos garante que o método gradiente é um método de descida de primeira ordem se
AT < 2/L.

Nosso proximo exemplo generaliza os dois ultimos.

Exemplo 8. (O método forward-backward)

Sejam g : R™ — R uma fun¢ao propria, convexa e semicontinua inferiormente e h :
R™ — R wma funcdo convexa diferencidvel na qual o gradiente é L-Lipschitz continuo.
No intuito de minimizar f = g + h sobre R™, o método forward-backward gera uma
sequéncia (xi)xen de um dado ponto xg € R™, e usando a recursao

1
Xk41 € argmin {9(2) + (Vh(xk),z —xx) + KHZ—XkW rz e Rn} (3.4)
K

para k > 1.
Usando a convexidade de g e combinando (3.4) com a Proposicao 1 obtemos:

1 1
0 € 0g(xk4+1) + Vh(xi) + Tk(XkJrl —Xi) = 0g(Xp41) + E(Ath(Xk) + X1 — Xi)

Assim, se tomamos
1

= Iz = B = AevRia))

F(z)
obtemos

0 € 0g(xkt1) + VF(xx41),
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donde seque que
: 1 2 n
Xky1 € argmm{g(z) + KHZ— (xk =AVh(x))||":z€e R } (3.5)
13
Além disso, da defini¢ao de operador prozimal, podemos reescrever (3.5) como
Xk+1 = PTOXa, g (Xk — A Vh(xy)). (3.6)

Note que quando h =0, obtemos o método do ponto prozimal para g. Por outro lado, se

g = 0 entao temos método do gradiente para h.

Lema 4. Seja h: R™ — R uma fungao continuamente diferencidvel na qual o gradiente é
L-Lipschitz continuo e seja g : R™ — R uma func¢dao propria, semicontinua inferiormente
e com infgn g > —00. Fize qualquer % > L. Entdo, para qualquer w € dom g e qualquer

v € R™ definido por

V € Proxag (u —A Vh(u)) (3.7)
temos
h(v) +g(v) < hiw) + gu) — 1 (5 — L) v —ul” 33

Demonstragao. Pelo Exemplo 8, a inclusao (3.7) implica em
1 2 1 2
gv) + (Vh(uw),v—u) + ﬁ”" —u||” <g(z) + (Vh(u),z—u) + ﬁHZ—UH
para todo z € R™. Em particular, para z=u € R", temos
1 2

o(v) + (Vh(w),v =) + v — |} < gfw)

e assim,
1 2
g(v) < g(u) — (Vh(w),v —u) — o flv —u]| (3.9)

Agora, combinando (3.9) com o Lema 2, obtemos

h(v) +g(v) < h(u)+<Vh(u),v—u>+§Hv—u\|2+g(u)—<Vh(u),v—u>—%||v—u|\2

Segue entao o resultado. O
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Observagao 6. No caso em que g é uma fun¢ao propria, convexa e semicontinua inferi-

1o

L =L (e até mesmo + > %) para obter

A
h(v) + g(v) < hiuw) + g(w) - (; - ;) v =l (3.10)

Na proposicao a seguir, veremos que o método forward-backward gera um método de

ormente, podemos tomar

descida de primeira ordem se o tamanho dos passos forem devidamente escolhidos. Tal

demonstracao encontra-se feita em [7].

Proposicao 7. Suponha que 0 < A~ < A < AT < 2/L para todo k € N. Entio (H1) e

(H2) sdo satisfeitos para o método forward-backward com

1 L 1
=———eb=—+1L
a xF 9 e o +
Demonstracao. Primeiramente note que
Ak < 2 = 1 > L
LT AT 2
Agora, tomando k > 0 e usando a Observagao 6, temos
1 L
glxc) 4 M) < gl +lw) = (3= 5 ) s =l
1 L
< g+l — (55— £ ) s — el
Assim, para f = g+ h, temos que
1 L
o) + (55 = 5 ) oo =l < 110,
1 L

onde, tomando a = > 0 temos que (H1) é satisfeita.

AT 2

Para a constante b, note que a inclusao (3.4) nos indica que

1
0 € 0g(xk4+1) + Vh(xi) + — (X1 — xxk)-

Ak
Dai, existe wyy1 € 0g(xk41) tal que
0 = @t + Vhix) + 5Kt = x0) = @it + Vhix) = 506 = xera).
Usando agora que Vh é L-Lipschitz continua, obtemos
w1+ Vhixia)|| = [lwisr + Vhixe) = Vh(xi) + VR(xe) ||

N

}THXk — X1 ||+ Lxig 1 — x|
k

1
_ (M“) —

1
< (5e4L) I =l

Logo, se f = g + h, temos que (H2) é satisfeita com b = A% +L. O
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Se f = g+ h tem a propriedade KL, o préximo teorema garante a convergéncia da
sequéncia gerada pelo método forward-backward. Sua demonstracao encontra-se feita em

detalhes em [7].

Teorema 14. (Convergéncia do algoritmo de descida)

Suponha que f : R™ — R € uma funcgao prépria, convexa, semicontinua inferiormente
e que tem a propriedade KL em [0 < f < T] com fung¢do desingularizante @ € K(0,T).
Considere o algoritmo abstrato (xy)wen tal que f(xq) < 19 < T. Entao Xy converge para
algum x* € argminf e

f(xk—1)
a

b
Xk — x| < acp(f(xk)) + , Vk > 1.

Demonstra¢ao. Usando (H1), deduzimos que a sequéncia (f(xy))xen é nao-crescente.
Entao 0 < f(xx) < T, implicando que xx € [0 < f < 7]. Denotamos por iy o primeiro

X
indice ip > 1 tal que ||xi, — Xi,—1]| = 0 sempre que ele existir. Se iy existe, entao
0< Haf(XIO)H < bHXiO —X10,1|| =0 = af(XiU) =0.

Dai, x4, ¢ minimizador de f e, como estamos assumindo min f = 0, temos que f(xi,) = 0.
Como f é nao-crescente, isto implica ainda que f(xi,+1) = 0 e portanto xi,+1 = Xi,. Logo
a sequéncia é estacionaria. Dai o limite foi estabelecido para todo k tal que ip > k + 1,
isto é, para todo k < ip — 1. Um argumento similar se aplica ao caso em que f(xi,) = 0.
Suponha agora que f(xx) >0 e ||[xx —xx—1]| > 0 para todo k > 1.

Lembramos que se f tem a propriedade KL entao

1
Z .
10°F (x|

Lembramos ainda que se @ é concava, vale a seguinte desigualdade:

@' (f)0°f )] > 1 = o' (f(xi))

—o(flx1)) = —o(f(xk)) — @' (flx)) (f(xas1) — Fxi))

Agora, combinando (H1), (H2) e usando a concavidade de ¢ obtemos

@(f(xi)) — @(f(xk41)) = @' (Fxi)) (f(xx) — F(xks1))
(f(xi) — f(xrq1))

>
~ [[0°F (x|l
L e xenl?
> ok Al
bl — x|
S a (2ka —Xk+1H||Xk —Xk—lH - ka—l —XkH2)
> =
b [k —xk—|
a
= *(QHXk —Xk+1|| - HXk,1 —XkH), vk = 1. (311)

b
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Assim sendo,

o(f(x1)) — @(f(xk+1)) = @(f(x1)) — @(f(x2)) + @(f(x2)) — @(f(x3)) + @(f(x3)) + ...

= (f(xi)) + e(f(xi)) — @ (fxis 1))

a
Z 3 [(2||X1 —Xa|| = [Ixo —x1[]) + (2[Ix2 + x3l| — [[x1 —x2|]) + ...
o (2% = Xt || = X1 — x|
a
= [l = xall = lIxo = xall + 1z + xall 4+ + v = i
implicando que
b
(@) = @(F(xin))) + llxo —xal = 3 s = xial, Yk €N, (3.12)
i=1

Como @ > 0 segue que

b
2 @Gl + ko —xill > 3 I~ xill, vk € N
i=1
o
Portanto, a série Z ||xi —Xi4+1]| é convergente, implicando que a sequéncia (Xy)xen con-
i=1

verge para algum ponto x* € R™.

De (H2), existe uma sequéncia wy € 0f(xy) tal que
0 <[]l < bllxic = xi—1f| = b[x* =x*[| =0 (k = o00),

isto é, existe wy € 0f(xy) tal que wyx — 0 (k = o0). Desde que f é convexa e semi-

continua inferiormente, o grafico de 9f é fechado em R™ x R™. Segue dai que,
(X, wx) = (x*,0) = 0€of(x*) = x" € argminf,

provando entao que (xy )xen converge para um minimizador de f. Voltando a desigualdade

(3.11), podemos deduzir também que

b k+m
a(@(f(xk)) — o(flxrm))) + a1 — x| = Z xi —xi41]], Vk,meN.  (3.13)
im1

Sabendo de (H1) que

f(xr_1)— T
e — x| < \/ (xx na () st

podemos escrever ainda a desigualdade (3.13) como sendo

k+m
> Y |lxi =i, Vk,meN.

i=1

f(x—1) — fxi)
a

D ((¢{x) = olCxem)) +
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Observamos agora que

Xk = Xksmatll = |[xk = X1 + X1 — X2 + -0 — Xiepm + Xiebm — Xieyme ||

< ka - Xk+1” + ||Xk+1 - Xk+2|| +...+ ||Xk+m - Xk+m+1||
k+m

= Z i —xipl-
i=1

Segue dai que

flx—1) — f(xi)
a

D () = (Flxesm))

> |[xx — Xigymi|, Vk,m e N.

Fazendo m — oo na desigualdade acima obtemos

b

D plt{) — i) 4+ ) =T

a

) > [xk —x*[|, Vk € N.

Como f(xy) > 0 para todo k € N e @(f(x*)) =0 (x* € arg minf) obtemos que

(X
(X‘; 1 =[x — x|, Yk € N.

D o)) +
a

O caso em que ||[xx — Xk—1]] ou f(xx) é nula para algum k segue facilmente usando o

argumento do comeco da prova. Ol

3.2 Complexidade do método de descida de primeira

ordem

Esta secao é dedicada ao estudo de complexidade dos métodos de descida de pri-
meira ordem para fungoes convexas com a propriedade KL. Os resultados obtidos aqui
encontram-se em [7].

Seja 0 < 19 < T. Assumiremos que f tem a propriedade KL em [0 < f < 7] com funcao

desingularizante @ € X(0,7). Dai, lembrando que argminf # () ¢ min f = 0, temos
@ (Fx)[[0°F(x)] > 1
para todo x € [0 < f < T]. Seja g = @ (1) e considere a fungao
P = (@lio,rg)) " 2 0, o] — [0, 7] (3.14)

a qual é crescente e convexa. A seguinte suposi¢ao serd 1util no que se segue:
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(A) A funcao P’ é 1-Lipschitz continua (em [0, xg]) e P’ (0) = 0.

Focamos nos métodos gerados pelo método de descida de primeira ordem, ou seja, nos

métodos que satisfazem (H1) e (H2). Seja

V1T 2lab 21
(= +‘11 >0 (3.15)

onde a > 0,b >0 el > 0 sdo dados em (H1), (H2) e (A), respectivamente. Comegando
de oy, definimos a sequéncia proximal unidimensional “pior caso” indutivamente por

1

—|—2C(u—ock)2:u>0} (3.16)

K41 = arg min {Il)(u)

para k > 0. Observamos que oy estd bem definido e é positivo para cada k > 0. Note

que a definicdo de operador proximal nos da

Xk+1 = PTOX ¢y (Oék) .

, . 2 . . .
Além disso, como P(u) + i(u— o )" é coerciva e estritamente convexa, com 1 dife-

renciavel, vale o seguinte:

0= ¥’ () + i(kaﬂ Cowd = 0= L (o) + (e — oue)
o = wl(“kﬂ) + k41
o = (I4+ V) (otes)

T+ W) o) = oy

Pl

ou seja,
oyt = (T+ ") (o) (3.17)

para todo k > 0 e onde I é a identidade em R.

Afirmacgao 1. A sequéncia (o )xen € decrescente e converge para zero.

A primeira parte da afirmacdo seque diretamente da desigualdade

Wleenr) < Wlas) + 21C(“k+1 — o) < (o)

e do fato de que P € uma funcao crescente. Dad,

Ploger1) < W(ou) = o1 < o, Yk 20 = (ou)ken € decrescente.
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Para a sequnda parte da afirmacgao, notemos que (o )ven € decrescente e estd contida no

compacto [0, xg]. Logo (& )xen converge para algum & > 0. Suponha que & > 0. Entdo

1
0 =1Y" (1) + (1 — i) = P'(&) quando k — oo.

¢

Como estamos supondo (A), a igualdade acima nao ocorre. Dai, ® = 0 e seque entdo que

(xx )xen converge para zero.

Faremos agora um resultado que serd essencial na demonstracao do teorema que vem

a seguir. Esse resultado encontra-se feito em [7].
Lema 5. Considere a\ dada em (3.14) e assuma (A).
(i) Se A > Al ey >0 entdo

(T+A%) " Hy) < (T+A) ().

(ii) Se (A))xen e (ML)xen sdo duas sequéncias positivas tais que A > AL para todo
k>0, e
Brir = (T+NV)THBY) & B = T+HAMD) (B
sao duas sequéncias prozimais com By = By € (0,70]. Entio BY < BL para todo

k> 0.
Demonstragio. (i) Seja & = (I+ A1)~ (y). Entdo (I+ Ap’)(8) =7 e assim
(T+A%)(8) = (T+ A" = A"+ A% )(8) = (T+AM)(8) + (A" = A )P’ (8) > .
Usando a monotonicidade de T+ A%’ obtemos
(T+A ) y) =8> (T+ A" ().

(ii) Usaremos indugao sobre k. Para k = 0 j& temos que B3 < B (por hiptese, vale a
igualdade). Suponhamos entdo que a desigualdade é valida para k, ou seja, B2 < Bi, e
mostraremos que a desigualdade vai continuar valendo para k + 1. Usando a monotonici-

dade de (I+A%2’)~! junto & hipétese de indugao obtemos:
(T AR ) HBY) < (T4+A) (B (3.18)
Usando agora a primeira parte do lema para AY, AL > 0 e B} > 0 temos:

(T4 A )™ (Bi) < (T+ A0 ) (B, (3.19)
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Combinando as desigualdades (3.18) e (3.19) obtemos
Bt = (THARY)THRY) < (T+H AW )T (By) < (T+ AP ) H(BL) = Bysrs
ou seja, B, < Brig- O

Teorema 15. Seja f: R™ — R uma funcdo propria, convexa, semicontinua inferiormente
com argminf # () eminf = 0. Suponha ainda que f tem a propriedade KL em [0 < f < 7.
Seja (xi)xen um algoritmo abstrato com f(xq) =19 € (0,7) e suponha que vale a hipdtese
(A) (no intervalo [0, xol com P(xg) = 19). Defina a sequéncia proximal unidimensional
“pior caso”(a)xen como em (3.16). Entdo, (xx)xen converge para algum minimizador

X* e, mais ainda,

f(xi) < (o), Vi >0, (3.20)
b _
hac = x7I| < Zeac+ ”’(";‘“) vk > 1. (3.21)

Demonstragao. Primeiramente observamos que a sequéncia (X )xen converge para algum
minimizador x* segue diretamente do Teorema 14. Agora, para cada k > 1, definimos

T = f(xk). Se 1 = 0 entao
fixk) =1 =0 <P (ak)

e a desigualdade ¢ satisfeita. Se 1 > 0 entao também temos r; > 0, para j = 1,... k.

Definimos By =P~ 1(r) > 0, sy = ﬁ$7(1[;kf5)k > 0 e entao

sk W' (Bi) =Br1 —Bx = PBro1 =Br + sk V' (Br) = (I+skdh’)(Br)
= Br= I+ s) " (Br-1),

ou seja, Py é gerada pela sequéncia proximal
Bro = I+ sb")  (Br—1)-

Provaremos que sy > (, onde ( é a constante dada em (3.15). Combinando a desigualdade

KL e (H2), obtemos que

b2’ (1)’ xe — X1 ]” = @' (n)? ||| > 1 (3.22)
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onde wy é como em (H2). Usando (H1) temos que

f(xy_1) — f(x
1 < b2(p/(_rk)2ka_Xk_1H2 < b2@/(rk)2 ( ( k l)a ( k)> :
isto é,
a
b2 < @' (1) (F(x—1) — F(xx)).

Agora (tendo em mente que P = (@ljr,)) " 2 [0, o] — [0,70]) a férmula da derivada da

fungao inversa nos da

1 B SN
Temy YT YRy

—1y7/ _
R IO ()

implicando em

/ 2
e = e

Segue dai, e das desigualdades obtidas, que

a / (W (Br—1) = (Bx))

) <@'(r)*(rer —md) = kll)}(Bk)Q =
Como estamos supondo que P é l-Lipschitz continua, podemos usar o Lema 2 para obter
a _ (Br1 =BV (Br) | VBrk—1—Bi)?* _ (Bro1—Bi) | L(Br1 — Bi)® _ 1,
S e’ 2 wE WD 2 p) 2
Dai,

2ab? < 25 + sy = 2lab 2 < 2lsy + sy
= 2lab ?+1 < 2lsy + s} + 1

= 2lab 2 +1 < (Isg +1)?

Vv2lab—2+1-—1
1

< Sk,

isto é, s, = ( para qualquer k > 1 tal que 1 > 0.

Observando agora que o e B estdo definidas pelas sequéncias proximais

o1 = (I+ W) o), Brer = (T+sd’)H(Bx)

e sabendo que sy > (, podemos usar o Lema 5 para obter que o > Pix. Como ¢ é

crescente segue que

Pou) = P (Pr) = e = (i),
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como queriamos.
Falta mostrar que vale a desigualdade (3.21). Para isto, usaremos o Teorema 14 junta-

mente com os resultados obtidos acima. Assim,

. b fxk—1)
e —=x" < —e(flx)) +
a a
b f(xp—
_ by, i)
a
b _
< o+ Yo 1)’ vk > 1
a
O
Um importante caso a ser estudado é o caso em que P(s) = %52. Neste caso, a

suposicao (A) vale e obtemos o seguinte resultado particular do Teorema 15:

Corolario 6. Seja f: R™ — R uma funcdo prépria, convexa, semicontinua inferiormente
com argminf # () e minf = 0. Assuma ainda que T tem a propriedade KL e que \P(s) =
%SQ em [0 < f <T7]. Seja (xx)xen um algoritmo abstrato com f(xo) = 19 € (0,7). Defina a
sequéncia prorimal unidimensional “pior caso” (¢ )xen. Seja o = 1b~2. Entdo, (xi)xen

converge para algum minimizador X* e, mais ainda,

Vk >0, (3.23)

1 \ aflxo
1+ —, Vk > 1. (3.24)

Demonstragao. Relembramos primeiro que a sequéncia unidimensional “pior caso” (& )xen

[ = x| <

serd dada por g = @(19), e

1 1
K41 = arg min {232 + 2—C(s —oy)?is > 0}

para todo k > 0, onde

(- VI+2lab? 1
- : ,

Como P é convexa temos

1
0=10 + s(og1 —ou) = oge=CLl e+ epy

C
= oy = (L C+ 1o
X

T g
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e entao
1 1 Ok—2 Ok—2 %)
X = ——— - Qg1 = . = = .= —— Vk>0.
T+ T 04w 1+ (1+1)? (141
Usando a desigualdade (3.20) obtemos
! 1 x0 2
f <-o2=-(—"— 2
Como @ =1 ~! no dominio conveniente temos que
V2t
o(t) =—F
V1
nesse dominio e assim,
-1 V 2T‘0 2f(X0)
0(0 = (T = T = = .
11) 0) (p( 0) \/i \/I
Além disso,
v1+2lab—2—1
(=120 — 1+1¢=I+2lab2 =17 2a0.

Voltando a desigualdade (3.25) obtemos

2
1 2f(xo) 1 o f(xo)
'W”<2K ¢1>(u+mQ]—u+mme>0

Portanto vale a desigualdade (3.23).

Para mostrar a segunda desigualdade note que

b b x b 1 V2f(xg) b 2f(xo) (3.26)

T AW T a1+ VI avi(1+2lab-2)%

Wlo1) _ \/l N \/1 +2lab2  /2f(x)
\/ a 2aock712 B \/2a <(1 + lC)k1> B 20 (1+2lab 2)% (3.27)

Aplicando em (3.21) temos que

b 1 l

i Va2

para todo k > 1. Para concluir, observe que
Y Ew P S
avl 2¢  b2| V2a b2

donde segue que

1+ 2ac - 1 2f(xo) - 1 & flxo

2a aoy/1+ 5 (1+2a0)3 ao (

para todo k > 1. Segue o resultado. 0

v/ 2f(x0)
(1 +2(10')%7

e — x| <

2f(X0) o b + i L
(1+2lab-2)5 |avl V2a b2

1 1+ 2ao0

1+ = 1+
\/(126"'“262] 2a { a01/1+26116]

[ —x*|| <




Capitulo 4

Problema de viabilidade convexa

Neste capitulo apresentamos o problema de viabilidade convexa com intersegao regular.
Faremos aqui uma aplicagdo de basicamente tudo o que foi visto nos capitulos anteriores.
Assim como no capitulo anterior, praticamente todas as demonstracoes desse capitulo
podem ser encontradas em [7].

Para m > 2, consideremos os subconjuntos convexos fechados Cy,...,C;, de R™ os
quais a intersecao contém uma bola aberta nao-vazia. A proposicao que faremos agora

serd essencial para o que vem a seguir.

Proposicao 8. Suponha que existe x € R™ ¢ R > 0 tal que

B(x,R) C C:=[)Ci.
i=1
Entao,
2|[x — x|

m—1
dist(x, N, Cy) < <1 + > max{dist(x, C;),i=1,...,m}, ¥x € R". (4.1)

R

Demonstra¢ao. Em um primeiro passo assumimos m = 2.
Ponha C = C; N Cy, fixe x € R™ e defina d = 2 max{dist(x, C;), dist(x, C2)}. Sabemos

que a funcao dist(-, Cy) é 1-Lipschitz continua. Assim,
|dist(Pc, (x), Co) —dist(x, C2)| < [[Pc, (x) — x|
e entao

dist(Pc, (x), C2) < ||Pc, (x) — x| + dist(x, Ca) = dist(x, Cy) + dist(x, C2) < d.

41
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Tomando
_ R

Yy =X+ E(Pcl(x) PCQ(PCI (X)))

obtemos
_ R R .. R
Iy =Xl =5 [P, (6) = Py (Pe, ()] = g dist(Pe, (%), C2) < 5 d =R
isto é, Yy < B(Y7 R) C C1 N CQ.
Construimos agora um ponto especifico z € C como se segue
d R
= Pc, (P :

= rrad TryatePal)

Como ﬁ‘d + % =1levy, Pc,(Pc,(x)) € Cy temos que z é uma combinacdo convexa

de dois elementos de C, donde segue que z € C,. Substituindo em z, o ponto y por

X+ %(PC1 (x) = Pc,(Pc,(x))) obtemos

d

S <x+ P, (x) - ch(Pcl(x))Q

R+d " R+d

d R
_ % p C.
Rid TRy eMeEG

d

Isso implica que z € C; N Cy. Assim sendo,

+
LI S (R Pcl(x)> -4 (R Pcz(Pcl(x)Q o P (P,

dist(x, C) < [Jx —z[| =[x = Pe, (x) + Pe, (x) — 2l| < [lx = Pe, (X)[| + [z = Pe, (X) -

Desde que x € C; N C,,

lz=Pc, (x| =

R+d
= R Pe ()
= pe 30— P, )]
R+d" ™! !
< L x—x
R+d ’

donde a tltima desigualdade vem do fato de que o operador de projegao é nao-expansivo.

Sabendo que
[x = P, (x])[| = dist(x, C1) <

N | e

I
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podemos combinar com os resultados acima para obter

d 4
. _d,d
dist(x,C) < 2+R—|—de X||
SU- ey
2 2(R+4d)
=SS Ik
2 2 R+d
2
= (1 + Red IIx —x||> max{dist(x, C;), dist(x, Cy)}
2
< <1+ ”XR ”)max{dist(x,Cl),dist(x,Cg)} (4.2)

Agora, sabendo que a intersecao de conjuntos convexos é um conjunto convexo, podemos
tomar m > 2 arbitrario e aplicar a desigualdade acima para os dois conjuntos convexos

Ci e N*,C;, obtendo entao
2
dist(x, "%, Cy) < <1 + HXR H) max{dist(x, Cy), dist(x, "{*,Ci)}. (4.3)

Afirmagao 2. Se A >1 e a,b > 0 entao max{a, Ab} < Amax{a, b}.

Com efeito, se supomos a = Ab entao, como A > 1, teremos
a>Ab >b.

Logo max{a, b} = a implicando que a < Aa, o que é verdade pois A > 1.

Se Ab > a entdo devemos analisar os dois sequintes casos: b>a > $ ea>b > £. Se
ocorre b > a > ¢ entdo max{a,b} = b e a desiguadade se torna Ab < Ab. Por outro
lado, se ocorre a > b > ¢ entdo max{a, b} = a e assim teremos Ab < Aa, que por sua

vez € verdade pois b < a. Portanto vale a afirmacdo.

Agora, sabendo que
dist(x, N, Cy) < (1 + QHXR_X”> max{dist(x, Cz), dist(x, N{"5Cy)}
e tendo em mente a Afirmagao 2, segue da desigualdade (4.3) que
dist(x, N, Cy) <

2(lx —X 2
< <1 + HXRXH) <1 + HXR H) max{dist(x, Cy), dist(x, Cz), dist(x, N{"3Ci)} =

9l — 1\ 2
= <1 + HXXH) max{dist(x, Cy), dist(x, Ca), dist(x, N{"5C;i)}.



Capitulo 4. Problema de viabilidade convexa 44

Repetindo esse processo, agora (m — 2) vezes, obtemos

2|jx —X]|

m—1
2 ) max{dist(x, C;),i=1,...,m}, Yx € R™.

dist(x, N™, Cy) < (1 +

]

m

Seja C := ﬂ Ci. Se C # 0, encontrar um ponto em C é equivalente a minimizar a
i=1
seguinte fungao convexa sobre R™

l =
fx) =3 Z aidist?(x, Cy), (4.4)

onde a; > 0 paratodoi=1,...,me Y ™ o = 1. Agora, com o auxilio da Proposigao
8, obteremos um error bounds para f. E claro que C = argminf = {x € R™ : f(x) = 0}.

Observamos ainda que

max{dist(x,C;),i=1,...,m} < \/diStQ(X, Ci)+ - +dist?(x, Cpm).
Assim, fixando xo € R™ e usando a Proposicao 8, temos que

dist(x, C) <

73 \/distQ(x, Cy) + - +dist?*(x, Cr) =

I % ( min oci) (d2(x,C1) + - + d2(x, Cyy))
_ 1+2Hx0—x|| 2 i=1,..,m o
R min oy 2 h
i=1,...,m
1/2
o (14 20 =Xl mt 2 oqdist?(x, Cp) + - - - + agndist?(x, Cpy)
= R min o 2 N
i=1,...,m
I ™" v -
%o — x|\ 2 1 o
=1 e — —Y = id t ,Ci =
< + R > ._I{lin o 2;0( ist~(x, Cy)
) 1/2
2lxo —x[\™ 2
- <1+”"° "”) — f(x),
R min o4

i=1,...,m
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para todo x € B(X, ||xo —X||). Se tomamos

1 2llxo — x|\ 2™

entao a desigualdade acima pode ser reescrita como sendo

dist(x, C) < ];(]1‘/3 (4.6)

Assim, a funcao f satisfaz a condi¢ao de error bounds local com funcao residual

w(s) = ﬁ

Além disso, a funcao w(s) = /577 tem um comportamento moderado. Para provar isto,

note que

w’(s)zil (S>1/2:4]1v[(2]svl>1/2

Agora, usando o Teorema 13 juntamente com as informagoes obtidas, deduzimos que f

satisfaz a desigualdade KL em B(X, [|xo —X||) N [0 < f] com fun¢ao desingularizante

Q(s) = \/%s.

Comecgando de xg € R™, chamaremos de método de projecao baricéntrica ao método

que gera a sequéncia (xy)xen dada pela seguinte recursao

m
Xk+1 = Z xiPc, (xi),
i=1

m
onde oy > 0e Y " o = 1. Usando a fungdo f = %Z o dist?(+, C;) e sabendo que
i=1

dist?(x, Cy) = ||x — P¢, (x)||* verificamos que
Vi) = (oulx=Pe,(x)) + aalx = Pey(x)) + -+ + ot (x = P, (%)) )
= i xi(x — Pc,(x))
-

m
= x—) aPc(x),
i=1
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onde x € R™. Logo a sequéncia (xy)xen pode ser descrita pela recursao
X1 = Xk — VFI(xi), k= 0.

Afirmagao 3. Vf ¢ Lipschitz continuo com constante L = 2.

De fato, dados x,y € R™, temos que

IVE) = VIl = |[x =) aPe(x) =y + ) aPe,(y)
i=1 i=1

D iPe,(x) =) xiPe,(y)
i=1 i=1
< =yl + 3 alx—yl

i1

= (1+Z:aJHX—yH
i=1

= 2 ||X_y||7

< lx=yll+

ou seja,

IVE(x) = VE(y) <2 [Ix—yll, ¥x,y € R™

Como f é uma funcao convexa, diferencidvel e Vf é Lipschitz continuo com constante 2
temos que f = 0+4f satisfaz todas as condi¢oes do Exemplo 8. Assim, fazendo A~ = % =At
na Proposigao 7, temos que

1
0<)\k:§<1, Vk € N

implicando que o método forward-backward para f gera uma sequéncia que satisfaz (H1)

e (H2) com

12 1
e b=
“T1n 2 ¢ 1/2

ou seja, (xx)keny C R™ é uma sequéncia que satisfaz:

+2 =4,

f(xi) + X — X1 ])? < Flxae1), Yk > 1. (4.7)
||Vf(Xk)|| < 4||Xk —Xk,1H, vk = 1. (48)

Afirmacgao 4. Para qualquer x € C, a sequéncia (||xx — X||)xen € decrescente.

Para provar a afirmacao, observamos primeiro que a convexidade de f implica em

f(fc) — f(Xk) = <Vf(Xk),7A( — Xk>, vk € N.
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Dat,
e = %[ = Ixicer = xkl® + [xic = %[ + 2(xs1 — xie, % — %)
= |Ixer1 — xi||? + xie = X||? + 2(VE(x), X — x)
< flad) = Flaer) 4 [ — %1 + 2[f(%) — f(xi)]
= 2f(%) — f0ad) — flxic) + xic — %)
Como x € C temos que f(x) = 0. Temos ainda que f(xx) = 0 para todo k € N. Seque dai

que

2f(x) — f(xi) — fxr1) = —f(xx) — f(xies1) <0, Yk € N,
Logo,
X1 —%|> < |lxi —%|)%, Yk € N.
Isso implica que
X — X[ < [Jxx —%[|, Vk €N,
isto €, a sequéncia (||xx —X||)xen € decrescente para cada x € C.

Como, para qualquer x € C, a sequéncia (||xx — X||)xen é decrescente temos que xy €
B(X, ||xo — X||) para todo k > 0. Como consequéncia, f tem uma fungao desingularizante

global @ em B(X, ||xo —X||), dada por

2
9(s) = /178
a qual tem inversa
M ,
11’(3):?5 3 5207

onde M é dada por (4.5). Usando o Corolario 6 com a =1, b =4 e 1 = M, obtemos:

Teorema 16. (Compleridade do método de projecao baricéntrica para in-
tersegcdo regular)

A sequéncia (xy)xen gerada pela projecao baricéntrica converge para um ponto x* € C e

f
f(xk) < %7 vk = 07
M
(1+ g)
16 f
e =7 < |1+ o) s,

M1+ 5% <1+%)%

onde M € dado em (4.5).
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Demonstragao. Pelo Corolario 6, a sequéncia (X )xen converge para um ponto x* que estéa

em argminf = C. Além disso,

f(xo) f(x0) f(xo)
f(xi) < = = , Vk > 0.
) (1+2lab=2)k  (1+2-M-1-5)¥ (1 M)‘<
T
(§]
| | L1(x))
HXk_X*H < 1+ k—1
lab~2/1+ 7l | (1+2lab=2)%
1 +f(x0)
= ]‘+ 1 k—1
M-1-f [T+ | (T+2-M-1-5)%
_ 14 1 \/f(Xo)
— - -
| Byt (1+%) ’
1 Nai
- 1 o) vies
| Myl (14 7



Referéncias Bibliograficas

[1]

Attouch, H., Bolte, J., Redont, P., Soubeyran, A. - Prozimal alternating minimization
and projection methods for nonconvex problems. An approach based on the Kurdyka-
Lojasiewicz inequality, Mathematics of Operations Research, 35, no.2, (2010), 438-
457.

Attouch, H., Bolte, J., Svaiter, B. F. - Convergence of descent methods for semi-
algebraic and tame problems: proximal algorithms, forward backward splitting, and

reqularized Gauss-Seidel methods. Math. Program. Ser.A, 137(1-2), 91-129 (2013)

Auslender, A., Crouzeix, J.-P - Global reqularity theorems. Math. Oper. Res. 13,
243-253 (1988)

Beck, A., Shtern, S. - Linearly Convergent Away-Step Conditional Gradient for Non-
strongly Convex Functions, http://arxiv.org/abs/1504.05002

Bocknak, J., Coste, M., Roy, M.-F. - Real Algebraic Geometry. Springer, Berlin (1998)

Bolte, J., Daniilidis, A., Lewis, A. - The Lojasiewicz inequality for nonsmooth suba-
nalytic functions with applications to subgradient dynamical systems. STAM J. Optim.
17, 1205-1223 (2006)

Bolte, J., Nguyen, T.P., Peypouquet, J., Suter, B.W. - From error bounds to the
complexity of first-order descent methods for convexr functions. Math. Program., 1-

37, 2016. doi:10.1007/s10107-016-1091-6

Bolte, J., Sabach, S., Teboulle, M. - Proximal alternating linearized minimization for

nonconvex and nonsmooth problems. Math. Program. Ser.A 146, 1-16 (2013)

49



Referéncias Bibliograficas 50

[9]

[20]

Brézis H. - Opérateurs mazimaux monotones et semi-groupes de contractions dans
les espace Hilbert, North-Holland Mathematics studies 5, North-Holland Publishing
Co., (1973)

Bruck, R.E. - Asymptotic convergence of nonlinear contraction semigroups in Hilbert

space. J. Funct. Anal. 18, 15-26 (1975)

Cruz Neto, J.X., Oliveira, P.R., Soares Jr., P.A., Soubeyran, A. - Learning how
to play Nash, potential games and alternating minimization method for structured

nonconvex problems on Riemannian manifolds. J. Convex Anal. 20, 395-438 (2013)

Dedieu, J.-P. - Penalty functions in subanalytic optimization. Optimization 26, 27-32
(1992)

Hirsch, M. W. - Differential Topology. Spring Verlag, New York (1976)

Hoffman, A.J. - On approximate solutions of systems of linear inequalities. J. Res.

Natl. Bur. Stand. 49(4), 263-265 (1952)

Ismailov, A., Solodov, M. Otimiza¢do - volume 1 - Condi¢oes de Otimalidade, Ele-
mentos de Andlise Convexa e de Dualidade. 3. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2014.
274p.

Ismailov, A., Solodov, M. Otimiza¢do - volume 2 - Métodos computacionais. 2. ed.

Rio de Janeiro: IMPA, 2012. 458p.

Li, G. - Global error bound for piecewise convex polynomials. Math. Program. 137

(1-2), 37-64 (2013)

Li, G., Mordukhovic B.S., Pham, T.S. - New fractional error bound for polynomial
systems with applications to Holderian stability in optimization and spectral theory

of tensors, to appear in Math. Program., Ser.A.

Lojasiewicz, S. - Division d’une distribution par une fonction analytique de variables

réelles. C. R. Acad. Sci., Paris 246, 683-686 (1958)

Lojasiewicz, S. - Sur la probléme de la division. Studia Mathematica 18, 87-136 (1959)



Referéncias Bibliograficas 51

[21]

[22]

[24]

[25]

[27]

28]

[31]

Luo, X.D., Luo, Z.Q - Eztensions of Hoffman’s error bound to polynomial systems.

STAM J. Optim. 4, 383-392 (1994)

Luo, Z.-Q., Pang, J.S. - Error bounds for analytic systems and their application.
Math. Program. 67, 1-28 (1994)

Luo, Z.-Q., Sturm, J.F. - Error bound for quadratic systems. Appl. Optim. 33, 383-404
(2000)

Luo, Z.-Q., Tseng, P. - Error bounds and convergence analysis of feasible descent

methods: a general approach. Ann. Oper. Res. 46-47(1), 157-178 (1993)

Mangasarian, O.L. - A condition number for differentiable convex inequalities. Math.

Oper. Res. 10, 175-179 (1985)

Pang, J.S.- Error bounds in mathematical programming. Math. Program. 79, 299-332
(1997)

Peypouquet, J. - Convex Optimization in Normed Spaces: Theory, Methods and
Ezamples. Springer, Cham (2015)

Ribeiro, A.A, Karas, E.-W. - Otimizacao continua: aspectos teoricos e computacio-

nais. 1. ed. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013. 272p.

Robinson, S.M. - An application of error bounds for convex programming in a linear

space. SIAM J. Control 13, 271-273 (1975)

Udriste, C. - Convex functions and optimization Algorithms on Riemannian ma-
nifolds, in: Mathematics and its Applications. 297, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, Holland (1994)

Vui, H.H. - Global Holderian error bound for non degenerate polynomials. STAM J.
Optim. 23(2), 917-933 (2003)



