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Valéria de Sousa Silva

Teresina - 2018
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Resumo

Neste trabalho consideramos um método incremental relativamente novo para proble-

mas de otimização convexa em larga escala: método proximal-subgradiente incremental

(Bertsekas, 2010). Visando uma melhor compreensão deste método, fazemos uma breve

abordagem sobre os métodos subgradiente incremental e proximal incremental (Wajs e

Bertsekas, 2003) e provamos uma relação entre suas iterações, conseguindo também uma

estimativa útil para a análise de convergência do método em questão. Para esta análise

consideramos o método sob a ordem ćıclica, usando algumas hipóteses e a noção de quase-

Fejér convergência obtemos uma estimativa do número de iterações necessárias para se

obter certo ńıvel de otimalidade e em que condições essa convergência se torna exata.

Palavras-chave

Otimização convexa, Métodos Incrementais, Método Proximal-Subgradiente Incremental.
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Abstract

In this work we consider a relatively new incremental method for large-scale convex opti-

mization problems: incremental proximal-subgradient method (Bertsekas, 2010). Aiming

at a better understanding of this method, we make a brief approach to the incremental

proximal and incremental subgradient methods (Wajs and Bertsekas, 2003) and prove

a relation between their iterations, also obtaining a useful estimate for the convergence

analysis of the method in question. For this analysis we consider the method under the

cyclic order, using some hypotheses and the notion of quase-Fejér convergence we obtain

an estimate of the number of iterations necessary to have a certain level of optimality and

what conditions this convergence becomes accurate.

Keywords

Convex optimization, incremental methods, incremental proximal-subgradient method.
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Introdução

Neste trabalho, a nossa atenção está concentrada em alguns métodos voltados para o

seguinte problema de minimização

min
x∈C

m∑
i=1

fi(x) (1)

onde fi : Rn → R ∪ {+∞}, i = 1, ...,m, são funções convexas, C é um conjunto fechado,

convexo e não vazio. Quando m, o número das funções componentes, é grande há um

interesse em métodos incrementais, isto é, que usam somente uma função componente a

cada iteração. Problemas como em (1) surgem em muitos contextos: Problemas dual,

aprendizado de máquina (regularização dos mı́nimos quadrados), o Problema de Fermat-

Weber em teoria da localização, estimativa de máxima verossimilhança, para mais detalhes

ver [9], [26], [29]. Abaixo, temos a explanação de alguns desses problemas, que são

interessantes à nossa abordagem.

1. Regularização dos Mı́nimos Quadrados

Em muitos problemas de inferência estat́ıstica, aprendizado mecânico e sinal de

processamento envolvem a minimização da soma de funções componentes fi(x), que

corresponde a erros entre dados e a sáıda de um modelo que é parametrizado por um

vetor x. Um exemplo seria o problema dos mı́nimos quadrados, onde fi é quadrático.

Normalmente uma função de regularização convexa R(x) é adicionada aos mı́nimos

quadrados objetivo, para induzir algumas propriedades desejáveis na solução. E assim o

nosso problema é da seguinte forma

min
x∈Rn

R(x) +
1

2

m∑
i=1

(〈ci, x〉− di)2

onde ci e di são vetores e escalares, respectivamente. R(x) pode ter uma forma

1



Sumário 2

diferenciável (quadrática) como no exemplo abaixo:

R(x) =
γ

2
‖x‖2

Onde γ é um escalar positivo. Mas, para que possamos usar os métodos incrementais,

possuir esta forma não é fundamental. O mais importante é que R tenha uma forma

simples tal qual facilite o uso de algoritmos proximais. Por exemplo, R poderia ter uma

forma separável, de forma que a iteração proximal aplicada em R seja simplificada

através de uma decomposição. Um exemplo é no problema de `1 - regularização, onde R

é da seguinte forma

R(x) = γ‖x‖1 = γ
n∑
j=1

|xj|.

γ é um escalar positivo e xj é a j-ésima coordenada de x. Para mais detalhes veja [5].

2. Problema de Weber em Teoria da Localização

Queremos encontrar um ponto x no plano, cuja a soma das distância ponderadas de um

dado conjunto de pontos y1, ...,ym é minimizada. O nosso problema tem a seguinte

forma

min
x∈Rn

f(x) =

m∑
i=1

wi‖x− yi‖,

onde w1, ...,wm são escalares positivos dados. Para mais detalhes a respeito deste

problema, ver [29].

3. Problema de Viabilidade

Considere a seguinte generalização do problema de viabilidade

min
x∈ ∩mi=1Ci

f(x),

onde fi : Rn → R é uma função convexa e Ci, onde i = 1, ...,m, são conjuntos convexos

fechados. O problema acima pode ser convertido em um outro problema, tal que envolva

uma soma de funções componentes. E dessa maneira, se temos f Lipschitz cont́ınua e γ

suficientemente grande, o problema acima pode ser dado da seguinte forma

min
x∈Rn

f(x) + γ

m∑
i=1

dist(x;Ci).

onde γ > 0 é uma parametro de penalidade, veja [5].
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Podemos ver na literatura, a utilização do método do subgradiente e do método pro-

ximal, em suas versões incrementais, para problemas como (1). Neste trabalho, aborda-

remos um método que consiste na combinação dos métodos incrementais citados acima,

conhecido como método proximal-subgradiente incremental e visando a compreenção deste

método, organizaremos esta dissertação da seguinte forma, no Caṕıtulo 1, apresentamos

algumas definições e resultados de Análise no Rn e Otimização que serão utilizadas no

decorrer deste trabalho.

No Caṕıtulo 2, faremos uma breve abordagem sobre os métodos do subgradiente (gradi-

ente) e proximal incremental, vendo como operam seus respectivos algoritmos e usando

algumas propriedades conseguiremos uma relação entre suas iterações e um resultado que

será usado no caṕıtulo seguinte.

No Caṕıtulo 3, usando alguns resultados do caṕıtulo anterior, faremos uma análise de

convergencia do método sob a ordem ćıclica. Dessa forma, sob certas condições, obtere-

remos uma estimatima do número de iterações necessárias para obter um certo grau de

otimalidade, e que em que condições essa convergência se torna exata.

Finalizando, apresentaremos as conclusões finais e as referências bibliográficas



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentamos algumas definições e resultados necessários para o desenvol-

vimento dos demais caṕıtulos, que podem ser encontrados, por exemplo, em [1], [2], [7],

[8], [10], [11], [12], [13], [14], [16], [17], [18], [21], [27], [28].

1.1 Definições e Alguns Resultados de Análise

Definição 1. A norma (euclidiana) de um vetor x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn é, por definição,

o número real ||x||, dado por

||x|| =
√
〈x, x〉 =

√
x21 + x

2
2 + ... + x2n .

A distância (euclidiana) entre x,y ∈ Rn, d(x,y), é definida por

d(x,y) = ||x− y||.

Considerando-se em Rn um sistema cartesiano de coordenadas, tem-se que geometrica-

mente, a distância entre dois pontos corresponde ao comprimento do segmento de reta que

os une. Em particular, para todo x ∈ Rn, ||x|| = d(x, 0) é o comprimento do segmento

cujos extremos são a origem e o ponto x. Dados x,y ∈ Rn e λ ∈ R, verificam-se as

seguintes propriedades:

1. ||x|| > 0 e ||x|| = 0⇔ x = 0;

2. ||λx|| = |λ|||x||;

3. ||x+ y|| 6 ||x||+ ||y||.

4
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Teorema 1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados x,y ∈ Rn, tem-se

|〈x,y〉| 6 ||x||||y||,

valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y é múltiplo do outro.

Demonstração: O resultado é imediato para x = 0 ou y = 0. Supondo-se, então, x,y 6= 0,

definimos a função f(t) = 〈x−ty, x−ty〉, t ∈ R. Note que f é não negativa e que f possui um zero

se, e somente se, x é múltiplo de y. Além disso, f(t) = 〈x− ty, x− ty〉 = ||y||2t2−2〈x,y〉t+ ||x||2,

isto é, f é uma função quadrática não negativa de t. Logo, seu discriminante deve ser não

positivo e portanto,

4〈x,y〉2 − 4||x||2||y||2 6 0,

em que vale a igualdade se, e somente se, f possui um único zero. �

Agora veremos algumas propriedades e definições a respeito de supremo e ı́nfimo que

serão úteis nos próximos caṕıtulos.

Definição 2. Seja X ⊂ R um subconjunto limitado superiormente. Um elemento b ∈ R

é dito supremo de X se satisfaz as seguintes condições:

S1. Para todo x ∈ X, tem-se x 6 b;

S2. Dado c < b em R existe x ∈ X tal que c < x.

Analogamente, um elemento a ∈ R chama-se ı́nfimo de um conjunto Y ⊂ R, limitado

inferiormente, quando a satisfaz as condições seguintes:

I1. Para todo y ∈ Y, tem-se a 6 y;

I2. Dado c ∈ R com a < c, existe y ∈ Y tal que y < c.

O supremo e ı́nfimo, quando existem são únicos e serão indicados, respectivamente por:

b = supX e a = inf Y.

Definição 3. Seja (xn) uma sequência limitada de números reais, digamos com α 6

xn 6 β para todo n ∈ N. Escrevamos Xn = {xn, xn+1, ...}. Temos [α,β] ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃

... ⊃ Xn ⊃ ... Logo, pondo an = inf Xn e bn = supXn, vem

α 6 a1 6 a2 6 ... 6 an 6 ... 6 bn 6 ... 6 b2 6 b1 6 β.
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Existem, portanto, os limites

a = liman = supan = sup
n

inf Xn,

b = limbn = inf bn = inf
n

supXn.

Escrevemos a = lim inf xn, b = lim sup xn, diremos que a é o limite inferior e que b é o

limite superior da sequência (xn). Tem-se evidentemente

lim inf xn 6 lim sup xn.

Teorema 2. (Bolzano-Weierstrass). Toda sequência limitada em Rn possui uma

subsequência convergente.

Demonstração: Ver [ 17 ], pág. 17. �

1.2 Definições e Alguns Resultados de Otimização

Dados C ⊂ Rn e uma função f : Rn → R ∪ {+∞}, o problema de minimizar f em C é

escrito como

min
x∈C

f(x). (1.1)

O conjunto C é chamado conjunto viável do problema, os pontos de C são chamados de

pontos viáveis e f é chamada função objetivo. Quando C 6= Rn dizemos que (1.1) é um

problema restrito e quando C = Rn dizemos que o problema é irretrito.

Definição 4. Dizemos que v̄ ∈ [−∞,+∞) definido por

v̄ = inf
x∈C

f(x)

é o valor ótimo de (1.1).

Definição 5. Considere ainda o problema (1.1). Dizemos que um ponto x̄ é

a) Minimizador global de f sobre C, se

x̄ ∈ C ∩ dom(f) e f(x̄) = inf
x∈C

f(x);

b) Minimizador local de f sobre C, se x̄ ∈ C∩ dom(f) e existe uma vizinhança V de x̄

tal que

f(x̄) 6 f(x), ∀ x ∈ C ∩ V .



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 7

Definição 6. O domı́nio efetivo de uma função f : Rn → R∪{+∞}, denotado por dom(f),

é o conjunto dado por dom(f) = {x ∈ Rn; f(x) < +∞} .

Definição 7. Uma função f : Rn → R ∪ {+∞} é própria quando dom(f) 6= ∅.

Definição 8. Se dom(f) 6= ∅, então o conjunto dos seus minimizadores globais é dado

por

arg min f =
{
x̄ ∈ Rn| f(x̄) = inf

x
f(x)
}

.

Exemplo 1. Considere a seguinte função

f(x) =

 −ln(x), se x > 0,

+∞, se x 6 0.

Claramente, f : Rn → R ∪ {+∞} é uma função própria.

A seguir, veremos as definições e proposições de sequências Fejér e quase-Fejér con-

vergente, muito relevantes para a obtenção de alguns resultados nos caṕıtulos posterio-

res. Sendo um destes, relacionados com a análise de convergência do método Proximal-

Subgradiente incremental.

Definição 9. Uma sequência {xk} ⊂ Rn é dita ser Fejér convergente a um conjunto não

vazio U ⊂ Rn se para cada u ∈ U e para todo k > 0 vale

‖xk+1 − u‖2 6 ‖xk − u‖2.

Definição 10. Uma sequência {xk} ⊂ Rn é quase-Fejér convergente ao conjunto não

vazio U ⊂ Rn se para cada u ∈ U existe uma sequência {εk} ⊂ R, com εk > 0, tal que∞∑
k=0

εk <∞ e para todo k > 0 vale

‖xk+1 − u‖2 6 ‖xk − u‖2 + εk.

Proposição 1. Se {xk} ⊂ Rn é quase-Fejér convergente ao conjunto não vazio U ⊂ Rn

então {xk} é limitada. E mais, se existir algum ponto de acumulação x̄ de xk tal que

x̄ ∈ U, então lim xk = x̄.

Demonstração: Seja u ∈ U. Pela Definição 10 temos que

‖xk − u‖2 6 ‖x0 − u‖2 +
k−1∑
j=0

εj 6 ‖x0 − u‖2 +
∞∑
j=0

εj.
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Assim temos que {xk} é limitada. Agora, consideremos x̄ ∈ U um ponto de acumulação de {xk}

e δ > 0. Seja {xkl} uma subsequência de {xk}, tal que lim xkl = x̄. Pela mesma Definição, existe

k0 tal que

∞∑
j=k0

εj <
δ

2
e existe k1 > k0 tal que

‖xkl − x̄‖
2 <

δ

2
para todo k > k1.

Então para todo k > kl vale

‖xk − x̄‖2 6 ‖xkl − x̄‖
2 +

k−1∑
j=kl

εj 6 ‖xkl − x̄‖
2 +

∞∑
j=kl

εj <
δ

2
+
δ

2
= δ

Dessa forma, temos que lim xk = x̄. �

Claramente podemos ver que proposição acima é válida para o caso onde {xk} é Fejér

convergente ao conjunto U, basta considerar εk = 0.

Definição 11. Um conjunto C ⊂ Rn é chamado conjunto convexo se para quaisquer

x,y ∈ C e α ∈ [0, 1], tem-se αx+ (1 − α)y ∈ C.

Exemplo 2. O conjunto vazio, o espaço Rn e o conjunto que contém um ponto só, são

trivialmente convexos.

Exemplo 3. Uma bola em Rn, isto é, um conjunto {x ∈ Rn tal que ||x|| 6 c}, onde c ∈

R+, também é um conjunto convexo.

Definição 12. a) Uma combinação afim de elementos x1, ..., xk ∈ Rn é um elemento

da forma

k∑
i=1

αixi, onde os coeficientes satisfazem

k∑
i=1

αi = 1.

b) Uma variedade afim em Rn é um conjunto contendo todas suas combinações afins.

c) Seja S ⊂ Rn um conjunto não vazio. O fecho afim de S é denotado por aff (S) é

a variedade afim gerada por S, isto é, a interseção de todas as variedades afins que

contem S.

Definição 13. Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo. O interior relativo de C, denotado

por ri(C) é o interior de C com relação a topologia relativa do fecho afim de S, isto é,

x ∈ ri(C) se, e somente se, x ∈ aff(C) e existe δ > 0 tal que aff(C) ∩ B(x, δ) ⊂ C.

Definição 14. Sejam C ⊂ Rn um conjuto convexo e x̄ ∈ C. O cone normal (cone de

direções normais), no ponto x̄ em relação ao conjunto C é dado por

NC(x̄) = {d ∈ Rn | 〈d, x− x̄〉 6 0,∀ x ∈ C} .
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Observação 1. Se x̄ ∈ int C, então NC(x̄) = 0.

Com efeito, veja que se x̄ ∈ int C, então existe δ > 0 tal que, B(x̄, δ) ⊂ Rn e pela

definição de cone isto só é posśıvel se d = 0.

Observação 2. Se C = Rn então NC(x) = 0, ∀ x ∈ Rn.

Definição 15. Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo, diz-se que a função f : Rn → R∪{+∞}

própria, é convexa em C quando para quaisquer x,y ∈ C e α ∈ (0, 1), tem-se

f(αx+ (1 − α)y) 6 αf(x) + (1 − α)f(y),

e a função f é dita estritamente convexa em C, quando a desigualdade acima é estrita

para todos x 6= y, com x,y ∈ dom(f). A função diz-se fortemente convexa em C, com

módulo γ > 0, quando para quaisquer x,y ∈ C e α ∈ (0, 1), tem-se

f(αx+ (1 − α)y) 6 αf(x) + (1 − α)f(y) − γα (1 − α) ‖x− y‖2.

Claramente vemos que uma função fortemente convexa em C é estritamente convexa

em C, e uma estritamente convexa em C é convexa em C.

Exemplo 4. A função f : C→ R, onde C ⊆ Rn, dada por f(x) = ‖x−x0‖2, para xo ∈ Rn

é fortemente convexa.

Exemplo 5. A função f : R → R, dada por f(x) = ex é estritamente convexa (mas não

é fortemente convexa).

Exemplo 6. A função f : R→ R, dada por f(x) = x é convexa (mas não é estritamente

convexa).

Teorema 3. Sejam C ⊂ Rn um conjunto convexo e f : Rn → R ∪ {+∞} uma função

convexa e própria, então um mı́nimo local de f sobre C é também um mı́nimo global. E

mais, se f é estritamente convexa, então existe no máximo um mı́nimo global de f sobre

C.

Demonstração: Ver [6], página 87. �

Teorema 4. Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função convexa. Então f é relativamente

cont́ınua em qualquer conjunto C relativamente aberto e convexo em dom(f), em parti-

cular em ri(dom(f)).

Demonstração: Ver [21], página 82. �
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Definição 16. Seja f : Rn → R ∪ {+∞}, própria e C ⊂ Rn. Dizemos que f é Lipschitz

cont́ınua sobre C se C ⊂ dom(f) e existe uma constante L > 0 tal que

|f(x) − f(y)| 6 L‖x− y‖, ∀ x,y ∈ C.

Teorema 5. Seja f : C → R ∪ {+∞} uma função própria e convexa em C qualquer

subconjunto compacto em ri(dom(f), então f é Lispchitz-cont́ınua em C.

Demonstração: Ver [21], página 86. �

Proposição 2. Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo. Se f : Rn → R∪ {+∞} é uma função

convexa em C e h : Rn → R∪ {+∞} é fortemente convexa em C, então f+h é fortemente

convexa em C.

Demonstração: Sejam x,y ∈ C, então

f(αx+ (1 − α)y) 6 αf(x) + (1 − α)f(y), se α ∈ [0, 1]

e

h(αx+ (1 − α)y) 6 αh(x) + (1 − α)h(y) − γα (1 − α) ‖x− y‖2, se α ∈ [0, 1] ,

então temos

(f+ h)(αx+ (1 − α)y) = f(αx+ (1 − α)y) + h(αx+ (1 − α)y)

6 αf(x) + (1 − α)f(y) + αh(x) + (1 − α)h(y) − γα (1 − α) ‖x− y‖2

= α(f+ h)(x) + (1 − α)(f+ h)(y) − γα (1 − α) ‖x− y‖2.

Logo, f+ h é fortemente convexa em C. �

Definição 17. Dizemos que a função f : Rn → R ∪ {+∞} é semi-cont́ınua inferiormente

no ponto x ∈ dom(f), quando para qualquer sequência {xk} ⊂ dom(f) tal que {xk} →

x (k→∞), tem-se

lim inf f(xk) > f(x). (1.2)

Observação 3. Nas mesmas condições acima, dizemos que f é fechada quando a desi-

gualdade (1.2) é válida para todo x ∈ Rn.

Definição 18. Seja f : Rn → R∪ {+∞} uma função convexa. Dizemos que y ∈ Rn é um

subgradiente de f no ponto x ∈ dom(f) se

f(z) > f(x) + 〈y, z− x〉, ∀z ∈ Rn.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado subdiferencial de f em x e sua

notação é dada por ∂f(x). Se f não é finito em x, então definimos ∂f(x) = ∅.
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Teorema 6. Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função convexa e própria. Então para todo

x ∈ int(dom(f)), o conjunto ∂f(x) é convexo, compacto e não vazio.

Demonstração: Ver [21], página 217. �

Teorema 7. Sejam fi : Rn → R ∪ {+∞} , i = 1, ...,m funções convexas, próprias e

assuma que F = f1 + ... + fm é própria. Então temos que:

a) ∂F(x) ⊃ ∂f1(x) + ... + ∂fm(x), ∀x ∈ Rn.

b) Se

m⋂
k=1

ri (dom (fi)) 6= ∅ temos que

∂F(x) = ∂f1(x) + ... + ∂fm(x), ∀x ∈ Rn.

Demonstração: Ver [21], página 223. �

Definição 19. Para f : Rn → R ∪ {+∞}, o eṕıgrafo de f é o conjunto dado por

Ef = {(x,α) ∈ Rn × R | f(x) 6 α} .

Teorema 8. Seja f : Rn → R ∪ {+∞}, então f é fechada no Rn se, e somente se, o

eṕıgrafo Ef é fechado em Rn × R.

Demonstração: Ver [28], página 9. �

Teorema 9. Seja f : Rn → R ∪ {+∞}, então f é convexa no Rn se, e somente se, o

eṕıgrafo Ef é um conjunto convexo em Rn × R.

Demonstração: Ver [28], página 40. �

Figura 1.1: Convexidade da função f⇔ convexidade do eṕıgrafo de f.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 12

Definição 20. Dado um subconjunto não vazio S ⊂ Rn, a função IS : Rn → R ∪ {+∞}

definida por

IS(x) =

 0, se x ∈ S,

+∞ se x /∈ S

é chamada função indicadora de S. Se S é um conjunto convexo, fechado e não vazio

então IS é uma função convexa, fechada e própria.

Observação 4. Sejam f : Rn → R ∪ {+∞} uma função convexa e C ⊂ Rn um conjunto

não vazio e convexo. Se dom(f) ∩ C 6= ∅ então φ : Rn → R ∪ {+∞}, definida por

φ :

 f(x), se x ∈ C,

+∞ se x /∈ C

é uma função convexa e própria. Observe também que φ = f + IC. Assim, resolver o

problema

min
x∈C

f(x)

é equivalente à resolver

min
x∈Rn

φ(x).

Na seguinte proposição observamos uma relação entre o operador normalizador e a

função indicadora de um conjunto.

Proposição 3. O operador normalizador do conjunto S ⊂ Rn (NS(x)) é definido por

NS(x) = ∂IS(x), ∀ x ∈ Rn.

Demonstração: Seja y ∈ ∂IS(x), então:

a) Se x /∈ S temos que IS(x) = +∞ então, pela definição de subgradiente teŕıamos que

IS(z) > +∞, ∀ z ∈ Rn,

o que é um absurdo, pois para y ∈ S teriamos: 0 > +∞. Logo ∂IS(x) = ∅.

b) Se x ∈ S então, temos que IS(x) = 0, dáı

IS(z) > 〈y, z− x〉, ∀ z ∈ Rn.

Assim, temos dois casos:
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i) Se z /∈ S então, 〈y, z− x〉 6 +∞.

ii) Se z ∈ S então, 〈y, z− x〉 6 0

Dessa forma, temos que:

∂IS(x) =

 {y ∈ Rn; 〈y, z− x〉 6 0, ∀ z ∈ S} , se x ∈ S,

∅ , se x /∈ S.

E pela definição de subgradiente e normalizador, temos que o resultado é verdadeiro. �

Teorema 10. (Condição de otimalidade para minimização convexa num con-

junto convexo) Sejam f : Rn → R ∪ {+∞} uma função convexa, própria e fechada, e

C ∈ Rn um conjunto convexo, não vazio e fechado. Assuma que ri(C)∩ ri(dom(f)) 6= ∅.

Então x̄ ∈ Rn é um minimizador de f em C se, e somente se,

∃ y ∈ ∂f(x̄) tal que 〈y, x− x̄〉 > 0, ∀ x ∈ C,

ou, equivalentemente,

0 ∈ ∂f(x̄) +NC(x̄). (1.3)

Em particular, x̄ é um minimizador de f no Rn se, e somente se,

0 ∈ ∂f(x̄).

Demonstração: Ver [1], página 120. �

Observação 5. Veja ainda que com a definição e propriedades de função indicadora,

(1.3) é equivalente à

0 ∈ ∂ (f+ IC) (x̄).

1.2.1 Operador Projeção

Uma projeção do ponto x ∈ Rn sobre um conjunto não vazio C ⊂ Rn é o ponto de C que

está mais próximo de x (a distância aqui considerada é proveniente da norma euclidiana).

Assim temos que, a projeção de x sobre C é uma solução (global) do problema

min
y∈C
‖y− x‖.

E ainda, quando C é fechado esta projeção existe para qualquer x ∈ Rn. O teorema a

seguir nos garante a unicidade da projeção (sob algumas condições) e o subsequente nos

dará uma propriedade que será usada no Caṕıtulo 3.
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Teorema 11. (Teorema da projeção) Seja C ∈ Rn um conjunto convexo, fechado e

não vazio. Então para todo x ∈ Rn, a projeção de x sobre C, denotada por PC(x), existe

e é única. Além disso, x̄ = PC(x) se, e somente se,

x̄ ∈ C, 〈x− x̄,y− x̄〉 6 0,∀ y ∈ C, (1.4)

ou, equivalentemente,

x̄ ∈ C, x− x̄ ∈ NC(x̄).

Demonstração: Ver [13], página 94. �

Observação 6. Veja que se C = Rn, então PC(x) = x, ∀ x ∈ Rn.

Teorema 12. (O operador projeção é Lipschitz) Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo,

fechado e não vazio. Então para x,y ∈ Rn quaisquer, temos:

‖PC(x) − PC(y)‖ 6 ‖x− y‖

.

Demonstração: Temos que PC(x) ∈ C e PC(y) ∈ C e usando (1.4) para x e y, respectivamente,

temos

〈x− PC(x),PC(y) − PC(x)〉 6 0,

〈y− PC(y),PC(x) − PC(y)〉 6 0.

Somando as desigualdades acima obtemos

0 > 〈y− PC(y) − x+ PC(x),PC(x) − PC(y)〉

= ‖PC(x) − PC(y)‖2 + 〈y− x,PC(x) − PC(y)〉,

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na expressão acima temos

‖PC(x) − PC(y)‖‖x− y‖ > 〈x− y,PC(x) − PC(y)〉

> ‖PC(x) − PC(y)‖2.

Se PC(x) = PC(y) o resultado é claro. Caso contrário, divimos os dois lados da desigualdade

acima por ‖PC(x) − PC(y)‖ e obtemos a desigualdade desejada. �
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1.2.2 Operador Proximal

O operador proximal é o elemento chave nos algoritmos de otimização convexa, por exem-

plo, calcular o operador proximal de uma função é a operação base do método proximal.

A seguir veremos algumas propriedades deste operador.

Definição 21. Seja f : Rn → R ∪ {+∞}. Dado um parâmetro positivo α, o operador

proximal de uma função f em um ponto u ∈ Rn é definido por

proxf(u) := arg min
x∈Rn

(
f(x) +

1

2α
‖x− u‖2

)
Observação 7. Para f : Rn → R ∪ {+∞} própria, fechada e convexa e u,p ∈ Rn temos

que

p = proxf(u) se, e somente se u− p ∈ ∂f(p).

Com efeito, veja que pela definição acima e pelo Teorema 10 temos que

p = proxf(u)⇔ 0 ∈ ∂(f+ 1

2
‖. − u‖2)(p).

Veja que,

∂(f+
1

2
‖. − u‖2)(p) = ∂f(p) + ∂

(
1

2
‖p− u‖2

)
= ∂f(p) + p− u.

Assim temos que,

0 ∈ ∂f(p) + p− u⇔ u− p ∈ ∂f(p).

Definição 22. T : Rn → P(Rn), onde P(Rn) é o conjunto das partes de Rn, é dito

monotono se

0 6 〈x− y,u− v〉, (1.5)

para todo x,y ∈ Rn, u ∈ T(x) e v ∈ T(y).

Proposição 4. Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função convexa, então ∂f é monótono.

Demonstração: Ver [27], página 110. �

Definição 23. Seja D ⊂ Rn Dizemos que um operador T : D → Rn é firmemente não

expansivo se

‖T(x) − T(y)‖2 6 〈T(x) − T(y), x− y〉, ∀x,y ∈ D.
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Observação 8. Para f : Rn → R ∪ {+∞} é própria, fechada e convexa temos que o

operador

proxf : Rn → Rn

é firmemente não expansivo.

Com efeito, veja que ∂f é um operador monótono, dessarte temos que

y = proxf(x), v = proxf(u) ⇒ x− y ∈ ∂f(y), u− v ∈ ∂f(v)

⇒ 0 6 〈x− y− u+ v,y− v〉

⇒ ‖y− v‖2 6 〈x− u,y− v〉.

Veja ainda que, o operador proxf é Lipschitz-cont́ınuo, basta usar a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz para última desigualdade acima. E assim, temos

‖y− v‖2 6 ‖x− u‖‖y− v‖.

Dividindo a equação acima por ‖y− v‖ temos a validade desta última observação.



Caṕıtulo 2

Métodos Incrementais

Neste caṕıtulo, fazemos uma breve abordagem sobre alguns métodos usados em problemas

de otimização convexa em grande escala do tipo

min
x∈C

m∑
i=1

fi(x) (2.1)

onde fi : Rn → R ∪ {+∞} , i = 1, ...,m, são funções convexas (não necessariamente dife-

renciáveis) e C é um conjunto fechado e convexo. Quando o número m de componentes é

grande é prefeŕıvel usar métodos incrementais, caracterizados por atuar em cada função fi

a cada interação. Os métodos incrementais tem se tornado prefeŕıveis em problemas como

em (2.1), por causa de sua rápida taxa de convergência inicial. Tais métodos surgiram de

problemas oriundos de treinamento de redes neurais, regularização dos mı́nimos quadra-

dos, problema de Fermat-Weber em teoria da localização, problema dual, estimativa de

máxima verossimilhança, etc.

É importante ressaltar que, para a análise de convergência, neste trabalho a ordem em

que as componentes {fi,hi} serão escolhidas para as iterações, será a ćıclica. Na ordem

ćıclica, as componentes {fi,hi} são tomadas na ordem determinista fixa 1, ...,m, de modo

que

ik = (k módulo m) + 1,

ou seja, ik equivalente à 1 mais o resto da divisão de k por m. Um bloco cont́ınuo de

iterações envolvendo {f1,h1},..., {fm,hm}, nesta ordem e exatamente uma vez é chamado

ciclo. Vamos assumir que o passo αk é constante ao longo de um ciclo, ou seja, para todo

k, onde ik ≡ 1, temos que αk = αk+1 = ... = αk+m−1.

17
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2.1 Método do Subgradiente Incremental

Veremos a seguir o método do subgradiente projetado, em sua versão clássica. Por sim-

plicidade, vamos nos referir à ele como método do subgradiente.

2.1.1 Método do Subgradiente

O método do Subgradiente é um algoritmo usado em problemas de minimização de funções

convexas não diferenciáveis, este método foi originalmente desenvolvido por Shor [24], na

União Soviética, nas décadas de 60 e 70. Considere o seguinte problema

min
x∈C

F(x), (2.2)

onde F : Rn → R ∪ {+∞} é uma função convexa, fechada e própria e C um conjunto

convexo, não vazio e fechado. Vamos considerar a seguinte hipótese: C ⊂ ri(dom(F)).

Assim, iniciando com um ponto em x0 ∈ C, este método gera uma sequência {xk} de

pontos no Rn, da forma

xk+1 = PC

(
xk − αk∇̃F(xk)

)
. (2.3)

Onde ∇̃F(xk) é algum subgradiente de F em xk e αk é um escalar positivo.

Este método possui algumas propriedades de convergência, para mais detalhes consulte

[5].

2.1.2 Método do Subgradiente Incremental(SI)

Este método é voltado para problemas como (2.1), ele pode ser visto como uma genera-

lização do Método do Gradiente Incremental (GI), cujo algoritmo é da seguinte forma:

Escolha x0 ∈ C

Passo 1 Seja

Φ0,m = xk

Passo 2 Após obter ∇fik(Φi−1,k) obtenha

Φi,k = PC(Φi−1,k − αk∇fik(Φi−1,k)), i = 1, ...,m.

Passo 3 Atualize xk+1 = Φk,m
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Tome k := k+ 1 e retorne para o Passo 1.

Onde αk é um passo positivo.

Veja que este algoritmo é um ciclo de m subiterações, assim se xk é um ponto obtido

após k ciclos, então o ponto xk+1 obtido após mais um ciclo é dado por Φk,m (que é obtido

após m passos) e este ciclo foi iniciado com xk = Φ0,k. O método SI foi primeiramente

proposto na União Soviética por Kibardin [15], onde o problema (2.1), foi considerado

o caso irrestrito. Posteriormente, considerando o problema no caso restrito, Solodov

e Zavriev [25] analisaram a convergência deste método, considerando a função objetivo

Lipschitz cont́ınua e C adotado como convexo e compacto. Nedić e Bertsekas [20] também

propuseram uma análise de convergência deste método, porém neste exige a convexidade

da função f. O método do subgradiente incremental tem a seguinte forma

xk+1 = PC

(
xk − αk∇̃fik(xk)

)
. (2.4)

Onde ∇̃fik(xk) é um subgradiente de fik em xk. Ele opera de forma análoga ao método GI,

em ciclos (dem subiterações) e ao invés de usar o gradiente∇fik(xk), da componenete fik ,

é usado um subgradiente arbitrário ∇̃fik(xk). A semelhança está também na necessidade

de diminuição do passo αk para que o método tenha convergência. É importante ressaltar

que o método SI converge mais rapidamente quando o ponto inicial é tomado distante do

ponto convergente, mas convergem lentamente se for tomado próximo do ponto limite de

convergência, pois objetiva minimizar cada função componente separadamente, veja [3].

2.2 Método Proximal Incremental

Visando um melhor entendimento do método proximal, veremos agora a sua versão para

uma única função e algumas de suas propriedades.

2.2.1 Método do Ponto Proximal

O algoritmo de ponto proximal foi proposto por Martinet [19] e Rockafellar [22], na década

de 70 e ele é usado resolver problemas como o seguinte

min
x∈C

F(x),
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sendo F : Rn → R ∪ {+∞} uma função convexa, fechada e própria C ⊂ Rn um conjunto

convexo, fechado e não vazio. Consideremos aqui a seguinte hipótese: C ⊂ ri(dom(F)).

Iniciando com um ponto x0 ∈ C, este método gera sequências, {xk} ⊂ Rn, da seguinte

forma

xk+1 = arg min
x∈C

{
F(x) +

1

2αk
‖x− xk‖2

}
, (2.5)

onde αk é uma sequência de escalares positivos. Observe que este método está bem

definido, para isso considere

Fk(x) = F(x) + IC(x) +
1

2αk
‖x− xk‖2,

Veja que o problema (2.5) é equivalente à

xk+1 = arg min
x∈Rn

Fk(x).

Dessa forma, sendo Fk a soma de funções convexas, F e IC, com uma função estritamente

convexa, ‖x − xk‖2, temos que Fk é função estritamente convexa e como consequência,

possui um único mı́nimo global, garantindo assim a boa definição do algoritmo.

Teorema 13. Seja {xk} a sequência gerada pela iteração (2.5), então

1

αk
(xk − xk+1) ∈ ∂F(xk+1) +NC(xk+1).

Demonstração: Se xk+1 é um minimizador de Fk então

0 ∈ ∂Fk(xk+1) = ∂

(
F(xk+1) + IC(xk+1) +

1

2αk
‖xk+1 − xk‖2

)
= ∂F(xk+1) +NC(xk+1) +

1

αk
(xk+1 − xk).

Assim, obtemos que
1

αk
(xk − xk+1) ∈ ∂F(xk+1) +NC(xk+1).

Provando a validade do teorema. �

Lema 1. Se {xk} é a sequência gerada pela iteração acima, então para todo x ∈ C vale

‖xk+1 − x‖2 6 ‖xk − x‖2 − ‖xk − xk+1‖2 − 2αk (F(xk+1) − F(x)) (2.6)

6 ‖xk − x‖2 − 2αk (F(xk+1) − F(x)) . (2.7)

Demonstração: Seja x ∈ C então

‖xk − x‖2 = ‖xk − xk+1 + xk+1 − x‖2 (2.8)

= ‖xk − xk+1‖2 − 2〈xk − xk+1, x− xk+1〉+ ‖xk+1 − x‖2. (2.9)
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Temos, pelo Teorema 13, que

1

αk
(xk − xk+1) ∈ ∂F(xk+1) +NC(xk+1),

usando esta relação e as definições de ∂F(xk+1) e NC(xk+1) obtemos,

F(xk+1) +
1

αk
〈xk − xk+1, x− xk+1〉 6 F(x). (2.10)

Combinando (2.10) com a igualdade (2.8) − (2.9) temos

‖xk+1 − x‖2 6 ‖xk − x‖2 − ‖xk − xk+1‖2 − 2αk (F(xk+1) − F(x)) .

A desigualde (2.5) é clara. �

Lema 2. A sequência {F(xk)} é monótona não crescente.

Demonstração: Usando o Lema 1 e fazendo x = xk temos que

0 6 ‖xk+1 − xk‖2 6 −αk (F(xk+1) − F(xk)) .

Claramente obtemos,

F(xk+1) 6 F(xk),

garantindo então, veracidade deste lema. �

O próximo Teorema diz respeito à convergência do método em questão e para um

melhor esclarecimento deste, vamos assumir que

F∗ = inf
x∈C

F(x) e S = {x̄ ∈ C | F(x̄) = F∗} ,

Podendo o conjunto S ser vazio.

Teorema 14. Sejam {xk} é a sequência gerada pelo algoritmo (2.5). Se a sequência {αk}

é tal que

∞∑
k=0

αk = +∞, então

lim
k

inf F(xk) = F
∗.

E além disso, se o conjunto S é não vazio então lim
k
xk = x̄, com x̄ ∈ S.

Demonstração: Vamos demonstrar inicialmente a primeira parte. Assim, suponha por absurdo

que tal limite não seja verdadeiro, então existe ε > 0 tal que

lim inf F(xk) > F
∗ + 2ε.

Assim, existe ȳ ∈ C de tal forma que,

lim inf F(xk) > F(ȳ) + 2ε.
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Seja k0 suficientemente grande, assim, para todo k > k0 obtemos

F(xk) > lim inf F(xk) − ε.

Combinando estas duas desigualdades obtemos

F(xk) − F(ȳ) > ε. (2.11)

Pelo Lema 1, temos que

2αk (F(xk+1) − F(x)) 6 ‖xk − x‖2 − ‖xk+1 − x‖2.

Fazendo k = 0, 1, ...,n na desigualdade acima e somando-as obtemos

2

n∑
k=0

αk (F(xk+1) − F(x)) 6
n∑
k=0

(
‖xk − x‖2 − ‖xk+1 − x‖2

)
= ‖x0 − x‖2 − ‖xn+1 − x‖2.

Dessa forma, a expressão abaixo é verdadeira

2

n∑
k=0

αk (F(xk+1) − F(x)) 6 ‖x0 − x‖2 − ‖xn+1 − x‖2,

então

2

n∑
k=0

αk (F(xk+1) − F(x)) 6 ‖x0 − x‖2.

Fazendo ȳ = x nesta última relação e considerando (2.11) temos,

2

n∑
k=0

αkε 6 ‖x0 − ȳ‖2. (2.12)

Um absurdo, para k suficientemente grande.

Agora, para demonstrar a segunda parte, suponha que F tenha um minimizador, ou seja,

S 6= ∅ e suponha que ȳ ∈ S, então pelo Lema 1, temos que

‖xk+1 − ȳ‖2 6 ‖xk − ȳ‖2.

Assim, temos que {xk} é Fejér convergente ao conjunto S e pela definição de Fejér convergente

temos que esta sequência é limitada e dessa forma, pelo Teorema de Weierstrass, ela possui uma

subsequência convergente, sejam
{
xkj
}

esta subsequência e x̄ = lim
k
xkj. Assim, x̄ é um ponto de

acumulação de {xk} e pela Proposição de sequências Fejér convergentes temos que, x̄ = lim
k
xk.

E como F é fechada temos que

lim
k

inf F(xk) > F(x̄),

logo x̄ ∈ S. �
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2.2.2 Método Proximal Incremental

A seguinte iteração proximal incremental resolve problemas como em (2.1)

xk+1 = arg min
x∈C

{
fik(x) +

1

2αk
‖x− xk‖2

}
. (2.13)

Onde fi : Rn → R ∪ {+∞} são funções convexas, αk são sequências escalares positivas e

C é um conjunto fechado, convexo. Vamos considerar a seguinte hipótese: C ⊂ dom(fi).

O método em (2.3), tem uma relação direta com o algoritmo de minimização proximal

proposto por Martinet [19] e Rockafellar [22]. Estes tipos de métodos são considerados,

geralmente, mais estáveis que o método do subgradiente, pelo fato de ser posśıvel obter a

limitação das sequências geradas por ele. No entanto, Bertsekas em [4] menciona que este

método pode requer uma estrutura especial, no que diz respeito as funções componentes.

E dessa forma, faz sentido considerar um método que combine as iterações proximais e as

iterações de subgradiente/gradiente, como veremos no Caṕıtulo 3. Para Ma [23], assumir

que uma certa função f tem uma estrutura especial, significa dizer seu operador proximal

dado por

proxf(u) := arg min
x∈Rn

(
f(x) +

1

2λ
‖x− u‖2

)
com parâmetro λ > 0, é relativamente fácil de computar. Exemplo:

Exemplo 7. Se f(x) = 0 então proxf(u) = u.

Exemplo 8. Se f(x) = IC(x) então proxf(u) = arg min
x∈C
‖x− u‖2 = PC(u).

A proposição a seguir nos dá resultados que serão muito úteis, no prox́ımo caṕıtulo.

A parte a) obtemos uma aproximação entre as iterações proximais e de subgradiente e na

parte b) obtemos uma desigualdade que será usada na análise de convergência do método

no caṕıtulo seguinte.

Proposição 5. Sejam C um conjunto não vazio, convexo, fechado e f : Rn → R ∪ {+∞}

uma função convexa, fechada e própria tal que C ⊂ ri(dom(f)). Considere a seguinte

iteração proximal

xk+1 = arg min
x∈C

{
f(x) +

1

2αk
||x− xk||

2

}
(2.14)

Para qualquer xk ∈ C e αk > 0, temos:
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(a) A iteração pode ser escrita como

xk+1 = PC
(
xk − αk∇̃f(xk+1)

)
, (2.15)

onde ∇̃f(xk+1) é algum subgradiente de f em xk+1.

(b) Para todo y ∈ C, temos que

||xk+1 − y||
2 6 ||xk − y||

2 − 2αk
(
f(xk+1) − f(y)

)
− ||xk − xk+1||

2

6 ||xk − y||
2 − 2αk

(
f(xk+1) − f(y)

) (2.16)

Demonstração:

(a) Veja que mostrar que o método em (2.14) está bem definido e é equivalente a mostrar a

boa definição de

xk+1 = arg min
x∈Rn

{
f(x) + IC(x) +

1

2αk
||x− xk||

2

}
.

Para mostrar este último, considere

fk(x) = f(x) + IC(x) +
1

2αk
||x− xk||

2.

Veja que f e IC são funções convexas no Rn e g(x) = 1
2αk

||x− xk||
2 é fortemente convexa,

portanto fk é fortemente convexa no Rn o que implica que fk possui um único minimizador

global, dáı temos a boa definição do método. Temos que fk é própria e ri(dom(f)) ∩

ri(dom(IC)) ∩ ri(dom(g)) 6= ∅, então pelo Teorema 7 temos que

∂fk(x) = ∂f(x) + ∂IC(x) + ∂g(x),

assim,

∂fk(x) = ∂f(x) +NC(x) +
1

αk
(x− xk).

Como xk+1 é minimizador de fk temos

0 ∈ ∂fk(xk+1) = ∂f(xk+1) +NC(xk+1) +
1

αk
(xk+1 − xk).

Da relação acima, temos que existem vetores v1 ∈ ∂f(xk+1) e v2 ∈ NC(xk+1) tal que

1

αk
(xk − xk+1) = v1 + v2,

portanto,
1

αk
(xk − xk+1) ∈ ∂f(xk+1) +NC(xk+1). (2.17)
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Dessa forma, de (2.17) podemos concluir que existe ∇̃f(xk+1) ∈ ∂f(xk+1) tal que

(xk − xk+1) − αk∇̃f(xk+1) ∈ NC(xk+1)

e pelo Teorema da Projeção temos que a relação acima é equivalente à

xk+1 = PC

(
xk − αk∇̃f(xk+1)

)
.

(b) Veja que ‖xk − y‖2 = ‖xk − xk+1 + xk+1 − y‖2 e expandindo esta norma temos que

||xk − y||
2 = ||xk − xk+1||

2 − 2〈xk − xk+1,y− xk+1〉+ ||xk+1 − y||
2. (2.18)

Por (2.17) temos que existem vetores v1 ∈ ∂f(xk+1) e v2 ∈ NC(xk+1) tais que

1

αk
(xk − xk+1) = v1 + v2.

Usando a definição de subgradiente e cone normal temos que para todo y ∈ C vale

f(xk+1) + 〈v1,y− xk+1〉 6 f(y) e 〈v2,y− xk+1〉 6 0

e somando estas desigualdades obtemos

f(xk+1) +
1

αk
〈xk − xk+1,y− xk+1〉 6 f(y).

Da desigualdade acima temos que

〈xk − xk+1,y− xk+1〉 6 αk (f(y) − f(xk+1)) .

Combinando esta ultima desigualdade com (2.18) temos que a desigualdade em (2.16) é válida.

�



Caṕıtulo 3

Método Proximal-Subgradiente

Incremental

Este novo método foi estudado por Bertsekas [3], [4] e os resultados obtidos nesse trabalho

tem como base os trabalhos deste autor.

Em problemas de minimização convexa, podem ocorrer casos em que algumas funções

tenham uma estrutura especial, de tal forma que aplicar o método proximal pode ser

mais vantajoso que o método do subgradiente, como pode haver também outros em que

certas funções sejam inapropriadas para as iterações proximais, sendo mais viáveis às

iterações de subgradiente, isto porque, a seguinte minimização

xk+1 = arg min
x∈C

{
fik(x) +

1

2αk
‖x− xk‖2

}
pode tornar-se incoveniente para estas funções. Levando isto em conta, faz sentido consi-

derar uma combinação entre as iterações proximais e de subgradiente. E pensando nisto,

para o problema a seguir, vamos supor aqui que as funções fi sejam apropriadas para

as iterações proximais, enquanto que as funções hi não são e assim, sendo prefeŕıveis as

iterações que envolvem o subgradiente.

min
x∈C

F(x) =

m∑
i=1

Fi(x). (3.1)

Onde Fi é da forma

Fi(x) = fi(x) + hi(x)

fi : Rn → R ∪ {+∞} e hi : Rn → R ∪ {+∞} , i = 1, ...,m são funções convexas, fechadas

e próprias, e C é um conjunto não vazio, fechado e convexo. Vamos supor aqui que C

26
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satisfaça a seguinte condição:

C ⊂ ri(dom(fi)) e C ⊂ ri(dom(hi)).

E assim nosso algoritmo para problemas como em (3.1) será da seguinte maneira

zk = arg min
x∈C

{
fik(x) +

1

2αk
‖x− xk‖2

}
(3.2)

xk+1 = PC

(
zk − αk∇̃hik(zk)

)
. (3.3)

A boa definição deste algoritmo é garantida pelo fato das funções fi serem convexas e

‖x−xk‖2 ser uma função estritamente convexa e, de acordo com Teorema 3, o mı́nimo em

(3.2) existe e neste caso é único. Quanto ao subdiferencial ∂hi(zk) é diferente do vazio,

pois as funções hi são convexas.

Quando as funções fi ou hi são todas nulas, temos casos especiais como as iterações

proximais (3.2) ou de subgradiente (3.3), respectivamente. Claramente, podemos ver que

as sequências {xk} e {zk} estão restritas ao conjunto C. Mas, como vimos na Observação 4,

podemos transformar um problema com restrições em um problema irrestrito, facilitanto

assim os cálculos. Dessa forma haverá casos onde podemos trabalhar com irrestrições

tanto para as iterações proximais quanto para as de subgradiente, o que nos leva aos seus

respectivos algoritmos

zk = arg min
x∈Rn

{
fik(x) +

1

2αk
‖x− xk‖2

}
(3.4)

xk+1 = PC

(
zk − αk∇̃hik(zk)

)
(3.5)

e

zk = xk − αk∇̃hik(xk). (3.6)

xk+1 = arg min
x∈C

{
fik(x) +

1

2αk
‖x− zk‖2

}
. (3.7)

Veja que diante dos algoritmos citados e com a parte (a) da Proposição 5, obtemos os

seguintes resultados:

(1) A iteração (3.2)-(3.3) pode ser escrita como

zk = PC

(
xk − αk∇̃fik(zk)

)
, xk+1 = PC

(
zk − αk∇̃hik(zk)

)
. (3.8)
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(2) A iteração (3.4)-(3.5) pode ser escrita como

zk = xk − αk∇̃fik(zk), xk+1 = PC

(
zk − αk∇̃hik(zk)

)
. (3.9)

(3) A iteração (3.6)-(3.7) pode ser escrita como

zk = xk − αk∇̃hik(xk), xk+1 = PC

(
zk − αk∇̃fik(xk+1)

)
. (3.10)

Observe que pelas atualizações acima, o subgradiente ∇̃hik pode ser qualquer vetor no

subdifencial de hik , mas ∇̃fik é um vetor espećıfico, em ∂fik , que satisfaz Proposição 5(a).

Observe também que a iteração (3.9) ainda pode ser escrita da seguinte forma

xk+1 = PC

(
xk − αk∇̃Fik(zk)

)
.

e assim temos o método do subgradiente para minimizar sobre o conjunto C a função

objetivo

F(x) =

m∑
i=1

Fi(x) =

m∑
i=1

(fi(x) + hi(x)).

3.1 Análise de Convergência para o Método com a

Ordem Ćıclica

Nesta seção, faremos uma análise da convergência do método para a ordem ćıclica. De-

notaremos por F∗ o valor ótimo:

F∗ = inf
x∈C

F(x),

e por S o conjunto de soluções ótimas (podendo ser vazio):

S = {x̄ ∈ C | F(x̄) = F∗} .

E mais, para um conjunto C não vazio, fechado e convexo, denotamos por dist(.;C) como

sendo a função distância dada por

dist(x;C) = min
z∈C
‖x− z‖, x ∈ Rn.

Vamos assumir as seguintes hipotéses,
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Hipotése 1. (Para as iterações (3.8) e (3.9)) Existe uma constante c ∈ R tal que para

todo k temos

max
{
‖∇̃fik(zk)‖, ‖∇̃hik(zk)‖

}
6 c. (3.11)

Além disso, para todo k que marca o ı́nicio de um ciclo (isto é k > 0, com ik ≡ 1),

temos que para todo j = 1, 2, ...,m,

max {fj(xk) − fj(zk+j−1),hj(xk) − hj(zk+j−1)} 6 c‖xk − zk+j−1‖. (3.12)

Hipotése 2. (Para a iteração (3.10)) Existe uma constante c ∈ R tal que para todo k

tem-se

max
{
‖∇̃fik(xk+1)‖, ‖∇̃hik(xk)‖

}
6 c. (3.13)

Além disso, para todo k que marca o ı́nicio de um ciclo (isto é k > 0, com ik ≡ 1), temos

que para todo j = 1, 2, ...,m,

max {fj(xk) − fj(xk+j−1),hj(xk) − hj(xk+j−1)} 6 c‖xk − xk+j−1‖, (3.14)

fj(xk+j−1) − fj(xk+j) 6 c‖xk+j−1 − xk+j‖. (3.15)

Veja que da convexidade de fj e hj, garantimos a existência de seus respectivos sub-

gradientes em xk, logo existem ∇̃fj(xk) ∈ ∂fj(xk) e ∇̃hj(xk) ∈ ∂hj(xk) de forma que

fj(xk) − fj(y) 6 〈∇̃fj(xk), xk − y〉 6 ‖∇̃fj(xk)‖‖xk − y‖, ∀ y ∈ Rn

e

hj(xk) − hj(y) 6 〈∇̃hj(xk), xk − y〉 6 ‖∇̃hj(xk)‖‖xk − y‖, ∀ y ∈ Rn.

e assim, se estes subgradientes forem limitados em norma por c, temos que as condições

(3.12) e (3.14) são satisfeitas. A seguir temos algumas condições que implicam nestas

hipóteses:

a) Para o algoritmo (3.8): Se fi e hi são Lipschitz cont́ınuas em C.

b) Para os algoritmos (3.9) e (3.10): Se fi e hi são Lipschitz cont́ınuas em Rn.

c) Se as sequências {xk} e {zk} são limitadas (pois fi e hi são funções de valores reais

e convexas, logo serão Lipschitz cont́ınuas sobre qualquer conjunto limitado que

contenha {xk} e {zk}).
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Proposição 6. Seja {xk} a sequência gerada pelos algortimos (3.8)-(3.10), com a ordem

ćıclica da seleção de componentes. Então para todo y ∈ C e para todo k que marca o

ińıcio de um ciclo( ou seja ik = 1), temos

‖xk+m − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk(F(xk) − F(y)) + α
2
kβm

2c2. (3.16)

Onde β = 1
m

+ 4 no caso (3.8) e (3.9) e β = 5
m

+ 4 no caso (3.10).

Demonstração: Primeiro vamos provar o resultado para os algoritmos (3.8) e (3.9). Para isso,

veja que, pela Proposição 5(b), temos que

‖zk − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk (fik(zk) − fik(y)) ∀ y ∈ C. (3.17)

Veja também que devido a projeção (PC) ser Lipschitz temos

‖xk+1 − y‖2 = ‖PC(zk − αk∇̃hik(zk)) − y‖
2

6 ‖zk − αk∇̃hik(zk) − y‖
2

= ‖zk − y‖2 − 2αk〈∇̃hik(zk), zk − y〉+ α
2
k‖∇̃hik(zk)‖

2.

Da relação acima, diante da Hipótese 1 e da definição de subgradiente obtemos

‖xk+1 − y‖2 6 ‖zk − y‖2 − 2αk (hik(zk) − hik(y)) + α
2
kc

2. (3.18)

Combinando (3.17) e (3.18) e usando a definição de Fi = fi + hi obtemos

‖xk+1 − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk (Fik(zk) − Fik(y)) + α
2
kc

2. (3.19)

Seja k o ińıcio de um ciclo, isto é ik ≡ 1. Considerando a ordem ćıclica, na iteração k+ j− 1,

a seleção de componentes é
{
fj,hj

}
, onde j = 1, ...,m. Usando (3.19) e substituindo k por

k+ 1, ...,k+m− 1 temos

‖xk+1 − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk (F1(zk) − F1(y)) + α
2
kc

2

‖xk+2 − y‖2 6 ‖xk+1 − y‖2 − 2αk (F2(zk+1) − F2(y)) + α
2
kc

2

...

‖xk+m − y‖2 6 ‖xk+m−1 − y‖2 − 2αk (Fm(zk+m−1) − Fm(y)) + α2
kc

2.

Combinando as desigualdades acima teremos

‖xk+m − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk

m∑
j=1

(
Fj(zk+j−1) − Fj(y)

)
+mα2

kc
2.
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Sabemos que F =

m∑
j=1

Fj, com isto e adicionando

m∑
j=1

(
Fj(xk) − Fj(xk)

)
no lado direito da relação

anterior obtemos ainda que

‖xk+m − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk (F(xk) − F(y)) +mα
2
kc

2

+ 2αk

m∑
j=1

(
Fj(xk) − Fj(zk+j−1)

)
. (3.20)

Da relação (3.12) conseguimos temos

Fj(xk) − Fj(zk+j−1) 6 2c‖xk − zk+j−1‖ ∀ j, tal que, 1 6 j 6 m. (3.21)

Observe também que

‖xk − zk+j−1‖ 6 ‖xk − xk+1‖+ ... + ‖xk+j−1 − zk+j−1‖.

Pela definição dos algoritmos (3.8) e (3.9), pela propriedade Lipschitz de PC e assumindo que

vale a parte (3.11) da Hipótese 1 obtemos

‖xq − xq+1‖ = ‖xq − PC(zq − αq∇̃hiq(zq)‖

6 ‖xq − zq − αq∇̃hiq(zq)‖

6 ‖xq − zq‖+ αq‖∇̃hiq(zq)‖

= αq‖∇̃fiq(zq)‖+ αq‖∇̃hiq(zq)

= 2αqc ∀ q = k, ...,k+ j− 2.

Assim,

‖xk − zk+j−1‖ 6 2αkc(j− 1) + αkc = αkc(2j− 1). (3.22)

Combinando (3.21) e (3.22) obtemos

Fj(xk) − F(zk+j−1) 6 2αkc
2(2j− 1). (3.23)

De (3.20) e (3.23) concluimos que

‖xk+m − y‖ 6 ‖xk − y‖2 − 2αk (F(xk) − F(y)) +mα
2
kc

2 + 4α2
kc

2
m∑
j=1

(2j− 1)

= ‖xk − y‖2 − 2αk (F(xk) − F(y)) + α
2
km

2c2
(

1

m
+ 4

)
.

Agora, vamos provar o resultado para o algoritmo (3.10). De tal algoritmo obtemos

‖zk − y‖2 = ‖xk − y− αk∇̃hik(xk)‖
2

6 ‖xk − y‖2 − 2αk〈∇̃hik(xk), xk − y〉+ α
2
k‖∇̃hik(xk)‖

2.
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Veja que,

hik(y) − hik(xk) > −〈∇̃hik(xk), xk − y〉

com isto e fazendo uso da Hipótese 2 conseguimos ainda que

‖zk − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk (hik(xk) − hik(y)) + α
2
kc

2. (3.24)

comparando (3.10) com (2.15) e usando a Proposição 5(b) temos

‖xk+1 − y‖2 6 ‖zk − y‖2 − 2αk (fik(xk+1) − fik(y)) . (3.25)

De (3.24) e (3.25) obtemos

‖xk+1 − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk
(
fik(xk+1) + hik(xk) − fik(y) − hik(y)

)
+ α2

kc
2

= ‖xk − y‖2 − 2αk (Fik(xk) − Fik(y)) + 2αk
(
fik(xk) − fik(xk+1)

)
+ α2

kc
2.

Considere que k marca o começo de um ciclo (ik ≡ 1). Usando um procedimento análogo ao

anterior (dos algoritmos (3.8) e (3.9)), repentindo o processo e substituindo k por k+ 1, ...,k+

m− 1, temos que

‖xk+m − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk

m∑
j=1

(
Fj(xk+j−1) − Fj(y)

)
+ 2αk

m∑
j=1

(
Fj(xk+j−1) − Fj(xk+j)

)
+mα2

kc
2.

Adicionando

m∑
j=1

(Fj(xk) − Fj(xk)) no lado direito da desigualdade acima obtemos ainda que

‖xk+m − y‖2 6 ‖xk − y‖2 − 2αk
[
F(xk) − F(y)

]
+ 2αk

m∑
j=1

(
Fj(xk) − Fj(xk+j−1)

)
+ 2αk

m∑
j=1

(
fj(xk+j−1) − fj(xk+j)

)
+mα2

kc
2. (3.26)

Usando a Hipótese 2, para os somatórios em (3.26) temos

Fj(xk) − Fj(xk+j−1) 6 2c‖xk − xk+j−1‖.

Pela Desigualdade Triangular ganhamos que

Fj(xk) − Fj(xk+j−1) 6 2c
(
‖xk − xk+1‖+ ... + ‖xk+j−2 − xk+j−1‖

)
.

Devido a propriedade lipschitiziana de PC, a definição do algoritmo em questão e valendo-se de

(3.13), vemos que cada norma acima é limitada por 2αkc. Assim,

Fj(xk) − Fj(xk+j−1) 6 4αkc
2(j− 1).
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E mais, deste algoritmo e da Hipótese 2, parte (3.15), temos

fj(xk+j−1) − fj(xk+j) 6 c‖xk+j−1 − xk+j‖ 6 2αkc
2.

Combinando as duas relações acima e somando-as obtemos

2αk

m∑
j=1

(
Fj(xk) − Fj(xk+j−1)

)
+ 2αk

m∑
j=1

(
fj(xk+j−1) − fj(xk+j)

)

6 8α2
kc

2
m∑
j=1

(j− 1) + 4α2
kc

2m

= 4α2
kc

2m2 + 4α2
kc

2m

=
(

4 +
4

m

)
α2
kc

2m2.

Por isto e pela desigualde em (3.26) temos a validade da relação (3.16), onde β =
(

4 + 5
m

)
. �

A Proposição 6 nos garante ainda que, considerando a ordem ćıclica, dada a iterada xk

no começo de um ciclo e qualquer y ∈ C com menor custo que xk (ou seja, F(y) 6 F(xk)),

os algoritmos rendem um ponto xk+m (no final do ciclo) que estará mais próximo de y

que xk, desde que o passo αk seja suficientemente pequeno, tal que satisfaça

αk 6
2
(
F(xk) − F(y)

)
βm2c2

.

Em particular, assumindo que exista a solução ótima x̄, para qualquer ε > 0 temos que

F(xk) 6 F(x̄) +
αkβm

2c2

2
+ ε,

ou a distância quadrada à x̄ será estritamente decrescida por 2αkε,

‖xk+m − x̄‖2 < ‖xk − x̄‖2 − 2αkε.

A seguinte proposição nos mostra que, para o passo αk constante, a convergência é

estabilizada na vizinhança do valor ótimo.

Proposição 7. Seja {xk} a sequência gerada por qualquer um dos algoritmos (3.8)−(3.10),

com a ordem ćıclica da seleção de componentes e seja αk = α, para algum α > 0 constante.

Temos que

a) Se F∗ = −∞, então

lim
k→∞ inf F(xk) = F

∗.
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b) Se F∗ > −∞, então

lim
k→∞ inf F(xk) 6 F

∗ +
αβm2c2

2
.

Onde c e β são constantes da Proposição 6.

Demonstração: Consideremos inicialmente a parte b). Suponha por absurdo que o resultado

não é válido, então existe ε > 0 tal que

lim inf F(xkm) > F∗ +
αβm2c2

2
+ 2ε. (3.27)

Considere ȳ ∈ C tal que

lim inf F(xkm) −
αβm2c2

2
− 2ε > F(ȳ),

e pela definição de limite inferior podemos encontar k0 (suficientemente grande) tal que ∀ k > k0

temos

F(xkm) −
αβm2c2

2
− 2ε > F(ȳ),

e assim, da desigualdade acima obtemos

−(F(xkm) − F(ȳ)) 6 −

(
αβm2c2

2
+ 2ε

)
. (3.28)

Usando a Proposição 6, onde y = ȳ teremos

‖x(k+1)m − ȳ‖2 6 ‖xkm − ȳ‖2 − 2α (F(xkm) − F(ȳ)) + α2βm2c2. (3.29)

E usando (3.28) em (3.29) e fazendo algumas manipulações obteremos

‖x(k+1)m − ȳ‖2 6 ‖xkm − ȳ‖2 − 4εα.

Desta desigualdade, obtemos que para todo k > k0,

‖x(k+1)m − ȳ‖2 6 ‖x(k−1)m − ȳ‖2 − 8αε

6 ...

6 ‖xk0 − ȳ‖
2 − 4 (k+ 1 − k0)αε.

Um absurdo para k suficientemente grande. Veja que a prova da parte a) é analoga à demon-

tração acima, basta supor por absurdo que a igualdade em a) não é válida e usar o fato de

F∗ = −∞ em (3.27) e deforma similar à b) garantimos a validade do resultado. �

Na proposição a seguir, podemos ver o número de iterações necessárias para garantir

um certo ńıvel de otimalidade.
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Proposição 8. Seja {xk} uma sequência gerada como na Proposição 6 e suponha que

S 6= ∅. Então para ε > 0 temos

min
06k6N

F(xk) 6 F
∗ +

αβm2c2 + ε

2
. (3.30)

Sendo N é dado por

N = mbdist(x0;S)
2

αε
c,

e bdist(x0;S)
2

αε
c definido como o maior inteiro menor ou igual à dist(x0;S)

2

αε
.

Demonstração: Suponha, por absurdo, que (3.30) não é válida, então para todo k, onde 0 6

km 6 N tem-se

F(xkm) > F∗ +
αβm2c2 + ε

2
.

Usando a desigualdade acima e a Proposição 6, onde αk = α e y é algum vetor de S que

minimiza a distância de xjm à S, obtemos

dist(x(k+1)m;S)2 6 dist(xkm;S)2 − 2α (F(xkm) − F∗) + α2βm2c2

6 dist(xkm;S)2 − (α2βm2c2 + αε) + α2βm2c2

< dist(xkm;S)2 − αε.

Nesta última relação, fazendo k = 0, 1, ...., Nm e somando as desigualdades, obtemos ainda que

dist(xN+m;S)2 6 dist(x0;S)
2 −

(
N

m
+ 1

)
αε.

E assim temos (
N

m
+ 1

)
αε 6 dist(x0;S)

2

Um absurdo, pela forma como definimos N. �

Nesta próxima proposição, veremos que para o passo αk convergindo à zero, mas

satisfazendo

∞∑
k=0

αk =∞, obtemos um resultado à respeito da convergência.

Proposição 9. Seja {xk} uma sequência gerada pelos algoritmos (3.8) − (3.10), com a

ordem ćıclica da selação de componentes e seja αk o passo satisfazendo

limαk = 0,

∞∑
k=0

αk =∞.

Então

lim
k

inf F(xk) = F
∗.
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Além disso, se S 6= ∅ e

∞∑
k=0

α2
k <∞,

então {xk} converge para algum x∗ ∈ S.

Demonstração: Veja que para mostrar a primeira parte, é suficiente provar que lim inf F(xkm) =

F∗, dessa forma suponha por absurdo que tal limite não seja válido. Então existe ε > 0 tal que

lim
k

inf F(xkm) > F∗ + 2ε.

Assim, pela definição de ı́nfimo e da continuidade de F temos que existe ȳ ∈ C tal que

lim
k

inf F(xkm) > F(ȳ) + 2ε. (3.31)

Seja k0 suficientemente grande, tal que para todo k > k0 temos que

F(xkm) > lim
k

inf F(xkm) − ε. (3.32)

Combinando (3.31) e (3.32) tem-se

F(xkm) − F(ȳ) > ε. (3.33)

Usando (3.33) na Proposição 6 e fazendo y = ȳ obtemos

‖x(k+1)m − ȳ‖2 6 ‖xkm − ȳ‖2 − 2αkm (F(xkm) − F(ȳ)) + α2
kmβm

2c2

< ‖xkm − ȳ‖2 − αkm
(
2ε+ βαkmm

2c2
)

.

Temos que αk → 0 e como k0 é suficientemente grande, podemos assim assumi-lo de forma que

2ε− βαkm
2c2 > ε, ∀k > k0.

E ainda, para todo k > k0 obtemos

‖x(k+1)m − ȳ‖2 6 ‖xkm − ȳ‖2 − εαkm

6 ‖x(k−1)m − ȳ‖2 − ε
(
αkm + α(k−1)m

)
6 ...

6 ‖xk0m − ȳ‖2 − ε
k∑

l=k0

αlm.

Um absurdo, quando k → ∞. Logo lim inf F(xkm) = F∗. Para provar a segunda parte, observe

que pela Proposição 6, obtemos que para todo x∗ ∈ S e k > 0

‖x(k+1)m − x∗‖2 6 ‖xkm − x∗‖2 − 2αkm (F(xkm) − F(x∗)) + α2
kmβm

2c2

6 ‖xkm − x∗‖2 + α2
kmβm

2c2.
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Dessa forma, pela hipótese de

∞∑
k=0

α2
k < ∞, pela proposição e definição de quase-Fejér con-

vergência temos que {xkm} é limitada, logo possui uma subsequência convergente. Considere{
xkjm

}
esta subsequência de {xkm} e x̄ = lim

{
xkjm

}
. Assim,

F(x̄) = lim
j

inf F(xkjm) = lim
k

inf F(xkm) = F∗,

garantindo que x̄ ∈ S e dessa forma obtemos que, lim xkm = x̄ . Para mostrar que {xk} converge

à x̄, note que para os algoritmos em questão provamos que ‖xk+1 − xk‖ 6 2αkc e como
{
α2
k

}
é

somável temos que ‖xk+1 − xk‖ → 0. Como {xkm} converge para x̄, temos que {xk} também irá

convergir para x̄. �



Caṕıtulo 4

Considerações Finais

Nesta dissertação, que teve por base os trabalhos de Bertsekas [4], vimos um método

relativamente novo, voltado para problemas que envolvem a minimização da soma de um

grande número de funções. Este método faz uma unificação de algoritmos: o algoritmo

proximal incremental e o algoritmo do subgradiente incremental, mostrando assim, que

ele pode ser bem conveniente, no caso onde algumas das funções nessa minimização forem

mais proṕıcias à serem usadas as iterções proximais e outras as iterações de subgradiente.

Vimos também, algumas propriedades de convergência deste método. Um ponto inte-

ressante também, seria avaliar se a combinação de outros métodos proveria resultados

semelhantes, para o problema de minimização em larga escala.
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