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1. Seja f : Rn → Rn uma função contínua e B = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Suponha que |f(x)| < |x|, para
todo x ∈ B não nulo. Seja x0 ∈ B um ponto não nulo, considere a sequência (xn) definida como
xn = f(xn−1) para n ≥ 1. Mostre que existe limxn e calcule seu valor.

2. Dada f : Sm → Rn, defina a extensão radial de f como a aplicação F : Rm+1 → Rn tal que

F (x) =

 |x| · f
(
x

|x|

)
, se x 6= 0

0, se x = 0.

Mostre que F é diferenciável na origem 0 ∈ Rm+1 se, e somente se, f é a restrição de uma aplicação
linear.

3. Seja f : Rm → Rm de classe C1 tal que para x, v ∈ Rm quaisquer tem-se 〈f ′(x) · v, v〉 ≥ α|v|2, onde
α > 0 é uma constante.

(a) Prove que |f(x)− f(y)| ≥ α|x− y| para x, y ∈ Rm arbitrários.

(b) Conclua que f(Rm) é fechado, e daí, que f é um difeomorfismo de Rm sobre si mesmo.

4. Sejam A,B ⊂ Rn conjuntos J-mensuráveis e f : A→ B é contínua e tal que |f(x)− f(y)| ≥ c|x− y|,
para algum c > 0 e todo x, y ∈ A. Mostre que, para toda função g : B → R integrável, a composta
g ◦ f : A→ R é integrável.

5. Sejam T : Rn → Rn aplicação linear inversível e BR ⊂ Rn bola aberta de raio R centrada na origem
0 ∈ Rn. Mostre que ∫

BR

e−〈Ty,Ty〉dy =

∫
T (BR)

e−〈x,x〉| detT−1|dx,

onde 〈 , 〉 denota o produto interno usual em Rn. Conclua que∫
Rn

e−〈Ty,Ty〉dy = π
n
2 |detT−1|.

6. Sejam u, v : U → R funções de classe C2 no aberto U ⊂ Rm+1 tais que ∆u = ∆v = 0 em U . Considere
também x0 ∈ U e r uma constante positiva com B =

{
x ∈ Rm+1; |x− x0| ≤ r

}
⊂ U, tal que u = v em

∂B. Prove que, u = v em B.

Bom Trabalho!


